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Introducción

E cst¿r tcsis t1-¿ib¿.jamos tres problcmas inloluc¡¡rn¡lo de¡ivad¿is cle o¡den fi¿r:cion¿¡io
scgrir la dci-llcirir dc Cl¡plr¡o cr) csi)acjos ilc B¿rlar:h. En cl prirlcr capíiulo prc-qcrr¿1uos

llrL ¡rcclLrcr'ra iutrr¡riuccióu t¡ 1¡ derir'¡c'ir lriicciorr¿rli¿r desde e1 punio {'1e 1,ist¡ histórico, y
1lo! ceutl'¿u¡os t¡1l 1¿r dcr_ivada fi¿ccir¡¡r¿ir-ia dc Capu+,o. most¡¿rndo slls veLsionr:s pdra R+ I'
R. ¡'ias plopieriades de estas r¡re seriil inJrort¿1[tes en ei c]esalrollo de la tesis.
El e1 segulclo cirpítrrio irrlcstigalros 1¡r cxistcuci¿r de solucioles ¿l eclr¡rcioles dilerent iales
it'acc:ir»Lurr-ios rlcl tipo

teJ
1r(0) +9(?r) - uo.

clorrrie [] < ct < 7. .J: [0.i,] cor ú > 0..1 es Lur operador lir¡eal r:er'¡ado. rro arotado ¡.
densar¡-.ntedefi¡irJoenurespaciodeBtlrachI.u¡€,Y_r'lashrncio¡es,l:.,/x)ix,I +I.
r:'..1 x X + X.l¡: f ) r I +,Y. r-q:C(,/.-I) + X solr corrtir¡Las. sicrrrlo l): {(t.s) 0 <
-" < f < ü1.El csie capítrrlo, tr-¡rbai¿rrnr-,-. cron técrric¿rs cle punto fijo para de¡iostrar 1ir

cxistonci¡r do sohrcic»rc's lrirla tal ccrracióri.
En el lelcer t'apíiulo. lrtrbiijirnos Li regulirridad rl¿rxirl¡l dc ccriacirrres con ret¡r¡rlo riel
estilo

D\'u(t.) :.4u(/) -l- rir¿ ,l- /(l). ¿ € R (1)

cou a > 0, ,4 un oircra<1or iinoal no acotado. ccn'ado l'dcns¡rLrc¡rto rlcihiclo cn -X Lur es¡tlci<t
rie Banach../ € ¿1'(R.I) para 1<p ( x. F:Ir(l ¡.01.I) + I es un operi:rlc» Jincal
acotado. y 'ut(, ) - u(i I ). Err esta seccrión. tratrajarlL¡s r:on técnicas de rnrlltiplicirdorcs dc
l-ór¡rier elr cspacios lIIlD. olrterie¡rdo colrdiri,¡lres rrer:e-.alias y suli(iclttcs patt la existericia
cle so1'.rciones deperdiendo clc la fiurciil .f ,r' el opelacLor ,1. Y el eL cru;.irto c.rrpíiu)o.
trtibajantos las pro¡rit:rlaclcs rkr I¿s -.olLlric»rcs dc ccLr¡cir¡rros rio hourogirrt,ls dc 1¿r ibrtu¡i

D"u(f): Au(.t)+ f (t). ¿(0) : ¿. u'(0) :e,f>0 (2)

en i¡asc u¡a far¡ilia de olrcr.,adores qne genelaliza l¡ fiurciórr de \tittrg,I-cíficl a saber':

E ,- /"t' 'i 1\

doude 1es un c¿nrirro corvcniente en ei cu¿ri l¿r rcsolvi:nte (,\ ¡l-.t tierrc sentido. Llsaldcr
técriicas cie irrtcgr trcióu r:ornpleja olltencuros cotils pal a el cornpott¿tltiierito rle esie o¡tet ador
crl¡ndo / ticude ¿ii irifirrilo, v ('olno.rol.isecueircia oblellernos propierlarles de 1a sohrciórr clc
itr cr'¡ación.

¡"lu(r) + €(i,1,(¿))l : ,.{u(¿) + f (r,,{,). /-'r,1,, ". 
r(.s))ds) ,



Capítulo 1

Prelirninares

Cc»no cs rrsrra]. dcnot¡r'c¡¡os a ios con.juntos dc lr¡s lrir¡cros rlrtulalcs, rc;rlcs v tc¿l¡s

iro-siiivos conro \. R r'-4+. ED esta tesi-c I se¡á un espac'io de Ban¡¡ch corr uorru¿r Si
,\: D(A) a -{ -+ -{ es urr operaclor liucal ccr¡¡¡lo no ¡cot¿:do. rlenotirlcrrros por' [D(-1)] al
dor:rinio de,4 clotado de la rou¡¡r Jr i¡rlll - :¡: 1 At
Si l' cs ot¡o cspacio de B;rnar:h. cicuc¡t¿irerr-trls po;:6(,\.)/) el esp;rcio r1e los o¡relirclores
liDeale-s enl.re -Y 1. )' r¡i-. se¿n continiios. \, escribireno-s 6i-I) pala 6(L I). Sea ./ c R
de iuterirlr uo r.acío. Lt'(./,f ) es eI espacio de l¿,Ls frrnciones irteglabies en el seniido cl-e

Bochuer en lodo ,7.

,"( ,, -r, : 
{,

)

:, ^ ,,.",(1,, ,,) ..f
----tt:- )

e1 cual es un espacio rrormado con la norma ]lp, )'el espacio de funciones localmente
p-lnteglables según Bochner LL"Q,X) cs el espacio de funciones que son integrables en
cada compacto contenido en J. Esto es,

L\""(J,X): {f :J + X medibte :;f e I}(I{,X) para todo KC./compacto}.

E1 espacio de Sobolev W",p(J,,)t) es el espacio de 1as fur:ciones dife¡euciables m: lal
veces, y que tales derivadas están err Zr(,1X), esto es:

lVo"(J.Xt-{¡,, ,X mpdiole: rfrJrexi:re. y ¡;'l ..\ o-. para,, - 10 . 
J

C(J,X) es e1 espacio de las lunciones continuas. dotado de Ia norma del supremo ll . ]l-.
Para B e]0, 11, e1 espacio de funciones Hólder-coutinuas CE(,1,X) es el espacio de 1as

funciones continuas tales que sup{ /(s) /(¿) ](, - t)-P , 
",t e J} < oc

Denotamos por D(J,X) cl cspacio de las lirnciones con i initas derivadas contimra-s de
soporte compacto, esto es

D(J.X)- {/ e C-(J,X)lVe > 0lI( c "/ cor:rpacto, l"f(r)ll <. para z e J-Ii}.
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Esc¡ibi¡emos 2(R) para 2(lR,lR).
§("¡,X) es el espacio de funciones con infinitas delivadas continuas tales que todas sus

de¡ivadas decrecen er: norma más rápido que cualquier polinomio, o sea

(^
s(R.xt J/cc*,rt.x): sun{.[ ¡r'2t'll7{-'{:t \rc. p¿rc'odo. n.m c Nf

l. J€lR )

Esie espacio de lunciones suele nombrarse como la Ciase de Sch¡¡artz.

Adoptaremos 1a notación de colvolución para la iúegral

\I - s)lt) -- f ll"stt - rt ttr
J{)

para funciones al menos en ¿1(lR, X), reco¡dando que (¿1(R, )(), +, +) forma una estruc-

tura de anillo conmutatiyo sin unidad.
Para / É ¿1(R, )(), sc deflne la transfblmada de Fouricr como

-Érlrr'\r- [' ^'I''ta' xtp.'
JR

y paxa g € ¿1(lRr-, X) de orden expor:er:cia1, 1a transformada de Laplace por

Ltstl^) / e- " ot, rd,.R.t)r'0.
Jo

Recordamos las siguientes propiedades de 1a transfo¡mada de Laplace:

L(f * s)(x) - ¿(/)(r)¿(e)())

''k
¿{,/(ft)}(^) - )k¿{/}(^) - » }a-r¿l(a-1)(0),

n:1

Para una tunción / e ¿1(R, x) de crecimiento subexponencial, esto es,

i r-" 1/1r;ldr . r ocra c¡da r > 0
Jm

definimos la t¡arrsfbrmada de Carleman / como

; ,, _ I lo'e-\'¡rt)tlt. -i Re{,\r > o
J 

' '^ ' 
:- 

I Jo- "^',r( 
/ rrJl s' Re('l r < o

La t¡ansfo¡mada de Ca¡leman / es una fun<rión holomorfa eli C ilR.

Daria funclón-.f y su transfbrtrada de Ca¡le¡nan .i, .li."mor que ¿4 € ii)R es un punto
regular para / si exisl,e una vecindad V de'r.r¡ y una lunción ¿¡rralític¿,h:I,/ +X tal que

¡1,1¡ = lr1,l1 en V - {ir[. Defirimos e1 espectro cle Carleman spc,(/) como los puntos que
no son regulares para .f.

La irnportancia de la transfbr¡nada rle Ci¡rleman se hará notar en e1 capítulo 3, eri el cunl
utilizaremos una de sus propiedades:
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Propo-<iciórr 7.1. Sc| .f € ¿1(li. -Y). Entonces sp¡,(,J) - D si '! tólo t¡ .f (t) : t) (q'¡ .1¡

torlo p unlo.

P¿r¡a ula deruoslracióu ric c-.te resullado ve¡ l2l.

Y por últülo. iccordarrios la rlciiuicÍórr dc la Itiltriótr (lattLtttr¿

rrl,: i .'t 1,1,

Ittlcióu c¡ue ticne ;eulido pirra todos lc,s cotnplejos {1uc 11o sci1ll cutctu' :lu ¡usiriros. r-,iltc
gcDr,:r'alizir r-l Iacto¡i¿I en el sentido dc qLte si rz € N. se iie¡re q'.re firl i 1) : rrl; r'ia furrció

Bet¡r
t"

I' t: | 1 t 1 I ,,'.
.l¡ J,.t (1 +.)'-'

rJcfi nirla par a pzir cs dc cor¡ plcjos rlc 1-.artc rcal Dosit ir-a- A n¡ bas frurciolt's c-it¿il ¡ cl¡c iona¡i¿rs

L, i i."r 'r,j .o L:! P . ,.J rir l

l.l. Derivadas Fraccionarias

1.1. t. lutroducciórr H ist úr'ic¿r

L¡Ls clorir,a¡1¿rs fi¡rc< iol¿rr-,i¿rs n¿rciclon ro rmuho rlc'spirós clc 1¡ clcación dcl r'á1i'ri1o r¡ttc

io(los coro.,olnos. aI mcur¡s couro idea. Es el 1ú9ó, L:uando Lcibnitz le presettalta la idea

Ce clelir,¡¡lii ¿il r[t]1q11és dc l-'Hóplta1, este irliiriro 1e preguntó qué pasaba s1 ¡l térrnino

i. rr,l

se Ie re..rnp)rzabii eL írrclicc r, clue se srpouíir e¡¡ ri¡rtu¡iil. pc,L LLrr r-irlol corno por ejernplo
1 12. Lcil¡itz, ucditó r' ilaba.jó la irlc¿r cr¡rr .Joh¿rrrrr BcllolilLi ¡- ,lohn \\'¡llis. poro sir logr':rr

prolirudiztr urucho. En .lEl I I-acloix en srt tr¡r.ti1do de c¡il(rllo clerlic¿¡ rin¡s cltrurtas piigilras

a tlatar gener irlizacior:cs rlr' Lrs der ir,irdt¡s de ot den elier o par a polirrr,ruios. -\sí pot c'jcrnplcr

pasiuido rle la 1ó¡'mLrla:
d.'

,,' ,,,-, ,1, ]

i.r unir genelalizaciórr utilizarrrlo Ia lurrcióu G¡ruima :

,1. fr" .)
.t ¡.. r.,, ., :

Ailos lrris t¡rrrl-". de In pLuma de Liolu-iile salc l¿¡ idea de tornar la geleralizaciól de l¡r
rleriv¿v1a r1e l¿i liir¡riórr exporrt,rrcial

dt-e -t '
r liclarLa it rrtr pariiitrctro o rea1. ptrla 1o cual:

{le"' : a"e",



y a partir de eso, considerar Ia de¡ivada rr-ésima de funciones del estilo

¡1,¡:it¡u"r'

como
d"., .1 ,",

dx,o./ 
tJ I , Lok(it- '

¡:0
Es en este urorrrerito en ambas ideas entraD erl colflicto: Si corrsideramos Ia serie corres-

pondiente a Ia función exponencial

( 
^fr.. - \-'" 

?=,kl

a1 tomar derivadas a-ésirnas para o f N, nos queda que:

., _,t' , *§3_ro -ta rt¿ " Il ,." "- tlto- ',-,t ," ¡I ¿"f(f o-1lÁI

Esta contladicción }ler,ó a intentar abordar las derivadas a, partir de otro camino, y el

trisr¡io Liouville buscó trabajar las ideas qlte tuvo Abel en la soluciór dcl problema de la
isocrona, donde aparecían integrales de 1¿ forma

I (.1 - t)" f (t) t¡t .

Jo

Es de estas ideas, y del trabajo de Riemann y de Laureui que sale Ia idea de la integral

fracciona¡ia de la fo¡ma

!1 r,,,- -,' , /",, - t1o-L.f t,¡dt.
d¡-"' ' t(ol r¿

v luego, la idea de derivada f¡accionaria lue apoyada. en esta integrai, tomando la de¡ivada
iuego de integrar. A saber, si ,, : lol, entonces:

»'¡,- !".tt,t- .,,-,# lo'r, 'rt' " 
t.l ttrt

la cual es conocida cr»l¡¡ la clerivada fiaccion¿lr-ia dc Ricrlalrr-Liorir,iile. Esto sier¡b¡a ula
rruc.r.¡ icl:a et el terna r-le l¡"s clerir,¿rclas ír'rccio¡arias: Estas depeirderu c1e urr rlorninio. pu,'-.ttr

qlle 50rr ixl,egr:1les.
Airos más tarrle, cerca iie 19{i0 CapLrfo clescub¡ió r¡re rnucltos prc,blemas de la físic¿r se

dos( ril)ízru rrri:jor si la ilcriÍi-ida it ar cionirri¡r se tlcflrúi'sc ct»t¡-r

t /,r I ¡ ,.,.. " ' rr'
l'/ t') 1.,

para nz : [o.1.
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L.7-2. Derivada flaccionaria en R-

Defir'rición 7.2. PurLt o > A. rlr:fntrnos la t'trntha de f'uttr'tottes,n : fr+ -+ R como

.ó1
rr.(c\: = --

I i'J l

1.1 ¡tt t ,.o .ld ^. t,. r ''. i'' .,.¡",... -t'.
Nol amíls (juc esta lanili¿l rle fLiucioltrs culnplc la -'liguientc propledad ¿lc selnigrupo:

!1, * tj¡:9.1p. ¡rala o,3 > 0.

Consicle¡r:r¡os ¿¡.ho¡a J - l0.r]. ü > i:r.

Defi¡ición 1.3. Sco o ) 0. Se ¡le'ñrr r: parn it.ntL JLtrtr:iótt .f e Lt (,1. X') tl opt:rn.dor integrLL

.f ra cci c.t n o r i. c, de R.'i e ¡n a n.rt - L í o tL L,il L e co m ¡¡

l ¡. )t t , I ,1.

u pctr lt)f (t|.: J(l). Por su rlelinjciórr. es lícil r-cr, por ejerriplo. qrrp /"qn - g., r,,

Delirrircllos Lrla de srts pseudoinr-ersas:

Defir'rició¡r 7.4. Para o > 0, .eÉ tlef,'ne t,i operrLrlo'r tlit'err:ncírtl Jractiorra'rio de Caputct de

uto JLLnc:i,órt .f e \l'" t'(,1. X) co¡¡¡o

tl..t , '- I t , '
I I -,,,1 J,,

tl.orttle. ¡1."') cler¡ola Lo deritada rn-é:;it¡¡tt tle l. con tn: fof .

Notarlos qre en el caso ¿1 q \i, las deJirriciorre: rlt, delir.¡rrI¡s fiar.:ciolari¡s coitrcitlelr tr¡tr ias

rlerir,¿Lcl¿rs de o¡clen eutr:¡o. Para 1a Cer-.ir,¡ld¡r {raccionaria dc Capulo se lienc. pot ejemp}o.

c¡r',-. I)"r7.3 : r7¡-o si, f l pero quc I)''r7i - 0 para todo ri > 0.

Aignrras de 1as propiecladcs dc estos opera.lolcs son:

t. t,'Iit;f - l¡-r.f : IrIol para.l € ¿1(¿X).
E¡r tfccto. pues gr. + 4rl : 9o, J, l,' puesto qrlc Ia conlolución es asocialira J' conDlu-

tati\u. tcrcrros que

l'I'1 f=9."(u¿*.f):19""t¡ti)-.f-(¡¡+(t,,)+,f-¡¡.1 * (,y1,, + .f) : Ir I" .f-l;-
2. D",r"./(r) :./(t) ir¡ra ./ € ¿1(../,X).

Err eficto. sl ?r. - o

D'r" f(r) -(e,,' " 
* (1¿'f)i"'))(¿)

:(.s,,, o + (r/" - /)('"))(f)
:r,,, * .f 

('") (r) - .l(r)



3. IoD"/(f) I /(ú), y de hecho

r-D" Í(t)= /(t) - § ¡r*r10)gr+r(f).
É=0

En efecto, si rr¿: lrrl, tenemos que

laDa/ = 9a + (s,"_, * ¡r.-)¡ : s,,, + ¡(*) .

Luego, integrando por partes m veces llegamos a que

(s,",r Í@)(t)= - §eo*,(i),r(*)(0) + /(¿),

con Io que la propiedad se cumple.

4. D'Úf +rñD"f .

Couside¡emos por ejemplo que D1/2q¡, = 91! por lo que Dt/aDtl2g./2 : 0. pero,
c!\e Ctl/4'1/2gJl2 = D3!ag3¡2 = g¿¡,.

5. D"Dr.f + Da.p I .

Cousidércsc lrol ejemplo que D1/2g.r2 : 9r , por lo que D 1/2D1/2 _ 0, pero¡.t/2+1/2 gr,, :D'gz/z : gt/2.

6. L(raf)o): *r,.Dt^1.
Er efecto, si notamos que {(9" )()) : } v ,"u*o" que la transforraada de Laprace
separa convolucjones en producrcs. qréá" qr"

LQ"Í)(^): L(sa* f)(^): rQ)g)L(f)(t) : *.r¡,,^1.
7. L(D fX\ : ¡"¿(,f)(^) _ »x:l )a-rl(A-r)(0).

Eu efecto,

o* 
" ^' 

: *iffi 
:- 

^--nrr,-,, 
¡s) )''\F=,)

^".c(.f)(^) 
- f r"-*.¡{r-r)1s1

&=1

Ahora, procederernos a.efi.ir una lunció¡r bastante útil en el estutlio rle las ecuacionesfracciona¡ias de evolución.



Definición L.5. Sc d.e:fnt la ItLttr:iórr oe Mittag-Leifler r:olto

dt¡nde, C es lttt clriti¡to q1t.a cottti.tl?,a ll tel'nt¡tli. €71 .. g rtrtt.r t otlc'a el dlsco {t e C:if <
i: r,/") Ér, santid.o 0?Lt¡Ít)ruria.
\otelDos ([]e esta lulcióll es e1rtel¡ prlesto (111e r:l r¡clio cle irr)1r\tlgeil(i'i cle su rlehuición

corno serie es irli rito
Esla lirllción gelieraliza 1a e-.ipotrettc ial: e1,1(,:) : c' ¡ ia- fitlr:ióri coserlol c2.1(-,:2) : cos(z).

r- arlelná,s jrrega rru papel protirgóuico en Las c'cuaciones rlifctctrciales fi-¿tccir-,tla¡ias Por

cjcrlpLo, si colrsitlorartios l¿r ccLr¿rcirii ditircuii¡rl 1i¡t riort¿rri¡r

Dar¿ : ruu,

con a > 0 tiene por solución particular z(t) : e",l(c¡¿'), ya que

c¡3(:).:[-ntrn :*l"'#-,,r, a.'l>0:€c' (11)

(1.2 )

rt:o e..,t..tto t r" I a#, * r,
n=0

: \- , ,"n"¿2 l(.r ¿ -l- 1)
\_-,-.J

s^"+L(t)
ó .óln-l)

.- f(r,(rr i) + 1)
g-_1--J

e'(' 1)+1(¿)

\-.
-L¿ > tl-

?u I'(o n + 1)

:o,,eot(at").

Scrá útil esinchar la transformada rle Laplacc dc la funciórr dc Mittag-Leffler:

Lema 1.6. Sea u > 0. Po,ro .\ e C lal, que Re().) > w1/'

I o ''," eo.Bt sló tf,t : 
,^oJt¡ ,^ L)
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(1 3)

(1.5)

(1 6)

@ ,- .dt+d-7
=\-", i e-^t l--- tltu^ J¡ Ildn+í)

s1 r I
ZJ \on+O

"7
^J

Vcauos urr cjernplo de urra ecuaciólr dil'crcucial que sc puede rcsohcr vía T\'ausibrrnada
de Laplace. Conside¡emos. para 1< a < 2laecuación

D'u(t) : o, (f ) +./(i), u.(0) - x. u'(.0¡: 'u, (1.4)

donde ¿u' > 0. Si tr la igualdad ¿Dterior tonauros translbulada de Laplace. nos quedará que:

,\"^C(u)(),) -.\"-1r¡,- \"-2'a : w L(tt')(\) + ¿(/)(^)

Si despejamos la transforr¡ada de Laplace de u, queda que

' \d-l \a-2
4(ur(,\)-f(/r(¡) A" _r,r-,ri; ,Ut

Por lo cuirl, deducinos clue la solución para (1.4) es de Ia form¿

u(t) - (Í x a".)(f) { ee",1(r) + ye".z(t),

donde E,.B(f) : t1-re",p(wt").

1.1.3- Derivada fraccionaria en iR

Defirrición t.7, Dad.o n > 0, los integraLes fracci,ono,rias d,e Liouuille de orden a, I2f y

Ilf se rle-fin.er, respect.i?amcnte con¡o

tt t. -\a-1
r2f ,: I \' -.:l-- /(s)ds, ¿€lR

J_ú r (ol

t@ (s f ),,-lrif ,. 1 
- 

[ft)rts, ¿€R.' Jt r (ol

Defin.imos llf Q) : f (t) Es condición suficiente para su e:List.enc,ia que f (t) : O(l¿l " '),
para e ) 0. Funci,ones que cumpLen con esta propiedad se di,ce que pertenecen a la clase d,e

Liout¡ilLe.
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Defirrición 7.8. Dad.o o ) 0. Io.s d¡:rit,odas ftar:cion o.rio,s tlr: Ca],'Lto de' ottltrt o Lct er¡'L¡:s.

D\.f y D'l J se dekllen corla:

('ri;l!,, 
''''r'r"

(1.7)

(1.8 )

con n: laf, t e lR ? / € C"(R,x). Defirúmos rll(f): l(f).

Es sabido que para funciones en espacios de Schwartz se tiene que DlDf : DX+P . fili -
ti+P. ti»B*: 1! p si a > 13 y IÍDt3t: Dl" si n < B. Estas propierlades pueden

eitenderse via clensidad a espacios de Sobolev Adernás, si a € I{, tenemos que (-t)"Di :
D\ : D" , dorrde D" denota la derivaciól eutera usrral. A rnoclo dc ciempkr, notamos qlrc

se tienen las ¡elaciones:

D1e^t : \" e^t |le\t - ^-"e^t, 
Re(.\) > 0.

t.2. Espacios UMD

Previo a Ia rlefinkión de trn espacio UMD, necesitamos definir qué es rrla ma,rtirrgala.

Definición 7,9, Dad,o (Q, D, P) an, espac'io de probo'bi'lidarl, g seo {D,},,6¡¡ urt'a sucesión

creciente cLe sub-o - áL¡l ebras d,eE. LIna sucesión de uqriables aleatorias {l/,}r6p en, este

es1.,aci,o rle probabílitlarl,, P integrables y con talores en un espacio )' es u'na nLartingala si,

Nn es E.-med,ib[.e 9

E[¡L']»A] : ¡/e' Para A !k < ?¿ < co

d,o'nrteBlN,]D¡] es la esperanzo. cond'ic'íonql de Nh en ll0, o ólgebraL¡,, esto es. 'una uersión

de la fam,Clia de oar'iables o,leatorias T tales que

It*nc- | rae poro todoB cL,
Je JB

Para mayor profundidad en cuaüto a propiedades de la esperanza condicional y las mar-

tingalas. reférenciauros el capítulo 9 de [4].

Definición L.10. D'iremos que un espdci.o d,e Bana,ch X posee la p'ropi,erlo,cl UMD (o que

X cs un. espacio LIMD) s'i para al.qún p el7,cr.,l' eriste constanfe c > 0 tal r¡ue

,tt,¡l
lli ",r- - rvo ,,1] . "]f rrv,. -,^,1-,;J - ( '-vn llp\aL p:.\)
17._, | , r).L.P:.\7 li- l,-'q: o i

para tod,o n € N, e¡ e {+1} g para todct, marti'ngala {¡/,,}"eru, tonlan(l,a Na:0.

DiÍ (t) :: r:-" ffi r al : l' _,

Difo):-ri"ffiral: f,

1 \l 
fr ri(r!

I'(r i o) '
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I]¿ceno5 [ot¿)r qlre Brllkhólcler ¡' Bortigain deuostr¿r'ou quc utr csplcio de Bal¡rch I tiolrrt

1a propiecla.d UllD si v sólo si la iransfbrrn¿rd¿r de Hill-,ert

Ho(i) :LíIn I '' 
' "t '', r tsii'-\)

J1,

puede e)itcnclcrse a Ltn opertrdor aco¡¡¡do a todo trr'(R -{) para nlgrlu p É]1.ccf. l los

espar,iol r¡ie crttrpleL:. r,on esta Íliti]üa propicdad se les il¿na e:»acic,s 'H7.

Algruras propierlades cie 1os espacio,s LIIID las lestt¡ni¡euos c1i ia sig'.rierte proposición

Proposicióir 1.11. -1. Si -{ er LtllD. a7" e.: u,n subcspccío t:er:te¡rial cerrat t. c'túonces

)' g -Y/l' so¡t LtlID.

2. X cs t'lID st. ¡1 súlo si Ii .r ('J-D. d,r,?e Ii ,ltL,.,iu,l Jur.l f,oitoLóqi.to de X.

il. Si X g )' son. l.llID. entanLLs X @ l' es Lt-it?.

-. 1'd,,';1 ' t'\tD ''/ ¡ '

La rl r:rt o stracií.,¡t yu,ede ser ti.sln ett ltil.

Ejerlrpkrs

1. Toclo cspaclo de Hilbert es 1-XID.

2. Todo espe.cio ¿1'(O. L P), p¡r¡ | .11, ]:l es Lrl\lD.

3. Todo espacio dc Bochner ¿1'lO. X, P:X). si -I es im espacio l,lfD.

.1. Los espacios de Sobolev II-"'' son ll\fD.

5. Lt y L- \O sor cspacic.,s LI\ID. pucsto qLte no so11 ¡-"flexilos.



Capítulo 2

Existencia de soluciones para
ecuaciones integro- diferenciales
fraccionarias con condiciones no
locales

2.1. Introducción

EI ¡lo1rósito cle cst¡r seccióu es ei abo¡clar l¿ existenci¿r de soluciones de ecuaciorrcs difc-
¡errciales hacr:ionarias dei lipo

rr(0) t 9(t) - tr¡

,A.qriÍ 0 < rt < 1, ,1 : i0. i] c:orr ü > 0. ,1 es rrn operaclor' lir:er¿rl cen'¿do ]' lo acolado er1 -Y.

de doL.rririo cle¡-so en X, u.0 aXJ ias lu¡rciorres .i :,1 r.X x,I +.Y.e:"/x,I + -Y.
fu:0 x X + X. t'.q r C("r,.{) + X sou (t»rtün¡s. sicrLrlo O: {(t,s) 0 < s < t < ó}.
En adelanle, esc¡ibirenos ,(1rr(l) -./,; A(l.s rrls))c1.s. Scguilr,rrros los lirrcirnicrtos rle [3].
colrigieldo slLs errorcs r-l'eh¿:cicrclo parte de 1c,s cálc,.rlos.

E:r csta scccióri. trabajarcrrros coir liux iorrcs ( orlplct ai[c1itc rontiuuas. cluc rlefriirlos a

r oirtirrur¡c'iórr.

Defirriciórr 2.1. Lrrt.o .ftLnciórt J : Y + Z sa di.cc cornpLetrtrneni..t ..)ntiülul ,:i .f es cct¡tlinit(l
t1 .ti, |Loro. l.c,ict rnnjrutto o.t:cttado D C \'. sc tierLc qle f (,1)1 e.s ¡rre trrrrt.¡t o.c: l.o .

2.2. Problerna Fraccionario de Cauchy

Cono prirntr peiriiiilo err el estudio de lrrestro problenta. cousirlcrc¡¡ros 1¡ cor¡t'iiiri:

D"fu(i) +e(i,rr,(t))l :Au(t)+t(r,,a),fo'r,fr,,,u1s)¡as) , te .z 
(2 1)

D"u(i) - Au(.t) + f (t), te J
a(0) : uo,

(2.2)

tua
§ u. oeY

13
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dor.rde á es un operador 1inea1 no acotado y cerrado en X y / € C(J,X). La ecuación
(2.2) es equivalente a Ia siguiente ecuación integral (!er l8])

I It
.1(f ) : ;+ | Au(s)(t -.s)"-1r¿s + i?(i) t e ./, (2 3)

I lol Jo

clonde ir(r) :: u0 + r,(:l # /(5)(r s)' 1 rls.

Nuestra obictivo en esta sccción es encontral solrrciones mild de la ecrración (2.2).

Definiciórr 2.2. l-ln a función u € C(.J, X) es llamodo' una soluci,ón rnild para La ec'uación

(2.3) stf u(s)(r s)"-1ds e D (A) 1to,ra tod,a t € J, (,a lunciért h € C(J.X), y se sati,sface

I I tt
u(/.) - ;' ,4 | / ,,1s7(¡ ,)" r/"1 - ,'t).

I (o) lJo l

Los semigrupos y la-s familias coseno sor-i fundamentales a la hora de solucior:ar el problema

de Cauchy.de prlmer (o: 1) y segundo orden (rr: 2), lltotivados por esto, defiriircuros
una larnilia de operadores que nos serán fund¿rrnentales al trabajar con r:uestras ecua('ioDes

diferenciales fracciona¡ias:

Definición 2.3. [12] Una,familia d,e opero.dores acolados {S(t)}t¿¿ e'n X es lLamacLa una

Jarni,li,a tesoluente paTa la ecuaciórt (2.2) si se cumplen las s'igllientes condi,c'ianes:

7. S(.)z e C([0,col,)() paru.tod'o r e X y 5(0): I eI operador identi datL en X.

2. S(t)D(A) c D(A) y As(f) : §(¿)A para tod,o t ¿ 0.

3. Paratorlor€D(A) ytZ0 seti.ene que

s\r)J r - !- [' A.((rrJ (r ¡)' rrr.
r (a) Jo

(2 4)

Asumirernos, así como en (Capítulo 2, 112]), que la fámilia resqlvente es analítica, y que

existe una lunción 9¿ e Il.([0, oo[, ]R+) tal que

lls'(t)all < !,r(¿)llz ltr(án, para todo r > 0.

Los siguientes lesultados se siguen de [12], Proposición I.1.2, Corolario IL2.6 y Proposición
I.1.3.

Lerna 2.4. Suy,ongamos qze {,S(f )}t¿o es'una Jarn'ilia rcsoluc'ntr: anal'ítica para (2.2).

1. Si, u. es una solllczón mlitrl rle (2.3), entonces la Junci,ón t '+ /0¿ S(t s)h(s)ds es

continuclmente di,ferenciable en J, y o,tlemás

,,,t1 't;. [' srt - "lt t", a" t2.5)

parotod.ot€J.
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2. Si h. e CIQ,X) pera alglín p el},t[, en.tonces la función

d(f):s(r)(¡(r) i,1o¡;+ /t's'0,s)[r,(s)-i¿(r)]¿s+s(r)r¿(0), te J (2.6)
Jo

es una solución rnild d,e (2.3).

9. Si h e C(J,ÍD(A))), entonces la función é: J -+ X definád.a por

o(t) = [' s' tt- s)¿(s) ds + ¡ (¿) (22)
JO

es una soluci.ón mild de (2.3).

2.3. Nuestro caso

Motivado por 1os res,ltados precedente. eD esta sección estudiamos la existencia de solu-
cioues mild de Ia ecruación abstracta (2.1).

Deffnición 2.5. Urtafinciónue C(J,X) es llam.rda una solrc,ión mild. para la euración
(2.1) sr Jn d(s)rl - s)o 1ds e D(4¡ l) bot;.foce to ecuarión:

u(t): uo- e(u) + e(0,u¡) - e(t,ult))+ J . /',lrtrltr - s)o-rrls
r (o) Jo

+ fr /'f t,,,f s), ,cr(s))(r - s)'-1ds, t e r.
(2 B)

P¿ua estudiar 1a existeuci¿r, de solucrio¡res r,ikl, supo,clremos las siguierrdes hipótesis:

(H0) Existe una familia de operadores ¡esolventes {S(¿)}¿>o aDalítica para (2.1) v qrre
existe uua luncióu ,p4 e /l"tl0, col. R_) ral quc

llS'(¿)"ll S pr(¿)llrllt¿r¡ll, paxa rodo ¿ > 0.

(H1) La lrurr:ión / : J xX xX + [D(á)] es completamente cortinua y existe una constarte
C1 > 0 tal que

llÍ(t,st,yt) i(t,rz,yz)ll < ct(lbt ull + llu - yzll)

paxatodof€J.

(II2) La función A-:O xX -+ [A(,a)] es continua, y existe uua constante C2 ) 0 tal que

ll /t. rt

ll/ tk(/'5'¿r) - rlt s Lrlldsll : czl¡rr r"2ri'

para todo (ú, s) e f).
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(LI3) La función e: J xX -+ ll(á)] es continua, y existe uua constante C3 >0talque

le(t,rl) - e(t.q)ll < Qlltl ,zl ,

paratodof€J.

(H4) La funr:lón g : C(J,X) -+ [n(,4)] es continua, y existe una consiante G > 0 tal que

ls@t) s@2)l < Gllq,, - pzll.

/ ho 'l r
\Hb) 2, I+|,p¡ltt|G+cs .-e | +br-2) )<.1.

\ 'r 
I l'Yl ,/

A modo de abreviación, escribimos N : ma.¡.¿e; lll(¿,0,0) l, ¡¡- : máx¿e-¡ I e(¿,0)L y
¡¡-" : -á",.", ll# l(t, s, o) risll.

Siguiendo las ideas del apzuttr.do 3 del lerna 2.4, la ecuación (2.8) se reescribe comor

u(t'): uo - 9(u) +e(0,2¡) e(l,u(f))
II

t(.,) ¿ /'' 'rls) '('i (s))(i - ')"'-'d'"
¡' (2.9\
I S't¡ ")Luo 9\¡r) p(0.r,0) -plb.u's))

Jo
1 /'

* af"l /. f(r,tt(r¡,Ktt(r¡)\s - r)" 'drlr¿s.

Para probar el lesultado prlncipal de esta sección, utilizaremos técnica de punto fijo. \ltás
precisamente, usarertros el siguienie resultado:

Lelr:.á 2,6 (Tcorcma dcl Purrto fiio rlc Krasnosclskll). [13] Sea ll un conjunto conuero,
cerrarLo y no ro,cío d,e un espu,ci,o de BanachY. Suponga que H1,H2: XI -+ Y son dos

. operarlores tales que se cumplen las siguientes hipótesis:

1. H1x + E2y e 1,1, para todo r,y e M.

2. H1 es conti,nllo y H1(M) e.sttí contenido en un, conjunto co'mpacio.

3. H2 es ul(l co¡¡,trecc'i,ért tlc consto,n,te wtt:'¡toT a 1.

Entonces eriste iL e M taL que (Ht + Hz)(t): r.

El sigr]icrrtc tLrorL.lrra cs cL rcsultado prirrcipal ilc i:sta sccciriu:

Teorerna 2.7. Asúrna¡e t¡te rLn e D(A.\. g t¡LLe las furLcioncs e.J,g.k satisfat:crt. (II0)-
(fl5). Erttotices et:iste una sol¡Lción mtld de la ecuación 12.7).



@r¿(f) : 1¿o 9(1¿) + e(0, ?r0) - e(t,11(t))

1ft
- ¡f .l /(l /(.'. 

Lr(s). r(u{')r(/ - .)o rd'-

r ./ 5't' - s r[,,0 glu, - r tO. 'n\ Pl s. út bt]

r/s
,- l" /tr' dIl ) '('r(/ lrrs ",o. ir'd'"

(2.10)

\otamos que la, función é está biel definida, puesto qne )as integrales convergen gracias

a Ias hipótesis (H1)-(ir5), y puesto que por hipótesis S(¿)r(á) c D(,4), por 1o que se

desprende que S'(Í)D(-a) c D(,4). Escribiremos @ corno la suma de @r * @:, donde:

Qlu(t):r4 -e(u) +e(0,u¡) -e(t,u(t)) + lo' 
s'tt s)luo-g(u)+e(0,14)-e(s,u(s))lrls

1fl
ó2u(/) --,' / /ts. r/(s). K.r(s.))t1 "¡" 

td,
r la/ J0

1lt
, ,,o,./n ,',, .t 

,ln 
.1.r,. '/(/ l.,(,l{¡ ]){s - / r- lt rl-

(2.11)

SeaB:: B,(o,c(J. tr(A)l)) : {ó € c(.J, [D(,,1)]) ; lld < r], y escosemos r tal que

r > 211 + llp.¿llrl(ll"oll+ lg(o)ll+ lle(o,u6)ll+.ry'+ #ác1(^*.. +,v)).
Para qi, ú € B, tenemos:

17

Dentostrctción, La ¡lemc-,st¡aciri¡r -sigric lir.s lÍrieirs clel c¿rso de la e.tr¡(ió]l (2.2). IJado que

lafiu¡cióu¡(r) -1¿o-./(r) !É(rl.u¡)-e(t.u(t)1+flh./,1,i (-.,?(s),lju(s))(t -r)" 1rl.s¡sl:ien

C(./, Ir(,{)r) icbido ¿ las hipótesis lHll-(H4). v rro"ivados por cl lcrla 2.'1. apaltado 3,

rlolostr¡reruos la existerrciii dr iirr puuto fjio de l¡ liutiórr @ r C(J. fr(/ j]) + C'(i i¡(l)])
cicflnirla por

Para acotar D1:

Dr < ll¿o +lle@ - e(0) l+ lle(o)ll+ le(o.u6) + lle(¿,ó(¿)) e(¿,0)ll+ le(¿,0) |

I ll¿ol + Gl d l- + ll.q(o)l + lle(o,u0)l + cslld(¿) + N.
< illall+ Gr + llg(o)l + I e(0,26)ll+ C3r * r/..

Usando la cota para D|, corr D2 tenemos que:

ó(4)ru"lle(0,u,0) c(§,l]l''n s)tro - g(d)',ro ) e(f,,i(¿))l +lore(¿)l < lu,¡- s($)+e(0,
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I tf llpr:ll I s't¡ *)luo- 1(e) -c(0.,¡o) - ,('.ó(.))1,/5]l
JA

s / lls'(t ')ll[ll"o e(o) +,(0.?¡o) -.(r.ó('))ll],/s

-r-

< lranlllllluoll+ cr + lls(o)ll +lle(0,u¡) l+c3r+N-].

Por otro lado,

Pa¡a acota¡ D3, usaDdo la desigualdad de Young te¡remos que:

^ 
= 

ll rO l' r(s. u(s), rrr(s))(t -,)"-'r"l 
I

s fr, /'ttrt,, +(s), rú(s)) - /(s,0,0) + /(s,0,0)li(r - s)o-rds

. fr¡ /'tttrr,, +(s), rú(s)) - l(s, o, o)ll + | /(s,0,0) ll(, - s)"-lrrs

= fr [/'rrrrr", l(s), rctl (s)) - /(s, 0, 0)lt + ll /(s, o, o)]llas] [l' "-'*],fi l,'",[tt,rr,ltt* 11," 
ru'''rrro'l|]."'

ho tt

= -=,-. / Cl r l'C2r t A"']- -V ds
or lo, J0
ha+I

- n*, (Ci' rI ÚC:¡) - c'N"'I CrN)'

Auálogamente, para D4 tenemos que:

, ffi l"' ,,['* lll'n,",.,r,'¡; - 
*t,,,,0¡r'll* 

ll/'ot,,",orr"ll] 
.rr,

,l l tt lt
ll{,2,',(i) lr l;; / /(s.r'(s),Ku(s))(¿ - ")' 

r,i§ll
| (o) Jo+

ttt r"l
t -- I 5'(t. s) / Jt/., (¡).K¡ \r))(., r1"-tdÜl'] .

Il^rJ0 J
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". 
: ll# l' ,'« - "t 1," rt,.*tr).Kú(r))(s ,)"-'r'r,ll

. f'ttr'r, -,)r # ll/" rLrt,,rt.r,or,(,))(s -,)" 'r,]lr,

/ro+1( ll¡¡¡ ¡ "-tC1,tl bCt) C -\ '' +Cr-lv).
o1 lo./

Po¡ 1o que, finalmente:

Loid(¿) + az,!,lt)l < [r + llpe ]rl[]luol + Gr + lle(0)l + lle(0,u6)!l+C3r+ Ir'-l

+ ll + | ,p;ll1l{}(Lrr(1 + DC:) +.i(N-- + N)) < r'

De esto deducimos que @1, é2 y é llevan a Ia, bola B eu sí misma.

Po¡ la cota obtenida para D2, sabemos que la función s + S'(f - .s)lu¡ 9(p) + e(0, u¡) -
e(s, d(s))] es integrable en para todo t e / Actemás, s1 4',\!' € C(J'lD(A)]) usando (H5):

I orp(r) -orú(¿)l < lls@) - sl,l')l +lle(¿,d(¿)) 
"(¿,,l1(t))ll¡t

+ / lls'(s ¿)ll(lls(d) - s?!)ll+ | e(t,{(t)) - e(i,l(t))l)ds
Ja

< clló -,t11+ czl Ó tb + llp¡ h(G ld 4' I + c,rlld - pll)

- (t + llpel 1)(G + c3)ild ,illl

< llÓ - ''t'

Así, tenernos que 01 es una coltracción en B.

Ahora, vamos a verificat que @z es continua. l{otamos qrre, por Ja cota obteuida para Da,

Ia funciórr s '+ ,9'(i - s) ff,1(r, @(r), rc{(r))(.s r)o 1dr es integrable paxa todo ¿ € /'
Además, así como D3 y Da, la función é2 es uniformeurente acota.da.

Sea {{.},.* üna sucesiól en B tal que Ó" !-!1a 
@ en B. Como tenemos que .l y ,( son

continuas, tenemos que

J G,ó,,(s), rcó.G)) Eei /(s, d(5), rcó(s)), para todo s É./.

Pata t e J,

rtt
llé:d"(t) ézótt) I < ;2 I llf G,ó"(s),rcÓ,,(s)) - /(s,ó(s),,icd(s))lldsr t0l J0

1 tt
i,f r5(/ - -" Jolltt"'n"t't'ra't'tt /'r''Jr'r''(plr))rld' d*

. b(1 t llq¡ lr) 
"up ll.f (s, d,,, (s), rcd,(s)) f (s, d(s), ¡:d(s))Ll rl:i o.

- I (.o) se]
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De doude @: es cortinua.
Ahora, probaremos que Q2B está contenido en un conjunto compacto. Pata eso, veatnos

prillrero que el c:onjunto L: I@zó(t) l@ e B) es precoulpacto cn X. Notamos que el

conjunto {@2/(0)l/eB} es compacto. Fijer:ros t e ]0,Ó] yleB.Dados>0,definauros
e1 operador:

I tt
Orplr¡= = / /(.-.@(s).tr@(51){/ sro- ds

r lo/ J0

I fl , r
t ia J" S'rr st 

Jo 
Ítr.alrt. (o(¡r) s - rro I

Como / es completamente coutlnua, el conjunto l\, - f'!ió(t) qi e B) es precompacto en

X para cada e ta1 que 0 < s < ¿. Adernas. tenemos que:

llt
lO/@r¿) @)o'ttl<,l',,1 

l_ "I ..o(-r.,(orsrrl¡ slo rd'

1 "'
+¡ft¡ J, s'tt ."1 

lo.¡1,,q1,1,rc,¡¡111" 
,)" 1

< e[1 + | p¿,1jfu tc,rtr + ócr) + c1(¡/"- + 
^-)).

Esto deuruestla que los corrjuntos A. están arbitrari¿1ülcntc celcauos .r1 conjurrto A. Por

ende, A es precon-Ipacto en -X.
A continuación, demostremos que A2(B) es equicontinuo. Para d € B, notemos que la
familia {O2l(0)./ e B} es equicoftinua. Para t fijo, y h ) 0 tal que 0 < t < t + h < b

tenemos:

1 t it'h
14,2@(i | //) +rotrl I<;i- l/ ./....o,.sr.4./rsr,(i +/, s'" d"

) \o) )Ja
lt

- lo Jts.@1.-).Kó{'t,rr - sr"-r'1. 
I

I tt tt

- 
-l 

¿ 
s'{i +i,- s)J[ /(r'ar,^)'Ao{rr}{s-/r'- drds

t' tr' / S'(,- s) I Í\".. (r).4@{r)Jr, - rt" td'asl
Jo ./o

1ft
a .@) /. ll/(s, /(s),rc@(s))l lft + i, - s;' I - p s)"-11 as

1 ft'1.
.1- ., / l/(s, ó(s), rd(s))ll (i + h - s)"-1 ds

tj l.
- Jo ,s',t I t, .r 5'r1- "l' fo .ft".Qtr'.K((, r)r {s - ¡lo-r11¡ ds

ttl rJ
+ I ls'r, h "\ I i r,.o¡, ).,(p{r))l ts rt" l drds.

.l t .ta
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Los iiltinos i snrnandos tien¡lerr ¡ ceLo cttando l + 0 ltot' cl teo¡etrta dc colve¡gencia

doninarl¡r. Lut:go. el conjurito {{,2o a, € -B} es e(lujcontiEuo. Por el leolena cle.{scr:rli-

A¡zc}á. ó:(B) es prccolrpacto. Pala r:tralquicr (onJrillto acotado t- cr C(.-r.I). er:i§.c Lui

r-adio suficient erlerlt e grirrde pilra el cu¡L -E a R. de donde O2(F) cs tall-rlliéll pI e('o)]lp a.'t o,

v rlcd'.rcirrros qrre Ó2 e-s t omplctan:Letlte coap¿lcto. Finalnenti:. trl aillic:rl el Ter.¡¡crrl¡¡ riel

pulLo lijo Ce Krasrroselskjj. eriste rura Íi¡ncriól i¿ É C(,/,-Y) tai r¡ie rlr: ¿ (-on(rluiluo"s

r¡rrr: cxistc rura solrrcirlr tlild para la ccrraril»r (2.1).

2.4. Aplicaciones

Consideremos 1a siguiente cc:uación irrtcgrocliférericial

'' ,,t, , I ,,¿lt ')P J\,.¡t dó ¡ o311.¡sir:lrr(/.r)1. t > 0Do[u(/..r 7 | aLt!\Lttt.¡\ - Ar2ú Jo _

u(i.0) : u(1. ¡) = s, (r, z) e 10, Ól x 10, zrl

n tl,
,¡0.r)-f I b,,.\.t ),tt,. úd, .{rr.

7--tJo
(2.12)

donde 0 < r:r ( 1, o¡ € L2(J). k : 7,2,3,y Ój € ¿2(-/,lR), i : 7.2. Consideremos

X = L2lO,r)y sea,4 el operador deflnido por,4u(r) : fiu@) con dominio D(,4) :: {u e
X I D e W2'2(l},r]), r(o) - r(zr) : 0). Es bieu sabido que A es el geDerador infinitesimal
de un sernigrupo analítico {?(f)}t;¡ en I. X4ás ailn, á tiene espectro discreto, y sus

valores propios son de Ia lorma r¿2. con ?¿ € I$, cuyos vectore§ propios normalizados

couespoDdientes ventl¡ían sienclo 1as firnciones 9,(s) : (f)1/'zsin(ns). Adeurás, {9. : n e
N) es una base ofionormal de X, y cotl ella tenemos 1a siguiente identidad

r ft1, = i e--'t (r.. e,,|,p,,

para torlo x) e X y t > 0. De esta expresión se desprende qrte el selrrigrupo {7(t)}¿¡¡ es

unilo¡memente acotado y compacto, por 1o que la resolvente (,\ á)-1 es un ope,-ador

compacto para todo I e p(A). Es sabido (véase [12]) clue Ia ecuación integral

u(t)- flt)* j . /'r,1,¡1r-,)"-', szo
Il(rlJn

tjene una ta,milia de operadores resolventes analítico {S(t)}¿:,¡ en X dado por

s(¿) : l-L,l '" *lr -:r.,
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cloncle ^16 dl'uota el c'¿rnirro rlue colsi-.ie de Los ¡ar-os {rei1 : r > 0} r' {re iÉ : r' } 0}. pa'L..:r

algti]¡ g e.'rf2.ri. Es fricil ter c¡re 5(t) cs difeleucj¡rble ).que eriisic rr[a coustarrle J/ > 0

ta1 que S'(t)r' !N l para:r e Dl-1) vt>0.
Para Iepreserrtai e1 ploblctra (2.12) cn Ia lcrr¡r¡ ¡rbs'tLact¿r dc la ec':aclón (2 1) Írltroduci-

rctlos las lunciorre-s:

e(t, tr)(r) : or (¿)rr(r)

.f (t,u,Kw): t (r) + r¿3(¿)sinhr(f)l
n ¡lt

s(u(r)) : )- / b¡.1r¡u1r, r1rir.
, ,,/{l

\oierros qu{r 9('a{:r)) c(r(r.))i I I|.=r lL¡ 'u Ltl. Ct: sup,., lrrl(t) l. lpr , : ¡'
Cr:1* sup¡6.71a3(1.) . (.::: suPtc;], o2(l) r'G: !^l=rlrl il¡ liscogemos 1os f¡ dc

i)" 1

r.: ,-.,1. 7l r {t a - ,.:'a I ¡'c \ l'''i 'r' i'r" r'li' ror.''
|,r

(H0)-(H5) se cuutpian. u lt,"go p,r, e1 'feorcma 2 7 cxiste ttrr¿ soh¡ciórr rlilcl pala (2'12)



Capítulo 3

Regularidad maximal en [P Para
ecuaciones diferenciales
fraccionarias en todo lR.

3.1. Introclucciór

C'orrslclerenios la ec t¡aliLlru

Dlu(t\: Ar(.t) + F¡t¡ +.i (¿), r €R (3 1)

clorrde o > 0. ,.1 es ur ol¡elarlor line al celr¿i.lo cll I. ./ a ¿r'(R, -I), con 1 < ¡r < oc r' la
derir,¡cla es torlarla er cl seirtido de Capulo eu lod¿r la rcct¿r ¡eal a ¿¡'(i- / 01 -X) J -Y

es un operador-lj[ea] acotaclo, y ri¡(.) - 1r(l + ). Nllestlo crollleti¿lo en est¡. secciórr es

b¡sc:r1 cc.¡r¿icio¡cs pi-,ra lir cxistc¡ci¡r rle solurioncs rlcircnrlicutlo dc la fultciótr.f siglrieudo

los linearrie0tos clel articulo '10¡. Par.a e1lo, nos aporaLerlros err LécDi.as de \l'.rli.ipiicadorts

de Fr¡rricr.

Dcfiniciórr 3.1. Set¡n -\ c )' ¿los e,:ytocios de Br:ttach' 1 < p < 'E' Utta f urrttórt \I e

ar-iR.6(-{. y)) sc tlice un Lt',.r. - nt rtlli.plica d ctr si. e'ti5te un opeladar acot'udr't f Ir'(a I) -J

¿r'(R. i') ¿a¿ qrrc 1toro. tctda Jun.ció'n f a "f rD(R. -Y)

l'./ € s(R,v). tt F (T.f )( s) : l\/(s)'i:,/ (s)'

Definición 3.2. [,tna.fatriil,ia clc o¡.,erador cs 1- a 6(r. y ) se t]ice. R.- atctl.arl,a si cxisl.e t¡ta

cor¡.slanle C > A tal qite po.r'a totla subfotniLia finiict {Tr]¡'j=r aT I 1r'¡tij=,..on 7i € N

.t

I » ' t' ,t' -' f I" ','. 'tt

ll.\'

ttonrl.e {rr} es u¡¡a sut:e:i.ó¡t tlc t'o¡iol¡let alealot ius htrlt,pcrú,itrttts IJe¡ nt.¡'ullt ut¡¡, t,alotes

*,{ r,i} ert 10.7). Por ejentplo. ltts fttnciot¡es rle [lotlemacher rrr'/ : sgrr('lr('lirt))' i-l
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trlás peqltteio'L)olor Ce C se (l¡(:e lu.R c:c¡la. tl.e T ¡1 kt denotantos Rr(T),

.\lgrLrr:rs propicdticlcs de fernilias cle operadores R-acotados son courpilaclrs en lit siguiente
proposiiriril:

Ploposición 3.3. [] j Sean X. Y u Z es4trLcit.ts dr: BarLach. Erttortc:es se liener' Lo; \¡'
gr,í ert.ics propi edadet :

1. C'u.alrluier fantili,a finila T a Ai{,l-J es'R. acot.a.d.ct.

2. Si S,T C 6({. )') son dos .fcLnilias de opernrlo'rcs R at:ot(1dos, e,rúon.ces la .faritlia

5 + 7:: {s'- l- : 5'É 5'7 € 7i
es R- acotada-

,. Si S a 6(-f.1') I T a E(\'. Z) son dos fiutí.lias t!.e operorlc,res 7l-ccolutlos. ertlonces

la.fo,ntilia
75::{7S:IeTSeS}

es R-acoto da.

/r. Poro, i\ C C la.famí\i0. i.\I: f e 1] es 1i-acolr¡tlo. si el cc.,njtLnto L cs ucolorl.o.

5. S'i T a 6(X. )') es tno, fc.rn.i.Lía R-a(otado. enlonles e-s un¡,Jormencnla ocoioCa con

',.D{ r :1 t) R, T.

6. Si X y Y son tspat:i:,s de Hilbert, entorurs rna fornilia de o1:teradores f a E6 Y)
t:¡'R c¡coto.tl.o si. 9' sólo si r:s L.n ¡J orn1.e ñenk acatúda.

Teorerra 3.,1,. [1/],r Seon X uY dos ts¡trLcícts UI'ID v| < / < r. SrLpongo que \l €
Cr (R. ¿i(-]r. f')). u que los c:onjLtnlos

{.11(s) :se R 10}} ,, {r-11'(s): s.R {0}}

sor¿R atotarlo:. Er,[t¡t¡,t:es lI es tn L]'r r. rrtu,llíplit:ndor.

3.2. R.egularidad Nlaximal

Definición 3.5. Sea 1 < p < .r. Pon ,f e ¿r'(.n. -Y). tn r.t .frnt:iótt ¡ ;- ltt (!'. X) se dice

sol.t,::ión r!.e lo e:c:'rcuri.út (;1.1) st u . 11'" r(R. )l) - ¡PiR. ir(-'1)]) g sat.is.¡ac:e lo er:uat,iótt

(3.1) ¡.,ara cusi todo L e F..

Defirrición 3.6. Sea 1< I < x,. Para f a ¿t'1R. -I) 1n.0 .fr.1i...i.ón. t e tr?'(R, [ll(.1)]) se

rl'ic¡:. soluc:ión dllb il Lle la tcriat:ión (3.1) .:i,

tlI '1)t1 ¡' r, / (1 (,' É . '(') '),/
.t.1.

nara lod.o..furit-.i(.,rr d € 2(R).
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Definición 3.7. La ecuaci.ón, (3.1) tiene regularitlad, mtTaimal en LP si paru cacla func'ión.
I e Le(R, X) eriste una única salución u para la ec'uación (3.7).

Lerna 3.8. Para f,g tales que Dlf e llg existen, se ti,ene que

f f¡ttgft,,lt I D"-J'tt]lstt)(tL
Jrm 

" Jq

DetnosLración, P¡ob¿¡emos pri-oero que

tl
I t'Jt"\sls),l' | [r,tt-arstd". (3.2\
JR JR

Er: efecto,

Iri¡1..¡r1,¡ 
a" : [/- 5# r Q) cu s(s) ds

I lúl¡ +\o-1
I I ttjlo -"lt ds- J* 1" f(,,) l\tte\)tqo

I tt t\ /tó-1I I _l(t)q(.)d...u
JR J-ó r (o/
t tt t. -+\^ 

7

-II ' - 
'-s\s)dsfl')dt

JnJ - rlo)

: [ ," nlr) f lt) nr.
JR

Luego, utilizando (3.2), tenemos que:

ttl
I Do-l\t)tis(),r! I t"D" It,\sttt,]t : I IItgt\dt.
J,x /R /R

Corolario 3.9. Para $,t! tal,es que Dió a Dlr! tengan senti'r1o, se tiene que:

I o", r,,,,',r,,t,. - [ ort)D.:,,tt1dr.J¡n JR

Demostración. Basta cor¡.siderar Í : Di,t y S : Di'l) ei (3.2). I

Denoternos por €"(¿): e"¿ para todo s € lR, y defin&mos los operadores {F,},€rR c 6(X)
por

fl"a::F(e.z), para todos 5 €Ry¿ € X.

Notamos que F(Fu)(s): F"-ru(.s) para toclos s € lR y u € ¿1(R,x). Para s € JR,

(zs)" : lsl"e?"s"("). D"firi*or e1 conjuuto resolvelte real p(á,I) como

p(A,F):: {s e lR: ((is)" }-" - e¡-r existe y es acotado}

y al correspondiente espectro real o(,4, F) como

o(A, F) : R p(,a,,tr).
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Proposiciórr 3,1O. S'upangan(,s quc o(.'1. F) - a. S'ca 1 < ?r <- ..r Cr.¡n s i.tletre ¡n o.s ,f t-
-r 1r(R. -{) 9 u e I-r(R. iD(-1)]). .9on .qi t ¡.1)o! €i1.t(: i:

a, u € tr4lo,e(lR, .Y ) ! u es una solución para la ecuo.ci.ón (3.7)-

b) ue s(R, lD (A))) y ru$) = ((ts)" - F"- A)-rrl!) poro s É lR.

D em osll'aciótt.
L) + a1 Plirr-.r'o irotr:nos clue -F(D1t)(.s) - (r.s)"frr(,s). para todo s a R. Adenás. us¿ilrd,:)

quc Df (r' '"1) 
: (?.!)r'., "i para todr.r s € R. lu¡tr¡ con el ieur¿ 3.9 teremos rlue:

t 
-,", ,t1t 1dt . [ , :'t D,:,,\t ) rtt . F¡D,, tt)\..¡.('.-)'tl{.) 

/R 
(;,) -, 

J"R

Usando que ,4 es un operador cerradoy u € 5(R, l-O(.a)l), se sigue que F(Au)(s) :
A.;F (1, (s) para todo s € R. Por ende, 7(Diu, - Frt1.1 ,4t)(s) : ((¿s)' - -4 - A)jr¿(s) :
f.f(s) para todo s € R. Puesto que Ia t¡ansfo¡mada de Fourie¡ es iuyectiva, obtenemos
ql:e D'| Fu(.) A'u : f .

a) + b) Sea , . 1y',r(1R. X) n ,e(R, [D(,4)]) una solución de la ecuación (3.1). Sea

r¿ € S(lR). Observemos que

/r(,)((r,)" F" A) 1J:f(s)ds:/r(,)((-)" -F"- A)-1r(Diu Fu1.-Au)(s)rls

- / r(,)((,;")" - ¡, - ,{)-i((¿s)' F" - A)Fu(s) cls

- / r(")r,(,) a,

A1 conside¡¿rr- ¿P(R, ir(l)]) cono subesp:rcio dr: S/(lR, iD(.a)l). 1erel¡os por la igualdad
arrterior rlrre frl(s) : ((is)" 4 -1) rfl(.s) para .s € R. r' pucsto quc por Iiipótcsis
.F/ € 2(R. x). teDernos quc .ru : ((i )" Fi I '- ,1) 1"rl e D(R. !D(,{)i). por 1o q,rc

11 € §(rR, [D(.,1)]). I

Lerrra 3.11, 5-con o,.,3 > 0. Si:; pc.rLenccc o Ía clrLse rie LiouL"ilL¡;. ct¡lr¡nces

n-1 ¡ .

D'fc d/;,1,.11 
"-'l' t (l\¡ ssn¡t¡t¡'D"-k¡,r¡

r:0\/

r, '' t (o\r '.sntt¡tl Ik ",?ttt
- 

\K /

(3.3)
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Demostracíón. -sea r(r') - e " D'.';(l). Errlonc'c-.. ¡l[gí..)r''] = ;(:r). Luego.

"-'';tr, -r,.l ^t, 
,," '"'('-"6tr6t

=:- t* u' ' uy¡r - u)rtuf(")./.

=L f-,'-'i.' fl)'e1, - ,,;d,f("r./o fl, 1,. ,

:_] i( i)i /'u. ,.tstu .,fi,tr,o\ Lr n A.l Ju

:# 
E +ii:+i l''-r'r -'l)'+k-1 o,)dt

t $ r-r r"f ro + A\ Io kn, ,.,- ¡¡¡r1 1- A!' A.=0

Aplicando D1 a (3.2), tenernos que

Dlle "p(r)l : + i (-É)A!(.rY + k)/ke(r).

'(u) lo K!

Multiplicarrdo ar¡lbos lados c1e la ecu¿rciórr preccdcrrtc por e'", queda

e"D\le "';t:r'l):Diyr(¡) r i;:p." 1,-,,^ '.n, , u\1ttLL

I:1

=D\e(r). 
É H## "" lo- 

ux-'"-<'-')D1e@ u)du

_D" o(¡.t+f 
(-r)"iro +- K) l- Jk-te,dDo s¡.r_ u)dttz- r1o lLlr(k) J,,

:Di\D(L)+e4 [- i., :!.,nl*1' ,, l-eu)k-1c"'Die(a. .u)ttu'lo ('-t(o)(k + 1)lr(A+1)'

D"_plt.t 1 o, l- ^$ 
n-¡ trlrrzl t ,u^io-t 

",,oi cr, t,.dt,
' Jo -' 

f:-l(.l + 1)r(A + 2)

:o!,p(t)+ ( ,) 
,[-oo¡,,,+ 

r,2, - eu)e'" Diq(a u)r1u.

\or"rr]o que 4(n.b.zt - i::: .i ",'t]?,'), r.1,, tu,rnión,t. Ku, u,,r. y sc,iene

- 
t \0 )L [L, ,r L 1./ ¡i.ir=l) '

1a transfbrrnación de Kummer O(a,b,z) : e'@(b - a,b,-z) (ver [9]). Luego, la iglaldad
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ar'é_;ur qr-réda

e'" Dile-"9@)l:tt\p(r)+ (-r) / ao(-o + 1,2.e u)D?,p(r - u)du
JO

Dact¡\ rt-, /-É^r r:rg];e{'i/'o",rr, -.,,a,

-D' ¿t,)-, .,1"Él9-!;};1l1"-'o{o' r,,,,)¡t,,

- 
1., _), e1r+r f'-.1!-n1q1,-u¡au-Do/\r't-Iqrr r7 Ja frkrl)

&:0
o 

/,.r \ , /- ur-r ^:D!pA,)+t ( : )(-.)* / ;,\D1'r(-¿-u)d1¿
t',\A'l Jo l((J

Do p. l ti (? ).",0r"u,,,
^ , 

\Á/
nt

_I_ ¡," ), *o1_,.p(,.r + f (u\,otu. "¡1,).t- \ k I 
- 

\K )l--0 a-¡

N4ultiplican.lo por e-" lo anterior, queda que

n-l .

D1¡e,,ptL.t -. ,,i(l),,", t¡¡L) t e,,i (?),",,-.0.,
I=L 1" tt

Haciendo e : sgn(c)p en la igualdad anterior y notando que lzl : sgn(z)r se tiene 10

pedido.

I

Para, B > 0, definimos la siguiente norma

" 
r/P

l/l" (/ " 
,'t'tÍtttfdt)

Y definimos los siguientes espacios con peso:

¿pÉ(R, x) ¡: {/ : JR + X medible ' l.f I p,p < *}

v' 
,*'r1m,X) ::{/:R. + X medible l/. /',. "/(") €¿l(R,X)}, conn: fol

Notamos que son espacios de Banach con Ia normas ll lle,, y ll ]1p,, + I D l]p,, + ...+
llD" . I B,p, respectivanerte.

Para / e Ifi(1R, x), decimos que u € ¿pp (R, x) es unasolución de (3 1) si ? € ¿;(R, lD(A)])n
il/É'p(R, x) y u satisface la ecuación (3.i) para casi todo ¿ € lR.
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El nexo es el siguielte: definamos ei siguie[te operador

ü rr|(R,x) -+ rP(lR,x)

u + Vu, donde úu,(t):: e Plt u(t).

Este operacior clefine un iso¡¡rorfisrrro ettre ¿Í(R, )() y IP(R, X).

Lerra 3.12. Seo,7<¡t<cx:', fi > 0y,f € L\(R,X). En,tonces 1¿ e Z,|(m, [l(.a)1)
¡f'r(R, X) es soht.ción. tle. la ecu.acÍ.ón. (3.7) si y sólo si úu es soluci,ón d,e la ecr'ación

D?vu(t):¿vu(¿) +Fvlq +ü//(i)+.-" 
E (;), 

ssn\t)a)kDi ku(t)

,-', i (?)r .s,r,i tltL ^u\t)
- 

\ /i./A:n

(3 4)

tl.o¡Ldc r¡. : 'otr-
D e¡ n o str'o.ci.ón,. B¿rs1a cro¡rsirlelar ,, -'¡¿ er1 e1 lerra arte¡io¡. J'lejrarar r:l ie:'¡liro & - [)

cle la pr_imerra suma. ¡

Lenra 3,13. Si la tcuaci.¡jt¡ (3.1) ti(,¡,(. tt'.Qulat idud ¡nat:i.¡¡al en Lt', en1lrLc:es eriqi¿ il ) 0

Lcl. qrte par a todo .f € LllF\ x ) e¡i"tc una .tii,ica soltLctón u e l)(.3,. [r (A)]) ¡ I1.'l P (R, ,Y )

tle la. c¡:tL¡.ctón (:3.1) 9 c1 o¡,cr atior sLtlutiórt,lfu : I-1](R.I) l ¿?](R, lD(¿) ) r 11':'p(R, f )
t¡tte Ll.er,a tna.fu'n.cióti f o. srr Lar'n:spa1 t(l¡.e itte solución cle La ecutción (3.1) es un c,perodor

li r¡ er¡L acr.¡t rLtlt¡.

De¡r¡ostración. Se:r .f e lrj(.l, -X). Por el lena 3.12. se sigue que ?r € ¿'l(i. lD(- )l) ¡
1l ''i P(R. X ) cs solrrcióu rlo la c.rr¡rciórr l:1.1) si v srilo si tI¿ e Zr'(R. ir(.1)l)¡ 11.'"t'(,t.I)
cs solució¡r cle 1a cc,.racióu f3.4).
Dcñnarnos le liirrciórr ü¡ : II'" r(R. -Y) + 11"" p(R -{) ¡ ¿/'(r1 ir(,4)]) por

t1¡(e) :: l-/(- ¡,).

clonrle

hs(t):L-)!:I (i)t ss.1r)..1/ ,. rD I,e.'re(r))

't(;), '-,t ', t o,'

-j tlD,:g(t) ,, 't, Dlqlitt o¡t¡¡\.

¡ .\'1 es eJ opeladol solrrción de (3.i). Del lerna 11.11 se dcsprencle c¡re ñ, e -Lr(R,I). por-

1o que ieneuror c¡t: .1-I¡ cst,i bicrr ¡lclilicio v cs itrotaclo. Por otro lirdcr, ptr.. (13.4) ieleruos
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,1i(1 + illl,)vul(¿) :r1,!L(r) + il,D1.l/¡.vu(r)
:.1Úu(f) i/iÜr¡ 1' '1./ 

(¿) + ,lú,,, (r) +,,1.Ú 'I'"1r)
:-4úu(f) I l'rl/u¡ + úf (t) + itLú.,(t') + 1,Dllr/(--ire,-)llf)
:-'1Úu(i) + FÚut+ Ül (l) l',r/tv,r(t)

+1J[.{ i/( ¡,r,,)(r) +,tr1.\.r( l,,r],)ll 1,,r,,, (t)l
:.ltlru(t) l- Fúu, - ü.1(f) + ,-4,i1( l¿{,,,)(¿) + '¡.-l.r /,q,) ¡

:-{;ú,(i) + ¡-l/l li },i, rtrll - ¡',I,,/r + . l. l1r({,¿)li -,I,,/(f)
:.{i(1+ il ),I'//](i) + I[(rt +Í 'I'l/,,] +'I.i (r) : rrl'r¡ l.(llrrr)¡.

r .. rl ': ,ir,.l ,l . r,¡.,.ru. r, /- | .:l I., , Fq'.. .i.a'I'...L,-:.
se obtiene c¡rcr

l/.,l.i. v I,
cono(t) - 7jr!ir¡ ]r(rIr'ir)¡. Si cscojr:r¡os rJ lo siricierrtcr¡icl¡tc peclter-ro, Frlt, ¡1 es (l - -.V. \

ei i1]\ellible. Pala i iaL, terlcnos que:

-i\1¡.I :: rI¡ 'x7;,.¡ -,.y t1t + illrlr) l-lr1vy + r',1.

Y por el tel,Lcrrti clcl gliilico ce¡r'¡rdc,. el operadt,t ,ll¡ quc 1lcr,'a .l É ¿}j(R, -f) err 1¿r riiti,:¿r

sohrcióD u a ¡11(i.. [r(á)]) a I1 j,r'(R, x) tle (3.1) cs u:r opcr-arlor acotado.

T

Prrrcedcruos a ¡1¡r,,rdal el teor-em¿r t r:rrtr¿r1 clc e5ta se('(ióu:

Teorema 3.L1. Supctnqarno; tlue X cs un espocio l-ilf D- U I < 2 < x. 9on equitoLr:rttr:s

a) Lo tcurLr:t.ón (3.1) licnc rc,.¡ulari.tla(1. ¡no:t:i¡tt¡.|. er¡, ¿r'(:i.X)

1.,) o(A, r'1 : a y { (is)'i(i.r)' F" ál 'i"o=. es R-oc:otad¡¡.

Detnostraciótl. a) + b). ,\snmamos tiuc la ccrr:rcirln (:1.1) tiene regttlaridatl itrarirnal
en Zl(R. X). Pri:lelo. r'eriliciuerros r¡re llr.s)" F" :'1] r exisla.
Sea .s e i1 \' -crrpoDgamos que

i F. 1., -0 ,,.,

par'¿r ?: € D(.1). Sea rr(t) : r'i"i,'. Ertorlcei ?¿ É ¿1](R. lr(-.1)l) a If'; r'lR. x) para todo
! > U. La firlc'iól r¡ es uirir solución cLc l¿r ccu¡ció¡i (3.1) ctrirtdo .I ,- 0. De hecho,

D'lr(l) - (ris)"r:i'¿-r.. Aclcru¿is, tcrno Fu.¡ = ¡.i"t¡",. r1e (3.5) tenemos qrie

.-1rr(t) .. e¡"¡-lr' : ei"t[1is¡" F.]r - D1r(r) Fr¡.

Luego. escogiendo I > 0 pequcño conro eu el lema antelior. obteneuc¡s pol ur:icid:rcl r¡re
¿ - 0. l'por erlde r 0. Por talto. ((is)" 4 .1) es inlectiva.
Para vr:r qrLe ((is)" ,f., á) es epiyectir.o. corsidclcmos I € ,{ albi¡rario. Sera .s e R ¡' 'i
p eqrreiro corno eri el lerrra ¡rntcr io¡. Defin¿uos ,f ,(t¡ :: ti"i y . Es evideurc quc /,- = 

¿li (R, X ) .
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Sea ttp : ¿ilR,x) -+ zfi(R, tr(.4)l) n wf P(R,x) et operador acorado que toma una
lunción / e Lb(F.,X) y Ia lleva a }a única solucióu de la ecr.raciór (B.i). Sea u _ ltÍpf".
Pára r € lR fijo, toncmos quc las fir:rciones /1(f) ,: u(t+r.) V cbz(t) = c','u(l) sorr soJuciones
de la ecua¡:ión (3.1) para f (t) - et". f,(t). po¡ unicidad. O, =-dr, "."u. ,it + ,) : ei",tt(t)
para_todo s,f e IR. Sea c :: u(0) € D(r4). Si r: _t, entonces u(t) =' ei"t; p¿* t;¡á
ú e R. Puesto que Dlu(¿) : (is)aei"tt, en particular renemos que Diu(O) _ (is)"r. y
como u es solución de la ecuación (3.1) con ,/(f) : /,(f) para to¿o ¿ e R, también Io es en
cero. por Io que tenemos

((rs)'- 4 - A)t: p",,¡sy - Fu _ Arr.(0): f"(o): y,

Iuego ((is)'- F, - A) es epiyectiva para todo s € JR, y por eude ((is)" - Il _ á)-1 existe
para todo s € lR. Dado que á es urr operador cerrado, por el teor.ema de gr.áfico cerrado
((¿s)" - 4 - 1)-, u. acorado para rodo s € lR. tuego, i¡,4, F¡ = a.

vea.mos que i(rs)a[(is)a - F" - A] r]sEr* es R-acotatlo. como cl opcr a<ior soluciórr 11
de la ecruacióD (3.1) es acotado, teDemos que si / € ¡-1D(R, X), entonces se sigue de
la proposición 3.10 quc z : 14Í € S(R, tD(,4)l) y que f«(s) : F(^f Í)(s) - (d0,. _F\- A)-17iG) paxa todo s € lR. por ende, renemos oue'liZs¡" 4-¿; r'l e*
B(X.ÍD(A)l) 

"r 
uo ¿.ov,¡r1,1¡ --uttipticador, y por ende {((rr); - f" _ a¡-r : s e m} es

7?-acotado (Véase l5]), Colio Ia tar¡rilia c1e operadores {4,},em 
"s 

Lrni{ormemente acotada

Yg'..l]{Ll, 
obtenemos que {(f"X(¡s)" - r. - e;-t , s € ÍRt es 7?-acorado. Veamos que

{,a((ls)" F" A)-1 : s e 1R} es R-acorado. Como {((rs:),,- ¡, á) r:se1R}'es

¡(")
R-acotado. teDernos por definición que. para ciertos {s¡}}=,

Por lo ta,nto

l' llÉ',n,',',,',11,,,, ".'/' llÉ,,r,r,,ii- 
*

.r /'||i,,,,,.,11 ,,ro llÁ' 'll"

/'l
,, ll , ll:/ llI.,rtlrut,;1",]] dt

tr=, llD@)

Por lo tanto {a((ls)"-.F,-á) 1:se R} es 7?-ar:otado, v así, el conjrrnto {(_4+F,)((is)"_F"- A)-1 : s e JR) es R-acotado.
Po¡ la identidad

(ts)a((rs)a - F" - t1-r = 1+ (r + F")((¿s)" - ¡', - á)-1
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se deduce finalmente que {(zs)'[(r.s)'- F., -,4]-1]"Em es l¿,acotado.

b) + a).

Para s € JR, consideramos el operadorlV(s) : ((Zs)" fl" A)-1.Afirmanros que {N(s) :

s € lR] es o. trlx,l¡(,r)l)-*rltiplicador. Para obserr'a¡ esto, notamos que por hipótesis

¡!r € c1(rR,?(x, [¡(¿)])), y de rrecho:

¡/(s) - 1ú(s + h.) _ ¡¡(s)[r - N(s)-1N(s + ñ)]
h¡1

¡/(.s)l¡¿(s + h)-1 ¡¡(s)-11¡/(s + á)
h.

¡/(.s)l(r(s + h))" (is)" - F,+r + ¡ilA¡(s + h)
h,

Tomando h -+ 0. y multiplica.ndo por (is) en 1a igualdad anterior nos queda que:

(is)-rr'(s) - oz(i;s)",M(s)N(s) isl/(s){N(s)

{^Fj:se1R}es7lacotado,ycomoconsecuencia{is-lr'/(s):s€R}es??-acotado.Veamos
que {l/(s) : s € lR} es ?-acotado. Corno por hipótesis {(is),M(s) : s e 1R} es R-acotado,
y ei conjunto {(r-s)-"I : .sl e [1,m1] es R-acotado, entonces {ll(s) : ls e 11,ool}, y
como evidentemente el conjunto {.tv(s) : ]sl e ]0, 1l} es 7?, acotado, tenemos que {N(s) :

s € lR {0}} es 7l-acotado. Luego, por e1 teorema 3.4 se tiene que {N(s) : s € lR} es un
¿fx,¡¡1n¡¡-multiplicador. Por ende, existe un operador acotado

7 : Ie(R.X) + rP(R, [D(A)])

ial que para / É r-1D(R.x), u::Tf € s(m, [ur(,,1)]) y ((rs)" F" A)-1rf :fu,y
por.' ende, por 1a proposicióu 3.10, se sigue que « es solución de Ia ecuaciórr (3.1). Notarnos
a.hora que

I till¿,1e,¡r1e;¡t I llTl l,/ll¿,e,xt.

Con esto en mente, colsideremos / É ¿?(]R, X) una función a¡bitraria. Dada esta función,

existc rrna succsión {1,},,.¡s c r 12(lR, x) tales que f ,, l:, f . Dclinarnos 'u. : T.f..
Entonces u,, es solucrión de (3.1) para. ,/,. Más aírn, u, I u : Tf . Para d e 2(R),
tenemos por el lema 3.8 que

ttl
ltA,t,\l)- Ftuntt- Í (t)rctL)dt - | D",t,,att1dL - | u"D".all\dL.

JR JR JR

Haciendo tender n + co, tenemos que r es una soluciórr débil de (3.1), y luego Dlu :
Au * Fn1.¡ f ,1, Esto es, la ecuaciórr (3.1) tierre regularidad r¡raxirna.l err ¿P(lR,X). Paxa

ver unicidad, supongamos que

D"u(t) - Al¿(f) +F11¿' ¿ e R'

"o,. 
, . tryo,r(R, x) n ¿e(R, [D(,4)]).

(3 6)



33

Si conside¡amos que Re(.\) ) 0 y si rn : fal, tenen.ros que al hacer integral por pa;rtes en

derivadas enteras, y luego en derivadas fraccionarias. que:

\' ¿ ( \) l' I e-\r ,t1t ¡ i+
Jo

¡r
=»¡* r-¡rrk)(o) +1" - l^ e \t"t,"t(t)at

k-0 Jft

ñ1
: ! l"-, h,,(k)¡0) + I oT-t" ^t)l^)( (tt

A _IJ JN

,n,] r\
: !.¡"-, 

kurr-)(u) + | e-^t Do_-ñutn)(t) dt

k-o Jo

t,_ l

_ ! r" ,_i ,,,,)tO) r / , ^t D? ,t\t ) (u

k L' J¡
m-7:Ir", Éu(k)(o) +óá(^).
h:0

Con u¡r cálculo análogo en e] caso en que Re(,\) ( 0 deducimos que:

m-7
6lu(.r,) : .\"¿(^) - | u{k)10¡¡"-t-*,

k:0

para Re(.\) 10. Ademas, es fácil r.er que {¡ e f"([-r,0],X) v q"" -fi1., :Fgi'(^)+Fgh
para Re.\ 10, donde S@) * "^0 

y h(fi: fi e-^tu(t) dt.

Aplicando translbrmada rlc Ca¡Ieman en la ccuación (3.6), tenemos qtte

m1
()" Fs- A)i,Q,): !z{})10¡,r" 

1k+F¡1h
k=0

para Re(.\) I 0. Puesto que o('4. F) : a, se sigue que el espectro de Carier:ran de ¿ es

vacío, v por elde por ia ltroposición 1.1, u - 0.

I

A consecrrencia del teorema precedente, obtenemos los siguientes corola¡ios:

Corolario 3.15. Sea 11 un espacio de Hi"lbert, y sea A : D(A) c H -+ '11 un operad'or

lineal cerrad,o y no acotatlo. Son equiualenles:

a) Lt ecu,ación, (3.l tiene regulari,dad mari'mql e'n ¿e(lR, -)()

b) o(A,F)-s s snp1. l(zs)"1(zs)' 4' -Al 'll: s e IR] < oc.
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Corolario 3.16. Scu¡tX ts ttn rs¡ta.cio L'\!D. g I <p< ¡: S'.,.?t,r¡qar¡t¡,s qu€ o('l F):í1
y {(is)'"[(ti)'' - d .ál 1]"q¡ es R'acr¡lado. El1Lonc.s. D'ltt, Au ¿ ¿r'(R I)' l\|c|s ati¡t.

t':t:istc ltn.o (o'nslotite C .> l) r¡ue 11.r dcpcnde de .f e Lp¡k. X) Lal Ete

' Dlu ¡r:t.r'; + l,-lu ¡?,¡r.r) < C / l¿"Lr,..rr'

EI slguicntc tcotcr¡a cs tarlbjól conchrsión dcl icc¡'cma lJ.l '1.

Teorerrra 3.17. -(r:r¿ A un opertitlor li.ne:ol erL X ttn t;ltttcio de Banoch S'tponaarnos

tittr lrL t:r:tarión (3.1) liene rtqtLla'rídotl rla.rim ol ct7 Lr ' trlarl alqiih ? a ]1, r[. Entottc¡';

a(..1.F) - a rl ex.iste una contot¡te C > 0 tal q,Le

al ¡

Dentoslración, Seau.s e R .''! a X. -\sí cc»ltl¡ eD el ico eDr¡' 3'lJ tctremos r¡tte cJ

opelarior ((t.r)" - l-" ,'1) cs bivcctiro. 1' por et;de eliisie i1n elcmeilto lti e D({) tal r¡rc

(is)" ¡-, - -.f)" :9. Sea ,! per¡ieiio coruo el est'ogiclo er cl leur¿l 3 13 D" lá' dcmo-ct1a(ióD

dcl teorenit ieDelllos que pala la fiiltcrión f"lt): €)'ty la ilnica solucióli para 1a ecnac'iirn

(3.1) es r"(l) : ci'¡:t, )- quc adeDlás, ',tt-. 'J.p: C¡,,llz . Noieuros tarribióri que:

llrÍo)1r., - lslÉcp,ellrll para & € NI tal que t<k<m-lql

Por el le]xa 3.13 .'c tiene qr-,c

I 'lo lce,l a l:Lllul')lÉp
r-=o ,/ ¡=a

: llu, l¡¿; r1m,xlnrx(R,tr(.4)l)

:llU pf 
"l ná !(R,,x)nr! (R,ir(á)l)

<ll^¿¡Ll ll/"LlB,p
:C C p,r\lail.

| ({;s,'- ¡. A,-'r¡, l.-*ll,*
LÉ_a >

< cll'sll-t+¡r''

Por 10 tanto,

3.3. Regularidarcl N'Iaximal para una ecuación particular

ADtes dc crorrtirrual, \:¿lruos a hubldt ..ur pocro <1e opeiartloles r¡ue irr'á llartlarerlos cosecto-



Definición 3.18. Ur¿ operad.or A. D(A) C X -¡ X ce¡rado y de dominio d.enso en X es

casectori,al de dngulo p e)0,n1 si su espectro o(A) está contenido en la cLausura tl,el reci,¡tto

Ep:= {z e C : larg(z)l I 13} y si. para todo q e)p,r[ se cumple que

sup llz(z -,4)-tll < 
"".za{:''n

Dcfirtimos tambiét¿ cl ártgulo cosecfo al u(A) como

u.,(,4) :: írrf{p el0,r[: A cs cosecto?'ial de dnoulo B].

Para B e]0, rl definimos

}I-(DB):: {f :Dp -+ A , ll/lla- ,: sup l.f(,)l < cc}

ltf;(t6t:-{f .r-,rr, : exi.Lp(>0ralque i$, llirt 
l't"l'.-}

Si ,4 es un opel a.dor cosectorial de áugulo B e]0, r[, entonces

o;(./) :- f (il ,- [ f G)lz - -4)-r (tz
J 0r,,

define r¡n cálcrrlo tirncional de I/o-(Er) a 6(X) para cada 4 > p. Este c culo fir¡clonal
puede ser extendido de mane¡a natural pa,ra definir potencias fiaccionarias del operador
A, A€, para e > 0. Pa¡a rnayor referencia, véase 17].

Diremos que un operador cosecto¡ial ,4 admitc rn cálculo funcional acota.do eu 11* de
ángulo B € [cu(A), zrl si eI cálculo lunciona] en Ilfr(lr) se extiende a un operador lineal
acotado en H-(8,,) para todo a €lp,rrl. EI ínfimo de tales 4 es denotado por r,.,¡(A).
Ejeurplos bien conocidos de clases de operadores cer¡ados con cálculos luncionales que son
acotados en ff6 son los generadores de C0-semigrupos en espacios -Lp.

Un operador á admite un crálcuIo luncional acotado en //- R-acotado de ángulo,4 e
lu¡¡(A),r[ si ademt{s, para cada 4 e]p, rl el conjunto

{/(,4) : ll.fllH- < 1}

es ?-acotado.

En esta seccióu, estrrdia¡cmos la siguieute ecuación

D"u(t) + A'u(t): r(¿), f € R,

pa.ra un operador A cosectorial, 1<o<2ys>0.
EI rcsultado iDlportaxtc de csta seccióD es el siguieutc

(3.7)

Teorerna 3.19, ,9eo A un operad,or co"sectorial el utal un admite un cálctlo fun,ci.onal
acoto.d.o en H* R-acotado de ángulo ¿, €]0, g(1 - t)l "" un espaci.o d,e Banach UMD,
d,ondeT < a <2ye > 1. Sr0 e p(A) a 1<p < cc, e¡úonces la ecuaci.órr. (3.7) posee

regularidad, mz,ri,mo,l en I? ,
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Demostración. Como ru e]0, TÍ - i)l puedo escojer p tal que r'' <E<lG-$)'Pa'a
cada z e DB ys€lR-{0}, definamos

l,s)"
F(i¡. ¿): 

G.f + 
"-

Noteúro-c que ]fi; pertcDece |r h iegióu !'j - r; )' cluc +: A' : ir' por lo que ]a di-st¡lrcia

entle la legitiritll.;, .v 1 es siernpre positiva Pol ende' c):iste rrna cousL¡rllte rl-/ > 0

Lal que

lF(is,z) : l-;1 .,
(¿,)"

Comr¡ -1 a¡btrjte uu c /rlcul¡-, firt(iori¡l acot¡do -"u IJ- R-acot¡do de íDgu]o -- sc siglre clue

el «)1rj!.n1o {I(r;.,{,) ;,- e iR {0}} cs R-ato1¡1.lo Co¡ro '{ es irtc¡tible lo-'opcrarlolcs

((i.s)" -,-' ' erxislen paliL todo .! É I'1. ¡ror.. 1o qrre {F(rs. '.1) : s € 'R} es 71 acot¿'do'

cn,r, h,i,ru,a ltol el tForcllil 3.11 qrLe lir ecll¡ci(i (3.7) liene 1cglrl¡lr(l¿i.l iriaxilnal tn -Lr'. I

Rccorrlanos c¡re utr operaclor'-1 se dir:e no negatil'o si I oo 0fc ¡r(-'1) -Y e)iistc rrlla conslallte

Ii>0talc¡ue
)(f -'1) I I < 11 PaIa 1oclo.\ < 0,

1-.,1 sc rlic'c positir,o sirls lrc ncg¿lti\-o r-cl adiciiil cs iulcltiblc
pitesto quc cadir operiLrloL i, tto¿1djuúo 1, ]]c¡sitir,o ¡ciDrite rD ¡'¡í.1¡¡io frrrrional ¡.rot¿rclo en

,4o R-acol ado rlc állgulo 0, oLtc;lelrros e1 siguiclrie corolarlo:

CoIolario 3.20. s'eo A urt Ltpent tl.L» rLultatijrtrL!c.t '! I)o:-¡l'¡!)o LLaJtnitlo ttt urt' espot:io tlr:

Iliittert ']1. 7 1 o <2 y t> 7. Etttottt:e: itota rttda f'urtción / € ¿|'j(R ?{) (:[ilte ú1to úi¡ca

Itürc:itítt Li e ¿1'(i [r(.4)]) ¡ II'"'r'(a H) tal q'rt.c lct ectto't:ión (3 7) se ctnt¡tle Ttara todLt

¿ e R.

Corlo ,4 :: A cle rlorrriuio D(,{) :- {.i € /-'(!. . C) : /" a ¡'?(R. C)} er-r uu oircrar',o:

¿¡.iloildjunto ]' Positj1o, -..r tiele el sigLrientc coroLirirl:

Cololario 3.21. S'.o1(.1<2 u:>I Et¡t.o¡¡.c,t''s pora r:arlo.;frttir:ic)'rt I É 
'2(ñ,C) 

ci¡risle

'rrt o ,úrtica .ftnci.ón, z e Ir'(R. lr(-'1)l) ¡1lr"p(R.r:(R.C)) tal qr€ ln 
'r"']tot:l'ón

D"t(t'1 +( A)'t(t) : /(i')

r..s t ál.ida ytro t.)do i. € R'.

3.4,. Aplicaciones

Corrsicler-"nros 1a siguieltte -'ruaciólr rlile¡:ellci¿r1 con retaldo

,,] ,0
D'.. t :,,, I,',u ' '., , r''. 1./ \': ,:,.

u(t,t]) :u(t ¡) : (.1, ¿ € R
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donde 1 < a < 2, g : [-1,0] -; lR es una liurción coutinua. Asumiremos que la fuDción
definida por t '+ /(., ¿) e X :: L2 (10, r)) 

"r,6 ",, 
¿z(R, X). En X, defirrarnos el opelador

A por Au(r) = SuQ) con dominio D(A);: {u € X: ¿, € IY2p(l0,rl),u(0): u(n)}.
El operador de retardo se define por

r¡d: 
lors(o)i,@al., ó€Le(I L,o1,x)

Con estas notacio[es, l,enemos que el probleu:a de valo¡es iniciales (3.8) tiene ia fo¡ma de
Ia e<,uacióu (3.1)-
Es bien sabido que el operador A cs un gcnerador infiniieslmal de un scmigrupo analítico
de espectro discreto, y que }os valores propios de A son de la fo¡rra -n2,n € N, cuyos
l,ectores propios colrespoDdientes son las fir¡rciones uormalizadas defiuidas por 9,,(s) =
(])1/':si"(ns). Además, {p,, : n. e N} es ur:a base ortono¡mal de X, por 1o que

.t, =i-,2q,,,p,,¡,p^

para todo , € D(á). Luego,

((is)" -,1)-Ir- i. *!--f,.o,,1r,
= 

(rs )* + n'

para todo , € -x. Notar que

l(,§)" +?¿'?| > llrnl(r:s)"ll = ls"sirT (s l0)
y por ende,

lr{(i")' ,41-r'¡ 
-< 

--;;f -*- rs l o)
l5l- srr .-

y además, llfll < llsll- :: C < a Puesto que la identidad

(is)'((is)a -F"-A) 1: (r - ((is)" , ,4)-',F,) 11rs;'11,,)" , a¡-1

es válida para todo s e lR, tereuros que (is)"((zs)" - ¡, -,4)-' < -.i .$ < f y
s¡¡l --

1 < a < 2. Po¡ el teorema 3.14 se desprende que el problema (3.8) tiene regularidad
maximal en .Lr para, 1 < p < oo. Más aún, I¿ solución ,li' del problema (3.8) satisface que

D"u y *41u sr¡áJr e¡ zr(R.12(10. z])).



Capítulo 4

Comportamiento asintótico y
estabilidad de la F\rnción de
Mittag-Leffier generalizada

4.L. Introducción

En esta sección. considera¡emos pala 1 < a < 2. Ia ecuación dilerencial

Dau(t) - Au(t) +.f (t), L(0) :n, u'(a):e.t> 0, (4.1)

cot :1, ll € X, A : D(A) C X -+ X un operador liDeal no-acotado.
Utilizando técuicas de Tlanslbrmadas cle Laplace análogas a los usadr¡s en la ecuación
(1.4). se obtiene como solucióu u.(t): 8"¡1¡¡, * ,o¿1)a + Íá 9"."(t - s).f(s)ds, t > 0

doude

E..oft) - ,1= [ ,^, x" ,tt" 4)-rd.\

es Ia fur¡ción de l\'fittag-Leffler generalizada. La irrtegración se realiza por un carrüro 7
conreniente en donde Ia ¡esolvente () - ¿;-t tenga sentido.

Siguiendo los linearnientos de 111]. eu esta se(ción estudiaremos las propiedades de Ia
lamilia de operadores Ea,p, y cn paltictlar', cle la sohrción dc la ccuación (4.1), afinando
la-s concliciones para que dichas soluciones estén e¡i .Lp.

Definición 4.1. Sea A : D(A) c X -+ X un operador lineal ru¡-acotad,o d,ensamente
tlcJitLido. A se d,,ice e - sector¡al rle d,ttgulo 0 si. eliste 0 e l},rl2l 3/ e € lR tal que su
resoluente () - a¡-t eaiste en el sector

u ! Ss :- {r"'+.\ : .\ e C, lars(.\)l < rl2 + 0} - {a}

'geristeM>0talque

ll(^ -,4) rll I ,f,/ ,. )( sÉ+Lr.A-trl

38
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4.2. Regularidad de Eo,g

Teorerna 4.2. Sea ! < o,< 2, f < fr < 2, y u I Q, Supongatnos que A es un operad,or
t-,-s€ctorial de d.ngulo e = \o .ttr . Entonces, eriste una constante I{ > 0 que depende sólo
deayptalque

llr,,B1r¡11. dfr;
para t > 0.

Dernostración. Corno á es ru-sectorial de ángulc-r 0, si Re(A) > 0, se tieue que Aa e p(,4),
y por ende

ll(r" _.4) ,tts 
¡¡51

Fijemos i > 0, y consideremos

E,.p(t): -L /."r'-r1r" - A)-rd.\, (4.2)

donde ^¡ es una cr¡rva orientada positila que \.a dentro del sector cu *.99, que pasa por la
regiónlqueconsistedelosl€Ctalesque,\"estáenlafionte¡adeSóU{¿-o+url+Sá},
dolde 0 < { < d. Escribiremos 7 como el pegado de dos caminos: ^/r es el caniuo que
tiene por soporte lnSa,y.yz es el caurino que tiene por soporte ln{¿-a+ lr.,l + Sd}.
Entonces, escribi¡emos Ea.f(t) : I'(t) * 12(ú), doude

1l
rj(t)= 

= 
/ ert¡"-É1r"-A)-1.¿^, j€{1,2}.

Ahora, estimaremos 1as cantidades llfl(t)l] e l]fr(t)ll. Si denotamos por z¿ y á a los puntos
en cornún de 'y1 y ?2, tenemos que para ,\ e f

ll" ¿rl > l^" - z¿l> lz¡l cos(S) = iz¡- (u + t-")lcos(9) > cos(9)(lol +t "),

), por ta11t o

l.fo
¡¡' -,ul ' cos(d)(1 + t" url)'

Acotando 111(t)l obtenemos qile
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)r,(t))l <* 
1.,,")'1¡)¡" 

r l(^" - A) llllill

.#/.,##,,

. nr,o . | .n,r,, ¡. ,¡¿1
_ 2r cod 0)t ¡ , r ,,r- ) ,/.,,

¡''. " I o-ssn(o tro-r:t¿,
- n co.16;11 /" *l) Jo

. ll'"- ,. ,. f*r 'ro. L¿u

r cos(0)(1 1 t"¡-"' )lr "irrló) 
o-f'r Jo

M# lr(.a - 13 + 7)
-¡,rcs(d;al -, ,"e lffi;l'=?=

miertras que, acotando l]I2(t)] | obtenemos que

l¡t(r:) <*/', l.^'L 
^ 
" ril(.r" - 1)-1 cr

<M / .R"l\)tl^1" ¿dl
- 2¡t J¡,. l)o --,1

-\41,1 / 
"n^,r,r,¡ 

__ rl ¿^,'2;r,osú)(l+i"!)Jr' l^ "''l

< Att"C t*, " ,,i,^ o,ts
- 

7r cos(ú)( I + l" l* l) Jo

. v,"f .,l-",ro_a4u
¡;"os(0)(l I i'lrl)[i -in/Ú)]'-¿'-' Jo

Mtp-lct(a a + 1):ñ«ryf +ñm!tn(on-¡:r

Por 1o que concluimos que existe una consta[te Il > 0, que depende só1o de a y B tal que

t'B 1

Llg",pft)ll< fu
para f ) 0.

I

Observemos que e1 teorema precedente implica que la familia {E.,p(t)}t o es ¿uintótica-

mente estable. Es decir, que llE" á(r)Ll 
g 0.

Corolario 4.3. SeaX un espac'ío de Banach. Si 1< o < 2 A 7 < A 12, w 10 y A es

un o.¡terador a-seclorial tJe rirtg ulo g - 
(o 't)" . entonces {Er.p(t)}d>o es at|¡rltóticarnerLte

estable.
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Definición 4,4. Una familia fuerlernente continuq de operadores {S(¿)}t>o se d,ice uni-
forntem,ente p-intq¡rabLe, para 1 I p < cc si

r l/p
lrs(¿)llp- [/ lls(r)llPrir) . o".

\Jo /
Corolario 4.6. Sea X un espl.cio d.e Banach. Si 7 < P < o < 2, t'.t < 0 y A es un operador
a-sectorial de úrgulo g : \^ -L)n , entonces {Er,¡(t)}Do es uniforrnemente 7-integrable.

Demostración. Por el Teo¡ema 4.2, existe una constarie 1( > 0 tal que

tE^ 'tl\ 1 KL0-r
ut5,p\, 

^ _: (I + ¿"|t,l)

para , ¿ 0. Por ende,

Lttl-1 K fe .18. I

I t)E".6(t)lllt 1 | --:Ldt --t ' 
L)u

Jo " "' '" - Jo (1 r tol¡"|) I'1,/" Jo I I uo --
f< lx ut¡-a)/o

d.W Jo 1+r "'

:#!,'(:'-:)'
doude B(. ; .) es Ia fürrcióu beta. ¡

Pa.ra eI siguiente corc)lario, utilizaremos un Iema cuya. demostración puede ser hallada en

[2]. Proposición 1.3.5.b.

Lema4.6, Sean X gY d,osespacioscleBanach,.,Seal€¿1(R+,X),9?:1R.. -+ B(X,Y)
una familia d.e oqterad.ores Ju.ertemen.te continua. Si L < p,q ! cn satisfacen i, * I : t,

If, ¡r¡t\¡r¡.¡ < @ s Í €¿c(R+,x), entoncesT * ! € c(R,v) e ll("*/)(r)ll t30.
Corola¡io 4.7. Sea X un espaci.o de Banaclt. L < a < 2, a < 0 y A un operad.or w-
sectorial de ringu\o 0 -'"i'". tn / € ¿1(R+,x), en,ton ces la solución t de la ecuaci.ón

(4.7) uerifica que u(t) :-:1 0.

Dertostración. Observeruos <¡ne Ia solucióu de la ecuaciórr (4.1) está dada por

u(t): Eo.t$)r: I Ea,2(t)y + [' u^.,t, ' s)/(s)rls. t > 0.
JO

Replicando los cálcuLos del teo¡em¿r. 4.2, es fácil ver <1ue la falnilia {E"..(f)}120 es fuer-
temente co[tinua. Luego, por el corola¡io 4.3 y por el Iema 4.6 se sigue que ¡]o,o * / es

continua y ll(8a," *,/)(¿)ll r-*r 0. Además,

llu(¿) | s Il.a,,,r(¿)ll llrll + lls" z(¿)ll llyil + ll(a,," *.f)(f)ll tei 0.

r

En la signieute proposición da¡nos c<.¡ndicio¡res p¿tra que Ia soluciórr de (4.1) esté en
¿r(R, x)
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Proposición 4'8' Seal < cr <2, A1< O < 2, a <O y A un ope'rodor Q-secl'orial de

ri.nguLo A : l"t)" S¡ (B l)p ap < 't' entonces Eo.¡j es uniformemente p-integrdble.

En particular, Eo.n es uniforrnemente p-integrable.

D emo stración, Por el Teo¡ema 4.2 existe una constaüte 1l > 0 tal que

Ttto rlE- -r+\ I .r !r'.p', /r : (1 + r.lol)

oara f ) 0. Por eruLe.

* t@- )P

E".nlt)lf rt'- KP I ;:;^, d,
Ja l1 l/"1,l)P
Kt' fE dr il¡

¡*1" # Jn (1 - u")P

t(o 7-r* r

I 

- 

rt''

o "-\' # lr r'l T ¿r)P

= K' o(ta__!t1 .- rd- Ir¡r r l)
o,1-u-|'"- \ o ' o l

I

Los próxinos dos cort_,larios soD 1.r-uto de 1ir prc¡rosicirln 1.8. cl Co¡oi¡,rio 4.i1, dcl lemr .1.6

¡' la desigLLaldad cie Youtig para laurilias rlc oper..ador-cs:

Lema 4.9, Sean X 11 \' cspacios cle Bartath. Sea I { p,q. r < '}'' l(l€s rytc su't'i s.fttcr:t t

-l+]:1+!.. Sr,¡ J € ¿qll .-Y) ¿.sr,o {T(l)}¡¡o a 6(-Y.}') una, faniliu cle opettt.dorcs

i,,rrt'"nL¡Ll" i.ntit, to ¡¡ tt'tLn Lfornctt¡t)i1'te irr,ttr¡rabLe'. EnlorLces. T + .f e I''t (R'¡ 7') 11

Par¡ iura rlcruosllaciórr clc cst¿r lclsiótt rlc la clcsigiLaklad iii: Vlutg, r'óa-'c [2]'

Corol¿¡r'io 4.L0. Saa 1<p<:.. 1<o<2,,:<0.yA¡.t¡toleraiorc¿-stc!'¡¡r'L'alilerin'qtLlo
é : (" ..\)- . S;, .f e L'r (.?-. X). cor, !, + f, 

: l. Ertl.c.,rLct:t. L« solut:iórt ¡t tle la ecuactón (1 7)

uerifrcl (ilte I ¡¿(¿) t-) 0.

Corolario 1.17. Sea 1 < p < -, 7 < c¡ < 2 r,-, < 0.y -4 un o1:ct'ctlor'¡ sectrtritl dc

ónc¡uLo 0 - ío -1)r. S .l e I1(R1 ,Y) 'v t, ()p < l. (:nl..)n(:.s Ja .sohLc:ió¡¡ tt del roblt:rn rt

l,!.1\) pettLn.et e a ¿P(R-, -f ).

D e'xtostre,ciórt'. Por la rlcsigLralclnd r1e Yburg (Lerlra '1.9). tellcrljos qrro

Eu.^ *./ ,. , , (/' l;.-,,,1t¡ ,',¿1)'i" . -

t,r . 
"r t, 1 ,, , (l- t!' t 1," ,,11/n .



Dado que la solución de (4.1) está dado por

u(t):8.,1(t)a + Eo,r(ly * [' s,,^(t- s)/(s)ds f > 0.
JA

Se tiene por la plo¡rosiciól 4.8 que u € ¿e(R+, X).

Ejemplo 4.L2, Sea r < 0. Consideremos el problema

A2
Di1/{x.f) = l-u(r,r) -ru(r. 1)+/(.r.i). l¿.t\ e 0.2¡] ',R..

z(r,0) :e(c), u'(r.0):h(c), Le Í0,2r)

(4 3)

doncle Dl denota deriu{tda fraccionari.a d.e Caputo con respecto a [,a uaríable t, g,lt, e
X F L2IO,2;-), y I < a < 2. Consid.eremos el operador -s,,= #, + ru con donLinio
D(A) :: {u € L2l\,2rl: u" e L2[0,2n];u(o) : u(2zr) = 0]. Dntonces, A es un operador
r-sectorial d"e dngulo rl2. Si. J € ¿l(lR+,¿210,2711), entonces por el Teorema 4.2 y los

corolarios y'.l u 1.11 la solución u d.e la ecuación (4.3) aerifica que llu(t)ll 
t--r 0, y

u € I](R+, L2lo,2rl) para 7 < p < co.

I



Conclusiones

Eu csta iesis ol¡tu\,irtrr¡ los sigrrieltcs resitllados;

1. La exislcnci¡. de soL¡.tc'iones dc la ec'.rirciiirr (2.1) vitr téciricras de puuto fijo. Nosotrc-'s

logramos refitrztL los cálcrtlos cl l¡i dcrrtoslraljírn dci ieolenla 2.7, t'olrigiertclo vt'r-.ios

cnor cs dcl artículo lil].

2. C'orrcliciones ricccsarias y suficienles pala la rcgrrlarid¿rr1 rr¿rxi}|al eu Il', de 1¡. ecrrac:ón

(il.1). Sc rnrestral los chlcltlos del tt¡dc¡s los leinas del altítlrio Ii0]

3. Erl coutr ¿:,r¡rr¡s condi¡:iorrc; para 1a cstabilirlad ¿r-qintótica v la ¿integrabiliclarl r1e 1a

Ihrr.ióD de \Ij1i¡g Lefller gcnetali.zada. Aclerriás. r.efinarlcs las c,orrciic,ioDes irara Ia

cstaL,iiid¡tl ¡lsinir',tic¿t 1' 1a ,.rrrtc¡r:rlriliü¡,1 ,l* l¡rs sLrLu(i' res cle 1a eclraciórr (4 1)

r,isias eu [111.

Eu¡¡'e los clesafios qtte pocltían segtiil de esta tcsi-c. estilll:

1. \ierrfir¿r si el ie,¡rcn;r 2.7 .e sig'.re tcrriel¡lo ¿r1 rlebilitnr aigunas clc- lrrs hipótesis

(1lo) (H5).

2. Brrsc¡¡ ¡rejores cotas pi..ra el rrrriclnlo d¡: la Iiu¡ciórr de \Iitt ag-Lellir:r gerieralizatla.

3. \ir:r'ifica¡ si se pueilctr extrtrpolirr hs ptopieclacles dc 1¿r iur¡cii»r ¿le \Iittag-Lcmcr
generalizacla 1-de 1as sohrciorles cle la cctración (1.1) si 0 < o < 1.

4. Inrrstigrr si l¡r fiurcióu dr. \Ilttag-Lcfflcr gcrcralizarla cs ¡sirittitlc¡tnorttc cstablc I
I integrable pitrl operaCoLt's !-scct.lliilles p¿lr¡ u U 0.
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