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Introduccion

En esta tesis trabajamos tres problemas involucrando derivadas de orden fraccionario
segun la definicidn de Caputo en espacios de Banach. En el primer capitulo presentamos
una pequeila introduccidén a la derivada fraccionaria desde el punto de vista histérico, y
nos centramos en la derivada fraccionaria de Caputo, mostrando sus versiones para R, y
R, y las propiedades de estas que seran importantes en el desarrcllo de la tesis.

En el segundo capitulo investigamos la existencia de soluciones a ecuaciones diferenciales
fraccionarios del tipo

D%u(t) + e(t,u(t))] = Ault) + f (t,u(t)., fol k(t, s, u(s)) ds) , ted

w(0) + glu) = ugp.

donde 0 < @ < 1, J = [0,b] con b > 0, A es un operador lineal cerrado, no acotado y
densamente definido en un espacio de Banach X, ug € X y las funciones f : Jx X x X — X,
et x X =X, E:OQxX = X,yg:C(J],X) = X son continuas, siendo Q = {(#,5)]0 <
s <t < b}. En este capitule, trabajamos con téenicas de punto fijo para demostrar la
existencia de soluciones para tal ecuacion.
En el tercer capitulo, trabajamos la regularidad maximal de ecuaciones con retardo del
estilo

D%u(t) = Au(t) + Fue + f(t), teR (1)

con a > 0, A un operador lineal no acotado, cerrado v densamente definido en X un espacio
de Banach, f € L¥(R,X) para 1 <p < oc, F: LP([-r,0],X) — X es un operador lineal
acotado, y u¢(-) = u(t+-). En esta seccidn, trabajamos con técnicas de multiplicadores de
Fourier en espacios UMD, obteniendo condiciones necesarias y suficientes para la existencia
de soluciones dependiende de la funcién f y el operador A. Y en el cuarto capitulo,
trabajamos las propiedades de las soluciones de ecuaciones no homogéneas de la forma

D%u(t) = Au(t) + f(t), ©(0) =2, ' (0) =y, £ > 0 (2)

en base una familia de operadores que generaliza la funcién de Mittag-LefHler; a saber:

Baplt) = — [ eMre8(& — 4)71dx

' 2t fy
donde  es un camino conveniente en el cual la resolvente (A — A)™! tiene sentido. Usando
técnicas de integracién compleja obtenemos cotas para el comportamiento de este operador
cuando ¢ tiende al infinite, v como consecuencia obtenemos propiedades de la sclucién de
la ecuacién.



Capitulo 1

Preliminares

Como es usual, denotaremos a los conjuntes de los ntmeros naturales, reales v reales

positivos come N, R y R, . En esta tesis X serd un espacio de Banach con norma || - ||. Si
A:D(A) C X — X es un operador lineal cerrado no acotado, denotaremos por [D(A)] al
dominio de A dotado de la norma ||x||jpcay = [lz]| + ||Az]|.

Si Y es otro espacio de Banach, denotaremos por B(X.Y) el espacio de los operadores
lineales entre X y ¥ que sean continuos, y escribiremos B(X) para B(X,X). Sea J C R
de interior no vacie, LP(J, X') es el espacio de las funciones integrables en el sentido de
Bochner en todo J,

1/p
LP(1.X)=<( f:J— X medible : (f §|f(t)|]pdt> < 0o
o

-

1l

el cual es un espacio normado con la norma || - ||, y el espacio de funciones localmente
p-integrables segiin Bochner L1, (J, X) es el espacio de funciones que son integrables en
cada compacto contenido en J. Esto es,

LY (J,X)={f:J — X medible : f € LP(K, X) para todo K C J compacto}.

El espacio de Sabolev W®F(J, X) es el espacio de las funciones diferenciables m = [a]
veces, v que tales derivadas estdn en LP(J, X), esto es:

WeP(J X) = {f . J — X medible : fY) existe, y ||f(j)§\j, < oo, para j € {0,.. .,m}} .

C(J, X) es el espacio de las funciones continuas, dotado de la norma del supremo || - ||eo-
Para 8 €]0,1[, el espacio de funciones Holder-continnas CP(.J, X) es el espacio de las
funciones continuas tales que sup{||f(s) — f{E)||(s —t)F : 5, € T} < ¢

Denotamos por D(J, X) el espacio de las funciones con infinitas derivadas continuas de
soporte compacto, esto es

D(J,X)={f € C°(J,X)|Ve > 03K C Jcompacto, ||f(z)|| < e para x € J - K}.

3



Escribiremos D(R) para D(R,R).
S§(J, X) es el espacio de funciones con infinitas derivadas continuas tales que todas sus
derivadas decrecen en norma mas rapide que cualquier polinomio, ¢ sea

SR, X)= {f € C®(R, X) : sup (1 +2?)"||f"™)(2)|| < oo, para todos n,m € N}
TER

Este espacio de funciones suele nombrarse como la Clase de Schwartz.
Adoptaremos la notacién de convolucion para la integral

(Fxg)(t) = /{; flzig(t — ) dx

para funciones al menos en L1(R, X), recordando que (LY(R, X),+,*) forma una estruec-
tura de anillo conmutativo sin unidad.
Para f € LY(R, X), sc define la transformada de Fourier como

FHA) = /:@ e (z) dz ) € R,

y para g € L}(R,, X) de orden exponencial, la transformada de Laplace por
L{g)(N) = / e~ g(z) dz.Re(X) > 0.
Jo

Recordamos las siguientes propiedades de la transformada de Laplace:

L(f = g)(2) = LIFHAL(g)(A)

ke

L{f(k)}(}\} = )\I‘fﬁ{f}(/\) = Z AR- ”j'(ﬂ—ll(())l

n=1

Para una funcién f € LY(R, X) de crecimiento subexponencial, esto es,
/ e~ M| f(8)||dt < o0 para cada e >0
R

definimos la transformada de Carleman f como

F(A) = Joo e M F(t)dt, si Re(A) = 0
T - e f(—t)di, i Re(h) <0

La transformada de Carleman f es una funcién holomorfa en C — {R.

Dada funcién f y su transformada de Carleman f, diremos que in € iR es un punto
regular para f si existe una vecindad V de in y una funcién analitica i : V' — X tal que
F(X) = h(X) en V — {in}. Definimos el espectro de Carleman spo(f) como los puntos que
no son regulares para f.

La importancia de la transformada de Carleman se hara notar en el capitulo 3, en el cual
utilizaremos una de sus propiedades:



Proposicién 1.1. Sea f € LY(R, X). Entonces spo(f) = @ si y sdlo si f(t) = 0 casi en
todo punio.

Para una demostracién de este resultado, ver [2].

Y por iltimo, recordamos la definicién de la funcién Gamma

(=) ::/ et dt,
40

funcién que tiene sentido para todos los complejos que no sean enteros no positivos, y gque
generaliza el factorial en el sentido de que sin € N, se tiene que I'(n+1) = n!; y la funcién

Beta
1 . )y J . 20 S:I,'—l ’
Bz, y) == / [ O A L :/ T
Jo g plat e

definida para pares de complejos de parte real positiva. Ambas funciones estén relacionadas

bajo la identidad TEEW = B(z, y).

1.1. Derivadas Fraccionarias

1.1.1. Introduccién Histérica

Las derivadas fraccionarias nacieron no mucho después de la creacién del cdleulo que
todos conocemos, al menos como idea. Es en 1695, cuando Leibnitz le presentaba la idea
de derivada al marqués de L'Hopital, este 1iltimo le pregunté qué pasaba si al término
d'ﬂ
daﬂl
se le reemplazaba el indice n, que se suponfa era natural, per un valor como por ejemplo
1/2. Leibnitz meditd v trabajé la idea con Johann Bernoulli ¥ Jehn Wallis, pero sin lograr
profundizar mucho. En 1819 Lacroix en su tratado de cdlenlo dedica unas cuantas paginas

a tratar generalizaciones de las derivadas de orden entero para polinomios. Asi por ejemplo,
pasando de la férmula:

f(z)

n .
d LM m!
da™ (m —n)!

a una generalizacién utilizando la funcién Gamma :

ﬂ;ﬂl*'ll, ne N

2 = _Smtd) D 2™ >0

dze’ Ilm—a+1) ' '
Afios mas tarde, de la pluma de Liouville sale la idea de tomar la generalizacién de la
derivada de la funcién exponencial

T
(i cT Ui (AP
o =eive
dxm.
y levarla a un pardmetro o real, para lo cual:
d*
SCE QQEL.L:

dr®



y a partir de eso, considerar la derivada a-ésima de funciones del estilo

COI1nO

d.la Z b;hf,k gk

Es en este momento en ambas ideas entran en conflicto: Si consideramos la serie corres-
pondiente a la funcién exponencial

o

T

Il
> M8
|

ol
i
o

al tomar derivadas a-ésimas para o € N, nos queda que:
(e ¢]
" d“ " Z
€ =
(I:J‘Q —
Esta contradiccién llevd a intentar abordar las derivadas a partir de otro camino, y el

mismo Liouville bused trabajar las ideas que tuvo Abel en la sclucidn del problema de la
isocrona, donde aparecian integrales de la forma

o0

x* (k+1) P
a ! Z;r:\—a+1)k !

(.x

fx(:n — 1) (1) dt.
0

Es de estas ideas, y del trabajo de Riemann v de Laurent que sale la idea de la integral
fraccionaria de la forma

a 1 * o—1g7s
E_—ﬂf(:c)zri/b (z—1) l_f(f,)dﬂ,

y luego, la idea de derivada fraccionaria fue apoyada en esta integral, tomando la derivada
luego de integrar. A saber, si m = [o], entonces:

do 1 an

s L T -

—/m(r.-,- gy el dt
0

dz® m — o) da’™

la cual es conocida como la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville. Esto siembra una
nueva idea en el tema de las derivadas fraccionarias: Estas dependen de un dominio, puesto
que son integrales.

Afios mas tarde, cerca de 1960, Caputo descubrié que muchos problemas de la fisica se
describian mejor si la derivada fraccionaria se definiese como

a % - 1 (m) _pym—a=14
D) = fgm =g /. /70— 0"

para m = [a].



1.1.2. Derivada fraccionaria en R,

Definicién 1.2. Para a > 0, definimos la familic de funciones go : Ry — R como

S,a—l

5) = ——
ga(5) r{()')
Adoptando la convencidn 1"—(10‘) =0, para ast definir go(s) = 0.
Notamos que esta familia de funciones cumple la siguiente propiedad de semigrupo:

Ga * 93 = Ga+s, PATa o, > 0.

Consideremos ahora J = [0,b], b > 0.

Definicién 1.3. Sea o > 0. Se define para una funcion f € LY(J, X) el operador integral
fraccionario de Riemann-Liouville como

7)) = /U Galt — $)F(s)ds = (ga * £)(2)

y por I°f(t) := f(t). Por su definicién, es facil ver, por ejemplo, que TPy = B .

Definiremos una de sus pseudoinversas:

Definicién 1.4. Para o > 0, se define el operador diferencial fraccionario de Caputo de
una funcidn f € WEP(J, X) como

1 ’ :
D% £(1) = § g m—a—1 g(m) Sds = (G _. * (m) ¢
16) = gy | (€= 9" 8 ds = (gma s SN0
donde f™) denota la derivada m-ésima de f, con m = [a].
Notamos que en el caso o € N, las definiciones de derivadas fraccionarias coinciden con las
derivadas de orden entero. Para la derivada fraccionaria de Caputo se tiene, por ejemplo,
que D%gg = gg—q 81 B # 1 pero que D%g; = 0 para todo @ > 0.

Algunas de las propiedades de estos operadores son:
1, IoFPf = JotBf = FPF*f para f e L1(J.X).

En efecto, pues go * gg = gai. ¥ Puesto que la convolucion es asociativa y conmu-
tativa, tenemos que

I°TPf = gax (g5 % F) = (ga % 9g) * F = (95 % 9a) * f = ga * (ga * [) = IPI*f
————
=Ja+8 f
9. DI (1) = f(1) para f € L1(J, X).
En efecto, si m = [a]
DI F(t) =(gm-o * (I*F)™)(2)
:(Q-m,—o: * {ch * f)(m))(t)
=Gm * ftm) (t) = f(t)



3. I°D*f(t) # f(t), y de hecho

m—1

I*D2f() = £(t) ~ 3 fP(0)grsa(2).

k=0
En efecto, sl = I—HL tenemos que
I°Def = Ga * (Gm—o * f("m}) = G ¥ f(m)‘

Luego, integrando por partes m veces llegamos a que

-1

(9 * FT) (1) = = 3 grs1(0) FB(0) + f(1),

3

e
Il
(=]

con lo que la propiedad se cumple.

4. D°DEf = DADef. _
Consideremos por ejemplo que D1/2g3/2 = g1, por lo que D1/4D)1/2g3/2 = 0. Pero,
que DV/4+1/2, ) = D¥gs /0 = gy/4.

5. D°DAf £ Dathy,
Considérese por ejemplo que D293y = g1, por lo que D/2DY/2 — 0, pero D]/2*1/2g3/2 =
Dlg3/2 = Gg1/2-
1
6. L(I*f)(\) = Yo L)

1
En efecto, si notamos que L(ga)(A) = o ¥ usamos que la transformada de Laplace
separa convoluciones en productos, queda que

B = Llga » O = LE)NLWIR) = L)),

7. LDf)A) = X2L(f)(A) — S, Ae=k fl=1) (),
En efecto,
LID*f)(X) =L(gim—a * fF™)(N)
=L(gm-a)(A)L(F™)(N)

:A"}_O ()\mﬂ(f)(/\) _ ZAm—kf(k—l)(O))
k=1

=MLF)A) = Y Ak plk=1 ),

k=1

Ahora, procederemos a definir una funcién bastante 1til en el estudio de las ecuaciones
fraccionarias de evolucién.



Definicidn 1.5. Se define la funcidn de Mittag-LefHler como

= - i 1 to=Bt
PR UL v U S il W L T ) 1.1
() ;}I‘(gnnrﬁ) 27?1'/(;#*-—; o “ ' {11}
)=

donde C es un camino que comienza y termina en —oo y gque rodea el disco {t € C: |t| <
|z|1/2} en sentido antihorario.

Notemos gue esta funcién es entera, puesto que el radio de convergencia de su definicion
como serie es infinito

Esta funcidn generaliza la exponencial: e1 1(z) = e® y la funcidén cosenc: e2,1(—2%) = cos(z),
v ademds juega un papel protagénico en las ecuaciones diferenciales fraccionarias. Por
cjemplo, si consideramos la ccuacién diferencial fraccionaria

D%y = wu,

con @ > 0 tiene por solucién particular u(t) = e, 1 (wt®), ya que

D% 1 (wt™) =D
n=(0

t(l‘??,

o0
A ‘nDQ
Zw Tlan+1)
e

n=1
Jan+1l (t)
oy to:(ﬁfl)

., ;-1
_MZW Dle(n—1)+1)
TRl S S

gq(n.—l)—gl(t)
o

o
iy Wh—_
;} Ilon+1)

=weq 1 (wt?).

Sera 1til estudiar la transtormada de Laplace de la funcién de Mittag-Leffler:

Lema 1.6. Sea w > 0. Para A € C tal que Re(\) > w'/®

o0 =
f e Mt te, s(wt®)dt =
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Demostracion.

e .l . r OO ;.bt!l T
At A—=1 a 7)\{’ g—1
t-1e t9Ydt = tf E
]a ‘ o (w17) /o F(mLJrﬁ

f(m"'d 1
Z / )\t
Tlan+ ,@)

n= 0
— w™ (1.3)
HZ=U }\an-ﬂi
=P L .
1-5=
pe-2
T —w
|

Veamos un cjemplo de una ecuacién diferencial que se puede resolver via Transformada
de Laplace. Consideremos, para 1 < o < 2 la ecuacién

Du(t) = wult) + £(t), u(0) = o, /(0) =y, (14)
donde w > 0. Si a la igualdad anterior tomamos transformada de Laplace, nos quedara que:
A L{u)(A) = A% = A7y = wL(w)(A) + LIV,

Si despejamos la transformada de Laplace de u, queda que

1 )\u—l /\(J:—Q
LW = LN T + o Y

Por lo cual, deducimos que la solucién para (1.4) es de la forma
u(t) = (f *Ba.a)(t) + 28,1 (t) + yea2(t),

donde 2, g(t) = t7le, g(wi®).

1.1.3. Derivada fraccionaria en R

Definicién 1.7. Dado o > 0, las integrales fraccionarias de Liouville de orden o, I%f y
IS f se definen respectivamente como

1 _ oYo—1
Ef:i[ ﬁr%%*fGM& teR (1.5)

¢ n 1
kg — f f(s)ds, teR. (1.6)

Definimos IS f(t) = f(t). Es condicidn suficiente para su existencia que f(t) = O(|t|727¢),
para € > 0. Funciones que cumplen con esta propiedad se dice gue pertenecen a la clase de
Liouville.
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Definicién 1.8. Dado o > 0, las derivadas fraccionarias de Caputo de orden « laterales,
Def y DY f ze definen como:

n i _ yn—oa-—1

fo(f’} = If—a%f(ﬂ = /; i %)—f(”)(-ﬂds (1.7)
¢ SR AL 1

D410) = g 0 = | S s (L8)

conn=la],t Ry fecCHR,X). Definimos DLf(t) = f(2).

Es sabido que para funciones en espacios de Schwartz se tiene que I/ Di = D(fr'ﬁ, 1§81 i =
e JIeDE = 18P sia > By 18D = DY® si o < f. Estas propiedades pueden
e:ktenderse via densidad a espacios de Sobolev. Ademds, si o € N, tenemos que (—1)"D} =
D" = D", donde D" denota la derivacién entera usual. A modo de cjemplo, notamos que
se tienen las relaciones:

DM <M I =27, Re(X)> 0

1.2. Espacios UMD

Previo a la definicién de un espacio UMD, necesitamos definir gué es una martingala.

Definicién 1.9. Dado (€1, Z, P) un espacio de probabilidad, y sea {Ey}ner una sucesién
creciente de sub-c-dlgebras de . Una sucesidn de variables aleatorias {Np}nen en este
espacio de probabilidad, P integrables y con valores en un espacio Y es una martingala si
Ny, es By -medible y

E[N.Zg] =Nk, para0<E <n<oo

donde B[N, |Zy] es la esperanza condicional de Ny en la o-digebra X, esto es, una version
de la familia de variables aleatorias T tales que

/ hdP = / TdP para todo B € &
B J B

Para mayor profundidad en cuanto a propiedades de la esperanza condicional y las mar-
tingalas, referenciamos el capitulo 9 de [4].

Definicién 1.10. Diremos que un espacio de Banach X posee la propiedad UMD (o que
X es un espacio UMD) si para algin p €]1, 0c[, existe constante ¢ > 0 tal que

\Z (Ng — Np— 1)‘
-

HIL

e[S~ i

k=1 lLr(0,2,PX)

¢||Nellze(a,2,Pix)

LP(Q5.PiX)

para tode n € N, =i, € {£1} y para toda martingala {Ny,}nen, tomando Ng = 0.
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Hacemos notar que Burkhdlder y Bourgain demostraron que un espacio de Banach X tiene
la propiedad UMD si v sélo si la transformada de Hilbert

Moy =t [ M ay gesmx)
{ly|>e}

e—0 Y

puede extenderse a un operador acotado a todo LP(R, X)), para algin p €]1,00[. A los
espacios que cumplen con esta 1ltima propiedad se les llama espacios H7 .

Alpunas propiedades de los espacios UMD las resumiremos en la siguiente proposicién

Proposicién 1.11. 1. Si X es UMD, y Y es un subespacio vectorial cerrado, entonces
YV y X/Y son UMD.

2. X es UMD si y sdlo si XT es UMD, donde X7 denota el dual topoldgico de X.
3 SiX yY son UMD, entonces X PY es UMD.
4. Todo espacio UMD es reflexivo.

La demostracién puede ser vista en [6].

Ejemplos

1. Todo espacio de Hilbert es UMD.

2. Todo espacio LP(Q, X, P), para p €11, 00[ es UMD.

3. Todo espacio de Bochner L?’(§2, ¥, P; X)), si X es un espacio UMD.
4. Los espacios de Sobolev W*# scn UMD.

L' y L* NO son espacios UMD, puesto que no son reflexivos.

ot



Capitulo 2

Existencia de soluciones para

ecuaciones integro-diferenciales
fraccionarias con condiciones no /T
locales S

2.1. Introduccion

El proposito de esta seccién es el abordar la existencia de soluciones de ecuaciones dife-
renciales fraccionarias del tipo

Du(t) + et u(®))] = Au(t) + f (ﬁ, u(t), /o k(t, s, uls)) d.s> , teld

w(0) + g(u) = ug.

(2.1)

Aqui0 < <1, J=10,b conb >0, Aesun operador lineal cerrado y no acotado en X,
de dominio denso en X, up € X y las funciones f: Jx A x X - X, e: Jx X = X,
E:OxX o X, yg:C(J,X)— X son continuas, siendo £ = {(¢,8)]0 < s <t < b}.
En adelante, escribiremos Ku(t) = jot k(t, s,u(s)) ds. Seguiremos los lineamientos de [3],
corrigiendo sus errores y rehaciendo parte de los calculos.

En esta seccidn, trabajaremos con funciones completamente continuas, gue definimes a
continuacion. .

Definicién 2.1. Una funcidn f : Y — Z se dice completamente continua si f es continua
y st para todo conjunto acotado B C Y, se tiene que f(B) es precompacto.

2.2, Problema Fraccionario de Cauchy

Como primer peldafio en el estudio de nuestro problema, consideremos la ecuacién:
D%(t) = Ault) + f(¢), teJ

(2.2
u(0) = ug, )

13
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donde A es un operador lineal no acotado y cerrado en X y f € C(J, X). La ecuacién
(2.2) es equivalente a la siguiente ecuacién integral (Ver [8])

u(t) = ﬁ ‘/Ol Au(s)(t — $)* ds + h(t) ted, (2.3)

donde h(t) := ug + '1’"[]:1_) fg fs)(t — 8)* Lds.
Nuestra objetivo en esta seccién es encontrar soluciones mild de la ecuacién (2.2).

Definicién 2.2. Una funcion v € C(J, X) es llamada una solucidn mild para la ecuacidn
(2.3) si [ u(s)(t—s)*"1ds € D(A) para todo t € J, la funcidn h € C(J, X), y se satisface

t
w(t) = L )A [/G w(s)(t — §)* Lds| + h(t).

IN (e

Los semigrupos y las familias coseno son fundamentales a la hora de solucionar el problema
de Cauchy de primer (o = 1) y segundo orden (o = 2). Motivados por esto, definiremos
una familia de operadores que nos seréan fundamentales al trabajar con nuestras ecuaciones
diferenciales fraccionarias:

Definicién 2.3. [12] Una familia de operadores acotados {S(t)}i>0 en X es llamada una
familia resolvente para la ecuacion (2.2) si se cumplen las siguientes condiciones:

1. §()x € C([0,00[, X) para todo z € X y S(0) = I el operador identidad en X.
2. S(t)D(A) € D(A) y AS(t) = S(t)A para tods £ > 0.
3. Para todo z € D{A) yt > 0 se tiene que

1

SHr=z+ o).

[ " AS()n (t — 57 ds. (2.4)
0

Asumiremos, asi como en (Capitulo 2, [12]), que la familia resolvente es analitica, y que

existe una funcién ¢4 € Li, ([0, oo[, R4 ) tal que

18" (8)2]] < wa(t)llzllipay, para todo t > 0.
Los siguientes resultados se siguen de [12}, Proposicién 1.1.2, Corolarie I1.2.6 y Proposicion
1.1.3.
Lema 2.4. Supongamos que {S(t)} >0 es una familia resolvente analitice para (2.2).
1. 8Siw es una solucidn mild de (2.3), entonces la funcidn t — fot S(t — s)h(s)ds es

continuamente diferenciable en J, y ademds

t
o /0 S(t — s)h(s) ds (2.5)

7E‘

pare todo t € J.



2. Sih e C?(J,X) para algiin 8 €]0,1], entonces la funcién

t
(1) = S(t)(h(t) — h(0)) +/0 S'(t = $)[h(s) — h(t)]ds + S@)R(0), teJ (2.6)

es una solucidn mild de (2.3).

8. Sih € C(J,[D(A)]), entonces la funcién ¢ : J = X definida por

é(t) = fo t S'(t - s)h(s)ds + h(t) (2.7)

es una solucidn mild de (2.3).

2.3. Nuestro caso

Motivado por los resultados precedente, en esta seccién estudiamos la existencia de solu-
ciones mild de la ecuacién abstracta (2.1).

Definicién 2.5. Una funcién v € C(J, X) es llamada una solucién mild para la ecuacidn
(2.1) =i fotu(.s-)(t — 5)%lds € D(A) y satisface la ecuacidn:

t
u(t) = ug — g(u) + e(0,ug) — e(t, u(t)) + I"—(lcT)fg Au(s)(t — 5)* " lds
(2.8)

1 L K y a1, e
+ i [ Houo) Ko - s, te

Para estudiar la existencia de soluciones mild, supondremos las siguientes hipétesis:

(HO) Existe una familia de operadores resolventes {S(t)}+=0 analitica para (2.1) y que
existe una funcién p4 € LL ([0, 00, Ry) tal que

15" ()2l < wa(t)l|zllipeay, para todo t > 0.

(H1) Lafuncién f: JxX x X — [D(A)] es completamente continua y existe una constante
C1 > 0 tal que

1t 21 p1) — F(t 22, 92)| < Ci(l|lzr — 22|| + [ly1 — wll)
para todo t € J.

(H2) La funcién k: Q x X — [D(A)] es continua, y existe una constante Cy > 0 tal que

< Cyllzy — =2||,

Hfot[k(t, s,21) — k(t, 5, 22)]ds

para todo (¢, s) € Q.
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(113} La funcién e : J x X — [D(A)] es continua, v existe una constante C3 > 0 tal que
|le(t, z1) — e(t, z3)|| € Csllz — 22]],
para todo t € J.
(H4) La funcién g : C(J, X) — [D(A)] es continua, y existe una constante G > 0 tal que
llg(o1) — gle2)ll £ Gllr — all-

et 1

(H5) 2(1+ |l aT{e)

allL) (0 O —ei +b02)) <1

A modo de abreviacién, escribimos N = mdaxer||f(£,0,0)|], N* = méxes||elt,0)] v
N** "-maxéEJHfD (t,s,0)ds||.

Siguiendo las ideas del apartado 3 del lema 2.4, la ecuacion (2.8) se reescribe como:
u(t) = ug — g u + 6(0 U()) = B(T 'U(f))

/ fs,u(s), Kul))(t — )% ds
T'(a)

(2.9)
+ /O St — 8)[uo — g(u) + €(0,ug) — (s, u(s))

1 i _
—— | fOr,u(r),Ku(r))(s = r)*tdr)ds.
(o) Jo
Para probar el resultado principal de esta seccién, utilizaremos técnica de punto fijo. Mas
precisamente, usaremos el siguiente resultado:
Lema 2.6 {Teorema del Punto fijo de Krasnosclskii). [13] Sea M wun conjunto convezo,

cerrado y no vacio de un espacio de Banach Y. Suponga que H1.Ho : M — Y son dos
operadores tales que se cumplen las siguientes hipdiesis:

1. Hiz+ Hoy € M, para todo x,y € M.
2. Hy es continuo y H1(M) estd contenido en un conjunto compacto.
3. Hs es wna contraccion de constante menor a 1.

Entonces existe © € M tal que (Hy + Ha)(z) = x.

El siguiente teorema es el resultado principal de esta seccidn:

Teorema 2.7. Astumase que ug € D(A), y que las funciones e, f, g,k satisfacen (HO)-
(H5). Entonces existe una solucidn mild de la ecuacidn (2.1).
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Demostracion. La demostracion sigue ]as }mea‘s del caso de h ecuacién (2.2). Dado que
la funcién h(t) = ug—g(uw)+e(0, ug)—e(t, u(t fn 8), Ku(s))(t—s)* lds estden
C(J,[D(A4)]) debido a las hipétesis (H1)- (H4)J y motwadoa por el lema 2.4, apartado 3,
demostraremos la existencia de un punto fijo de la funcién @ : C(J, [D(A)]) — C(J,[D(A)])
definida por

Pu(t) = up — g(u) + e(0, up) — e(t, u(t))

! —1
+ fﬁ/o F(s,uls), Ku(s))(t — ) Lds
-t _ (2.10)
-+ -/D S'(t — s)[ug — g(u) + €0, ug) — s, u(s))
1

S

/ Fr,ulr), Ku(r))(s — r)* tdr]ds.

1 ((.l‘ Jo

Notamos que la funcién @ estd bien definida, puesto que las integrales convergen gracias
a las hipétesis (H1)-(H5), y puesto que por hipétesis S(t)D(A) C D(A), por lo que se
desprende que S'(t)D{A) C D(A). Escribiremos & como la suma de ®; + ®2, donde:

+

¢
Dyu(t) =ug — glw) + e(0,ug) — e(t, u(t)) + /0 S'(t — 8)ug —g(u) e(0,ug) — e(s, uls))]ds

t
Syu(t) :% / £(s,u(s), Ku(s))(t — )°~1ds
_IL/ (t—s / Flru(r), Ku(r)) (s — 1)° dr ds

(2.11)

Sea B := B,(0,C(J,[D(A)])) = {¢ € C(J,[D(4)]) : i[aﬁ|| < r}, v escogemos r tal que

15

r > 211+ g all)(lluoll + [1g(O)]] + lle(0, uo)l| + N* + e Cr(V** + N)).
Para ¢, € B, tenemos:

|@1a(0)]] < ljug — gld) + (0, up) — et g(EN|] + H_/o St — s)[ug — g(@) + e(0,ug) — (s, H(s))]ds

I
Do

Para acotar Dq:

Dy < luol| + Hg (@) — g(O)|| + [lg(0)]| + [le(0, wo)|| + [le(t, @(t)) — et O] + |le(t, 0)]
o+ 11g(0)]| + [1e(0, uo)|| + Calle(t)|] + N~
< luol| + Gr + ||g(0)]] + ||e(0, wo)|| + Car + N,

Usando la cota para D, con Dy tenemos que:
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: St~ 8)[ug — g(@) + €(0,ug) — (s, ¢(s))]ds

t
< /0 |18 (t - s-}||[liuo — g(¢) + e(0.ug) — e(s, rﬁ(s))ﬂ]rls
55
< llgallillluoll + Gr + [19(0)|] + [le(0, uo)|| + Car + N7].

Por otro lado,

i
1820(2)]] < HL/ Flo, (), Kpa)) & — &)=ds

/S't-s f flr N(s — r)*ldrds

Para acotar Ds, usando la desigualdad de Young tenemos que:

D3 = "%}/ Fls,w(s), Ke(s))(t — 5)* s

] 11£(s, %(5), Kap(s)) = F(5,0,0) + £(5,0,0)]/(t — 5)>~1ds

51(10)/[”1(“«”) Kw(s)) — £(5,0,0)]] + [|£(5, 0, 0)||(t — 5)°~Lds

1 i ‘ o—1
< T U [11f (s, % (s), Ko (s)) —f(s,O,O)HJer(s,O,O)|]ds} UG s ds}
: allf(ﬂz) 0 Ch {Hﬂ‘(s}”{- /O' k(S,?‘,‘g{'(‘r‘))dr ] + Nds

(s,r,4(r)) — k(s,7,0) dr

"5
/ k(s,r,0)dr
0

o]

br.r "t 5
< Cy v+ ‘
I(a) fo 1 { 0
a

t
/ Cl ['r + bCar + .N'**:[ 4+ Nds
0

"

}+J\Td.s

I/\

b&-l-l
T(a

IA

(C’lr (1 + bC'z) + CLN™ L+ ClN)

o

w-._./

Andlogamente, para [J4 tenemos que:
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1 t ” 8 ) " - ‘ |
Dy = 'I‘(ﬂ)fg 5(1*5)/0 Flr o (r), K (r))(s — 7) 1 g

< /0 s - )l e \ / B0 ) s m“ldr} ds

Dy

a1

< walli —=—(C1r(1 4 bCa) + CLN™ + C1N).
al(a)

Por lo que, finalmente:
1816(2) + P2 ()] < [1+ [lpali][luol| + Gr + llg(0)]] + [0, uo)[| + Car + N']
petl

+ [l -+ Ha‘gﬂil}&]—w(n)

(Cir(1+bCy) + Ci(N™ 4+ N)) £ 7.

De esto deducimos que &1, &9 y ® llevan a la bola B en si misma.
Por la cota obtenida para Ds, sabemos que la funcién s — §'(t — 8)[uo — g(¢) +e(0, uo) —
e(s,¢(s))] es integrable en para todo t € J. Ademds, si ¢, € C(J, [D(A)]) usando (H5):

| ®16(t) — 21¢(t)|| < |lg(d) — gW)I] + lle(t, #(2)) — elt, v ()]

£
+f0 15°(s — )11(I1g(@) — gl + [le(t ¢(£)) — ez, $(E))[)ds

< Gllg — ¢l + Calle — oIl + llwall1(Gllg — % le — I
= (1 + lleall)(G + Ca)lle — ¢
<l —¢Il-

|+ Cs

Asf, tenemos que @ es una contraccién en B.

Ahora, vamos a verificar que ®3 es continua. Notamos que, por la cota obtenida para Dy,
la funcién s = S'(t — 8) [ F(r,é(r), Ké(r)) (s — r)* 1 dr es integrable para todo t € J.
Ademdés, asf como Da v Dy, la funcién ®» es uniformemente acotada.

Sea {¢y, bnen una sucesién en B tal que ¢p 2% ¢ en B. Como tenemos que f y K son
continuas, tenemos que

M=+ 0C

f(57 ¢|L(S)7 }C@ﬂ{‘g)) o f(sv Q’b(é’), K‘Gﬁ(‘g))ﬂ para todo s € J.
Para t € J,

[ B26m(t) — B26()]| < = / 11/ (5, Bu(s), Kdu(s)) = Flss dls). K (s))l] ds

40

A L T i
‘o = [se I [ 17t Kalr) = 5,00, Ko e ds

lp 300
%@Meggllﬂs- G (8), Kb (8)) — f(s,0(s), Ko(s))|| T 0.
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De donde ®3 es continua.

Ahora, probaremos que ®2B estd contenido en un conjunto compacto. Para eso, veamos
primero que el conjunto A = {®2¢(t)|¢ € B} es precompacto en X. Notamos que el
conjunto {®2¢(0) | ¢ € B} es compacto. Fijemos t €]0,b] y ¢ € B. Dado ¢ > 0, definamos
el operador:

@g@(f) = _]:_\_(::_) O ¢ f(‘gz (P(g) ]C(f)(s))(f - S)Q*lds
1 = e s o N — p)o—1
a F(—(*—rj]\, S'(t — s) ] Fr, o(r), Ko(r)s — )

Como f es completamente continua, el conjunto A. = {$56(¢) | ¢ € B} es precompacto en
X para cada ¢ tal que 0 < £ < t. Ademds, tenemos que:

1926(8) ~ B38| < 5 | 7o 0(6), Kola)e — ) ds

1A

L[ [ e
‘i—F—(CE]t_ES(f..%)/ Flr,o(r), Ko (r))(: )
< e[l +[lealld] b( )(Cl’"( +bCs) + C1(N™* + N)).

Esto demuestra que los conjuntos A; estén arbitrariamente cercanos al conjunte A. Por
ende, A es precompacto en X.

A continuacién, demostremos que $o(B) es equicontinuo. Para ¢ € B, notemos que la
familia {®5¢(0),¢ € B} es equicontinua. Para ¢ fijo, y h > O tal que 0 < ¢ < i+ h < b
tenemos:

1@ (t + h) — D2(t

tHl
‘/ (s5,0(s), Kp(s))(t+ h— 8)* 1 ds

f('-: o ()]C(j( ))( - S)Q : (]c’

0

> e “, pe=1 .
@) !I/ t+h—sffr¢r) Ko(r))(s — r)*~L dr ds

—f S’(t—s)/ Flr o), Ka(r))(s — 7)1 drds
8] J0

1 € kP i WS S

E m/ﬂ F (s, p(8), Kp(s)]| [(E+ h — s) (t— &)%Y de
L " a—1

o | s gl Kol b - )t ds

[@

H»h
+/ Hh‘*“/ 1, 6(r), ()] |(s — r)° dr ds.

(1 4+ h— 5) = St - )| f A0 ¢, S0 = 1) dr s
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Los Gltimos 4 sumandos tienden a cero cuando h — 0 por el teorema de convergencia
dominada. Luego, el conjunto {®2¢|¢ € B} es equicontinuo. Por el teorema de Ascoli-
Arzela, ®2(B) es precompacto. Para cualquier conjunto acotado F' en C(J, X), existe un
radio suficientemente grande para el cual F C B, de donde ®3(F) es también precompacto,
v deducimos que ®5 es completamente compacto. Finalmente, al aplicar el Teorema del
punto fijo de Krasnoselskii, existe una funcién v € C(J, X) tal que du = u. Concluimos
que existe una solucién mild para la ecuacion (2.1).

n
2.4. Aplicaciones
Consideremos la siguiente ccuacién integrediferencial
52 t
Dfu(t, o) + a1 (Jult,2)) = 55ult,2) + / as(t — 5)e~"4) ds + ag(t) sinfu(t, @), 1> 0
z 0
w(t,0) =u(t,7) =0, (t,2) € [0,b] » [0,7]
n .
u(O.,:c)-}—Zf bi(T)u(r, ) dr = 2(x),
k=070 _
(2.12)

donde 0 < a < 1, ap € LYJ), k = 1,2,3, v b; € L*(J,R), j = 1,2. Consideremos
X := L*[0, 7| y sea A el operador definido por Av(z) = %L (x) con dominic D(A) = {v €
X :v e W22([0,7]),2(0) = v(x) = 0}. Es bien sabido que A es el generador infinitesimal
de un semigrupo analitico {T(t)}:>0 en X. Mds atin, A tiene espectro discreto, y sus
valores propios son de la forma —n?, con n € N, cuyos \fictores propios normalizados
3)1 2

correspondientes vendrian siendo las funciones g, (s) = (2 sin(ns). Ademas, {gn :n €

N} es una base ortonormal de X, y con clla tenemos la siguiente identidad

oo
T(He =3 ¢ " e, pn)pn

n=1

para todo x € X y t > 0. De esta expresién se desprende que el semigrupo {T(t) }+>0 e85
uniformemente acotado ¥ compacto, por lo que la resolvente (A — A)™1 es un operador
compacto para todo A € p(A). Es sabido (véase [12]) que la ecuacién integral

t
u(t) = f{t) + T—EQT) fo Au(s)(t—8)*71, 20

tiene una familia de operadores resolventes analitico {S(t) }s»0 en X dado por

1
S(t) = 24
I t=0

/ eM(A* — A)7hdr, t>0
Yo
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donde -4 denota el camino que consiste de los rayos {ref? :r >0}y {re=® . >0}, para
algtin § €]r/2, 7[. Bs facil ver que S(t) es diferenciable y que existe una constante A > 0
tal que ||S'(t)x|| < Nlz|| para x € D(A) y t > 0.

Para representar el problema (2.12) en la forma abstracta de la ecuacién (2.1), introduci-
remos las funciones:

e(t,w)(z) = a1 (H)w(x)
flt,w, Kw) = w(z) + es(t) sinfw(t)]

Z/ bl ulr, z) dr.

Notemos que [|g(u(z)) — g(w(@))]| € Lhey b/}l —vll, Ca = supey llar (@], llealls = N,

Cy =1+ supsesllas®)l], C2 = suptes|laz(t)]] y G = > _p_; tellbx||- Escogemos los ¢ de
a1

manera que 2(1 + N) (G—O—CL; -+ alln )Cl(l -+ ng)) < 1, para que asi las condiciones

(HO)-(H5) se cumplan, y luego, por el Teorema 2.7 existe una solucion mild para (2.12).



Capitulo 3

Regularidad maximal en LP para
ecuaciones diferenciales
fraccionarias en todo R

3.1. Introduccion

C'onsideremos la ecuacién
Deu(t) = Au(t) + Fus + f(t), teR (3.1)

donde & > 0, A es un operador lineal cerrado en X, f € LF (R,X),conl<p<oovla
derivada es tomada en el sentido de Caputo en toda la recta real. F : LP([-r,0,X) = X
es un operador lineal acotado, y us(-) = u(f + ). Nuestro cometido en esta seccidn es
buscar condiciones para la existencia de soluciones dependiendo de la funcién f siguiendo
los lineamientos del articulo [10]. Para ello, nos apoyaremos en técnicas de Multiplicadores
de Fourier.

Definicién 3.1. Sean X e Y dos espacios de Banach, 1 < p < oc. Una funcidn M €
C>(R, B(X,Y)) se dice un L% y-multiplicador si existe un operador acotado T : LP(R, X ) —
LP(R,Y) tal que pare toda funcién f € F'D(R, X)

TFESRY),  yFETf)(s) = M(s)F(s).
Definicién 3.2. Una familia de operadores T C B(X,Y') se dice R—acotada st existe una
constante C > 0 tal que para toda subfamilia fimita {T3}7, CT y {zi}i, conneN

[k |

|
i

dt
X

1> (T2

=1

ol
it < C / ‘\\memj
40

li=1

iy

donde {r;} es una sucesion de variables aleatorias independientes Bernoulli con valores
en {—1,1} en [0,1]. Por ejemplo, las funciones de Rademacher r;(t) = sgn(sin(2mt)). El

23
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mds pequenio valor de C' se dice la R—cota de T y la denotamos E,(T ).

Algunas propiedades de familias de operadores R—acotadoes son compiladas en la siguiente
proposicion:

Proposicién 3.3. [1] Sean X, Y y Z espacios de Banach. Entonces, se tienen las si-
guientes propiedades:

—

. Cualguier familia finita T C B{X,Y) es R-acotado.

2. 8i8,T C B(X,Y) son dos familias de operadores R-acotados, entonces la familia
S+T:={5§4+T:5e8TeT}

es R-acotada.

3. §5iS CBX.Y)yT CB(Y,Z) son dos familias de operadores R-acotados, entonces
la familia
TS ={TS:TeT,5€8}

es R-acotada.

4. Para A C C la familia {\] : X\ € A} es R-acotada si el conjunte A es acotado.

&

-8 T < B{(X,Y) es una familia R-acotada, entonces es uniformemente acotada con

sup{||T|| : T € T} < Bu(T).

6. 5i X yY son espacios de Hilbert, entonces una familia de operadores T < B(X,Y)
es R-acotada si y sélo si es uniformemente acotada.

Teorema 3.4. [14] Sean X y Y dos espacios UMD y 1 < p < oc. Suponga que M €
CHR,B(X,Y)), y que los conjuntos

(M(s):scR—{0}} y {sM'(s):seR—{0}}

son R—acotados. Entonces M es un L%\, —multiplicador.

3.2. Regularidad Maximal

Definicién 3.5. Sea 1 < p < co. Para f € LP(R, X)), una funcién u € LP(R, X) se dice
solucidn de la ecuacidn (3.1) si u € W*P(R, X) N LP(R, [D(A)]) y satisface la ecuacidn
(3.1) para casi todo t € R.

Definicién 3.6. Seal < p < o0. Para f € LP(R, X)), una funcidon u € LP(R, [D{A)]) se
dice solucién débil de la ecuacidn (3.1) si

] u(t)DeB(t) dt = / (Au(t) + Fus + f(£))o(t) dt

fics

para toda funcién ¢ € D(R).



Definicién 3.7. La ecuacidn (3.1) tiene regularidad mazimal en LP si para cada funcidn
fe LP(R, X)) eriste una tnica solucién v para lo ecuacidn (3.1).

Lema 3.8. Para f,y tales que D2 f e I§g existen, se tiene que
[ stayae = [ p2rnrsatnar

Demostracién. Probaremos primerc que

/Iﬂj s)ds = /j V1% (3.2)

f T d“/R f _T)w " #(t) deg(s) ds
/] ﬁ_faj : J(t)g(s)dids
/1;:,/_ "*?‘) () (s)dsdt
= [ [ el e e

- | o).
R
Luego, utilizando (3.2), tenemos que:

[ o2 sora = [ o sosa= [

IEn efecto,

. |
Corolario 3.9. Para ¢, tales que DS¢ y D2t tengan sentido, se tiene que:
/D B (t) dt = /(jr)D” b(t) dt.
Demostracidn. Basta considerar f = D¢y g = D% en (3.2). =

Denotemos por €(t) = € para todo s € R, y definamos los operadores {F,}ser C B(X)
por
" Fyx = F(esz), paratodoss€eRyze X,

Notamos que f(Fm )(s) = FyFu(s) para todos s € Ry u € LYR, X). Para s € R,
(i5)® = |s|%e"2 *sen(s) Definimos el conjunto resolvente real p(4, F) como

p(A,F):={s € R: ((is)* — F, — A)7" existe y es acotado}
y al correspondiente espectro real o(A, F) como

a(A,F)=R—p(AF).
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Proposicién 3.10. Supongamos que o(A, F) = &. Sea 1 < p < oo. Consideremos [ €
FID(R,X) yue LP(R, [D(A)]). Son eguivalentes:

a) u € WEP(R, X) yu es una solucién para la ecuacién (3.1).
b) ue SR, [D(A)]) y Fuls) = ((is)* — Fs — Ay ' Ff(s) para s € R.

Demostracion.
b) = a) Primero notemos que F(D%u)(s) = (is)*Fu(s), para todo s € R. Ademas, usando
que D% (e7**) = (is)*e™"* para todo s € R, junto con el lema 3.9 tenemos que:

(is)* Fuls) = L(/s)”f“”t W) dt = /}é(fffStDﬁu(t} dt. = F(D%u)(s).

Usando que A es un operador cerradoy u € S(R,[D(A)]), se sigue que F{Au)(s)
AF(u)(s) para todo s € R. Por ende, F(D%u— Fugy — Au)(s) = ((is)* — Fs — A)Fu(s) =
Ff(s) para todo s € R. Puesto que la transformada de Fourier es inyectiva, obtenemos
que D% — Fugy — Au=f.

a) = b) Sea u € W*P(R,X) N LP(R,[D(4)]) una solucién de la ecuacién (3.1). Sea
¢ € S(R). Observemos que

Lg@(s)((zs) = F, = Ay Ffls)ds = Lp(s)((zs)“ — F, = ATV F(D%u— Fugy — Au)(s) ds

- /R o(5)((i5)® — Fs — A)"1((is)* — F, — A)Fu(s) ds

= / w(s)Fus)ds.
®

Al considerar LP(R, [D(A)]) como subespacio de &'(R,[D(A)]), tenemos por la igualdad
anterior que Fu(s) = ((is)® — Fs — A)"\Ff(s) para s € R, y puesto que por hipétesis
Ff € D(R,X), tenemos que Fu = ((i-)* — Fy — A)7'Ff € D(R,[D(A)]), por lo que
we SR, [D(A)]). =

Lema 3.11. Sean o, 3 > 0. Si v perienece a la clase de Liouville, entonces

Do e Plp(t)] =€~ <O> —sgn(t)B)* D= * (1)

o

e
i dlflz(‘;) sgn(t)B) IE (1)

T 7 (Q‘l y (:) — rr(ry—l)-..;;-!(a—k—l_)l



Demostracién. Sea g(x) = e “*D%p(x). Entonces, 12 [g(x)e**] = w(x). Luego,

e~ p(x) =Ty [ (x- £)* et g (4)dt

X o

1 ® a1 —cu ;
ZT}'_)/O e gz — u)du
:I‘(lu) -/c; anlL( (u}g glz — u)du
. o~ (o) Dcu':”LkAl u+ x)du
Ty ¥ fo gluta)d
1 = (—e)fT(a+k) Ty
71“(&)% K T(o+ k) /_m(**t) T g(tyat
_ 1 s~ (Tt K ik
B P )

Aplicando D% a (3.2), tenemos que

o Vi
. (—€) F (a+k
D2le %y S ) 1% g(z).
k=0
Multiplicando ambos lados de la ecuacidn precedente por ¢, queda

(_E)kr(a'{”k) €T = o—1 i
We /ﬂ W lg(x — w)du

gk

e D [e™p(z)] =D2p(z) +

k=1

i . . 2 o0
=D%p(z) +Z%lﬁ“/ uF e B D% oy — u)du

k=1 i i 0

o0 k 1L 00
=D%p(x) + Z W/ wFle D¥ p(z — u)du

K=l i * 0

T+ k+1)
=D%p(x) + (—¢) / F(o)(.(lca++l)!;:(k)+ T (—ew)* e D% p(2 — u)du
o ® i T(a+k+DI(2) (—eu)? J—
DZplz) + (_E)/O “ g Tla+ )T(k+2) k! BRpl—ijd
=D%p(x) + (—¢) /OO a®(a+ 1,2, —cuw)e™ D% (x — u)du.
J0

i D(a+k+ 1)I(b) 2
— T(a)T(b+k+1) Kl
la transformacién de Kummer ®(a, b, z) = e*®(b — a, b, —z) (ver [9]). Luepo, la igualdad

Notando que ®{a, b, z) =

es la funcién de Kumimer, y se ticne



anterior queda

e D% [e”“p(x)] =D%¢(z) + (—€) / a®(—a+1,2,eu)D%p(x — u)du

—D%u(x (—a+1)(-a+2) - (—a+k) (ew)®
- /0 e k+1)! ] D%p(x — u)du
aafl 0‘2)"‘()'—@(—-5“) .y
P / Z (k+1)! : il D2 — u)du
[e53] - ,uk.
=D%p(z) + Z % i 1) (—E)k+l '/(; me wlr — u)du

oo, k=1
( }‘/{; T A)D“ga(q — u)du

_jzé(‘;) s pa=k, i (CZ) FTE ().

Multiplicande por €™ lo anterior, queda que

n—1

s}
—€X Al Y] — €T k mya—k, —€ ~ (O krk-a, .
D2le"%p(z)] = e Z(J D> *ip(z) + ¢ Il(k)ef_ (z)
k=0 k=n
Haciendo € = sgn(z)8 en la igualdad anterior y notando que |z| = sgn(z)z se tiene lo
pedido.
=

Para 5 > 0, definimos la siguiente norma

1fllsp = (/ eI (1) dt)up.

Y definimos los siguientes espacios con peso:
LE{R,X) = {f :R— X medible : ||f|[5p < oo}
y
WSP(R, X) = {f : R = X medible| f, f',... f™ € L§(R, X)}, conn = [a]

Notamos que son espacios de Banach con la normas || - ||gp ¥ | llgp + 1P llgp+--- +
||D™ - ||z, respectivamente.
Para f € LE(R, X), decimos que u € IP(R, X) es una solucién de (3.1) siu € LE(R, [D(A)])N
g il
WP(R ,X) vu satisface la ecuacién (3.1) para casi todo t € R.
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El nexo es el siguiente: definamos el siguiente operador

¥ LY(R,X) = LP(R, X)
ws u, donde Qu(t) = e~ My(t).
Este operador define un isomorfismo entre LE(R, X)y LP(R, X).
Lema 3.12. Sea 1 < p < o0, f > 0y f € LE(R,X). Entonces u € Lg(R [D(A]) N

WEP(R, X) es solucidn de la ecuacidn (3.1) si y solo si Tu es solucion de la ecuacidn

n—1

D*Uu(t) = AVu(t) + Fup + Uf(t)+e Al Z (:) (—sgn(t)3)* D Fu(t)
1 (3.4)
Al “V(—sgn( a
. ; (J sgn(t)B)F IFu(t)

donde n = [a].

Demostracién. Basta considerar ¢ = u en el lema anterior, v separar el termino k =0
de la primera suma. |

Tema 3.13. Sila ecuacion (3.1) tiene regularidad maoximal en LP, entonces existe § > 0
tal que para todo [ € L’J(Q X)) existe una nica solucidn v € LP( [2(A))) ﬂﬁ/'g’p{R,X)
de la ecuacidn (3.1) y el operador solucion Mp : LE(R, X) — L}}( (DAY ﬁ]-’f-"g’p(R,X)
que lleva una funcidn [ a su correspondiente solucidn de la ecuacidn (3.1) es un operador
lineal acotado.

Demostracién. Sea f € L (R, X). Por el lema 3.12, se sigue que u € LE(R, [D(A)) N
W3P(R, X) es solucién de la ecuacion (3.1) sty sdlo si Tu € LP(R, {D(A)D NW>P(R, X)
es solucién de la ecuacién (3.4).

Definamos la funcién Mg : WeP(R, X)) — WoP(R, X) N LP(R, [D(A)]) por

Mpg(g) := M{—~hy),

donde
hig(t) = e~ Bl E (ﬂ) —sgn(t g 1p*- "" Altl g(t))
,3‘1 = e -1 rh—a,
57 (k) —sgn(t)8)F B IE T u(t)

=B {D2g(t) — e D (Mg (1)),

v M es el operador solucién de (3.1). Del lema 3.11 se desprende que hy € LP(R, X), por
lo que tenemos que My estd bien definido y es acotado. Por otro lado, por (3.4) tenemos
que
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D2[(1 + BMg)Pu)(t) =D*Tu(t) + Bpamxpu(f)

=ATu(t) + FQur + T f(t) + Bhwu(t) + BD% MsTu(t)

=AUu(t) + F\Ifut + WF(t) + Bhgy(t) + 8D2[M(—hg,,)](z)

=AUu(t) + Fluy + UF(E) + Bhgy(t)

L BIAM(—ha)(t) + FIM (~hg)l — heu(t)]

—ATu(t) + FOus + TF(E) + BAM (—hga) (@) + BE[M (~hy)ls

=A[Tu(t) + BM(=hgy) ()] + F¥uy + BF[Mg(Tu)], + T f(1)

=A[(1 + Mz)Pu(t) + F[((1 + Mg)u)y] + U f(t) + Flus — F(Tu)y.
Esta dltima igualdad es puesto que F((1 + SM3)Vu); = F(Wu); + BF(MzPu):. De esto

se obtiene que -
MTf+¢)=(1+ Mz)bu

con ¢(t) = FPu,— F(Tu);. Siescojemos 3 lo suficientemente pequeilo, entonces (1 +B8Mz)
es invertible. Para g tal, tenemos que:

Myf := U Maf = U1+ BMs) " M(Uf + ¢).

Y por el teorema del grafico cerrado, el operador Mg que lleva f € L4 (R, X) en la vinica
solucién u € LE(R. (DAY N I'{."E‘F(R, X) de (3.1} es un operador acotado.

Procedemos a abordar el teorema central de esta seccidn:

Teorema 3.14. Supongamos que X es un espacic UMD, y 1 < p < co. Son equivalentes

a) La ecuacion (3.1) tiene regularided mazimal en LP(R, X)

b) o(A, F) =@ y{(is)*[(is)* — Fs — A '}ser es R-acotado.

Demostracién. a) = b). Asumamos que la ecuacién (3.1) tiene regularidad maximal
en LP(R, X). Primero, verifiquemos que [(i5)® — Fy — A]~! exista.
Sea ¢ € R y supongamos que

((is)* — Fs — Az =0, (3.5)

para z € D(A). Sea u(t) = e''z. Entonces u € Li(R,[D(4)]) N W5*(R, X) para todo
£ > 0. La funcién v es una solucién de la ecuacién (3.1) cuando f = 0. De hecho,
D2uy(t) = (is)%e’'z. Ademds, como Fuy = ¢**'Fyx, de (3.5) tenemos que

Au(t) = e Az = *t[(15)* — F,]z = D>u(t) — Fu;.

Luego, escogiendo /5 > 0 pequefio como en el lema anterior, obtenemos por unicidad que
u =0, y por ende & = 0. Por tanto, ((is)* — Fs; — A) es inyectiva.

Para ver que {{is)* — F, — A) es epiyectivo, consideremos y € X arbitrario. Sea s € Ry 3
pequeiio como en el lema anterior. Definamos f5(t) := €%y, Es evidente que f, € L (R, X).
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Sea Mg : LE(R, X) — LE(R, [D(A)]) N W5P(R, X) el operador acotado que toma una
funcién f € LZ(R, X) y lalleva a la tnica solucién de la ecuacién (3.1). Sea u = Mjsfs.
Para r € R fijo, tenemos que las funciones ¢, (t) == u(t+r) y ¢o(t) = ™ u(t) son soluciones
de la ecuacién (3.1) para f(t) = €7 f5(t). Por unicidad, ¢; = B2, 0 sea, u(t+r) = e u(t)
para todo s,t € R. Sea & := u(0) € D(A). Sir = —t, entonces u(t) = e™'2 para todo
t € R. Puesto que D%u(t) = (is)®e*'x, en particular tenemos que D%u(0) = (is)%z, y
como u es solucién de la ecuacién (3.1) con f(t) = fs(t) para todo t € R, también lo es en
cero, por lo que tenemos

((is)* = Fy — A)x = D%u(0) — Fu — Au(0) = F:(0) =9,

luego ((is)* — F, — A) es epiyectiva para todo s € R, y por ende ((is)™ — Fy; — A)~! existe
para todo s € R. Dado que A es un operador cerrado, por el teorema de gréfico cerrado
((i5)* — Fy — A)~! es acotado para todo s € R. Luego, o(A, F) = @.

Veamos que {(is)?[(is)* — Fy — A] 7 },er es R-acotado. Como el operador solucién M
de la ecuacién (3.1) es acotado, tenemos que si f € F ~ID(R, X), entonces se sigue de
la proposicién 3.10 que u = M f € S(R,[D(A)]) y que Fu(s) = F(Mf)(s) = ((is)® —
Fy — A)"'F[(s) para todo s € R. Por ende, tenemos que ((15)* —F,— At : R —
B(X,[D(A)]) es un LQ![D(A)]—multiplicador, y por ende {((is)* — F; — A)™! : 5 € R} es
R—acotado (Véase [5]). Como la familia de operadores {Fs}ser es uniformemente acotada
por [|F||, obtenemos que {(F,)((is)* — Fy — A)~! : s ¢ R} es R-acotado. Veamos que
{A((is)* — Fy — A)7! : s € R} es R-acotado. Como {((is)* ~Fs—A)™' : s € R} es

N{(s)

R-acotado, tenemos por definicién que, para ciertos {s; };3=]

/ ] i?"j(ﬂN(Sj)%
o =1

dt < C/] Z’r‘j(t)il’fj‘
0 1l
)

D(A
Por lo tanto

/

n

irj(t)'AN(sj)gj dt 5/1 Airj(t);\"(sj):rj dt—!-fl Z"'j(t)N(Sj)l"j‘g dt
e 0 3 }

j=i j=1

=

)
:A Z?‘j(t)N(sj)rcj dt

=1 DAY

t

1|l n
SC’/ ri(t)a;||  dt.
0 j=1 %

Por lo tanto {A((is)*~F,—A)~! : s € R} es R-acotado, y asf, el conjunto {(A-i—Fs)((iS)“»—
Fy— A)7!: 5 € R} es R-acotado.
Por la identidad

(1s)%((is)* — Fs — A)™' = I + (A + F)((is)® — Fy — A)~!



se deduce finalmente que {(is)%[(is)® — Fy — A]7!}scp es R-acotado.

b) = a).

Para s € R, consideramos el operador N(s) = ((i5)* — Fy, — A)~1. Afirmamos que {N(s) :
§ € R} es un L(Y (D(A)]) -multiplicador. Para observar esto, notamos que por hipdtesis
N e CYR,R(X,[D(A)])), y de hecho:

N(s)—=N(s+h) N(s)[I - N(s)"IN(s+ h)]

h h
_ NEIN(s+h) " = N(s)T'[N(s + k)
- h
_ N()(i(s + b)) — (i8)® — Foyn + Fe]N(s + R)

h

- Tomando A — 0, y multiplicando por (is) en la igualdad antericr nos queda que:

(is)N'(s) = ailis)*N ()N (s) — isN(s) FLN(s)

{F!:s e R} es R-acotado, y como consecuencia {isN'(s) : s € R} es R-acotado. Veamos
que {N(s): 3 € B} es R-acotado. Como por hipétesis {(is)N(s) : s € R} es R-acotado,
y el conjunto {(is)*I : [1,00[} es R-acotado, entonces {N(s) : |s| € [1,cc[}, y
como evidentemente el conjunto {N(s) : |s| €]0,1[} es R-acotado, tenemos que {N(s

s € R—{0}} es R-acotado. Luego, por el teorema 3.4 se tiene que {N{s) : s € B} es un

L{'X [D(A)])—multiplicador. Por ende, existe un operador acotado

T: PR, X)) — LP(R, [D(A)])

tal que para f € FTID(R, X), u :=Tf € SR, [D(A)]) v ((i5)* — F; — A)" 1 Ff = Fu, y
por ende, por la proposicién 3.10, se sigue que u es solucién de la ecuacidn (3.1). Notamos
ahora que
Hullze@ payy <€ T e gr.x)-

Con esto en mente, consideremos f € LP(R, X) una funcién arbitraria. Dada esta funcién,
existe nna sucesién {f, luew € FID(R, X) tales que f, Z, f. Definamos u, = Tf,-
Entonces u,, es solucién de (3.1) para f,. Mds ain, u, oy = Tf. Para ¢ € D(R),
tenemos por el lema 3.8 que

'L(A’u.ri(t) + Flun): + fu(t))o(t) dt = /PDC_”M“@(t) dit = fRu.,,,Dic,ﬁ(t) dt.

Haciende tender n — oo, tenemos que u es una solucién débil de (3.1), ¥ luego D%u =
Au + Fugy + f. Esto es, la ecuacién (3.1) tiene regularidad maximal en LP(R, X). Para
ver unicidad, supongamos que

Du(t) = Au(t) + Fuy, LR, (3.6)

con u € WOP(R, X)) N LP(R, [D(A)]).
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Si consideramos que Re{A) > 0y si m = [a], tenemos que al hacer integral por partes en
derivadas enteras, y luego en derivadas fraccionarias, que:

o0
APT(N) :/\Qf e Mu(t) dt
0

m—1

o0
— Z )‘a—l—ku(l-.-){o) + /\nz—m/ efz\tu(m)(t) di
k=0 Q

=1

50
= Z A—1=k B (0 4 / Di_m(e_)‘f‘)w(m)-(t) dt
k=0 o

m—1

_ z )\n.—-lfku(k}(o) +/ E_MDE_mu(m) {t) dt
k=0 0

m—1

= Z Ao 1=k (B () 4 / e M D*u(t) dt
k=0 #l

m—1

=3 o=k ®(0) + DEu(N).
k=0

Con un cdleule andlogo en el caso en que Re(A) < 0 deducimos que:

m—1
Du() = A%T() — > uBoppetoh,
k=0

para Re(\) # 0. Ademés, es facil ver que ugy € LP([-r,0], X) y que F"‘J_(/) = Fgu(\)+ Fgh
para ReX # 0, donde g(f) = e y h(8) = fgo e~ u(t) dt.
Aplicando transformada de Carleman en la ecuacién (3.0), tenemos que

3
|
i

(A% — Fg — A)i(\) = ?j(k)([]))\”_l_k + Fgh
k=0

1l

para Re(\) # 0. Puesto que (A4, F) = &, se sigue que el espectro de Carleman de u es
vacio, y por ende por la propesicién 1.1, u = 0.

A consecuencia del teorema precedente, cbtenemos los siguientes corclarios:

Corolario 3.15. Sea H un espacio de Hilbert, y sea A : D(A) C H — H un operador
lineal cerrado y no acotads. Son equivalenies:

) La ecuacidn (3.1) tiene regularidad mazimal en LP(R, X)

b) oA F) = & y sup{l|(is)*[(is)* = Fs — A]""|| - s € R} < 00.
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Corolario 3.16. Sean X es un espacio UMD, y 1 < p < oc. Supongamos que 0(A, F) = &
y {(i5)](is)® — Fs — A] ' }ser es R-acotado. Entonces, D2u, Au € LP(R, X). Mds ain,
existe una constante C > 0 que no depende de f € LP(R, X) tal que

ID%ul| e xy + 1Al 2o x) < Cllfllze@x)-

El siguiente teorema es también conclusién del teorema 3.14.

Teorema 3.17. Sea A un operador lineal en X un espacio de Banach . Supongamos
gue la ecuacion (3.1) tiene regularidad mazimal en LP, paro olgin p €]1,oc]. Entonces
o(A, F) = @ y existe una contante C > 0 tal que

C

H((is)!l*Fr;_A)_ll%Smﬁ s R.

Demostracién. Sean s € Ry y € X. Asf como en el teorema 3.14, tenemos que el
operador ((is)® — F, — A) es biyectivo, y por ende existe un elemento x € D(A) tal que
(is)® — Fs — A)x = y. Sea f§ pequefio como el escogido en el lema 3.13. De la demostracion
del teorema tenemos que para la funcién f(t) = ™ty la tinica solucién para la ecuacion
(3.1) es us(t) = €2, y que ademads, |jus||gp = Cspllz]]. Notemos también que:

[ul®||5, = |s/*Capllz|] para ke Ntalquel <k <m= [a]

Por el lema 3.13 se tiene que

(Z |slk) Copllell =) 11ulllss
k=0

k=0
=l[usllwsr@x)nLz @ DA
=||Mp f| WEP(RXINLER[D(A)])

<[| Mgl | fsllz.p
=CCgypllyll-

Por lo tanto,

Cllyll
o 1l
T ko lslF
. Cliyll

T 14 |s]e

I((68)* — Fs — A)7hyl

3.3. Regularidad Maximal para una ecuacién particular

Antes de continuar, vamos a hablar un poco de operadores que acé lamaremos cosecto-

riales.
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Definicién 3.18. Un operador A: D(A) C X — X cerrado y de dominio denso en X es
cosectorial de dngulo B €]0, 7| si su espectro o(A) estd contenido en la clausura del recinto
Ep:={z € C:|arg(z)| < B} y si para todo n €]3,n[ se cumple que

sup ||z(z = 4)7Y| < oo
2eC-L,

Definimos también el dngulo cosectorial w(A) como

w(A) := Inf{B €]0,7[: A es cosectorial de dngulo 8}.

Para 5 €]0, 7| definimos

H®(Zg) :={f : Zg = C: ||flla= = sup |f(2)] < o0}

z€X 4

H(E5) := {f € H®(Zg) : existe ¢ > 0 tal que sup |f(2)]

z€EXg

Si A es un operador cosectorial de éngulo 3 €]0, 7], entonces

Sa(f)i=f(A)= [ fl)z-A)"dz
o5,

define un céleulo funcional de H§°(%E,) a B(X) para cada n > 3. Este calculo funcional
puede ser extendido de manera natural para definir potencias fraccionarias del operador
A, A%, para £ > 0. Para mayor referencia, véase [7).
Diremos que un operador cosectorial 4 admite un caleulo funcional acotado en H™ de
angulo 8 € [w(A), ][ si el cdlculo funcional en H3(X,) se extiende a un operador lineal
acotado en H*(X,) para todo n €]48,7[. El infimo de tales 7 es denotado por wg(A).
Ejemplos bien conocidos de clases de operadores cerrados con célculos funcionales que son
acotados en H™ son los generadores de Cy-semigrupos en espacios LF.
Un operador A admite un cédlculo funcional acotado en H® R-acotado de dngulo 4 €
[wi (A), 7] si ademés, para cada 7 €]3, 7| el conjunto

{f(A): |Ifllge < 1}

es R-acotado.

En esta seccidn, estudiaremos la siguiente ecuacién
D%u(t) + A%ul(t) = f(t), teR, (3.7)

para un operador A cosectorial, 1 <a <2ye > 0.
El resultado importaute de esta seccidn es el siguiente

Teorema 3.19. Sea A un operador cosectorial el cual un admite un cdlculo funcional
acotado en H* R-acotado de dngulo w €]0,Z(1 — §)[ en un espacio de Banach UMD,
dondel <a<2ye>1. 5i0€p(Ad) yl1 <p < oo, entonces la ecuacion (3.7) posee
reqularidad mazimal en LP.
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Demostracidn. Comow €)0, Z(1 - 5)[. puedo escojer 5 tal que w < g < Z(l1-3). Para
cada z € g v s € R — {0}, definamos

(is)°®

- ~& . s T . v
Notemos que 7y pertenece a la regién Xxa g, y que I 4 Be < m, por lo que la distancia
entre la regién Y=e 5. y —1 es siempre positiva. Por ende, existe una constante M > 0
tal que

|Fis,2)| =

Como A admite un céleulo funcional acotado en H> R-acotado de dngulo w se sigue que
el conjunto {F(is, A) : s € R — {0}} es R-acotado. Como A es invertible, los operadores
((is)* + A%)~! existen para todo s € R, por lo que {F(is,A) : s € R} es R-acotado.
Concluimos por el teorema 3.14 que la ecuacion (3.7) tiene regularidad maximal en L7. &

Recordamos que un operador A se dice no negativo si|—oc, 0[C p(A) y existe una constante
K > 0 tal que

A= A7 < M para todo A < 0,
v A se dice positivo si es no negativo y en adicién es invertible.
Puesto que cada operador autoadjunto y positivo admite un céleulo funcional acotado en
H>® R-acotado de angulo 0, obtenemos el siguiente corolario:

Corolario 3.20. Sea A un operador autoadjunto y positivo definido en un espacio de
Hilbert H, 1 < a < 2 y¢ > 1. Entonces, para cada funcion | € LP(R,H) existe una dnica
funcion « € LP(R,[D(A)]) N WP (R, H) tal que la ecuacion (3.7) se cumple para todo
teR.

Como A := —A de dominio D(A) := {f € L*R,C) : f* € L*(R,C)} es un operador
autoadjunto y positivo, se tiene el siguiente corolario:

Corolario 3.21. Sea 1l < o < 2 y& > 1. Enfonces, pera cada funcion f € L*(R,C) existe
una tnica funcidn u € LP(R, [D(A)]) NWeP(R, L*(R, C)) tal que la ecuacidn

Dou(t) + (—A)ult) = £(¢)

s vélida para todo t € R.

3.4. Aplicaciones

Consideremos la siguiente ecuacién diferencial con retardo

52 0
D%ult,z) = %u(t,m) + / g(@)u(f +¢t,z)df + f(t.x), (t,z) e R x [0, 7] )
A i {(3.8)

u(t,0) =u(t,7) = 0, telR
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donde 1 < @ < 2, g : [-1,0] = R es una funcién continua. Asumiremos que la funcién
definida por t = f(,t) € X 1= L?([0,7]) estd en LP(R, X). En X, definamos el operador
A por Av(z) = ——251( ) con dominio D(A) := {v e X :ve W2 {0 7)), v(0) = v(w)}.

El operador de retardo se define por

0
F($) = [ o0)6(0)ds, ¢ € IP(-1,0,,X).

J-1
Con estas notaciones, tenemos que €l problema de valores iniciales (3.8) tiene la forma de
la ecuacién (3.1).
Es bien sabido que el operador A es un generador infinitesimal de un semigrupo analitico
de espectro discreto, y que los valores propios de A son de la forma —n?,n € N, cuyos
vectores propios correspondientes son las funciones normalizadas definidas por ,(s) =
(%]1/2 sin(ns). Ademés, {y, : n € N} es una base ortonormal de X, por lo que

oC

Ar = Z _77‘2<T: @?L)@n
n=1
para todo z € D(A). Luego,
00
(@) = A=Y e
n=1

para todo = € X. Notar que
(i8)* + n?| > |Im[(i5)%]] = |s[* sin % (s #£0)
v por ende,
. i
((i)* = A7 < TolsmE (s #0)
v ademas, ||F|| < ||glls := C < oc Puesto que la identidad

(48)((is)* — Fy = A)™" = (I — ((is)* — A) 7' Fy) 7} (i) ((is)* — A) ™
C i . . : 1 ;. O
es valida para todo s € R, tenemos que (is)*({is)* — Fy — A)™' < oo si P <1ly
=5

1 < a < 2. Por el teorema 3.14 se desprende que el problema (3.8) tiene regularidad
maximal en LP para 1 < p < oc. Mds ain, la solucién u del problema (3.8) satisface que
Doy y %;u estan en LP(R, L?([0, 71])).



Capitulo 4

Comportamiento asintdético y
estabilidad de la Funcién de
Mittag-Leffler generalizada

4.1. Introduccién

En esta seccién, consideraremos para 1 < o < 2, la ecuacién diferencial
D*u(t) = Au(t) + f(t), u(0) = z, u'(0) = y, t > 0, (4.1)

conz,y € X, A: D(A) C X — X un operador lineal no-acotado.
Utilizando técnicas de Transformadas de Laplace andlogas a los usados en la ecuacién
(1.4), se obtiene como solucién u(t) = Fq1(t)z + Ea2(t)y + fg Eoolt—8)f(s)ds, t>0
donde .

E.p(t)= — [ MA* 80> — A)~1d)

’ 2mi J

es la funcién de Mittag-Leffler generalizada. La integracién se realiza por un camino v
conveniente en donde la resolvente (A — A)~! tenga sentido.
Siguiendo los lineamientos de [11], en esta seccién estudiaremos las propiedades de la
familia de operadores E, g, y en particular, de la solucién de la ecuacién (4.1), afinando
las condiciones para que dichas soluciones estén en LP.

Definicién 4.1. Sea A : D(A) € X — X un operador lineal no-acotado densamente
definido. A se dice w—sectorial de dngulo 8§ si eriste 6 € [0,7/2[ y w € R tal que su
resolvente (A — A)™! exziste en el sector

w+Sg:={w+A: AeC,|arg(A)| < 7/2+ 6} — {w}
y existe M > 0 tal que

M
[Thies A1 2 2 % g
n-ars e e e

38
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4.2. Regularidad de E, s

Teorema 4.2. Sea 1 < oo <2, 1 < 3 <2, yw < 0. Supongamos que A es un operador
w-sectorial de dngulo 8 = -(O‘_Tm. Entonces, eriste una constante K > 0 gue depende sélo
de o y 5 tal que

, Jjp=2
”EO,ﬁ(t)” < (_l--'r—t“—|wﬁ

para t = 0.

Demostracién. Como A es w-sectorial de dngulo 6, si Re(A) > 0, se tiene que A* € p(A),
y por ende

AL
O AT L

Fijemos ¢ > 0, y consideremos

[~

Ea.ﬁ(t) =%

S}
5

ife**,\ﬂ-ﬁ()\a — Ay~ YdA, (4.2)
Hedy

donde 7 es una curva orientada positiva que va dentro del sector w + Sg, que pasa por la
region I' que consiste de los A € C tales que A“ estd en la frontera de Sy U {t7% + |w|+Sp},
donde 0 < ¢ < f. Escribiremos v como el pegado de dos caminos: +; es el camino que
tiene por soporte I' N Sy, ¥ 72 es el camino que tiene por soporte I' N {t7% + |w| + Sg}.
Entonces, escribiremos E, 5(t) = I;(t) + I2(t), donde

1

I(t) = ﬁ/ ZARROE AV Y. e {12
i ‘}J

Ahora, estimaremos las cantidades ||7;(¢)]| e ||Z2(2)]]. Si denotamos por z; y Z; a los puntos
en comun de y; y 72, tenemos que para A € [’

A — ] 2 A% = 2] 2 |zl cos($) = |z — (w + )| cos(8) > cos(B)(lw] + ),

y por tanto

1 & =
e =l = cos(@)(1 + o))’

Acotando ||I1(t)|| obtenemos que
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1 B 2
I <5 [ N0 - A7 A
=y
M . _R,C(}\)i ¥ a—f3
om [, |Ae —wl
Mt Re —
& e(Mty | jld)\
=27 cos(0) (1 + t%]w]) / e AT el
& ﬂft” ’/*OC E’HS sin(c‘))tstx—ﬁds
~meos(f)(1 + % wl) Jo

; Mo /'” —u,0= 8 g,
= meos(f)(1 + t2fw|)[tsin(¢)]2 =P+ Jo - ’

- MtP~IT (o - B+ 1)
T meos(8)(1 + 1 |w|)[sin(g) ] A+

mientras que, acotando ||I2(t)|| obtenemos que

IO <5- [ 1IN0 - A7 1

"

M cRe(A)E|yja—p
S—/ E—-#_—‘d)\‘

2 i} !)\G—{;JE

MG i

< Mt / BRB(A)tM‘Qﬁ’jH)\I

2w cos(8)(1 + t*jwl) J,
< MInC /30 e 8 sin(@)t so—3
~mweos(8)(1 +telwl]) Jo

MixC N

. : / e %u Py

7 eos(f)(1 + tow]) [t sin(F)]o=F=1 Jq

_ Mt#FICT(a—B+1)
~ 7 cos(8)(1 + t°|w|) [sin(f)]—F-1

Por lo que concluimos que existe una constante K > 0, que depende sélo de o y B tal que

Kif-1

A (1Y T W
HEﬂ,ﬁ(t)!| S 1+t“‘|r_u|

para t > 0.

Observemos que el teorema precedente implica que la familia {Eqps(t)}i>0 es asintotica-

mente estable. Es decir, que ||Eq 3(t)|l S

Corolario 4.3. Sea X un espacio de Banach. Sil<a <2yl< g <2, w<ly A es
un operador w-sectorial de dngule § = %ﬁ entonces {Ea g(L) }iz0 es asintdticamnente
estable.
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Definicién 4.4. Una familia fuertemente continua de operadores {S(t)}s>0 se dice uni-
formemente p-integrable, para 1 < p < oc si

ISl = ( /O ) II.S‘(t)IiPdt)]/p < co.

Corolario 4.5. Sea X un espacio de Banach. Si1 < <o <2, w <0y A esun operador
w-sectorial de dngulo 8 = (“—_;E entonces { Eq g(t) }t>0 es uniformemente 1-integrable.

Demostracidén. Por el Teorema 4.2, existe una constante K > 0 tal que

K1
HEa,ﬁ(?“)ll < m

para t > 0. Por ende,

0 fee] Ktﬁ-l K o0 'IL'ﬁ_l
g(t)|ldt < di= d
L [|Ea,s(t)|ldt < l} (1 +to|w]) |ew |8/ /U Lgu® ¢

K [oyB-a)e ’
—a|w|3/“fn 10 dv

K 38 i}
sl Sl [ i BT
orlew] 9/ (a o)‘

donde B(-;-) es la funcién beta. u

Para el siguiente corolario, utilizaremos un lema cuya demostracién puede ser hallada en
[2], Proposicién 1.3.5.b.

Lema 4.6. Sean X yY dos espacios de Banach. Sea f € LY{(Ry, X), y T : Ry = B(X,Y)
una familia de operadores fuertemente continua. Si 1 < p,q < oc satisfacen ’l} + % =1,
f0°° |T#)||Pdt < o0 y f € LY(R4, X), entonces T+ f € C(R,Y) y ||[(T * )2 =

Corolario 4.7. Sea X un espacio de Banach. 1 < o < 2, w < 0 y A un operador w-

sectorial de dngulo § = (—ﬂ"—?lﬁ Si f € LY(Ry, X), entonces la solucién u de la ecuacidn

(4.1) verifica que u(t) i ¥

Demostracidén. Observemos que la solucidn de la ecuacion (4.1) estd dada por

+ 2
u(t) = Eq1(t)r + Eao(t)y + /0 Eaolt —s)f(s)ds, t2>0.

Replicando los cédleulos del teorema 4.2, es facil ver que la familia {Eq o (t)}s>0 es fuer-

temente continua. Luego, por el corolario 4.3 y por el lema 4.6 se sigue que E, o * f es

continua y ||(Eaa * f)I] 122, 0. Ademas,

@) < | Eat @1 12]] + | Eaa @] y]] + [|(Baa * £ @) 222 0.

En la siguiente proposicién damos condiciones para que la solucion de (4.1) esté en
LP(R, X)
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Proposicién 4.8, Sea 1 <a <2, yl = 8<2,w< 0y A un operedor w-sectorial de
dngulo 8 = 10"2—”' Si (8—1)p— ap < —1, entonces E, g es uniformemente p-integrable.
En particular, Eq o es uniformemente p-integrable.

Demostracidon. Por el Teorema 4.2 existe una constante K > 0 tal que

Kif-1
|| Eap(t)l| £ [FETImY

para t >.0. Por ende,

e oo 4 (B-1)p
E, )P dt <KP —_—— i
[T B a <k [ o

KP /‘90 wE=p
= , du
w2 Jo T+we)P
(B-Lptl 4
(&3

kv fw v
awitd_t}aﬂ o (1+v)p

K? B((Jﬁ_l)p+l;pﬁ (8- 1)})-{—1)'

alw] = o o

Los préximos dos corolarios son fruto de la proposicion 4.8, el corolario 4.3, del lema 4.6
v la desigualdad de Young para familias de operadores:

Lema 4.9. Sean X y Y espacios de Banach. Sea 1 < p,g, 7 < o0 tales que satisfacen
% + % =141 Sea fe LURy,X) ysea {T(t)}hizo C B(X,Y) una fomilia de operadores
fuertemente continua y p-uniformemente integrable. Entonces, T x f € YR, V) y

7= sl < it ([ ree di)””.

Para una demostracién de esta versién de la desigualdad de Young, véase [2].

Corolario 4.10. Seal < p < oo, 1 < a < 2, w < 0, y A un operador w-sectorial de dngulo
6 = (1_2—1)1 Sif e LYRy, X), con %—0—% = 1. Entonces. la solucién u de la ecuacion (4.1)
verifica que |Ju(t)]| == 0.

Corolario fl.ll. Seal<p<oo,l<a<?2 w<0 yA un operador w-sectorial de
dngulo 0 = ﬁigl—jl Si f e LRy, X) yp— ap < —1, entonces la solucion u del problema
(4.1) pertenece a LF(Ry, X).

Demostracién. Por la desigualdad de Young (Lema 4.9), tenemos que

o 1/p
B 1l < D151 IBaaltliPat) <o
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Dado que la solucién de (4.1) estd dado por
t
u(t) = Eqp1(t)z + Eg2(t)y + / Eoolt—38)f(s)ds, t=>0.
" ;
Se tiene por la proposicién 4.8 que u € LP(R,, X). =
Ejemplo 4.12. Sea 7 < 0. Consideremos el problema

Difu(z,t) = %u(mf) +ru(z, t) + flz, t), (z.t)€]0,27] x Ry
u(z,0) =g(z), u'(z,0) = h(x), z € [0, 27

(4.3)

donde DY denota derivada fraccionaria de Capulo con respecto a la variable t, g,h €
X = L?[0,27], y 1 < a < 2. Consideremos el operador Au := ai;;u + 7u con dominio
D(A) == {u € L?[0,27]) : v" € L?[0,27};u(0) = u(27) = 0}. Entonces, A es un operador
T-sectorial de dngulo 7/2. Si f € L'(Ry4, L?[0,27)), entonces por el Teorema 4.2 y los

corolarios 4.7 y 4.11 la solucién u de la ecuacion (4.3) verifica que ||u(t)|| e B, y

u € LP(Ry, L?[0,27]) para 1 < p < oo.



Conclusiones

En esta tesis ebtuvimos los siguientes resultados:

1. La existencia de soluciones de la ecuacién (2.1) via técnicas de punto fijo. Nosotros
logramos refinar los cdlculos en la demostracién del teorema 2.7, corrigiendo varios
errores del articulo [3].

9. Condiciones necesarias y suficientes para la regularidad maximal en L de la ecuacion
(3.1). Se muestran los célculos del todos los lemas del artfeulo [10].

3. Encontramos condiciones para la estabilidad asintética y la p-integrabilidad de la
funcién de Mittag-Leffler generalizada. Ademds, refinamos las condiciones para la
estabilidad asintética y la p-integrabilidad de las soluciones de la ecuacién (4.1)
vistas en [11].

Eutre los desafios que podrian seguir de esta tesis, estan:

1. Verificar si el teorema 2.7 se sigue teniendo al debilitar algunas de las hipotesis
(HO)-(H5).

9. Buscar mejores cotas para el modulo de la funcién de Mittag-Leffler generalizada.

3. Verificar si se pueden extrapolar las propiedades de la funcién de Mittag-Lefller
generalizada v de las soluciones de la ecuacién (4l si0<a<l.

4. Investigar si la funcién de Mittag-Leffler gencralizada es asintéticamente catable y
p-integrable para operadores w-sectoriales para w > 0.
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