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Resumen

Desde hace unos 25 anos se conocen las listas rigurosas de todos los cuerpos de
nimeros de discriminante pequefio en cada signatura, hasta grado 7. Para grado
8 sélo se conoce el caso totalmente real v el totalmente complejo. Nuestra meta es
deducir listas parecidas para reguladores. Es decir, buscamos la lista rigurosa de
los reguladores mas pequenos en cada una de estas signaturas. Usando métodos
geométricos y analiticos introducidos por Remak, Pohst y Friedman, conseguimos
nuestro objetivo para cuerpos de todas las signaturas hasta grado 6, para dos
signaturas en grado 7, y para el caso dctico totalmemte complejo.

Abstract

Rigorous lists of all number fields of small discriminant up to degree 7 have been
known for about 25 years. In degree 8 this holds only for totally real and totally
complex fields. Qur aim is to deduce analogous lists for regulators. In other words,
we seek a rigorous list of the first few smallest regulators for each of these signa-
tures. Using geometric and analytic techniques introduced by Remalk, Pohst and
Friedman, we succeed for all signatures up to degree 6, for two signatures in degree
7, and for totally complex octic fields.
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Introduccion

Aplicaremos métodos geométricos y analiticos para encontrar los reguladores
minimos en cada signatura! de cuerpos de grado 2 hasta 6. En grado 7 lo lograremos
en dos signaturas, y en grado 8 para cuerpos totalmente complejos. En la mayorfa
de los casos damos los tres primeros reguladores.

Dentro de las aplicaciones que tiene encontrar reguladores minimos, citamos el
método computacional para resolver ciertas ccuaciones diofanticas [Ha] y [PZ], en
la cual se necesita encontrar unidades fundamentales del anillo de enteros de un
cuerpo de nimeros. Para esto se necesitan cotas inferiores para el regulador.

Remak [Re], usando métodos geométricos, consigue cotas de la forma |Dj| <
J(n, Ri) para todo cuerpo k de grado n, discriminante Dy, y regulador Ry, salvo el
caso en que k es un cuerpo CM.? En el caso totalmente real, Pohst [Pol] mejora
la cota de Remak para grados n < 11.

Friedman [Frl] generaliza el método de Remak, encontrando cotas inferiores
para el regulador cuando k = Q(ey, . ..,¢&,), donde los g; son un conjunto maximal
de unidades independientes de k. Usando también métodos analiticos, Friedman
consigue encontrar el menor regulador entre todos los cuerpos de nimeros, a sa-
ber: el cuerpo totalmente complejo séxtico de discriminante —10051. Su método
analitico es una mejora del de Zimmert [Zi], quien encuentra el menor regulador
entre todos los cuerpos totalmente reales, a saber: el cuerpo cuadrético real de
discriminante 5.

Nuestra meta es generalizar los resultados de Zimmert y Friedman, pero para
cada signatura. Naturalmente, esto sélo es posible si se conoce la lista completa
de cuerpos de discriminante hasta cierta cota para la signatura en cuestién. Estas
tablas existen para todas las signaturas en grado menor a 8, para dos signaturas
en grado 8, y para cuerpos de grado 9 totalmente reales. Para obtener los regula-
dores méds pequenos en cada signatura, inspeccionamos la tabla buscando los tres
primeros reguladores. Digamos que estos tres son menores que Ry, y que inten-

! La signatura es el par (r1,72), donde r; es el nimero de incrustaciones reales de k y o es
el nimero de pares de incrustaciones complejas conjugadas.

% Un cuerpo & se dice CM si es una extension cuadrética totalmente compleja de un cuerpo
de nimeros totalmente real k. En este caso es facil de controlar el regulador de & por el de k..

I



INTRODUCCION v

taremos demostrar que todo otro cuerpo en esta signatura tiene regulador mayor
que Rgy. Los métodos de geometria de niimeros (como mostraran Remak y Pohst)
permiten acotar superiormente el discriminante de un cuerpo de niimeros de estas
signatura y regulador menor a Ry. Asf encontramos que deberfamos inspeccionar
todos los cuerpos k en esta signatura de discriminante |Dy| < do. En general esto
es imposible, ya que las tablas no son tan extensas. Para solucionar esto, seguimos
a Friedman [Frl]. Por un método analitico descartamos todos los cuerpos con dis-
criminante dy < |Di| < dp con d algo superior al valor absoluto del discriminante
minimo de esa signatura. Es decir,verificamos que las cotas inferiores analiticas del
regulador permitan concluir que Ry > Ry si d; < |Di| < dp. Sélo entonces nos
apoyamos rigurosamente en la tabla para examinar los cuerpos k con |Dy| < d;.

Queremos agradecer al profesor Francisco Dfaz y Diaz por su inmensa ayuda
con los cuerpos dcticos totalmente complejos.



Capitulo 1

Métodos geométricos

En este capitulo, demostramos algunos lemas que culminan con el Lema 3
[Fr1], nuestra herramienta principal para encontrar los reguladores minimales ya
que acota superiormente el discriminante de un cuerpo (no CM) con regulador
acotado.

Sea k un cuerpo de grado n. Denotamos por r1(k) y r2(k) (o simplemente r; y
ry si el contexto es claro), al nimero de incrustaciones reales y pares de conjugadas
complejas de k, respectivamente. En lo que sigue, llamamos signatura del cuerpo
k al par (r(,rs).

Sea ooy, el conjunto de lugares arquimedianos de k. Si L C ky w € oo,
denotamos por e(w) = ey/r(w) al indice de ramificacién de w (igual a 1 6 2) en
k/L. Para v € coy, definimos:

r2(v) = rg (v;k/L) = Z (exjr(w) —1). @1

Weoo
wlv

Notamos que r3(v) = 0 si v es complejo. Si v es real, entonces ro(v) es el nimero
de lugares complejos w € ooy tal que w|v. Para v € cor, y a € L, sea | af|, el valor
absoluto normalizado de o en v. Asf |Ny/q (a)| = H el

vECcQy

Lema 1. Supongamos que k& = L{e), donde € es una unidad de k. Entonces el
discriminante Dy, de k satisface:

log | D) +log ([k : L]) + THEAK/L)

weslop L] £ seles 73]

[k:qQ] @] L:qQ @]

donde

1/2
mi(e) = (Z (logllallw)z) :

WESOE

1



CAPITULO 1. METODOS GEOMETRICOS 2

1/2
A(k/L) = (% Z (s LP® — [k : L} — dro(v)® - 27‘2(’{)))) (1.2)

vEDQ,
y ra(v) estd dado por (1.1).

Primero demostramos el caso cuando L = Q para clarificar la idea de la de-
mostracién general. Asi la desigualdad del Lema 1 toma la forma:

g . mi(e)A (k/Q)
———log | Dx| < log ([k: Q]) + W,

%0 (1.3)

con X "
A(k/Q) = (g ([k: QP —[k: Q] —4ra(k)® — 27'2(19))) . (1.4)

Demostracién (para el caso k = Q(e) [Re]). Sea #(k) el conjunto de in-
crustaciones de & a C. Enumeramos los 7 € (k) de la siguiente forma: sea
{i-} = {1,2,...,N = [k:Q]} donde i, < i si |7(¢)| > |(e)]. Si 7(¢) € R,

hacemos que su conjugada compleja sea adyacente, esto es: |i, — 47| = 1. Sea D,
el discriminante del orden generado por € sobre Z. Por [Neu], (p. 5) Dy divide a
D,. En [Neu] (p. 11) se muestra que:

D.= [ Gle)=7e). (1.5)
1',1“3-?;(1()

En [Re] (p. 251) se demuestra:

Proposicién 1. Si z,..., z, son nimeros complejos tales que lz1] =2 |za| 2 ... 2
|2n|. Entonces:

n—1
log (H |2 — zjl) < nlogn+ ZZ (n — i) log |z

i i=1
Como Dy, divide a D., de la Proposicién 1 y (1.5) deducimos:

N-1

log [Dx| < Nlog N +2> " (N — i) log |7(e)|- (1.6)

tr=1

Notamos que (1.6) no cambia al sumar hasta N y que:

> log|r(e)| = > loglr(e) = 0.

tr=1 re#(k)



CAPITULO 1. METODOS GEOMETRICOS 3

Tenemos entonces:

S (N —i)loglr(e) == Y icloglr(e)l

resik) res (k)
= - Z jw log HEHw! (1'7)
WESSE
donde
4w = 1y, si7 esreal e induce w,
N 3‘7’ + ’i? . . o
Jw =~ si T es compleja e induce w.
Sea

SM = Lol jw €N}, 8P ={julju gN},  S=5DUsE.
Observemos que:

) (LB ooe NF= S W [ {7—1/2,j+1/2} (unién disjunta)
§es)

b) Sijy 7 pertenecen a S, entonces |j — j'| = 2, si j # j'.
¢) La cardinalidad de 5@ es ry = ra(k).
Para cualquier A € R obtenemos:
1/2
Y —dwlogllell, =D (A~ ju)logllell, < (Z (A~ jw)g) my(e).  (1.8)
WECD w W

Usando a) y ¢) de arriba conseguimos:

> (/\~3w)2=i()‘"”2 o
jwes =l
;xg : : ' 1Y
+ ,u,;ﬂ ((A —Ju)® — ()\* (o = _)) - (/\ = U 5)) )



CAPITULO 1. METODOS GEOMETRICOS 4

Sea t; el menor A— j,, para el cual j, € S®, t, el siguiente y asf sucesivamente.

1
De b) arriba se sigue que |ty — ;| > 2|k —I|. De lo anterior junto con 5 (a® +b%) >

2
a—2b )
, conseguimos:

2
) 1 o T 7"3 -1y
> (=g =5 (B +thnn) 2D (+1-2)" =22 (1.10)
jwES@ i=1 i=1
Haciendo A = conseguimos:
N
: N3—N
Y (A-9)P= T (1.11)
=1

Poniendo de (1.7) a (1.11) en (1.6), conseguimos (1.3).

Ahora damos la demostracién [Frl] del caso general. Nos referiremos al caso
particular cada vez que usemos algin paso de la demostracién anterior.
Demostracién (del Lema 1). Bastard demostrar que:

log |Np/q (Disi)| < [k : Qllog ([k : L]) +mx () A(k/L), (1.12)

donde Dy/y, es el discriminante relativo de la extensién /L. Esto porque

Dy, = +D¥INy 16 (Di/i) (1.13)

([Neu], p. 202).

Sea .%/(L) como en el caso particular y o € %(L). Escribamos 7|c si 7 € (k)
y 7|, = o. Denotemos por D(e) el discriminante ideal del orden generado por
sobre el anillo de enteros de L. Entonces Dy, divide a D(g) por definicién. Para
cada o € .%/(L) ordenamos los 7|0 de acuerdo a |7(g)| como en el caso particular
solo que en este caso {i-},, = {1,2,...,N = [k : L]}. Dados 7|o, si o(L) C R
pero 7(k) ¢ R, convenimos que |i, — #7| = 1. Cuando ¢(L) ¢ R, ordenamos los
7|7 exactamente igual que los 7|0, esto es: i, = i Denotemos por .#(k/L) las
incrustaciones de & que fijan a L, entonces:

Nuo@)= [ o( II (e =-pe))= II -7,

ee# (L) pEp T#T!
p.p € (k/L) 7,7 €S (k)

donde esto ultimo es porque si extendemos cada ¢ € (L) a un 7 € F(k)
y lo aplicamos en cada p(c), obtenemos [k : L] - [L : Q] = [k : Q] distintas



CAPITULO 1. METODOS GEOMETRICOS 5

composiciones. Es decir, obtenemos todos los 7 € .#(k). Luego por la Proposicién
1y |Npjg (Dise) | € |Nijo (D ()| conseguimos:

log [Nejo(Diyz)| < Y NlogN+2 Y > (N —i;)loglr(e).  (1.14)
oeS(L) oce(L) Tlo
Calculando la primera suma obtenemos:
Z NlogN =[L:Q|Nlog N = [k : Q}log ([k : L]),
oe (L)

cantidad que aparece en (1.12). La suma doble en (1.14) corre en todos los 7 €
(k) y por idénticos motivos a (1.7) escribimos:

Y (N—i)loglr(e)l =~ ) julogllel, (1.15)
e (k) WECYE
donde
jw =1r, siTinduce a w y w no se ramifica en k/L
Jg = %—_—;—E, si 7 induce a w y se ramifica en k/L.

Para cada v € ooy, definimos al conjunto S, = {Jju},,, igual al conjunto S en el

wlv
caso particular, con las mismas observaciones salvo que la cardinalidad de S es
T'Q(’U).

Adaptamos (1.8) escribiendo:

2=a)= 2 > (A =-3)

w vEooy, JES,

Ponemos § = S, en la suma doble y razonamos como en (1.9), con ry = r2(v).
Repetimos los siguientes pasos de (1.10) y (1.11) en el caso particular obteniendo
A(k/L). Juntamos todas las relaciones obtenidas en (1.14), para conseguir (1.12)
v con ello el Lema 1. O

Con el Lema anterior podemos acotar al discriminante de un cuerpo k£ cuando
tiene una unidad como elemento primitivo. El siguiente lema [Frl] generaliza al
caso en que el cuerpo estd generado por mas unidades independientes.

Lema 2. Supongamos Q = Ly C Ly = Lo(e1) € Ly = Li(eg) € ... C Lpyy =
Lr(ers1), donde €; es una unidad de L;. Entonces, con k = Lpyq y la notacidn
del Lema 1, tenemos:

log | Dy| < log([k : QJ) Z mr, (EE%‘?(%]/LI_I)

1
*:qQ
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Demostracién. Usamos induccion sobre 17"y el Lema 1. El caso T = 0 es el
caso particular del Lema 1 en que & = Q(e), y el Lema 1 también da el paso
inductivo. O
Sea Ay la imagen de las unidades de un cuerpo de niimeros & bajo la incrustacién
logaritmica usual
& k— {0} —» R (1.16)
dado por (£4())w = log|le]l,, para w € coy. Por el teorema de unidades de Diri-
chlet, Ay es un reticulo de rango 7 = ri+ra—17y (r+1)*2 Ry es el volumen de un pa-
ralelepipedo fundamental ([BS], p. 115). Sean 0 < my(e1) < me(e2) < ... < mule)
los minimos sucesivos de my, sobre el retfculo Ay ([Ma], p. 49), asumidos en las
unidades independientes &; de k. Aplicando el teorema de Minkowski sobre los
minimos sucesivos {[Mal, p. 50) obtenemos:

my(e1)" < Hmk(ez) < A2 (r + 1)Y2Ry, (1.17)
i=1
donde 7, es la constante de Hermite en dimensién r. Usaremos los valores [Ma, p.
473)

2 2
v =1, 72:%’ “f3=21/3, 74:\/§: 7’5:23/5, ”fﬁ:%v "fﬁf:?ﬁﬁ- (1.18)

Como la cota obtenida para |Dy| en el lema 1 depende de las unidades, se podria
preguntar: ;Es posible acotar |Dy| por Ri? El'siguiente lema, [Frl] responderd afir-
mativamente esta pregunta, exceptuando el caso CM.

Lema 3. Sean e; unidades del cuerpo k = Q(ey, ... ,&.) dadas arriba como en el
teorema de Minkowski. Con la notacion Ly = Q y Ly = Li_1(g;), sea T = 0 el

menor entero para el cual Lyy; = k. Pongamos 6 = (r + 1)1/27I/2Rk. Entonces se
cumplen las siguientes desigualdades:

y

) @] log | D| < log([k: Q])

T2 (Emy ()Y T A (Ly/Lisy)
TZ (k : QIIL: : Q)Y

(1.19)

log | Dy} <log({k : Q)

T+1 i—1 . i AL/ Ly 1) myp, (&
@(q_llmk(gj) ) (il mife)

1
k:Q)

mi(e:)
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Demostracion . Si L C k es cualquier subcuerpo conteniendo una unidad &,
entonces

mi(e)? = > (logllell,)* = > (ogllell,)* > e(w)?

WEOK vEcor wlv
WEOOK
=my(e)’ 3 e(w)’, (1.20)
=

donde e(w) = e/ (w) es el indice de ramificacién. Pero 3., e(w)® > 3=, e(w) =
[k : L], de donde conseguimos

mL(E‘) 1
mk(E) - [IC . L]ll?

(1.21)

Notemos que
[Li: QI : L2 = ([k : Q)[L; : Q)

Esto, junto a H;;ll mi(e;)™" < my(e1)' ™%, muestra que IT) implica I). Pero II) sigue
del Lema 2 y (1.17) da

r i—1
mi(e)™ 7 < [ [ male;) < 8] [ malen)™
=1 4=1

O
Observacion: Si k no es CM entonces k satisface la hipétesis k = Q(ey,...,&r),
donde €4,...,&. es un conjunto maximal de unidades independientes de k. En

efecto, supongamos que el cuerpo k no satisface la hipétesis y pongamos L =
Q(e1,...,&r). Sea [k : L] = 7 > 2y (a,b) la signatura de k. Entonces tenemos las
igualdades, con 1 = (L), ro = re(L),

jlri+2r)=a+2, r4+m—l=a+b-1.

Deb<ri 47y j > 2 conseguimos 0 < ri(5 — 2) + 2ro(j — 1) < 0, que sélo se
satisface cuando j =2, 7, =0y @ = 0. Es decir, k es CM.

Notemos ademds que si L; = L;_; entonces A(L;/L;—1) = 0, as{ solo cuerpos
distintos contribuyen en las sumas de I) y II) del Lema, 3.



Capitulo 2
Método analitico

Para el regulador Ry, de un cuerpo k, en [Frl] (Th. A, p. 599) se demuestra la

formula; %:Z (w ) ZQ(EJE]Q!) (2.1)

donde w;, es el nimero de raices de la unidad en k, a corre sobre los ideales princi-
pales integrales de k, b corre sobre los ideales integrales de la clase de ideales del
diferente de k, N denota la norma, Dy es el discriminante de ky g (0,00) = R
esté definida por:

2-4-ico
1
g )82 (9 — N"T(s) ds. (2.2)
s | (s = DI(s/2) () ds. (29

2—i00

9(2) = Grik)ro(e) () 1=

Notemos que la primera suma del lado derecho de (2.1) contiene el ideal trivial,
de norma 1, lo que da el primer término g(1/|Dx|) en la suma, y que todos los
otros términos son de la forma g(m/|Dg|) con m > 1. Friedman [Fr2] demuestra
(para r = r; + 73 — 1 > 0) que g(z) tiende a —oo cuando z — 0F, y tiende a
cero desde valores positivos cuando & — +co. Ademés demuestra que g tiene un
tinico cero en (0, 00), y lo mismo ocurre con su derivada. Con esto concluye que si
g(1/|Dk]) > 0, entonces todos los otros términos g(m/|Di|) en las sumas de (2.1)
son positivos, lo que demuestra que Ry /wg = g(1/|Dk|). Como ademds g no tiene
ningin minimo local (puesto que g tiene un tnico punto critico), tenemos

Ry, .

= 2 > g(1/|Dgl) = min(g(1/d1), g(1/d)) s dy < |Dy| < dy, (2.3)
que serd en la préctica como aplicaremos el método analitico.

Notamos que la desigualdad (2.3) es indtil si g(1/d1) < 0 6 g(1/da) < 0, lo

que hace que sea 1itil sélo para discriminantes hasta cierto limite. Discriminantes

8



CAPITULO 2. METODO ANALITICO 9

més alld de ese lfmite los tendremos que tratar con los métodos geométricos del
capitulo anterior.



Capitulo 3

Mejoras de las cotas anteriores

Como nuestro objetivo es buscar cotas minimales para el regulador en cuerpos
de grado pequeilo, necesitaremos usar el Lema 3 sélocuando T =0, T =1y T = 2.
En algunos casos es posible mejorar las cotas de los Capitulos 1 y 2. Mantenemos
la notacién del Lema 3.

1. Cuando T = 0, del Lema 3 parte I) obtenemos:

1/@r) _1/2 n* —n —4r) — 2ry Ya 1/r
log |Dy| < nlogn+ (r+1) T’y,}/( : ) R, (31)

2. Cuando T =1, el Lema 3 parte I) nos da, con § = (r + l)l/qu/sz,
log | Di| < [k :Qlog [k : Q) -+ 8V ALy /Q)[k : L] 2
+ (dmalen) ™)™ Ak/Ly), (32)

pero aqui necesitamos una cota superior para my(g;)"'. Mostramos ahora
tres formas de conseguir esto:

A) Supongamos que L = Q(g) C k tiene exactamente dos lugares arqui-
medianos, v1 y v2, es decir r(L) = 1. Entonces, por (1.20) y log |||, +
log |l]|,,, = 0, tenemos:

mi(e)? = (logllell,,)* > (ewmw)* 2 RE, > (ewn,(w))”. (3.3)

WECL WECQY

B) Supongamos que L = Q(g) C k, con € una unidad, y 7(L) = 2. Para un
numero algebraico « de grado n, sea M («) su medida de Mahler

M(a) = f[m-ciX(l, )
i=1

10



CAPITULO 3. Mejoras de las cotas anteriores 11

donde los oy son los conjugados de c.
Hacemos tres observaciones:
1) Smyth [Sm] demostré que si « no es reciproco, entonces M(a) >
1,3247.1
2) Si o # 1 es reciproco, entonces [Q(a) : Q] es par.?
3) Boyd [Bo, p. 1373] demostré que si a es reciproco y de grado 4,
entonces M (o) > 1,722.

De lo anterior concluimos que si o # =1 tiene grado 3 6 4; entonces

> log" |lell, > log(1,3247) > 0,28, (3.4)

VECG(a)

donde logtz = logz si z > 1 y log"z = 0 en caso contrario. Sea
oor = {v1,v2,v3} ¥ t: = log|el],,. Como

3
> ti=log|Nrsele)| =0,
ae=]

los posibles signos del triple (t1,t2,t3) son (re-numerando si es necesa-
rio) (+,—,—) 6 (+,+, —). Reemplazando £ por 1/e, podemos reducir el
segundo caso al primero. En este caso, por (3.4) tenemos [t;| > 0,28 y
|ta] + [ta] > 0, 28. Por (1.20) my(e)? = S_5_, bit?, donde b = 3, e(w)?
y e(w) = ey (w). Multiplicando por (b 4 bs), conseguimos:

mi(€)?(by + bg) = t2by (by + b) + babs (13 + 13) + b3ts + b3ts.  (3.5)

De (bgty — bsts)” > 0 conseguimos b3t2 + b3t > 2bybstats. Poniéndolo en
(3.5) y dividiendo por (b + bs) obtenemos:

b
my(e)? > (0, 28)? (bl+ babs ) (3.6)
by + b

C) Supongamos que Ly = L{ey,...,er) C k satisface r(Lr) = T (en gene-
ral solo se tiene r(Ly) > T'). Usando la notacién del parrafo que con-
tiene (1.16), definamos Ay como el subgrupo de Ay generado por £(e1),

1 Un niimero algebraico de grado n se dice reciproco si su polinomio minimal P(xz) sobre @
satisface P(z) = z"P(1/z).

2 En efecto, si o es reciproco y a # @71, sea P(z) su polinomio minimal sobre Q. Entonces
P {a™1) =0, por lo que o™ € k = Q(a) es un conjugado de a. Por lo tanto, el cuerpo & tiene
un automorfismo A que lleva e a ot Como A? = Id, el grupo G = {Id, A} tiene dos elementos.
Sea L = k% = {y € k|A(y) =~} = cuerpo fijo por G. Por el teorema de Artin sobre cuerpos
fijos por un grupo finito de autornorfismos, [k : L] = 2. Luego 2 divide a [k : Q).
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. bler) v sea Ay el sub-reticulo de Az, generado por fro(e1)y -0y
£, (er). Sea a @ RTEDTL — Rr®H Ia funcién lineal inducida por la
inclusién i : Ly — k (es decir, a0 £y, = £ 04). Ya que (1.21) muestra
que « expande longitudes por un factor de a lo mas [k : L7]Y?, se sigue
que o expande volimenes en dimensién 7(Ly) en a lo mas [k : L)z,
Asf si lamamos V(A) al volumen (en dimensién T') de un paralelepipedo
fundamental de un reticulo A de rango r(Lr), encontramos:

V(Ao) =V(a(My)) > [k : L F02V (Ay)
>[k : L2 (r(Lr) + )Y Ry,
Ya que my(e;) es la longitud Euclideana de £i(s;), de la desigualdad de

-Hadamard se sigue:

T[mies) = ViAa) 2 [k : Lol @0 (L) + D2 Ry (37

j=1

3. Si k es un cuerpo CM entonces

o

Ry = _Q{M—:Q]*lRm/Q > 2[k+=@]—2Rk+ (3.8)

donde k, es el maximo subcuerpo totalmente real ([Re], p. 250), y @ =
[Ar: Ax.] = 1 0 2. Asi el caso CM se reduce esencialemte a examinar el caso
totalmente real.

Si nos ponemos en el caso especial en que el subgrupo de torsién de las
unidades de % y k. coinciden (es decir, ambas se reducen a 1), concluimos
que

R, = 2[&4;@]43;”1 (3.9)

excepto si existe una unidad totalmente positiva v € ki que no sea un
cuadrado en k. y tal que /—7 € k.

Sea £ € k una unidad de orden infinito. Entonces descartamos la signatura
(0,1) (que corresponde a un cuerpo imaginario cuadrdtico) para L = Q(e),
porque el rango de las unidades (L) > 0 ya que € € L.

. Para cuerpos totalmente reales de la forma H = Q(c), siendo € una unidad

de grado n = [H : Q] < 11, Pohst ([Pol], p. 471) mejora las cotas de la
Proposicidén 1, con lo que obtiene

n—1

iDH| < 4[”/2] H |Ti(€)-‘2(nfi) ’

i=1
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donde [z] = mé;c{k; € Z{ k< a,} v los 7; estdn ordenados de modo que
Im1(g)] = |m2(e)] = -+ 2 |m(2)]. Esto mejora el Lema 1, de modo que (1.3)
toma la forma:

log |Dg| < [n/2]log4 + mu(e)A(H/Q).

Como myy (e1)" by 11 11 my(g;) v (1.17) conseguimos:
nd —n\ M2
log | Dyl < [n/2] log4 + nM/@r=10,112 (T) RY™U_ (3.10)

6. Sea O la clase ideal del diferente de k y supongamos que J es trivial. En
este caso el lado derecho de la ecuacién (2.1) contiene dos sumas idénticas,
lo que permite multiplicar por 2 la cota (2.3). Como el nimero de raices de
la unidad wy, > 2, tenemos

Ry, > 4g(1/|Dy|) si 8y es trivial.

Ry, > 29 (1/|Dy]) sea 8y trivial o no.

Tal como en (2.3), en la préictica usaremos para § = gr (k). (k) definido por
(2.2) '

Ry > 4min(g(1/di),g(1/ds)) siestrivialy dy < |Di| <dp. (3.11)
Ry > 2min(g(1/d),g(1/d)) st di <|Di| < da. (3.12)

En general no podemos saber si 0 es trivial, pero afortunadamente para
nosotros, si no lo es, en la prictica el discriminante es relativamente grande
para la signatura dada.

Para explicar esto, apelamos a la teoria de cuerpos de clase. Fsta demues-
tra que para cualquier cuerpo de mimeros k, existe una extension K/k no
ramificada tal que [K : k| = hy, donde iy, es el orden del grupo de clases de
ideales de k ([Neu], p. 399). Como la extensién K/k no es ramificada,

pUEQ) _ [/l ri(k) _ m(K)
K B k:Q] [K:Q]
En ([He], p. 234) se demuestra que Jy es un cuadrado en el grupo de clases
de ideales. De aqui, si 9 no es trivial, entonces hy > 3.
Odlyzko {ver un resumen y bibliografia en [Od]) demostré cotas inferiores

para |DK\1/ [%:Q gue mejoran sustancialmente a medida que el grado [K : Q)
crece (manteniendo 7 (K)/[K : Q] constante).
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El método de Odlyzko fue simplificado enormemente por Serre y Poitou
[Poi]. En la siguiente tabla aplicamos [Poi] para obtener cotas inferiores para
|D|V/" = | Dg|V/%Q en los grados y signaturas que nos interesan. En particu-
lar, la cota inferior de la Tabla 1 es védlida si la clase de ideales del diferente
de k no es trivial.

Tabla 1. Cotas inferiores para |Dy|*/*@ asumiendo hy > 3.

n rn |[DMr> oy n r |DY" > Yy

2 2 7041 12 6 0 9305 082
3 1 7558 11 6 2 11,98 0,74
3 3 11,823 0.92 6 4 15,536 0,68
4 0 7412 1,02 6 6 20314 064
4 2 10468 0,88 7 1 11,204 0,73
4 4 15,121 0,78 7 3 14,036 0,67
5 1 9,747 0,85 7 5 17,686 0,62893
5 3 13,136 0,76 77 22,389 0,59
5 5 17919 07 8 0 10,668 0,71

Nota. En la Tabla 1, D es el discriminante del cuerpo k de grado n, r
es el nimero de incrustaciones reales de k, y hy es el orden del grupo de
clases de ideales de k. Para obtener la cota usamos el valor del pardmetro
y dado en la Tabla 1 para la funcién auxiliar z — f(:z:\@), con f(z) =
(3(sen(z) — mcos(z))/x3)2 (ver la desigualdad (13) de [Poi]). Elegimos el
factor de escala y en cada caso para.optimizar la cota. Como hy, > 3, podemos
multiplicar n'y r por 3 al aplicar [Poi, eq(13)]. Si hy > 3 la cota inferior
sigue siendo vélida ya que las cotas para la rafz del discriminante mejoran
cuando el grado aumenta (mientras ry/n no cambie).

7. En el préximo capitulo necesitaremos tablas completas de todos los cuerpos
de niimeros (en cada signatura que tratamos) hasta cierta cota del discrimi-
nante. En el sitio megrez. .math.u-bordeaux. fr/pub/numberfields el lector
encontrard archivos con tablas extensas de cuerpos de nimeros, hasta grado
7. Estas listas son completas en cada signatura hasta el discriminante final
dado. Por otro lado, siempre haremos también referencia a una publicacién
donde se determina una tabla completa para la signatura en cuestién, aunque
muchas veces no citamos la primera lista rigurosa aparecida histéricamente.



Capitulo 4

Cotas 6ptimas para cada
signatura

Pasamos ahora a aplicar los resultados de los capitulos anteriores a cuerpos de
grado 2 a 6 en todas sus signaturas, de grado 7 en signaturas (7,0) y (1,3), y de
grado 8 totalmente complejos.

Antes de analizar cada signatura, describimos el método que aplicaremos en
cada caso. En primer lugar, y fuera de la demostracién formal, inspeccionamos los
reguladores del comienzo de la lista rigurosa de todos los cuerpos de discriminante
pequefio para la signatura que nos hemos fijado (digamos |Di| < dp). De esta
inspeccidén surge una lista presunta de los tres o cuatro cuerpos con los reguladores
mas pequefios, digamos menores a Ry, con lo que nos proponemos demostrar que
Ry > Ry a menos que k figure entre los cuerpos con |Dy| < dy. Asi obtenemos la
lista completa de cuerpos con regulador menor a Ry, lo que da una cota inferior
optimal del regulador en la signatura dada.

Para demostrar que |Dy| < do si Ry < Ry, usamos el Lema 3 del Capitulo
1. Esto nos da una cota del tipo |Dy| < d;. Para ser mds precisos, sean &y, ..., &,
unidades de & donde se asumen los minimos sucesivos de my, sobre el reticulo de
unidades. Dejando de lado por ahora el caso CM (que se reduce al caso totalmente
real en grado [k : Q]/2), tenemos k = Q(ey, ..., &-). Definimos L; = Q(ey, ...,&:), ¥
T > 0 como el menor entero tal que k = Lp,;. Para cada signatura examinamos
los valores posibles de T, y obtenemos una cota superior de |Dy| del Lema 3.

Excepto en grados pequefios, la cota |Dg| < d; que da el Lema 3 resulta en un
d; enorme, muy por encima de los discriminantes tabulados. Afortunadamente, el
método analitico del Capitule 2 nos permite deducir que Ry > Ry si dy < |Dg| <
di, aunque debemos trabajar separadamente el caso en que la clase del diferente
no es trivial. Esto falla para las signaturas r;y = 3 y 1 = 5 en grado 7, y para
cuerpos octicos totalmente reales con T > 0, por lo que nos hemos visto obligados
a excluirlos de nuestro trabajo a pesar de contar con listas rigurosas de cuerpos de

15
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discriminante pequefio en estas signaturas.
Pasamos ahora a examinar cada signatura.

4,1. Cuerpos de grado 2

Teorema 1. Entre los cuerpos cuadrdticos reales, el de discriminante 5 tiene el
regulador minimal igual a 0,481211.... Los dos requladores en esta signatura gue le
siguen corresponden a los cuerpos de discriminante 8 y 13, con reguladores iguales
a 0,881373... y 1,194763..., respectivamente. Si k es un cuerpo real cuadrdtico
con discriminante distinto de los tres anteriores, entonces su requlador cumple
Ry > 1,31,

Demostracién. Este caso se puede hacer a mano, pero aplicaremos el método ge-
neral para practicar con un caso sencillo. Supongamos que R < 1,31. Por ser
[k : @) = 2 un primo, el Unico caso posible del Lema 3 esT = 0. Comor =1
y 11 = 1, de (3.10) obtenemos |Dy| < 54,95. La Tabla 1 nos dice que la clase
del diferente es trivial, ya que de lo contrario |Di| > 63. El método analitico,
es decir la desigualdad (3.11), da |Dy| < 21, ya que 4g20(1/21) = 1,3301... ¥
4g2,0(1/54) = 1,6183.... Inspeccionando los cinco cuerpos en esta signatura con
|Dy| < 21 ([Col, p. 515), vemos que los tres primeros reguladores son los del teo-
rema. O

4.2, Cuerpos de grado 3
Como 3 es primo, sélo T' = 0 es la tinica posibilidad en el Lema 3.

Teorema 2. Entre los cuerpos cibicos totalmente reales, el de discriminante 49
tiene el requlador minimal igual o 0,525454.... Los dos reguladores en esta sig-
natura que le siguen corresponden a los cuerpos de discriminante 81 y 169, con
requladores iguales o 0,849287... y 1,365049..., respectivamente. 5i k es un cuerpo
etbico totalmente real con discriminante distinto de los tres anteriores, entonces
su requlador cumple Ry > 1,6.

Demostracién. Supongamos que Ry < 1,6. Comor =2y m = 2/\/5, de (3.10)
obtenemos |Di| < 630, 14. La Tabla 1 nos dice que la clase del diferente es trivial,
va que de lo contrario |Dy| > 1652. La desigualdad (3.11) da |Dx| < 304, ya
que 4g30(1/630) = 2.085... y 4g30(1/304) = 1,6015.... Inspeccionando los seis
cuerpos en esta signatura con |Dy| < 304 [Col, p. 512, vemos que los tres primeros
reguladores son los del teorema. d
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Teorema 3. Entre los cuerpos cibicos de signatura (1,1), el de discriminante
—23 tiene el menor regulador igual a 0,251199.... Los dos reguladores en esta
signotura que le siguen corresponden o los cuerpos de discriminante —31 y —4d4,
con requladores iguales o 0,382245... y 0,609377..., respectivamente. St k es un
cuerpo ctbico de signatura (1,1) con discriminante distinto de los tres anteriores,
entonces su requlador cumple Ry, > 0,7.

Demostracidn. Supongamos que Ry < 0,7. Como r =1y - = 1, de (3.1) obte-
nemos |Dy| < 305,13. La Tabla 1 nos dice que la clase del diferente es trivial,
va que de lo contrario |Dy| > 431. La desigualdad (3.11) da |Di| < 91, ya que
401,1(1/305) = 1.0285... y 4g1,1(1/91) = 0,70086.... Inspeccionando los siete cuer-
pos en esta signatura con |Dg| < 91 [Co, p. 509], vemos que los tres primeros
reguladores son los del teorema. O

4.3. Cuerpos de grado 4

Las posibles signaturas para los cuerpos cudrticos son (4,0), (2,1) y (0,2). El
valor de T' en el Lema 3 puede ser 0 ¢ 1. Usaremos las tablas de [CDO] para los
discriminantes de cuerpos cudrticos.

Teorema 4. Entre los cuerpos cudrticos totalmente reales, el de discriminante 725
tiene el menor regulador igual a 0,825068.... Los dos requladores en esta signatura
que le siguen corresponden a los cuerpos de discriminante 1125 y 1600 con re-
guladores iguales a 1,165455... y 1,542505..., respectivamente. Si k es un cuerpo
ciartico totalmente real con discriminante distinto de los tres anteriores, entonces
su requiador cumple By, > 1, 8.

Demostracidn. Supongamos que Ry < 1,8. Comenzamos con el caso 7' = 0. Como
r =3, y como por (1.18) tenemos 73 = /2, de (3.10) obtenemos || = 35108,
La Tabla 1 nos dice que la clase del diferente es trivial, ya que de lo contrario | Dy| >
52278. La desigualdad (3.11) da |Dy| < 2630, ya que 4g40(1/35102) = 4, 9449...
Yy 4940(1/2630) = 1,8002.... Inspeccionando los diez cuerpos en esta signatura con
'Dyi| < 2630 [CDO], vemos que los tres primeros reguladores son los del teorema.

51 T = 1, la tnica posibilidad de signatura para L; es (2,0). Por (3.3) y
el Teorema 1, tenemos my(e;) > 0,96. Usando (1.2) tenemos A(k/L;) = 2,
con lo que de (3.2) obtenemos D, < 799362,51. Como viéramos ya en el caso
T = 0, si la clase del diferente no es trivial, entonces [Dx| > 52278,37. Co-
mo 2g40(1/799362) = 4,031... y 2g40(1/52279) = 2,74..., por (3.12) podemos
concluir que la clase del diferente es trivial. Como 4g40(1/799362) = 8,062... y
ya vimos que 4g40(1/2630) = 1,8002..., por (3.12) nuevamente concluimos que
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Teorema 5. Entre los cuerpos cudrticos de signatura (2,1), el de discriminante
—275 tiene el menor regulador igual a 0,369184.... Los dos reguladores en esta
signatura que le siguen corresponden a los cuerpos de discriminante —283 y —331
con requladores iguales a 0,378199... y 0,432203..., respectivamente. Si k es un
cuerpo ciartico de signatura (2,1) con discriminante distinto de los tres anteriores,
entonces su requlador cumple Ry > 0, 5.

Demostracién. Supongamos que Ry, < 0,5 y comencemos con €l caso T = 0. Como
r =2y =2//3, de (3.1) obtenemos | Di| < 17815, 39. Si la clase del diferente no
es trivial, entonces por la Tabla 1 tenemos |Di| > 12007. Como 2g,,(1/17815) =
1,0581... v 2g2,1(1/12008) = 0,983..., por (3.12) podemos concluir que la clase del
diferente es trivial. Como 4g(1/428) = 0,5003... y 494,0(1/17815) = 2,1163...,
por (3.11) concluimos que |Dj| < 428. Inspeccionando los cuatro cuerpos en esta
signatura con |Dy| < 428 [CDO], vemos que los tres primeros reguladores son los
del teorema.

Si T =1, entonces L, tiene signatura (2,0). Por (3.3) y el Teorema 1, tenemos
mi(e1) > 0,48+/6. Usando (1.2) tenemos A(k/Li) = /2, con lo que de (3.2)
obtenemos D) < 6298,01. Como viéramos ya en el caso T = 0, si la clase del
diferente no es trivial, entonces |Dg| > 120007, por lo que podemos suponer que
la clase del diferente es trivial. Como 4g,1(1/6298) = 1,6844... y ya vimos que
4g,1(1/428) = 0,5003..., por (3.12) nuevamente concluimos que |Di| < 428. O

Teorema 6. Entre los cuerpos cudrticos totalmente complejos el de discriminante
229 tiene el menor requlador igual a 0,337377.... Los dos requladores en esta sig-
natura que le siguen corresponden a los cuerpos de discriminante 257 y 117 con
reguladores iguales a 0,442137... y 0,543535..., respectivamente. Si k es un cuer-
po cuartico totalmente complejo con discriminante distinto de los tres anteriores,
entonces su regulador cumple Ry > 0,6.

Demostracidn. Supongamos que R < 0,6. En primer lugar descartaremos que
k sea un cuerpo CM. Si su subcuerpo cuadrético real ky # Q(+/5), entonces el
Teorema 1 y la desigualdad (3.8) dan Ry > 0,88. Si k, = Q(+/5), entonces toda
unidad totalmente positiva de k4 es un cuadrado, por lo que en (3.9) tenemos
Ry = 2Rg 5 > 0,96, con lo que el caso CM queda descartado.

Como k& no es CM, podemos aplicar el Lema 3. Sélo puede darse el caso T = 0,
ya que si T' =1 el cuerpo k serfa CM. Como r =1y v =1, de (3.1) obtenemos
|Di| < 2821,93. La clase del diferente es trivial, ya que en caso contrario la Tabla 1
da | Dx| > 3018, 15. Como 4gp 5(1/2821) = 0, 7545... v 4go.2(1/1107) = 0, 600007...,
por (3.11) concluimos que |D;| < 1107. Inspeccionando los 44 cuerpos en esta

signatura con |Dy| < 1107 [CDOJ, vemos que los tres primeros reguladores son los
del teorema. O
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4.4, Cuerpos de grado 5

Sélo el caso T = 0 es posible en grado 5. Las tablas quinticas estdn en [SPD].!

Teorema 7. Enire los cuerpos de grado 5 totalmente reales, el de discriminante
14641 tiene requiador minimal igual a 1,635694.... Los dos reguladores en esta
signatura que le siguen corresponden a los cuerpos de discriminante 24217 y 38 569
con requladores iguales a 2,399421.., y 3,155437..., respectivamente. St k es un
cuerpe quintico totalmente real con discriminante distinto de los tres anteriores,
entonces su regulador cumple Ry > 3,5.

Demostracién. Supongamos que R < 3,5. Como r = 4, y como por (1.18) te-
nemos v4 = /2, de (3.10) obtenemos |Dy| < 4650322,93. La Tabla 1 nos di-
ce que si la clase del diferente no es trivial, entonces |Dy| > 1847433,6. Como
2950(1/1847434) = 6,500... y 2g950(1/4650322) = 8,2304..., por (3.12) conclui-
mos que la clase del diferente es trivial. La desigualdad (3.11) da |Dy| < 58800,
ya que 4gs0(1/4650322) = 16,46... y 4g50(1/58800) = 3,5009.... Inspeccionando
los cuatro cuerpos en esta signatura con |Dg| < 58800 [CDO], vemos que los tres
primeros reguladores son los del teorema. |

Teorema 8. Para los cuerpos de grado 5 y signatura (3,1), el de discriminante
—4 511 tiene regulador minimal igual o (,628579.... Los dos reguladores en es-
ta signatura que le siguen corresponden a los cuerpos de discriminante —4903 y
—5519 con reguladores iguales a 0,668925... y 0,732128..., respectivamente. Si k
es un cuerpo quintico de signatura (3,1) con discriminante distinto de los tres
anteriores, entonces su regulador cumple Ry > 0,75.

Demostracién. Supongamos que Ry, < 0,75. Como r = 3, v 13 = v/2, de (3.1)
obtenemos |Dy| < 8604833,12. La Tabla 1 nos dice que si la clase del diferente
no es trivial, entonces |Dy| > 391125,11. Como 2g;;(1/391126) = 2,1588... y
2051(1/8604833) = 3,4264..., por (3.12) concluimos que la clase del diferente es
trivial. La desigualdad (3.11) da | Dy| < 6055, ya que 4¢31(1/8 604833) = 6,8528...
y 4g31(1/6055) = 0, 75007.... Inspeccionando los cuatro cuerpos en esta signatura
con |Dg| < 6055 [CDO], vemos que los tres primeros reguladores son los del
teorema. 0

Teorema 9. Para los cuerpos de grado 5 y signatura (1,2), el de discriminante
1609 tiene regulador minimal igual a 0,268355.... Los dos reguladores en esta
signatura que le siguen corresponden a los cuerpos de discriminante 1649 y 1777
con reguladores tguales a 0,273599... y 0,290415..., respectivamente. Si k es un
cuerpo quintico de signatura (1,2) con discriminante distinto de los tres anterio-
res, entonces su regulador cumple Ry > 0, 3.

! No se dan los reguladores en [SPD]. Estos aparecen en megrez.math.u-bordeaux.fr/pub/
numberfields.
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Demostracién. Supongamos que Rx < 0,3. Comor =2,y 12 = 2/4/3, de (3.1)
obtenemos |Dy| < 188333,54. La Tabla 1 nos dice que si la clase del diferen-
te no es trivial, entonces |Dy| > 87974,09. Como 2g¢;2(1/87975) = 0,751... y
2912(1/188333) = 0,8686..., por (3.12) concluimos que la clase del diferente es
trivial. La desigualdad (3.11) da |D,| < 1935, ya que 491 2(1/188 333) = 1, 7373...
y 4912(1/1935) = 0, 3001.... Inspeccionando los tres cuerpos en esta signatura con
|Dy| < 1935 [CDOJ, vemos que los tres primeros reguladores son los del teore-
ma. O

4.5. Cuerpos de grado 6

En la literatura encontramos tablas para cuerpos séxticos dependiendo si es
primitivo [Ol1] o imprimitivo [BMO] con subcuerpos cuadréticos o con subcuerpos
cibicos [O12]. Recordamos que buscamos los reguladores minimos solo dependiendo
la signatura sin importar si son o no primitivos.

Teorema 10. Enire los cuerpos de grado 6 totalmente reales, el de discriminante
300125 tiene regulador minimal igual a 3,277562.... Los dos reguladores en este
signatura que le siguen corresponden a los cuerpos de discriminante 371293 y
434 581 con reguladores iguales a 3,774500... y 4,187943..., respectivamente. St k
es un cuerpo séxtico totalmente real con discriminante distinto de los tres anterio-
res, entonces su requlador cumple Ry > 4, 3.

Demostracion. Supongamos que R < 4, 3. Sélo puede darse T'= 0, 1 6 2. Comen-
zamos por el caso T' = 0. Como r = 5, y como por (1.18) tenemos 75 = V/8, de
(3.10) obtenemos |Dy| < 933484006, 57. La Tabla 1 nos dice que si la clase del
diferente no es trivial, entonces |Dy| > 70270442, 55. Como 2gg0(1/933 484 006) =
31,79... y 2g6,0(1/70270443) = 16, 7..., por (3.12) concluimos que la clase del dife-
rente es trivial. La desigualdad (3.11) da | Dy| < 498 300, ya que 4g6 o(1/933 484 006)
= 63,58... y 4950(1/498 300) = 4, 3001.... Inspeccionando los cinco cuerpos en esta
signatura con |Dy| < 498 300 [CDO], vemos que los tres primeros reguladores son
los del teorema.

Cuando T = 1, para Ly las signaturas posibles son (2,0) ¢ (3,0). Consi-
deramos primero el caso (2,0). Por (3.3) y el Teorema 1, tenemos my(e;) >
0,48+/6. Usando (1.2) tenemos A(k/L;) = 4, con lo que de (3.2) obtenemos | Dy| <
46110687068, 7. Como viéramos ya en el caso T' = 0, si la clase del diferente no
es trivial, entonces |Dy| > 70270442, 55. Como 2gg0(1,/46 110687 068) = 49, 33...
¥ 296,0(1/70270443) = 16, 7..., por (3.12) concluimos que la clase del diferente es
trivial. La desigualdad (3.11) da |D;| < 498300, ya que 4gs0(1/46 110687 068)
=08,66... y 496,0(1/498300) = 4,3001.... Este rango de discriminante da los tres
reguladores del teorema, como vimos si T = 0.
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Supongamos ahora que L tiene signatura (3,0). Por (3.6), con (b1, by, b3) =
(2,2,2), tenemos my(e1) > 0,28+/3. Usando (1.2) tenemos A(k/L,) = /6, con
lo que de (3.2) obtenemos |Dy| < 118062130449, 55. Como viéramos ya en el
caso T = 0, si la clase del diferente no es trivial, entonces |Dy| > 70270442, 55.
Como 2g60(1/118 062130 449)=47, 57... y 2g6,0(1/70270443) = 16,7..., por (3.12)
concluimos que la clase del diferente es trivial. La desigualdad (3.11) da |Dy| <
498300, ya que 4ge.o(1/118 062 130449) = 95, 14... y 4ge0(1/498 300)=4, 3001....

En el caso T = 2, la tnica posibilidad es que Ly = Ly y (r1(Ly1),m2(L2)) = (3,0).
Como r(Ls) = 2, podemos usar (3.7) y el Teorema 2, encontrando que

mi(e)mi(es) > 2v/3 0,525 > 1,818.

El Lema 3, parte II con A(L,/Q) = /8, A(k/Ls) = v/6,da | Dy| < 62511368048, 2.
Si la clase del diferente no es trivial, entonces |Dy| > 70270442, 55. De (3.12), de
296,0(1/62511 368 048) = 49,19... y de 2g4,0(1/70270443)=16, 7..., concluimos que
la clase del diferente es trivial. La desigualdad (3.11) da [Dy| < 498 300, ya que
4g6,0(1/62511 368 048) = 98, 38.... v 4gs0(1/498 300) =4, 3001.... O

Teorema 11. Entre los cuerpos de grado 6 y signatura (4,1), el de discriminante
—92779 tiene el menor requlador igual a 1,262710.... Los dos requladores en esta
signatura que le siguen corresponden a los cuerpos de discriminante —94363 y
—103 243 con reguladores iguales a 1,277066... y 1,359897..., respectivamente. St
k es un cuerpo séztico de signatura (4,1) con discriminante distinto de los tres
antertores, entonces su regulodor cumple Ry > 1,37.

Demostracidn. Supongamos que Ry < 1,37. Nuevamente sélo puede darse 7' = 0,
1 6 2, y comenzamos por T = (. Como r = 4, y como por (1.18) tenemos
Y4 = /2, de (3.1) obtenemos |Dy| < 20105148649,39. La Tabla 1 nos dice
que si la clase del diferente no es trivial, entonces |Dy| > 14061617,34. Como
294,1(1/20105148649) = 8,83... y 294,(1/14 061 618) = 5, 26..., por (3.12) conclui-
mos que la clase del diferente es trivial. La desigualdad (3.11) da |Dj| < 110200,
ya que 4g41(1/110200) = 1,3704... y 4941(1/20 105 148 649) = 17, 67.... Inspeccio-
nando los cinco cuerpos en esta signatura con |Dj| < 110200 [CDO], vemos que
los tres primeros reguladores son los del teorema.

Cuando T = 1, para L; las signaturas posibles nuevamente son (2,0) 6 (3,0).
Consideraremos en primer lugar el caso (2,0). Por (3.3) y el Teorema 1, tenemos
m(e1) > 0,48v/8. Usando (1.2) tenemos A(k/L;) = v/14, con lo que de (3.2) obte-
nemos |Dg| < 1066366211, 07. Como viéramos ya en el caso T = 0, si la clase del
diferente no es trivial, entonces |Dy| > 14061618. Como 2g4,(1/1 066366 211)
= 11,35... ¥ 294:(1/14061618) = 5,26..., por (3.12) concluimos que la clase

* Como menciondramos al final del Capitulo 1, A(La/Ly) =0 ya que L; = Lo.
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del diferente es trivial. Clomo 4g41(1/1066366211) =22,71... y 4g41(1/110200)
= 1,3704..., la desigualdad (3.11) da |Dy| < 110200. Este rango de discriminante
da los tres reguladores del teorema, como ya vimos.

Supongamos ahora que [ tiene signatura (3,0). Por (3.6}, con (b1, by, b3) =
(4,2,2) 6 (2,4,2),% tenemos (tomando el peor caso) my(e1) > 0,28+/10/3. Usando
(1.2) tenemos A(k/L;) = 2, con lo que de (3.2) obtenemos | Di| < 2453219654, 02.
Como viéramos ya en el caso 7' = 0, si la clase del diferente no es trivial, entonces
|Dy| > 14061 618. Como 2g41(1/2453219654) = 11,66... y 2g4,1(1/14061618) =
5,26..., por (3.12) concluimos que la clase del diferente es trivial. La desigualdad
(3.11) da | D] < 110200, ya que 4gy1(1/2453 219 654) =23,32... y 4g4, (1/110200)
=1,3704....

Enelcaso T = 2, lainica posibilidad esque Ly = Lo y (Tl(Ll), rz(Lz)) = (3,0).
Como r(Ly) = 2, podemos usar (3.7) y el Teorema 2, encontrando que

myler)meles) = 24/3 0,525 > 1,818.

El Lema 3, parte IT con A(L,/Q) = /8, A(k/Lo) = 2, da | D] < 992046125, 12. 5i
la clase del diferente no es trivial, entonces |Dy| > 14 061 618. Por (3.12) , y obser-
vando que 2g4,1(1/992046 125) =11,3.. y 2g4,1(1/14 061 618) =5, 26..., concluimos
que la clase del diferente es trivial. La desigualdad (3.11) da |Dy| < 110200, ya
que 4ge(1/992046 125) = 22,6... y 4g41(1/110200) =1,3704.... O

Teorema 12. Entre los cuerpos de grado 6 y signatura (2,2), el de discriminante
28037 tiene el menor regulador igual a 0,478924.... Los dos reguladores en es-
ta signatura que le siguen corresponden a los cuerpos de discriminante 29077 y
29189 con requladores iguales a 0,491602... y 0,492916..., respectivamente. En esta
signatura, todos los demds cuerpos k, cumplen con Ry > 0, 5.

Demostracién. Supongamos que Rr < 0,5. Sélo puede darse 7" = 0, 1 6 2. Su-
pongamos en primer lugar que T° = 0. Como r = 3, y como por (1.18) te-
nemos 3 = v/2, de (3.1) obtenemos |Dy| < 240678624,97. La Tabla 1 nos di-
ce que si la clase del diferente no es trivial, entonces |Dg| > 2938525, 63. Como
2922(1/240678624) = 2,9... v 2¢22(1/2938526) = 1,71..., por (3.12) concluimos
que la clase del diferente es trivial. La desigualdad (3.11) da |Dy| < 30890, ya
que 4g22(1/30890) = 0,5001... y 4g22(1/240678624) = 5, 8.... Inspeccionando los
cuatro cuerpos en esta signatura con |Di| < 30890 [CDO], vemos que los tres
primeros reguladores son los del teorema.

Cuando T = 1, para L, las signaturas posibles son (2,0), (1,1) 6 (3,0). Con-
sideraremos en primer lugar el caso (2,0). Por (3.3) y el Teorema 1, tenemos
my(e1) > 0,48v/10. Usando (1.2) tenemos A(k/L;) = /12, con lo que de (3.2)

3 La desigualdad (3.6) es simétrica con respecto a by v ba, pero 1o by.
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obtenemos |Dy| < 20660 156,36. Como viéramos ya en el caso T' = 0, si la cla-
se del diferente no es trivial, entonces |Dy| > 2938 526. Como 2g12(1/20 660 156)
= 2,55... y 2g922(1/2038526) = 1,71..., por (3.12) concluimos que la clase del di-
ferente es trivial. La desigualdad (3.11) da |Dg| < 30890, ya que 4g¢22(1/30890)
= 0,5001... y 4g22(1/20660156) = 5, 1.... Este rango de discriminante da los tres
reguladores del tecrema, como ya vimos.

El caso de signatura (1, 1) para Ly es parecide va que nuevamente las unidades
de L tienen rango 1. Damos ahora los detalles. Por (3.3) y el Teorema 3, tenemos
me(e1) > 0,28 - 2. Usando (1.2) tenemos A(k/Ly) = 2, con lo que de (3.2) obtene-
mos | Dy| < 54688 779,27. Como 2g52(1/54688779) = 2,84... y 2g.2(1/2 938 526)
=1,71..., por (3.12) concluimos que la clase del diferente eg trivial. La desigualdad
(3.11) da |Dg| < 30890, ya que 4g9,2(1/30890) = 0,5001... y 4g22(1/54688779)
= 5,68..., con lo que volvemos a nuestros tres discriminantes.

Supongamos ahora que L; tiene signatura (3,0). Por (3.6), con (by, bs, bs3) =
(4,4,2) 6 (2,4,4), tenemos (tomando el peor caso) my(e;) > 0,28-2. Usando (1.2)
tenemos A(k/L;) = v/2, con lo que de (3.2) obtenemos | Dy| < 39 341 685, 37. Como
2022(1/39341685) = 2,75... y 2922(1/2938526) = 1,71..., por (3.12) concluimos
que la clase del diferente es trivial. La desigualdad (3.11) da | Dy| < 30890, ya que
4402(1/30890) = 0,5001... y 4g22(1/39341685) = 5,51..., con lo que volvemos a
nuestros tres discriminantes y concluimos el caso T'= 1.

En el caso T" = 2, nuevamente la 1inica posibilidad es que Ly = Ly y r1(L;) = 3
y ra(Lg) = 0. Tal como en los casos séxticos anteriores, my(e1)mx(ga) > 2/3 -
0,525 > 1,818. El Lema 3, parte II con A(L1/Q) = v/8, A(k/Ls) = /2, da | Di| <
12490950,99. Como 2g22(1/12490950) = 2,35... y 2¢22(1/2938526) = 1,T1...,
por (3.12) concluimos que la clase del diferente es trivial. La desigualdad (3.11) da
|Dy| < 30890, ya que 4g25(1/30890) = 0,5001... y 4g22(1/12490950) = 4,71...,
con lo que volvemos a nuestros tres discriminantes y concluimos el caso T'=2. [

En el caso séxtico totalmente complejo, Friedman [Frl] demostré que los tres
primeros reguladores son los mas pequetios de cualquier signatura, y que cualquier
otro regulador es mayor que 1/4. Nosotros demostraremos un poco mds, pero
limitdndonos a esta signatura.

Teorema 13. Entre los cuerpos de grado 6 totalmente complejos, el de discrimi-
nante —10051 tiene el menor regulador, aproximadamente igual a 0,205216.... Los
dos reguladores en esta signatura que le siguen corresponden a los cuerpos de dis-
criminante —10571 y —12 167 con reguladores iguales a 0,213209... y 0,237219...,

respectivamente. En esta signatura, todos los demds cuerpes k, cumplen con Ry >
@47,

Dernostracién. Supongamos que Ry < 0,27. Entonces k no puede ser CM ya que
Ry > 2Ry, > 20,525, por el Teorema 2 y (3.8). Supongamos ahora que T = 0.
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Comor =27y v, = 2/v/3, de (3.1) obtenemos | Dy| < 2980133,79. La Tabla 1 nos
dice que si la clase del diferente no es trivial, entonces |D| > 649 080, 05. Como
290,3(1/2980133) =0, 76... y 2g0,3(1/649081) = 0, 58..., por (3.12) concluimos que
la clase del diferente es trivial. La desigualdad (3.11) da [Di| < 16420, ya que
4003(1/16420) = 0,2701... y 4g0,3(1/2980133) = 1, 52.... Inspeccionando los ocho
cuerpos en esta signatura con |Di| < 16420 [CDO], vemos que los tres primeros
reguladores son los del teorema.

Como ya hemos excluido el caso CM, el tinico caso que nos queda es T =
1, con L, de signatura (1,1).* Por (3.3) y el Teorema 1, tenemos my(e;) >
0,28+/6. Usando (1.2) tenemos A(k/L;) = /2, con lo que de (3.2) obtenemos
|Di| < 1811385,28. Como viéramos ya en el caso T = 0, si la clase del diferen-
te no es trivial, entonces |Di| > 649081. Por (3.12), 2g03(1/649081) = 0, 58...
Yy 2903(1/1811385) = 0,71..., concluimos que la clase del diferente es trivial.
La desigualdad (3.11) da |Di| < 16420, ya que 4go3(1/16420) = 0,2701... y
4903(1/1811385) = 1,42..., lo que nos devuelve a los tres discriminantes del Teo-
rema. O

4.6. Cuerpos de grado 7

Las referencias para tablas que utilizaremos son [Dil], [Po2] ¥ [Vo]. Como 7 es
primo, sélo T = 0 es posible.

Teorema 14. Entre los cuerpos de grado 7 totalmente reales, el de discriminante
20 134 393 tiene requlador minimal igual a 14,446932.... Los dos reguladores en esta
signatura que le siguen corresponden a los cuerpos de discriminante 25 367 689 y
28118369 con reguladores iguales a 16,005863... y 18,127843..., respectivamente.
Si k es un cuerpo de grado 7 totalmente real con discriminante distinto de los tres
anteriores, entonces su requlador cumple Ry > 19,1.

Demostracion. Supongamos que Ry < 19,1. Como 7 = 6, y como por (1.18) tene-
mos g = 2/+v/3, de (3.10) obtenemos |Dy| < 16 245835774084, 6. La Tabla 1 nos
dice que si la clase del diferente no es trivial, entonces |Dy| > 2819959521, 51.
Como 2g7,0(1/2819959522) = 45,15... y 2g70(1/16 245835774084) = 191,9...,
por (3.12) concluimos que la clase del diferente es trivial. La desigualdad (3.11) da
| Die| < 49400000, ya que 4g7,0(1/16 245 835774 084) = 383, 9... y 4g7,0(1,/49 400 000)
= 19, 103.... Inspeccionando los 19 cuerpos en esta signatura con | Dy| < 49400 000
[Vo], vemos que los tres primeros reguladores son los del teorema. 0

4 Un cuerpo séxtico totalmente complejo no puede contener un subcuerpo real cuadrético,
ya que un cuerpo totalmente real L no tiene extension k totalmente compleja de grado [k : L]
impar.
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Teorema 15. Entre los cuerpos de grado 7y signatura (1,3), el de discriminante
—184 607 tiene regulador minimal igual a 0,380447.... Si k es un cuerpo de grado
7y signatura (1,3) con discriminante distinto del anterior, entonces su requlador
cumple Ry > 0,3836.

Entre los cuerpos de grado 7 y signotura (1,3), el de discriminante —184 607
tiene regulador minimal, aprozimadamente igual a 0,3804. Si k es un cuerpo de
grado 7y signatura (1,3) con discriminante distinto del anterior, entonces su
requiador cumple R > 0, 38336.

Demostracién. Supongamos que Ry < 0,3836. Como 7 = 3, y como por (1.18)
tenemos v; = /2, de (3.1) obtenemos |D;| < 5683255810,86. La Tabla 1 nos
dice que si la clase del diferente no es trivial, entonces |Dy| > 22162140, 35.
Como 2¢1,5(1/22162141) = 1,37... y 291 5(1/5683255810) = 2,26..., por (3.12)
concluimos que la clase del diferente es trivial. La desigualdad (3.11) da |D;| <
196128, ya que 4g;3(1/196 128) = 0, 383607... y 4g1,5(1/5683255810) = 4,52....
Inspeccionando los cuatro cuerpos en esta signatura con |Dy| < 196128 [Dil1],
vemos que el primer regulador es es del teorema. O

4.7. Signaturas no logradas en grado 7

El lector se preguntard qué sucede con las dos signaturas restantes en grado 7.
Para la signatura (5, 1), tenemos que el método analitico es inttil si | Dy > 81,97,
ya que gs,1(1/81,97) < 0, y por lo tanto g5 1(1/z) < 0 paraz > 81,97, El menor re-
gulador conocido en esta signatura es de aproximadamente 2,8846, correspondiente
al cuerpo con discriminante —2 306599, minimal para esta signatura. Desgracia-
damente la cota geométrica (3.1) en este caso da |Dg| < 107,057 si Ry < 2, 8846.
Como 107,05 > 81,9, el método analitico fracasa.

Lo mejor que podemos demostrar para todo k en esta signatura es Ry, > 1,689
puesto que, por (3.1), si Ry < 1,689 entonces |Dy| < 81,15617. Si la clase del
diferente no es trivial, entonces |Di| > 541261759,21 por la Tabla 1. Como
295,1(1/541261760) = 13,74... y 29(1/81,15617) = 1,700092... , por (3.12) con-
cluimos que la clase del diferente es trivial. Como 2¢(1/81, 15617) = 1,700092... y
49(1/2306 599) = 2, 78..., obtenemos la contradiccién que demuestra Ry, > 1, 689.

El regulador mas pequefio conocido en signatura (3,2) es de aproximadamente
1,0043..., correspondiente al cuerpo de discriminante 612233, minimal para es-
ta signatura. Lo mejor que podemos demostrar para todo k con signatura (3, 2)
es Ry > 0,8727. En efecto, supongamos que R, < 0,8727. Entonces (3.10) da
|Dx| < 1046873034826, 2. Si la clase del diferente no es trivial, entonces |Dy| >
107 325 647, 38 por la Tabla 1. Por (3.12) concluimos que la clase del diferente es
trivial ya que 2g32(1/107 325 648) = 4, 28... y 2g5(1/1 046 873 034 826) = 0, 874....
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Concluimos verificando que 4g(1/1046873034826) = 1,748... y 4¢(1/612233) =
0, 9763....

4.8. Cuerpos de grado 8 totalmente complejos

En el caso éctico totalmente complejo, Diaz y Diaz [Di2] determind los primeros
15 discriminantes minimales, pero no publicd sus ecuaciones ni reguladores.® El
Profesor Dfaz y Diaz gentilmente re-calculé los polincmios necesarios y nos hizo
llegar la tabla que transcribimos en el Capitulo 5.

Notamos que en [Di2] se demuestra que hay 15 cuerpos de grado 8 totalmente
complejos con discriminante menor a 1656 110. Como hemos verificado que los
15 cuerpos en la tabla efectivamente tienen la signatura, grado, y discriminante
sefialados, queda claro que la lista es completa.

Teorema 16. Entre los cuerpos de grado 8 totalmente complejos, el cuerpo de
discriminante 1 282 789 tiene el menor requlador, aprozimadamente igual a 0,3135.
Los tres regquladores en esta signatura que le siquen corresponden a los cuerpos
de discriminante 1361513, 1385533 y 1424293 con reguladores aprozimados de
0,3264, 0,3311 y 0,3367, respectivamente. St k es un cuerpo dctico totalmente
complejo con discriminante distinto de los cuatro anteriores, entonces su requlador
cumple Ry > 0,344.

Demostracién. Supongamos que Ry < 0,344. Entonces k£ no puede ser CM ya que
Ry, = 4Ry, > 40,824 = 3,996, por el Teorema 4 y (3.8). Supongamos ahora que
T =0 Comor =3y = V2, de (3.10) obtenemos |D;| < 118538811875, 16.
La Tabla 1 nos dice que si la clase del diferente no es trivial, entonces |Dy| >
167750589, 93. Como 2g04(1/118 538811 875) = 1,61... y como 2go.4(167 750 590)
= 1,109..., por (3.12) concluimos que la clase del diferente es trivial. La de-
sigualdad (3.11) da |Dy| < 1644000, ya que 4gp4(1/1644000) = 0,3441... y
4g04(1/118 538 811 875) = 3, 224.... Inspeccionando los quince cuerpos en esta sig-
natura con |Dy| < 1644 000 en la Tabla 2, capitulo 5, vemos que los cuatro primeros
reguladores son los del tecrema, y que -fodes los otros son mayores que 0,344.
Como ya hemos excluido el caso CM, los Unicos casos que nos quedanes T =1
6 T = 2. Bl cuerpo L; no puede tener signatura (2,0) puesto que, por (3.3),
my(ey) > 40,48 = 1,92, lo que contradice la desigualdad my (g;) < 0.991 impli-
cada por (1.17). Las posibles signaturas de L; son entonces (0,2) o (2,1).
Supongamos ahora T' = 1. Para la signatura (0, 2), la desigualdad (3.3) y el Teo-
rema 6 dan my(e1) > 2-0,337 = 0,674. Usando (1.2) tenemos A(k/L;) = 2, con lo

5 Nos explicd que su razdén fue que estos cuerpos habia side descubiertos antes por Lenstra
[Le]. Sin embargo, Lenstra tampoco did las ecuaciones, ya que describid sus cuerpos como ciertas
extensiones abelianas de otros cuerpos ya conocidos.
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que de (3.2) obtenemos | Dy| < 9765910895, 74. Por (3.12), 2g0,4(1/9 765910 895)
= 92,151... y 2g04(1/167750590) = 1, 109..., concluimos que la clase del diferen-
te es trivial. La desigualdad (3.11) da |Dg| < 1644000, ya que 4go,4(1/1644000)
= 0,34411... y 4g04(1/9765910895) = 4,303..., lo que nos devuelve a los cuatro
discriminantes del Teorema.

En la signatura (2, 1), tomando el peor caso (b1, b, b3) = (2,4, 4), la desigualdad
(3.6) da my(e1) > 2-0,28 = 0, 56. Usando (1.2) tenemos A(k/L1) = V2, con lo que
de (3.2) obtenemos |Dx| < 41340603952,08. Por (3.12), 2g0,6(1/41340603952)
= 2,048... v 2g0.4(1/167 750590) = 1,109..., concluimos que la clase del diferente
es trivial. Tal como en el caso anterior, terminamos viendo la Tabla 2.

Veamos ahora el caso T = 2. Si Ly ¢ Lo, L serfa real cuadrético, caso que ya
descartamos. Si L; = Lo, su signatura es necesariamente (2,1). Como r(Lg) = 2,
podemos usar (3.7) y el Teorema 5, encontrando que

mk(sl)mk(@) > 2’\/3 0,369 > 1,278.

El Lema 3, parte Il da |Dk| < 18810448265,82 ya que A(L1/Q) = V18 ¥
A(k/Ly) = V2. Si la clase del diferente no es trivial, entonces |Dy| > 167 750 590.
Como 2gg.4(1/18810448 265)=2, 16... y 290,4(1/167750590)=1, 109..., por (3.12)
concluimos que la clase del diferente es trivial. Como antes, volvemos a concluir
que k tiene que ser uno de los 4 cuerpos del teorema. £l



Capitulo 5

Cuerpos de signatura (0,4) (F.
Diaz y Diaz)

A continuacién damos la lista de todos los cuerpos dcticos totalmente complejos
%k con discriminante Dy < 1656 110. En la columna izquierda aparece Dy, en la
columna central damos el polinomio p(z) tal que p(a) =0y &k = Q(c), y en la
columna derecha damos Rj. Esta lista nos fue gentilmente facilitada por Francisco
Diaz y Diaz.

Tabla 2. Cuerpos éeticos totalmente complejos con discriminante menor a 1656 110.

Discriminante Polinomio Regulador
1257728 28— 207 4 425 — dxt + 322~ 22 + 1 0, 6188866
1265625 -zt S -t 41 4, 66182
1282789 2% — 27 +22% — 32° + 32 — 3% + 322 — 2z +1  0,3135398
1327833 28— "+ 28 — 205 4 32t — 4 + 4t — 22 41 0,963
1342413 28— 2T 42zt — 223 4322 — 32+ 1 0,9707274
1361513 28— "+ 2% — 32 + 324 — 32 + 22—z +1 0, 326412
1385533 28— 227+ 325 — 325 + 2% + 1 0,3311125
1424293 22— 22" 228 — S+t — B+ 222 — 2+ 1 0, 3367
1474013 L R N | 0, 3451
1492101 2 — 2"+ 2% — 325 + 2t — 203 + 302+ 1 1,04325557
1513728 28— 227 + 28 4205 -3z — 223 + 22 + 22 4 1 2,106944
1520789 2B—a" bt b4l 0, 353845
1578125 28 — 227 4325 — 2t — 323+ 22 + 1 1,811959
1590773 -z + 225 - 20t + P 2?2 - 2p + 1 0, 363609
1601613 28 — 228 — 325 + 3% + 328 - 222+ 1 1, 10095849

El orden aparentemente caético del regulador en la Tabla 2 se explica por
la presencia de w > 2 rafces de la unidad. Si tabuliramos R/w, verfamos una

28
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relacién mondtona de Ry/wy con Dy en este.rango, como ocurre frecuentemente
con los discriminantes més pequefios en cada signatura. Los cuerpos en la lista con
reguladores pequefios (menores que 0,4) contienen sélo dos rafces de la unidad. Los
otros contienen 4, 6, 10 6 30 raices de la unidad. El regulador y discriminante han
sido calculados con el programa PARI GP, disponible libremente en pari.math.
u-bordeaux.fr/download.html.



Bibliografia

[BMO]

(Cal

[CDO]

[Co]

[Cuj

Dil]

Di2]

[Fr1]

[Fr2)

Bergé, A.-M., Martinet, J. y Olivier, M., The computation of sextic
fields with a quadratic subfield. Math. Comp. 54 (1990) 869-884.

Borevich, Z.I. y Shafarevich, LR.: Number Theory. Academic Press, New
York (1966).

Boyd, D., Reciprocal pclynomials having small measure, Math. Comp.
35 (1980) 1361-1377.

Cassels, J., An Introduction to the Geometry of Numbers. Springer,
Berlin (1959).

Cohen, H., Diaz y Diaz, F. y Olivier, M., Constructing complete tables
of quartic fields using Kummer theory, Math. Comp. 72 (2003) 941-951.

Cohen, H., A Course in Computational Algebraic Number Theory.
Springer, Berlin (1996).

Cusick, T. W. y Schoenfeld, L., A table of fundamental pairs of units in
totally real cubic fields, Math. Comp. 48 (1957) 147-158.

Diaz y Diaz, F., Valeurs minima du discriminant des corps de degré 7
ayant une seule place réelle, C. R. Acad. Sci. Paris Sér. I Math. 296
(1983) 137-139.

Diaz y Diaz, F., Petits discriminants des corps de nombres totalement
imaginaries de degré 8, J. Number Theory 25 (1987) 34-52.

Friedman, E., Analytic formulas for the regulator of a number field,
Invent. Math. 98 (1989) 599-622.

Friedman, E., Regulators and total positivity, Publ. Mat., Proceedings
of the Primeras Jornadas de Teorfa de Nimeros (2007) 119-130 .

30



BIBLIOGRAFIA 31

[Ha)

[Le]
Mal
[Neu]
(Od]
jon]
012]
[PMD]
[Po1]

[Po2]

[Poi]
[PZ]

[Re]

Hanrot, G., Solving Thue equations without the full unit group, Math.
Comp. 69 (2000) 395-405.

Hecke, E., Lectures on the Theory of Algebraic Numbers. Springer,
Berlin (1981).

Lenstra, H. W., Fuclidean number fields of large degree, Invent. Math.
38 (1976) 237-254.

Martinet, J., Perfect Lattices in Euclidean Spaces. Springer, Berlin

(2003).
Neukirch, J., Algebraic Number Theory. Springer, Berlin (1999).

Odlyzko, A. M., Bounds for discriminants and related estimates for class
numbers, regulators and zeros of zeta functions: a survey of recent re-
sults. Sém. Théor. Nombres Bordeaux 2 (1990) 119-141 .

Olivier, M., Corps sextiques primitifs. Ann. Inst. Fourier 40 (1991) 757-
167

Olivier, M., The computation of sextic fields with a cubic subfield and
no quadratic subfield, Math. Comp. 58 (1992) 419 - 432.

Pohst, M., Martinet, J., y Diaz y Diaz, F., The minimum discriminant
of totally real octic fields, J. Number Theory 36 (1990) 145-159.

Pohst, M., Regulatorabschitzungen fir total relle algebraische
Zahlkérper, J. Number Theory 9 (1977) 459-492.

Pohst, M., The minimum discriminant of seventh degree totally real
algebraic number fields. En: Number Theory and Algebra, pp. 235-240.
Academic Press, New York (1977).

Poitou, G., Sur les petits discriminants, Séminaire Delange-Pisot-Poitou
(Théorie des Nombres) 9 (1976-1977), no. 6.

Pohst, M., Zassenhaus, H., Algorithmic Algebraic Number Theory.
Cambridge University Press, Cambridge (1989).

Remak, R., Uber Grossenbeziehungen zwischen Diskriminante und Re-
gulator eines algebraischen Zahlkérpers, Compos. Math. 10 (1952) 245-
285.

Smyth, C.J., On the product of the conjugates outside the unit circle
of an algebraic integer. Bull. London Math. Soc. 3 (1971) 169-175.



BIBLIOGRAFIA 32

[SPD] Schwarz, A., Pohst, M., y Diaz y Diaz, F., A table of quintic number
fields, Math. Comp. 63 (1994) 361-376.

Vo] Voight, J., Enumeration of totally real number fields of bounded root dis-
criminant. En: Algorithmic Number Theory (ANTS VIII, Banff, 2008),
A. van der Poorten y A. Stein, eds., Lecture Notes in Comp. Sci., vol.
5011, Springer, Berlin (2008) 268-281.

[Zi] Zimmert, R., Ideale kleiner Norm in Idealklassen und eine Regulato-
rabschéitzung, Invent. Math. 62 (1981) 367-380.



