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Resumen

E esta ¡esis abo¡damos e] probiema dÉr en¡re€iar condicio¡es suficientes pala obienei la exis'

rencia l unicidad de la solución casl automórfica para las siguienies ecuaciones

j/ t.uacione- inte¡rare' de cor'voluc.or..

ii E( u¿rc;one- rnl égro-dif"-encjalp:.

iii\ Ecuacjone- dife_enciale" neau r onorna- -\

ir') Ecuaciones dife¡enciales con argumen¡o consiante a t¡ozos nc.au¡ónomas.

En el ca-so de la.s ecuaciones inregrales de convolución se da¡ uuevos teorcmas que pe¡miten obteter

la solución casi au¡omó¡fica de una ecuació¡ que es de tipo avanzado ¡ ¡e¡a¡tiado. Pa¡a es¡udia¡

la solución casi au¡omórflca de las ecuaciones diferenciale¡ no-autónorra-s se emplea la teoría de

dicotomía expolencial. ia que ayuda e obtener la ecuació¡ integrai equivalente er cuya expresiól

participa una funcjóI de Gree¡ que depen<ie de dos r,'a¡iables: cua¡do ésta es Bi-ca.si a¡tomó¡flca

se Jc,g:"a <ielernirar que la. única solución es casi au¡omó¡fic¿.

Al esrudia¡ ia solucjón casi automó¡6ca compacia de ecuaciones dife¡e¡rciales. se lo6na dar

condiciones na¡u¡ales bajo las cuales la función de Green es Bi-casi aulomó¡fica compacl,a. EsLo es

un heciro relevanle ya oue Do se recurre a las condiciones espectrales de Acquis_uapace-Terrini lerlre
orras) 133i para poCer obtener esta p¡opiedad. De esa trane¡a se iogra probar oue una ecuacjón con

matriz de coefcien¡es casi au¡onró¡ñca compacta \, coa penurbación casi autor:ió¡fica comp¿c¡a

ent¡ega baio condiciones adecuadas una única soiución casi automó¡fica compac¡a-

Al es¡u<iia¡ 1a¡ ecuaciones dife¡enciales con a¡gr:mento cons¡a[re a t¡ozos. introducimos a ias

fu[ciones Z-casi a.utomórflcas. que se utiliz¿n para esiudiar u¡ sistema neu¡¡a] au¡ónoDo de ecua-

ciones dife¡enciales co¡ argumento cons'uante a ¡rozos. Paia es¡udia¡ el caso no-autónomo seguiúros

el trabajo realizado por R.. luan ¡ H. Jialin [54ieD el coulexto de ]as fu¡cjones casl periódicas. sus

resultados son extendidos 1_ mejorados.

Finalrnen¡e. se da una aplicación a la existeDcia J'unicidad de ]a solución casi automórñca para

el rnodelo de La.sota-\liazeu'ska con arerume-nfo constante a trozos.

\jl



Abstract

Iu ¡his thesis. ¡¡e deal with the problem of establishing sufiicient conditjon"s n'hich ensure tire
existence aüd uniqueDess of tl¡e aimost automorphic soluriol for tbe follorving class of equations:

i Convo,u rior tnregral equation..

ii) lntegro-differenriaL equariolrs.

iii) Non-autonomous difie¡ential equations a¡d

i\'l Non-autonomous dife¡eniial equations with piecewise coDstant a¡gument.

Iú the case of the convolutio[ integTa] equations. we give De\i theoreDN etrsuring the existence

a¡d unioueness of the alnosr automorphic solutio! oi a¡ equatio! trhich is of advancei a¡rd deiayed

tl?e. In order to obtaiD the almost automo¡phic solution oÍ Íolt-autonomous djfferenrial equa¡ions.
'we úse ihe iheorr of exponential dichotomr,. *'irich nelp us lo constiuct the equir.alem integral
equation §'hose er?ressio¡ has a G¡eeu func¡io¡ thaf depends of tv'o rariables. If rhe G¡een funcllor
is Bj-aimost automorphjc q,e a¡e ablc io determine that the uuioue bounded solutjo¡ is almosi
a,utomo¡pllic.

whe¡ e studl- the compact almost autor'¡lorphic soluijo¡ oj" diflereniial equai.ions. ihe prope¡i].
of compac,. Bl-alr:rrost auiomorphici¡J' appea¡s natu.al]1.. This ¡e]eranr iact a.llo¡¡ us ¡o do ¡rot use of
the specrral coudltions of Acquistapace-Terrini iald o'the¡ h]?ciesis) Í23 for havitg iilis p¡opert¡'.

So. we prove tLrar a difereIrtia] eoua¡ioD \,!,it]r compact almosi auromorphic coefficjent ¡tairl\
aúd q'i¡h a compact almost autourorphic perrurbation has a unique coBpact airnost automorphic
solu¡iol.

\\:hen we are dealiirg $ii¡h differcntial equa.iions wiih pieceu,ise co[stani algumen¡. rve inr¡oduce
the ?lah¡ost automorphic func¡ions rrhich are used to stud]' a sr-slem of ueu.u¡al aul,onotlous
difle¡en¡jal equaiio[ Í,iih pjecer,ise constaDt argument. In ¡he non-autonourous case, we Iollou,
the Í¡ork of R. Yuan and H. Jialin I5,1] made in rhe aimos¡ pe¡iodic f¡ameu'o¡k- ex',erditg ald
irDp¡oviüg ihei¡ results.

Finall¡', we applv our resul¡s for oirtain the unique a.lmost automorphic solution of the classic

I-asota-\\'aze¡r'ska model 1\'ith piecen ise constani argument.
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Introducción General,
Organización y Contenido de la
Tesis-

L¿s funcio[es casi auromórfrcas fue¡on i¡t¡oducida-. en e] a¡lo 1955 por Salomon Bochue¡ e1l

el a¡tículo [7] como un t:"abajo er Geo¡ne¡¡ia Diferencíal. después de introduci¡ és¡as funciones S.

Boch¡re¡ e¡ su artículo [9] dice ]o sie¡¡enre: u¡ t)o not ];nou uthether al,mosÍ autarnorphic .functtons
are genu'i'ncLg more general than aLmost pe,"";ad,ia.function- Bui aJe haüe arrilted ui a getuetal tApe

af theorem.... which appli.es aLiematxwl! ta almost uutorrLoryllt¡.) iutucl,iont anti o,imost pertoc)tc

iuncttont. bttt whtch u¡e can t'uLlg dernonstm,te ,for aLmost perrad,ic functxons onLg by c).eai,tng ttte

case o.{ aLmast automoryh\c frst. Este problema de ia generalización ¡'contención propia de las

fu¡ciones casi periódicas err las casi au¡orló¡ficas íue resuelto pol \\¡.,{ !'eech el que otorga un
ejemplo de función casi automó.ñca que Do es casj periódica aunqle el ejemplo que cotsigue es

deut¡o del glupo de los números en¡e¡os ¡-no er ios núrne¡os ¡eales iver i49]). siguiendo esto S.

Bochne¡ eu su a¡ticulo [10] demuestra que la siguiente fuución:

o(.n) = si.gn cos(.2¡n9). n. aZ. úaR-Q.

es casi auromórñca pero uo casi peijódica: éste ejemplo Ie había sido conceciido poi H. Fursrenberg.

Abora ¡,a sabemos que las funclolies casi auto¡róÍicas sol una generalizaciórr de las furciones cir"si

perióciicas. Después de itl¡roduci¡las Bochne¡ se p: eocupó por es¡udia¡ ia estruc',ula de ellas. con

ese Ímpetu obtieDe teorernas <ie convergelcia tipo Dini [8].

Cláic¿¡,mente ha¡'muchas razones pa¡a es¡udia¡ las funcjones casi autor¡ór6cas. una cle elias

es que dacia una ecuacjón dife¡encjal casj pe¡iódica ésia puede tene¡ soluciones casi autorr,ó¡6c¡-s

pcro no casi perjódlcas. esi.e fenóne¡o lué obse¡rado por R, Johnson en i30i ei que cons',rul'e el

sisujente ejemplo: Dada 1a ecuación

r' = Ait tr(t.\ + B(t), (0.0.1)

con las siguieties propieciades:

j). .4(f). B(f) son lími¡es unifonnes de las funciones á,,(t).8,,(t) que son 2"'-periódicas.

ii). lÍ]n / -1(s)ds: +.<

i1i). Si p6 es Ia solución de (0.0.i) con o¡i0) :0. cntonces p¡(t) I 1. y cua¡do n > 4

o,ir,,r=f l'i''p"'
I u. " ¡.r.



Bajo esta"s hipótesis I'utilizando nociones de diú¿imica topológica R. Jolnxo¡ muestra que la úDica

solucióD acotada de ia ecuació¡ (0.0.1) es o¡l ] és¡a es casi automórfica. nra^s no casi pe¡iódic¿ Otros

ejemplos i¡teresantes se puedeE encont¡ar er i46]. Orra razón para es¡udia¡las es qu€ las funcjones

casi au¡omórficas descr:iben mejor la complejidad dc los ferómeoos naturales. Recientemeu¡e se co¡-

sidera que las fuuciones ca,si au¡omci¡licas sorr nru.v impo¡tari¡es para estudiar sistemas dinámlcos

tanlo discretos coüo eontinüos; poi eiemplo Arno Berger et. ai eú 16] estudian sistema-s diná¡li

cos simbólicos con conside¡able influeucia de conceplos <ierivados de Ias funciones casi automó¡ficas.

A dife¡ercja de la-s fu¡ciones c¿si periódicas. 1a-" funciones casi ¿utonrórflcas Do puederi ser

rep¡esen¡ados de u¡a¡e¡a única a t¡avés de s¡ serie de Fou¡ie¡. esto fué obse¡vado por \l'.A. lieech

er 1491.

Desde que éstas funciones fuero[ introducidas haD te[ido u¡ gtaD desarro]lo tanto po¡ su

importaúcia para explica¡ fenóme¡ros reales conlo po¡ se¡ interesan¡es den¡¡o de Ia matemática

misma. de esta mauer:a se las ha estudiado dentro clel grupa, adjtjvo de los en¡e¡os. reales ¡'más
generalmente. sobre grupos topológicos iocalmenie compactos Existen !'arias caractelizacioles de

éstas funcioDes. una de ellas es que coincjdeD con ei espaclo <ie las funciones Ai-Leütan casi

periódicas. Para el estudio de ecuaciones diferencia,les. integrales o integro-difereDciales la vefiió!.

c.lásica de Bochne¡ es ia más usual ¡ es ia que usa¡emos. Existeú mucbos lrabajos sobre el estudio

de las soiuciones casj au¡omó¡Écas para taies ecuaciones, quiz¿ís los más reDresettatjvos sean G.M.

N'Guérékata -v T. Diagana [20. 35. 36. 37j.

tsrb resi: es,e q.g¿t.izad" aomo sisu, :

Capítulo 1.

Er esre capílulo se desa¡¡olla la teoría necesaria pala estudiar los dos subsiguienres capítulos.

Se dan la deñnición de Íuución casi au¡omór6ca sobre un espacio de Banach en general ¡ se

ejempiifica. se muestra que las funciones casi au¡omó¡flcas lo¡r¡an u¡ subespacio <ie Banach bajo

I¿L no¡ma de conveigencia uliforr¡e del espacio de las funciorre¡ continua^s ]' acotaclas. Se puede

ver de ma¡rera natu¡al que ei espacio de las funciones casj-periódic¿s es un subconjunto de las

ca-si autor¡ófficas. ia con¡ención propia se establece a iral¡és de un ejempio cur-a demoslración se

puede e!co[!ra¡ en l5l. También se desar¡ol]a¡ ler11as de composiclón los cuales serán u¡ilizados en

e1 ca,píiulo 2 y serán el piototipo para las nuevas clases de funciones que sulgerl en Jos capirulos

sigujeDies como las lunciones a-siDt,óticar¡en¡e casi automóricas ¡,' las funciones casi autonó¡ficas

compacta.s. Algunos libros donde se puede e[cont¡a.r una buena exposiclól sobre esla ]rateria sor

los de G.M.N'Gué¡ékata [36. 37] ) más recientemente er:r los ¡¡abajos [22. 31. ó1].

Capítulo 2.

Este capítulo es notilado princip¿.lmente por el artÍculo la0i de M. Pi[to, en ]a que e1 auior

estudia las soluciones casi peródicas de la siguiente ecuaciórl difeiencial neut¡al:

r'(i) =.4(i),(r\ + i.f (t.r(t).r(.h¡(t)))l'- Q(t, r(t), e(ñ1(tl)).

doude ,4(.) € llr,,.,,(C1') es u¡a matriz casi periódica, la ecuación homogénea asociada:

r'(t) = lfth(f)

goza de u]1a dicotooía iutegrable ¡' )as fi-rliciones h0. /r1 son dcsviacio¡es adecua¡]as. E11 éste mismo

an-ículo el auto¡ estudia las soluciones ca.si pet'iódicas ¡. pseurlo c,asi periódicas de la siguienl,e



ecuación integml de tipo reta¡dado y ar€flzado:

u(t¡= ¡ ¡¡. r¡r',.,,ro¡q¡| + [' *c,tt.",,,i."'). 
u(L,ir'))\d" + l,+

I.ift) = flL,ylt)') + lt *C1(t - 
s)s1(s.x,(s))ds + 

r/+

C2(.t. s. ul s). u(.h2( s) )J d,s.

Er el presente capí¡ulo. estamor i[te¡esados eu ob¡e¡er heramientas que nos a],ude! á decidir

sob¡e la existerici¿ ¡, unicidad de Ia solución casi-au¡omó¡flc¿r de la siguiente ecuación integral de

colr' oluc.on' 
r_

,, t __.t¡.g.,, _ | Cr,_s.q..gs,,d¡

¡ de sr forma ma-s general:

Czft - s ¡rjz(s,aG))ds.

cionrie C1 € ¿'(R').G € ,r(R-)1' f .g.92 so:¡ funciones casi automóiiicas e! un cor¡exto ade-

cuado. Comc, se puede ver éstas ecuaciones sou c¿sos pafiiculares de 1as es¡udia<ia-s por Nl. Pinto.

Ta¡nbié¡ es¡amos interesados en ob¡ener resultados tipo Massera para estas ecuaciones in_

tegraies. Los resul¡ados de ilpo \{a*"sera son análogos (o extensióu) de} resuitacio obtenido en 1a

décatia riel 50 por el matemático Urugua,vo José Luis N'fasse¡a el el es¡udio cie soluciones periódicas

pa¡a sistemaó de ecuaciones dife¡enciales. expresada eD forma económjca e! ¡esul¡ado de \'lasseta

es el signiente: Sí un si.stc¡t¿o tiene tuna salución occ¡tacl,a. entonces iiene una soLuc'ión periód'ica

Ex¡ensio¡¡es de éste ¡esui¡ado a1 caso casi periódico se suelen delominar de tipo Bohr-fieugebauer

en el que se asegura que toda solución acotada Pa.ra url sistema casi Periódico es e¡ deñnitiva casi

periódico. En tal sentido mostraremos que una soluciól acodada pa.ra ur¡a ecuación integral es casi

automórfica.

También es¡udiamos }a existencia 1'ur-ricidaC de la soluclón mild dentro dc un espacio de Ba¡acL

adecuado. paia 1a ecuación in¡egi-o-diferencial siguien¡el

u'¡t| : ¡11¡1t+ I Bl.t .")u."rd¡ -gft.?] fl). t¿0

ui0) - cc.

Er general. una solución mild para une ecuacjón dife¡encjal es Ia solución de u¡a ecuación inteelal

casj-quivalente a la ecuación dife¡eucial origilal. el hecbo de expresar casl-equiva.Jente se debe a

que en general una solución para la ecuación iniegral otrlenida puede Do se¡ solución íen el sen¡ido

clásico) de la ecuació¡ dilerencial origiral. lo que fal1a en general es ia diferenciabilidad. Sillrpre

una solucióu clásica es una solución miid. mien¡ras que una solución mild se vuelve clásica sj

fue¡a dife¡enciable. Para pasar <ie una ecuación dilerencial o integro-dife¡encia.l a una integral por

1o general se utiliza u¡ operador resolveDte (siempre que exista). se puede recuerrir a [?7. 431

para obiener mayores detalles. En el ca-so de cuaciones dife¡enciales en el espacio euclideano suele

ocuparse el método de va¡jaciót de parán]etros.

En el es¡uciio de Duestra ecuación integro-difcrencial, se generaiiza el estudio para la ecuacjóu

presenrada en [29] "1't¡ata una ecuacióD pa¡ticula¡ a 1a dada en I51] pero es"udiát'tdola con ieore:¡as

que gozan de otrás hi?ótesÍs.

Este capítulo está tambiéu desti¡ado al estudio de Ia exis¡erlcia ¡'unicidad de las solución casi

¿¡¡tomó¡fi ca paia ecuacioúes dife¡euciaies ileu'L¡ales 11o_aulóno]Da's:

¡/(f) : -4(t)4ír) : r/ (t, r(t))i' - e(t, r(t)).

así mismo al estudio de la solucjón casi ¿tutor¡ó¡fica compacta de los slstemas:

c'(t) = .a(¿)¡(t) + "f(¿),



r'lt) = Ait\'r(t) + |\1"'i(ti)'

Como esia-s ecuaciones dife¡enciaies son no-au¡ónoma.s. Da¡a su estudio se lequiere que ia parte

ho:rrogénea asociada a ellas:

x' ¡t'1 = Alt'p(t)

cumpla corl ]a condició¡ de dicotomia expouencial ¡ su funcióu rie Green asociad¿r sea <ie Bi-casi

¿utomodicidad.

El] e] contexto de la¡ soluciones casi automórfrca-. comDactas se collsi€iue urr iema impor¡a,n¡c

e1 que bajo condiciones naturales olorga ia cor<iición <ie Bi-casi ¿utomorficldad compacra de Ia

función de G¡een sin recurir a las condiciones espectrales de Acquisrapace-Terrlni 120. 3i| esre

constitul¡e un logro sigdñcativo eI1 éste capitulo.

Capítulo 3.

Este capítulo está desti¡ado a estudiax las ecuacioues diferencia,ies con argumerto consta¡te a

trozos (DEPCA). se logra obtener geueralizaciones de teoremas que §e ocupa,n paxa estudiax Ia§

DEPCA's en el marco de las funciones casi periódicas fr. 5a]. Se introduce la ¡oción de Bicasi

automo¡6cidad discreta que sirve ourcto con la teo¡ía de dicotomía exponencial discreta) para

obtener solucioneE casi autumórficas discletas de ecuaciones en diferencias uo autónomas. Cua¿do

se trata de estudiar un §stema de DEPCA autónoma por el método de ¡educción, nos encontra,mos

con el problema de decidir sobre la casi automorficidad de ia lu¡rción no necesariamente continua

/([t]), donde / es casi automór6ca y l.] es ia. funcióu pa.¡te entera. Como por definición la¡ funcioues

ca,si automórñcas son continuas. se ve que /([]) no necesafla¡1ente es casi automórfrca; por ello

uos hemos visto eu Ia necesidad de introduci¡ u¡ra nueva fa¡rilia de fuaciones las que denomina:¡os

funciones Zcasi automórficas, éstas los a¡rudan a entender a la nueva funcióu f(l]) y permite

estudiax las DEPCA autóDomas por el método de reducción. Además de esto, se iogra establecer

Ia impo¡ta¡cia de éstas funciones a,i conti¡ua¡ el estudio de las DEPCA no'autónomas. Fi]la.lmente

se da una aplicación a,l estudio de la existeacia y unicidad de la solución casi automórfica para e1

modelo de Lasota-Wazewska coa argumento constaüte a trozos.

\T



Preliminares y Resultados Básicos

1.1. Funciones Casi Autornórficas.

Definición !.L-l (ino Junciórt continua r¡. : E?, - Y, con X un espaci o de Ban,ac'h lreal o compieio )

e-. casi automór.f,at. si paro cualquter su.<,isiór, {s',,.} a P" er¡is¿e una subsucesiórt {s,,} g {s,,} ¿o¿

qu.,par6cad.ataR:
; lt i: lun (lf i s,, r

está bi,en. d.ef"ni.da U

r 1 - , 
\mo -i.r - rr

Al fijarnos et esta defuición cieben:c,s especificai un poco más con ¡especto a los límiles ¡' a Ia

funcjón ú que se rieñne. t*a que a veces uno tiende a pensa,r que ésia nuera fuució¡r es u¡ buel

candida¡o paia ser casi au¡omó¡úca.

Ot serración 1.1.1

i) Los )ímiies en la defi¡ició¡ 1.1.i son pun¡uales.

ii) Aú11 sj )i : lR la funciórr lírLite plt) Do necesaria¡lenle es una f¡.r¡ción coniinua. pel:o si una

lu¡ció¡ medible.

La parte ii) es natu¡al 1a que el límite puoruai de u¡a sucesión <ie funcioues coniinuas ¡o
necesariameuie es continua. ma-s 1a medibitidad se puede conciuir debido a que es el limite de una

suceslón de fuuciol¡es con¡iDuas po¡ lo ¡anto medibles. De esto pc,demos ver que ú úo ¡ecesariamen'.e

es casi autonó¡fica.

Pa¡a pode¡ maneja¡ una ca¡iidad sustentable de eiemp)os de lunciones casi automó¡flcas. ¡lebc

mos al ¡¡enos menciolar una clase mu-v itrporianle de funciones que son 1as lunciones cesi periódi-

cas.

Las siguienies defiliciores son dos fo¡ma^s cie deci¡ cua¡do una fu[cjón coüiirlüa es c¿§j-pedódi-

ca. la equiraieucia de éstas se puede cncoDtrar en diferentes textos sob¡e la ma¡e¡ia u¡o de ellos es

por ejemplo el lib¡o de Arlirgton \{. Flnk [25] 1-alguÍ¿s referencia§ del texto,

Deñnición 7.!.2 (Bocttner) 1na lunción contin.ua f : R - X se diLe .asi periódica éi pdra

cualquícr suces'ión {ri,} c JR ecrste una subs'ucesión {"',} S {r;'} k¡L q'ue se t'i¡::nen las sig\ienles

Lírnites 'uniJorm es :

.¡(f) ,= 
,. 

lírt_ /(¿ - "-,,).

It,: Iüu flt-s, ).

Capítulo 1



Defiuición L.L,s lcanuerger¡cia unilafine) Uno ;lunciión contmu¿,./ : R -+ X se dlce casl perló(ltca

st es el iímtte: uni.forme de una ser'¡.e de funcxones ttiltonométricas definid as deP" o )i

Exislen mucha.s propiedades de ésra,s funciorres. ün es¡udio detallado de lás funciolles casi periódicas

se puede e»conrrar-en las refe¡encias [25. 16. 55] e[tre olros. Un¿ propiedad impo¡iante (ertre otras]

oe la¡ lul.cir,nF5 .dsi trri,riodi^a. e: la -iEJiFnrF

Froposición 1.1.1 Tada función casi periótiica e\ miformenlente cotutinua.

Una dernos¡racjón de ésla proposiciói se puede vel el [25. 16. 55i.

Ejemplo 1.1.1

a) Las funciones tdgoromé¡rica^s generalizadas P : lR - )i. da.da por la relación P(t) =
!11-, o¡e'^*t.a¡ € )i.,\¡ € lP.. son casj periódicas.

b) Todas ia-. funciones periódicas coniinuas soú casi periódicas

La parte al es latu¡al por la definición 1 1.3. b) es col']secuencia ciel teorerrra de Féjer'l ocupando

nuer,'a¡rien¡e 1a definición 1.1.3.

Se debe i¡acer nolar que no ¡od¿r funcjón casj pe ódica es perió<iica como se muest!'a e¡ el

sigujente e.jernplo i

Ejernplo 1.1.? Sean a.b a X - {0}. .rriorr.ce.' la lutLuon.f :lR - X dcfinida ¡tor:

.f lt): aeú -be''Et,

d aasi f)er:Lód,tcc. pert: no perr'óti'ica.

Una mi¡acia a este e.jemplo indica que las fulcjones periódica--c ide'.o<ios los periodosl no tienen

opor",uuidad de fo¡rrar un espacio vecrorial. También se concluye de éste que Ja cortencjón de la§

fuucio¡res pe¡iódicas co¡ilnua^s e1l 1as ca-si periódicas es propia.

El sigiriente ejemplo enrrega un¿ vas-la caniidad de ejemplos <ie funciones ca§i automó¡ñcas'

Ejemplo 1.1.3 Tod.a.fun.ción. ccsi periótiica es casi auiomóritca.

Esto uo es dlfÍci) de ver 
"r'a 

que la conve¡gencia unifome impljca la coD\,e¡gencia puntual.

Asi cor¡o exislen funciones c¿rsi pe:iódjca-s que rio soÚ periódjc¿Ls. ¡ambién exis¡en fu1lciones casj

au¡omórfrcas que no so¡ casi periódicas, uD ejemplo conocido es el slguiente:

Ejemplo 1.1.4 Seo t' :lR'+ P, la funr:ión def"nidrt pcr:

,.'r -s:i. I ' -)-''''\2-cos¡i) - coslfr'! I ,/ '

entonces ésta es casi aulo-,nórf.crL. pero no casi yteríód,'ica.

De hecho ésta funcióD ¡ro es uúiloimen¡e con-liDua por Io ianto Do es casi pe¡jódica (,proposición

1.1.1). Una dernost¡a¿ión de la afi¡¡na¿jón en este ejemplo se püede e¡lcontrar cn el an"r"ulo iii
subido al an¡it de Bolis B¿-sit ¡' Hans Günzler.

De ést,e ejeruplo se conciu"rre que las lurciolles casi automórficas coDtieDen J,roPjs¡¡e]']t'e a ias

funcio¡res casi periódicas.

Pa¡a da¡ un resuüen arlecuado de las ideas i¡t¡oducidas en los ejel¡plos a'llterjores se da la

siguielte obserración:



Obse¡ración 1.1.2 Si. rlenotamos porP(R.,X).AP{1R.}:).AA(E X).BC(R.X) a l.os conluntos d.

las funciones periód,icas continua* cosi periódicas. cast automóriicas y Las .func't'ortes corttxnuas y

acaiad,o,s. enl,once-\ tenemo-" Las s'iguiente-. xt¿cLli,sloneÍ:

P(R.x) c .4P(R.x) . Aá(lR..X) . BC(F..x).

En el teorema si€iuie[te se ¡esumen las propiedades que satisíaceD ]a¡ fu¡rciones casj automó¡lica§.

ésta-s se emplea¡á¡ posteriormente J'en algunos casos sin hace¡ rnención explícila'

Teore¡rra 7.L.L Sea.i a á,'1(R.X) .ntancer se tterifican ias sr,¡¡uientes proptedades:

7,) Si q €,4á(R,X), entonces.f - ltE.4,a(F,.X)

9l Sz o a R. entonces d.[ € ,4,4(P.. X]

3 ) Sei a a F, un, número .fi\o. entonces la Í n'ci,ón ,f"(t) :: Í \t - q) es cas'i automórfica

1) Sat n, : E' "- P" clad'c par ó(,t') -- al '-, b.a.ü € Y-. er¡.totuces lo func'ión comq'uesta Í " oi.t) =

f (.aL + b': es casi automórfica.

5) J es una furtctón acotario.

6) si ! es la.función lím'ite d.c J ca¡rlo en 10 definic'ión (l.i.i) entonce! .i e, acotadu. mt)' aun

se ttene La relac'¿ón:

sup lt/(f)l : süp 1'l(r)l,=n, r€E

7) El rarLla d,c .f . n(.í ) = {r,,: X::i € R coD .f lt) = p) * re'Lotit¡amente compacto.

Demostración. L¿s demos¡iaciones ¿ie los items t). :i l-3) so¡r i¡lmediatas de realizar por lcr

quo p,a.. 5i onr'1ér,. IrPrn()5 :.1'llo: lF rler¡: Ierlal.¡'¡.

4). Por 3). e"q suliciente mos¡ra¡ que pala 1a furcióll ó(i)--dl.a € lR - {0]. la compuesta f oo(t)

es casi automór6ca. ya que paxa a = 0 se r.uelve ulla collsl,a.n'ue v es inmediata (pol definiciór).

Sea {si, } una sucesión aibit¡a a de núr¡e¡os reales. entonces o'" = c,l.s',, ) es uua §ucesió¡ de

¡úmeros reaies tan1bién. luego por ser / casi au'Lomó¡fica. existe ura subsucesión {¿t¡ = Ó(s,,1} de

{d,(6;,)} l,uüa fulcióu / la1 que ]o-s siguien¿es limires se sa¡isíace!:

,,Iíqr_ "i 
(t- o,, ) :, .i (¿).

"IT-i(,- 
o,,) = f t.t).

consicierer¡os o(f) : s. 1ue"o'

)'n l.o¡-D"l : li'r' Jrorl- s, 
'

: ,Iíry-f @t + as,,)

: 
,]ím_ "f(-< + o")

: .i(,)
: i(,(¿l)'

La dernostracjólr de Iim.,-+* /(4;(¿ - s,,') : ! o oit) se hace de malera aná1oga

5). Supongamos por cL contraÍo que 1a IuIción / no es a(ttada; es deci¡,

sup ll/(t)ll : ao6,
r€E



de esto. existe una sucesión {sj,} c R tal que :

Im ll/(s;,)ll= +oo.

Iím f(, + §,,) =: i(¿),

li. .f(¿ - s,,) = /(t).

(1.1.1)

Pero la fuDción / es casi automórfica. entonces existe uua suboucesió¡ is,,) S isli, tal que :

,,.lii- ll/t,,,)ll : ll ¡(o)ll,

donde / es la funcióu definida como en la defiuición (1,1.1). Pero al rezJizar trausiiiyidad eDtre

(1.1.1) y (1.1.2) se iieüe lli(o)l = *oo 1o cual es imposible. Po¡ io tanto ,/ es acotads,.

6). Sea {sf,} u¡a sucesión arbitra¡ia eB R, entonces existe una subsucesión {§"} g {s;,} tal que se

satisfacen las relaciones de Ia deinición (1.1.1); esto es. 8e tienen los límites puntuales:

(1.1.3)

(1.1.4)

Dado que en el ítem 5) se demuestra que Ia función / es acotada, entonces se puede deducir de la
relación (1.1.3) que Ia función /- es acotada. pues:

llf(t)li = li,!i*/{r + s,,)ll =,.tir*r* ll/(t + s,,)ll < sup ll/(¿)ll < +oo.

Simila¡mente por (1.1.4). se tieoe:

lU(¿)lt = lt,,Lt** f(t - .r,,)ll = ,!'f* ttltt - s,,)ll s sup llirr)ll.
Po¡ lo ¡aruo:

sup li/(t)ll = sup ll,f(f)ll.¿€R ¿éR

7). Sea {gj,} u¡a sucesión arbit¡axja ea el rango de f, es decir {g;} c tn(f), por ia definicjón de

rango. existe una sucesión de númeroo rea,les {si} tal que [a correspondencia siguiente se veri6c&:

s:, : f t;,,),

pero. a.l ser / utra función casi automórfica, existe u¡¡a subsucesión {s.} c {si }, tat que,

bm Y, : ¡i¡¡ lt.,,l =,fr0),n-+É- "-+€
por lo tanto existe subsucesión {A"} I {y"} que converge en X. 1o que aaegura que el rango de /,
fr(/) es relativa,D:ente compacto.E

Obsellación 1.1,3

i) De los items 1) ¡'' 2) podemos concluir que cualquier combinación iine¿,I finita de fu¡ciones
casi automó¡ficas es casi automórfica. Esto es. las funciones casi automórñcas form¿¡ un
subespacio vectoriai de BC(R;X),

ii) Para u¡ espacio de Banarh de dimensión 6nita podemos obtener 4) a parrir de 7). }? que

ahÍ toda función de raDgo relativamelle compacto es acotada. Aunque en Duestro trabajo
estamos i[telesados eu funciones defiuidas sob¡e Cp- se ha der¡ost¡ado p me¡o el íte.a 4)
para poder utiliza¡lo en el ítem 6) también porque se t¡ata de r¡ espacio de Ba¡ach X en



Er 1¿1 demostlación del Ítem 5). precisamen¡e eD (1.1.2J se utilizó ls coniiDuidad de la norm¿r

i. I para poder obtener l¿ relación:

I¡l { "/,t,-", - r, (.i,r0..

es¡o nos liela a peDsar en que si ia composición de una fuuciól con¡inua con una casi automórfca

es casl automórfrca: si es¡o lo forrnulamos como una pregu¡ta. ia respuesta se ria en e1 siguieure

ieorema.

Teorema 1,1.2 Sea ./ a j4i(R.X) g constdere o : X - ]l una función continua. entonces la

corrLpuesta 6o f es casi automórficu.

Como sabemos todo operador lineal -L r X +' X es contiluo §i ¡ sólo si es acotada Una

coDsecuencie inmediata para éste teorerüa es e1 coroiario que a contiouacion se enuucia.

Corola¡io 1.1.1 S¿a -L: X -+ X un ope,rador h.neai. y acotad,o../:R .- X utto.furlción casi

automóriica. entonces L.f :R -- X ¿s casi ariomórfca

Nuestro trabajo también tra¡a <ie sis¡emas de ecuaciones no-autó[omas sobre el espacio de

dir¡eDsión fiDila C¡. por io que la noción de ma¡¡iz casi automó¡áca es Decesaria. Enunciamos

alguna-s propledades que iDvoluc¡an a estas matrices las que se ocupa¡á[ err capí¡u]or T)osterlores

ra tpce\ s,r, harer mencion expltcir"

Definición L.1",4 Sea-&1 : R -- CP'¡' 11tLa iunc1.ón matric:tal- con entrat)as m¡¡i.t\. La matrí: )ttl,

se d,xce casi automórfi.ca si cada úna de sus corLport,ente's rrL¡jl.t\ son casi automóriLcas.

La demostmciói ciel siguiente teorema se puede realiza,r uriliz¿¡de j¿"r propiedades dadas erl el

Teo¡e¡na 1 .1.1.

Teorema 1.1.3 Seak ñ :lR--+C 3l:R -+ X,lancíones ccsi automóficas, erltotuces.f l,:lR-+ X

d,e.finzd.a por (J l¿)(t) - "r(t)h(t) 
es casi automórfca.

Po¡ este ieorerna ¡ debido a que -44(JR: C!) es un espacio veclorial se consigue el siguienle

corolaiio.

Corolario 1.7.2 Sea -['1 : R -+ Ctt' urla m,atri. ca,si automórfi,ca I ./ : ]R -] Cp una fun,ción

cust autc.trúrfica. elLlances la función )uI f : R. -r C¡' defintd.a por ln'l.i)(l) :: lvI (.t) J I't'1 es cast

automórfica.

Terr:¡ri[amos está seación con un coütenido que re]aciona a sucesiones de f¡.rnciones l'su límite

uniforme. Considerellros ura sucesióE de funcioues {ñ} rul que oonverge unifotmemen¡e. digamos

a fl sabetros que existen propiedades que se t¡á¡smilen de Ia sucesiór hacia su lí¡ite',ales cc'r¡o la

contlnuidad. la diferenciabjljdad (con alguna hipóresis auxiliar). iütegrábilidad. etc. Bajo éste con-

texto cl siguiente teo¡er¡a ¡ruestra que 1a propiedad de ser ca§i automórfica |a.¡Ibién es he¡edila¡ia

trajo iÍmites uniformes. fo¡malmeu¡c te¡e¡¡os:

Teorema 1.L.4 Consi,r)ere una slLcesión {ft} de lun.ci'c'n,es casi aulomórficas que conx)erge ¡Lrti-

formemente o un.a funcíón f, entonces I es c:asi attlom.órftcc



Demostración. Sea {ai.} c lR una sucesión arbit¡ária, como /1 es casi automórflc8 existe una

subsucesión{4,,, } C {ql,} y u¡¡a fu¡ciól h1 tal que los sigrientes límites puntuales se tieneD:

Iím ÍJt-r n,,.) = l.r (i). lím ht(t - n,,,1 = ftlt)l

del mismo modo por ser /2 u¡a fulción casi automórfica, exi§te u¡la sub§ucesióo {ri,,, } c {q",} y

uüa fu¡ción á2 tal que los siguientes límites pü¡tuaies se tienen:

,!n .f2(t + r¡".) : hz(t). ,,ti+*t'z(f - n,,.) : J2k):

Siguiendo este procedimiento podemos encon¡rar una subsucesión (dlagonall {r¡"} c {qi,}. tal que

puntualrnente:

lím f.i(l=t",1: h,tr). hm h,\t-n',) = /,ft) i:1,:....

Vea,nos que esta nueva sucesiól /¿r(t) es de Cauchr. En efecr'o. sea¡ ¿,i € N entoces:

l¡,r(t) -h1(¿) 1 lh,¡{,t) - Íil;+n,,) +,JiI +tt,,'.- i.¡lt-r¡,,) - .f jlt -\,,) -t4lt)

Pe¡o 1¡or la convergencia uniforme <ie la sucesión {.ü ] podumos encon¡rar url núme¡o natu¡a] -[1

tai que uniÍbn:remente (para todof alRI ¡od(, n : N) para todo ;. j 2 '¡'1 se tjeDe l.{¡it-r1,,.)-

f.¡(t + n,)t I l. Tambié¡ puntualmenle (para cada t € lR ) exis¡e un número tarural -\¡(1. et tal

que t / - I : - q.. . a 
:J 

I h I -i 1-rt, 1J srempr{ oue n I l-1r''. Po-inra¡io

á¡ltr -hJril l€.

De esto podemos deducir que {,i,i (ti} es de Cauc\ por 1o ¡anto debido a la compleritud de1 espaclo

X se conclu¡,e clue exisie una función h ta1 que l¡ coñ¡erge punT,ualmeule a ¡.
Afirmación: Los siguieu¡es límites puntuales se satjsfacen

lirn ./ . rt. -- l, t itm nlr -,,)= f , .

ED efectoi

/(t+q,)-h(t); < f it=n,,\t - f¡(t=\") - .fj(t+n") -hj(f) + b¡t,t) * httJ

como a¡tes por la conve¡gencia unifoñte de /¡,. la contergencia puntual de las sucesiones /j (f + r,, )

¡, /r,1(t) se puerie concluir que para n sufrcjeDteme te grande l/(t-1",)-/¿(t)l !t Del mismo urodo

se conclu)¡e que 
", 

Iím_ h(l n,, ) : fi.t) -

Dotemos ahora al espacio vecto¡ial de las funciones ca,si autoDó¡ñca§ de 1a [on¡a unifo¡me.

esto es: pa¡a / e A-4(1R:X). se deJine:

¡ll_ := sr¡r ,f(t) .

Se puede no'iar que po¡ el ítem 4) del Teorema I 1.1 f - esiá bieú deflnifa ¡'aderrás es una llo:lra
er e) espacio -,{.A(RrX). La principal consecuel'rcia del Teorema 1 1.4 es que el espar:io ,4.4(R: X)

es un suber¡:acio cer¡¿do de BaIfR: X) bajo )a" topologÍa de 1a co[ve¡gelcia uniforme. por io tanr"o

.,1,4(R;X) es u)t espacjo de B¿.irach. Esto es de úucha impo¡tancia porrlue al inducir la rnétlica

iiDito¡¡le a partir de ésta torma se pueden co[cluir teo¡en1as de existencia ¡'unicidad de pulrr:os fijos

para o¡-,eradores definidos sob¡e ,a,a(R;X). Particul¿rller¡e cn nuestro caso a ¡¡a¡és del teo¡elna

de purlto fijo de Banach.



7.2. tr\rnciones Casi Automórflcas tTniformemente sobre Sub-

conjuntos Compactos.

Debido a que en luest¡o iiabajo es¡arnos inte¡esarios en ecuaciones dife¡enciaies. in¡e€Faies e

ínteg¡o-difereociales que sol uo-lineales (o semilinealesl es que [os euconrranos co¡r ma-s de r¡¡¿

expresión de ia forma ./(t.r(l)).f € lR. dent¡o de ia estruc¡u¡a de tales ecuacio¡les Si¡ entrar a

mayores deralies. podemos merrctonar algunos ejemplos de ecuaciones eu los que apatecerr éstas

expresioxes. eul

En la ecuación diferenciai:

:r't {1'lr I - "'' r ') '

en la ecuaciór lütegral: 
ti

uc = | e .-"1. ".¡t.. ds.

1' mrls aún en le ecuaciól iDteg¡crdife¡encial:

ullt)= Au(t't- | B¡1 - st,t s)i..+ /ii.ult)\. f >0.

La-s propiedades de ios operadores 1.,111)..Bü).C(f), que lengan que ve! con ei buen pianreo de

las ecuacÍoues. reguiari<iad. etc se especiñcaiái en su nronrerito. Lo gue aprecian,os es que esto

nTotiv¿ l¿ ¡ecesidad de es¡udiar l¿ noción de casi au¡omo¡flcidad para ia funciól /(¿.r(l)l.f é R

e1 cuif se ha¡á e¡ u¡ ámbito general. Por supuesto sóio barenos me[ción de ]a§ propiedades que

no! irr¡eresan para capítu]os posteriores. !-na descripción ur poco más ampLia de ésta la podemos

encon¡lar en [361. Para ei caso de las funciones casi peródicas eü ¡2..

En esta sección estudiarernos sólo ias funciones ,l(l.r).t a lR.¡ € X; el estudio de la función

compuesta .f(1. lilfl). t € R )' sus colisecuellcla¡ se hará en la stguienr'e secciolt.

Deñnición L.2.7 Sea / :IR x X -+ X urt'a iunción corLtinlla. ésta se rii.ct: qte es casi automórfco

erL l. aP, sabr. subconj'unt()! c.¡mpactat óe X. st dad,a cuaiquier sucesión de nú¡r¡erc,s reales {t',,1¡ g

un lubcanjunlo cctmytocto K c X, e¿tu¿e urú s11¡)su.es'ión {r,, } ! {¡1, } y un a lunc tor' .i t. . 
. 1 tol gw

pam cad,a t aR !) po,ro tod,o t € K los slgutentes iímítes sc sattsJacc'n

lÍm- i .f + .',.. r) = l(i. r).

Jim ,i¡ - s",.r :/lt.r.

Observación 1.2.1

i) No¡emos que ésta defrniciór indica que la functon jt . , esrá l¡ieu deinida pa¡a cada I € R l'
que el iimite es uuifo¡me con respecto a cualquier subco]ljunto compacto de X.

ii) Delotaremos a este ¡ipo de fu¡ciones como -4-4(1R x X: X).

En el siguier¡e Teorema se resurnen algunas propiedades de ias funciones que están en -1.'1(RxX: X).

éste es análogo al Teo¡er¡a 1.1.1 ¡o sólo eu su significado §ino ¡arxbjén el las ciemoslraclolres. por

lo que ellas se omiten.

Teorema 1.2.L Sea J € -{,,{iR x X:X1. elrlon(:es tcnemos lo,s s'ig'Lti.(:ú.es propieC"ad,es

1) Si I € AA(R. x X;X), ezúonces I + 9 € -4-,1(lR x XiX)

2) Si c e P". e.n.tonces cf € .4.{(R. x X:I).



Ji suplE¡ I fi.l,.r)\ : i1, <:-oo.

4) S'i .ti ..') es la Junción tlelmidu en.la defini,r:ión 1.2.1' entonces stpr€r il.¡(1,¡) =,\, <-o-

Observación 1.2.2

i) Los írems 1) ¡' 2) dei Teo¡ema i.2.1 indicar quc áA(F- x Xr X) es un espacio vec¡orial'

1.3. Composición de F\rnciones Casi Automórficas.

Como ya vimos. e1 espaclo ,AállR: Xl es de Banachl ¡ambién es corrocido que aigunas de

las ¡écnicas para el estudio de la¡ soluciores de ecuaciolres riiíe¡enciales consis¡e en l]eva¡la a

uDa ecuacióD integral. dc ial ma[era que el problema se ¡e<iuzca a encontiai solucjones de una

ecuación integral. EL método que ocupamos es el mencio¡rado ¡ a menudo deflniremos opeiado¡es

I : ,4,4(R;Xi - .4A(lR: Xl. uno de los problema-. col ios que Dos e[.ontramos es ei de ver que I sea

un operador biel defiuido. es decir que sea capaz de lle¡,'a¡ fuuciones casi automórfic¿s en funciones

casi au¡omórfrcas. Para poder salr,ar éste problema es que desarrollamos lemas de composición. los

que serár o, u ilidad er cao'Lulo' notte¡¡orer'

Para nuestros intereces reproducimos algunos lemas que se dan eD el afiiculo i22]. Empczan-ros

co¡ la siguielte definición.

Deñnición 1-3.1 Sea 1i c X.f cR'. una functón co i,inua f :? xX --+ X es uniJormemente

continua sobre K uníform.emente para t €T. si:

Para ¿o(lo ( > A. aÍxste 6 > 0. ¿ol que para lctd,o a.t Í. Í K col jlrl - Í2 < 6 y loda f a

T.iif ft,r't) ,fit.12) t < e.

Denota¡er¡os al coniunio de es¿a¡ funciones por C5(7 x XliI)-

Lema 1.3.1 Seo9 e ,41(R;X).Ii= ty'f ,,i a RT,.t i -'!-'IlR, X:X -rC¡¡(lRxX:X-)' entonce's

/(.. e(.)) €.A.tiR:x)

Demostración. Sea {s1,,} urra sucesión arbitra¡ia en R. por ser / e g funcione§ casi aulomó¡fica.s.

existe una subsucesiór {s,,} S {";,} ial que los sigujentes lír¡i¡es se tienen:

a) ,,1íT_/(i+s,.r) :, f(¿,"), léR, r €.(.
b lrr, lr: - ¡,../ = f '.¡ : =- F. I . /i.
ci 

,, 
iím v(f + s,,) =: i(Í1. f € R.

C) 
",lÍm 

s(f - s") = g(¿1. t € lR.

Ahora. }a diferencia : .l(f +5",,y(f +s,,ll - i,t y1tll € X Ia podemos estimar dei siguierte modo:

i.r(¿ + 6,,, ?(¿ + s,,)) - l(r. r(t))lL < | f (t + sn. ?rft + s,,i) - /(i + s',, r(r))il +

+ i /(r + s,, it)) - ii.t,gt.tl ¡

de esra última desigualdad, de a) ¡ c). adené¡ dei hecho que .f a Ó'rr (R x XrX) se tiene que para

ur n € N suflcjeDteurente glaDde:

l /(¿+ s,,.s(¿ +.s,,)) - í(.t.a(.t)) <,.

esto es, teuemos e1 slguienle líDrite pu[tual:

Iím f(f + s,,. s(t + s,,)) -/(t.e(t)).



Para demos¡¡a¡ el ot¡o linite:

lrn,i,._,...!r¡_, I _/1.u.ir..

se lracelr los mrsmos cie¡a]les con la única <iiferencia que se deben tom¿rr las par¡es b¡ ¡'d) (en Iugar

de a) r' c)).!

Obserr.ación l3-a Se puede obtener la mísma conclusión de éste Lema cuarrio J iorma parte de

u,na, fam,ilxa mas eqncífi,ca d,e .funciones: esta es sc ti ene la sigu'iente '¡tropo st c iot t :

Proposición 1,3.1 Se¿¿.f € rl¿lR x X.x) ¿¿rsch,r¿: en La seguno a '¿arxab¡e es decir:

Lf(t.r) - f(t,y) lL¡lr- sil.v¿,s € x.f €R.

Si s e AAIE.X). entonces .f ( ,yi.:). € A¿(R.X).

La veiifcacióri de és'ua proposlciórr es inmedjata l.a que la condicióIr de lipschici<lad impiica con-

tinuidacl unifo¡me.

Leúa 1,3.2 Sea Íi urt subcortjunta compacta d,ex u f a.4,4(RxX:X)nC¡¡flR+xX:)ii. calor¿ces

/eC¡(RxX:)lt.

Demost¡ación. Sea {si } una sucesiot: ¡al que,,li1;.1, = *"-. Por ser./ casi automó¡frca

"risi'una .ub>uces..r ,., r ! i¡,., ) una íulrc.on .; . tal qu".

a) líll ./(f -s,,.r:) =,.i(t,r),t € lR,¡r € li.
b),,um .¡t - §,,, ¡) =.1(f r).f€lP-.r€¡i.

Corno./ € Crr (lP'- x X:X). tenemos: para todo e > 0.3ó > 0, tal que si si,32 € Ji con

'.¡ -¡.- ¿ o. en¡on(e-, na-á / > 0 se I:.lre:

li./(t.",) - :"(f,r:) jl < ¿.

Sea ¿ho¡a Í € R arbi¡ra¡lo. enronces para tt suflcieD¡eürente granne tenemos f+ á" > 0. luego:

' .' t- ¡,..¡ -/ r-r..:21 <..

i,omándo lí11.Iite cuando n -+ +a!. obterel¡os:

lít, ¿rl - l(t, r:) I < e,

esto es./ : LA (i|( . I:.L).
Por es!o. pa¡a f € R te¡emos:

Ii(t - s,.¿r)- i(¿ - s,.r:) I < e,

'uono _onando Llnit" cuardo /? - _. r verno: que:

l'¡f(t,rt) - ft,rz) <e.i)

Ahora se a¡alizará la casi autoüorficjdad cie operadores iulegrales, los quc serán rnul' ütilizados

en el capÍtu1o 2.

Lema 1'3.3 §e¿ / e .4'4(R x x;x) ¿ip.c.¡.u¿: en Lo segunda aarioble y C € ¿r(R+), eftton(:es el

or,.-r;do.: 
tt

'ro'. - J ^¡I-..r'¡ 
y. )ds

rno.peo -4-4(1R. X) en ,4.4(R. X).



Demostración. Como consecuencia de la observación 1.3-1. ¡énemos -que,f( ,3/i )) € /Á(lR.)i).
por 1o que sj cottsidcramos {s,,] una sucesión arbi¡¡a¡ia e¡r lR. existe una subsucesion {r, I ! lt,,i
r,al que los siguienr:es limites pu¡tuales se satisfacen:

a) lím /(i+s,,,s(tts,,)) =.¡(t,u(t)i. t€P..

i,),,I¡,_ f(t - s,,, g(t - s,,)) : 
"f 

(t, v(t)), t e p..

Luego: 
/j -,,

fprqr - "., - l Cr- 5, -"1/.".u "r\d¡.

Conside¡emos ahora ei siguiente cambio de lariable: f * sr, - '" = ?rr. entor'lces le relacjón integrai

precedente queda:

t-d
f'¡if t -¡,,t: / Ci,tr),f(t -t s,, -ut.g(.t- s,,- u))du

J,

pe¡o como /(., g(.).1 
". 

una funcjón casi automórfic¿r entonces es acoiada. es¡o es: l1i'l > 0, tal que

lil(¿ v(f))]l S ¡1. V t € F'. Po¡ lo ¡an¡o se obtienel

I C(u)/(t + s,, - r.s(t + s", - ur))l I lC(t¿)i ¡./,

¡, como C € ¿r (R'). el teorema de convergencia donúnada de Lebesgue ¡' la parte a) ororgan ]a

igualdad er el siguiente límile puntuai:

1rm Ig -,, = / C't' f,t-u.Pr-u.\dt-
Jt

baio el cambio de lariable t - u' : s. se tiene:

rl
.11 .ru,-". = 1,. -,.,..ss,0.

D.hl.amo. e oo.r¿dor: 
t.ist,. I Cr-'/..s. d'.

con esto tenemos el límite puntual (bien defini<io por a)):

",Iínl 
le(t+ s,,): is(t).

,,If_ig(t-s"):rs(t),
Para demostrar e1 límite:

se procede de mane¡a a,»áloga. ú
-A1 obse¡r,a¡ Ia der¡os¡¡ación de1 iema 1.3.3. podemo-" pregunta¡¡os de ma¡era natural. si exjste u¡

resukado análogo a éste para el operadorr

fst¡- | C¿-.'/,'ur 'd"

La respuesta a esta pregunta es añrr,latil'a .v se da en ei siguiente lema.

Lema 1.3.4 Seo / € ,{,,l(xi x X:X) L'ry,sc:hit: en La segunda tcriable 11 C € ¡1 (R ). entarLcP-s P-l

operad.or:

molreo ,4,4(lR;X) en lA(R;X).

r,st.¡ - l.'- c ¡t - s)J(s. s(s))ds

10



Demost¡ación. La demostracióu es aláloga a la del iem¡r i.3.3. por lo que §e omite, f

Como coÍsecuencia de esros lemas 
"v 

del hecho que las funciones casi au¡o¡ló¡fica.s son un espacio

vec¡o¡ial. sc consigue el sigujente co¡ola¡io:

Corolario L.3.7 Sean jL.Ct, h.C-, comc, en las htpótests riel los lemas 1.3.3 ll 1.3.1 resr)ectiua

nlente, entonces eL oPera{)or:

t' t'Órt,'=l (.' o'..¡t.s'o"- I C. ".r^"uo\'¿"
J1

may'ea A A(R;li t en ,4,4 (R: X ) .

11



Capítulo 2

Soluciones Casi Automórficas de

Ecuaciones Integrales,
Diferenciales e

Int egro-diferenciales.

En el presente capí;ulo. estamos i¡terasados eo obtene¡ her¡amientas que nos ayrdea a decidir

sobre 1a existencia y unicidad de Ia solución casi-automór6ca de ecuaÉiones jtlegra,les de couvoiucióu

del tipoi
(2.0.1)

1, de su {orma ¡1¿.'. ggneral:

l' 1'-
!t.; =,' u'-l ( :-:9:..p,'C'-l 'r.- -,J:s.s¡ 'd. :.'.:

J -,
donde Cr € ¿'(F-*).O € ¿1(R-)l'.l.or,92 €,4.4(R x x:x).
Estudia¡emos exlsteucia y unicldad de la solución mild asi¡rtóticamente casi au¡omóriica de ecua-

cione-c integ¡o-difere¡¡ciales de la fo¡ma:

a' t t ¡ = Au¡t1 - lu 
B ( - s'1u( s'1ds + s(t. u(t)). i > 0 (2.0.3)

z(01 = r¡1

donde.4: r(.4) C X-+X.B(f) : D(B(t)) C X-+X. t ) 0 son operadores iineale.s cerrados'

de¡same¡te defli'iidos sob¡e e1 espacio de Barrach X: D(-4) a D(B(ti) pa¡a todo t 2 0 t:9( . ) es

una función asi[tótica.menf e casi a,utomórfrca co ro € X.

TambiéD estamos illleresados en Ja búsqueda de la solución casi automó¡fica de slster¡a..s de ecua-

ciones diferenciales or<iin¿,¡ias neut¡ales:

r(t) :.4(r)r(t) + i.tlt.r(l))1', + eft,ri.t)).

donde 1a parte liornogétea uo auióloma satisface uüa coudjciól de dicotomia expolelcial y la
fu¡ciór] de Gree¡r asociada es Bi-casi autornór6ca. Por último asumie¡do nueramente las dos últirn¿s

condiciones se obticDen l,eoremas ljpo l4assera para 1a solrrción casi aulolnó¡fica ¡'ca-<i automórñca

conpacta de los sislenra.s:

^l
a,r =l.t.ur -l f ,r-'.9..u.-,4.

_t_a



,furAD \/t* dt\ ,r'

I <rí.§":
\.$^ -' ,|,1
\\'ñ'i: E +-,/.,,'

.L' (t) : A(.t's(.t) + .f (.i) .

¡'(f) : ,{lt)r(¿) +.f(t,r(¿)).

El estudio de las ecuaciones inte$ales (:.0.1I r í2.0.2) se realiza a iravés deJ análisis de opcra-

dores. quc se obtienen de eilas de mallera na¡ural. es decir se identiáca explicitamente uú operador

f r 1ueg, .e "srr¡dr¿ un" ccua"io¡. oper¿,eional:

f u= u.

El método paia enfreDtar el problema es uiiliza¡ el ¡eo¡ema tie] punrr, fiio de Banach part' ello

recesitamo§ de cie¡tas coudiciones de Lipschitz. la-s que se ¡raducen en ia lipschicidad ciel ope-

racloi f. Estos opetadores de Lipsciritz son y¿L sea globaies: esto es. satisface¡ algura con<iiciór':

tipo LiDschilz en todo el espacio de Batacl X ]'otros operadores que son Lipschitz locai. es <iecir

quc satisiácen aiguna condición tipo Lipscirirz er algún subespacio propio de1 espacio de Banacl X

Ei presente capítulo se ha dividido en cuatro secciones. En Ia sección 2'l- se es¡udia de manera

gelerai una ecuaciót ope¡acionaL. en 2.2 se expouen resul"ados para ecuaclones integraies que

termiran cor algunos teoremas tipo X'Iassera. luego er la §ecciórl 2.3 se esiudia l¿r ecuaciórl ifiegro_

dife¡encial (2.0.3) para la que se obtiene exisl,encia t uDicidad de Ia solución mild asintóiicamente

casi automó¡frca ¡ en Ia sección 2.4 se estudiaD ¡especiiramente las solució¡ casi automórfica I
casi automó¡ñca compacia para l¿s ecuaciones dife¡enciales nieuciouadas.

2.1. Ecuaciones con Operadores.

2.7.1- Resullados Locales.

Sea I ulr espacio Ce Banach ¡-n/ : X -'- X un operacior. El esta subsección ob',enemos coudi'

ciones que ga¡an'.iceD la existencia l'uuicidad <ie la solución para 1a ecuaciór operaclonal:

(.2.1.4)

Plasmamos dos teorem¿.s iocaies para la ecuación (:.i 4). de e§ta maDera se pretenrie dar el

paso a 1as irieas de obte[e¡ teoremas de nuest¡o in¡erés co¡cerljenie a ]as ecuacione"' integra]es

plantead&s. Iniciamos con el ieorelaa siguienter

Teorema 2.7.7 Sea,41 :X -+ X un. or¡erad,or. 0 > O 1tfi núÍLera r"al arbitfl)rio y consí.dere el

siguíente canjrlrLla:

Ao={s€X: y-sol I p},

clc,nde u¡ = \[(0). corr \tAol S p. Suponga Ete LÍ cumple La sxgllierLte cond.rc't'ón de Lipschíi:: Local:

Al r. - lttyll I L¡v'¡';x - Uli, :r.9 : Ae,

ad.emds que las cans{a¡Ltes Lt!,9 \Aoil- sati.s,fagan la sígui.nt. reLac'ión:

t... Q

"" - t+irr
Entonces lu ec'uación (2.1.1) posee una úrico soLtLc'tó¡t cn eL conjunto .\n.
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De¡nostració¡r. De las hrpó¡esis podenos nota¡ que e1 operador ¡I es una contmccióu pol lcr

que es su6ciente nlostrar la inciusión ,{1(Ao) ! A¡,. El efecto. sea 3/ € A{,, en¡otrce§:

I lÍ(.y't -su = |l'ItY¡- ¡Y'I(o)l

! Ly) sl

I L!!(lt!/ - so))- llea )

< 0.

EI resulrado se sigue del teo¡ema rlel punto flio de Banach. I
Otro iratamiento pa.ra la ecuaciól (2 1.'l) se establece e! e1 teorema que sigue ia ventaja con

respecto aL teorema á¡teriot es que acá no necesariamente se exige que el coljuoto 10 con¡enga al

elemento [eulro de1 espacio X. Una aplicación de éste teolema ell espacios de Banach generalizados

se puede vet elr 1.12. Teorema 2j.

Teorema 2,7.2 Sea M :X -+ X un opemdor' p > 0 un númerr¡ real orbitrario g eL stg'uiente

coniun.to l

A¡¡ = {s g X : ils * 1ult. < p¡

dontie y¡, = N1(.0'1 . suponga que M sat'isJace la si.gu'iente u¡r¡tiicíón ele Ltpschitz local:

i ,11;r - n/yl l Lu r - yl,. r,y € A!.

con L¡¡ 1 i. Si además cons'¡I)eramas que po. LIa| L^r, Q satis.fa'cerL La reLaciórt:

o<á= (l - ¿¡1)-ril,lfs! -yo 1p.

Entonces la ecuac'ión (2-1,/) posee una úftxca solución ll - \{

Demostración. Consjde¡e el con-iunio

E(g¡.6) : {;e X : l,:- goll- I áJ.

Debido a que .^y' es contractivo. sólo quecia probar la iuciusión -11(S(l¡.É J ! lSlg .0): pa¡a esto

sea : € E(l/0. dJ, entoDces:

lltlz-y¡ ! ilI:- MP¡ i)Ms¡-Y6',
1 Lu z-Aol +liXtYo-Aa

la,
la última deslguaJdad se debe a que á(1 - l,¡7) : llMgo - loli. Ú

2.2. Ecuaciones Integrales

ED esia secciór se es¡udia a las ecuaciones il1t egr¿i1es (2.0 1) ]'(2.0.2). se inicja cor-' 1a ecuacjón

(2.0.1) a través de un leorema que involuc¡a la Lipschicidad global. esto es:

Teorema 2.2.L S ean /, g e -41(JR' x X; X) funt:i ones Lipschit: globaLes en Iu segunda ¡:a¡'ir¡bLe' esto

es: existen catnstant.es posilhns L¡,Ls tal que l,ara lada x.A € X /ener¿os :

f i.t.r) - lft.a) < L¡'tfu - ull,

t1t,t.x) - sft,a) | I L, ir - ul .

EseaC:Zr(1R+). SiLJ+L" C)lL'tr.', t'1, erLtonces la e¿uación (2'0 1)fien'e u'na única solur:'ión

s e ,a-a(R; X).
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Demostración. Consideremos el operarior:

r:,a.a(R.x) -,1.¡1(R.Xl
r1

y - f?t\Í): /(f.U(¿)l * J__"r, - 
srg s.g(s))ds.

De la observación 1.3.1 ¡ de) lema 1.3.3 tenemos que I está bien definido.

Tomemos dos elementos t/1. g. € 4,4(R: X). luego:

llrsl(r) -rer(t)l s l./(¿.!l(¿)) - ft,i.a2tt))) + f c¡t-"1 isi",sr(r).1 - s(s. er(.s))lli.l.-'' J_-

- L.,'g - 92.* - L, I tr-.t - ".cls t - !t: -

< I,LJ -r L, iC i¿,1¡+r) ip, - grll*

De esto ¡ por hipótesis podernos notar que f es contraclivo. por lo tanto la ecuación (:.0.1) tjene

una ú[ic¿. so]ució¡ casi autonó¡fica.E

Los siguiettes teorema-s invoiucran condicjones de Lipschicidad locales.

En [41. lem¿ 2] se exhiben condiciones pa¡a ob¡ener soluciones casi pe ódicas para e1 sistema

lirreal perturbado:
ú,/ : Bft)u, +.r(¿) + 9(r.u j.

El ¡eorema siguiente sigue esa^s ideas para el caso de soluciones casi automórficas relacionado a la

ecuacióE integral {2.0.1). Una dife¡e¡cia en el procediúienro de la <iemost¡ació¡r es que en [41] se

realiza a ¡ravés de aproximaciones sucesjvas la que también se puede reaiizar mediante el análisis

de un operatior. en tal sentido la demos¡¡ación del teorema siguiente (al uiiliza¡ u¡ operaciorl es

más rratu¡a]-

Teorema 2-2.2 Seon.f,9 €,4álR r X:X), C € Lr (s--\' ! paru p > 0, cons'idere el conlunto:

Au = {s €,4-4(1R.X) : y-ya *!o}.

d¡t.rlt: 
tt

9nr -./1t0r-/ f t-' g's'1rcs

Asum.a adicionaimc,nte que )t1¡¡ *< p ll que eristen constar¡tes posttioas L¡.Lo tal que:

a) l.flt,al.t)l - /(t.r(t)) i 3 L¡ :e(.t) - ,.(¿)ll, t € lR,Í.s € A0.

b) s(t.y(t\) - si.t rlt))l I L"''ul.t) - r(t) ,t € R.r,s € A¡.

c) Las .onstontes p.L¡,L¡,,1, C\)¡,¡p,-¡ satisJa.cerL la si,gui,e'ntc desl'-ouaLrlaC":

Lf -La C.11,ñ- <.;+f e.2.5)q i- ,'.qrr x

cnt.ances la ec'r.oÍ:ión i.n,lceral (2.0.1)tiene una ún:tca soitción en A,n.

Dernostración. Conside¡er¡os e1 operador:

I : .4.4iR, x) -+ -4-,1(1, x) i2.2.6)
t1

U r fs(iL: ÍG.!n))+ I C(/ - s19r,.<. y(s))ds.
J_a
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Por Ia obse¡vación 1.3.1 ¡- e1 lema i.3.3 tenemos que f es ur opl3rador bierl deflnid<-r. Probemos que

T.,-\,, ! An: e¡r eleclo. se. J/ ¿ l, luePo:

t1

ilrs(¿) -solt) S ll.l(¿,s(¿),r - /rt.o1 - | tcl.l -s) ligt.,v("))-e(e,0) ds
J--

S ¿¡l Yl - + I,,llC l¿'1e'¡ vl *
< iL{ + L"\\CliL,(e-))(ltE - s.l - + soL -i
I @t + L,tl C ¡,1E*1)(o - llvo _)
<0.

Ahora probaremos que f es ul operado¡ contractivo soDre A¡. En efecto. sean yi, !: É Ao. iuego:

ff
llrgrl¿) -rs:(r) I l./(¿,yr(t)) -.f\t.t12tt\l + J-*C\t- ")lJtsi¡,sr(s)) - ltis ?t2(s)) d's

7 lLr + L,llC i¿,rn*t)llv, - gzll-.

De esto ¡ (2.2.5) se sigue que f es un opeiador contractivo. entonces e1 teorema de punto fljo de

Banach asegura que la ecuación integrai (2.0.1) tiene una única solución en ,4,4(R:Xl ¡

Las hipótesis pa¡a e1 reorema siguienre nos ayudal a es¡udiar la ecuacióu (2.0 11 de una maue¡a

un poco distinta. la dife¡encia con el an¡e¡ior es que en lugar de cottside¡ar cons¡antes posiiiva,s,Ll

], ¿e se utilizan funciones Z1( ), tr.,(.) : R' i' R+. Es¡os métodos siguen ]a^s ide¿s de H. Ding er.

aJ. [22i. qulenes esxudian ecuacio[es integra]es con ¡e¡a¡do inflnito-

Conside¡emos ias siguientes condiciones:

j) /.g e Á-AlR x X,X). existen i¡ :1R+ + 1R- ¡' I, :lR+ -+ R+ funciones con¡inuas l'acotadas
ial que i pa.ra todo r > 01. para iodo r. g € X con l'"1 .Vl Sr[ene[ros:

jÍ(t.T )- flt.y') < rr(r)ll¿ - sii.

s(.t.r) * sit. y)) < Lo(r .\ r - y

| ( ÉI-11( Il aoemas:

sup(? -"¿ i- - rL" -i CI,L. F- )>:'C ¿.p. suP I ¡.0, -"uD / ¡.0\
r>0 -":lP. selE

Teorema 2.2,3 Suptnga que las cond'tcion es t) y íi) se satlsfacen. entonces la e.uac'ión irltegral

(2.0.1) posee una ún'ica soluci,órL ea -4.4(R, X).

Demostración, Consideremos el operador I deñnido en (2.2.6).

1) La buena deflriciól del operado¡ f se sigue de la obse¡r.ación 1.3.1 I'dei lema 1.3.3.

De ii) existe -R > 0 tal que:

R RL:(.R) -a¿"(-E)l Cl ¿,,, ,> C . ,.-,:."H g's.0) -supilf(s,0)ll e27)

Consjde¡e el conjunto ce¡¡ado O: {¿ € -1-4(lR.X) : it¡ - I Á}.
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2) Probemos la inclusión f(O) g O. En efec¡o. sea y € O enionces:

t1

,,rv(t)l 5 l,/(t.y(r)i, + / lC(r - s,];l¡e(s,yrs).¡ ,dsJ--
r1s ll/(t,y(¿)) -,f0,0)l + ll,f(t,o)l - / lc(t - s)lils(s,u(s)) - g(s,0) + e(s,0)llds

J_a

< Lr(R)R+ ll/(t,0)ll+ /__ lc(t - s)ll(¿,(R)Rr- lle(e,0)ll)ds

< .1,¡(r?)rt + sup 
I l/(s, 0) I I + (r, (E).R + sup 

I le(s, 0) | l) | lCl l¿, is*;á€lR e€R

<R.

3) I tietre !¡ úlico punto fijo. En efecto: Éea:D Ur)yz € 0 entorces:

lEsl(t) -r3¿(t)ll < ll.f(¿,yr(¿)) -"f(t.yz(t))ll+ /' ¡C1,-,¡1¡¡r1",11(s))-e(s,sr(s)))lldsJ-ú
I ¿¡(¿)lls, - s:ll- + ¿,(E) lcll¿'rnrrligr - gzll-
< (Lr@) + Lr(R)llCll}rn,r)lls, _ s,li_.

Notemos que de Ia desigualdad (2.2.7) Ioga,mos obtener:

R- RL¡(R) - RI-e(a)lloll¿,&+) > o,

ta.mbién al ser R > 0 conseguiÉos la desigualdad

L¡(.R) + LrlB)llcli¿r6+¡ ( 1,

lo cual implica que f es contra.tivo. Po¡ Io ta¡rto. el resultado se sigue del Teorema de punto fljo
de Banach- 5
Obsenendo }a demostración del teo¡ema anterior. poderDos obtener el siguiente c,o¡olado:

Co¡ola¡io 2.2.1 Suryngarnos que la condición i) se satisface g L¡(.) : L¡. Ls() : Lt¡ son cons-

ta.rtes posittuas y que C e ¿1(R+). S¿ se satisfoce Ia d,esiguald,ad,:

¿/ + ,sllcll¿,(p=) < i,

entonces La ecuaci,ón (2.0.1) tiene una única solución casi automórfica.

Demostración. Consideremos el operador I defi¡ido e¡ (2.2.6). Por las propiedades de Ias fun-
ciones casi automó¡ficas. podemos notal que Ia siguiente exp¡esión es ñ¡i"a:

llCll¿,i¡., sup ll91s. 0li, - sup ,,./(s.0)l .

Por hipótesis 1 - (Lr + LrllcllL'1n+;) > 0, luego existe un número positivo .t¡ tal que para iodo
It ) .to se tiene:

R - RL r - RL lllcll¿, rn*r > llCll¿, re*, sup lle(s, 0)ll + sup ll/(s, 0)ll.

Siguiendo la demostra¿ióu del leorema a[terior se puede concluir que existe una úuica solución
casi áuiornórfica de la ecuación (2.0.1). D
Esie corolario tambiét se podría deduci¡ de1 Teoren.u 2,2.1. Dl procedimiento en el corolario es en

cieúo sentido t¡ata¡ de loca,liza¡ la solución co[siderando una cota supe¡ior para e]la.

Una aplicación del Teorema 2.1.2 a la ecuación (2.0.1) se da en el siguieute resultado loca1.



Teorema 2.2,4 Seal el o¡terar)or rie.finit)o en (2.2-6). conszdere p > 0 y el s¡gutenle can?unta:

A¡ = {r €,44(RrX) : liy- ?ol - S p}.

cor. 
f_

!Lr,/ -,I0, r :."r1.U 
J_-"t, -s79 ".0td..

supor¿ga que se cumpLe kt desigualdad,;

t¡ < 0 - t1 - iLt ..L L"lC i¿,r*-t))-'llfg,, - y, i- < ¿.

con Lr 4 LollC i¡tp-) < 1. Entonces la ecuación (2.0 11 tiiene una soiltc'ión rinico 37 e AA(1R:X]

que curnple llg - soLl- < p.

Demosttación. La de¡ros¡ración se sigue del Teorema (2.t.2); er¡ efecto. sea

S=!5(U(,,r) :{:e ,4,41R.:X) : ;-ys !0)

\,. € 8(3r.r,á). enronces:

l(r:)(il -so(t) < l(r:)iz) - (r3ro)(¿) + l(frÚ)lti - golf )

: iLi + LrllCl ¿,te-r)ll; - gol - - ilrv¡ - e¡ -.

Luego ser puede iden¡ilica¡ la colsta¡r e cle Lipschltz Lt = L' -La C ¿L¡n-l con lo quese obtiene

En io que sigue se estudia Ia ecuación iltegral mas generai dada en (2.0.2). esto es:

t t'- -ltl =.f t.p: - | C't 'o.,.p"'d'- | '1 ;-»92s.ys.C"
J_- JI

Como la ecuación (2.0.!) e-s nas general que l:.0.1) Ios teore¡llas de existencia ¡ unicidad de la

solución para 1a ecuación (2.0.2) geueraiizan los dados para la ecuacjó! (2.0 1).

En i18 C. Cuer.as -v C. Lizama es¡udian soluciones casj automórñca§ pa-ra ecuaciones iDte$:ales

con reta¡do i[finito, en este c¿so dado que uuestra-s ecuacioBes integrales coabinan ¡e¡a¡do i[flui¡o

¡ a¡'ance i¡frnito se tra,ta de ecuaciones rna*s generales que las tratadas por elJos ¡ por lo tauto

rrl1es¡ros métodos estudialr de ma¡era particular ]a-s ecuacio¡es que tratau en [i8].

Teorema 2.2.5 Seani',gi,g:€-,14(RxX;X). C1 € ¿1(R+).c2 € ¿1(R-), p>0 y cons'idere eL

canlunio:

tn: {y e ,4'a(R, X) : lis - eoli- I e}

r' ¡ ''
u.. ¡ -,',.u- | a t-sd-t-.0,d,. I ( 2.'-¡ yr..O\ds. i c lF-.

,J-, JI

Asuma ad,i,ci,analmerLte o-ue lto * I I y las s'rgu'ienies propiedades:

a) üxisten constantes posi¿il)o s L¡.Ls,,I'e. tol que para todo t aP'. ¡.3/ € .A.0r

| !tt..a(.t'¡) - it.t,r(t))t I ¿j s(r) - j'l¿)ll.

lLsr (¿. s(t)) - sr(t. r(t)) | 3 Ir, 1s(t) - ;r.(t)ll,

(zlt.yit)) - gt(t. ¡(t))l < ¿,.ilgt) - ¡(t) .



h) La! constantes 0.Lt L"..L,. llcr'ti¿r(p+) ! llQil¿r@ ', saixsiacen la $i,71t'tent. d'esíguaklad:

L' -;,' C ¡ .' - L,-':( 2l ¡'," 
-; 

:': x

En,tonces la ecuaci,ón i'ntegral l2.l).2) tiene. una única soluciórL casz automórfica en \¡.

Demostración. Considere e1 operador:

f : ,,1,4(R:x) --+ ,41(R;X) 12 2.9)

tl t+-
f .¡¡l-t,\ : f(.t,y(.t¡) - L_C1,r 

*s)st\s.!t\s)tds- 
l1 C3(i-s)c2(s.v(s)rds

Por ia observación i.:.1. los len]as 1.3.3.Y 1.3.{ se concluve que f es un ope¡adol" bien defi¡ido'

Probemos que l(Ao) ! (A¡): en efecto. sea 3/ € 40. iuego:

r'
r3irt) s¡(t)l I )fl.t,a(.tt - fi¿.0)! -./_*,a,,,- -srlirrrr(s,sis)) - gr{s.0) jds

- I (:'r-¡r Jr"y-.-s¿"0'a"
Jt

I (¿/ -¿",llC1 ¿'1e+¡-.L,"lCzll¡,rr,-t) sll*
1 l.Li + L",i C1l ¡,¡s*1 - ¿,,llC: ¡'e.-t)(iig - po - - lso -)
<0

También I es uIle contracción en A¡- en efecr,o. seaD gr, ?2 € A0 entonce§:

t1

lrpl(t) -r37r(t) I Llf(r.srli))-.f\1.a2\t r +./-_ Crlt-5) s1ró,?1is)) - s\ls,s2(s'¡¡l ds

l+-
- I 't't'- l,: r.g. § - §2.".y_ t 'C'

.ll

I i,Lf '' Lr.ttlc',li L,le. ) - ¿e, iiC2l r$ ¡) tlt * 'tzl o.

debido a Ia desigualdad (2.2.8) se consigue que i es conlractivo: luego el teoreraa de pun'.o f,jo de

Batach conciuye ei teo¡ema. L

Nue¡'a,me¡te como se hizo para el Teorema 2.2.3 se puede realizar la misma reflexión para e1

siguiente ¡eorema con respec¡o al Teorema 2.2.5 1'Jo:¡ismo sob¡e 1a gerteralizacióu a los Teo¡ema¡

de 122i.

,{sumamos }as sigrrienres co¡dicio¡es:

Hr: l.g¡ a,4-4(R x X;X) ¡'' exlsrer I¡.1r" : R+ --+ R- fu¡ciones cortinuas J: acotadas ¡al que:

para todo r > 0 ¡' para todo r:. ?,, € X. con ]lrl ,lgil I r Ienemos:

: f (t. r) - I !it.. y) | I r'¡(r)l r - ¡71 
j.

's¡i,t,.r.) - s,(t.y't ! L".l.r) lx - sj .

para i : 1.2.

H2: C1 a ¿1(R-),C2 € ¿1(R-) ]. ader¡ásr

sup(r - r.L¡(r) - rL,,,(.r) Ci ¿,qp*1 - rlr,(r)l:C:ll¿.rr l) >

Crli¿,rn-tsupllgr(s,0)l + iiCri ¿riR-)sup 9r(s.0)ll +sup /(5,0)ii

19



Col esto ¡enemor el siguelte teorema:

Teorema 2.2.6 Supongo que Et y Hz se satisfacen, entouces la ecuación irLtegral (!.A.2) tzeae

una úntca solución c,asi automórfrca.

Demostración, Conside¡en¡os ei operador f dcfinido en (!.2.9). Por lá observacjó! 1.3-1. los

Iemas 1.3.3 J 1.3.4 se concluve que f es un operador biel deñnido.

Por ,ry: er.iste -R > 0 ta1 que:

R- RL:(.R) - RL,),(R)| C1i¿,1p*1 - RLo.(E)1lCz )ur¡. : > (2.:.10)

llCl ¿,g¡-¡supj191 .,.01 - lC: r,rF-rsYI, 9rrs.0)l -supl/(s.0) .

Sea el coujurto cerrado O¡ - {3/ e ,14(R:X) , llVii- I E} N{osi¡aremos oue f(O¡] ! O0 ¡ que I
es con¡rac'tivo. en efecto:

1j Sea y € O6. luego:

)ty(t) f il"¡(t,s(¿))-.f(f.0) +.f]r.0)l - J_*Cttt - 
5rlI s1l.(.y(sr)-e,(s.0)l -le1is.0) ]ds

r-c
- I G r-s;li 9r .! ¡ -g: ".0j - .q:,.U, ds

t. 
,

I Lti.R)i sl,- + L.f (t.0)r + 
J1__ 

lcril - sr l¿c, 1F)lgll- - ligr(¡.0) ld.s

t+x
- I C2\¡ - s r, ¿./ R) t, - ^ 9z ¿.\.t d,

t,
5 EI;lE) -sup ll(s,0) -Sf,,iE) CIrll¿,rrr-l + C1l¡,¡e+rsup 91(s.0)l' saP s€¡i

* RLp"(R) lC:l ¿.e-t + C,l ¿,tn,r sup liS:(s.0)i

s fi..

La ú1tima desigualdad es justiflcada po¡ (2.2.10).

2) Sean g;. 91 € O¡¡, luego:

t1
fvr(r)-fs:l¿)l < fit,hl,.t)) f t.u:'tt)t *./_- cr,,- -"1 lq.rs.gi(s)) - g7$,v2(s|)ltds

rix
- I C1 r "rj 9 . 9¡ o ,-91 ,.p2.. t,d,

J¡

I (r¡(fi) + rG lr,rn-r¿o,ll?)+')C2 L,m-)L!.lR)) c, -szll-.
De la desigualdad (1.2.i0) obtenemos

R - RLtIR) - RL!.(R) lC¡ ¿'1e-1 - Rrr,(fi)liGl ¿r¡q-y ) 0,

luego:

7> Lj(R)+ llCr ,'(E=)¿,,(-4) + | C2'iL,tE jL""(R).

Por lo ta¡¡o f es un operador coúfractivo, .otsecuenteüerte tiene un único puDto fijo.!

Como co¡secue[cia de éste teorena se tie[e el siguiente corola¡io:

Corola¡io 2.2.2 Sufnngamas que II) se satisfoce,.on L¡l): L¡,Ln.(.'): L"',Lr,(.'): L""

constantes posititls, tarnbt,l.n ELe C1 e Lr(R+).G € ¿l(R ), además se curnltLa la desigtaLtlati:

L¡ * Le, C1 ¡6+1 * Lo" lC: ¿,t¡q-) < 1.

entartces la ecuactón (2.0.2) liene una i¡i.ca tolución c:asi otttornórfica.



Demostración. Consideremos ei operador definido e¡ (2.2.9). Polla.s propied¿des de la"c futr-

croües casi automó¡ñcas ¡' Ia hipóresis. podemos notar que ia desiguaJdad siguielt(i siemprc e$

r''- l1n-sunltgr ".0'l - 'f, r,!:- suf i92ü0r - sup I'0]<-r'
.-¡[ ..4F. .'e].

También por lipótesis ob¡enemos que:

1- (.Lr + L",l,lCt11L,&+) - Lu, c2l ¿,6 - 1) > 0.

eD¡onces exis¡e uD núme¡o real positi.v'o &) ¡al que pala todo Á 2 /l,r se tiene 10 siguien¡e:

R-R,Lt-ñI,, iolll¿,(P+r - RL,l,llCzJi¡'¡e:., > llCl i¿,1s-lslPligr(s.0) lr-

+ llC:i r.,re-ri|flllg:ls,0) +supL.f(s,0) I

Luego procediendo cotuo en Ia demostra,ción del Teorema 2.2.6 se pue<ie conciuir que ia ecuació¡

(:.0.2) tien€ una única solución casi aur,omórflca. ¡

Se termina Ia presente subsección con u1:Ia aplicación dei Teo¡eura 2.1.: a 1a ecuaciól Í2 0'2) a

rravés del siguiente:

Teorema 2,2.7 Sea I el operador d'efinido en t2.9.9), consideremos | > 0 y el s'ígu'ientc corylunlo:

Ao: {!, €.4-4(lR:Xi : ts - eoli* < p},

r¡ot) : (10)(¿) = f(t.0)+ l'-Ctit-statl.s.o)ds+ l,t- C2 ít - "ie'r¡".0;d.

suponga que se cumpLe la destgualdad:

0<á:(i - I,L¡ + L,¡,llc't ¿,,¡-1 r.1," Czl ¡,rr-, ))-1 lfp¡-soii-lp

eon L¡ ! Ln,lClli¿'1r-1 + Lr"liC)lL,tE:-) < 1. Entonces la ecuación (2.0.2) táene una solució'n

únr,ca y e AA(R;X) que cumple y yol-lp.

Demostración. La demost¡ación se sigue del Teorema (2 1.2): ert efecto. sea

S=!6y.ú - {::.4...t 1R:X : : ,r, Se)

l' : € !S(go. d), entorces:

r(r:)(f) -e0(f) < li(r.:)f) - (rso)lf)i +iirso)(¿) -yo(t)ii
< (L¡ + La. d1 ¿,1u-¡ * Ls. C2 ¡,¡.¡1 ))li: - gol - * fgo - so -
I e.

Luego iden"iflcaudo 1a constante de Lipschitz l¡: Z¡+.Lr, lC1]]¿,i¡+;*I¡.liC: ¡'la-l seriene

r(E) e ts. ¡
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2.2.1. Teoremas tipo Massera.

En ei Teorema 1.1.1 Ítem 5), se demostró que toda función casi automó¡fica es acotada, de esta

forma ae obiieue que las soiuciones casi automórfica.s de ecuaciones ütegrales, integrodifere:rciaies

o dife¡enciales son acotadas; los ¡esultados tipo Massera (ver {34]) soD aquellos que e¡trega,n e}

recíproco a este hecho. es decir bajo coDdiciones adecuadas se demue§tra que §olucioles acotada§

de Ecuaciones ya sea integrales, dife¡enciales o uua mezcla de esta§ son (en nuesiro caso) casi

automórñcas. Pe¡o además de la acotación. otra propiedad inlporta.nte de las funciones casi au-

tomórfica6. es que 6u rango es ¡elatiltsmente compacto.

En la presenle sección se lográ determitar que bajo cierta§ condiciones una solució11 acotada de La

ecuación (2.0.1) con la¡go rcl¿tivalaente compacto es casi automórfica. De ma¡era a,:ctíJoga para la

ecuación (2.0.2). AsÍ, pa¡a detereiDar Ia casi automorñcidad de una §olución para 1as ecuaciones

integrales mencionadas es suflcieDte buscar soluciones acotada§ con l&ngo relati\,ameDte compacto.

Como hecho preliminar se enulcia y demuestra u.rr lema, que en §u esencia otorga erylícitamente

una cota superior para una funcióu positile, maJ."orada por un operador i¡tegra,l.

Leana 2.2,L Snn D,a, ).,a: lR -+ lR* cor¿ t, acotad'a, ad'em,ás lL I* O(t - ,),1(r)¿sll* : p < 1,

suponganos también que ée sati,sface lo, d'esiguald,ad:

entonces:

Demostración.

1)(t) t all)- 
Í-*D(ú - -").\(s)oíslds. ¿€R.

,,,. 1ELE
- L-t

o(t) : io(t)l !

ll,li- < ,ll- +ll l'-o¡- s¡x¡s)dsli- ',-l -.

lo(0r- i./-_

aa't + l_-

Dít - s).\(r)o(s)ds

D(t - s)A(s)dslllo -.

Iuego;

de esio se concluye que:

Pa¡anuest¡o objeijvo (plasmado en el siguiente ¡eorema). se asutrirá que la funciór ) es la constan¡e

L,.

Teorema 2.2.8 Supongam.os que f . g € ,4,'{(1R x X: X) son respect;tt.Lrrle¡Lte L¡ y Lo Lipscht'tz

gLobales. con L¡ y Ln constanl,es pasitiad,s, C € ¿r (R+) ¿ol gte:

p: L¡ + L,lCll¿,s.-¡ < i.

Enton..: una saLü(?ón a.'otada dt to e'úa.ton

,'r¡=;¡t.,1t,- | Ct sos.¿stcis

tiene rango relati.aan¿erLte ao'íLqacl.a erLX si y sólo sí es casi autonórfica.
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Demostración. La implicacÍón necesa a es inmediata ya que toda furció! casi au¡ooórfica tiene

rango relati\,amellte compacto.

Ahora mostremos Ia suflciencia. Conside¡er¡os {."j1'} una sucesión arbitra¡ia e¡ lR. }ue¡;o existe una

subsucesión {s;} q is;l'} ral que,

Si -[ es ur1 subconjrmto compacto de X- se tienen los lími¡es si€$ienies:

,,1ÍT-9(f +ó;;."': q(l,r ' 1 € R. v"'€ ¡\' (2211)

,,I*-att - si¡'t) = g(t r') ¿ € R' vr € 1('

Tambié¡r. existe una subsucesióD {r;,} q {.;;} ¡al que se +,iener }os lÍmites :

,,{T- /(t - ri ' "¡ =il-t.r|. t. Rl. vr é fi. (2.2.12'l

,,IT-f('- si,.rr = /(t r) r € rR, vr ' 
1i'

Suponganos ahora que t1 € BC(R.X) es solución de l¿ ecuacióD (2.0.1) con rango lI'. ¡ tomemos

W- = Ii. Luego como {tr.(t - ".)} "" 
una sucesión et Ii. por e1 teoretra de Bo}zano \treiers¡rass

existe ur'¡a subsucesión {s,, } ! { -.,} tal que la sucesión {a (í - s,, )} (subsucesion .ie { ¡r l/ - s?, r} ) es

convergente dc manera puntual.

Sea ¿(t) : lím ull ¡ s,,i. Consideremos ahora ia función:

1.t = ¡ t.ü ,. - [ C.,- .,9 ".; s .d,.

luego obtener¡os la estirlación:

llu(t-s,,)-((t)l < .Ír.r -s, 1./(1 -,,, I .f1r.ati]]l -! (2.2 13)

- f_*C'lt -..) 1,y.<-s,.urb+sr' - ple.ítls)) Cs.

Pero ¡ar¡bién:

I /(t + s,,.i/(¿ +.s,,)) - ¡(r.¿l¿)) I Lf(i + s..ull + s,,)) -,/(t + s",.¿i¿))l -
- i(r + s,,, ü(r)) - iit.ar¡t)'
: / , /-s,. -ilr - !.t-,.it -.it.i¡ '

I

I e(s + s,. u{s + s")l - sis,u(-.))l I lig(r + s,,.u(s + s,,)) - g(¡ + s,,.¿(s))l +

+ i gls + s,. áls)) - Oi.s.uls)'1l]

S ¿ol ü("" + s,¡) - a(s)i + e(s + ,',,, ¿(-")) - e(s, a(s))1 .

Alro¡a volvien<io a (2.2.É). ol¡tenemos:

lir(¿+s,) ((t) < L, LL(s+sh) -¿(s) r+ e(s+s,¡.¿(s))-r(s,l/i<.rr + r:.:11)
r1

- I C¡t s)1(2,, r.l-.- s,,') -úl,s) + 19ls+s,,.ü(s)) --q(s.t(s) l)ds.
,l_ -

De esto J por el ¡eorema de convergeucia dorninada de Lebesg,re- obte¡euos la colvergeucia pun-

t¡.ral:

u(t + s,,) -+ i(t).cuando r + +cc.



es decir. por la unicidad de límites u(f; : 5(t). por Io que'úlf ) satisíace la relación intes¡ai siguiente:

u,ft) : ii..it\t), - [' 
"t, 

s)i,,'. ü1¡))dr. (2.2.1i)

Abo¡a vea¡¡os que ] á(f - s,,l - u(t) --' 0. cuando ¡¿ -+ -¡cc:

ll¿(l-ó,,r -u(¿)l l lll(i-",,, a6-",,1 .-f\t.Lt\t)) - [' C,r-r1 ¿'. -s,,, u(s-s,, ))-9(¡. u(s))]ids
,/ -d

Nues¡¡o ob.leiiro es estimar ias dife¡encias: I j1t - ,,,. ati - ., 1l - ,+(i. u(f)) r'

ilg(.s - r,,,4(s - s,,)) - 9(s.z(s))li. para ello observemos que como el ran¡¡o de tr es ¡elativamenle

compacio en X. errtonces su límite puniual d también ¡ielen esta propiedad; por ]o tanto aplica¡do

nuer'áü1errte el reo¡ema de Bolzano \!'eie¡st¡ass a ia sucesión {¿(t - s,,)i. podemos ui:icar una

subsucesió¡ {¡r} ! {s,,} tai que u(t-s¡) .- á(f). puntualmen¡e cuando l -+ +ñ ;luego (catrbiando

6t por s,, r obteDemosi

:,ift - s,,.u(t - s",)) -.f(t,u1t))l I i(¿- s,,.d/t-s,, I -.itt - s,,..A(.tl) +

+ I it-s,,.á(¿)i - l(¿,u(¿))l:

I itl(t - ",,.¿G - i")) -,¡(r- s,,.árt))i *
- iÍ.í-t(.t -,,, )) * f (t - ,5,,.01r))l -r

- .f(t, a(t - .s', )) - ./(¿, u (¿))ll

< 2Lrliú(t - s,i) - qt.r') :1,11i¡, - s,,)-u(l)l -:

+ | .f (t - E,,,1tt))- f{.f.0(ti) .

I'

li6(¡-.r,,.u(s-s,,)) -e(s.z(s)) < lis("<-5,,.¿(s-B")) - 9(s- 5,, á(s))l -
+ §is - s,,,r(s))- g(s.u(s))l

< iisi" - E,.ut.s-s,,\')-e(s-s,,.á(s))l +

- lle(s. ai-" - s',)) - §(s - s,,' á(s)) +

- le(s.a(s - s,,))- e(s.u(.s;)

I 2L" u\s - s",) - eG)i|+ L"lú(s - s,,)-a,ls)l +

- i " - ¡, .ú s . - g , e s

Por esto se iielle:

ú(l-s,,)-u(t) < 2Lrt\ui,.1 - s,) -eil I + ¿.rihr(t - §,,) - r¿(i)l + 7r.t- s,,.|t.tt)- /1¿.trlr) +
tt+ I Ctr s.\li.2L":ú(s - sl,)-e(,i) l+ li(s-s,,.á(s)) -e(s.á(s)) lds-

J --
[1

- lnl .i., -s ús-., -üs'05.
J __

Pero láli- s,,) - ul,.t) S 2 ¿ * e¡rtonces üuevamente exis¡e subsucesión {s.} Q {.r",} tal que

Itll 6,)- t¿(¿) -+ 4(t) puntualmeD¡e .ua¡do i -+ +cc.
Luego. dado r > 0. exisre ñ(1.6) € N '.al que para ¡odo I 2 ,\h l- por eJ leoiena de co$'e¡gencia

dominada de Letresgue

4(¿) < m0e + ¿¡ t7¡t'1+ t,,, I iC(t - s)lals)ds,
J_ x



p = L¡ - Lt¡,1lCti v,{y'1- Lo^ lC2 ¡'1¡.-1 < 1.

Enton.e. una ro),rclon oto¡a¿a d' la Pcua(rcn

t' t- *
u1.r - lrt.u.t -| (-..7 sg'u.s¿'-I (r" -.'911..u'' \o'

JI

tl.ene ranga rel,ati,uo,menl:a compacta en >i st g sóia sz es casi uutorrlótfica l

2.3. Ecuaciones Integro-diierenciales.

E¡ es¡e sección esrudiamos la siguie[te ecuación integro-diferencial:

u'(t'1 : ¡u¡7¡- /'11,-,,,,.",a¡rSLt ir(lll ta0

u(0) : ito '

co]] nLt) : 7 + 2Lr * l1 + 2L,t)ilc L' @-- ).

Po¡ el lema ante o¡. te¡emos n(t) I yn' .I'como . > 0 es a¡bit¡ario. se conciu¡re ¿(t - s,,l -7- p '
ult)]i -; tt. cuando n -+ -r-o.. E

E1 siguiente ¡eo¡ema extiende el anterio¡ en favor rie Ia ecuación í2.021 La demostraciór es

similar por 1o que se omite-

Teore¡na 2.2.9 Sq)o»garnos que L1.Lu,.Lo, son. constañtes pasitiuas y "/,gr,9: e,4lllR x i:Xi
son respe.tn)o,trLente L ¡ . L o,. L r, L'tpscitit; olobales. Cr € ¿ I (P* I E C2 a Lr iF- ). Ad emás r:onsuierc:

que s. saii,sfdce la desi,guald,aC:

12.3.16)

de Ia cual se espcra obtener una única solucjó¡ mild asi[tóiicamente casi automórfica AquÍ ,4 ;

Di,4) aX-X. B(l) :DlBlf)) c X - X. t ) 0 son operadores lileaies ce¡¡ados. densamen¡c

definidos sob¡e el espacio <ie Banach X: ,{,{) C D(A(¿)) para todo ¿ } 0 :'g('. ) es una funció¡

asin¡ólicamente casi automórfica. iü0 € X.

Es¡a ecuación ha sido es¡udiada en i29i pa,ra el caso de solucio es miid asintóticame¡¡e casl

perió<iicas ), casi periódic¿s. Tambiér¡ se debe ¡ecalca¡ que por la condición inicial euluelta és¡a

ecuació¡ es uD caso pa¡iicular de 1a esrudraia eII l::,. Por lo tanto se presentan nuevos ieoreú¡as

a 1os preseo*.rados eu i29l ¡'que a ia vez vienen a ser ca-sos particuJares <ie [221

2-3.1 - tr\rnciones Asintóticamente Casi Automórficas.

L¿ teo¡ía de la-q furrciol¡es asin¡óticar¡ente casi au"omó¡ficas se encuenlra resumida e¡ 1os ]ibros

136 37] de G¿slón \4'Gué¡ékata. uno de las artículos autocon¡eDidos J, con infon¡áción inportante

en 1o que se refiere a propiedades de es¡as funcio[cs. co1¡o po¡ ejernp)o. que el rango de ula fun-

ción asintóticamenie casi automó¡ñca es reiativamenre .ompác¡o entre otras. es i22] de Hui-Sheng

Diug et. a). LiteraLneDte una fu¡rción asintólicamente casi au¡omó¡fica es aqueila que se tueh'e

casj automórflca para números reales a¡bit:a¡iame¡te grandes. para formalizar esto deflLalltos los

siguien'.es conjrlD¡os

C6iR+;\) = {d e C(R.+:x) , .}g_ ilii,(t)li = o},

C¡(R+ x X:X) : {rpe C(R+ xXrX) :,.Iy_Io(l,r)11 -0. u¡ifon¡errerte

sol¡¡e s,.rbconju¡los corlpactos de X).



Definición 2.3.1 Una fuuciót, con¡inua ¡7 :1R+ -. X (respectlvamenr,e g :R- r X - X) es

asintóticanente casi autonórfica (respecti%ment€ asin¡ó¡icamente casi au¡omórfica e¡ l. € lP uni-

formemerele sobre subcodutLos compactos de X;. si 9: .f + ri donde / e ,,l,4(R;:ll i¡especiiv¿i

mente./ €,4á(lR x X:X)iI'o € C0(R':X) lrespectivamenie C¡(R+ r X:X)).

Denotemos por AAlflR-;Xl ai coniunto de las funciones asintó¡icamente casi automórficas ¡'
AA.A(R- x X: X) a1 conjunto de ias funciones asintóticamentc casi automórñcas en i € R uniforme-

mente sobre subconjuatos compactos de X.

Observación 2.3,1 ¡io es complicado noia¡ que si @ a C9íR-:X) (respectivanente C¡(R'x
XrX)). erronces o es acotada (¡espectivamente acotada sobre subconjuntos compactos de X).

En e1 siguiente teo¡eÍra s€ resumen algunas propiedades imporianies de es¡as funciones. La,s

denostraciones de aigunas son inmediatas po¡ Ia que no se rea[zart. mie[tra¡ que pa¡¿lsu comp]e-

mento se prefie¡e segui¡ una refereDcia .r'a que son de Datu¡aleza esránda,r '

Teorema 2.3,1

1). Si q a A/á(R-;X) erLtonces lt es acata.la.

2). El con,iunto -AAA(R-;X) es un sllbespaci.) oectorial de BCl.Ei+:Xt.

3). La descompost.cr,órt de unc furr.ción aí'tntó¿tcdme\te casi automór.flca es untca.

.4). Ei rdnoa d,e una.functón asintóticamente casr autornóríica es reLatilrdrrLeuLe compacttt en.X

La deurostración para el ítera 3) se encuelira en 136]. mienrras que para 4) se encuentra una

buena expcrsición er i22;.

A parrir del Teo¡ema 1.1.1 íterri 5) I'de Ia obse¡vación 2.3.1 podemos compleúren¡ar un poco a

1a parte 1) <iel Teo¡enia 2.3.1r esto es. se puede ver que la e:'presiónr

igl r- sup l.f(t) - sup io(i)
r€lP. ¿aRl

r2.3.1Sl

es frnlta. es¡o nos penni¡e avanza¡ eD la estruetura del espacio,4,4A(1R-rX). lo que se obsen'a en

ei teorema siguiente.

Teorema 2.3.2 El espac'io aeclonal AA,4i.k+ tX) er un espacio rie Bar¡ach con norma de.fin'ida

por (2.3.18).

UDa demostracjón de este feo¡ema se encuenüa en el libro [37].

Lema 2.3.1 Sea / e C¡,fR+ x X: X) ezlonce.s .f es unrforrnemenle .anti,nua sobre subconjuntos

camf)acl.as d.e X un'iiarm.ernente poru I € lR+ her de,fini.ctórL 1 3. i)

DeEost¡acióR. Sea -Fl uu subconjutto comp.icto de X. por de:]1ostrar dado ¿ > 0. e¡js.,e ó > 0

tal que si :¡ - yl] < d. eDtorlces ltf (.t.r) - f(t.y).]< r. pala ¡odo I € R+.

Por deflnición si / e ó'¡ (R+ x x;X). cntonces.Líp l'(t,e) =0unifo¡r¡ementepara¿€¡.

esto sigrifca que dado e > 0 a¡bi¡ra¡io. existe D > 0 tal que si ¿ > D Pl]to]lces J t.r\ a'-.
.on:r€K.luegopuedoelegiró':ltalquesi.L.A€l{.con]]r-yi<1¡¿>L-lserie¡;e
j t..: - ¡.1.u, <. JLt..r. - il t.,, u < t :-,

Sólo qrreda ver que se sa:tjsface p¿¡a f € I0.¡1. 
-En pfecto. como [0.9] x Ji es colnpacto y / es
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continua enlofices llodemos ver que f er u[iforme[¡e continua sobre [0. D] x Iii es¡o es. dado e > 0

existeó" >0ra1 quesi (t.r).(s,g) e i0.D1 xIf con l(t,r) - (r,v)l =lr-s +Jrr-yli <ó".
entonces f(Í.r) -./(s,V)li < e. Luego. si tomamos o,g € Ii tal que llr-91 < 6". se tieue

I (2.c)-1t.g;11 < ó" para todo t e [0.D]. loqueimp]icallllt.r)-./lz,u)11 < ¿. PoIlo ¡anto dado

É > 0. exisre ó:mtuló".1] tal qu€ si ¿,3/ € -K con ]ir:-yl < ó. ento¡ces .I(f.rl -.f(t,l/)i <É

Dara ¡oa10 ¡ a l¡- .!l

Definición 2.3.2 Una familia {E(¿) : f } 0} de operadores iineales continuos sob¡e X se lla.ma

un operador resoivente para la ecuación (2.3.16) sí. 1' sólo si:

(R1) /?f0) :1, es e1 ope¡ador identidad sobre X.

(H2) Para todo r € X, el operador f -+ -Rlf)z es una función cortinua sobre i0. +co).

(R.3) Para todo e1 ope¡ador t > 0. B(Íl es fue¡¡emente continu.' sobre D(,4). r'para todo g € Di,'l)
el operador t - R(.l)y es continuamen¡e dil'erencjable r satisface

lltl
iA',1t- nRtl\g- l B t - s R.s uos = Rrlls IR.,-"Bspa'.'I0tl, , .t .t,

donde [Di,a)l denota e1 doninio D(A) equipado con la uorma de1 gráfico: ]1tl :: lAui - lly
dondp I e. l¿ nonna en tr.
Para mayor dera,lle sobre resolvenies l-coDdicioDes pa¡a su e¡stencia- se puede recuril a i27. '131.

Si el ope¡ador ¡esolven¡e.Rí i de Ia ecuación (2.3.16) existe. entonces se puede deflnir la solución

miro de ,a.. ecuacior,e. :.3.1C - :.:.1: "orno si¿'up

Deñnición 2.3.3 Una fulción ¡.r 
= 

C(R-:X) se liama una so]ució¡ nild de las ecuacioles i2.3.16)-
,2.3 ti " t.

u¡ =Rt ¡L-.1, Rr- -9" us.oo. r20.

Defr¡ición 2.3,4 (Estabilidad exponencial uniforme). Se dice que el r,perador resolveDte

(,R(¿))r>(] tjeDe estabilidad exponencial uDiíorme. si e)jsten coEs"aDles positjl'a-c M. d > 0 rai que

para ¿odo t ¿ 0 se t jeue: l,R(tll <,4Ie-át.

Pa¡a rrues¡ro jnteré,< el operador reso]ven¡e debe satisface¡ la siguiente co¡diciól:

(A) (-R(t)ll'r'o goza de estabilidad exponencial uniforme.

Los lemas siguien¡es entrega! resuitados de composición en el espacio de Ias fuuciones ¿si[tótica

mente c¿si auromó¡ñcas. Estos respoucien a La p¡eguD+,a ¿bajo qúe condjcio¡es la compues*,a de

lunciones asintóticamente casi autotnórflcas es asi[tóti(amente casi a.utomó¡6ca? Iniciamos con

urr iema impor¡anle sob¡e inclusjoles de rangos.

Lerr\a 2.3.2 Seag=Í+o €,,1.4-4(R:X) donde .l e ,4'4(R;)i) r)ed6(R+;X), eadonc¿s

OGI;?EI c 1?EIu=T-j.
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Demostración. Sea {sl,} ura sucesió¡ er R ra} que ,,IT_ sí, = -o.. coDro I : ,{,4(R:X). existe

utra subsucpslor) .,,,.j . fs,.f ¡ urra iurrcidn ,i ¡¿l que p¡nr ual¡no¡lr e:

,I1;/'- "" -'it '!:-i -"" =i't
Sea¿ a R un eiemento fljo. lüego para n. sufrciememente grande t -r- s,, ) 0. m¿is aún f -¡,, ---r;cc

cuaucio ¡ -+ +.xr. luego como 9(l - s,, 1 = f (1 +stu)-ró(,1 + s,,). tomandc, ltmites renemos: jlfr:

,,IT_.s(t+&,), es¡o es i.f(¿) , t e ln) c {l[J'r E ]R{. Pero {i(r) :t e R}: {f@:¿e R}. luego

se coniuvcoue fu , -:R,C,C,l ',.. n-.:

Lema 2.3.3 Seor e .4.4,4(1R+: X) ¡- = {r1tr;i=R} ti 9:,4-4-4lP'- ^Xrii) ¡C¡i(R- x X:Xl,
entonces gi .ui. )) € 4,4.4(R-i)il.

Demostración. Conside¡e 9: í-o 1- !:'¡.,+r¿,. donde / €,4á(1F' x X:X) , d € Co(lR- x
XrX) . o e .44(1RrX) y u) € C¡(R=rX) eDtonces:

g,,..ú\t ) = At.t' g1.1)-t/ -01.¡.1\
: o(f,u(t)l +.f(t,0(t))+ (,(¿. ¡"lt)) -9(t.?](t)1

- f (t. a\t)\ + s{L. u(t) ) - q(f. o(t)) - o(¿. u(¿)1.

se afirrna que l(., ui.)) e ,4,4(R:X) r, o,ue g( . ¿O) - g(., o( )) - ol . ¿,(.)) e Oo(R-,X), En elec¡o:

1l Por el teorer]1a 2.3.i íiem,1) eJ conjunro L-= irlt, f =-Pl es compacto. Aho¡a. como

i = g - a,1: 9.ó son uDifo¡memente continuas sobre Jí uuifo¡memeDte e¡ f € lR+. tene-

rrros que .f larnbién 1o es. Ader¡ás por el }ema 2.3.2 tenemos que A-r = ¡ t¡ r -- f. -
Tutt . t e lRn es ur compacto. por lo tanto / € C¡i iR- x X;X). -A.hora eu vis¡a del lema

1.3.2 podemos coucluir que / s CA', (R x X:X). de esto el lema 1.3.1 nos permite coDcluir

oue /(..?, (.1) €.44(P,:X).

2) No es difícil ve¡ que c.r( . r O ) e Qr (F"-; X) a¡iernás el hecho de ser g uniformeme:rie continua

sob¡e /l unifo¡meirente pa¡a t € R+ junto con la igualdad llü(¿) - ¡lf) : «r(t) muesuaD

queg(..u(.1)-9( .o(.)) € C0ilR-;)i) por lo tanto podemos concluir que g( , uO)- g( ,"i ))+
o(.. o (.)) e C¡(JR+:X). tr

Lerúa 2.3.4 Sz{E(t)};¿o satisJace (L) g,9e .4-4á(IR+ xX;X) es una furrción LiPschilz. entonces

pant todo u i .{.41 lP' :\-1 la June,on

es asintóti,cam,enle cas'i automórfica.

Demostración. Considere g : / a ó. donde ./ e -,{,4(RxX:X) yp€ Co(P'+ rXrX) yz:t*tr
con t, e ,4.4(R: X), tr € C0 (lP"- jX), lire8o:

¿(0 =

a¡¡,- lo nlt * s't,l(s. u(s))ds

.[n' 
R(.t - ,'tf i",,i.r)]a" + lu' 

a1t - ,t01"'1a"

l__rU -s)/(s.c(.,))ds-il' .B(r s)l(s.u(s))ds+/'a1t- 
";01.1a".



Donde t91s) -g(.s.u(,s¡¡*g(s.t(..s)1*o(s,o(s)).quepoielteo¡eraaanteriorest¡euCo(R-,]-:X.
Ahora esc¡ibimos: ó(¿) : ?(tl +,q(¿). dorde

Tft):l'*RU-s).f(s.u(s))ds. H(t)-it'R(t-s\otr)ar-.[o*att*s)lis.r,(.s))ds

Se airma que ?'( l a /¡1(P,:X) ¡,,É1(.): C¡íR-:X). en efecto:

1) La demostración que ?( j e ,,lA(R:X) es exactamenfe el lema 1.3.3.

2) Dado e > 0 existe una constante 
^- 

> 0 t¿l que para tocio I > A se ¡iene lit9(f) < ¿. Sea

¿>2N,er'uouces:

t:tru
liH(¿)i : ll / R(t-s)t9(srd..+ i Á¡t-slLeisrds- / Á(t - s)/(§. t](s))ds

.1o .' J-
11 tl

a I n,'-' -" .t'1r'r)ttd¿ - n' | -a'- d'' - 
^t 

I r-¡' " I.r'o'''s' as- .t, J_

! ^r'ú [ 
, -'' -' d. - r t. [ ,' ^' ' d' - 

^t 
Í | ,-"-",- Jo J- J6

' I,,,',-' - 1', ¡' ,r , -"
- a' ' ¿ ó

De esto se concluye que 
, 
linr ff(¿) = 0. -¡

En los siguienres teoremas se decide la existe¡cia l unicidad de la solución mild asintóticamenr,e

casi au¡omórfica de ias ecuaciones (:.3.16)'12.3.i71. Eslos son parecido"s ¿! ios preseltados en la

sección de ecuaciones in¡egrales.

Téorema 2.3.3 Sean g € -4,4,{(lR+ x }l: X). {-4(r)};¡o eL operod,or resohtente que sat'ts,face (L) y

t > 0- corsrde^L el cot t¿nro'

A¡={g,e ,{.1,4(R= x):lis-so i- s p}. con potil : Rl/.)¿o - /'a¡-"1r1, olrr.
J,

Supongamos o-ue:

1.. u^ . ' r, !, e:,t- L > 0lu'qu":

l¡e(t,s(t)) -e(t.z(t) ) SL, aQ)-.ttt). s.r€A6.t€R.

u
b). Las cotLstarltes Lr.p,Lf.6 satrslacen La reiactón:

o6L . ¡t¡ ,. 
:.3.rp

Er¡.tances ia eanción (2.3.16)-(2.3.17) t'tene tn.a única soLucíón mild asinl.ót;Lcam.eni e casi au-

tomórf ca .

Demostración. Conside¡e el operador:

l: "4.{.4(1R+;X) - .'14{(R':x) (2'320)

tt
137(t) = ¡¡¡¡"0 a./ .?tt - s)s(s. y(s))ds
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§e tiene de Io§ lemas 2.3.3 ) 2,3,.1 que I e§ un opera<ior bien defi.rido. llost¡emos que f tiene un

údco punto fijo eu A¡.
1) Se demostrará la inclusjóu f(A¡) ! A0. En efecto. sea I € A0 en¡orces:

llr37lt.1 -s¡(t)l < I B¡ -s.7lls s.prs) -a(s.0);ld,s

< L, I Rt.t - ¡) dslru *
¡Ij I,-(r+lipn -l

la.
2) f es una coÍtracciór sobre Q. Sea¡ 91,9r É A0 lxego:

jlrsl(t) - Isrlt)ll < 
Ji, 

frri - s)ll 9ls.!rls)r- eLs,ezls))lid."

< L"l Rlt- s) d.rr-92 a

- -lI1= L, 6 h-!z n

Por (2.3.19) se tiene que el operador I es una cont¡acción eu Ao. por 1o que po§ee un úüico

punro fijo. Esto implica que la ecuaciór (2.3.16)-(2.3.17) ijeue uná única soiución mild que es

asintóticameirte casi au¡omórfica . l

Teo¡ema 2.3.4 A suma quL g a AAA(.P-'x X;X) g soiisTare la co¡¡¡iici,ó¡¡ d'e L'ipsclút: Local,:

iigi¿. ¿) - g(t, g)il < L."{r)llx - y

paratod"ot>0,r:.3/€Xcon ¡1, g I r, donde lo rlR+ --; lR- e§ ¿Da iunción contznua 
'¿

{E(f)}¿2¡ el operador resohente que saiisJace (A). Seo C = suprru l]s(¿,0) I

Si se satzstace La desi,guo,M,ad:

6r
sup( :-- - r¿,{r ll > C -. óil.ro L.

r >i, l\l

cntonces la ecuación (2.3.16)-12.3.1'/) t'Lene una única solución mild que es asinl óticafiLente casL

autotnórfi,ca.

Demostración. Considere el operador I deñnido en (1.3.20). Se ijere de los iemas 2 3.3 ¡.. 2.3.4

que f es un operador bleu de6nido.

Po¡ Ia condición <iel supremo dado en la erip¡esión (2.3.22). tenemos que existe S > 0 tal que:

¿ic

f¡ S¿,rl)-,> C+d ¿o 12.3 23)

Consjde¡emos ei conjunto cer¡ado O = {g 6 -4-'1.4(R.r x) : g]l- < -c}, probemos que l posee un

único punt<r fijo en O. En efecro:

1) liQ) S Q. Sea g € Q. luego:

t' ll
irfsl ,r f F,,r,, 

'- I R, ./ .J t.!t. s'..A d"- | Rt s. g -.0 Cs
/' .,0

< -i/ rn. -SLr,"'l - "u-<s.
Dcnde la últir¡a desigua)dad se sigue de 1a expresión (2 3 23).



fl f es con¡racti1rc e¡ O. Sean ?11,?/2 € O. entonces:

tt¡ft) - tsz(r\ < 
1,,' 

,nt s)lllg(s.u(¡))- s(s.sr(s))llds

< LoG)Yl1a,-v,ll*'

Aciemás cie ia deslgu¿ldad (2.3.231 se tiene:

'I .,. I . t^'s a,,,s, 1r- á.r¡ - -.c.ó --
de esto.

{.,,sr . r

Coucluimos que f por"u or, ,rnl"o ponto á]o en Q que es ia única solución milcl asin¡óiicamente

casi autonórflca cie Ia ecuación f2.3.161-12.3.17). !

Como consecuelcia a éste Teorema se puede conseguir el siguiente corolario

Corolario 2-3.1 Ast.ma que g e AAA(P"+ \ Xt)i\) 1) §atlsiace la cond,tción de Lipschtt; LocaL:

llgri, r) - s(¿,s) ! Ln\lr.-1¡l

paro tod¡:'t > O. a.y .- )i cor ¿ ,. ;q 1 r g {Áít)ir¿¡ el operatior resoltente que satts.iacc (A)

Si se satis.íúce:

F -l

entorrces la ecuaci,ón (2.3.1(i)-(2.3.17) tiene una ,in:ica sohtc',ón m,ild q'LLe es asxntóticamenie casi

automórf,ca.

lina aplicació¡ del Teo¡ema 2.1.2 para la ecuación (:3.r6J-í2.3.171 es el siguiente:

Teorema 2-9.5 Sea T ei operad,or de,fnzdo en (2.3.2(l). IR\:.|))er el operarlor resoLoente que sa

lisiace (L) g/ 9 € á,4,4 (R- x XrX) tno,funcídrt Lo-Ltpschzt: en la segunda uarzaL¡le. Cor¡síaere

p>0 gel co'njurLto:

A¡ = iu €.4..L,4(R.+:X1 , a-yal*lpj,

f1
úo/ = f0,1 - R1,¡t- J,.R;-: o ".0\d'.

sutporlga qu. se cumpLe la desiguaLd,ad:

o<É= I - L'lt[ -' f !)o-y¡ - =p.

L, ]I
con --!f < 7. Entontes la ecuacrcn (2.3.t61-(2.9.17) tiene una única solución mild 11 € -4.4.4(R+rX)

quc c,rmpie y aal\*1p.

Demostración. La demos¡racjó¡ se sigue de1 Teore¡ra (2.1.!):e¡ efecto sea

S(s6 d) = {t € á.4.4(R+;X) : ii.¡ uoll I 0},

conside¡emos : € $(:r/0, 9). e¡tonces:

l(r;)(t) - (116)(t) + (rso)(¿) -so(t)l
I ]\T

1:!:-: ¡l ¡-ün _ Iliftro,:¿iui_.¿'
0.

Il(rz)(*) - eo(t)l



Notemos qu€ de la demos¡ració¡r de) Ítem 21 dei Teo¡ema (2.3.4). se couclu¡,e que Ia corlsrante de
L"lr

Lrpschii,z para I es -L¡ = =1. ,or lo que es posible obreller ]](6(37¡.0)] ! A(90.d). !

Este teotema entrega un nuevo ¡ratamiemo para la ecuación ma.s general que se esrudia en i22].

e1 enunciado ¡ demostració¡ uo ia incJuirnos ¡,'a que escapa de nues¡ros objetivos.

Reciéniemente e1 autor ¡, l\{. Pin¡o está¡ obteniendo apllcáciones de los resuhados expuestos eD

es¡a sección a ecuacioles integro-diferenciales que niodelau ia corduccióü del calo¡ en nateriales

con nemoria i13].

2.4. Ecuaciones Diferenciales

Ioiciar¡os esia sección euuncialdo el siguienre Teorema

Teo¡ema 2.4.! Sea./ € 4á(R:Xl g F:R- y tal qw F1t :.[t',Í'stds. F es ca.si. automórfica

sí g sólo sí tienc rango relati,uamente com'pacta. i)

Una dernost¡acióD de éste hecho se puede enconira¡ en 136. Teorema 2.4.4 .

Cuandc, el espacio de Banacl X es uniformemenle convexo 1a conclusiól del Teo¡ema 2.{.1 rieue

la sigüienre íorma: F{.) 
= 

,{á(R;X) sí g sólo sí cs acotaaa. la demosrración se puede ver en [36.

l"orema I J.C..

Xn es',a secciórr (¡- en lo que sigue - saivo que se especiñque 10 co[trario -l nuest¡o espacio <ie

Banach X será el espacio euclidea¡o C¡,p € N' : {1.2.3. . . . }. Esto implica que ert nuestro caso

para que la función F( 7 sea casj automó¡fica. es su6ciente nota¡ que sea aco',ada.

Con estas obserr"aciones explayamos nuestros intercces:

E¡ prirner lugax nues¡¡o interes es es¡udiar la-s soluciones casi autoraói6cas para la ecu¿ciórr escala¡

ueut¡aL:

!.' (,t) = Ó,r(t) - 3r' i f) - Í(_t).

para a.ú € C, .É + 1, / € -4,4íR. C). la-s ideas desa¡rollada-s pa¡¿ esta ecuación nos llevaráu al

estudio de las solucio¡es casi automó¡fic¿^. para e1 sisiema neuiral:

t'¡t) =.y¡71 + Bz'(t) -r f \t),

donde, ,4, B : Cr' -+ C¡' son opera<iores lineales con un rriangula,rizacior en común- .f € ,4-4(R. C¡).
Luego urilizando la teo¡ía de Dicotomía er'aonencial. se estudia las solucioues casi automó¡fica¡

del siste¡¡a neut¡al no autóDomoi

r'(t)= -4(t)r(t) - f(t),

cor¡o consecuencia de ello se estudia al sistema neulral no-au¡ónomo:

r(Í) -.4(¿r¡rr)+ iá(i. r(t))l' - s(t,c(fj) ¿€lR

J- el sisteD¡a Deul¡al autóDorno:

r'(t) = -4,,¡¡ + fh(t. ri,t.)))' -r sit.x(ri),t € lR

coil h ura función dile¡e¡cial.¡le.



Finah¡e¡te se analizan las solucioDes ca^si automó¡iica-s cotlpacias de los sis¡enra-s Lr eal .¡-semj-
lineal siguien¡esl

,"1(t'): A(t)r(t') + .f(t).

Í, (.t. ) : A(ttÍ( t) - .f (t. r( t)').

2.4.L. Ecuación Escalar Neutral.

Es¡udiemos la siguiente ecuación diíé¡encial escala¡ neu¡ral:

dondea,6aC.A+1"
queda:

si Ee(l) > 0. eutonces:

con esto la sohlción de i2.4.24') es'.

rri : ¿r*r- /r .r,-" ¡,..ra-.
J _-

rÍ¡ = -a-"1 /*-.-"r-" ¡,r,¿..
It

rtt) = eieL (ca, | 1,.' 
r-"' f ,.")or).

1lt
-lt\ - I fi.S.

t_ J Jr

.;' :ur,.t - ,¡'t,l -.1 t,. :4.21

.l € .{AlR.C). Reaiizan<io ios arre¡qlos adecuados. ia ecuaciór (2.4.24)

¡- 7 -- --L ¡-! L -' 1,1- ( 1- i',

s' lla-namo. ' = 
= 

enlonce- l¿ ecuacion :.¿.2..1 es:

Para o f o: 
¡i (t) : r'¡lt)- a-r'',f(¡)

cu¡-as solucioles son:

il si,Itelr) * 0.

Sea -4e(i) < 0. enlonces:

(.2.1.25)

(2.4.26.]

(2.4.28)

Las que. gracias a los lemas 1.3.3 "\' 1.3.4. podenos gafantizar que son ca§i autor¡ó¡fic¿s.

ii) Si Re(1):0. llamemos 6 = im(1t) entonces la solución explícjta es:

y obsen'amos que es',a soluciót es casi au¡omó¡ñca si ¡-só1o sí Ia iniegral [' . "'¡ .,y, ",Ja
acotada (Teorema 2.4.i o 136. Teorerna 2.4.6]).

Para o : 0. Ia ecuación es:

-,,*'_ l ¡,,

(2.4.30)

que es casi aurolnórfica sí ¡-sólo sí "l,.i/(r)¿, ". 
acoraria (Tereona 2.4.i o i36. Teorema 2.,1.6]).

En ¡esur¡en se ha de[rost¡ado ei sigujeDl"e teorema:



Teorema 2.4-2 Sea.t € áálR.C).4,6 aC tal que l;7 si tomaru* 1= i3 ento»res lo

solución cZ,si a,utottuórÍica Í(t) dc (2.1.21) para o 
= 

\) txene la ÍarfiLa:

i) st Re?'i f 0, entonces la"" soluctones están d,adas \egúrl las ecuaciones (2.4.26 ) I (2.i.27)

rl
i¡) ParaRetl) =0 ". / É -'iÉ',l l§')d,t es ucatad,a entonces ¡a salucíórt casl automóritca es:

tr

-'e"/(s)ds),

tlonde A = Iml.^i).

En el caso ert que o = 0. s? [i/ls)d6 es acatarl,a: entonces La solucl,ón cusi autoÍ7ór.fica e5:

¡tí
rtt): ---, Lf t s )d,s.t_llJrl

tr

2.4.2. Sistema Neutral.

Conside¡emos el sigujente sistem¿ neutral de ecuaciones diferenciales ordina¡iasr

r'(f) = ,4r(¿) + Br",,t') + Íi,t), 12.4.31)

dontje. ,1.8 rCI'---¡ C¡ son operadores lioeales. ,f e ]t,4(F'. C¡). Supongamo-. que l,B rengan

u¡ común triangularizador T : CI' -+ C! (1o que se satisface por ejemplo si estos coumulan).

Consideremos r(t) una solución acotada dc 12.4.311

Seani

Á:: T-t AT -

donde a., sol los valores propJos de,4 ¡ 6, sol los valores propios de B que cumplel a¡ € C, !¡ €

C - {1} pam todo j e {1.2, .. ,p}.
Conslde¡emos aho¡a el siguieni,e cambio de va¡iable:

ru): enteo +l 
.lt) 

(,

l-r t'"- bt ' 
-l

I o ¿¡ L':: . .' b.,
.B:=7-)BT

[, o , ,,]

v(t) = ?-I¡(i),

en¡onces. de¡ivaudo )'utilizando (2.4.311 telemos un nuelo sisienla en 3/i

a' (.tl = T-\ Í' (t) = ?-1i-Ar(ri - ao'(¡) + /(t)l
= Áa(.t ) + B!' t,t) i T-t.f (t).

t2.4.32)

Sea,Y(r) :-f-1.i(t) : (ñ.1(t).h!(/)... .h¡,(t)). ¡'corno ?-1 es un operador Iinea1. el co¡ola¡io

1.1.1 ncrs a-segu¡a que ?-r1"(1) es casi auiomórica. Luego tenemos el siguiente sisteraa:

a'(t) = Ás(.t) + Ba'i,t) + H (t)

al2 a',3

a2 a2'2

34

(2.4.33)

0 ;l



ia que el su forma expandida es equivalente a:

lty

?t'1(.t) : e!aL(l,).: 
!a 

sr(tl + !3tulfti +\aúlti|) - hlt)

!T)
Ui(,tj : .,2z2lt) * f ¿,r,q,(tl - tt2y'rtt, -f Lt,a',tt - hz(t)

:

a'r,-tft) : .lt,-\'gt,-rlt) - at,-l?aF(t)- Ar,-rg;'-1(.t): b1,-11,y;,lt -ht'-t\t
s;lt) : (rtyt,(t) - í?u;ir) ! rL),\t).

Tomemos le" ¡résima ecuaciónr

p',t.t.): aryr(í.'- Bra;l.t\ + ]Lpit), (2.4.34)

como se tr¿.ia de ul1a ecuación esca)ar podemos obtener la solució¡ casi automó¡fica a través de]

Teo¡ema 2.-4.2. Sea gr(t) la soiución casi au¡omór6ca de (2.4.1i'11. entonces:

ú;,i.i) : ,ipat,(t') + gtt;(t) + hr'(.{),

de esto podemos verifrcar que :

i, t = 
1 

aig.1 -ttt-t-'l

1o que indica que ia fur.rciór'r derivada gi(t) es casi au¡omórflca. ya que h,lt) io es.

Consideren¡os aho¡a la (p - 1iésima ecuación:

u'y,-rlt) : ar rlt,'t(tt - 9,,-tu',,-Jí': = i-cr-lryrli| + b,,-t,úr(t) + r'r-'-(t)) '

Noiemos quer

z,r)(i ) :- a, -4,Aplt) : bt,-I1,v;(t) + llt,-)l.t)

es casi autonó¡fica. r]uevamente aplicando el Teorema 2 4.2 obtenemos ]a solucion casi au¡omó¡ica

&,-r (t) dc la ecuacióu:

!i,-t{t)= ar,-tat-t\t¡ - en *i,-r(l)+ zp-ttt)

Siguiendo este procediuriento podemos obtene¡ Ia solución casi automó¡6ca (,i1, (,r. y2(f ) '' ' . !p(,ü')

del sistema (2.{.33). que bajo eI carnbio de variable (2.4 32) se obtie:De la solucjón casi au¡omó¡flcar

rit:.) : T!(t)

de) sistema (2.4.31).

En resur¡en se ha deDostrado el siguieuie teorema:

Teorerna 2.4.3 Sean -4,8 : CP -+ Cp operadores liner¡les con a:omxin tríangulaT-i,.ador T : C -+

Cr. I € á-4(R. Cr' ) tcl que los talores propios de B esttt¡L ertC-{7} en'lon,ces toda soLlción

acotad,o x:lt) d.el sisie¡na (2.4,:11) es casí autornórfice l)

Pa¡a ve¡ condiciones bajo las cuales dos operadores collmrtall, se puede ¡ecu[ir a1 libro [44].E1

méto<io enrplearlo en la der¡ost¡ación del Teorema 2.{.3 se denomilla m.étcdo de reducción- et

la ¡efereocia [36] se puede ver una desc pciór para e1 caso de ur1 si§iema 1in€ra1 úo neu¡ral. Este

método ha sido ocupado atrpiiaurerlte err el estudio de ecuaciones diferqiciales con reta¡rlo'



2.4.3. Sistema Neutral con Dicotomía.

En la preseate subsección estarBos iBteresados en estudia¡ las solucioues casi automórflcas de

la ecuación diferencia]:

r' - Aitlr - .f (.t).

col énfasis en aplica¡ i&s idea,s a ecuacio[es neu¡raies no-autólomas de] siSuiente ¡ipo:

(r.4.35j

(2.d,36)

(.2.4.37)

La definición de Bi-casi automórflcidad se indica en el trabajo de Ti-Jun Xiao et. a,t [51] doude

es utiiizada para determitra¡ existetrcia y unicidad de la solucióu miid pseudocasi automórñca de

las siguientes ecue,ciones dife¡encia,les no-autónomaE de evolución:

r' = Al.I)r - .f (t,r),

" ltr att ¡Lr

x' : Attb + fit r(a(r, rlt)))).

conside¡adas sobre un e>'pacio de Banach X. en ia que -4(f) genera uu plc,ceso elolutivo l;lf. s)

ldperbólico (dicorómico).

Deñnición 2.4.1 (Bi-casi automórffca) Sea f i .') : R x lF' -+ C2 uno .función corú'tnua. J sc

d,r,ce que es Brcasi automórfica, si para cualquier 5uces'r,ón {s',,).aa a R' ex:Nste una sul¡sucestón

is"],=¡ ! {si,J,,6¡ tol que I'os sl!¡uientes firaites tr)untllaLes s. t¡ienen:

Iím ,/(t + s,,, s -¡ ¡,,) :, g(¿,s),
, _+_

}ím 9(t - s,,,s - ''q,,) 
: /(t "()'

La definlció¡ que sigue es sol¡¡e dico¡o¡nÍa exponencial. para eiio necesiia,mos esc¡ibir el sistema

homogéneo involuc¡ado e¡ las ecuacio¡es p¡ecede[tes- esto es :

(2.4.38)

t' : Ait)r * [h(f.,r)]' + 9(t. j,).

Se asumirá que la pa¡te homogénea asociada a ella,s tenga una dicotomía o'ponencial y adi-

cionalmente que la fuación de Green a¡ociada sea Bi-casi automórflca, Como con§ecue¿cia 8e

establece Ia solución casi auiomórfica para Ia ecuación neutral autóaoma:

xt : Ax I lht.t. Í)).' + g(t. r.).

r'(l) :-41t1¡ft), ¿€R.

Deffuición 2,4.2 (Dicotomía exponencial) Sea @i, ) una matnz fundam.ental d,e La ecuuctón

(2.1.36), erLtotL.es (2)¡.3E) l:iene una dícotomía ex¡.,onenci,aL con parómetras (a,K.P). si eti'sten

constandesKZl,a>0gunaproyecciónPiP2-P) tat que \G\t.s) l,(e "i-"l.l.s € It,
d,onde La mal¡iz rle Green G( ,:¡ estó dada y'or:

c,,..,_ [ d, ¡,Pt'-',.r >,
[-4,lrl I -PO-'¡]./<..

Existei nuchos libros sob¡e la teo¡Ía de dicotomías. algunos <ie ellos soli Ia¡ refe¡encjas li2. 17. 331

Para ver coldicio¡es que a.seguran q'.re la luncjón de G¡een es Bi-casi automórfica se puede recurrir

a [20. 3i. 5]] ¡ a 5ur "s de 'u' r^lc-'r,,'c:.
El pr-iÍrer teorema donde se utjlizar la¡ deñniciones de Bi-ca§i automorncidad r'la de rlicotonia

exponencial es ei siguieDte:



TeoreÍra 2.4.4 . Sea / e á,4(lR; CP), supoqa que el s¿stenLa homogéneo (2,1,38) tietue urLa ((t,K,P)-

d,icotomía eaponencíal con func,ión d,e Green Bi.ca§'i automórfrca, Entonces Ia única solucaótu ac¡,-

tddd de (2.4.35) es coai autoúrórf,ca.

Demostración. SeaG(f, s)lafunción de Green asociada a (2.4.38), entonces lG(L,s) 1; Ke-'lt-{.
t, s € JR. Por fó¡mula de vra¡iacién de pa¡ámet¡os la ú¡ica solución acotada de (2.4.35) es:

,¡t¡ = l** c¡t.,¡¡r.4a,.

con cora lirll- < *t f *. Se afirma que ¡ es casj autor¡órfic¿. en efecto: sea {sff},.¡¡; c R una

sucesión arbit¡a¡ia. por ser ./ casl au¡omó¡fica. existe una subsucesióu {ej, }"61 C {sil},,6¡ c R ¡,
una füncióD g tal que los siguientes límites pumuales se satlsfaceB:

", 

IÍn_ f (r - +,) :: o(f).

,, 
tiA g(t - s,,) :.i(t).

T¿mbién. al se¡ la función de G¡een G(t, ¡) Bi-casi automórfica. exisre una subsucesión {ú, }"€N a

isl,].e¡¡ r'uua fuució¡ A( . ) ta1 que }os si¡tuientes se tienen:

lr:n G'- .4i...-,: '.,r { 1P.

lim A(f - s,,. s - s") : G(¿, s): ¿, é € R.

Luego:

pero:

G(f +s" -"+3'') I/i¿-"rt-"If s€R

Por lo tanto debido ¿,1 -'eo¡e¡ra de convergencia dor¡inada de Lebesgue obtenemos:

t-x
¡rn.:t.", =l l.¡.ro¡ls= "\

Ahora:

= I All -s,,... -s, rg(s-s,,)d.s (2.¿.39)

I como -\(, .,.1 . llrl G t - s¡. r s., . errloLcFc:

-\i¿ -s,,,s-s,,)l : itm iG(¿- s"+ s",,s- s"+ s"i)i

< 1ic-'r-" . ¿.§€R.

luego L(t-s,,.s- s,)i llfe @r '.f.s €R. uuevanente el ieo¡ema de cou'ergencia dominada

de Lebesgue elt la ecuació[ (2.4.39) otorga ia iguald«l:

r+xt¡¡ ¡!-.,,=l C 1 " f1",,1...t)J-

r(i+§,,1 : j-* ctt+",,."1¡i",a"

= /''c .-,..i,-., ds
J_.



Conlo se habíe meúcionado. las idea-s del teorem.L ántedor se rescatá¡ eu favo¡ del estudio de 1á

ecuación neutral 12.4.36): como se verá en la demost¡ación. ta,1'!bién son necesarias los collocimien-

tos de la sección de ecuaciones inregrales.

Teorema 2.4.5 SuporLga que para La ecuactón (2./r.36) se satxs.facetu lat stgulentes htpóLes*;:

a. La ecua.ciótl hotnogénea (2./+.38) tien.e un.o (a .Ii,P )-r)icotomía erponenciaL cor¡ funciór¡ de

G reen B i- cas't auto mó rfi ca.

ü.9.h<A-AIR xCPtCt') tal, que para todo c,g€,4.4(R:C¡) conliÍ')* I E; llg],* < R :

ih(l.c(t))- h(t,a(t)) 5 ir, lr-3lli*.t e F.,

lg(.t.r(.t)'t - sO,'!r(.t)) lZ, r-siL-.¿e lR.

c. Se tiene La cies'iguaLd,ad.:

Lt,+'-LtL,,! A -Lt,\ <1.

Entonces la eaLací,ón d,iferencial neuiraL (!.;.36) tiene una única so|ución 11 e ''ly'(Rr C! l.

Den¡ostración. Dado que :

t -2J:.1.r-¿., .

t¿ )-L¡-i(r-.A-1,,.
Con:o g. /i e ,4,4(R x C¡r' C¡'l se tienc que sorr unifo¡menrente aco¡ada.s con respecto a la va¡ia.b]e

real. de es¡o poder¡os encoD¡rar un ¡úne¡o real -Q.¡ ) 0 ta1 que para to¡io -R ) Ro se cumpla la

desigtaldad:

.,1' oA'
R-R.L: - '-:- Lo- .4 .li , _ I iuprg ¡.0' - r-',.41 --1.suplfi,.0,.O"oreP.ot€E

Tomer¡os aho¡a el conju¡¡o cerrado tS(0..R) = {g g ,{A(R;C") , lyii* < fi}. Sea 6(¿.s) la
función de G¡een asociada a (2.4.38). Po¡ fó¡mula de rariacjón <ie paláme';ros. <1e Ia ecuación

(2.4.36] obrenemos la ecuación integral siguieniei

u -r lto(i) :h(t.u,(t))+-/* Gtt. s)is$. wls) ¡ + A(s)h(s. u (sl)lds

1) El operador I está bien deÉ¡ido debido a los lemas de composición y a,l 'Ieorema 2.4.4.

t-r
¡(tl :áff .'\t.) | Gt.slis s. r(s) ) + .4(-")á(s. rl.<))id.<. i2..1..101

J __
por 1o que'uoda solución de (2.4.a0) es soluclón de (2.4.36).

Consideremos ei operador:

f :.4.q R.Cr) _ 1,,1 tF". lr
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2l Solución única.

\lostremos p meramen¡e que lll$lU. fi)) ! S(0. R). E¡ efec¡o. sea .q : S(0.,R) en¡orces:

(ry)(¿)r I lñlr.s(t)) + /-*lctr.,) [g(¡,pls))-l(s)¿ls.!ís))]l
J_c

! L» !)*-sur ir(t.0)r :4trrrt * - lill-¿r,llg *l +
2h'- :-1;uprg.-.0'1 - ..4 , bup rl s.0l
G B€R ,€lR

I RL¡ * nll! r^- A ^^t.,. - 4 ,',-*t)suplhqs.0).:[
2K+ : sup gis.0)io sÉI

Sean ahora 2.37 é S(0, E). entotces:

(rr)(r - (fs)(t) < ñ(t,r(t)l - hlt,y(j)) r
+ r/_, lGLt.stlra(-'.rts)l -.4\.()l, s.,cis))lds-

I G.t.s1 g.-.u-1 .4.,ns.9s)d"

='r,i,-a,*-\.Lo 
¡-1t -!1.41 *z¡, r-yli-)

'- L, - --_ l.- 4; ^L. t-;g..o_

De es¡o ! de la hipóresis (item c) se Liega a determinar que I es uu operador contractivo et
!5(0, -R). iuego por el teorema de punto fljo <ie Ba¡a,ch existe una úrrica solución de 12.4.40)

J'por Io ¡auto para (2.4.361. L-

Como consecue¡cia de éste teo¡ema se estudla el el sigulente co¡ola¡io ia ecuación neutrai {2 4.37i.

Se denora por a(,4) C C el espec¡ro de] operador ,4, pero cono en nuestro caso estamos tra.bajando

en CI,. o¡l) de¡oia¡á al coijunio de los r alores propios de A. Con Reo(.A'¡se denola la pari,e reai

de los elel¡en¡os de df.4).

Corola¡io 2.4.L Constd,eremos el si,stema neutral (2./¡.9'i), con A a Ll?(Ct') una matríz con-.tante

u asLma que:

x. Reo(.A) * 0; h..g satisfacen la hi.pótesis b) dcL Teorem,o. 2.J 5.

ii. ,Se sat¡slace el ítem. c) d,el, tuisma teorerna para K. a a es'¡tecíf,car'

Entonces, eriste R > 0 Lat que la ecuaci.ón (2.1.97) tiene una úrLica solur:ión 11 c:asi attomór{ica

que sattstace I y¡\ | R.

Deurostración. Dado que Aeo(A) f 0, eDionces existe dicotomía exponencial para la ecuación

homogénea ot : Ar. con ma¡riz fuurl¿¡reu¡al li (l) : eá' ¡-función de Greeu:

( .t,t-":¡' ., -, "G(r..): j_.",,_.;';:, (24.11)



corrP2=P, P+Q:typ.u"¡¿P)<0, Reo(AQ) > 0, ademrís lG(t,s)l < If e-'lt-*l , ¿, s e R (X.

o son la^s consta¡tes que se considera,n en ii). La solución de (2.a37) es la solución de 1a ecuación

inte$ai:

{t = h' 'Í\t ¡ - /-* G'' "'€''" ' 'a'

= n(,1 ¡,t) - [ ,* -, Po...¡.. ro¡-

- ['- ,^ ''" Qo,, r s 'dr
J,

donde O(s, s(.s)) =,4y(sl +g(s,y(s)).
Defina¡oos el operador:

f : AA(JR: C1') - Aá(R.;C¡')

t.r(t) : tL(.r.Í(,t11 + r[' .et'-'lro(s. ris))cs -

(2.,1.43)

.,a(1-t eO(6,,,(s) )d6.

1) Gracias a la obserráción i1.3.il f a los lema,s 1.3.3 ¡' 1.3.4 el operador I está bien deflnido.

2) Si ponemos f(.t.r(t)1 : Arl.t).Cr(.t - s) = e'ai-") P,C"(t - s) : -"ep-";n.gt(t.r.t,t))'
g2(t.r(t)') = O(¿.¿(t)) . la demost¡ació¡r de eústencia 1'' u[icidad de la solució! para Ia

ecuación (2.4.37) se sigue del Teo¡ema 2.2.5. tr

Obserr.ración 2.4.1 \oremos que er Ia ecuación integral (2.4.42). la fu¡ción dc Green (2.1.41) es

Bj-casj au¡omó¡fica- en¡onces tomando el operador:

r. .4,411P.ii-l' 
- 

l¡/lP.arl

I'"(r) : h(r.r(r);+ .l-- r;iL. 
"¡o¡s,v(s¡ ld.s,

podemos concluir el corolario como el Teo¡ema 2.4.5.

2.4.4. Soluciones Casi Automórficas Cornpactas.

Las fu¡cio¡res casi auiomórficas compactas son funcio¡es que coiltienen a la-s casj periódicas

y estau coutenidas en las casi automó¡ficas. El esl;uciio de ecuacio¡es difere¡ciales que tengan

soluciones casi automórficas compactas se remoDta al trabajo de A.tr¡1. Fnik 126] en el cual históri-

camente es Ja primera vez que aparece[ esta c]ase de fu¡rciones. ReciéDteme[¡e. B. de Andrade 1-

C. Cuevas han estudiado soluciones casi automórñces compá.tas de Ia sigujen'le ecuación:

z'(t) : -ar¡1 + /(t,r(t))

sobre un espacio de Banach. do¡de.4 es un operador tipo Hille-\bsida.

Debido a que ]a-s ecuacioDes en esta sección tleneD par¡e i')omogénea Do-a¡tóDoma. el es¡udio de

ellas se lueh,e uu l¡oco urá.s complicaCa. Eu la sección auie¡ior habíamos ¡otado que paxa eDcoDir¿Lr

la solución casi auton'ló¡ñca uno de los requisitos es que la rrtat¡iz de G¡eeu sea Bi casj automó¡li-

ca para deteminar es¡o \.a¡ios autores coDsideran que es una collsecuercia de l¿rs co¡diciones de

Acquistapacc-Terri1li (entre oiras) iJ. 23. 3á. 51]. pero estas cordiciores no sorr se¡¡ciilas de !e¡i-
6ca¡. Por elio ilecesitamos en uuest¡o .ontexto un resultado que asegure la Bi c¡si automo¡jicjdad



sin ocupa¡ las conciiciones de Acquistapace-Te¡rini. Eiec¡ivamen¡e erl esia seccióú este hecho se

colsiÉiur I'l¡ demostració¡ sigue algunas ideas encontrada-s eu el caso ca,s1-periódico.

Para presenrar este resuliado recordemo.s que la ecuación (2.4.38) es el sisrema siguienre.

il (t) : A(t)r(t).

Esre resultado principal sc enu[cia bajo ul lema. al que hemos bauttzado conro ,ema Fund,amentaL

1? que en su ciemostración ar¡iban sucesiones de ecuacioDes diferencia,les l de malnces fu[dame¡-

tales las que Dos a)-udarár a esludiar en el siguieDte capítulo a las ecuaciones dirercnciaies co¡

argumenrñ l"onslarrp ¡ I rozo5. El le'1,¿ sp e¡unci" ^on,c, siP.1l"

Leúa 2.4.L SuporL-oamot que el s'Lstema (2.,4.38) tiene una la,Ii. P'1 dicotomía etponenc'ial cott

matrí: .fund,amental O(f ), ó(0) : I g .oue ia matríz Alt\ es casi automóriica compacta, esto es:

Datlo una sucesi,ón arbitrar"ta {5;,} a R ¿¿tu¿e una subsuseción {r,} g {.,,} tal q)t( los sguentc'
líÍLiter sorL uníJorrnes soltre subconjurttos compactos rje La recLa ¡eal

(2.4.44)

Entonces la ecuación:

a'(tl = 9¡¡¡r¡rr. i2.4..15)

tlenc una d,'¡cotamía exponencial. ltltis aún la función de Green o.sociada a (2.1.36) es Bi-casi

automérf,ca compacta.

Esie ier¡a se ap¡ovecha.rá para obteuer soluciones casi au¡omó¡ficas compacias de las ecuacioles

sigrlientesi

¡/(r) = A(r)c(f) +.f(r). l€R
f'(Í) :,4t\¿tl + f(¿.f(r)). i € R

<ionde ,4(.) sea casi auiomórfica cornpac¡¿. f(.) una función casi automórfica compacta .1' que

,t( . c( )l sea casi automórfica conpacta a la que ie adicionamos condiciones adecuadas

Antes de ¡ealiza¡ la demos¡¡ación del lema. especifiquetros 1a deñnición de función casi automó¡flca

compacta l' de algunas de sus propiedades.

Deñnición 2.4.3 Una Junción. conti.nua / : lR -+ X, es casi automó¡fi.co compa.ta. si para

cualqui,er sucesión d,e números reales {s',,1¡ eiLste L¡La subsucesión {r,} -c {ri,} g una función

! tal que f,os s;¿guientes lírrLil.d son urtiformes sobre su,bconXuntos compactos de la recta real:

,!1.)'- s' :'i',Ji'r. ii -""-J i

DeDoter¡os a es'ue conjunto por,4,4g(1R;X). Notemos que por deflniciól se ¡iene .4-'1c (R: X) c
,a-4(lR;X).

Como se hjzo e[ el Capírulo 1 para 1as fuDcioDes casi automó¡ficas. se puede mos''rár que

,4,4s(R:X) es un subcspacio r,ectorial cerrado de BC(IR:X) ecluipado con la riornra de1 supremo-

Esto nos perllli'e ¡esunir uDa propicdad imporiarlte de estas furciores er el siguienie tcorema:

Teorema 2-4.6 El es¡,nci,ct occforiol ,4.4q(R:X) es un espacio ¡Je Ban.acl, cquípado con La norma

del supremo. ú

1.2.4.46')
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Para estudia¡ la ecuación semilineal (2.4.47). necesitamos 1a siguiente deiinicicjr.

Deffnición 2.4-4 Una funci.ón contínua,f :lPx X +)i, es casí automórfica coñpa.ta cni aR si

para caáa.r aX y para cual,quier sucesión d,e númet'os reaies {s|,} ecisierr una subsuces'ión \s.,} -=

{sl,}. un,a junción I tal quc Los si,guienter límites son unifonnes sabrc su¡)conJunto\ compacios dt:

La recta reaL:

,, 
l1T_.1(¡ - ,,,. " :, .it¿.¡ r ,,!1*"ttt- ",.r)=.Íl¿)

L)etuotcmas a este canjúnto zor ,,1,4q (P, x X: )i) .

También es necesario eI siguiente lema de composición

Leña 2.4.2 §ea / e -ri,;lc (lR xX.\l) una .tunción. Lipschi.tz en Lo segunda oaruabLe y rL € ,'lÁsllRr XJ.

enionces La funciórL cam?u,uta l( .zi )) es casi automórfLco comlractcL.

Dernostración. Considerer[os I1 ]a colsiante de Lipschirz. Sea {sj,} una sucesión a¡bitraria de

núme¡os ¡eales y -4 a lR un subconjunto compacto. por hipótesis existe una subsucesión {s,,} !
{sf,} ta1 clue los siguieoies límites unifo¡mes se salisfacen:

a). ,,Iím .I(t-rs,,.r) :, j(¿.r). f a.4.r: € X.

b). ,,Um ¡(f - s,,.r) : /(/.r1. f € -4.:¡r € x,

c r]I ./1/ - 5'. -:¡j , /a.4,

d,\. 1írrr : illt - s,¡) = ui.t). t€4.

Luego:

li./(t=s,,.u(t-s,,)) - j(1.¿lr))i 1L¡ u(t-s,,j-¿(r)li+il.l(r+s,,.¿irr' .irr.¿ri )

l)es esto, de a) y c) se puede norar que 
,, 
bnr / / - s,, . i-r r 7 I 5,, ) = f r ¿. ¿(ti) unifo¡uretrenie para

f €,4. La demost¡ación del Iínite,,lím_ irr-s,,.¿tf-.,, \ = .t\t.Llt\, se hace de mauera simila¡ E

Este lema iierle una ve¡sión mas general que erita condicioles de Lipschitz ¡; en su lugar se re-

quiere: que / sea casi au¡omó¡fica compacta en ¿ € lR sobre §ubconjunlos compac¡os de X ¡'que Ia

familia {/(/. ). t € lR} sea equicortinua. pam ma1or de'.aile se puede recurrir a Í28].

Demostración del lema 2,4.1. Conside¡e¡nos élt) ur.ra ma¡riz fundameutal de (2.4.38) ¡'la
iuncióu de G¡eeu asociada:

cl't's) ': í o(1)PÓ-1(5) t>s
- \ -o¡11r- rlo-1(s).t < r.

Sea {sj]} c R una sucesión a¡bitra¡ia. Consjcie¡e La ecuacjóo:

r' \'t ) : .q.(t + s',1 ¡r .

cuva mal¡iz fu¡ciar¡ental es ó,, (f) .'- O(¿ i s;;)O-t (s;;). Tome l¿s sjguierrcs mat¡jces:

P" = o (6;:)Po-1(""; ),

e,, = o(":;)eo-'(";);

(2.4.48)
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dnde Q = -¡ - P. cntouces iene¡nos que iP,t f Ii r' 8,' : /i por Io que el teorema der Bolzano

\!'eie¡st¡ass asegura la exis¡encia <ie una sui-rsucesiólr {r,,} q {ri,} tut qu",

, hn.,O,,,,Pd ':., :,lim. P = P,.

''Iry* 
o(""18q'-' ('''' ) :,!+*cl' = Qu

Noternos que P¡2 = P¡ I Pr,=Qr, = /. Sil pé¡did¿ de generalidad podemos ob¡ene¡ una suL:sucesió¡

{r",} g {s;,} tal que sobre subconjunros compactos de R se saiisface (l.a.aa). 
",lim-O,(t) 

: Ú(zl

l O,-r(f ) coove¡gé a,I,-i(t;. cor ü(t) una tratriz f'u¡damental de (2.4.45) (para ver esto se puede

recur¡i¡ al apéndice); noie que V(0) = 1. De eslo y tomando lÍmite para n r -oc']e¡ las siguientes

expresioDes:

lÓ,,1t)¿,o;1(6)l:iÓ(Í- s,,)PÓ-1(¡+s,,) I lí€-'{t-") i > 5.

ró,(¿)8,,o;1(s) = Ó(f * s,,)Qo-1(s-'r-3,,) < /{É-a(s-¡l.s > ¿

ob¡eremo-c la esiimaciór

lÚ(f)P¡rl-1(s) < Ke-"(',-') i > s'

ú(i)Qr'I'-1(s) < [¿-"i"-¿]'¡ > ¿.

Esto es- l¿r ecuacióa homogénea f2.4.45) iiene una dicotomía expo[encia] con funció¡ de G¡eenl

Probemos ahora que la

é,." ,. f ú.r,P {'- ¡ .7 :. :..4e
l-'r''orI-'t<"

función de Greel G(. ) es Bj-casi automórfica. E¡ e{ecto. tenemos 1o

-Io,'p.o.'..'-, : r.;o

) uniformemente sobre subconjuntos coúpactos de R x F- ¡enernos: 
,, 

iÍm- G (t * 5?¡, 5 - sJ, I = Gl f . ¡ ).

Ahora prober]los que existe u¡a subsucesror (,)!is,,lralque,¡,._Ó1t-5,,.s-9,,=G(t.s).
\¡eamos- desde que ú(f) es una mat¡iz fundamen¡al de i2 a.a5) 

"v 
considerando }a ecuación:

:'!,i') : Bit - s,, )'.

podemos ver que su urairiz fu¡darne¡¡al es V,,lt) : ú(l - s,,)V-1(-s,,). Realizando e1 procedi-

mierto an¡erior obtenemos u¡la sucesión de matrices:

&.,, : Ú(-e,')&Ú-1(-s,,),

Qr., = Ú (- s" )QoÚ-1(-s")

rtue son acoradas por lí. entonces podemos obiener una subsucesión {€,} ! {s"} tal que:

11. {' -( R'l'- -(" =, liT. P , = P

Jirn ü1-., ,Q-'J'-' -5.,,' - I'rn Q.,. = ('r,++-

co¡ Fi - Fr, pr¡ql : /, además uniforrrremelrte sobre subcolljuntos conpa.ros de F: : 
, l¡r¡- B(1-

€,,) =,4(r), ,,If* Ú, t) = T(¿) 
"1'--Ú,r(r) 

: T-r(t); donde T(¿) es u¡1a Dratriz fundamental

de (2,4.38). note qúe T(0) = -I. Pe¡o t¿urbié¡r eriste una r¡a¡¡iz ir¡'ertil¡le C tal que T(i) : O(f)C.

r c-omo T(0) : ()(0) = .I. se co¡sigue quc C = 1J- por lo ta,l1ro Tt) : Ótl. Po¡ oL¡o lado sal¡emos
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que la matriz proyección pa¡a una dicotomÍa exponencial es única, entonces e, = e,Q, : q, ae
' esto como:

(.2.4.s1)

ob¡euernos :

liI¡ G(r - (,, .! 5,I = Gl¿. s).

sobre subconjuntos compactos de lR x P,. n

Una mir¿da a esta demos¡¡ación uoF permi¡e añular que la función ric Green Gli.s es Bi-casi

au¡omórfica compac¡a.

Ahora estamos en posición de aplicar e1 Iema fulldanrental en l¿ cier¡ostración de los dos teo¡e-

m¿s que siguen. Primero se enuncia ¡,deraueslra el teo¡ema que asegura que la solución acotada

de (2.4.46) es ca-si au¡omó¡fica compac¡a. Reco¡demos que ]a ecuación 12.4.461 tiene la {orm¿:

r' (,ti : A1¡'1r¡.¡, - .¡,.r',.

Teorema 2.4.7 Supongam.os que A(.t') es tna ÍLatri. cas't automórf,ca corLpacta 'g quc Lo parte

hornogénea de (2.!.35) tenga urLa l.a.K.P) drcotomía etponenciaL. ademós quc.l € AAc(R:C¡).
Entonces ¡a única sc'luciór¡ acotarl,a de (2.4.35) es casi a¿Ltomórfi,ca compacta.

Demostración. Sea é(f) una mat¡iz fundamental de la parte homogénea de (2.a.35) 1' GlÍ..s)

su matriz de Green asociaria. Po¡ la fó¡mulq de \,ariacióD de pará.rnerros podemos ver que 1a única

soluciór acotada cle 12.4.35) es de la forma:

,(it : [ 
* 

Git.sl.listas.

Probemos que ésta solució[ es ca-si aul,omó¡fica compacta. ED efecto. de ]a de¡nos¡¡ació¡ del le:¡a
(2.4.1) podemos notai que 1a función de Green G(¿.s) es Bj-casj au¡omó¡flca co11]p¿,cia.1-colno

-l € -4.4clP-:Cr') podemos asegural que rizrda cuaiquier sucesión {sj,} a R existe ur'¡a subsucesión

{r"} -¡ i"i,i ta1 que. sobre subconjuDtos comDacxos de lR x R los siguierltes iÍmi¡es son uniformes:

lrm G1, -,,. --", -,Ó;,s. l¡n. Gr-o,.s-"'.= 61..,:

J sobre subconjuntos compactos de R unifo¡r¡emente se tiene:

.1.i1.1,-t, :.it ,r.T-''-tn -.'t
Sea a > 0 un núme¡o a¡bitrario positivo. consideremos e1 conjrtnro compacro .'l : i-a.a] 1'

dp6rr" no: l" /r¡nción: 
¡-\ _

, , : 
J - 

c t s | ".ds.

En primer Lugar se puecie 1¡er que da<io € > 0, existe ¿. suflcjenteneute g¡ande. tal qu€ pa¡a

T / L, se iiene #- e-'"du < e . Consjderemos t € ,4 ¡'L = i. + a. luego:

t\
rt^!, -¡t. . | (c,-,.,-",.j.-.,..4.-c,..ts)d,

I {" c(' - "" s + t" ) :f G )'' s" )¿s -G¡t''"1/1s1 d's 1
Jt
rt

+ / LGi¿ + s. s + s,,)/(s 1's,,)ds G(f s)lls) ds +
J,.

- t l" G t -',.s- .. / . , ., .ls t' 1.- l!. d.-.,1,



Pero además podemos conseguir las siguientes estimaciones:

También. como -a I t l o. para 5 f -¿ = -iL,+ a.) < -a I ¿. tenemosl

G(f.s) S Á¿-"(t-'), lé1r,"1 51(¿-o(t-3).

Así. se puede !e¡ que para ?? sufcieniernent€ grande:

+L

+L

lG(i + s,,. s - s,,)/ls + s,,)d.. - é(t. s)i(s)ld¡ I

v:

)ltt* f", G(r-s,,.s*¡,,J -cir.r)@r* l'" lc(¿. s)ll/(s * ¡,,i -¡isllas.

Del mismo modo. para s > L: L, r ¿¿ > .1 :l 1 se liene:

c(t.s) 3 K e-"(."-t), lc(r, r)l I Ke-a("-t; ,

l-* ct., - ",,.., 
* s,,').:l(s + st,)ds - G(¿.,)f(s)ld-" <

2K f1i.. l-- e-"t -t, = lirii"f * [* -"'0, <:]il;/li-e.

Por lo iaDto se conciuye que :

,,lím 11¿ + s,,) = t(f).

Para demostrar que ,,1íg:r(¿ - s,,) : r(t) se procede del mismo mocio. t-l

En lo que sigue se establece un resulta¿io s.¡bre e).istencia 1'unicidad de la soiución casi au-

tomórflca compacta para ]a ecuación (2.4.47). En la demost¡ación se utiliza e1 teorema anterior l'
el lema de corrrposición 2.4.2.

Teorema 2.4.8 Sli.pon.gaÍtas que Ail) es Lna n¿alriz casi automórfico compacta g que La parte

honrcgénea de (2..!.35) fenga un.a la.Ii.P) d'icoLaÍLía erponenciaL, odentds que./ € ,4Ac(lR x

Rr: lR¡') e.r una fun,ción L¡ Lipsch.il: en la segurda uariabie. Si se satisJare l¿ tL¿c¡ón It a i*
erllonces la ecua,ción (2.J.36) Liene una úrl:L.:a soluciórL casi rJutomórfca compact.o.

cou es¡o:
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Demostración. Sea Glt.s) la funciórl de G¡eel asociada a ]a ecuacloón í2.4.3Ei. Por fórmula

de r,a¡iación de parámetros podemos notar gue Ia ecuaciól (:.,1.36) es equiraiente a la ecuació¡

iIItegral:

t,r.= | C/.- /t,.r.¡/)d¡.

por lo larto Ia única solucióu de ésta ecuaciól inregral es soiucjón de ia ecuació¡ diléreucial (2.4.36).

Deflramos e1 operadol

f : ,4.,1¿ (1R: C1') -+ ,4,46(RrCP)

t-xr(¿) - l¡lt,: 
r/__ 

Glt.sr.frs."r(s))ds.

Po¡ el iema de composición 2.4.2 ¡.e1 Teorema 2.4.7 podemos notar que I es un operador blen

deñnido. Sean Ut.9z € AAc(R:Cp). entonces:

rs1(r) - fv2ír)i s l** Otr.rl "f(",s,(r))-.i (s.er(s))lds

1 I tG ¡.s'1,út'" - ¡2 srrds

:/i -S ;r, r, - s:i ..

Por la hipótesis se puede ver que f es contractivo. por 1o i,anto existe una única solucióu casi

autonó¡fica compacta pa¡a la ecuación i:.4.36). -

46



Capítulo 3

Soluciones Casi Automórficas de

Ecuaciones Diferenciales con

Argumento Constante a Trozos.

l,na ecuación dife¡encial con argumeDto coüstante a trozos (DEPC,{]. es una ecuación con

argumento discon¡inuo de1 siguiente tipoi

r'(t) : e(t. r(r). r(ltl) ).

donde [.] indica la funcjón pa¡te e¡lera. El cs¡udio de las DEPCA se inició el el año 1983 con los

¡rabaios de S.N{.Shah ¡. J. \\'iener i47]. posreriormente en 1984 tr.L. Cooke l, J. \Árjene¡ e¡ [19 estu-

dia¡on DEPCA con reta¡do. Debido a su imponaucier en aplicaciones a ciertos modelos bjomédicos

ll1]. a f'enómenos lísicos [2i i¡'algunas referencia-. er ella) la-s DEPCA hau ¡enjdo ur signiñca¡j-

vo desa¡rollo i38. 391. De esla manera muchos ¡esuliados sobre exis¡encia. unicidad. acotabilidad.

pe odiciCad. casi periodicidad. pseudo casj periodiciciad. es¡abihdad. e¡c de las soiuciones para

esias eclacioles se han desa¡ro]lado. Reciénteme¡te desde el a¡o 2006 se empezó a a¡alizar Ia casi

automorficidad de la solución de l¿-. DEPCA i2l. 481. por io que se considera un área aun poco

explorada.

Nues¡¡o ob-ie¡ivo p¡incipa.l en ésre capítulo es estudiar la existerlcia ¡'uuicidaC de Ia solucióD

casi autonórfica para )a siguiente DEPCA:

c'(i) = t(fr,ü(t) + B(l)z([t])+ /(t.r(t),,(ttl)), (3.0.1)

donde.4(t) € ¡/¡,¡,(R), A(f) € ¡Ir,,p(R) sor mat¡ices casi automó¡ñcas J".f € BC(R x lRr x

I{r';lRr') una funció}r casi auto1nórfica que cumple una cjeña co¡dicióu de Lipschicidad. El estudio

se realiz¿rá u¡ilizando la teoía de dicotomía exponenclal [17] l el teorema del pu[to fijo de Banach.

El motivo para estudiar la ecua¿ión (3.0-1) es que en la lite¡a¡u¡a sólo existe el e§trldio de las

soluciolres c¿rsi periódica-. para esta ecuación [54]: soluciones c¿.si peúódicas ]'pseudo casi periódicas

con ¡eta¡do para urra ecuaciór un poco más general [1. 53j. Ea el ámbito de ]as ccuaciolres casi

auto¡¡ó¡icas l{guyen Van X4irh y Tran Tat Dat en 1{8] dan condiclones espect¡ales para obieuei

solucjo¡res ca-sj au¡omórficas de la ecuació¡ dife¡e¡cjal autónoma sjgüjente:

a'(r) : ,4u (ifl) + /(r).

soLre un espacio de B¿¡ach con ,4 un operador acotado ¡' / ura fulción casi auionórfica, la nislna
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iinea sigue William Dimbour en [21] para 1a ecuación no-autónoma:

/(t):A(t)4ltl)+f(t),

sobre un espacio de Baoach de dimensión finita, con A(t) y f(t) un operador y una función c¿si

automórfrca respectiva,Benúe. De esla ma¡rera se puede notar que el estudio casi automó¡ffco de

nuestra ecuación particulaxmente trata el de I 8] y [21] etr el caso de un espacio de Banach de

dim€nsión finiia, también cabe recalcar que no se sabe de otros trabajos a,nálogos ai que se p¡esenta

acá para dimensión fldta.
Las DEPCA son ecuaciones dife¡enciaies híbridas, esto es, gozan de Ia estructu¡a de sistemas

dinámicos continuos sobre intervalos de Ia forma ]n, n, + 11, n € Z y de sistema,s diD¡áaicos disoetos
sobte Z. La cootinuidad de Ia solución de una DEPCA (ver Definición 3.0.5) obliga a tene! u¡ra

fórmuia de ¡ecrrrsividad en cada punto de Z para que de esa forma se logre pasar de un intervalo a
su consecutivo. Para obtener Ia mencionada fórmula de recu¡sividad debemos etrfrentax el estudio

de las soluciones c¿si automór6cas discretas para ciertas ecuaciones en diferencias, como Ia ecuaciós

no-autónoma siguiente:

(3.0.2)

donde D(n,1 €,[1r,,, es una ma!¡jz casj au¡omórfica discreta v l, es una sucesiól c¿si au¡omórfica

discreta. Para estudiar la ecuación í11.0.21 introducimos la noció¡ de sucesión Bi-casi automó¡flca

disc¡eta 1a que unirá fue¡zas cor la ve¡siór disc¡eta de Ia reoría de ciicotomÍa expolencial. En

[3] D- Ara¡,a e¡ ai. estudian ]as soluciones casi automórñcas disc¡etas de la ecuación autónoma

rr- I : D¡n -i ,, 5ool-Urr (]s1acrc, o. B¿na"h.

En el capítulo 1. cuando estudiamos las funcioues casi auiomóúicas- se introdujo la siguiente

fu¡ción como ul ejempkr de es¡a clase:

cf n - 1) : Dl.n'trl.n) 'r h(.n'¡. n < Z.

o r =:.r, l-------------- ).,. -..
\:+.oslll+cos(\':¡l /

(3.0.3)

Como se puede vei (v por definjcjó¡ de casi automorficidadl ésta es uua funciór continua: luego.

cabe preguntarse ¿qué se puede aJi¡tra¡ sob¡e la luución o(lt])?.

En primer luga¡ notamos que sj /(f) es una función ¡eal, coniinua ¡'no consta¡te. la función .l([l])
es discontinua. Co¡ esto e¡ raente poderaos respo¡der a ia iot.errogant e, medjante 1as siguie[tes

ap¡eciaciones para ó([¿])l

i) La fulción o([f]) no es c¿-si au¡or¡órfica. pues ¡o es conlinua.

ii) Las disco[tiDuidades se da¡ e¡ los Dúaeros enieros.

iii) Por ]a acotación de o. los limites la,ierales en cada n € Z siemp¡e exis¡en.

En ei siguie¡ie gráfico se da urra ap¡eciacjón visual de Io que se arglmenta:
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Fie. r. ó(ftl) = sin i\ : - cos(i¿l) + cos(\ei¿l)

r'lt] -or1¡1 + úr([¿])+ qif),

] 
.: tr ,-20 :0

Es¡a.s co¡rsicieraciones salie¡on a la r,ista. cua¡do ¡ratamos de esÍudiar Ia solución casi ¿utomó¡flca

de la siguiente ecuación escalá¡:

(3.0.4)

para 9(f) = a.-.fr(t) -t a2l2(.it) r co¡ .ü. /! ca$j au¡omó¡ficas ¡' o.6 núrreros conplejos con al¡9una

¡esiricciórl. Debido a que en la ecuación 13.0.41 Ia perturbació¡ Do es casi au¡omó¡ñca. cabe re-

aliza¡se la si!¡rien¡e preBurrta: ¿Cómo seguir con e] es¡udio de las soluclones casi auiomór6cas para

esta ecuaciór1?. Pa¡a dar una respuesta a esta pte8]rD¡a. se introduce ia ¡oció¡ de función Lcasi

automórfrca (es¡o con ia a,r.ud:r <ie la-s !¡es obseriacioues prer'ias)- análogo al concep¡o in''¡oducicio

en el ámbito de la-( funcio¡es c¿.sl pe.iódicas po: E.Ait Da<is 1 L. Lachjmj en [1]. Ellos ]rabíar

observado el mismo fenómeno en el áúbito de ias funcioDes casi periódicas. es deci¡ decidir la ca-sj

periodicidad de la funcióu compuesia -l(f.oif).r([f])). para "f : F- x R¡ x R?'-i lR¡'una función

casi perióciica sobre subcorjuntos compactos de RI' >.lPr J'" : lR; lRt' casi peiiódica. Es¡a función

compuesia es considerada en una DEPCA que se estudia en [54; pero a1 uo precisarse ]a riefiniciólt

de casi periodicidarl de és'"a nueva función no se logra aclarar po¡ ejenplo si los r-periodos romados

en cuenta para demost¡a¡ la casi-periodicidad de la solució¡ de su ecúación es',án colsiderados en

los números enieros o reales. lo que Lieva a cuesiionarnos sob¡e eL bue¡r plam,eo de la ecuacjón -r'

regularidad de la solución.

Deári¡jramente, el concepto de 1as funcioDes Z-casi automó¡ficas alivian los problemas aláiogos

que alumbran para las DEPC-A. s casi auton'¡óifrcas ¡fatadas en éste capíiulo. Estas nos ayudarán

a erteDder a la función O([tl), estudiar mejor ]a ecuación 13.0.4) ¡-se Ia-s aprovechaiá er, cl estudio

(a t¡avés.iel método d€ reducciótr) dc'la solución ca.si au¡omórfica de u¡ sister¡a autónomo de

DEPCA. Ader¡ás de esto. \,eremos ma-s arielanie que es suficiente considera¡ es¡as funcioDes paia

estudia.r las solucio[es casi au'loaó¡ficas de ias DEPCA no-autónomas.

Este capítulo está dividjdo en 5 secciones o,ue se distribuyen como siguei

E¡ Ie, secció¡ 3.1 se darr ios prelimirares so]:¡e funciones Z-c¿si automórffc¿s

En ia sección 3.2 se desa¡¡olla la t,coría Dccesa a sobre ecüacioDes casi auto¡rrót'licas en dile¡encias.

E¡ la sección 3.3 se estudlán l¿-s soluciones casi arilol¡ó¡_ficas de la siguieüte I)EPCA escalar:

t'(,t): as(t) + l3r(ltl) + f(t); (3.0.5)
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l. utilizaDdo el método de ¡educció! se esiudia el siguiente sistema:

{' (t) = Ar(L) + Br([t]) + ,r(¿). (3.0.6)

En la sección 3.4 se estudia la existe¡cia ¡.' uaicidad de Ia solució¡ casi automór6ca de los dos

§istemas no-autónomos de DEPCA siguientes:

tt(.t) = ¿¡¿¡"¡.1¡ * B(¿)jÚ(lfl)r /(t);

y ei sistema de DEPCA noli¡eal:

(s.0.7)

(3.0.E)t¡(t) = A(t)r(t) ' B(t)lc({tl) + /(t. c(t). o([t])).

Como aplicación. e¡r la sección 3.5 se ocupaB los ¡esultados de ias secciones previ¿s en el estudio
de 1a existencia y unicidad de Ia 6olució[ casi automórfica pa.ra el modeio de Lasota.Wazewska cor
argu-meDto coD§taEte a trozos.

Básicamente, nuestras l¡ipótesis serán que IB función /(.) y las funciones matriciales á(.), A(.)
sean casi automó!fic¿.s. ademá de considera¡se la versión discreta de la ¡oció¡ de Bi-casi automor-
frcidad. AI estudia¡ las soluciones casi automórfrcas del sistema (3.0,8) necesitamos asumt como

hipótesis adicional una condición de d-Lipschicidad sobre Ia función /. la que se establece como

sigue:

A).(á-Lipschitz) Sea /:1R x R!' x lR, -+ lRl u¡a fulcióD y ó > 0. I es d-Lipschitz, si:

lJ(t,x,y) - f(t,:,w)l < ó(lc -:l + ly - .U,l). v(t.r.y);(¿.z,ro) € lR x lRp x Rr'.

Antes de seguir con el coltenido de éste capítu1o necesitamos me[cionar 10 que se e[tiende por
soiución de u¡a DEPCA. ésla se especiñca en Ia siguiente defaición:

Deñnición 3.0.5 Una función c(t) es una solución de una DEPCA en el intervalo I. si satisfsóe

lo siguiente:

i) c(t) es continua en todo 1.

ii) a(f) es diferenciable en todo 1. excepto posibiemeute etr tos pu¡tos n € I f1Z donde debe

eústir u¡a de¡ilts,da lateral.

iii) r(t) satisface la ecuación eD iodo el inten¡a,lo (r¿.n + 1),n € Z y ta.mbiér Ia satisface con Ia

derivada a la derecha pa.ra cada n € Z.

3.1. Preliminares sobre F\¡ncio r:res V-Casi Automórflcas.

En esta sección especiñcamos 1a definición de función LCasi Auiomórflca y se p¡esentan algu-

nas de sus propiedades: pa¡a ello necesitaúos tene! como afnbiente el sigujerte subconjunto de Ias

funciones acotadas:

Deffnición 3.1.L Una funci,ón "f € BrR(R,Rr), se d,ice que es una Íuncí,ón Z-casi au,tomórfica sí
pam cualqui,er sucesión d,e números entercs {st,} C Z eú,ste una su.bsucesi.ón {s"} c {st,} tal que

los límites puntuales sigttientes se salisfocen:
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Obse¡'ración 3.1.1

il Denota¡emos a este subconjunto de ias funcjones acotadas como Z,{,4(lR:lRe)'

ii) Se puede ver que si / € ZAI(lRilRr') entonces es localme¡¡e integrabie.

Alglna-s propiedades importantes para este tipo de funcione§ las enunciamos como lema's' Entrc

algurras <1e la.s co¡secuer¡cias de estos iema-s es que el coúunto 2,4,4(F'.1Rt'i es no vacÍo

Lema 3.1.1 Si. f es una functón clsi automórrtca entonces .f 
(,ll a ZAA(P;RP )

Demostración. Sea {-"i,} c Z una sucesiór arbilraria. entonces eúst€ un subsucesión {s,,} !
{si,} .r urra lunción I tal que ios sisuientes limiies puniuaies se satisfaceni

,, 
l¡T_ 

"f 
(/ - s,, =.fttt.,,lm_.fii-s,.r=.fltr.t -R

Luego pun¡uaimente teDemos :

ln i.li -', I= lrn /lr-,,t=iiL.

,!T-¡'-"',ll. i t'-"' =f.i.
esto es /(i.l) esrá en ZA,4(1R.R2). f'

Lema 3.1.2 Sea./ €,44ÍlRxlRr:lRr) 1t Lipschit: en la seguttd.a ttarzable. u e ZAA(R;Ñ'I' . entonces

.i,i. : f -; .f (. , r¡ (.) ) € 2.4-4(P-:R¡).

Demostración, sea d la constan¡e de Lipschitz. como t1 € 2,4,4(lR: Rr) es aco¡ada. entonces

su rango es rela¡ivamenr,e compacto. esto e: A- : Iii¡ 'f?E cs compac¡o Sea {sl,} c Z una

sucesión ar'Ditraia. entor1ces exis'Le uDa subsucesión {",,} ! {"i,} ta] que ios lími¡es §i8uierrtes se

sa¡isfacen:

n ,i* ".- -=i.t" ¡(4.. ,,:t_ J

i, Ir¡r. it-'n.t, /t.r.;eA.

(I lLnr ! il + s,,) =: L'r(t).t € R.,-+-

d) , 1í1n.. ?,¡(r - 6,. ) = t,(¿). f €R.

Luego obtenemos:

/(r + s.. t-,(r + s, )) - it.t.¡,nt, < .f(t+ s,,.1t)(t + s,,)) -,f(t+s".t"(t)) +

- /if +5.,.;(¿)) -fir,'i(¿.r)l
I 6at -...-. i',r / r-"'.i t , i:.)'t '

De es'uc.r. dela parte a) ¡.rielapariec) se cor-"igue c¡re 
",1ím 

/(f +s.,1'\i+',)) = i¡: t''1ill.

La de¡ro- r"¡c;ór dcll.rrrle r'J4 it '',.i t. ',. =l'.¡'1 5e :'aiiza do ¡ral,c¡a t.¿rlo!¿ -

Lema 3.1.3 Seo /: R x lii,'x R¡'--t P"t' una junc'tón 6-Lípschít: asi automórlica.4: tn,o ,funcLón

casi auiornórtit:a , enton.cs g¡, i t -r /(¿. ¿'(t). tr'iif] )) está en Z.A)lF.iRr').
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Demost¡ación. La demostración de este lema es similar a la an¡erior. por lo que la omiÍin]q§. ú

Antes de trat¿¡ a las DEPCA. nec€sitamo§ €studia¡ Ia.6 ecuacioneo en dlferencia,s (o también
denominadas ecuaciones discretas)- ésto se desar¡olla eI1 la siguiente sección.

3.2. Ecuaciones Casi .dutomórficas en Diferencias.

Dn esta sección nos etrcargaremos de obtene¡ la solución ca,si automórfica discleta para los

siguientes sisteBas:

,(n+L): As(n) + f(n\, neZ,

c(n+7\ = C(n\c(n) + f(n), neZ,

(3.2.e)

(3.2.10)

donde ,4 € lfr*, es una matriz constante. C(n) y / son una matriz y una función casi automórñca
discreta rcspectivanente. El sistema (3.2.9) es arnpliamente estudia.do en {3] en su lorma mas geue-

ral. es decir sobre un espacio de Banach X y con á ua operador line¿I. ta¡rbién en el mismo trabaio
se estudia un sisiema discreto semilineal. Por esto para el estudio de las soluciones cssi automórfi-
cas disc¡etas de la ecuació¡ autónoma (3.2.9) sóla.raente euuncia¡emos los rcsultados importantes.
Nuestra prioridad se basa en Ia ecuación nGautónoma (3.2.10) ya que ao ha sido es¡udiada en

Ia literatu¡a pa,ra el caso de soluciones casi automórficas di§creta,s. Para la versión casi periódica

se puede ver [54, 55]. Es importa¡te nota¡ que en 13] hay un estudio deta,llado de las fir¡ciones
casi automórficas discretas; por Io que. para mayores deialles sobre éste tópico se puede ¡ecurri¡ a é1.

P¡ecisa¡¡os Ia defi¡ición de fu¡ción casi automór6ca discreta:

Definición 3,2.L Una tunción f '. Z --¡ X con X un espacio d,e Banoch, se dirá que es casi,

outonótrtca discreta. §L WÍú cugl4aier sucedón {;,,} C 2,, esíste una subsucesión {s,,} C {s',,1. tal
que los si,guier'tes Límites puntuales se satisfacen:

''!f* lrl 
-' s'\ =: iw)' k e z'

,!g*i'* - s' 1: /rn) Á e Z'

Obserración 3.2,L Denotare,nLos a esle conjunto corno AA¿(Z,X), el cual con La norma d,el supre-

na es un espo,c,ia d,e Banach,, oer [3].

En el p¡esente capítulo se define de manera análoga a la Bi-casi automorfrcidad continua la ve¡sión
de Bi-casi automo¡6cidad discreta. ésta se expresa en la siguieote:

Deñnición 3.2.2 Una funci,ón Í : Z x Z -+ X con X un espaci,o d,e Banaclt, se d,i,rá que es Bi-casi,

automórfica d,i,screto, si pam cualquier sucesi,ón {d-} c Z, erisle una s1),bsucesi,ón {s,,} ! {s'.}, tat
que los siguietules límiles puntuales se satüacen:

,.lig- .f (/, + s,, - + s,,) =t i(k,m), k,m. € z,

,,.]jm_/(k-s,,.--s") = /(k.m\. k.m < 2..



Como se hizo uotorio e¡] el capítulo a,aterior, la teoía de dicotocúa exponencial para el estu-

dio de sisteBas de ecuaciones diferenciales no-aütónomas c¿si automórflcas fué muy inxporta,nte,

pa¡ticuiarmente para obtener la solucién dependiendo de la función de Green y para estimar la

acotabilidad de tal solución. La §iguiente definición tiene que ver con Ia versión discreta de dico.

tonÍa exponencia,i.

Corsidere que C(n),n e Z de Ia ecuación (3.2 10) es inveriibie y sea Y(n),n € Z w,a ú§'trlLz

funda.mental del sistema siguieute:

r(r¡t 1t= C(.n.\a(.n).n e Z. (3.2.1i )

Definición 3.2.3 La eaúción I3.2.11)tíene na dicotom'ía expon encial con parámetros i.ct' Ii' P)

si exti,sten cotustantes pasitioas a.K ,¿ una propecctón P taL o,ue

'Go n."1 Kc--t't-" m.n¿L

d,onde G¿(m.n) es la funci'ón de Green d,iacreia que loma La expresr'ón:

G,t.m.n ={t .*'er,- ' ,*-' '[ -)-lm) I P]) -'f n).m < n.

Ell 1o que sigue se es¡udia¡ ]as ecuaciones e¡ diferencia's (3'2 9) l' (3 : 10)' Comenzamos por estudiar

la ecuacjón (3.!.9) para el caso escala¡ mediaute el sigüien¡e teorema:

Teorema 3.2.1 Seo f a AAdiZ.Ri t g consrleremos que ia ecLncrctt en diferencias (3.2.9j sea

escalar cr¡n .4 - ) un número complejo Juera del círcu.lo ur¡ ¿rlatl. Entoncet ia ún'ica soiuc''ón cas¡

automóifica cie (3.2.91 ti,ene la for-ma:

^-t'f(k+n- 
1), l)l < 1,

mds aún. se t¿ene:

d,ondc:

lr(r.)l S ¡;(I) .f I -. xn € z;

. lr, - ) l-1. l'\L < t.

It.i - tr-' '\ > 1.

Lna demosiración para éste teo¡ema se puede encoDtrar e1] i3, Teorema 3.ii.
El rré¡odo de reducción apiica<io al ca¡o con¡i[uo en e] Teorena (2.4.3). nos fu\'ita a obie¡e¡ cor¡o

co¡ola¡jo del Teorema 3.2.1 io siguienle:

Corola¡io 3.2.L Sea i a AAd(.Z-F.P'). a supongatnos que la matn: A del sistema (3 ! 9) tiene

talores [:,rc,pios J'uera del círculo utuidad. enton..s dxclú stslerrla trcne 'una úníca salúcLón casi

uul,o m.órf ca dis crel a.

U¡¡ mé¡odo que pe¡Írite dcterminar c<¡udjciones Decesrias 1'sufienles para que Ios autovalores de

la matriz -4 se encuentren fue¡a de1 cÍ¡culo unidad es el algorit¡no de Schu¡-tlohn

El teoretra que sigue es el resultado principal de esta sección' el 'ueo¡er¡a da condicioues bajo

Ias cuales se ascgura que ha¡'uua única solucióll acotaCa cesi automófica Cel sisterua discreto

ro-autónorno (3.2.10).

t)
t.---.¡inl:= i _''
l-\
( t=l



Teorema 3.2.2 Sea.l € A.ld(Z.Rr) ! supongamot que lo ecltación en d,i.ferenc't0's 13.2.11) trcne

u,na (a.K,Pf -i)icotomta etponencla! con furlc'¡ón de Green G¿(., j Bt casi automór.fica d"tscreta.

Entonces. la lín,ica solllciórl casi autornórfico d.r: (5'.2.10) tiene La Jotma:

.. n -fc, t..t -).[tk. n :L
hez

g está uniformemente acotad,a por:

lx(n) lli(1''É-a)(1 -¿-ol-irl.fi*. n eZ.

Demostracióa. La demos¡¡ación de que ia furción rin) = !o.rG¿(n.A 'r l)f (.h). n € Z
es Ia única solució¡ acotaria de la ecuaciór discreta 13.2.10) se puede ver elL ¡á. Teorem¿ ;.71.

Nlostraremos que ésta solución es casi auto¡¡rórfica discreta. En efecl,o. coDsideremos una sucesióIt

arbiiraria {si,} C Z. luego existe ura subsucesión {*,i g {"i,} ra1 que los siguien¡es límjie-'

puntuale-§ se satisfáceni

ai ltm llr¡l - sr,):t I m).ñ l:L.

b) lím .i(m -s,,)=.f i.m)).mcZ.

c lrm G¿rm = (,m.l .n.l :L.
dr 

,, 
lrnr_ Ga(m. - s..l - s,,) = G¿iÍL.l),Í,,1 a Z.

Luego:

r(n+ s, t : tG,r(n-8,,.*-1)/([)
l¡aZ

I G¿in - s,,,1 - I + s,,)/l¡ + s,, I.

l::az

De esto por el teoretla de convergencia dominada de Lebesgue ¡ los ílems a) ¡-ci se concluye que:

,fi .n + s"1 : ¡¡",,
dolide

., , =I G¡ n.l,-1..;.t
l¡iZ

Pala demostiar que:

"111i(n 
s,,) : tGd(n,k+ 1)/(¡) = r(n)

iez

se procede de manera aná)oga. i

3.3. Soluciones Casi Automórficas para las DEPCA (3.0.5)

y (3.0.6).

Antes de jniciar con el iratarnienlo de las ecuaciones mencjonadas necesitamos un leÍra preli_

mina¡ sob¡e sucesiones de núme¡os reales. ésle se describe como §igue:

Ler¡a 3,3.1 Se¿ {6;} a P- uno sucet;'ión drbitra,ria, elLionces eixiste uno suhs,teeqtin {'1,}:{-"1,)
tal que s',, = \',,+t',, conn;,€ZUlr1,c-lu.li: od.n,o\,IIi,,, =,0 plra o.lgúrL ú0€ i0, 11.
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Demosiración, Consideremos ll, t" purt. eutera de Ia sucesióu. esto es n,l, = G',i,t I sea tjl :
i,, - n',1,:," parte <iecimal. 

"ntoo"". 
rll = r]:l -i,: Además. como tj, e [o,riexistc u¡a subsucesiór'i

Ir:, j a tt,:,.j tal oue ,iim fl, = ¿0 para algúr ¿. € í(1. 1]' es decf existe una §ubsucesióu "[§;,i S {s;;}
tal que sf, = q:, -t t:,. ra

Es¡e iema se u¡illzará oportunamente en ia demostraciól cie algunos teo¡en:la-s que se ciarán e¡ el

fu¡u¡o.

Consideremos ahor¿ Ia ecuación (3.0.51. podemos no¡ar que por la fórmula de rariacjó¡ de

paiámetros ia solución <ie ésta DEPCA er el iute¡ralo irr, n * 1[ se rep¡esenta en forma integral

por:

r(t') = e'\1-.-)ltin. ¡ [ e'r-'t btrr,1ri., - / f'(r-'' /(s)¿¿sJ,, J.,

que inr"grandn oblenemo: la exprpsion:

Ít : "-.-'¡ -:' " -),., - i,'''r..'d.
Po¡ contiuüdad de la solución. haciendo t -+ (n+ 1) -, obtenemos Ia siguiente ecuación discreta:

:ti.n + I) = ct:¡n) + hl.n,';.n € Z: (3.3.14)

donde

. = €¿r::f e¿r - 11.o'

r, .7

.t,,

Teo¡ema 3.3.! SLq)o¡Lgamor que .f = 
LAAl.k:C.. enton.ces la Junc.ión discreta hin) es casi a1t-

tom.órfica. aáemás si c f 'L entonces la ecuación (,1.3.1.!,.) t'¡ene un.a úntca soluc:rón casi automórf'
ca d,iscreta Íln't .

Demostración. Sea .lsr_| C Z una sucesió¡ arbitra¡ia. como / es Acasi au¡onórñca. exisle uoa

subsucesión {q¡} c {ri] tal que para cada s É lR se rienen los sj8uientes límites:

,,]iT. /(, + ,rr ) =, f(s)' uI?- /i"" - qr) = .r(")

Conside¡emos la siguieute sucesión:

i''(ni = [''-1 "'o' 
-1-")i('" Id''

otterr"*os,

n,-q*-i", = I ':'d'-l, ,"- i'a,
t'-l t1= l, 'r -1d" J, ,"' 'i-¿"

--, I ' .'" 4, /s'.is
J".

De esto. po¡ el Teo¡er¡a de con1¡ergencia <lor'¡jrada de Lebesgue. se coúsjgue:

lrm l¿14-?()-itln). n =2.
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Se procede del mismo mocio para ia demos¡iación de Ia igualdad:

r'n trr-n,¡-h¡ n.Z.
Á++d

La existencia I'unicidad cie Ia solución casi au¡or¡ó¡fica disc¡eta se siglle de coordina)" co¡ el

Teorema 3.2.1. ¡
Err el siguiente Teo¡ema veremos que para determinar si u[a solución acotada ¡ c¿rsj automóiflca

discreta es solució¡ casi aulomórfica de 1á ecuación í3.0.5) es suficieute conside¡a¡ á la fulcióIr /
en e1 conjunto Z, ,{(RI C). esto sucede debido a que en la demostración se hacen argumentos de

cambios de variable ¡ de esa mane¡a se tral¡síererr sucesioues de núme¡os enteros a Ia funcióu f
mas no .uceslone: reales t leorenla es como Sigu"'

Teorema 3.3.2 Sea x una soluci,ón acotacia de la ecuc¡ción. 13.A.5) con Í ¿ZAA(F":C'¡. Enlonces

t es casi automórt'í,ca si. ! só10 s't x\n) es cast auton¿ór.iLca dtscreta.

Demostración. Si ¡ es una solución casi auiomórflca entonces rcsuirlgierdo r a Z se consigue

ver que rlnl e-s casi auiomórñca disc¡eta.

Para demostrar ia otra implicación. escribamos la solución (3.3.131 de la siguiente manera:

r(f) : téo(t PJr' 
o4¡..{r-i,)) - r)tcítl) +{,e"rr-,rl¡s¡as. 13.3.15)

Esta solución cuando ,/ esrá et ZAA(.R-;C) se puede vei que es¡á bien defrnida como consecuencia

de ia obse¡l'ació¡ 3.1.1. La der¡os¡raclón de la casi au¡or¡o¡6cidad se har¿ en varios pasos

Primero. Consideiemos ura sucesjón a¡bitraria {si,} C Z. e[tonces exis¡e u¡la §ubsucesión

{n¡,1¡: {s,,},frncioues.f ¡ / ta} que para cada t € fr,. n €Z ienemos los siguientes límites:

irn ./ -'t,.=.i¡.l,n .i'- rl, -,'-
t --1 A--r

lin: ¡"- tlt - u-n l-m ¡,r,-nr -r,r
Conside¡emos la sigujente fuDclón:

.tl

U t=," - --,"'-'; - 'it' .t'.)- I ,"-' i " ¿'o ., Jtt

No es difícjl verifrcar que pa¡a cada ¡ € R se ¡ienen los siSujentes lÍúi¡e§'

l,ln J-('- q, = ! t Irrn rJ ¡ - ?t)= J-').
l--a ¡,--r

Por ejemplo paia el primei ljmi¡e. obse¡vemos que al tener ,¡ € Z, entoncesi

at1
:,t 'tL = ''-' 

J 
\'Ót1 t- ¡I*\1 -lt" '/'s-4;;Cs'

G .'r]

Luego.

r.(¿+17Á)*y(r)i < leoi¡-lrl) * 3- 
¡".r.t.'ttD - r)l fr(trl +r7¡) z(lrl))l+

.ro
l_ (Í,,n, .,.)a,,

Luego el límiie se sjgue debido a que r(lt] rlr) -+ ¡/([r]), n. -+ 'l-c. ]'Po¡ el Teorema de convergencia

dominada de Lebe-igue. pues f(s * 4t ) - j\i). n - tx. El esqrlemc para verificar el segundo

límite es el mismo.



Segundo. Consideremos una sucesión {sl,} : 1R arbitraria. En¡onces. por el Lema 3.3.1 exisfe

unasubsucesión{r,,}!{rj,}delaformas,,=(,,-l,rcon(,,€2.¿.,€10.1i¡-,}iq¡,,:¿,,6f0, 1].

además liociemos tomar {{,,} para e1 cual ios Iimites punruales ciel primer paso se satisfacel.

Afirmación: 
,, 

iig_ 
"1t - t,, +etu):y(t+t(i). En efec¡or

1l Si I + ¿o no es enre¡o. Enlonces. para r. sufrcientemente gra.lde tenemos If + /,,] = it + ¿o] . con

esLo x([, - ,,.],' - ¡(1, - ru'.. Luesu. sc consrgue:

,,Jinr rl[f -1 t,, -€,,]) :,1í+_r([f +t0] -(") :¡/([f +¿0]).

también:

Consideremos a-l,o¡a e > 0 arbitraño. en¡onces para n suñcientemente g¡ande se tiene il-i¿,,1 :
ir-¿ol. l¿,,*¿0 <€), /(t+5,,¡ -fít) <.. 

"on 
lo que obrenemos:

¡,-1, -!.
I ," - '-: -"." s.ds / t "- -' j s.o',,,-,. -..., J _,o

I t"-.'l'-j,,ú.- / ¡'¡- -',¡".4,,o"
. J ,-,. J i--.,

t --_ I co( " .f ., - i,.i. - I c"'.'' .t' ..¡d,
J _'- t.-_ .t '-t

= Ea(1=nr- I,rr,t) + 
úÉ 

1e"(r-r"-!,-r,,lt - 1) l¿([t + ¿,] - €, ) - /(i¿ + tul)l +

. I 
r'.-.-.-:.1..¿" 

[' ,-.....j,"d.
Jl. -,. -: . r :-,"

es láciible cor-rcluir que dado e > 0. existe ¡¡ € I§ rai que si n > §, eDtonces:

.r/-.,. - r.t. tu 1;-;-;=,

.\ore que -l pr',nor sun¡arrdo p. tne,'or qr.e ! d.btd.,, la aco"e jcjr de.r.
2, Si i 10 ,. Z. En ecle ao.o nr',, "o,,""n'rJremo. en dos ol,.iotre..

2.1) Si if,) es decrecieDte se procede como en el caso arterior.

2.2) Si {f"} lo es deoecienle, entoices if + f,,] :¿+¿0-1, luego:
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¿(l+¿,,-!€,¡) = (eor¡ -1¡t1 *:(d("-n=i'- 1).r(¿+lo- 1r€,,J

¡'-l.ra.' I "'' - "' -" tt<rt".
J _ -,-,.

Natu¡almenie se ¡ieneD los sie,xie[tes limif,es:

,§r(f +tt'- 1+(r' :¡'(t-t(,-1)' tm r'!(1 1 -t)-'a'

También si é > 0 es arbitrario ¡,n suficientemen¡e graude se consigue:

I ," -, . -./"d"- I ."'-,-, j."us ¿ 1r.,r,,. - ..
.J -¡. -.-r, J'-'.- -

Como I i to € Z. por definición de ia solución en los nú[]e¡os enteros (ecuación (3.3-l'1)1. tenemo§:

| 
. _L-.

¡\r-lo-(, - {, -_'."-t lrr-t'-1-\,. -l 'o ''"-''- .f s,d
J._¡. - tr -,

luego es posible 
"orr"]oi, "l 

siguiente lími¡e:

,[m r(f +f,,+€") :,]im nlf - ¿¡ : (",) : s(l - f¡).

Además, como toda sucesióD convergeme de números reales se puede analizar como una de dos

subsucesiones moDótonas se conciu¡'e la afi¡mación.

Pa¡a ¡eaüza¡ Ia demostración del limite lím uft + ¿o - s,, ¡ = zll) se procede de manera análoga'

f

Ot¡servación 3-3,1 Dad,o o-ue tod,c functón cast outomór.frco es Z'casi attornóTfica (Lerna 3.1.1),

el teorema arlterior es ui.ii.d,o al conszderar,l e .4,4(R;C) '¡i ia r)emostmción es La misma-

Como es natural cabe preguntame si el teoiema precedenie e§ r'álido para un sis¡ema cie DEPCA.

la respuest,a a eslo es ainratil.a. El teorema que sigue otorga condiciones necesarias l sufrcientes

para obtenet la solución casj autouó¡flca de un sístema DEPCA, Consi<ie¡a¡emos a la función -f
dentro del espacio de las fur'rciones casi áutomórfica-s y acá se hará notorio una agradable aplicación

del teorema aBterior.

Teorema 3.3.3 Consid,eremos ./ e ,4,4(R: R!) u supongamas que Las matrices A. B del sistema

(3.A.6) conmutan, sean.ti.Si:¿ É {1.2.. . .p} los 
otaiores 

propios de A y B respectr'to'menle.

ar)ernás para clda i estos currtplen la reLacton c'' 111e^ -1) I1 . Sea t: una sohtci.ón acotada
(\,

d,e (3.1,t.6) erl.tonces ? es casi. a,utomórfica si g sólo si r(.n).n€Z es casi automórf'ca d'¡screta

Demostraciór¡. Debido a que las na¡rjces ,{, B conmutan, e}:iste un .omúD triangularizador T.

Seal:

... brr'l

,;l
donde c-ri son 1os ralores propios de I y ¡31 son los valores plopios de -E que cunrple¡ "^ - 

1,. '' -
1) I 1 pa.ra todo i e {1,2, ".p}.

,,,1 [J, ¿', br3

or, l lo .tz t:z'1 8 : r-'Br = 1.

.,1 [, o

fo,
0

Á : T-1AT =
:

L0

a» a!3 '

a2 422 '

0 .. 0

ó8



Consideremos el siguiente cambio de ra able: ?l(.tl=7-trrrr. Entouces. deril'ando r uiilizardo el

sistema original tenemos ur nuevo sistema erl ?i

y'(t'j = T'- \ :t' (t) -- T- t 
lAx (t) + B:r([l] ) + 

"f 
lú )

: ¡s(¿) - srl(i¿l)+ 
"-'./(¿l

Sea 7-1l(f) = H lt) = ( ht(t), hz(.t). . .h?(.f)). ¡'como ?-r es operador lineal. el coroiario 1.1.1

tlos asegura que 7-1l(ú) es casi automórfica. Luego lenemos el siglrien¡e sistemal

g'f tr = Áu1t t Bg¡i.t)t - HIL (3.3.16)

la que en su forma expandida es equil'a,lente a:

a',lt) : a*J.tt- Io,,3/,ir) - digr(lllt - I ü1,s"(!¿l) - hr (¿)

t)I

rl,,-t(l) - ar. ú1,1(t) - 0.,,-t¡,uy,(t'I a?-tth,.1(,[t)) 1- b!,-tear(,lt')) + hr,-tli)

a;,it) : a?u1,ft) + a,p,,(,i.t1)) - ht,it)

Tom"mos l¿ l-crimé ecuac'on.

!;i't) : at,!tt,(,t\ + a?Yj.('l,tl) + hp(t)'

como se tra¡a de una ecuación escalar ¡- por la Obserr,ación 3.3.1. podemos obtener 1e solución

como paia la ecuaciól (3.0.ó). Por el Teo¡ema anierior sea !r,(f) la solucjón casi auionó¡ñca.

Consioeremo. aho:a la p - I -e"j_¡a ecuacron'

1);,-1(.t) = c\,-iy"-ti.t,\ i 3r,-ts,-t(lt' t + la,,-4!rlt'| + bt,-bgri,iL')) -, hL, I.t)') .

Po¡ eI Lema 3.1.1 g¡,(f¿l) es Z-casi au¡omórfica, por eljo la función

2,, - r l.t) - a,, - tvit vlt) + 4, - 1r r.r' 
(,lt) ) + h r, - ; (t)

es Z-casi automó¡fica. \*uevarrenl e como en el Teo¡et¡a 3.3.2 obtenemos la solución c¿si au¡omó¡6ca

ú¡-: (t) de Ia ecu¿rcjón:

ui,-r(,t,): ar-*r,-iit) + C1)-\yt,-t(lL':') + ,t,- (.t).

Siguiendo este procedinlie¡r,o podemos obtener la solución casi autonór6ca (g1 (f). p, (t). ' .gr,(t))

del sistema (3.3.16). que bajo el cambio de v¿¡iable ¡eaiizado se ob¡iene Ia solucjón ca.si au¡omórfica:

r(t) : 71i(¿) ¡

Cabe mencionar que en it41 1os autores estudja¡ uu poco más a las lunciones Z-casi autonórficas.

obteuier¡do ¡uevos ¡esullados v además resporden a )a pregunta natural ¿c!áJ1do una futciól Z-

casi aru¡ornór'fica cs casj auto;uó¡áca'l. la respuesta a ésta jnteroga!]ie permite rejajar 1a condición
,l

' -:l ,o' - 1. 71s^ tnr"rne 3.3.3J isj:nejo-ár nl reculboo.
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3.4. Soiuciones Casi Automórficas de las DEPCA (3.0.7) y
(3.0.8).

Esta secció! es la priucipal de1 presente capírulo. los resutados se basan e¡ la deiniciól de

dicotomÍa exponercial dada por G. Papaschinopoulos [38r. Aigulas cotdiciones Irara obtele¡ dico-

tomía exponencial <ie ecuaciones en diferencia^! se pue<ie vel er, [39].

Para la deÍinición de djcotomía erpouencial es necesario lener en cuenta la ecuación:

r'lt) = -|(t)r(t) - B(t)r(,[t)): í3 4.171

donde [.] indica Ia funció¡ par¡e erter¿.

Sea ó(ú) una matriz lundamental de 1¿ e.uación:

r,ift =.4(r)r(rr. (3..1.18)

Si n :l t < n - 1. po¡ la lórmula de va¡iació¡ de parámelros la soluciór de (3.0.7J e§:

t: "'
r(¿1 = or¿)[d,-Lr¡?]+ i o-1ir)A1u lauir(n) - 4¡¿1 f O-'t."1¡¡"1a" (3.4.i9). 

Jn

¡ aor continuidad. sj hacemo-" I - l¡;1i-. obtenenos Ia siguiente ecuación e¡ dife¡elcia"sr

(3.4.21)

donde:

"rinr 1) : o(n + r )ié-1(n) + f 
''-' ú't iu)Bir,)d,u)rtnl +o(, +tt 

1,,"-' 
ó-I(t¿)./(u)du. i3.a.20)

Es decir la ecuación discreta:

r(n r- t) = Clrür(.n', + hlril.n e Z.

r, _)
C1n =ór-11Q-:r, - | 4i ú Bu,ou..

J,,

hn -e.- l,'-'4' u.i u'd,'.

Consjderemos a,hora su parte homogátea

3i(r + 1) = C(n..rin),n e Z. 13.4.22)

Asumi¡ernos que C(n) es inverrible.

Definicióu 3,4.7 La ecuación (3ir.17) tterLe una dtt:otornía etportenciaL sí La ecu,ución en rlifc:'

rencias (3.l.22) ti,ene una d,i.cotamía exy,on,encial.

Definición 3.4,2 La ecuaci,ón (3.1t.17) tiene una . -d.zcotomía exponenciaL, st La ecuación en di.-

Jerenciae (3..!.221 tierLe urLa. (Jicotomío etponenr:ial 'g o.dernás su func'ión d,e Green es B'i-ca,si aL-

tomórfr.ca d.rscreta.

Sea 4( )una malriz casi automórfica. elrlol]ces como es natural dada cualquier sucesiól {sl,} c R
cx:,re unh.ulr-u.c.ior {..l c r.i.l .J Li.¿, rr e:ri7 .i . ": qr'.

]im.4/-'.., =, .i',. lÍm.i r- -.)=.1 1).
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a !€ces nos refeimos a la matriz ,4 diciendo que es¡á e¡ el "Hull space'de /.
En ]a demostracióD del lema 2.4.1. se rrotó que dada una sucesión {ó,,} a R v conside¡ando Ia

ecuacióu:

r'¡r1 = /(t - s,, )r.

se obtie[e la sucesióu de matrices fuudamertales:

ó,,(t) = O¡t - r,,¡6-t¡",,,. (3.4.23)

donde Q es uDa matriz fundamertal de ia ecuacjó¡r 11(.t): A(.tJx.

Del misr o mooo. a coDrid.rar ¡a ecuaciolr:

r'lü : Á(t - 6,, )..

se obtuvc¡ l¿ sucesión de mat ces fundameruales

Úrr(¡) - -\T'i/ - s'')Ú li-s") (3'1 21)

donde ú es una ma¡riz fu¡<iamen¡al de 1¿ ecuacjón .'(.t): B(t):.
E¡ lo que sigue ,4(¿). B(f) serán ma¡¡ices casi automórfrcas ¡- la funciólt f casi automórflca. salvo

grre nlnliciranrenrc "l, diFa lo "on rario.

Cor es¡os preliminares podemos enuDciar l denostrar el lema sigljeDte. que viene a juga¡ un ro1

preponcierante den¡¡o del estu<iio cie ias DEPCA 13.0.7) -t' (3.0.8).

Lema 3.4.1 lúpongamos qt,e Íli) es la matrt: ,fundnmental de La parte homogénea de (3-A.7) y Ú

¡a ñatri. fund.aúÉntal d,e la ecu,aci,ón asoczaria en ei " Hull spacc''de A, enlor¡ces eaist ll' > 0 tal

qu€ se sdttsiace la si,gu:!,ente:

al lúit)ú-rlu)'= Oi¿)O-t(é)t <Á0.0<f -ú<1.
,,r 'ú,,(¿)ú;1(.") = o,(f)o;l(5) I/rl 0<¿-sl¿.
c) Dar)ae> 0. entonces 1@,,l,l)O;' s {'ltlq-rtsJ < e/.-0.0 < } s!1. ¡tara rt suficieniemeni e

grande. dont)e @"|t) es ia rn,atri,z lundarrtentaL (3.1.!3).

d.) Darlc, < > 0, crltonces ú,,ft)ri,;rqr -O f rO-r1 c I I eAu.0 < t-s !1, ltam rL suflcier¡!.errlenLe

grande. donti.e tl"(f) e.. la rr',atriz fun.d,amental 13.-i,2)).

Der¡ostración. En primeras iineas de¡¡osiremos que si @(f) es mat¡ix fuldame¡¡ai de r.'(fl =
-4(¿ l¿(i:). eDtoDces ia matriz ó-1lll es mat¡iz funda¡ren¡al de la ecuación adjunta r'(¿) - - "(t)-a(¡),
en efec¡o r

Como Oi/)O-1(f) =.I de¡ir,ando obtenemos

,tdd0=" +.¡ó-:, =;+¿ .ó-rr orr.f.o tr
Luego )n

ó1t .a s-r / '- - " +,¡ ..d' // -.'l i ó'r'ó-1 t) = .4 1dt dt

¡1
dc csia uhim¿ igu¿ldad se tjpne rla(o-1(f)) = -o-'(¿),4(t).esto conclu)e lo desea<io.

o) Seaé(r) la r¡¿t¡iz fundar¡e¡ra1 de la parre ltomogénea de (3.0.7). entorrces O-1(t) es raat¡iz

funda¡rel¡al de la respectiva ecuaajón adjunta. luego obtenemos:

é rqr,: ¡- /' o-! ¡,,1.ri,)d,
Jt



o' " - / - [ +-' u,t u'a,

do esr., consecu mos 
r.

4,- .¡ - 4,-r.; - 
.l .6'' u.A utciu.

muitiplicando por ólfl se tiene:

ó1/,4,-' s -, - [' <,.,,o- ''¿.4rr,'o¿.

Entonces lé(f)Q-1(s) I I + /] tó (*)(,-r (u) l;-all-du. aho¡a por el lema de G¡onrl'all-

Bellmau obtenemos r

@(t)O-](s) liI < I ei'A)i*¡-") ¡ 7"1 -al -r =¡,,

Del mismo modo se puede consegur Ü(f){'-1lu) 5 I e Á -r : l,¡: lie áii*¡ - &,,

ó) Como en ia demosmación del lema (?.,1.1) se ¡iene que ó,,1t) es ia mat¡iz fundamental <ie la

ecuación r:/(f) : A(l+(?,),0(f), Iuego O;rlf) es la matriz fu¡dameutal <ie la ecuacjór'¡ a-sociada

r.'(tl : -:r\t') A(t * c, ), de esro ) sigliendo ei procedimiento <iel inciso a), obtenemos para n

suñcientemenle grande:

lo"(f )o;1(8)l < A;.

Análogamente lú,, (r)V;r ls) I Ar.

c) Sea ú(f) la matriz furldamentai de ia ecuación en el "Hul1 space de A'. i.e de la ecuación

r'ft) : Á(t't-(.t). entonces ú-1(t) es la m¿lrix lundameutal de ia ecuación adjunra r'(f) =

-¿l¿),4(f). de esto ob¡eremos la.s siguientes igualdades:

{,',t -, =,-['r1\], ü Á t",(tL

é', it)Ó, 1(s) : t - [' o,¡tto;'¡u))Aiu '+ i,,)du

Iuego:

o,,f¿lo;l(5) -r1 (t)ú-r(s) 
= l.''o.tr 

4';ttu 4\u-€,,'-\r(t)\i'-r(tl)-4iú)idü

t'< / ü1/1ú '1r.,r A¡tr-(,\-A! dr-

- ['*, i1ó, a.-VIü u,lr lr ,dr.

perc adenás de Ia pa.rte o) se obtiene r]'(t)r!-r(u) I fiel ¿l -r : /i¡, ]uego. dado c > 0 ¡'n
suficieuternente grande á(u + €,. ) - .l'r"l a r. De esto conseguirn,rs:

lo,,(r)o;1(-") - ú(t){, '(..) S Ltro, - [' o,(l)ó,r¡u) - { ¿)v-1(u)llá -dut.

.t l,or Ál ,e'na dc C".'r."l Bellman. se con¡ eue:

O.(r)o,r(s) *ú(t)ú-1(s)l 3l&o¿el Á -r.

d) La demostra.ción sigue el rnismo procedirnier'lto que para c) -

Teorema 3.4.1 Sea f a ZA,4 (Í?,tFoP). ó(f) una'natriz iun.dctmental de lo" ecuaciór": (3.4.1E).

entonce: se líene la siguien,te :

a .- Ia m.atriz h¡('n) =O(a+1)O-r(n) es casi a.ut,o,nórfcct Císcreta.



Demostración.

a Sea {s;,} a Z una sucesiór a¡:bit¡a¡ia. enronces exis¡e u¡a subsucesión {r,,} a {s;,} tá1 quc

como er la demost¡ación del lema(!..1.i) tenemosr

ht(Í'¡ + s1¡) 

= 
:'*,]ifili''i';'''-''--"'

Sea ú una mat¡iz fundamen¡al de la ecuacior g' = ÁlL)!. 
"or' 

rt ) € 5(A.l el 'Hul1 space'de

Á. Conside¡emos la siguiente sucesióri hr(ml = Vlm - 1)ü 11m). entonces tenemosr

lh1(mrs.l - irt.rn) - lO", (m + 1)O;1(ri¿t - ü(m * 1)ú*1(m)

luego en visla del lema 3..1.1. se puede couclür el lÍmite:

,,IT ¿'i- r s,,) : ¡r¡.*',

Del mis¡¡o modo se conclu¡.e e1 límite ,,Iiry* ñr(m - s,.') = h,t(m)

b Sea {sl,} a Z una sucesió[ arbitraria. entoDces existe una subsucesión {s,,} c {s,,i ta1 que

los siguientes iímites puntuales se ¡iene¡r sobre i¿r recia real:

Iim lt? - ",,1 
: j(rl. hm f¡r - s, = /(u).

Luego.

1r2(m ! s,,) : 
[,-,',"-' 

,r",-1 + s,¡ )o-1(?r/(?r)¿i!

trn+t. I ün.-.- ",,ó- ¡-¡.."¿-¡,/o,,
ttr+)

= I éLm + 1- s,,)o-l(s,,)o(s,,)o-l(z - s,,).ftu + s,lda
J.
ln +1

- I o, ",-'o" ulc-,,,du.
J¡,,

por el Lema (3.4.i) I'el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue podemos concluir:

It,-1
ltrn h.-m-",¡= I ú,m-- rü,r, . r¡du =h2rn,,-ix 1,"

Para demosrar que ,!y*-irt.^ - s,.) : hz(rn) se procede de manera auáloga. -

Ot¡servación 3-4.1 En. el, le,ma anf,erior si corrsitlera¡amos a la functón f dentro del espacia d,e

les func|ones cas'i autom,órfieas di.seretas el resulf,aclo es tálid'o g la demostractón es tnttartante bajo

este ca¡tbio.

Teorer¡a 3.4.2 S ean -4(t). B (,t) matrices casi ctutctmórficas, / € Z-4.4 (R: Rr'). Considere r(t) un,a

solución acotad.a d,e (3.0.6), erutan<:es c(,t) es casi autorntirfica si y sólo si r(n) es cas'L eutorLó1frca

di,screta.
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DerBostraciórr. Sea r(t) una soiuciór casi automórfrca. enfonces la restricción a Z es disc¡e¡a
casi automó¡flca.

Para demostrar Ia otra implicación. escribamos la solución (3.4.19) de Ia sjguienre mal1era (equi-

vaLentei:

t' t'
r ' - ür/r[O-r lt - f 4'- ,,B.,Lrl,L ',..rtl - Otr | 4'- 'u.l u'du. .3.,.2¡

.tt J t

La demost¡ació[ se ¡ea]iza¡á en varios pasos.

Primero. Sea {sj,} una sucesión de trúmeros enterosj entonces existe una subsucesión iq,,] q

{si }. una lurrciórr ,-r(.). matrices ált1.ii¡ tul que lor srguientes Lmites pultuaies se tieren:

,,11T_ 
á(t + s,, = ¡ltr 

,, 
Ii¡n*,It¡- s,,/: Alf ).r € lRr

lím B(t - s,, = B1t; hm Btr's,, : BL¿1.1 € lR:
r¡-+ -
,,11g*"flt+r,. =.itt'.,,1,*_irr -s,,r = /(i .r€ R:

hnr rlm+snl:u(m), 1Ím u(rrt * s,,):r:lm'),m€Z
,l -,] a

Sea tlrl.) la matriz funcia-mental de 1a ecuaciór homogénea no autónor¡a en el "Hull space''de A.

conside¡emos la siguiente función:

t1 ll
r,(¿): v(t)[ú-1([¿l) + I i!-' t, )B t utd,u,]..,([f].r 'i ú(1r f t'-t (.u'¡i ¡u)dt .

Jl Jr.

Luego. obteDemos:

:-t1 -?1.) ó.¡-r, ó- '¡-,,, - [ 4,-t t"B t.du¡ t -q,
J ¡t'1-,7,

- orr -_ r,,' ['n'"' r.'u Í'u]du.
,lt)_,t

= o(t+4,)[o-'lit)-q,1- ['@'1,,o-n,1)B t- ' nt, ttl.ulj:r(lt), - nr)' 
./ t,

- a'-n. Io',-1,., ¡r'- ¡ ,r1,,.
./t¿l

Sea aho¡a ¿ > 0 arbit¡ario. enionces pa¡a rr. su6cientemeDte grande ¡' en vis¡a del Lema 3.4.1

consegujmos la-s sigujeBles estimacio¡esl

1). r(l+a,) -!(¿) - l@(l-rr,,)ro-rt[t1+r1,,¡- [' @-',, r r1,, tBi,u+ r7,,tdu'tr(.lt) + tt,) -
J trl

- ,i, r,¡u,-r I [' v. u b u,du -.; ,t .t
Ju)

< ié', (r)é" 1(ltl)r([tl 
-a,,) - o,,(t)o;1(l¿])..,([¿l)]+

+ io"(¿)é;1(l¿l)L'([¿])'{,(f)'i,-1([¿])L,(i¿l)l +
r1

- / O"i,a,)uBu 4, - o,. tQ,) t, B u 'dt.r .t)- 11,'
J i,)

- I <', (,,4,"r{¿/. -r t q,,. - -' ¡. d,r B'l- :

J¡)
It

- I O",, 0,r u rJ'qr7ri' r r,l ou]',9:'' . 11 -
J Ít)

s (r; + llull-ft; + ¡¡i,llrl * + (,tá + l¡-'ll-)lla -)c.



lt':.. O'. -,¡, / Q- rr r¡,.,[ -n..n.- ü ' / {,-' r,,/,,10uJt. Jt

s / o,,r4o;'i,, )'rf t.u-?1,) - jt.uliau + ['rc,,tt¡a;'¡u1-{/l¿)!,-1(¿)l]i/ii-¿¿
'' ,' J '-

< (l¿u + il, / -)e .

De esto podemos conseguir 9uc,1ínl r(t-r",=1t(.t1. de1 mismo rnodo se puetie ver que,lil g(l-
\") : tl.t)

Segundo. Conside¡emos una sucesión {si, i C lR arbitraria. enionces poi el Iema 3.3.i exisie una

sul¡sucesión {r,,} g {"i,} de Ia fo¡lra B¡,: t¡ -6 coD €,, € Z. ¿', € i0,i. -1'",1*¿" = i0 - [0.1.
aderaás podemos ¡oma¡ {(,,} para el c.ua1 los línites puntuales del primer paso se satisfaceD.

Affrmación:,, !g- "(t + t,, + (,,) : s(f - to). en efec¡oi

1).Si f + ¿0 no es entero. Ento[ces oara n suñcien¡emente grande tenemos que lf .- ¿,,] : [f + f0]

implica r([t + ¿,¡]) = r([¿ + ¿o]), además:

i.). o,,(r +ú"lo;1([t+¿,])r(lt=t,, + (,,1) - ú(1 + h lq,-l(Ít + ¿01)',,([t - ¿o])i

< jo,, (¿ + t,,)o;1(l.t + t"j)e(lt - t,, -{,,1) - ".,([l + r0]), -
+ 1A,,lt + ¿,. )o;1(lt + ¿,,1i - ri,(t - t¡)tl,-1(lt + iol)iio(tl + tol)

< (/¡ + li¡r -Al,)r.

tf+l .
ti . I a,,.. -,1ó;rü.8t,-( ,dr,.--¡[t - 1, - c-, -

J | -r,)
rt_11,

- I V - ¡, '0- .t1B u.du.-.t ' - r. '
J rl+,u]

tl+1,
f I ó,,¡t+/,,)o.1(u)B(t,+(,,.).(r(i/ +¿,, -r- €,,) -!J(if +¿01)) +

Jt=l")

t'-' ó,rr :,, ó, .u.8 L- a¡ /ou- ['-' r ' :.,s- u i) L,tdulr -./ -.t ./ -"1
ti+1,

3 I dt.l,t)B -r' !-..- {, -r'[;-r, '-
t 

11 -t,,),

- t- ó, r-i,)o; uB u-c-.,'d,. [ !';-i.ó-: u B t.d,,.rt.-
J ---.. Jt - ';

tt-i,
¡ f(. B*r- / o. r - :. 8 ,-r . 8 , - a.. d, -

J:,=1 ,.)

- [" + t,.,e,.¿Bu-!. au -
Jtr+."1

f,- t

- I ó, i i o. u.5,. -5, B(u tdu-
J ir_,.1

rtltl
+ I {,,,'t+t,,,Ó,r(¿) r!lf +¿o)Ú-1(a) Bl -du)lr -/ I*-r 'l< kiliBll-r + (ii E l-e + Iie - *i,l B -e) r -.
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i,i,i). 
[r'u'.".,*,,, 

* ,,,,rrt (u).f (.u + €,,.)d.u - .l'"'" 
, n - ,r*- | t u¡i 1.u¡d,u

. t''
_ I (', /- ¡,, 'ó-: ,t !rt,- | ot- f Q,,r'-t, Q-)ru f u- !,.'du -J -") J -,.1

tr:L
- I (o,"tr - ¡,, rO;L(u).f (?r = €,,1 -\1,(i+tu){/ r(u)f(u))dul

J -,nl

< Aílt.f i-. - A;c + ail ./ -e .

De esto se puede corcluir el siguiente limite;

,,$1r(l+t,, +(,,1 =,lim xrlt+¿(, + €,,)= s(t!¿0i.

2t.Si f + ¿ar € Z. Para esto nos concentrarerDos el dos casos:

2.1).Si {f,,} es decrecjente se procede como er el caso anterior.

2.:).Si {f,,} no es decreciente. enronces lt+Í,.1 =1,¡LLt - 1. }uego para r suficientemente grarde.

corseguimos como er los pasos i).ii) I'iii) lo sjgliente:

{). j O,,(r=ú,,)O,,(¿-¿0-1),úfi+¿0-1+(,,) -q/(¿+f0)V-1(f +¿( -1)l,(l+¿.r -1+(,,)
I (Lo - lrr -tl)¿.

tt+i"
t' | (', '- , '(,.' u.B L t,.'au.r.. - ., - €. -

Jiai, -1
11+1r

I rlr r - r. ó-. u B 
"'ou.- 

r -;,. --.
J ¡ +t.-t

I Aillall-€+(AáliBll-€-&iÉ-rállBli*e)llr -.
r-'- l'tti.'.. I q,,-1,.4'; L.'"-t,du- I ü, r-r.,J'lrulud¿

J, _¡, _. J._t _:

< ftá "fll-e + Ai,e + i;l,l .,' -e .

Luego. dado o-ue i-t¡ É Z, Ia ecuación (3.4.21) nos e[trega la siguienrie fo¡ma explíci-'a para la

expresión rll -r- f¡ -1- {,,):

jú(r+¿0+€,,) = c(t=ttt-6,, - 1)e(t+h +(,, - 1) + /¿t+tu+€,, - 1),

coll

C(r + ¿0 + €?, - 1) : ó(r + ¿o + (,,)ió-1, I - r0 -,,, - r, - 1;'_., 
q,-t (u) B (u\du'),

¡lrin_lI-
hlt+tc,+ e,, -1) =ot¿-ro+(,) | @-tt,u !;u¡dz

./r+ro-I" -r
Por lo tanto podemos concluir los sjguientes límites:

lÍm r(t+f,,+(,') :1i¡ c(t:¿o+(,,) =Ait+Lt)).

De esto J'cor¡o ¿oda sucesión coll,e¡ge[te eu ]os núne¡os reales se puede aualjza¡ cottro una de

dos sul¡sucesioues monótonas se co¡cluve la afirnració¡.

Pa¡a ¡caljzar la demost¡acióD ,irm g(t+¿0-s") =.(l) se procede de ¡¡aDe¡a an¿í]oga- ¡

Teorema 3.4.3 .9ean -4(f), B(t) matrices casi outornórficas. J e 21,4(R;Re) g suq,onga que [3.1.17)

ten.ga una 1-dicotomío et:ponencl.al. Entonces $.A.7) tiene una única sr¡Lución casí automórf,co
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Demostración. Conocemo," que le soluciór ¿(ú) de (3.0.7) que es acotada se escribe como Ia

expresiór: integra) 13.4.19) (en hr.. n + 1[). Io cual otorga ]a ecuaciór en dife¡e¡cias (3.4 20) Ia que

equivale a Ia ecuació¡ (3..1.21). por el Teo¡ema 3.4,1 é§ta e§ una ecuación ca§i au¡omórlca". Po¡

Ia propiedad de ú-dico¡omía expolencial 13.!.21) iieue uIIa dicotomía e&onencia] col función de

G¡eerr Bi-casi auiomó¡flca discret¿t. Asi. el Teo¡ema 3.2.2 nos asegura, Que (3-4.20) tiene üü8 únic¡

solució[ acotada á(n) que es ca§, au¡omó¡fica dlsc¡eta. de es¡a manera como r(n) = á(r¿) e] Tecr

rema 13.'1.2) Dos asegura que r(f) es casi automórfica..

Para demos¡ra¡ Ia unicidad supougamos que exis¡e oira soiución:q(¿) de (307). entonce§ ésta

sarisface (3.4.20). luego y(n; = r(n) = iin.:) (unicjdaC de ia solucjó¡ discrera), de esro ¡'tiebido a

Ia representacióü integral sc sigue que las soluciones coinciden en ¡oda la rectá. io cual es contra_

dic¡o¡io. E

Observación 3.4.2 Los d,os teorema¡ arLteriares son t¡dli'dos cuandu considemnlo| o ia.f'unclórL J

dentro d,eL esTtacto r)e las Junciones casi automórrtcas. el motil)a r)or e! que se ha consideratlo a La

Junctón rlentro d,e las Junctones Z-casi automór.fi,cas es pr.tr su aplicactón en la d'em'astrac'ión en el

teorema qlte stgue. el cuaL soluciontl a lc ecuación (3-A-8)

Antas cie preseniar e1 teorema para ia ecuacló! (3.0,8). podemos [o¡ar que median¡e la fó¡mula de

rariación de parámetros la ¡epreseniación integral <ie la solución sobre el in¡eñ?io in' n - 1 es de

la siguiente forma:

r- tt
¡,'-ot)r-t,.-la u B u'ou1¡ t. o.t Ia)'u.''t-¡,1 . t'n-'tj,,. 3.-l.lc

J, J"

) que ¡onando el lími¡e t * in - 1) da Ia siguient¿ ecuacióú en difereúcra-s:

r(n + 1) @-\ (u) B (u)duir(n') +

o-1(u)/(u, c(! ). r(n I )du. (3.4.27)

Ler¡a 3.4.2 Seo /:lRxRr xlR! + lRr uno furtci,ón ó -Lfuischit. cosi. autarnóúca A u una función

casi autornórf,ca. etutarlces lc «tcesión @(rL*1) {i,'-l O-L1t )¡1u. t,¡u1 .?!'l.n)'du eE casi autonór'fica

d'iscreta.

Demostración. DebidoalTeo¡ema(3.4.1)essuficien¡e!'e¡quelafurciórg¡;t-Jl(¿.ü(f),?([f]))
está en Z-A-4iRtRr'); pero esto es una colsecuer]cia de1 lema (3.t.3). I

Teo¡ema 3.4.4 Sean A(.t'), Bit) matríces casi oufutrnórficas / : 1R x lRr x lR¡ -) lRr una funci,ón

6-LipscLlltz casi a,utomórf,¡a. su,pongamos adem.ás Ete (i-1.17) tenga una 3-dicotornía errlonerLcial

Lon par(imetras la.K,P). entc,n,ces eÍlste lu:nó* > 0 tal que s¿ó < 6. la ccuación (3.0.E) LxLtLc no

única soiuci.órr cast aut c,mófir:a.

Demostración. Sea 11 e,4,4(R;R!) )-considere la ecuació¡ diferencial:

x' ¡t¡ : /'¡t! x i.t,: -' ¡ir )¿( kl ) + /(t. ¿,, (t). rl,( l¿l ) ),

1? sabe$os que en fn, n + 1) la solucÍón de esta ecuacjóD está d¿rda po¡i

(3.1.2S)

= orn + r¡[o-1i4¡ ,- 
71'-

r'¡ +1* O(n + 1)Ji,

¿/,(r) = o(t);o-t(r¿)+ 
1,,', 

o'r,ul e (-,1,tu]"r,(.n) + @(!) 
l',@ 

t (,).1(z. t'(,). q,(n ) )du



I que cua,I]do I --i ín + 1)-, se iiere:

$.t,(.n*\): C(n)xi,(ri): l¿,¡'l¡t') naZ. (3.'1.291

donde: 
rn

C(n)= q'1¡- 11[4-r(r,r- / O--LulE(u)du,,
.11,

fn+1
h.,,(n)=Orn-r1r / ó-'trrl.ltr,.r,(u).w(-n))tlu.

Co:,s:deremoi e, .iguienre operaoo-:

f : ,{á(lR:R!) -.1,4ílP,:Rr'l

r/, - (It,)lf = O(t)i{,-rl, - [- O-' ¡r17,,r'¡d,u)xi,1n1 -.t"

- o / / {,- 'u .l't.t',u.t'.¡¡ .ot

Esre operador está bie¡ definido ].a que por el Teorema (3.'1.3) si q* € ,4-4(R:Rt'). eDtonces fÚ es

la única solución casi autor¡órfica de la ecuación dife¡encial (3.'tr.28)

Como ¡"r,(n). r¡ € Z es solución casi automórfica discre¡a de Ia ecuació¡ í3.4.29). eJ Teorema

3.1.2 nos da Ia forma explicila de ésta solución. ma^s aún oiorga ]a siguieDrt cota:

l¿"',ll I K(i +.-')(1 - €-")-1iiá,,,, -.. i3.4.30)

Conside¡emos atro¡a dos eiemeruos u,ijq,r € ,r.i:4lR;R'). Juego obteuemos Ia siguienie esii-

mación:

ITt. l-Ttz1 l q'4,-'n-l,A- uBu,ou.J n-Í,-t -
tt

+ ro rr / O-r(L.)i/(ú.o,1ír).¿\(n)) - Í (u. 1t,2(u) . r.2i.n )))du
J,

ft'
S (tq, + B -lr!)lr, -(¡ )-r¡,,",n') +ko6 

J,.t 
L"- u) -rt'2(r) - luti.rL') -1t'!i.nj idu

< 1r ' Bll-.)/r¡ ')tt:: - rt¡,"1- - 24¡ó tr1 - t'2 i*..

Pero Ia desigualdad (3.4.30) nos da la sigujente cota para 1c1,,. - rrxr, -:

l!r.r, - ,.. il- f 1i(1 - e-')(1 e-")-tilh,¡, - h.,', *,

pero en vista a ]a expresióo que se ¡iene para /¿¿, se consigue de6nitivatren¡e la §iguieúe coia:

llrr, - ",,11- I rt1 + e-c r(1 - E-')-14'¡ó r'1 - r'2 F.

Po¡ io ta¡to obtelemos:

frl'r(¿) fti,z(¡) < (1 + Bl -)/iÍÁ(1 + e -" rr1 - ¿-* r-16liur - r,.rl -+2/roó 1!-1r2 -,
luego. se consigue 1.l siguientei

¡¿,r -ltl: * f ((1+ lrB l-)/i;Ii(1 +e-")(1 *e-")-1 +2ka) 6 ¿)1 ?,12 -,

l]eestoobse¡rat¡osqueexjsted-_+-ento[cesDaIa.t 8....:1iI-,-.,l-c-",-r.:1, - - ------
todo ó < ó. e1 cperador f es un operador co:rtraclir,o, Juego 1a concLusjón se sigue de1 Tcorena de

punto 6jo de B¿nach. Li



3.5. Aplicación al Modelo de Lasota--Wazewska con Argu-
mento Constante a T¡ozos.

El modelo de Lasota-\!'asewska es una ecuaciór diferencial autónoma que tieüe la siguienie

fo¡ma:

.r',1 : -or I - ¡1,'t-t -_'., -,0.

la que fué utilizada por ll'azewsk¿-Czvzewska & Lasota l50l para describir Ia sob¡evivencia de los

g]óbulos roios el }a sange de un animal. Er esta ecuación ¿(tl desc¡ibe el núme¡o cie glóbulos

ro-ios el e1 tiempo ¿. á > 0 es ia probabilidad de muerte de ur1 glóbulo ro.joi p. t son constantes

positivas relaciouadas con 1a producción de glóbulos rojos por unidad de riempo r' ¡ es el tiempo

necesario pa_a o-oduc,r u¡ globulo toio.

E¡ esta sección. estamos interesados en obteoer Ia solució¡r casi auto[rórñca de la siguienle

DEPCA:

r'(r1 : -5111r¡r¡ * p(t) f ('¡(itl) ), l3.¡,.31)

donde óO,p(.) sou fu¡ciolies casi auromórficas positivas 5.l( ) es un¿ {uncjón coDtinua. acolada J'

-,-Lipschitz. Además se supo¡¡d¡á que se sa¡isface Ia siguiente con<iición:

D.) () < á- = rnf óls ., :.P

Especificamente se establece el siguien¡e resultacio-

Teorema 3.5! Existe "¡¡ > a tul qle pam to(lo ^: I 11, ia ecuacxón (3'5 31) ttene unc única

s oluctón casi autornórfica.

Ot serración 3,5.1

a). En la ecuación i3.5.31). poder¡os nolar que cuando se tra]la de la expresió¡ explicita .l(¡) :
e-'r.a > 0 es¡a,lrros estudia¡do la ecuaciól de Lasota-S;aze¡r ska: si /(c) = re-'".a > 0 se

¡ra¡adeimodelodeNicholson.mieDtrasqueFara/¡)=,5..p¡,>0setratadelmorielo
de Nfichaelis-Menten (describe ta velocidad de reacción de ¡eacclones enzimárica.s). Para eslios

casos particulares se puede aplicar el Teo¡elra 3.5.1.

b). Cuando consideramos f(r) : r (a li) 1.e 
t I > 0 es el mocielo de Gilpin-A'a1a. en

/e\
ei ca..o pn qu. / ¡ = ¡f, l ,\.0.0.n',0 se trala ool nrociero de Il¿"ke¡-CI¿'"

\l-r' /
(utiliza):1e el 1a producción de gióbulos blarrcos). Note que cuando t = 1 el modelo de Gilpin-

Alala se Íueive la ecuaciór, loglstica. En e§te ca.soj es posible ob¡ener rcsultados al1áogos

al Teorema 3.5.1. pero corl distinto esiudio. Se puede notar que locaLmente éstos modelos

cumplen las condiciones ge[erales impuestas sobre ./.

La ve¡sjón casi perió<iica de Ia ecuación (3.5.31) es estudiada el [2'1]. La demost¡ación del Teo¡ema

3.5.1 se¡á consecue¡cja de ia ¡eo¡ia desa¡¡ollada en la sección anterior y de ios sigujenies p¡elimi-

na¡es.

Sea ú(¿) urra fu¡ción ¡eai casi automórñca ]'cotsiderernos Ia ec¡.¡ación:

r'(¿) : -ó(¿)r(¿) ' P(¿)f(,,,([¿])).
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Dentro del in¡ervaio lru. n + 1). n. e N Ia solución pa¡a Ia ecuaciór] (3.5.32) está dada por:

.ir{r -e*rr l- [ ¡ r,a"\¡n - lt<,n) { "*vr- [ 6t*,o']ptu u'\ J, / J, ',\ /, )
¡'por la conriruidad de l¿r soiución cie una DEPCA. tomando el lÍmi¡e n'* (n + 1)- obtenemos Ia

ecuación:

rin - 1) : sxp (,- 1,"*' ut",or xln', + .f ¡tit(n) t 1,, 
'"*, (- /"-' ,i,lr,) r(,)d,,

Ia que se puede escribi¡ como la siguien¡e ecuación en diferenciasr

s{r¡ + 1) : C(rl)r(n) - g(n). (3.5.33)

dnnde: 
t t,_

C., ,-ex-n1- / ó.s,0. ).\ J, /
{r . t / tu'I

sn.=!,n' / "*o('/ ó,.d.)P'u du.
./, \ J. /

Lema 3.5,1 La. ecuaci.ón. (3.5.33) es rl,tscreta casi. automórf,ca.

Demostración. Debido a que la fu¡ció¡r f es continua, podemos coDcluir que Ia compuesta.

,l'io(n)I es casiautomó¡lica discreta. Se sigue del Teorema 3.4.1que C(n) r "f,"-' "*p (- 1j'-1a "ra.') aLuraz

so¡ caii automórficas discretas. por 1o que 9(n) también io es. E

Lema 3,5.2 La ecuación ([].5.33) tiene un.a. úntcc. solución que es casi a'utomórf'ca dis.teia.

Demostración. Obse¡vemos que debido a la condicióu D) se tiene que Ia ecuació¡ homogéuea

a.socia<ia a la ecuación (3.5.33) goza de dicotomÍa exponer-rcial. consecueDtemente Ia solución <ie la

ecuació¡ discrel;a es:

,,1,) : i c¿(n,.t-r)g(fr).

donde

f .-:
c¿,,..t '. ,= l] c;,: ll "'o(- I ó. d") ""p(- /, ó.r.)

. =I_-

es Ia ma-,¡iz de G¡een discre'ua e"sociada.

La uuicjdad de Ia solución se sigue de í55, Teorema 5.71. De acuerdo al Teo¡ema 3.2.2. para ¡)robar

que ésia solucjó¡ es casi automó¡fica discre¡a. sólo queda ver que Ia función de G¡eel es Bi-ca-si

automó¡6ca discre'ua. En e-fecto. Sea {§j} una sucesión a¡bj¡¡a¡ja de números enteros. por ser óo
casi automórfca. existe una sul¡sucesión {{,} i i(;} y uta funclón 6 tal que los siguieni,es línites
pun',ua,les se satrisfacel:

lim 0...-a.)=¡". .ün ó.-€ :ósr.

/ t',-: t
G,'n-{.t'-l=S : .'f {-/

\ J' ':,
ó(,)d,)

* e,)dr): ",,(-l-."u

Luego:



De esto y por eI teoreua de convergencia dominada de Lebesgue, se consigue:

La demostració¡ del iimir,e lim é¿(r¿- (¡.k + 1-€r) = G¿(n.A-i) se realiza de manerai-+*,
similax. Por esto se conciuye que Ia función de G¡een es Bi-casi au¡omórfica disc¡eta v- por lo tanto

que la única solución de la ecuació¡ (3.5.33) es casi automó¡fica di§creta -

Lema 3.5,3 Sea ut,(l') una solución acotada de la ecuactón (3.5.32) Entonces' t:n'(l') es casN

automór,fica sí g sólo sí la sucesión t,in) es ccsi zutomórf,ca dxscreta.

Demostración, La <iemost¡ación se sigue dei Teorema 3.4.2. E

Debido a la demosi¡ación del Lema 3.1.2 podemos ver que la ecuación homogénea de (3.5.331

tiene una B-dicotomía exponenciaJ. De esta mane¡a la conclusión del Teorema 3.5.1 se consigue

u¡ilizando el lema 3-5.2. cie la misma forma que para el Teorema 3.'1.4

Corola¡io 3.5.! El modelc, cle Lr¡,sota l4'azewsko lec (3.5.31)corL.{la):e-'1'.a> A) tien'e una

únrca soLuciórL casi ct utomórfia;..
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Apéndice.

Complemento a la dernostración del Lema 2.4.1.

Este apérdice se genera para realizar la demostració¡ de aiguna^s liDeas del Lema2.4.1. es¡o se

¡ealiza de ma.nera separad.a debido a que ocuparemos otros teoreñas que no hemos incluido e¡ el

cuerpo de la tesis.

Sea A(.) e i!,¡(lRl una ma¡riz casr autor¡órñca comPacta: sea {-'ii} c R urla sucesiór arbit¡aria.

enlonces eriisie una subsucesión {"j,} E {";} .'- un¿ ma¡¡iz BO ral que:

, !T, ' 
- o" ' B': , ltmo 'B'r - '-; - 4,'

Sea O(.) una matriz funda)¡ental de ia ecuación:

y sea 1a ecuación:

t, (.t) = ¿¡71*¡.¡',.

r'(f) : A(¿ + ¡")z/¿),

cu,va mar¡iz furdamental es O",l¿l = é(t s',)o-1(si,). Consideremos 1a ecuació¡r:

r' (.t\ : Bt,t)r(.t).

Nuestro obje¡ivo es demostra¡ el siguieute iema:

(3.5.34)

(3.5.35)

Lema 3-5.4 Etiste una subsucesi,ón {"",i g {"1,} taL que soltre subconjunlos compoctos d.e N, se

fiezre,,lím é,,¡Í) =\r(l), y,li,1-o;t(l) :tr-'(t)..on'ult) na mai.ri. fu¡¡darnertt,ol' c|e 13.5 35)'

An¡es de lniciar ia der¡ost¡ación enunciemos los teo¡emas a. utiiiza¡. éstos son de naturaleza

estárdax po¡ lo que su demoslrarción se puede enco¡¡ar er] l'¿¡ios ljb¡os. como por ejemplo en

i32. 451.

Teorema 3.5,2 (Arzetó-Ascoli) Considere una sucesión de iuncianes d.e rtariobLe real (t,,7 defintd,a

sobre u,n. inl.ertak, compackt la.b) d.e R-. St ésia s'ucesicir' es unifofln,emente acotada'l! eq\i,cont'inua'

en.lonces efiiste una suLtsucesíórL U,,,) e lf,,) qlLe canUerge uniformemenl.e.

Obserración 3.5.2 Si las de¡ivadas de una sucesión de fulciones son ulifoimemente acotadas.

erto[ces por el teo¡ema del valor inte¡medjo se puede ver que la sucesión original satisface las

hipótesis del teorema <ie A¡zelá-Ascoli.

Teorema 3.5.3 Cons'id,ere una sucesión rle funciones tliferenciables (f,,) Si f" --+ J puntualmente

y .f l, + g un.if ormener¿te sc,bre el 'tntertalo compacto ia,b'1 d.e F" entonces f es clilerenctable y f ' = g

en ia,bi.
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Demostració¡ del Lema 3.5.4. Sea o € ,k+. e-" suf,ciente considerar el intervaio compao¡o

( = l-o. a) ¡'a que iodos son equi\alente§ La demostraciól se seguirá en varlo pa'sos

Primero: Como paia todo n e N.Ó,,101 = 1 1'a! ser O,, ma¡¡iz fundaneDtal de (3 5 341' se

consigue por integración directa:

d.,t, : t- 
/, 

,t,._ ";.,0,.,,d,.

pelo al ser A(.) una matriz casi aulomórfrca. és¡a es acotada. Sea,']\/ su cota superior' Aplicando

el ler¡a de G¡onwall-Beilman. tenemos:

'o,,(f ) S i1 É¡r¿

l sobre subconjuntos compactos de R se puede ver que O,, es uniformemente acoi¿do-

Segundor Cono

oi,t):'a(t ¿j,)o"(Í)'n€N ¿'C (3','36

e¡rtonces la sucesjór, de de¡ivadas es unjformemente aco¡ado e¡ C. Iuego por la obsenación

3.5.2 I e1,] Íifiud dei ¡eorerna de Azelá-Ascoli é,, tieue una subsucesión é,, (i'e exisre su'usucesion

asociada is,,) ! {si,}l que es uuifo¡nemette conve¡gellte. Potrgarrros é, -+ Ú r' -+ +rxr'

Tercero: Como esta subsucesión sa¡isface (3.í.36) entonces:

éf,1i) = +tt't", '.i,,lrt.n ÉN r=C. i3.5.3i1

l por lanto 6f, es uliiormemette corverEiente en C. Es¡o implica de acuerdo aL Teorema 3 5 3 que

o;, --- {,'.

Cuarto: Pa¡a ver que rI es mafriz fundamental de (3.5.35). prime¡o [otemos que {,(01 = /
aho¡a sólo queda tomar el límite en la ecuación 13.5.37) Por esro eús¡e qr-11f) f € C'

,A.hora probemos que 
,, 

lím-- é;1if I : ,I,-1(f ).

No es difícil lora.i que 1a matriz é;1 satislace la siguie[¡e ecuación:

r'l.t) = -r,(t) al,t + s,,).

Nuerame¡f,e por integmción di¡ecia tenemos:

Q' 't =l ['u';- u nu-"'dt'
./u

dé . i.fio lnodo: tt
'r,-rl =1- 1,,ú,- 

t Bt,du.

l por el lcma de G¡orm'a,li-Bellmat:

llq-'l-< I c B1:'o.

iuego:

to;1(i) - ú-rt) < 
rl' 

iv-'¡u.)4¡,) - o;r (u)A(u + s,,) ld¿

s -/' v-'r,1 - o,1(u) drilAii-

- 
fo' 

ttl,+ ",,)- B(r) dulrú-L -,



luego. <iacio É > 0. exist€ 
^| 

> 0 tal que para n > Air se tieue:

!o;r(¿l - !-r(¿) <. 'I'-1J,-¡- /'r¡-'¡t, - 4';1tu1du A *
.tt)

p<.:r el lema de Gronu'all-Be11man. ob¡enemos:

4;'i -! '\/. <( {'-'..0"r ".Ú
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