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Resumen

En esta tesis abordamos el problema de entregar condiciones suficientes para obtener la exis-
tencia y unicidad de la solucién casi automérfica para las siguientes ecuaciones:

i) Ecuaciones integrales de convolucién.
ii) Ecuaciones integro-diferenciales.
iii} Ecuaciones diferenciales no-auténomas y
iv) Ecuaciones diferenciales con argumento constante a trozos no-anténomas.

En el caso de las ecuaciones integrales de convolucidn se dan nuevos teoremas que permiten obtener
la solucion casi automoérfica de una ecuacidn que es de tipo avanzado y retardado. Para estudiar
la solucidn casi automdrfica de las ecuaciones diferenciales no-auténomas se emplea la feoria de
dicotomia exponencial, la que ayuda a obtener la ecuacidn integral equivalente en cuva expresion
participa una funcién de Green que depende de dos variables; cuando ésta es Bi-casi automérfica
se logra determinar que la tnica solucidén es casi automédrfica.

Al estudiar la solucién casi automdrfica compacta de ecuaciones diferenciales, se logra dar
condiciones naturales bajo las cuales la funcién de Green es Bi-casi automdrfica compacta. Esto es
un hecho relevante va gue no se recurre a las condiciones espectrales de Acquistapace-Terrini (entre
otras) {23] para poder obtener esta propiedad. De esa manera se logra probar que una ecuacién con
matriz de coeficientes casi automorfica compacta v con perturbacién casi automérfica compacta
entrega bajo condiciones adecuadas una tinica solucién casi automérfica compacta.

Al estudiar las ecuaciones diferenciales con argumento constante a trozos, introducimos a las
funciones Z-casi automdrficas, que se utilizan para estudiar un sistema neutral autdnomo de ecua-
ciones diferenciales con argumento constante a trozos. Para estudiar el caso no-auténomo seguimos
el trabajo realizado por R. Yuan y H. Jialin [54] en el contexto de las funciones casi periddicas, sus
resultados son extendidos y mejorados.

Finalmente, se da una aplicacién a la existencia y unicidad de la solucién casi automérfica para
el modelo de Lasota-Wazewska con argumento constante a trozos.

Vi



Abstract

In this thesis, we deal with the problem of establishing sufficient conditions which ensure the
existence and uniqueness of the almost automorphic solution for the following class of equations:

i) Convolution integral equations.
ii) Integro-differential equations.
iii) Non-autonomous differential equations and
iv) Non-autonomous differential equations with piecewise constant argument.

In the case of the convolution integral equations, we give new theorems ensuring the existence
and uniqueness of the almost automorphic solution of an equation which is of advanced and delayed
type. In order to obtain the almost automorphic solution of non-antonomous differential equations,
we use the theory of exponential dichotomy, which help us to construct the eguivalent integral
equation whose expression has & Green function that depends of two variables. If the Green function
is Bi-almost automorphic we are able to determine that the unique bounded solution is almost
automorphic.

When we study the compact almost automorphic solution of differential equations, the property
of compact Bi-almost automorphicity appears naturally. This relevant fact allow us to do not use of
the spectral conditions of Acquistapace-Terrini {and other hypotesis) [23] for having this property.
So, we prove that a differential equation with compact almost automorphic coefficient matrix
and with a compact almost automorphic perturbation has a unique compact almost automorphic
solution.

When we are dealing with differential equations with piecewise constant argument, we introduce
the Z-almost automorphic functions, which are used to study a system of neutral autonomous
differential equation with piecewise constant argument. In the non-autonomous case, we follow
the work of R. Yuan and H. Jialin [54] made in the almost periodic framework, extending and
improving their results.

Finally, we apply our results for obtain the unique almost automorphic solution of the classic
Lasota-Wazewska model with piecewise constani argument.

Vil



Introduccion General,
Organizacion y Contenido de la

Tesis.

Las funciones casi automérficas fueron introducidas en el afio 1955 por Salomon Bochner en
el articulo [7] como un trabajo en Geometria Diferencial, después de introducir éstas funciones 8.
Bochner en su articulo [9] dice lo siguiente: we do not know whether almost automorphic functions
are genuinely more general than almost periodic function. But we have arrived at a general type
of theorem ..., which applies alternatively to almost automorphic funciions and almost periodic
Junctions. but which we cen fully demonstrate for almost periodic functions only by dealing the
case of almost automorphic first. Este problema de la generalizacidn y contencidn propia de las
funciones casi periddicas en las casi automdrficas fue resuelto por W.A Veech el que otorga un
ejemplo de funcién casi automérfica que no es casi periddica aunque el ejemplo que consigue es
dentro del grupo de los niimeros enteros y no en los nimeros reales (ver [49]), siguiendo esto S.
Bochner en su articulo [10] demuestra que la siguiente funcion:

o(n) = signcos(2mnd),n € Z, § c R - Q,

es casl automorfica pero no casi periddica; éste ejemplo le habia sido concedido por H. Furstenberg.
Ahora ya sabemos que las funciones casi automdrficas son una generalizacion de las funciones casi
periddicas. Después de introducirlas Bochner se preocupé por estudiar la estructura de ellas, con
ese impetu obtiene teoremas de convergencia tipo Dini [8].

Clésicamente hay muchas razones para estudiar las funciones casi automdrficas, una de ellas
es que dada una ecuacién diferencial casi periddica ésta puede tener soluciones casi automorficas
pero no casj periodicas, este fendmeno fué observado por K. Johnson en {30} el que construye el
sigulente ejemplo: Dada la ecuacién

' = A(t)z(t) + B(t), (0.0.1)
con las siguientes propiedades:

i). A(t), B(¢) son limites uniformes de las funciones A,,(t), By, (t) que son 2" —periédicas.

t
ii). lim f.A{s)dsz+00
0

t— 400

ii1). Si ¢g es la solucién de (0.0.1) con ¢o(C) = 0, entonces |ghp(t)| < 1, y cuandon > 4

bo(2") = g,n impar
0,n par.



Bajo estas hipétesis y utilizando nociones de dindmica topoldgica R. Johnson muestra que la unica
solucién acotada de la ecuacion (0.0.1) es ¢¢ y ésta es casi automdrfica mas no casi periédica. Otros
ejemplos interesantes se pueden encontrar en [46]. Oira razdn para estudiarlas es que las funciones
casi automdrficas describen mejor la compiejidad de los fendmenos naturales. Recientemente se con-
sidera que las funciones casi automérficas son muy importantes para estudiar sistemas dindmicos
tanto discretos como continuos; por ejemplo Arno Berger et. al en [6] estudian sistemas dindmi-
cos simbélicos con considerable influencia de conceptos derivados de las funciones casi automdrficas.

A diferencia de las funciones casi periddicas, las funciones casi automoérficas no pueden ser
representados de manera tinica a través de su serie de Fourler, esto fué observado por W.A. Veech
en [49].

Desde gue éstas funciones fueron introducidas han tenido un gran desarrollo tanto por su
importancia para explicar fendmenos reales como por ser interesantes dentro de la matematica
misma, de esta maners se Jas ha estudiado dentro del grupo aditivo de los enteros, reales y més
generalmente, sobre grupos topolégicos localmente compactos. Existen varias caracterizaciones de
éstas funciones, una de ellas es que coinciden con el espacio de las funciones N—Levitan casi
periddicas. Para el estudio de ecuaciones diferenciales, integrales o integro-diferenciales la versién
clésica de Bochner es la mds usual v es la que usaremos. Existen muchos trabajos sobre el estudio
de las soluciones casi automdérficas para tales ecuaciones, quizds los mds representativos sean G.M.
N'Guérékata y T. Diagana [20, 35, 36, 37].

Esta tesis estd organizada como sigue:

Capitulo 1.

En este capitulo se desarrolia la teorfa necesaria para estudiar los dos subsiguientes capitulos.
Se dan la definicién de funcién casi automérfica sobre un espacio de Banach en general y se
ejemplifica, se muestra que las funciones casi automdérficas forman un subespacio de Banach bajo
la norma de convergencia uniforme del espacio de las funciones continuas y acotadas. Se puede
ver de manera natural que el espacio de las funciones casi-periddicas es un subconjunto de las
casi automoérficas, la contencién propia se establece a través de un ejemplo cuya demostracion se
puede encontrar en [5]. También se desarrollan lemas de composicién los cuales seran utilizados en
el capitulo 2 y seran el prototipo para las nuevas clases de funciones que surgen en los capitules
siguientes como las funciones asintGticamente casi automdrficas y las funciones casi antomérficas
compactas. Algunos libros donde se puede encontrar una buena exposicién sobre esta materia son
los de G.M.N'Guérékata [36, 37] y mds recientemente en los trabajos [22, 31, 51].

Capitulo 2.

Este capitulo es motivado principalmente por el articulo [40] de M. Pinto, en la que el autor
estudia las soluciones casi perddicas de la siguiente ecuacién diferencial neutral:

2'(t) = Alt)x(t) + [f (£, 2(t). 2{ho (1)) + QE, 2(t), 2 (1 (2))),
donde A(+) € M,.,(C*) es una matriz casi periédica, la ecuacidn homogénea asociada:
z'(t) = Alt)z(t)

goza de una dicotomfa integrable y las funciones hg, hi son desviaciones adecuadas. En éste mismo
articulo el autor estudia las soluciones casi periddicas y pseudo casi periédicas de la siguiente



ecuacién integral de tipo retardado y avanzado: .
t —+oc
uft) = Feuthulbo®)) + [ Ciltisuleluta(ds+ [ Colt,s,uls), ulhals))ds
o -0 t
En el presente capitulo, estamos interesados en obiener herramientas que nos ayuden a decidir
sobre la existencia v unicidad de la solucidn casi-automorfica de la siguiente ecuacién integral de
convoiucién:

vty = 1 v0)+ [ " Ol diglela)is

v de su forma mas general:

t +oc
y(t) = f(L,y(t)) + /_ C1(t — 8)g1(s.u(8))ds + Colt — s)ga(s, y(s))ds,

t

donde C; € LYR™*),C2 € LY R )y f. 91, 9= son funciones casi automérficas en un contexto ade-
cuado. Como se puede ver éstas ecuaciones son casos particulares de las estudiadas por M. Pinto.

También estamos interesados en obtener resultados tipo Massera para estas ecuaciones in-
tegrales. Los resultados de tipo Massera son andlogos {0 extensién) del resultacio obtenido en la
década del 50 por el matemdtico Uruguayo José Luis Massera en el estudio de soluciones periddicas
para sistemas de ecuaciones diferenciales, expresada en forma econdimica el resultado de Masseta
es el siguiente: Si un sistema tiene una solucién acoteda, entonces tiene una solucidn periddica.
Extensiones de éste resultado al caso casi periddico se suelen denominar de tipo Bohr-Neugebauer
en el que se asegura que toda solucién acotada para un sistema casi periddico es en definitiva casi
peri6dico. En tal sentido mostraremos que una solucién acotada para una ecuacién integral es casi
automérfica.

También estudiamos la existencia y unicidad de la solucién mild dentro de un espacio de Banach
adecuado, para la ecuacién integro-diferencial siguiente:

u/(t) = Au(t) + _/t B(t — sjuls)ds + g(t, u(t)), t 2 0
0

'11(0) = Zg.

En general, una solucién mild para una ecuacién diferencial es la solucién de una ecuacién integral
casi-quivalente a la ecuacién diferencial original, el hecho de expresar casi-equivalente se debe a
que en general una solucién para la ecuacién integral obtenida puede no ser solucién (en el sentido
cldsico) de la ecuacién diferencial original, lo que falla en general es la diferenciabilidad. Simpre
una solucién cldsica es una solucién mild, mientras que una solucidn mild se vuelve cldsica si
fuera diferenciable. Para pasar de una ecuacién diferencial o integro-diferencial a una integral por
lo general se utiliza un operador resolvente (siempre que exista), se puede recuerrir a [27, 43]
para obtener mayores detalies. En el caso de cuaciones diferenciales en el espacio euclideano suele
ocuparse el método de variacidn de pardmetros.

En el estudio de nuestra ecuacién integro-diferencial, se generaliza el estudio para la ecuacién
presentada en [29] v trata una ecuacién particular a la dada en [51] pero estudidndola con teoremas
que gozan de otras hipdtesis.

Este capitulo estd también destinado al estudio de la existencia y unicidad de las solucién casi
automdrfica para ecuaciones diferenciales neutrales no-autdnomas:

2'(8) = A£)a(t) + [f(t,2(0)] + glt,2(t)),
asi mismo al estudio de la solucidén casi automérfica compacta de los sistemas:

' (t) = Alt)z(t) + f(2),



2'(t) = AlDo(t) + f(t,2(t)),

Como estas ecuaciones diferenciales son no-auténomas, para su estudio se requiere que la parte
homogénea asociada a ellas:

cumpla con la condicién de dicotomia exponencial y su funcién de Green asociada sea de Bi-casi
automorficidad.

En el contexto de las soluciones casi automérficas compactas se consigue un lema importante
el que bajo condiciones naturales otorga la condicidn de Bi-casi automorficidad compacta de la

funcién de Green sin recurrir a las condiciones espectrales de Acquistapace-Terrini [20, 33], éste
constituye un logro significativo en éste capitulo.

Capitulo 3.

Este capitulo estd destinado a estudiar las ecuaciones diferenciales con argumento constante a
trozos (DEPCA), se logra obtener generalizaciones de teoremas que se ocupan para estudiar las
DEPCA’s en el marco de las fumciones casi periddicas [1, 54]. Se introduce la nocién de Bi-casi
automorficidad discreta que sirve (junto con la teoria de dicotomia exponencial discreta) para
obtener soluciones casi automérficas discretas de ecuaciones en diferencias no auténomas. Cuando
se trata de estudiar un sistema de DEPCA auténoma por el método de reduccién, nos encontramos
con el problema de decidir sobre la casi automorficidad de la funcién no necesariamente continua
f(it]), donde f es casi automérfica y [-] es la funcion parte entera. Como por definicion las funciones
casi automérficas son continuas, se ve que f([-]) no necesariamente es casi automériica; por ello
nos hemos visto en la necesidad de introducir una nueva familia de funciones las que denominamos
funciones Z-casi automdérficas, éstas nos ayudan a entender a la nueva funcidn f([]) ¥ permite
estudiar las DEPCA autdénomas por el método de reduccién. Ademds de esto, se logra establecer
la importancia de éstas funciones al continuar el estudio de las DEPCA no-auténomas. Finalmente
se da una aplicacién al estudio de la existencia y unicidad de la solucién casi automérfica para el
modelo de Lasota-Wazewska con argumento constante a trozos.



Capitulo 1

Preliminares y Resultados Basicos

1.1. Funciones Casi Automorficas.

Definicién 1.1.1 Una funcidn continua ¢ : R — X, con X un espacio de Banach (real o complejo)
es casi automdrfica, si pare cualguier sucesion {s,} C R existe una subsucesion {s,} C {s,} tal
que, para cada t € R :

@)= Um o(t+sn)

=00
estd bien definida y
I,D(f} = lim @(t gk Sn)-

L e el
Al fijarnos en esta definicion debemos especificar un poco més con respecto a los limites y a la
funcién @ que se define, va gue a veces uno tiende a pensar que ésta nueva funcién es un buen

candidato para ser casi automdrfica.

Observacion 1.1.1
i) Los limites en la definicién 1.1.1 son puntuales.

ii) Adn si X = R la funcién limite ¢(¢) no necesariamente es una funcién continua, pero sl una
funcidn medible.

La parte i) es natural ya que el limite puntual de una sucesién de funciones continuas no
‘necesariamente es continua, mas la medibilidad se puede concluir debido a que es el limite de una
sucesion de funciones continuas por lo tanto medibles. De esto podemos ver que ¢ no necesariamente
es casi automérfica.

Para poder manejar una cantidad sustentable de ejemplos de funciones casi automorficas. debe-
mos al menos mencionar una clase muy importante de funciones que son las funciones casi periédi-
cas.

Las siguientes definiciones son dos formas de decir cuando una funcién continua es casi-periédi-
ca, la equivalencia de éstas se puede encontrar en diferentes textos sobre la materia uno de ellos es
por ejemplo el libro de Arlington M. Fink [25] y algunas referencias del texto.

Definicién 1.1.2 (Bochner) Una funcidn continua f : R — X se dice casi periddica si para
cualquier sucesién {s,} C R eziste una subsucesion {sn} C {51} tal que se tienen los siguientes
limites uniformes :

f(t) = Um f{t+sn),

n—4oc

F)=_lm [t~ sn).

n—+4oc



Definicién 1.1.3 (Convergencia uniforme) Una funcidn eontinua f : R — X se dice casi periddice
si es el limite uniforme de una serie de funciones trigonométricas definidos de R ¢ X

Existen muchas propiedades de éstas funciones. Un estudio detallado de las funciones casi periédicas
se puede encontrar en las referencias [25, 16, 55] entre otros. Una propiedad importante (entre otras)
de las funciones casi periddicas es la siguiente:

Proposicién 1.1.1 Toda funcidn casi periddica es uniformemente continua.

Una demostracidn de ésta proposicién se puede ver en [25, 16, 55].

Ejemplo 1.1.1

a) Las funciones trigonoméiricas generalizadas P : R — X, dada por la relacion Py =
7
Lwik=1

aie et gy £ X, A € R, son casi periddicas.
b) Todas las funciones periédicas continuas son casi periodicas.
La parte a) es natural por la definicién 1.1.3. b) es consecuencia del teorema de Féjer y ocupando

nuevamente la definicién 1.1.3.

Se debe hacer notar que no toda funcién casi periédica es periddica como se muestra en el
siguiente gjemplo:

Ejemplo 1.1.2 Sean a.b € X — {0}, entonces lo funcion f R — X definide por:
£(£) = aet® + betV,
es casi periddica, pero no periddica.

Una mirada a este ejemplo indica que las funciones periédicas (de todos los periodos) no tienen
oportunidad de formar un espacio vectorial. También se concluye de éste que la contencitn de las
funciones periddicas continuas en las casi periddicas es propia.

El siguiente ejemplo entrega una vasta cantidad de ejemplos de funciones cast automorficas.

Ejemplo 1.1.3 Toda funcidn cesi periddica es casi automdrfica.

Esto no es dificil de ver ya que la convergencia uniforme implica la convergencia puntual.
Asi como existen funciones casi periédicas que no son periddicas, también existen funciones cas]
automérficas que no son casi periddicas, un ejemplo conocido es el siguiente:

Ejemplo 1.1.4 Sea v : R — R la funcidn definida por:

; 1

¥(t) =sin ;

HE) (2+cos(t)~‘rcos(f\/§)) ‘
entonces ésta es casi automdrfica, pero no casi periddica. '

De hecho ésta funcién no es uniformente continua por lo tante no es casi periédica (proposicién
1.1.1). Una demostracién de la afirmacién en este ejemplo se puede encontrar en el articulo [3]
subido al arxiv de Bolis Basit y Hans Giénzler.

De éste ejemplo se concluye que las funciones casi automérficas contienen propiamente a las
funciones casi periddicas.

Para dar un resumen adecuado de las ideas introducidas en los ejemplos anteriores, se da la
siguiente observacién:

o



Observacidén 1.1.2 Si denotamos por P(E,X), AP(R,X), AA(R.X), BC(R,X) a los conjuntos de
las funciones periddicas continuas, casi periddicas, casi qutomorficas y las funciones confinuas y

acatadas, entonces tenemos las siguientes tnclusiones:
P(R,X)C AP(R.X) C AAR,X) Cc BC(R.X).

En el teorema siguiente se resumen las propiedades gue satisfacen las funciones casi automorficas.
éstas se emplearan posteriormente y en algunos casos sin hacer mencion explicita.

Teorema 1.1.1 Sea f € AA(R,X) entonces se verifican las siguientes propiedades:
1) Sige AARX), entonces [ +g € AARX)
2) Sia R, entonces af € AA(R,X)
8) Sea o € B un ndmero fijo, entonces lo funcion fa(t) :== f(t +a) es casi automorfica.

4} Sea ¢ - B — R dada por ¢(t) = at + b,a.b € B. entonces la funcidn compuesta f o ¢(t) =
flat +b) es casi qutomdrfica.

5) f es una funcidn acotada.

6) si f es la funcidn limite de f como en la definicion (1.1.1). entonces T es acotada, mds edn
se tiene la relacion:
sup |{f(t}|] = sup |[f(D)]}.
tek ek

7) Elrango de f, R(f) = {y € X: 3t € R con f(f) = y} es relativamente compacio.

Demostracién. Las demostraciones de los items 1), 2) ¥ 3) son inmediatas de realizar por lo

que eltas se omiten. Demostremos los items restantes:

4). Por 3}, es suficiente mostrar que para la funcién ¢(t) = at,a € R — {0}, la compuesta f o ¢(t)
es casi automérfica, va que para a = 0 se vuelve una constante y es inmediata (por definicién).

'

Sea {s/} una sucesién arbitraria de numeros reales, entonces o, = ¢(s

r
Th

) es una sucesion de
nimeros reales también, luego por ser f casi automérfica, existe una subsucesion {op = d(sn)} de
{#(s!)} ¥ una funcién f tal que los siguientes limites se satisfacen:

lim f(t+ o) = f(i),

Nn——+00
lim f{t—on) = f(i).
n—Toc
consideremos ¢(t) = s, lnego:
im fo (D(t 7 S'n,) = lim f((l(t it -913.))
—++00 n-—-4oo

= 11]:41}00 flat + asn)
= ngmoo fls+ o)
= f(5]

= flo(®)).

La demostracién de limy,— o0 f{0(t — 5,,)) = f o (1) se hace de manera anéloga.

5). Supongamos por el contrario que la funcién f no es acotada; es decir,

sup [|f(t}]] = +o0,
teR



de esto, existe una sucesién {s,,} C R tal que :

lim || f(s,)]] = +oc. (1.1.1)

n—r+oc

sz . F 3 - . 4 .’ ’ "
Pero la funcién f es casi automdrfica, entonces existe una subsucesion {s,,} C {s,}. tal que :

lim | £(sn)ll = [1F(0)], (1.1.2)

=400
donde | es la funcién definida como en Ja definicién (1.1.1). Pero al realizar transitividad entre

(1.1.1) y (1.1.2) se tiene ||f(0)|| = +co lo cual es imposible. Por lo tanto f es acotada.

6). Sea {5, } una sucesién arbitraria en R, entonces existe una subsucesion {s,,} C {s,,} tal que se
satisfacen las relaciones de la definicién (1.1.1); esto es, se tienen los limites puntuales:

Jm f(t+sn) = f(t), (1.1.3)
i f(t—sn) = f(2). (1.1.4)

Dado que en el item 5) se demuestra que la funcién [ es acotada, entonces se puede deducir de la
relacion (1.1.3) que la funcién f es acotada, pues:
@l =l bm flt+su)ll=_lm [[f(t+sn)|| <supllf(t)]] <+oo.

n—+oo n—++o0 teR

Similarmente por (1.1.4), se tiene:
IO =11, tim _Fe—su)ll = tm_[1F(t = sn)ll < sup £l
Por lo tanto: :
sup|f(t)|| = sup || F(t)]]-
teR tER

7). Sea {y, } una sucesién arbitraria en el rango de f, es decir {y;} C R([), por la definicién de
rango, existe una sucesién de mimeros reales {s,,} tal que la correspondencia siguiente se verifica:

y'ﬂ- e f(sﬂ.)?
pero, al ser f una funcién casi automérfica, existe una subsucesién {s,} C {s,,}, tal que:

nBI—Eac Yn = nHToc f(su) = f(O),
por lo tanto existe subsucesion {y,} C {1, } que converge en X, lo que asegura que el rango de f,
R(f) es relativamente compacto.[]

Observacién 1.1.3

i} De los items 1) y 2) podemos concluir que cualquier combinacion lineal finita de funciones
casi automérficas es casi automoérfica. Esto es, las funciones casi automérficas forman un
subespacio vectorial de BC(R; X).

ii) Para un espacio de Banach de dimension finita podemos obtener 4) a partir de 7), ya que
ahi toda funcién de rango relativamente compacto es acotada. Aunque en nuestro trabajo
estamos interesados en funciones definidas sobre C”, se ha demostrado primero el ftem 4)
para poder utilizarlo en el ftem 6) también porque se trata de un espacio de Banach X en
general.



En la demostracién del item 5). precisamente en (1.1.2) se utilizé la continuidad de la norma
|| - || para poder obtener la relacién:

lim (|| |lo )0+sn) = (Il [l F)®),

TL=—r=+0g

esto nos lleva a pensar en que si la composicién de una funcién continua con una casi automérfica
es casi automorfica; si esto lo formulamos como una pregunta, la respueste se da en el siguiente

teorema.

Teorema 1.1.2 Sea f € AAR,X) y considere ¢ : X — X una funcidn continua, entonces la
compuesta ¢ o f es casi cutomdrfica.

Como sabemos todo operador lineal L : X — X es continuo si y solo si es acotada. Una
consecuencia inmediata para éste teorema es el corolario que & continuacidn se enuncia.

Corolario 1.1.1 Sec L : X — X un operador lineal y acotade, [ : R — X una funcidn casi
automdrfica, entonces Lf : R — X es casi automdrfica.

Nuestre trabajo también trata de sistemas de ecuaciones no-auténomas sobre el espacio de
dimensién finita CP, por lo que la nocién de matriz casi automdrfica es necesaria. Enunciamos
algunas propiedades que involucran a estas matrices las que se ocuparan en capitulos posteriores
(a veces sin hacer mencién explicita).

Definicién 1.1.4 Sea M : B — CP*P una funcidn matricial, con entradas my;(t). Lo mairiz M,
se dice cosi automdrfica &1 cada una de sus componentes mq;(f) son casi automorficas.

La demostracion del siguiente teorema se puede realizar utilizando las propiedades dadas en el
Teorema 1.1.1.

Teorema 1.1.3 Sean h: B = C y f : R — X funciones cast automdrficas, entonces f-h:R— X
definida por (f - h)(t) = f(£)h{t) es casi automdrfica.

Por este teorema v debide a que AA(R;C?) es un espacio vectorial se consigue el siguiente

corolario.

Corolario 1.1.2 Sea M : B — CP*P una matriz casi automdrfica y f : R — CP una funcidn
casi automdrfica, enionces la funcion Mf : R — C7 definida por (Mf)(t) = M(t)f{t) es casi
automorfica.

Terminamos esta seccién con un contenido que relaciona a sucesiones de funciones y su limite
uniforme. Consideremos una sucesién de funciones {fx} tal que converge uniformemente, digamos
a f; sabemos que existen propiedades que se transmiten de la sucesidn hacia su limite tales como la
continuidad, la diferenciabilidad {con alguna hipétesis auxiliar), integrabilidad, etc. Bajo éste con-
texto el siguiente teorema muestra que la propiedad de ser casi sutomdrfica también es hereditaria
bajo limites uniformes, formalmente tenemos:

Teorema 1.1.4 Considere una sucesidn {fi.} de funciones casi automdrficas que converge uni-
formemente a una funcién f, entonces [ es casi automdrfico.



Demostracién. Sea {7} C R una sucesién arbitraria, como f1 es casi automdrfica existe una
subsucesion{mn,, } € {7} v una funcién h,; tal que los siguientes limites puntuales se tienen:

lin fi{t+ 7)) = h(2), Mm Ay(t—mn,,) = (D)

Ti=+-0C TL—+0C
del mismo modo por ser fo una funcién casi automérfica, existe una subsucesién {7, } C {7} ¥
una funcion hs tal que los siguientes limites puntuales se tienen:

lim  fo(t + fn,) = h2(t), lm .h'E(t - nnz} = falt):

Ti—r0o Py -0
Siguiendo este procedimiento podemos encontrar una subsucesion (diagonal) {n,} C {ny,}. tal que
puntualmente:

1IEI+I1C): fj(f,‘ -+ ?’)”) = hJ(t) lim ha} (t = T,‘n) = f)(l'}) j = 1,2, A

n—-0c

Veamos que esta nueva sucesion hy(t) es de Cauchy. En efecto, sean 4, j € N entoces:

“%‘(t) - h,’i(t)% < lh’i(t} - filt + Wn)| o+ :ft(f + T} — f.?'(t <+ Thb” -+ |f;(f - 7?n> - h’j(t”

Pero por la convergencia uniforme de la sucesién {f;} podemos encontrar un mimero natural M

tal que uniformemente (para todo t € B y todo n € N) para todo 4,7 > M se tiene | £i(f + 1) —
€ crr A

filt=m ) £ 3 También puntualmente (para cada ¢t € R ) existe un ndmero natural N(% ¢) tal

que |h;(t) — filt + )| £ é vt (®) = fi(+m)i < % siempre que n > N(i,¢). Por lo tanto:

Ih(t) ~ By(t)| < e

De esto podemos deducir que {h;(t)} es de Cauchy por lo tanto debido a la completitud del espacio
X se concluye que existe una funcién h tal que h; converge puntualmente a h.
Afirmacién: Los siguientes limites puntuales se satisfacen

lim f(t-+n.) =h(¢), Um h{t—m)=Ff(t).

n—+o00 n—+oc

En efecto:
ft+m) = h@®)] < |FE+0) = F5E+ nu)| + 1f5(t + ) — hy(E)] + Ry (2) - A(2)]

como antes por la convergencia uniforme de f. la convergencia puntual de las sucesiones f;(t +7n)
y h;(t) se puede concluir que para n suficientemente grande |f {t<mn,) —h(1)| < e. Del mismo modo
se concluye que Lm h(t—m,) = f(t). O

T OO

Dotemos shora al espacio vectorial de las funciones casi automérficas de la norma uniforme,
esto es: para J € AA(R;X), se define:

[|£llso == sup | f(t)]-
teR

Se puede notar que por el {tem 4) del Teorema 1.1.1 || f ]| estd bien definifa y ademds es una norma
en el espacio AA(R;X). La principal consecuencia del Teorema 1.1.4 es que el espacio AA(R;X)
es un subespacio cerrado de BC(R; X) bajo la topologfa de la convergencia uniforme. por lo tanto
AA(R;X) es un espacio de Banach. Esto es de mucha importancia porque al inducir la métrica
uniforme a partir de ésta norma se pueden concluir teoremas de existencia y unicidad de puntos fijos
para operadores definidos sobre AA(R;X). Particularmente en nuestro caso a través del teorema
de punto fijo de Banach. )



1.2. Funciones Casi Automorficas Uniformemente sobre Sub-

cdnjuntos Compactos.

Debido a que en nuestro trabajo estamos interesados en ecuaciones diferenciales, integrales e
integro-diferenciales que son no-lineales (o semilineales) es que nos encontramos con mds de una
expresién de Ia forma f(t,z{t)),f € R, dentro de la estructura de tales ecuaciones. Sin entrar a
mayores detalles, podemos mencionar algunos ejemplos de ecuaciones en los que aparecen éstas
expresiones, en:

En la ecuacién diferencial:
2/(t) = Alt)e(t) + F(t, 2());

en la ecuacion integral:

v))= [ Clt-9)fep(e)ds

v més aun en la ecuacién integro-diferencial:
t
w'(t) = Au(t) + / B(t — s)u(s)ds + f(t,u(t)), t = 0.
Jo

Las propiedades de los operadores 4, A(f), B{t), C(f), que tengan que ver con el buen planteo de
las ecuaciones, regularidad. etc se especificardn en su momento. Lo gue apreciamos es que esto
motiva la necesidad de estudiar la nocién de casi automorficidad para la funcién f(t,z(t)),t € R
el cudl se hard-en un démbito general. Por supuesto sélo haremos mencién de las propiedades que
nos inveresan para capitulos posteriores. Una descripcién un poco més amplia de ésta la podemos
encontrar en [36]. Para el caso de las funciones casi periddicas en [52].

Tn esta seccidn estudiaremos sdlo las funciones f(f,z),t € R,z € X, el estudic de la funcién
compuesta f(f,z(t)),t € R y sus consecuencias se hard en la siguiente seccion.

Definicion 1.2.1 Sea f: B x X = X una funcidn continua, ésta se dice que es casi automorfica
ent € R sobre subconjuntos compactos de X, si dada cualguier sucesion de mimeros reales {s,,} v
un subconjunic compacto K C X, emiste une subsucesion {sp} C {s.} v una funcidn f(-,-) tal que
pare cada t € R y para tode © € K los siguientes limiles se satisfacen

Mm f(t+ on,2) = F(t,2),

=00

Hm Ft — &y, 7) = f(t,2).

Observacion 1.2.1

i) Notemos que ésta definicién indica que la funcién f(-,-) estd bien definida para cada i € Ry
que el limite es uniforme con respecto a cualquier subconjunto compacto de X.

ii) Denotaremos a este tipo de funciones como AA(R x X; X).

En el siguiente Teorema se resumen algunas propiedades de las funciones que estdn en AA(RxX;X).
éste es andlogo al Teorema 1.1.1 no sdlo en su significado sino también en las demostraciones, por

lo que ellas se omiten.
Teorema 1.2.1 Sea f € AA(R x X;X), entonces tenemos las siguientes propiedades:
i) Sige AAR x X;X), entonces [ +g € AAR x X; X)

2) SiceR, entonces ¢f € AA(R x X, X).



8} sup,ey || f (4, 2)|| = M, < +oc.
4) Si f(-,-) es la funcion definide en la definicidn 1.2.1, entonces sup, ey W 2|l = Ny < oo

Observacién 1.2.2

i) Los ftems 1) y 2) del Teorema 1.2.1 indican que AA(R x 3;X) es un espacio vectorial.

1.3. Composicién de Funciones Casi Automérficas.

Como ya vimos, el espacio AA(R;X) es de Banach; también es conocido que algunas de
las técnicas para el estudio de las soluciones de ecusciones diferenciales consiste en levarla a
upa ecuacién integral, de tal manera que el problema se reduzca a encontrar soluciones de una
ecuacion integral. El método que ocupamos es el mencionado y a menudo definiremos operadores
T': AA(R;X) — AA(R; X), uno de los problemas con los que nos encontramos es el de ver que I' sea
un operador bien definido, es decir que sea capaz de llevar funciones casi automdrficas en funciones
casi automoérficas. Para poder salvar éste problema es que desarrollamos lemas de composicion, los
que serdn de utilidad en capftulos posteriores.

Para nuestros intereces reproducimos algunos lemas que se dan en el articulo [22]. Empezamos
con la siguiente definicion.

Definicién 1.3.1 Sea K € X.T C R, una funcidn continua f : T x X — X es uniformemente
continua sobre K uniformemente para t € T, si:

Pare todo € > 0, existe § > 0, tal que para todo x1,20 € K con ||z — 22|l < 6 y lodo t €
T\ f(t21) — f(t,ea)ll <.

<

Denotaremos al conjunto de estas funciones por Cx (T x X; X).

Lema 1.3.1 Seay € AAR;X), K ={y{t):t € R} y f € AARx K X) NCr(R x X X), enfonces
Flwl) & AARX)

Demostracién. Sea {s,} una sucesién arbitraria en R, por ser [ e y funciones casi automoérficas,
existe una subsucesién {s,} € {5, } tal que los siguientes limites se tienen:
a) Mm f{t+sp, )= ft,z), teR, z € K.

=00 -
b} Iim f(i—s,,2)=f(t,x), teR, z €K

n—+oc

i g S =

C) Jm y(t+su) = 9(t), tER.
d) lim ?}(t —8g) = y(ij’: teR.

=00

Ahora, 1a diferencia : f(f + sp,y(t + &,)) — F{t,%(t)) € X la podemos estimar del siguiente modo:

F(t+ snp(t +80)) = FELGANI < NI+ 8n,y(t+8n)) — £+ 50, DN +
+ 1fE+ 8 900) = Flt 5]

de esta tltima desigualdad. de a) y ¢), ademés del hecho que f € Cx (R x X;X) se tiene que para
un n € N suficientemente grande:

f(t+ sn gt + 80)) = FE BB < e

esto es, tenemos el siguiente limite puntual:

lim Fit+ syt +80)) = f(t@'\t))
R0



Para demostrar el otro limite:

lim f(!'f - &, Ut — 8p)) = f,u(t)),

T
se hacen los mismos detalles con la Unica diferencia que se deben tomar las partes b) ¥ d) (en lugar
dea) vc)).O

Observacion 1.3.1 Se puede obtener lo misma conclusién de éste Lema cuando [ forma parte de
una familia mas especifica de funciones; esto es, se liene lu siguiente proposicion:

Proposicién 1.3.1 Sea f € AA(R x X, X) Lipschitz en la segunda variable, es decir:
1f(t.z) — & < Lifle — gl Y2,y € Xt € R.
Siy € AAR,X), entonces f(-,y()) € AAR,X).

Le verificacién de ésta proposicién es inmediata ya que la condicién de lipschicidad implica con-
tinuidad uniformme.

Lema 1.3.2 Sen K un subconjunto compacto de X y f € AARxX; X)NCr(RT xX; X), entonces
FeCk(R x X,X)

Demostracién. Sea {5} una sucesion tal que h’{rﬁ s = +4oo. Por ser f casi automériica,
N—+0C

existe una subsucesién {s,} C {s/,} ¥y una funcién F(-,-) tal que:

a) im f(t+sp,z) = f{,z),te R,x € K.

— 400

b) im f(t—sm,z)=flt.z).te Rz € K.

n—t—+oc "
Come [ € Cr(RT x X;X), tenemos: para todo ¢ > 0,36 > 0, tal que si 71,22 € K con

llx1 — z2|] < &, entonces para t > 0 se tiene:
f(tm1) = flt, )l < e

Sea ahora £ € R arbitrario, entonces para n suficientemente grande tenemos -+ s, > 0, luego:

[[F(E+ 8n,21) = f(E+ 8n, 22)]| <

tomando limite cuando n — 400, obtenemos:

i f(t 1) - Ft,z2)|l < e,

estoes f & Cr(R x X; X).
Por esto, para t € R tenemos:

Hf(t — 8, T1) — f(t - 'Sn.:IZ)‘E < &
luego tomando limite cuando n — +oc vemos que:
Hf(t’ml) - ff,l’g)” <e O

Ahora se analizars la casi automorficidad de operadores integrales, los que serdn muy utilizados
en el capitulo 2.

Lema 1.3.3 Sea { € AA(R x X;X) Lipschitz en la segunda variable y C € L*(R™), entonces el
operador:

T = [ Ol )iy
mapea AA(R,X) en AAR,X).



Demostracién. Como consecuencia de la ohservacién 1.3.1, tenemos que f(-,y(-)) € AA(R, X),
por lo que si consideramos {s, } una sucesién arbitraria en R, existe una subsucesion {s,} C {s.}
tal que los siguientes limites puntuales se satisfacen:

&) lim f(t+s.,y(t+sa) = Ft4(0), tR.

b) lm flt = sn gt - sn)) = fEU(E), LR
Luego:
) t+sn
Tyt o) = [ Cltet ou a)f(a,u(e))ds.
-
Consideremos ahora el siguiente cambio de variable: t + s, — s = w, entonces la relacion integral
precedente queda:
+oo
Tyt +s,) = Cw)f(t + sn —w, Yyt + 85 — w))dw
0
pero como f{-,%(-)) es una funcién casi automdrfica entonces es acotada, esto es: 3M > 0, tal que
Nrt,w(t)]l < M, ¥t € R. Por lo tanto se obtiene:

HC(w}j'(t + 5y — w, Yt + 8n —w))]|| < [|C(w)i| M,

v como (' € L'(R™), el teorema de convergencia dominada de Lebesgue y la parte a) otorgan la
igualdad en el siguiente limite puntual:

—0C

lim Tyt +s,) = Clw)f(t —w, §(f — w))dw,

—+=00 0

bajo el cambio de variable t — w = s, se tiene:

=0T

£
Hm Tyt +sn) =/ Clt — s)fle,5(s))ds.
—_—0

Definamos el operador:
1
Ty(t) == / Clt — &) fls,§(s))ds,

con esto tenemos el limite puntual (bien definido por a)):

lim Ty(t+sn) = Ty(t).

n—-roc

Para demostrar el limite:
lim fy(f — 8n) = I'y(t),

=00
se procede de manera andloga. [J
Al observar la demostracién del lema 1.3.3, podemos preguntarnos de manera natural, si existe un
resultado andlogo & éste para el operador:
+oc

Tty = [ Ot = s)f(s:u(s)ds

La respussta a esta pregunta es afirmativa y se da en el siguiente lema.

Lema 1.3.4 Sea f ¢ AA(R x X;X) Lipschitz en lo segunda variable y C € L'(R™), entonces el

operador:
+o0

Ty(t) = Clt—s)fls,uls))ds

mapea AA{R;X) en AA(R;X).

10



Demostracién. La demostracién es andloga a la del lema 1.3.3, por lo que se omite. Ll

Como consecuencia de estos lemas v del hecho que las funciones casi automoérficas son un espacio
vectorial, se consigue el siguiente corolario:

Corolario 1.3.1 Sean f1,Ch, fo, Co como en las hipdtesis del los lemas 1.8.8 y 1.5.4 respectiva-
mente, entonces el operador:

-+o0

t
Ty(t) = / Cilt - s)fis,y(s))ds + Calt — s)f2(s,y(s))ds
J—oo t

mapea AA(R;X) en AA(R;X).

11



Capitulo 2

Soluciones Casi Automérficas de
Ecuaciones Integrales,
Diferenciales e

Integro-diferenciales.

En el presente capftulo, estamos interesados en obtener herramientas que nos ayuden a decidir
sobre la existencia v unicidad de la solucién casi-automdrfica de ecuaciones integrales de convolucién
del tipo:

t
vt = FLy®) + [ Cale— Shoats,uie)de (2.0.)

v de su forma mas general:

o

1
y(t) = £(t.y(8) + [ Crlt = s)an(e,p(sNds = | Calt — 8)ga(s,u(s))ds,

t

,—\
v
o
(=)

2

donde ¢y € LX(RT),Co € LR )y f,01.92 € AAR x X; X).
Estudiaremos existencia y unicidad de la solucién mild asintGticamente casi automérfica de ecua-

ciones integro-diferenciales de la forma:

%
u’(t):Au(i)—!—/ Bt — s)u(s)ds + g(t, u(t)), 12 0 (2.0.3)
0
u(0) = g

donde A : D(A) ¢ X — X, B(t) : D(B(t)) ¢ X — X, t > 0 son operadores lineales cerrados,
densamente definidos sobre el espacio de Banach X; D(A) C D(B(t)) para todo t 2 0y g{-,) es
una funcidn asintéticamente casi automérfica con zg € X.

También estamos interesados en la bisqueda de la solucién casi automdriica de sistemas de ecua-
ciones diferenciales ordinarias neutrales:

a(t) = A)z(t) + [ {6z ()] + g{t 2(2))-

donde la parte homogénea no auténoma satisface una condicién de dicotomia exponencial y la
funcién de Green asociada es Bi-casi automdérfica. Por tltimo asumiendo nuevamente las dos dltimas
condiciones se obtienen teoremas tipo Massera para la solucién casi automérfica y casi automérfica

compacta de los sistemas:
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2(8) = Alt)a(t) + F(0)
2/(8) = Alt)a(t) + f(t,2(t)).

El estudio de las ecuaciones integrales (2.0.1) ¥ (2.0.2) se realiza = través del andlisis de opera-
dores. que se obtienen de ellas de manera natural, es decir se identifica explicitamente un operador
T v luego se estudia una ecuacién operacional:

Tu=u.

El método para enfrentar el problema es utilizar el teorema del punto fijo de Banach. para ello
necesitamos de ciertas condiciones de Lipschitz, las que se traducen en la lipschicidad del ope-
rador T'. Estos operadores de Lipschitz son ya sea globales; esto es, satisfacen alguna condicién
tipo Lipschitz en todo el espacio de Banach X y otros operadores que son Lipschitz local, es decir
que satisfacen alguna condicién tipo Lipschitz en algtin subespacio propio del espacio de Banach X.

El presente capitulo se ha dividido en cuatro secciones. En la seccidn 2.1 se estudia de manera
general una ecuacién operacional, en 2.2 se exponen resultados para ecuaciones integrales que
terminan con algunos teoremas tipo Massera, luego en la seccidn 2.3 se estudia la ecuacién integro-
diferencial (2.0.3) para la gue se obtiene existencia y unicidad de la solucién mild asintéticamente
casi automérfica v en la seccién 2.4 se estudian respectivamente las solucién casi automdrfica y
casi automériica compacta para las ecuaciones diferenciales mencionadas.

2.1. Ecuaciones con Operadores.

2.1.1. Resultados Locales.

Sea X un espacio de Banach y M : X ~» X un operador. En esta subseccion obtenemos condi-
ciones que garanticen la existencia y unicidad de la solucién para la ecuacidn operacional:

Mu = u. (2.1.4)

Plasmamos dos teoremas locales para la ecuacién (2.1.4), de esta manera se pretende dar el
paso a las ideas de obtener teoremas de nuestro interés concerniente a las ecuaciones integrales
planteadas. Iniciamos con el teorema siguiente:

Teorema 2.1.1 Sea M : X — X un operador, p > 0 un nimero real arbitrario y considere el
siguiente conjunto:
Ag={y€X:|y—wl < o},

donde yo = M{(0), con {lyol| < 0. Suponga que M cumple la siguiente condicidn de Lipschitz local:
Mz — Myl < Laglle — 9ll, =,y € Ao,

ademds que las constantes Lyg, o, [{yn]loc satisfagon la siguiente relacidn.

0

Ly < —m—.
M= o+ ol

Entonces la ecuacidn (2.1.4) posee una Unica solucién en el conjunto Ag.

13



Demostracién. De las hipétesis podemos notar cue ¢l operador M es una contraccion, por lo
que es suficiente mostrar la inclusién M(Aq) € Ag. En efecto, sea y € Ap, entonces:

IM(y) —wll = 1M {y) - M(O)]|
< Lyl
< Lu(lly = woll + llwoll)
< e

El resultado se sigue del teorema del punto fijo de Banach. [

Otro tratamiento para la ecuacién (2.1.4) se establece en el teorema que sigue, la ventaja con
respecto al teorema anterior es que acé no necesariamente se exige que el conjunto Ag contenga al
elemento neutro del espacio X. Una aplicacién de éste teorema en espacios de Banach generalizados

se puede ver en [42, Teorema 2.

Teorema 2.1.2 Sea M : X — X un operador, ¢ > 0 un mimero real arbitrarvic y el siguiente

conjunioc:
Ag={yeX: |ly—wl < o}
donde yo = M(0), suponga que M satisface lo siguiente condicidn de Lipschitz local:
H]M"r - ﬂfy“ < LJUHI - y“ T,y € A(Jn
con Ly < 1. 8i ademds consideramos que yo, Mya, Lar, ¢ satisfacen la relacidn:
0<f=(1-Ly) "IMyo~ w0l <o

Entonces la ecuacion (2.1.4) posee una unice solucidn y € Ag.

Demostracién. Considere el conjunto

B(yo,6) = {z € X : ||z ~ vollec < 6}

Debido & que M es contractivo, sélo queda probar la inclusién M (% (y,,0)) C B (yy, 0); para esto
sea z € B(yg, #), entonces:

[[Mz—yol < |IMz— Myl + |[Myo ~ yol|
< Lallz — woll + 1My — ol

la 1iitima desigualdad se debe a que 8(1 — Lys) = |[|Myo — wo!]. O

2.2. FEcuaciones Integrales

En esta seccién se estudia a las ecuaciones integrales (2.0.1) y (2.0.2). se inicia con la ecuacion
(2.0.1) a través de un teorema que involucra la Lipschicidad global, esto es:

Teorema 2.2.1 Sean f,g € AA(RXX;X) funciones Lipschitz globales en la segunda variable, esto
es: existen constantes positivas Ly, L, tal que para todo 2,y € X teremos :

17t 2) = fit.wll £ Lellz - yll,

llg(t,z) - gt v}l < Lyllz = wil.
y sea C € LMRT). i Ly+Lg||Cllrg+) < 1, entonces la ecuacidn (2.0.1) tiene una vnica solucidn
y € AAR;X).
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Demostracién. Consideremos el operador:
I': AAR.X) — AARX)

1
y = Ty()=1yE)+ / 01t = sl

De la observacién 1.3.1 y del lema 1.3.3 tenemos que I' estd bien definido.
Tomemos dos elementos yi,y2 € AAR;X), luege:

t

Ty (t) =Twe(8)l] < Hf(t;yl(t))—f(t,yg(t))m[_ ‘IC(t-s)HHg(s,yl(S))—g(s,yg(s))]iids
T
< Lol = valle = Ly [ 10( = s)dsllys = ol
< (Ls + LyliCH ey )l — vzlleo-

De esto ¥ por hipétesis podemos notar que T' es contractive, por lo tante la ecuacién (2.0.1) tiene
una unica solucién casi automérfica.l]

Los siguientes teoremas involucran condiciones de Lipschicidad locales.
En [41, lema 2] se exhiben condiciones para obtener soluciones casi periédicas para el sistema
lineal perturbado:
w = B(t)w+ f(&) + g(t,w).

E] teorema siguiente sigue esas ideas para el caso de soluciones casi automérficas relacionado a la
ecuacion integral (2.0.1). Una diferencia en el procedimiento de la demostracién es que en [41] se
realiza a través de aproximaciones sucesivas la que también se puede realizar mediante el andlisis
de un operador, en tal sentido la demostracién del teorema siguiente (al utilizar un operador) es

mas natural.
Teorema 2.2.2 Sean f,g € AAR x X;X), C € LYR™T) y para g > 0, considere el conjunto:
Ag={y e AARX) : |ly — wolle < 2},

donde: .
it) = £6.0)+ | Clt = s)als.0)ds
Asuma adicionalmente que ||yo|leo £ 0 ¥ que existen constantes positivas Ly, Ly tal que:
a) ||F(t () = fE =) < Lylly(t) — 2]t € R, z,y € Ao,
b) llg(t,u(t)) — gt z()]| < Lolly(t) — ()]t € R, 2,9 € Ao

¢) Las constentes p, Ly, Ly, ||C|lrar+y satisfacen la siguiente desigualdad:

)
Lotk [l iy s B e 2.2.5
entonces la ecuacion integral (2.0.1) tiene una dnica solucidn en Ag.
Demostracion. Consideremos el operador:
T:AARX) — AARX) (2.2.6)

y = Tylt)= f(tylt)+ f ' O(t ~ 9)g(s,y(s))ds.
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Por la observacién 1.3.1 y el lema 1.3.3 tenemos gue I' es un operador bien definido. Probemos que
T'(Ay) € Ay, en efecto, sea ¥ € 4 luego: '

1
IITy(t) —wo()l] < Hf(t,y(t))—f(f,-ﬂ)\l*‘[ (C(t = s)lllg(s, u(s)) — als,0)[|de
< Lilyliee + LallCllz: @)l
< (Ly + Lgl|Clizie+) |1y = wolloe =+ [l#i0l]oo)
< Ly + LglIC]| zamy e + %ol loc)
<

Ahora probaremos que I" es un operador contractivo sobre Ay. En efecto, sean yi,y2 € Ay, luego:

;
Ty () ~ Tl < Hf(tyl(t)J—.f(tyz(t))le _‘|c(t'S}Hig(s:yl(s))*9(5:@«'2(5))Hd’3

-0l

IA

(Lf + Lol|Cl L@y Iy — v2llee-

De esto v (2.2.5) se sigue que T es un operador contractivo, entonces el teorema de punto fijo de
Banach asegura que la ecuacién integral (2.0.1) tiene una Unica solucién en AA(R;X). O

Las hip6tesis para el teorema siguiente nos ayudan a estudiar la ecuacién (2.0.1) de una manera
un poco distinta, la diferencia con el anierior es que en lugar de considerar constantes positivas Ly
y L, se utilizan funciones L(-), Ly(-) : RT — R™. Estos métodos siguen las ideas de H. Ding et.
al. [22], quienes estudian ecuaciones integrales con retardo infinito.

Consideremos las siguientes condiciones:

i) g€ AA(R x X,X). existen L; : RY = BT y L, : R — BT funciones continuas y acotadas
tal que : para todo r > 0 y para todo z,v £ X con |jz||,|iy|| < r tenemos :

£t ) = fit, )]l < Le(r)llz - wll;
llg(t, ) — gt Y| < Lg(r)llz — yll.
i) C e L*R™) y ademés: |

sup (r — rL¢(r) — rLg(r)|ICl|za@+)) > [ICllzs ey Gl llg(s, 0)]| + sup || f (s, 0}][.

r>0 sER

Teorema 2.2.3 Suponga que las condiciones i) y i) se satisfacen, entonces lu ecuacidn integral
(2.0.1) posee una inice solucidn en AA(R,X).

Demostracién. Consideremos el operador T' definido en (2.2.6).
1) La buena definicién del operador I se sigue de la observacién 1.3.1 y del lema 1.3.3.

De ii) existe R > 0 tal que:
R — RL§(R) = RLy(R)|ICl|p2¢p+) > IC]| o) 4 llg(s, 0)| + B (s, 0. (22.7)
sgik st

Considere el conjunto cerrado Q = {w € AAR,X) : |lw|| < R}.
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2) Probemos la inclusién T'(2) € 2. En efecto, sea y € £ entonces:

t
Tyl < e+ [ 10 s)liglo.y(e))ds
< 1Sttt = £ + 17600 = [ 11 9l p(6)) = 9(5,0) + gle, Ol
< LARR+ S0+ [ 106 -9l RR+ lg(e,0)lDds
S Li(R)R+sup|f(s,0)ll + (Lo(R)R + sup |lg(e, O) DIIC|zs @)
< R

3) T tiene un tnico punto fijo. En efecto: sean y;,ys € {} entonces:

T (t) =Tl < [[f(t,2(t) = Ft,v(t)|l+ f_ |C(t — s)lllg(s, v1(8)) — 9(s,y2(s)))||ds
< Li(R)|lnn — yallee + Ly (R)IC|i 2@+l 11 — #2lloc
< (Lg(R)+ Lg(R)IC] 22 ) lln = w2lloc-

Notemos que de la desigualdad (2.2.7) logramos obtener:
R— RL{(R) — RLy(R)||Cl|r2m+) > 0,
también al ser R > 0 conseguimos la designaldad
L(R) + Ly(R)Cllzsceny < 1,

lo cual implica que T es contractivo. Por lo tanto, el resultado se sigue del Teorema de punto fijo
de Banach. O

Observando la demostracién del teorema anterior, podemos obtener el siguiente corolario:

Corolario 2.2.1 Supongamos que la condicidn i) se satisface y L¢(-) = Ly, Ly(-) = Ly son cons-
tantes positivas y que C € L (BT). Si se satisface la desigualdad:

Lf + LQHCHLI{R“) < 1

entonces la ecuacion (2.0.1) tiene una inica solucidn casi automdrfica.

Demostracion. Consideremos el operador I" definido en (2.2.6). Por las propiedades de las fun-
ciones casi automdrficas, podemos notar que la siguiente expresién es finita:

[{Clizsw+)sup|lg(s, 0}|| +sup || (s, 0)]|-
s€ER s€R

Por hipétesis 1 — (Ly + Lg||C]|z:w+)) > 0, luego existe un nimero positivo Ry tal que para todo
R > Ry se tiene:

R~ RL; — RLy||C||L: g+) > HC||Ls m+)sup [|g(s, 0)|| + sup || f(s, 0)]-
sER 11594
Siguiendo la demostracién del teorema anterior se puede concluir que existe una nica solucién
casi automorfica de la ecuacién (2.0.1). O
Este corolario también se podria deducir del Teorema 2.2.1. El procedimiento en el corolario es en
cierto sentido tratar de localizar la solucién considerando una cota superior para ella.

Una aplicacién del Teorema 2.1.2 a la ecuacién (2.0.1) se da en el siguiente resultado local.
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Teorema 2.2.4 Sea T' el operador definido en (2.2.6), considere p > 0 y el siguiente conjunto.

Aqg = {y € AARK) : |ly — vollee < £}
con.: )
wn(t) = C0)() = £6,0)+ | Cle— s)g(e, 0.
suponga que se cumple la desigualded:
0<8=(1—(Ly+LIClr@=))) " ITyo — vollee < 2.

con Ly + Ly|IC|| 2 m+) < 1. Entonces lo ecuacidn (2.0.1) tiene una solucidn dnica y & AARX)

que cumple [y — vollee < o

Demostracién. La demostracién se sigue del Teorema (2.1.2); en efecto, sea
B =By, 0) = {z € AAR;X) : ||z — ol < 6}

v 2 € B(yy, #). entonces:

[(Tz)(t) — wo(2)] [(T2)(t) = (Pyo) ()] + | (Two)(t) — go(?)]

(Ly + LyllCl 2y @y = wolloe + IT%0 — Yol |oo-

IA

1A

Luego se puede identificar la constante de Lipschitz Lr = Lt + Ly||Cl|z:@+). con lo que se obtiene
T(%B) CB. 0

En lo que sigue se estudia la ecuacién integral mas general dada en (2.0.2), esto es:

oo
ult) = f Cilt—s)ar(o.uiolde+ | Colt = s)anls, yleds.

Como la ecuacién (2.0.2) es mas general que {2.0.1) los teoremas de existencia y unicidad de la
solucién para la ecuacién (2.0.2) generalizan los dados para la ecuacién (2.0.1).

En [18] C. Cuevas y C. Lizama estudian soluciones casi automérficas para ecuaciones integrales
con retardo infinito, en este caso dado gue nuestras ecuaciones integrales combinan retardo infinito
v avance infinito se trata de ecuaciones mas generales que las tratadas por ellos y por lo tanto
nuestros métodos estudian de manera particular las ecuaciones que tratan en [18].

Teorema 2.2.5 Sean f,g1,0: € AARxXX), C; € LYRY).Co € LYR™), ¢> 0 y considere el
conjunio;
Ag={y € AAR,X) : |ly ~ yollec < 0}

cons
—+o0

yo(t) = F(¢,0) / Ci(t — sy (s,0)ds + : Co(t — 8)ga(5,0)ds, t € R.
Asume cdicionalmente que ||yolloe < 0 y las siguientes propicdades:
a) Ezisten constantes positivas Ly, Ly, Lo, tal que para todo t € R, z,y € Ag:
£t y(®)) - F 2D < Lylly(e) — 2@,

lg1(t, ¥(8)) = g2(t, z(B))]] £ Ly, [ly(t) — z(B)il,
llg2(t: () — g2(t, m()]] < L, [ly(2) — w0}
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b} Las constantes g, Lys, Ly, , Ly, |C1]|p1+y ¥ 1Callrim—y satisfacen la siguiente desigualdad:

o

Ly + Ly, [ICrllzar) + LooliCollpr-) <~y (2.2.8)
¢+ |lvolloo
Entonces lo ecuacidn integral (2.0.2) tiene une tnica solucidn casi automdrfica en Lg.
Demostracién. Considere el operador:
T:AA(B:X) — AARE) (2.2.9)
1 +oc )
Ty(t) = [fQ,u()+ / Ci(t — s)gi(s,y(s))ds +/ Ca(t — s)gz(s, y(s))ds.
S0 T

Por la observacién 1.3.1, los lemas 1.3.3 v 1.3.4 se concluye que I' es un operador bien definide.
Probemos que T'(Ag) C (Ay); en efecto. sea i € Ay, luego:

i

ITy(t) —w@) = I]f(i,y(t))-f(iso)li-fr/ IC1(t — )lllga(s, uis)) — g1(s, 0)|ds

-0

-+ 00
- f (Calt = 5)lllga(s, 4(s)) — g2(5, 0)]ds

< (L + L IC1] zaety + LoalICal 2@yl 1wlleo
< (Li+ Lo |10 @y + Lol Coll 2o @—y) (Hly = wolloe + l1tollo0)
< o

También T es una contraccién en Ng, en efecto, sean 41, yo € Ap entonces:

Pw®-Tw®] < 170 - 6O+ [ 0= ollatune) - nlo s

+

+co
/ 1Ca(t — 8)lllg2(6, 1 ()) — g2(5, y2(8))lIds
Ji

(L + L, |ICill o ey + La:l1Call @) |31 = walloe

1A

debido a la desizualdad (2.2.8) se consigue que T es contractivo; luego el teorema de punto fijo de
Banach concluye el teorema. [

Nuevamente como se hizo para el Teorema 2.2.3, se puede realizar la misma reflexién para el
siguiente teorema con respecto al Teorema 2.2.5 y lo mismo sobre la generalizacién a los Teoremas
de [22].

Asumamos las siguientes condiciones:

Hi: f.g; € AAR x X:X) vy existen Ly, L,, : RY — RT funciones continuas y acotadas tal que:
para todo r > 0 y para todo z,y € X, con {jz||, ||yl < tenemos:

Wt x) = f@ )l < Ly(r)llz — yli.

llgi(t, 2) — gi(t. )|l < Lg.(r)llz — gll-
para¢=1,2.
Hy: Cp € LYBY),C; € LY{R™) y ademds:
sup(r —rLg(r) = rLg(r)||Cilli@es) = rle. (MICellL @) >

>0

||C4 ] ey sup {lga (5, 0)|| + 1 C2l| 22 -y sup |92 (8, 0)]] -+ sup || £ (s, O)||.
s ek €k
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Con esto tenemos el siguente teorema:

Teorema 2.2.6 Suponge que Hy y Ho se satisfacen, entonces la ecuacidn integral (2.0.2) tiene
una Unica solucidn cast automdriica.

Demostracién. Consideremos el operador I' definido en {2.2.9). Por la observacién 1.3.1, los
lemas 1.3.3 ¥ 1.3.4 se concluve gue I' es un operador bien definido.
Por H, existe R > 0 tal que:

R—RLs(R) - RLy(RICilizims) — RLg (R} C2llpr@-) > (2.2.10)
lC1|| L2 m+y sup liga (s, 0)]| + [|Callr: r-) sup |lga(s, 0)]| + sup||f (s, 0}]I.
SER scR . sER
Sea el conjunto cerrado g = {y € AAR;X) : |jy]|c < R}. Mostraremos que I'(§2y) € Sl y que I’

es contractivo, en efecto:
1) Sea y € flg. luego:

[ITy(2)]|

1A

t
£ (¢ y(t) — f(2.0) + f(2,0)]| + L NG s)llllg1ls, 5(s)) — g91(s, 0}l = [lgr (s, 0)[[}ds

-/ ™ Catt = ) llga(s, u(s)) — gale, O] + llga(s, 0)|1ds

i
< Lf(R)HyHac-FHf(t:G)H"rf |Cy(t = 8)|[Lg, ()|l o =+ Ilg1(5, 0)][1ds
+00
[ (Calt = )Lgs (B9l + loa(s. O}
i
< RLs(R) +§gg\|f(s,0)ll + RLg, (R)IC1ll @y + \|01|\L1(R+)51}§ |lg1(s, 0}
4+ RLg (R)ICallzrm-y + [1Cellr @) =g llgz(e, 0)|]
< R.

La ditima desigualdad es justificada por (2.2.10}.
2) Sean 1y, ya € {1y, luego:

t

ITy1(t) = Twa(t)ll < [0 (8)) — £ y2(8)]] "w‘f IC1(t — 8)|llg1 (s, w1(8)) — g1(s, w2(s))|lds

-0

A

[ et gl n(e)) - 2ol
< (Lf(R) + IC1]|rr@+) Ly, (B) + [|Callrr -y Lg (B 31 — ¥2lioc-
De la desigualdad (2.2.10) obtenemos
R~ RL¢(R) — RLy, (R)||C1|z@+) — RLg (R)|Collz2 -y > 0,

luego:
1> Lg(R) + ||Cullrr ey Lg, (B) + ||Collrrm—y Ly, (R)-

Por lo tanto T es un operador contractivo, consecuentemente tiene un dnico punto fijo.l]

Como consecuencia de éste teorema se tiene el siguiente corclario:

Corolario 2.2.2 Supengamos que H. se satisface, con L;(-) = Ly, Ly, (-} = Ly, Lo, (') = Ly,
constantes positivas, también que Cy € L*(RY),Cz € LY (R™), ademds se cumpla la desigualdad:

Ls+ Ly |G|y + Lo l1Coll i@y < 1,

entonces la ecuacidn (2.0.2) tiene una dnica solucidn cesi automdrfica.
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Demostracién. Consideremos el operador definido en (2.2.9). Por las propiedades de las fun-
ciones casi automdrficas y la hipdtesis, podemos notar que la designaldad siguiente siempre es
cierta:

(1C1 || pre+y sup |91 (s, 0)]| 4+ |ICa||pr @y sup ||g2(s, 0)]| + sup || f(s, 0)|| < +oc.
s€E s€R sER
También por hipdtesis obtenemos que:
1= (Ls + Ly, IC1 Iy + L 1C2llzr-)) > 0,
entonces existe un nimero real positivo Ry tal que para tode R > Ry se tiene lo sigulente:
R - RL; — RLg, ||Chllzr @) — RLgo|ICellae) > [1Chlivme) sup g1 (s, 0}] +
+ |ICalizr @) sup llgz(s, 0)[] + sup || s, 0}].
s€R sER

Luego procediendo como en la demostracién del Teorema 2.2.6 se puede concluir que la ecuacion

(2.0.2) tiene una tnica solucién casi automdrfica. [

Se termina la presente subseccién con una aplicacion del Teorema 2.1.2 & la ecuacién (2.0.2) a

través del siguiente:
Teorema 2.2.7 SeaT el operador definido en (£.2.9), consideremos p > 0 y el siguiente conjunto:
Ag = {y € AARX) : |ly — wollee < p}s

Con:
+oo

t
yﬂ(t) = (PO)(ﬂ = fﬁsol o f C:11 (t - S)gl(S?O)dS - Cz(t - 5)92(57 0>d5.
-0 t
suponga que se cumple lo desigualdad:

-
0<8=(1—(Ls+LglICillr@s) + Lo lICallzre-y))  1ITwo — wollee <

con Li + Ly, |IC1]lprw+y + Lo [|CallLrm-) < 1. Entonces la ecuacidn (2.0.2) tiene una solucidn

dnica v € AA(R; X) que cumple ||y — vollsc £ 2.
Demostracién. La demostracién se sigue del Teorema (2.1.2): en efecto, sea
B = B(yo,0) = {z € AARX) : ||z - yo|| < 8}

y z € Blyg, #), entonces:

IT2)(E) - we@)l < T — Tyo)Ol +11Tyo)(t) — 2@l
< (Ly+ Ly, G| @+y + Loo|ICallr@-))liz = olloo + [ITvo — vollse
< 4.

Luego identificando la constante de Lipschitz Ly = Ly + Lg, ||C1]|22 @+) + Lg. [|C2|| 2 @-), se tiene
T®) cs. O



2.2.1. Teoremas tipo Massera.

En el Teorema 1.1.1 ftem 5), se demostré que toda funcion casi automérfica es acotada, de esta
forma se obtiene que las soluciones casi automorficas de ecuaciones integrales, integro-diferenciales
o diferenciales son acotadas; los resultados tipo Massera (ver [34]) son aguellos que entregan el
reciproco a este hecho. es decir bajo condiciones adecuadas se demuestra que soluciones acotadas
de BEcuaciones va sea integrales, diferenciales o una mezcla de estas son {en nuestro caso) casi
automérficas. Pero ademés de la acotacién. otra propiedad importante de las funciones casi au-
tomorficas. es que su rango es relativamente compacto.

En la presente seccién se logra determinar que bajo clertas condiciones una solucién acotada de la
ecuacién (2.0.1) con rango relativamente compacto es casi automdrfica. De manera andloga para la
ecuacién (2.0.2). Asi, para determinar la casi automorficidad de una solucion para las ecuaciones
integrales mencionadas es suficiente buscar soluciones acotadas con rango relativamente compacto.

Como hecho preliminar se enuncia y demuestra un lema, que en su esencia otorga explicitamente
una cota superior para uns funcién positiva mayorada por un operador integral.

Lema 2.2.1 Sean D,a,\v: R — R™ con v acotada, ademds Hfix D(t— 8)A(8)ds|lec = 0 < 1,
supongamos también que se satisface la desigualdad:

t
v(t) < a(t) + / D(t — s)A(s)v(s)ds, t € R,

entonces:
u(t) < E'“ﬁ";
Demostracién.
o) = p) < mmu%[;Dw—wmmmma
Sldm+¢[;D@—@Mﬂ%mwm,
luego:

mesuww+H['Da—ﬂMﬂmmmmu:

de esto se concluye que:

ge o

Para nuestro objetivo (plasmade en el signiente teorema), se asumird que la funcién A es la constante
L.

Teorema 2.2.8 Supongamos que f,g € AAR x X;X) son respectivamente Ly y L, Lipschitz
globales, con Ly y L, constantes positivas, C € L*(R™) tal que:

p=1Ljs _:LQHCHLI(]R-G-) < 1.

Entonces una solucidn acotada de la ecuacicn
t
u(t) = ftule) + [ Cle—)ale,u(e))ds
—00

tiene rango relativamente compacto en X si y sdlo si es casi automdrfica.

S
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Demostracién. Laimplicacion necesaria es inmediata ya que toda funcién casi automérfica tiene
rango relativamente compacto.

Ahora mostremos la suficiencia. Consideremos {s,, } una sucesién arbitraria en R, luego existe una
subsucesién {5} C {s, } tal que:

Si K es un subconjunto compacto de X. se tienen los limites siguientes:

hm glt+s,.z) = §lt,z). t R, ¥z € K. (2.2.11)

Hm g(t—s zy=g(t,z), teR, Yz £ K.

=00

. s . 2 4 L - 2. .
También, existe una subsucesion {s,} C {s,}. tal que se tienen los limites :

lim f(t+ sﬂ, z)= f{t,z), teR, Vz € K. (2.2.12)
Fird o OC
nll}l_lk’lm flt—s,.2)=f(t,z), te R, Vo € K.

Supongamos ahora que u € BC(R,X) es solucién de la ecuacién (2.0.1) con rango W, y tomemos
W = K. Luego como {u(t + s,)} es una sucesion en K. por el teorema de Bolzano Weierstrass
existe una subsucesion {s,} C {s,,} tal que la sucesion {u(f + s,)} (subsucesion de {u(i+ sn)}) es

convergente de manera puntual.

Sea @(t) = lim wu(t+ s,). Consideremos ahora la funcién:

=00

£(t) = (6, a(t) / Ot - )35, 5(s))de
luego obtenemos la estimacién:

lult+s0) = BN < 17+ snyult + 8n)) — Fl& D) + (2.2.13)

-

o / IOt~ )98 + s uls + 8u)) — G5, 5(8))}]|de.

Pero también:

£t + spyult+8n)) — FLAE)]] < |+ sn,ult+ 80)) = F{E+ sn, B(E)]| +
+ Hf( + Sp, U ( ) J:( ( Ii
< Lyllult +sn) — @t)]] + [|F G + 50, 8(1)) — F&, 2]
¥
llg(s + su, (s + 8,)) — 8ls, u(8))|| < ”9(5‘5"31»:”(3"'51:))_9(5+5?'-=ﬂ(3))t‘+

+  lgle + sn.@ils)) — (s, als))|
S Lollu(s +sn) ~ a(s)ll + lg(s + sn, @ls)) — 8(s, a(s))]]-

Ahora volviendo & (2.2.13), obtenemos:

ult+ 50) — €I £ Lglluls + sn) — @s)|] + |lg(s + s, &(s)) — 8(s, &(s))| + (2.2.14)
i
+ [ 10— 9l(Lylluls + 50~ ]|+ llas + 5. 1(s)) = 3o, ) e
De esto y por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue, obtenemos la convergencia pun-

tual:
u(t + 5,) — £(t),cuando n — 400,

23



es decir, por la unicidad de limites @(t) = £(t}, por lo que @(£) satisface la relacién integral siguiente:

a(t) = e a(t) —f O(t — 8)§(s, 5(5))ds. (2.2.15)

Ahora veamos que ||G(t — s} — u(t)|| = 0, cuando n - -oc:
t
lla(t—sn)—u()l| < || F(t—sns Blt—sn))=f (t, u(ﬂ)”*‘/_ |Ct=3)[[3(s~su, U s—s52.))—9(s, u(s))l|ds

Nuestro objetivo es estimar las diferencias: ||f(t — s, @(t — 8,,)) — Flt, u(®))| ¥

1G(s — 80, 0(s — s1,)) — g(5,u(s))||. para ello observemos que como el rango de u es relativamente
compacte en X, entonees su limite puntusl @ también tienen esta propiedad; por o tanto aplicando
nuevamente el teoremsa de Bolzano Weierstrass a la sucesién {@(t - s,,)}. podemos ubicar una
subsucesién {8} C {5, } tal que @(t—s;) — 6(t), puntualmente cuando! — +oc ; luego (cambiando
5 POr 8,,) obtenemos:

1t = syt = 80)) ~ FlEu®)]] < ||t = sn, Bt — 8n)) — F(E— 50, 0(0))]| +
+ |IF(t = 50, 0(8)) — £ u(®))]]
< !‘E {t S U (f"sn)) i;t_-gn 5)!‘+
- \If(fﬁf—sn))—f(f—sm NN+

+ (@Bt — 8n)) — (& ult)l]

< gLf“u(t - Sn) - 6’&)” g ijiﬂ(t - 511-} - u(i’)“ +
+ [If(t — s, 8(t)) — F(E0(2))]]-
3;’
[1G(s — sn. (s — sx)) — gls,uls))|| < g(s — sn, (s — 80)) — G(8 — 80, 0(s))|| +
+  ||g(s = sn:6(8)) — g(s, uls)}|
< g

8,08 — 85)) — §(s — 50, 8(s))|| +

{-
_m.:‘”—_:

(
(
(8 — &p, (s — 8,)) — G(s — 50, 8(8))| +
(
(

lfy «f
Sl
~
9
’E_‘;:l-
o
|
w
3

)
s,@(s — sn)) ~ g(s,u(s))|
| ) — 0(&)l] + Lylla(s — sn) — uls)]| +
)

i,
o
—_—

w«
|
o
3
pn)
—_
o s
s

1
oy
—

2]

Ll
—_
i
e

Por esto se tiene:
2L ¢[[a(t ~ $n) — O(8)|| + Lylla(t — sn) — w(t)]] + [1F(t - r, 6(t)) — £ O +

t
[ 10— L e - on) 6|+ 13(s = s, B(e)) = glo. 6 s +

|t = s0) = u(®)]]

I

+ Ly [ 10 = llas— )~ u(e)lde

Pero |a(t — 8n) — u(t)| < 2||ul|w entonces nuevamente existe subsucesién {s.} C {s,} tal que
bt — &p) — u(t)] — n{t) puntualmente cuando ™ — +oc.

Luego, dado ¢ > @, existe Ny(t,¢) € N tal que para todo [ > Ny v por el teorema de convergencia
dominada de Lebesgue

nit) < moe+ Lt +L/ Gt~ s)In(s)ds
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con meg =1+ 2L; + (1 + 2L IO 1 qm+y

m
Por el lema anterior, tenemos n(t) < ] 0

€

.y como € > 0 es arbitrario. se concluye ||@(t — 3,,) —

u(t)]l = 0, cuando n = +oc. O

El siguiente teorema extiende el anterior en favor de la ecuacion (2.0.2). La demostracion es

similar por lo que se omite.

Teorema 2.2.9 Supongamos que L;. Ly, , L, son constantes positivas y f, 01,92 € AAR x X; X)
son respectivamente Lg, L, , Ly, Lipschitz globales, C; € L*(RY) yCa € EY(R™). Ademds considere
que se satisface la desigualdad:

p=1Ls+ Ly ||Cillpams) + Lo [|Cellprm-y < 1.

Entonces una selucion acotade de la ecuacion
i -0
w(t) = flt,u(t)) + / Ci(t — 8)ga1(s, uls))ds + Co(t = s)ga(s, uls))ds

t

tiene rango relativamente compacto en X si y sdlo si es casi automdrfica. O

2.3. Ecuaciones Integro-diferenciales.
En esta seccidn estudiamos la siguiente ecuacién integro-diferencial:
i
u'(t) = Aull) +/ Bt — s)u(s)ds + g(t,u(t)), t 20 (2.3.16)
0

u(0) = zg, (2.3.17)
de la cual se espera obtener una unica solucién mild asintéticamente casi automdrfica. Aqui A :
D(4) c X -+ X, B(t): D(B(t)) ¥ = X, t = 0 son operadores lineales cerrados. densamente
definidos sobre el espacio de Banach X; D(A) € D(B(t)) para todo ¢ > 0 y g(:,-) es una funcién
asintéticamente casi automorfica, zg € X.

Esta ecuacion ha sido estudiada en [29] para el caso de soluciones mild asintdticamente casi
periddicas y casi peridédicas. También se debe recalcar que por la condicién inicial envuelta ésta
ecuacidn es un caso particular de la estudiada en [22]. Por lo tanto se presentan nuevos teoremas
a los presentrados en [29] y que a la vez vienen a ser casos particulares de [22].

2.3.1. Funciones Asintéticamente Casi Automédrficas.

La teorfa de las funciones asintdticamente casi automdrficas se encuentra resumida en los libros
[36, 37] de Gastén M'Guérékata, uno de las articulos autocontenidoes y con informacién importante
en lo que se refiere a propiedades de estas funciones, como por ejemplo, que el rango de una fun-
cidn asintdticamente casi automoérfica es relativamente compacto entre otras, es [22] de Hui-Sheng
Ding et. al. Literalmente una funcién asintdticamente casi automdrfica es aquella que se vuelve
casi automdérfica para niimeros reales arbitrariamente grandes, para formalizar esto definamos los

siguientes conjuntos

Co(R™;X) = {¢ € CRY:X) : Im |lo(0)]] = 0},

CoRY x X;X) = {zp € C(RT x X; X} : _1321 [|¢(¢, z)|] = 0, uniformemente
1 oC

sobre subconjuntos compactos de X}.
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Definicién 2.3.1 Una funcién continua ¢ : BY — X (respectivamente g : BT x X — X) es
asintéticamente casi automérfica (respectivamente asintdéticamente casi autonidrfica en ¢ € R uni-
formemenete sobre subconjuntos compactos de X), si g = f + ¢, donde f € AA(R; X (respectiva-
mente f € AAR x ;X)) v ¢ € Cg(RT; X) (respectivamente Co(RY x X X)).

Denotemos por AAA(RT;X) al conjunto de las funciones asinidticamente casi automdrficas y
AAA(RT xX;X) al conjunto de las funciones asintdticamente casi automdrficas en t € B uniforme-

mente sobre subconjuntos compactos de X.

Observacién 2.3.1 No es complicado notar que si ¢ £ Co(R™;X) (respectivamente Cp(RT x
X; X)), entonces ¢ es acotada (respectivamente acotada sobre subconjuntes compactos de X).

En el siguiente teorema se resumen algunas propiedades importantes de estas funciones. Las
demostraciones de algunas son inmediatas por la que no se realizan, mientras que para su comple-
mento se prefiere seguir una referencia ya que son de naturaleza estandar.

Teorema 2.3.1
1). Sige AAA(RT;X) entonces g es acotada,
2). El conjunto AAA(RT;X) es un subespacio vectorial de BC(R™; X).
3). La descomposicion de une funcidn asintdticamente cast automdrfica es inica.
4). El rango de una funcidn asintdticamente casi automdrfica es relativamente compacto en X,
La demostracién para el ftermn 3) se encuentra en [36], mientras que para 4) se encuentra una
buena exposicion en [22].
A partir del Teorema 1.1.1 ftem 5) v de la observacién 2.3.1 podemos complementar un poco a

la parte 1) del Teorema 2.3.1; esto es, se puede ver que la expresion:

(2.3.18)

+ sup [jo(t)]]

te

llgll := sup [|f(t)]
teR

es finita, esto nos permite avanzar en la estructura del espacio AAA(R™; X}, lo que se observa en

el teorema siguiente.

Teorema 2.3.2 El espacio vectorial AAA(RT;X) es un espacio de Banach, con norma definida
por (2.5.18).

Una demostracién de este teorema se encuentra en el libro [37].

Lema 2.3.1 Sea f € Cp(R* x X;X) entonces f es uniformemente continua sobre subconjuntos

compactos de X uniformemente para t € RY (ver definicion 1.8.1}.

Demostracién. Sea K un subconjunto compacto de X, por demostrar dado € > 0, existe § > 0

tal que si ||z — yi| < 6. entonces || f(t,x) — f(t.¥)|] < €, para todo t € RF,

Por definicién si f € Co(BT x X;X), entonces . lfI'EL || f{t,z)|]| = O uniformemente para z € K,
=¥ == OC

esto signifea que dado € > 0 arbitrario, existe O > 0 tal que si ¢t > O entonces ||f(t,7)]| < g,
con r € K, luego puedo elegir 6’ = 1 tal quesiz,y € K, con |lz—~y|| <1yt > O se tiene

E €
ft2) = fEnll < G2 +IIfEll < 5+ 5 =¢
Sélo queda ver que se satisface para t € [0,D]. En efecto, como [0,9] x K es compacto y f es
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continua entonces podemos ver que f es uniformente continua sebre [0, 0] x K; esto es, dado € > 0,
existe 67 > 0 tal que si (t,2),(s,) € [0,0] x K con |||(4,2) = (s,9)||| = [t — sl + llz = gl <&,
entonces ||f(,z) — f(s,y)l| < e. Luego, si tomamos z,y € K tal que ||z — y|l < 6", se tiene
[I(t,2) = (¢,2)]]| < 6" para todo t € [0,D], lo que implica || f(t,z) ~ f({,y)]| < e. Por lo tanto dado
€ > 0, existe 6 = min{d ,1} tal que si 2,y € K con |lz — y|| < 4, entonces ||f(t,z) — flt,y)]| < e
para todo t € RT.00

Definicién 2.3.2 Una familia {R(t) : t > 0} de operadores lineales continuos sobre X se llama

un operador resolvente para la ecuacién (2.3.16) si, y sdlo si:
(R1) R(0) = I, es el operador identidad sobre X.
(R2) Para todo = € X, el operador ¢ — R(f)z es una funcién continua sobre [0, +00).

(R3) Para todo el operador t > 0, R(t) es fuertemente continuo sobre DA}, y para todo y € D(A),
el operador t — R(t}y es continuamente diferenciable v satisface

t t
%R(z‘.)y = AR[t)y +/ B(t — s)R(s)yds = R(t) Ay + / Rt —s)B(e)yds, t =0,
0 Jo
donde [D{A)] denota el dominio D(A) equipado con la norma del grafico: ||yl = || Ayl + [ly]!
donde || - || es la norma en X.

Para mayor detalle sobre resolventes y condiciones para su existencia, se puede recurrir 2 (27, 43].

Si el operador resolvente R(-) de la ecuacién (2.3.16) existe, entonces se puede definir la solucién
mild de las ecuaciones (2.3.16)-(2.3.17) como sigue:

Definicién 2.3.3 Una funcién v € C{R*; X) se llama una solucién mild de las ecuaciones (2.3.16)-
(2.3.17) si

t
u(t) = R(t)zo + [m R(t — s)g(s,ul(s))ds, t = 0.

Definicién 2.3.4 (Estabilidad exponencial uniforme). Se dice que el operador resolvente
(R(t)):>0 tiene estabilidad exponencial uniforme, si existen constantes positivas M, 6 > 0 tal que
para todo ¢ > 0 se tiene: | R(t)| < Me™%.

Para nuestro interés el operador resolvente debe satisfacer la siguiente condicién:
{A) (R(t))i»0 goza de estabilidad exponencial uniforme.

Los lemas siguientes entregan resultados de composicién en el espacio de las funciones asintdtica-
mente casi automdrficas. Estos responden a la pregunta ;bajo qie condiciones la compuesta de
funciones asintéticamente casi automoérficas es asintdticamente casi automdrfica?. Iniciamos con
un lema importante sobre inclusiones de rangos.

Lema 2.3.2 Sea g=f + ¢ € AAA(R;X) donde f £ AA(R;X), ¢ € Co(RT;X), entonces
7@ teR) c g0 : L e RFT.
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Demostracién. Sea {s),} unasucesién en R tal que 11'1_::_1 sy, = +co, como f € AA(R; X). existe
Tl =-0C

una subsucesion {s,} C {s;,} v una funcién f tal que puntualmente:

Hm fE+s,) = f(t), Mm f(t-s.)=F(t)

n——4oc n—=+00

Sea ¢ £ R un elemento fijo, luego para n suficientemente grande ¢ -+ s, > 0, mds ain t + s, — +oo
cuando n — +oo. luego como g{t + sp,) = f(t + sy,) = &(t + s,,), tomando limites tenemos: f(¢) =
JJim g(t+sn). esto es {fit):teR} c{g(@) : t € RT). Pero {f(t) : t € R} = {f(t) : £ € R}, luego
se conluye que {f(t):t € R} C {g(¢):t e R7}. O

Lema 2.3.3 Sea u € AAARY:X), K = Tulf) 1€ B y g € AAARY x X;X) N Cre(RT x X;X),
entonces (-, u(-)) € AAART;X).

Demostracién. Considere g= f+¢ v u= v+ w, donde f € AAR xX;X) , ¢ € Co(RT x
X)), ve AARX) y w € Co(R7;X) entonces:

g9(t,u(t)) gt ult)) + g(t. v(t)) — g(t,v(t))
gt u(t)) + f(t,0(t) + 6(F,v(t)) — g(t, u(t))

ftv()) + gt ult) — g(t,v(t) + o(t, v(t).-

se afirma que f(w() € AAR;X) v que g(,u(+)) — g( () + o(-,v(+)) € Co(RT;X), En efecto:

i

1) Por el teorema 2.3.1 ftem 4) el conjunto K = {u(t):t € R} es compacto. Ahora, como
f =g—¢ v g,¢ son uniformemente continuas sobre K uniformemente en & Rt, tene-
mos que f también lo es. Ademsds por el lema 2.3.2 tenemos que K, = {v(t):te R} C
{u(t): t € BT} es un compacto, por lo tanto f € Cx (R™ »x X;X). Ahora en vista del lema
1.3.2, podemos concluir que f € Ok, (B x X;X). de esto el lema 1.3.1 nos permite concluir
que f(-,v(-)) € AA(R; X).

b2
o

No es dificil ver que ¢(-,v()) € Co(RT;X). ademds el hecho de ser g uniformemente continua
sobre K uniformemente para t € ET junto con la igualdad |ju(t) — v(t)| = ||w(t)|| muestran
que g(-,u(-))—g(-,v(-)) € Co(BR™;X), por lo tanto podemos concluir que g(-, u(-})—g(-,v(:))+
o(-,v()) € Go(R*;X). D

Lema 2.3.4 Si {R(t)}i50 satisface (A) y g € AAART xX;X) es una funcidn Lipschitz, entonces
pare todo u € AAA(RT;X) la funcidn:

¢
B f R{t = 8)g(s, u(s))ds
0
es asintdticarnente casi eutomdrfica.

Demostracién. Considereg= f+¢.donde f € AARx XXy g € IR xXX)yu=v+w
con v € AAR; X),w € Co(R™; X), luego:

B(t)

Ii

t ¢
[ R(t - s)f(s,fu(s))ds+/ R{t — 5)%(s)ds
40 0

t 0 . ot
/ R(t - s)f(s,v(s})ds—f R{t — &)f(s,v(s))ds + / Rt — s)d(s)ds.
5 0

v =00 o



Donde #(s) = g(s,u(s)) — g(s,v(s)) +o(s,v(s)). que por el teorema anterior estd en Cp (Rt x X;X).
Ahora escribimos: #{t) = T(t) + H(t), donde

T(t)zf: it~ 8)f(s, u(s))ds, H(t) = iR(t—s)ﬁ(s)ds*/j’ Rt — 8)F (s, v(s))ds:

0
Se afirma que 7'(-) € AA(B:X) v H(-) € Co(R™;X), en efecto:

1) La demostracién que T'(-) € AA(R; X) es exactamente el lema 1.3.3.

2) Dado ¢ > 0 existe una constante N > 0 tal que para todo ¢ > N se tiene [|9(t}|| < €. Sea

t > 2N | entonces:

H @)

; ‘ 0
;g/ﬂ R(t~s)19(s)ds+/£ R(i—s)ﬂ(s)dsrf_ Rl - )5, 0(5))ds

IA

% 4 8
/ Me=®0=9)|j9(s)||ds + Me f e~80=8)ds 4 M / 00|\ (s, u(s)) | ds
0 —oo

i
]

5 _ : ;
< Ml [ e sk Me [ s palf) [ ebdae
0 t e

2

M. s M M o
L — R e A
< e et 5 lifle
De esto se concluye que lim H(t)=0. O
t—r+oc

En los siguientes teoremas se decide la existencia y unicidad de la solucién mild asintéticamente
casi automdrfica de las ecuaciones (2.3.16)-(2.3.17). Estos son parecidos & los presentados en la

seccion de ecuaciones infegrales.

Teorema 2.3.3 Sean g € AAARY x X:X), {R(t)}+>0 el operador resolvente que satisface (A) y
o0 > 0, considere el conjunto:

. )
Ag={y € AAART.X) : {ly — wlleo < 0}, con yo(t) = R(t)zo +/ R(t — s)g(s,0)ds.
0

Supongamos gue:
). l|lyollse < o ¥ exite Ly > 0 tal que:

gt w(t)) — g(t, x| < Lglly(t) — z(t)]], v,2 € Dot €R.

b). Las constantes L, p, M, 6 satisfacen lo relacidn:

00

—ee (2.3.19
3o+ vollos) (2:3.19)

Ly <

Entonces la ecuacidn (2.9.16)-(2.8.17) tiene une dnica solucidn mild esintdticamente casi au-

tomorfica .
Demostracidn, Considere el operador:
T:AAART;X) — AAART;X) (2.3.20)

t
Ty(t) = R(t}$0+£ R{t — 5)gls,y())ds



se tiene de los lemas 2.3.3 y 2.3.4 que I es un operador bien definido. Mostremos que T tiene un
Unico punto fijo en Ag.
1) Se demostrars la inclusién I'(Ag) € Ag. En efecto, sea y € A entonces:

ITy(®) - wo(t)l| < /{WRWsnng(s,y(s))—g(s,omds

i
£ B fﬂ (R{t - 8)|dsliylloo
M )
= LQF(EHI?JOHOCJ
< o

2) T es una contraccion sobre §1. Sean yi,y2 € Ap luego:

T3 (t) - Twae)l] < ] |R(E - )lllgs 1(s)) — 98 3(s))lde

(74N

1
L, / IR(t — )|ds]ls: — el oc

IA

M ‘
Lyl = vl lo:
Por (2.3.19) se tiene que el operador T' es una contraccién en Ag, por lo que posee un inico

punto fijo. Esto implica que la ecuacién (2.3.16)-(2.3.17) tiene una unica solucién mild que es

asintéticamente casl automérfica . O
Teorema 2.3.4 Asuma que ¢ € AAA(RT x X;X) y satisface lo condicidn de Lipschitz local:
lg(t.z) — g(t, )l £ Lo(riliz — yl| (2.3.21)

para todo t > 0, z,u € X con |lz|,||y|| £ r, donde Ly : RT ~» B¥ es una funcidn continua y
[R(t)}s>0 el operador resolvente que satisface (A). Sea C = sup;q {l9(Z, 0)]].
Si se satisface la desigualdad:

ér .
sup(ﬁ«- —rLg(r)) > C + dlizall, (2.3.22)
>0 M

entonces la ecuacion (2.8.16)-(2.8.17) tiene una unica solucion mild que es asintdticamente casi

automdriica.

Demostracién. Considere el operador I' definido en (2.3.20). Se tiene de los lemas 2.3.3 y 2.3.4
que I' es un operador bien definido.
Por la condicién del supremo dade en la expresién (2.3.22), tenemos que existe S > 0 tal que:
55
M
Clonsideremos el conjunto cerrado & = {y € AAAR,X) : ||y}|oec £ S}, probemos que I' posee un
dnico punto fijo en Q. En efecto:

= 8Ly(§) > C + &l |- (2.3.23)

1) T(Q) C 9. Sea y € Q. luego:

IEO©l < IR@el+ [ 1AE- o)lots,u(6) )~ ols.0)lids + [ 1RE = o)lite,0)lds

M
Milol| + SLo(S) +CF

5.

A IA

Donde la tltima desigualdad se sigue de la expresién (2.3.23).
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2} T es contractivo en 2. Sean 37,y € 1. entonces:

1
[Ty (t) — Tye(t)l| < 1 [R(t — s)lllg(s,y1(s)) — gle,y2(s))lds

M
L;;(S)"B“Hy] — ¥2{loe-

N

Ademds de la desigualdad (2.3.23) se tiene:

Moo
Z(S(Lg(S)) + C + bllooo) < 5,

M
5Ly(5) <

de esto,
I:5—"r,c_(_,(:>*) <1

Concluimos que T' posee urn tinico punto fijo en {! que es la tinica solucién mild asintoticamente
casi automérfica de la ecuacién (2.3.16)-(2.3.17). U

Como consecuencia a éste Teorema se puede conseguir el siguiente corolario
Corolario 2.3.1 Asuma que ¢ € AAARY x X; X) y satisface la condicidn de Lipschiiz local:

llg(t, =) — gt vl £ Lyllz — il

para todo t > 0, z,y € X con ||z||,|iyl| £ v y {R{t)}:z0 el operador resolvente que satisface (A).
Si se satisfoce:
> Ly,
entonces lo ecuacion (2.8.16)-(2.8.17) tiene una dnica solucidn mild que es asintdiicamente casi
automorfica.

TUna aplicacién del Teorema 2.1.2 para la ecuacién (2.3.16)-(2.3.17) es el siguiente:
Teorema 2.3.5 Sea T el operador definido en (2.8.20), {R(t)}i>0 €l operador resolvente que sa-
tisface (A) 4 ¢ € AAARY x X;X) una funcién Lg-Lipschitz en lu segunda variable. Considere

p >0y el conjunto:
Ag = {y € AAARTX) : |y - woll < £},

con.
t
i) = (TO)(8) = Rithao + | Rlt - s)g(s,0)ds,
0

suponga que se cumple la desigualdad:

0<f=(1- )™My — volloo < 2,

LM
5

LM
con =% < 1. Entonces la ecuacidn (2.8.16)-(2.8.17) tiene una dnica solucidn mild y € AAART;X)
gue cumple ||y — yolle < p-

Demostracién. La demostracién se sigue del Teorema (2.1.2); en efecto, sea
B(yo,8) = {z € AAART;X) : ||z — woll < 6},

consideremos z € B(yq,§), entonces:

()0 -0 < [C2)E) ~ Cu) @]+ Teo)) ~ o)
< (2112~ golloe + 1790 ~ g0lle
< 0.



Notemos que de ia demostracién del item 2) del Teorema (2.5.4), se concluye que Ia constante de

LM - .
Lipschitz para T es Lr = ”T por lo que es posible obtener T'(B(yg,6)) € B(ys, 0). O

Este teorema entrega un nuevo tratamiento para la ecuacién mas general que se estudia en [22]

el enunciado ¥ demostracién no la incluimos va que escapa de nuestros objetivos.

Reciéntemente el autor v M. Pinto estdn obteniendo aplicaciones de los resultados expuestos en
esta seccién a ecuaciones integro-diferenciales gque modelan la conduceidn del calor en materiales
con memoria [13].

2.4. FEcuaciones Diferenciales
Iniciamos esta seccidén enunciando el siguiente Teorema

Teorema 2.4.1 Sea f € AARX) y F: R — X tal que F(t) = fg f(s)ds. F es casi automdrfica
si y solo si tiene rango relativamente compacto. [

Una demostracion de éste hecho se puede encontrar en (36, Teorema 2.4.4].

Cuando el espacio de Banach X es uniformemente convexo la conclusién del Teorema 2.4.1 tiene
la siguiente forma: F(-) € AA(R;X) si y sdlo s7 es acotada. la demostracién se puede ver en [36,
Teorema 2.4.6].

En esta seccién (v en lo gue sigue - salvo que se especifique lo contrario -) nuestro espacio de
Banach X serd el espacio euclideano CP,p € N = {1,2,3,...}. Esto implica que en nuestro caso
para que la funcién F(-) sea casi automérfica, es suficiente notar que sea acotada.

Con estas observaciones explayamos nuestros intereces:
En primer lugar nuestro interes es estudiar las soluciones casi automdrficas para la ecuacion escalar
neutral:

z'(t) = ex(t) + B2'(t) + f(2),
paraa,f € C, .f £ 1, f € AA(R,C), las ideas desarrolladas para esta ecuacién nos llevaran al
estudio de las soluciones casi automdrficas para el sistema neutral:

a'(t) = Az(t) + Ba'(t) + £ (t),

donde, A, B : C* — C” son operadores lineales con un triangularizador en comin, f € AA(R, C7).
Luego utilizando la teorfa de Dicotomia exponencial, se estudia las soluciones casi automorficas
del sistema neutral no auténomo:

como consecuencia de ello se estudia al sistema neutral no-auténomo:
z(t) = A)z(t) + [alt, z(t)] + g(t. z(t)). t € R
v el sistema neutral auténomo:

o' (t) = Az(t) + (At ()] + gt z(t)), t € R,

con h una funcién diferenciable.
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Finalmente se analizan las soluciones casi automorficas compactas de los sistemas Lineal y semi-
lineal siguientes: '

z'(t) = At)z(t) + £(2),
a'(t) = Alt)z(t) — f(t, z(2)).

2.4.1. Ecuacidon Escalar Neutral.
Estudiemos la siguiente ecuacion diferencial escalar neutral:
x'(t) = ax(t) + B2'(t) + F(T). (2.4.24)

donde a,f € C, £ # 1, f € AA(R,C). Realizando los arreglos adecuados. la ecuacién (2.4.24)
queda:

4 — & i Y
z'(t) = I—BZM } 1n~[~]f(t"‘
sl llamamos v = l_a_ﬁ’ entonces la ecuacion (2.4.24) es:
Para o # O
z'(t) = o (t) - a Ny f(t), (2.4.25)
cuyas soluciones son:
i) si Re(y) £ 0.
Sea Re(~} < 0, entonces:
i
z(t) = a"lﬂ,f/ "9 f(5)ds, (2.4.26)
—o0
si Re(7) > 0. entonces:
+oc
2(t) = —a" 1y / e?t=# f(s)ds. (2.4.27)
i

Las que, gracias a los lemas 1.3.3 y 1.3.4, podemos garantizar que son casi automorficas.

ii) Si Re(y) =0, llamemos ¢ = In(~) entonces la solucion explicita es:

t
z(t) = e (Cy + g/ﬂ e~ f(5)ds), (2.4.28)

1
v observamos que esta solucidn es casi automdrfica si y sélo sf la integral f e 5 f(s)ds es
0

acotada (Teorema 2.4.1 o [36, Teorema 2.4.6]).

Para o = 0, la ecuacién es:
1

ey

(1) = F(0). (2.4.29)

con esto la solucién de (2.4.24) es:

i) = ﬁ ]U ' f(s)ds, (2.4.30)

que es casi automorfica sf y sélo si fé f{8)ds es acotada {Tereoma 2.4.1 o 36, Teorema 2.4.6]).

En resumen se ha demostrado el siguiente teorema:
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Teorema 2.4.2 Sea [ ¢ AA(R.C),a,f € C tal que £ # 1, si tomamos 7 = 125, entonces la
solueidn casi automorfica z(t) de (2.4.24) para o # 0 tiene lo forma:

i) si Re(vy) # 0, entonces las soluciones estdn dadas segin las ecuaciones (2.4.26) y (2.4.27)

&

i) Para Re(~y} =0, st f e~ f(s)ds es acotada entonces la solucion casi automorfica es:
0

oty = (Co+ 5 [ e s(s)as),

44

donde 0 = Im(7).

. rt 1p . .
En el caso en que . =0, si [; f(s)ds es acotada, entonces la solucion cusi automorfica es:

= /t i
0

1-8

O

2.4.2. Sistema Neutral.
Consideremos el siguiente sistema neutral de ecuaciones diferenciales ordinarias:
2/ (t) = Az(t) + Bz'(t) + f(1), (2.4.31)

donde, A, B : C? — C?P son operadores Hneales, f € AA(R,CP). Supongamos que A, B tengan
un comin triangularizador T : C7 — C¥ (lo que se satisface por ejemplo si estos conmutan).
Consideremos z(¢) una solucién acotada de (2.4.31}.

Sean:
Q1 iz Gz 0t G B bia bz -o- by
Amriar= |0 % P | g pagy | B bm o b
6 0 - 0 a {) 0 - 0 By

donde a; son los valores propios de A y £; son los valores propios de B que cumplen a; € C, 8; €
C— {1} para todo j € {1,2,--+ ,p}.
Consideremos ahora el siguiente cambio de variable:

y(t) = T7a(t), (2.4.32)
entonces, derivando y utilizando (2.4.31) tenemos un nuevo sistema en y:

Y(t) = T7%/(t)=T7'[Ae(t) + Ba'(t) + f(t)]
= Ay(t)+ By (t) + T £(2).

Sea H(t) := T~ f(t) = (ha(t),h2(2), - ,hp(t)). y como T™" es un operador lineal, el corolario
1.1.1 nos asegura que T~ f(t) es casi antomérfica. Luego tenemes el siguiente sisterna:

o' (t) = Ay(t) + By () + H(2) (2.4.33)
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la que en su forma expandida es equivalente a:

r n
y; [l‘,) — (lel(ﬂ) -+ Zauyi(t} -+ ﬁlyi(tj -+ Z bliy;(tj =+ hl(t}
=2 =2
v P
w(t) = copa(t)+ D augu(t) + Bava(t) + > busgilt) + ha(t)
i=3 =3
y;j_l{t] = ap-1Up-1(t) + G—1p¥p(t) + ﬁp—]_y;‘.]_l(t) + bif—ll?y;(t) + hp-1(2)
y;ft} = C"pyp(t) + ﬁp"v';;[t) + h:n(t)-

Tomemos la p-ésima ecuacion:
yp(t) = () + Botl(t) + hpld), (2.4.34)

como se trata de una ecuacién escalar podemos obtener la solucién casi antomorfica a través del
Teorema 2.4.2. Sea §,(t) la solucién casi automoérfica de (2.4.34), entonces:

ﬂ;,(t) = oyfp(t) + ﬁpf»’;j (£) + hp(t),

de esto podemos verificar que :
1 _
lv—ﬂpf%yp () + hp(t));

lo que indica que la funcién derivada §,(t) es casi automorfica, ya que hy(t) lo es.

fp(t) =

Consideremos ahora la (p — 1)-ésima ecuacion:

y;;-l(ﬂ = ap_1Yp-1(t) + ﬁ?’fly;’rjfl(t) + [ap—lp?}p(t) -+ bpqu;,(t) + h'p—l(t)] .
Notemos que:
2p—1(t) := p—1pTp(t) + bp—1p8p(t) + hp—1(t)
es casi automérfica. nuevamente aplicando el Teorema 2.4.2 obtenemos la solucion casi automérfica
Pp-1(t) de la ecuacién:
lU;;—l (£) = cp—1¥p-a(2) + ﬂp*l?f’;)-l(t) + zp-1(t).
Siguiendo este procedimiento podemos obtener la solucién casi automdrfica (§i:(t), §2(t), -+ . ¥p(1))
del sistema {2.4.33), que bajo el cambio de variable (2.4.32) se obtiene la solucién casi automorfica:
#(t) = Tg(t)

del sistema (2.4.31).

En resumen se ha demostrado el siguiente teorema.:

Teorema 2.4.3 Sean A, B : CF — CP operadores lineales con coman triangularizador T : C7 —
Cr, f € AA(R,C") tal que los valores propios de B estan en C — {1}, enfonces toda solucidn
acotada x(t) del sistema (2.4.81) es cast automdrfice. [

Para ver condiciones bajo las cuales dos operadores conmutan, se puede recurrir al libro [44] El
método empleado en la demostracién del Teorema 2.4.3 se denomina método de reduccion, en
la referencia [36] se puede ver una descripcién para el casc de un sistema lineal no neutral. Este
método ha sido ocupado ampliamente en el estudio de ecuaciones diferenciales con retardo.



2.4.3. Sistema Neutral con Dicotomia.

En la presente subseccidn estamos interesados en estudiar las soluciones casi automorficas de
la ecuacion diferencial:
' = Alt)x + f{t), (2.4.35)

con énfasis en aplicar las ideas a ecuaciones neutrales no-auténomas del siguiente tipo:
&' = A(t)z + [h(t, z)] + g(t, 2). (2.4.36)

Se asumird que la parte homogénea asociada a ellas tenga una dicotomia exponencial y adi-
cionalmente que la funcidn de Green asociada sea Bi-casi automdrfica. Como consecuencia se
establece la solucién casi automérfica para la ecuacién neutral auténoma:

' = Az + [h(t.z)) + g(t. 2). (2.4.37)

La definicién de Bi-casi automdérficidad se indica en el trabajo de Ti-Jun Xiao et. al [51] donde

es utilizada para determinar existenciz y unicidad de la solucién mild pseudo-casi antomérfica de
las siguientes ecuaciones diferenciales no-auténomas de evolucién:
"= Alt)z + fit,z),
z' Atz + ft,z(t — h)),
"= Alt)z+ f(tz(a(t x(D))),

)
|

2y
I

consideradas sobre un expacio de Banach X, en la que A(f) genera un procese evolutivo U(t, s)
hiperbélico (dicotémico).

Definicién 2.4.1 (Bi-casi automérfica) Sea f(:,-) : R x B — CP una funcidn continua, f se
dice que es Bi-casi automdrfica, si para cualguier sucesion {s,}nen C R existe una subsucesion
{80} nen € {8, Inen tal que los sigumienies limites puntuales se tienen:

Hm f{t+ 8,,8+ sn) = g(t,3),

[ R el

im g(t— sn,8 — sn) = f(,9).

n—=-+oc
La definicién que sigue es sobre dicotomia exponencial, para ello necesitamos escribir el sistema
homogéneo involucrado en las ecuaciones precedentes, esto es :

Z'(t) = Alt)z(t), teR (2.4.38)

Definicién 2.4.2 (Dicotomia exponencial} Sea ®() una matriz fundemental de la ecuacion
(2.4.38), entonces (2.4.38) tiene una dicotomia exponencial con pardmetros (o, K, P), si emisten
constantes K > 1,a > 0 y una proyeccion P (P? = P) tal que |G(t,s)| < Ke™@*"% t,s € R,
donde la matriz de Green G(-,') estd dada por:

| )PP (s)t 2 s
Gltye) = { —3(t)(I — P)®~(s),t < s.

Exdisten muchos libros sobre la teorfa de dicotomfas, algunos de ellos son las referencias [12, 17, 33].
Para ver condiciones que aseguran que la funcién de Green es Bi-casi automérfica se puede recurrir
a [20, 35, 51) y algunas de sus referencias.

El primer teorema donde se utilizan las definiciones de Bi-casi automorficidad y la de dicotomia

exponencial es el siguiente:
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Teorema 2.4.4 Sea f € AA(R:C?), suponga gue el sistema homogéneo (£.4.38) tiene una (o, K,P)-
dicotomia exponencial con funcion de Green Bi-casi automidrfica. Entonces la unica solucion aco-
tada de (2.4.35) es cast automdrfica.

Demostracién. Sea G(t, s) la funcién de Green asociada a (2.4.38), entonces |G{t,s)| < Ke~elt=s],

t,s € B. Por férmula de variacién de parémetros la unica solucidn acotada de (2.4.35) es:

o) = [ Glt.s)f(s)de,

—0ox

con cota ||z)lec < 2| f]|eo- Se afirma que x es casi automérfica, en efacto: sea {s) }new C R una
sucesién arbitraria, por ser f casi automérfica, existe una subsucesion {&f lnen C {8 nen CR Y
una funcién g tal que los signientes limites puntuales se satisfacen:

lim f(t+ s,) = glt),

=00

lim g(t — &) = f(1).

n—+oc
También, al ser la funcién de Green G(t,s) Bi-casi automdérfica, existe una subsucesion {8, }nen C
{8, }nen ¥ una funcién A(-,-) tal que los siguientes se tienen:

im Gt + 5,,8+ 8,) = Alt,s); t,s € R,

IO

. lim A(t — &p, 85— Sn) == G(t; S)‘ .i)s € R
Luego:

z(t+s,) = G(t + su,8)f(s)ds
—+oo
= G(t + 8.8+ STJ‘)f(S + S”')ds
—oc

pero:

|Gt + 8,8+ 8,)| < Kemolt—sl. ¢ s c R,

Por lo tanto debido al teorema de convergencia dominada de Lebesgue obtenemos:

+o0
im z{t+s,)= Alt, s}g(s)ds =: v(t).
71— +oo —
Ahora:
“+oo
vt~ s5,) = Alt — s, 5)g(s)ds
-0
= At — 8n,8— 8p)9(5 — 85 )ds (2.4.39)

ycomo At — 8n,8 — 8} = Hm Gt — 8n + 8m, 5 — 8p + Sm ), entonces:

m—+-00

|AR = 8,8 —8n)| = nli@ |Gt — 8p + Sm, 5 — 8n + 8m )|

Kealt=¢l ¢ se R

IA

luego |Alt — 8,8 — 801 < Ke @151 ¢, 5 € R, nuevamente el teorema de convergencia dominada
de Lebesgue en la ecuacidn (2.4.39) otorga la igualdad: '
+oo
lim o(t—s,) = G(t,s)f(s)ds. O

n—=+o0 —EE
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Como se habia mencionado, las ideas del tecrema anterior se rescatan en favor del estudio de la
ecuacién neutral (2.4.36); como se vers en la demostracién, también son necesarias los conocimien-

tos de la seccién de ecuaciones integrales.

Teorema 2.4.5 Suponge que para lo ecuacion (2.4.56) se satisfacen las siguientes hipdtesis:

a. Lo ecuacién homogénea (2.4.38) tiene una (a,K,P)-dicotomic erponencial con funcidn de
Green Bi-casi automdrfica.

b g,h € AA(R x CP;C") tal que para tode =,y € AA(R; CP) con ||zl £ R; llyllc € R -
|a(t,z(t) — h(t,9(t)] £ Lullz ~ ylle. t € R,
gt z(t)) — g, y(t))| < Lgllz — ¢lloost € R

¢. Se tiene lo desigualded:
2K !
Ly + ?(Ly + [|A]looln) < L.

Entonces la ecuacidn diferencial neutral (2.4.36) tiene una tinica solucidn y € AA(R; CF).

Demostracion. Dado que :

2K
Ly -+ F(LQ + || Al|seLn) < 1,

se tiene: .
2K )
Como g,h € AA(R x C?;CP) se tiene que son uniformemente acotadas con respecto a la variable

real, de esto podemos encontrar un nimero real By > 0 tal que para todo R > Ry se cumpla la

desigualdad:

2K 2K, .. ,
sup |g(t, 0)| 4+ {~—||Allec + 1)supli(z, 0)|.
teR (&3 teR

2K i
R = R(Ly+ —(Ly + [|AlleoLn)) 2 —
Tomemos ahora el conjunto cerrado B(0, R) = {y € AAR;C") : ||yllee £ R}. Sea G{i,s) la
funcién de Green asociada a (2.4.38). Por férmula de variacidn de pardmetros, de la ecuacion
(2.4.36) obtenemos la ecuacidn integral siguiente:
+00

alt) = h(t.2()+ | Glt.s)lo(s.2(s)) + Als)h(s. z(s)]ds, (2.4.40)

por lo que toda solucién de (2.4.40) es solucién de (2.4.36).
Consideremos el operador:

I': AAR,C?) — AA(R,CP)
+oo

w — TDw(t) = h{i,wit)) + G(t, s)[g(s, wis)) + Als)h(s, w(s))|ds

-0

1) El operador I" estd bien definido debido a los lemas de composicién y al Teorema 2.4.4.



2) Solucién inica.
Mostremos primeramente que I'(%5(0, R)) € B(0, ). En efecto, sea y € B(0, ) entonces:

(Ty)) < mwyMN+/ 1G(t,9)|l[g(s, u(s)) + Als)h(s, y(s))]]
oK ‘
< Lulylles -+ sup Az, 0)] + == (Lglitllee + || AlleoLil¥lloo) +
teR o
2K
+ == (sup|g(s,0)| + ||4]|cc suD|A(5, 0)])
a gk s€B
2K 2K
S Rln+B—(Ly+ [ Alloo L) + (I Allec + 1)81}§ {h(s,0)|
2K
+ = suplg(s,0)
& Q  scR
< R.

Sean ahora z,y € *B(0, R), entonces:

|R(t, 2(£)) — hlt, y(t))] +
+o0
- / IG(%, 8)llg(s, 2(s)) + A(s)h{s, x(s))|ds —

—oc

[(Tz)(t) — (Ty)(t)]

IA

+oc
— [ 16l 6 + Als)hls,vis) s

s -41:\.,', 1
< Lullz = ylloo + a RL.qu = Ylloe + [1A]|seLnllz — #llsc)
2K ; i
< (Ln+ ?(Ly + || Allee La )|z = Ylloe-

De esto y de la hipétesis (item c) se llega a determinar que I' es un operador contractivo en
B(0, R), luego por el teorema de punto fijo de Banach existe una tnica solucién de {2.4.40)

v por lo tanto para (2.4.36). O

Como consecuencia de éste teorema se estudia en el siguiente corolario la ecuacion neutral (2.4.37).
Se denota por o(A) < C el espectro del operador A, pero como en nuestro caso estamos trabajando
en CP, o(A) denotard al conjunto de los valores propios de A. Con Rea(A) se denota la parte real

de los elementos de o(A).

Corolario 2.4.1 Consideremos el sistema neutral (2.4.837), con A € My(CF) una matriz constante

Y asuma gue:
i. Rea(A)# 0; h, g satisfacen la hipdtesis b} del Teorema 2.4.5.
ii. Se satisface el fiem c) del mismo teorema pare K, a a especificar.

Entonces, existe R > 0 fal que la ecuacidn (£.4.87) tiene una dnica solucidn y casi automdrfica

que satisface ||y} < R.

Demostracién. Dado que Rec(A) # 0, entonces existe dicotomfa exponencial para la ecnacién

homogénea ' = Ar, con matriz fundamental X () = ¢! y funcién de Green:

eAlt-8lp t> s
&) = A oET 2
G(t, ) { —eA(t—S)Q, g (2.4.41)
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con P2=P, P+Q =1y Reo(AP) < 0, Reo(AQ) > 0, ademss |G(t,s)] < Ke~®'sl t s e R (K,
o son las constantes que se consideran en ii). La solucidn de (2.4.37) es la solucién de la ecuacién

integral:
z(t) = hit,=z(t) + = Glt,8)0(s,z(s))ds (2.4.42)
= h(i,m(t))-‘r/i eAl=9) PO(s m(s))ds —

+oo
- f A= 00 (s, z(s))ds,

t

donde ©(s,y{s}) = Ay(s) + g(s,y(s)).
Definamos el operador:

T: AAR;CP) — AA(R;C") (2.4.43)

Tz(t) = h(t,m(t))—f—fﬁ A=) PO(s, 2(8))ds —

- /+oo eAC=9Q0(s, z(s))ds.

Ji

1) Gracias a la observacién (1.3.1) y a los lemas 1.3.3 y 1.3.4 el operador I esté bien definido.

2) Si ponemos f(t,z(t)) = Az(t),Ci(t — 5) = eI P,Colt — 5) = —eA0=51Q g1 (t, z(t)) =
go(t.z(t)) = O, z(1)) , la demostracién de existencia y unicidad de la solucién para la

ecuacion (2.4.37) se sigue del Teorema 2.2.5. O

Observacién 2.4.1 Notemos que en la ecuacién integral (2.4.42). la funcién de Green (2.4.41) es
Bi-casi automdrfica, entonces tomando el operador:

T:AAR:CP) — AA(R;CP)
Tz(t) = hlta@®)+ [ Gt s)0(s,yls))ds,

—oT

podemos concluir el corolario como ¢l Teorema 2.4.5.

2.4.4. Soluciones Casi Automoérficas Compactas.

Las funciones casi automdérficas compactas son funciones que contienen a las casi periddicas
v estan contenidas en las casi automérficas. El estudio de ecuaciones diferenciales que tengan
soluciones casi automérficas compactas se remonta al trabajo de A.M. Fink [26] en el cual histéri-
camente es la primera vez que aparecen esta clase de funciones. Reciéntemente, B. de Andrade y
C. Cuevas han estudiado soluciones casi automdrficas compactas de la siguiente ecuacién:

z'(t) = Az(t) + f(t,z(t))

sobre un espacio de Banach, donde A es un operador tipo Hille-Yosida.

Debido a que las ecuaciones en esta seccién tienen parte homogénea no-autdnoma, el estudio de
ellas se vuelve un poco més complicada. En la seccidn anterior habiamos notado que para encontrar
la solucién casi automérfica uno de los requisitos es que la matriz de Green sea Bi-casi automdrfi-
ca, para determinar esto varics autores consideran que es una consecuencia de las condiciones de
Acquistapace-Terrini (entre otras) [4, 23, 35, 51), pero estas condiciones no son sencillas de veri-
ficar. Por ello necesitamos en nuestro contexto un resultado que asegure la Bi-casi automorficidad
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sin ocupar las condiciones de Acquistapace-Terrini. Efectivamente en esta seccién este hecho se
consigue y la demostracién sigue algunas ideas encontradas en el caso casi-periddico.

Para presentar este resultado recordemos que la ecuacién (2.4.38) es el sistema siguiente:

Este resultado principal se enuncia bajo un lema, al que hemos bautizado como Lema Fundamental,
va que en su demostracién arriban sucesiones de ecuaciones diferenciales y de matrices fundamen-
tales las que nos ayudaran a estudiar en el siguiente capitulo a las ecuaciones diferenciales con
argumento constante a trozos. E] lema se enuncia como sigue:

Lema 2.4.1 Supongamos que el sistema (2.4.88) tiene una (o, K, P) dicotomia exponencial con
matriz fundamental ®(t), ®(0) = T y que lo matriz A(t) es casi automdrfica compacte, esto es:
Dado una sucesion arbitraria {s,,} C R existe una subsusecidn {s,} C {s,} tal que los siguientes
lémites son uniformes sobre subconjuntos compactos de la recte real

lim A(t+s,)=B(), lim B{t—s,)=Alt). (2.4.44)
Tr =00 n—r-oc - .
Entonces la ecuacion:
y'(t) = B(thy(t). (2.4.45)

tiene una dicotomia ezponencial. Mds ain le funcidn de Green asocieda o (2.4.38) es Bi-casi
automdrfica compacta.

Este lema se aprovechars para obtener soluciones casi automdérficas compactas de las ecuaciones
siguientes:

z'(t) = A{t)z(®) + f(i), teR (2.4.46)

z'(t) = Alz() + f(.z(), teR (2.4.47)

donde A(-) sea casi automérfica compacta. f(-} una funcién casi automdérfica compacta y que
f(,z(-)) sea casi automdriica compacta a la que le adicionamos condiciones adecuadas.

Antes de realizar la demostracién del lema, especifiguemos la definicidén de funcidn casi automérfica
compacta v de algunas de sus propiedades.

Definicién 2.4.3 Una funcion continua f : R — X, es casi automdrfica compacta, si paro
cualquier sucesion de nimeros reales {5} ezisie una subsucesion {s,} C {s;,} y una funcién
f tal que los siguientes limites son uniformes sobre subconjuntos compactos de la recta real:

Um f(t+en)=f(t), Um F(t—ss)=f(t).

n—+co [t +e]
Denotemos a este conjunto por A4Ae(R;X). Notemos que por definicidn se tiene AAc(R;X) C

AAR;X).

Como se hizo en el Capitulo 1 para las funciones casi automdrficas, se puede mostrar que
AAc(R:X) es un subespacio vectorial cerrade de BC(R; X) equipado con la norma del supremo.
Esto nos permite resumir una propiedad importante de estas funciones en el siguiente teorema:

Teorema 2.4.6 El espacio vectorial AA-(R;X) es un espacio de Banach equipado con la norma

del suprema. O
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Para estudiar la ecuacidn semilineal (2.4.47). necesitamos la siguiente definicién.

Definicidn 2.4.4 Una funcion continue [ B x X — X, es casi automdrfica compacta ent € R s
para cada x € X y para cualquier sucesion de nimeros reales {s],} ezisten una subsucesion {s,} C
{sl,}, una funcidn f ial que los siguientes limites son uniformes sobre subconjunios compactos de

la recta real:

n—++oc N—s=00

lim flt+sy,z) = f(i,z), lim f{t—sn,x)= f(t).

X)

Denctemos a este congunio por AAc(R x X

También es necesario el siguiente lema de composicién

Lema 2.4.2 Sea € AAc(BRxX;X) una funcidn Lipschitz en lo sequnda variable yu € AAC(R; X)),
entonces lo funcidn compuesta f(-,u(-)) es cast automdrfica compacta.

Demostracién. Consideremos Ly la constante de Lipschitz. Sea {s],} una sucesién arbitraria de
niimeros reales v A C R un subconjunto compacto, por hipdtesis existe una subsucesién {s,} C
{s!,} tal que los siguientes limites uniformes se satisfacen:

a). Um f(t+sn,2z)= flt.z), te Azek,

=t O

b). lUm F(t—su,z)=f(tx), teAzeX,

—F+0C

¢). lm wu(t+s,)=at), te A,

n—+00 N

d). lim 4t —s,) =ult), t€A

n——400
Luego:
£+ s ult + 8a)) — F(& GEI| < Lyljult + sn) — G| + 7 + 50, 8(8)) — 7, 8E)]I-
Des esto, de a) y ¢) se puede notar que 1im f(t + sy, u(t + 5y)) = F(t,@(t)) uniformemente para

t € A La demostracién del limite Hm f(t—sﬂ, ii(t—s,,)) = [(t,u(t)) se hace de manera similar. (]

Este lema tiene una versién mas general que evita condiciones de Lipschitz y en su lugar se re-
quiere: que f sea casi automérfica compacta en t € R sobre subconjuntos compactos de X y que la
familia {f(%, ), € R} sea equicontinua, para mayor detalle se puede recurrir a [28].

Demostracién del lema 2.4.1. Consideremos ®(t) una matriz fundamental de (2.4.38) y la

funcién de Green asociada:

N | )P Ns)t 2 s
Gltie)e= { —®()(I — P)®"1(s),t < s. (2.4.48)

" L . . - T
Sea {s,,} C R una sucesién arbitraria. Considere la ecuacion:
"
2'(t) = At + 5,

5 < " = " % % N P
cuya matriz fundamental es @, (t) = (¢t + &, )07 (s,,). Tome las siguientes matrices:

Po=8(5,)PE72(s,),
Qn = ®(s,)Q3 7 (s,);
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dnde @) = I — P, entonces tenemos que |P,| < K v |@,] < K por lo que el teorema de Bolzano
Weierstrass asegura la existencia de una subsucesién {s, } C {s,} tal que:

im &(s, ) PO~ s, ) = Jm Py=F,

TI—=roc

i @(3;_)@‘11—1(5;‘) = 1)._1-1'51:1& @ = Go.

n—r+oc
Notemos que P? = Py y Po=+@Qo = I. Sin pérdida de generalidad podemos obtener una subsucesion
{6n} C {s;ﬁ } tal que sobre subconjuntos compactos de R se satisface (2.4.44), 11'1_1;1 @, (t) = V(1)
T=—+1T0C

v ®-4(t) converge a U1(¢), con ¥(¢) una matriz fundamental de (2.4.45) (para ver esto se puede
recurrir al apéndice); note gque ¥(0) = I. De esto y tomando limite para n — +oo en las siguientes
expresiones:

|8, (1) P81 (8)] = [B(t+ 5, )P (s + 85)| < Ke™@H9) ¢ > 5,

!@n(t}Q,J@f(s)\ = |D(t + s,,,)Q(I?'-l(s +8n)| £ Ke""‘(*"“, s>,
obtenemos la estimacion
1‘I!(t)P0‘I’_l(s)| < Ke™olt=8) t > o
‘\II({'}QU\II—I(S)! < -ﬁ’e“a(‘q_t)}S > t:

Esto es, la ecuacién homogénea (2.4.45) tiene una dicotomia exponencial con funcién de Green:

Gt s) = VP (s)t 2 s (2.4.49)
U —u)QoT M et < s, =

Probemos ahora que la funcién de Green G{-,-) es Bi-casi automérfica. En efecto, tenemos lo
siguiente:
@, ()P, s),t = s

2.4.5
-8, ()P, 95 (g), 1 < 8 (2.4.50)

G(I + &pn, 8 + 57’1) = {

¥ uniformemente sobre subconjuntos compactos de R xR tenemos: Em Glt-+8n, 5+, ) = G(t, 5).
n -od
Ahora probemos que existe una subsucesién {&,} C {s,} tal que Lim Glt— &, 86— &) = G(t, 5).
=00

Veamos, desde que ¥(t) es una matriz fundamental de (2.4.45) y considerando la ecuacion:

podemos ver que su matriz fndamental es ¥, () = ¥(t ~ 8,)¥"?(—s,,). Realizando el procedi-
miento anterior obtenemos una sucesion de matrices:

Pl,'n = Q(_S-n.)PUlI’_l(_Sn);

Ql.n = ‘P(—Sn)QG‘I‘rnl(ﬁSn)

que son acotadas por K, entonces podemos obtener una subsucesién {£,} C {sn} tal que:

Hm q’("&n)Pl‘II_l(_'gn,) = L‘{I.n Pl,n — }-)1

—T0od

lm ¥(—£,)Q ¥ (=) = lim Q10 =0n

0o N—=+00
con P? = Py, Pi+Q; = I, ademsds uniformemente sobre subconjuntos compactos de R: lim B(t—
n—-To
€.) = Alt), 11'1_? U, (t) = T(t), lUm ¥;1(¢) = T}(t); donde Y(t) es una matriz fundamental
=300 TL— 00
de (2.4.38), note que T(0) = I. Pero también existe una matriz invertible C tal que T(t) = ®(¢)C,
y como T(0) = ®(0) = I, se consigue que C' = I y por lo tanto T(t) = &(t). Por otro lado sabemos
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que la matriz proyeccién para una dicotomia exponencial es inica, entonces P; = P, (1 = (), de

esto como:
s \If (t)P1 n‘I’_'WS) 128
G(t_ C?”S_én) = (2451)
N ~ U () Q1Y (8) < 8
obtenemos :
im Gt —én.s— &) = G(t,s),
Th=+=0C

sobre subconjuntos compactos de R x R. O

Una mirada a esta demostracién nos permite afirmar que la funcién de Green G(i,s) es Bi-casi
automorfica compacta.

Ahora estamos en posicién de aplicar el lema fundamental en la demostracién de los dos teore-
mas que siguen. Primero se enuncia y demuestra el teorema que asegura que la solucién acotada
de {2.4.4G) es casi automérfica compacta. Recordemos que la ecuacidn (2.4.46) tiene la forma:

2'(t) = A(t)z(t) + fi).

Teorema 2.4.7 Supongames que A(t) es una matric casi avtomdrfica compacta y que lo parte
homogénea de (2.4.35) tenge una (o, K, P) dicotomia exponencial, ademds que f € AA(R;CP).
Entonces la dnica solucidn acotada de (2.4.85) es casi automdorfica compacta.

Demostracién. Sea ®(t) una matriz fundamental de la parte homogénea de (2.4.35) y G(t, s)
su matriz de Green asociada. Por la férmula de variacién de pardmetros podemos ver que la vinica
solucidn acotada de {2.4.35) es de la forma:

st)= [ Gt s)f(s)ds.

.
Probemos que ésta solucion es casi automorfica compacta. En efecto, de la demostracion del lema
(2.4.1) podemos notar que la funcién de Green G(t,s) es Bi-casi automdrfica compacta y como
fe AAC (B;C?) podemos asegurar que dada cualquier sucesién {s;,} C R existe una subsucesién
{3} C {s),} tal que, sobre subconjuntos compactos de R x R los siguientes limites son uniformes:

Um G(t+sn, 5+ 8n) =: G(t,8), lm Gt — 8,8 8n) = G(t, 8);

N—+o0 Fi—t-0C

v sobre subconjuntos compactos de R uniformemente se tiene:

lim f(t+sn) = F@&), bm f(t—sn)=f(t).

n—==+00 n—+-+oc

Sea ¢ > 0 un nimero arbitrario positive, consideremos el conjunto compacto A = [—¢,q] ¥
definamos la funcién: e
B(t) = G(t,s)f(s)ds.

—o0
En primer lugar se puede ver que dado e > 0. existe L, suficientemente grande, tal que para
T > L. se tiene chc ~e¥dy < ¢. Consideremos t € Ay L = L. + a, luego:

lx(t+8,) - E(t)] = §/+oc (G(t + 84,8+ 8,) f(8 + 8,)ds — G(t, a)f(s)) ds|

—00

IA

+L _ N
j |Gt + 84, 8+ 8 ) f(8+ 8n)ds — G(t,8)f(3)|ds +
=

L
+ f |Gt + 8, 5+ 8)f (s + sn)ds — G(t,8) ] (s)|ds +

+oo _ -
+ |'/L |G(t + sn. 8+ 8n) F(s + sn)ds — Gt 8) f(s)
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Pero ademss podemos conseguir las siguientes estimaciones:

+L
/ |G(t + 50, 5 + 80) (s + 8,)ds — G(t,8) f(8)|ds <

—L

+L
f (‘G(t + 8ny 8+ 8p) — G(t,.s)“f(s + 8n)| + }G(t’S)Hf(é + 6n) — f(S)D ds <

=L

i
Jif[lm/_L (Gt + 505+ 0) — G, s]lds+/ G2, )15+ 8u) — F(o)lds.

También. como —a <t < g, para s € —L = —(L. +a) < —a € t, tenemos:
G(t,8)| < Ke~t=2) |G(t, 5)| < Ke~oU=9),

Asi, se puede ver que para n suficientemente grande:

+L . IK
/ (Gt + 8,5 + 50) (s + 8a)ds — C(t, ) (s)lds < 2LI|flfowe + .

—L

i
[ 16+ 505+ 50) (s + su)ds = G, ) f(s)lds <

v -0

—L N —+oc
K|Sl [ e e = 20 flle [ € < 21| Sl

-0

Del mismo modo. para s > L =L, +a > a > ¢ se tiene:

Gt 0)| < Ke™=09, |Gt 5)| < KeoC,

con esto: e
/ |Gt + 8,0, 8+ 85, ) f(8+ 8 )ds — Gt s f (Q)l s <
I
Klfllee [ €2 = 2Kl [ e < 2K flloe
L L—t

Por lo tanto se concluye que :
im z(t+ &,) = Z(£).

Fi—+ 00

Para demostrar que hm z(t —~ &,) = z(t) se procede del mismo modo. O

En lo que sigue se establece un resultado sobre existencia y unicidad de la solucién casi au-
tomérfica compacta para la ecuacién (2.4.47). En la demostracién se utiliza el teorema anterior y
el lema de composicidn 2.4.2.

Teorema 2.4.8 Supongamos que A(t) es una matriz casi automdrfica compacta y que la parte
homogénea de (2.4.35) tenga une (o, K, P) dicotomin ewponencial, ademds que f € AAC(R X

RP;R”) es una funcidn Ls Lipschitz en la segunda variable. 5i se satisface la relacidn Ly < - 2 K’
entonces la ecuacion (2.4.36) tiene una dnica solucion casi cutomorfica compacta.



Demostracién. Sea G(t. 8) la funcién de Green asociada a la ecuaciodn (2.4.38). Por férmula
de variacidn de pardmetros podemos notar que la ecuacidn (2.4.36) es equivalente a la ecuacién
integral:
00
sty= | Glt.s)f(s.o(s))ds,

—0s
por lo tanto la inica solucién de ésta ecuacién integral es solucidn de la ecuacién diferencial (2.4.36).

Definamos el operador:

T:AAcR;C) — AAc(R;CT)
+oo
z(t) — Tz(t)= Git, s)f(s,z(s))ds.

Por el lema de composicidn 2.4.2 v el Teorema 2.4.7 podemos notar que I' es un operador bien
definido. Sean 1, y2 € AA-(R; CP), entonces:

) —+ o0
Ty (t) - Tus(t)] < ] Gt s)|1 (6,11(8)) = F(s, 4a(s))lds

-0

+oc
< [ i6E L hnts) - weislids
PR i

«Q

Por la hipdtesis se puede ver que I' es contractivo, por lo tanto existe una tnica solucién casi

automorfica compacta para la ecuacién (2.4.36). O
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Capitulo 3

Soluciones Casi Automodrficas de
Ecuaciones Diferenciales con

Argumento Constante a Trozos.

Una ecuacién diferencial con argumento constante a trozos (DEPCA), es una ecuacién con
argumento discontinuo del siguiente tipo:

Zﬂ(t) il g(f? .’.U(t)ﬂ:‘({f]))

donde [] indica la funcién parte entera. El estudio de las DEPCA se inicié en el afio 1983 con los
trabajos de S.M.Shah v J. Wiener [47], posteriormente en 1984 K.L. Cooke y J. Wiener en [19] estu- .
diaron DEPCA con retardo. Debido a su importancia en aplicaciones a ciertos modelos biomédicos
[11]. a fendmenos fisicos [2] (y algunas referencias en ella) las DEPCA han tenido un significati-
vo desarrollo {38, 39]. De esta manera muchos resultados sobre existencia. unicidad, acotabilidad,
periodicidad, casi periodicidad. pseudo casi periodicidad, estabilidad, etc de las soluciones para
estas ecuaciones se han desarrollado. Reciéntemente desde el afio 2006 se empezd a analizar lz casi
automorficidad de la solucién de las DEPCA {21, 48], por lo que se considera un &rea ain poco
explorada.

Nuestro objetivo principal en éste capitulo es estudiar la existencia y unicidad de la solucién
casi automdrfica para la siguiente DEPCA:

2(8) = Alt)a(t) + Blt)a([d) + 1(t,2(), 2(1)), (3.0.1)

donde A(t) € Mpyp(R), B(t) € Mp.p(R) son matrices casi automdrficas y f € BOR x R? x
RP; RP) una funcién casi automérfica que cumple una cierta condicién de Lipschicidad. El estudio
se realizard utilizando la teorfa de dicotomia exponencial [17] y el teorema del punto fijo de Banach.
El motivo para estudiar la ecuacién (3.0.1) es que en la literatura sdlo existe el estudio de las
soluciones casi periddicas para esta ecuacion [54]; soluciones casi periédicas y pseudo casi periddicas
con retardo para una ecuacién un poco més general [1, 53]. En el 4mbito de las ecuaciones casi
automérficas Nguyen Van Minh y Tran Tat Dat en [48] dan condiciones espectrales para obtener
soluciones casi antomdrficas de la ecuacién diferencial auténoma siguiente:

z'(8) = Az([t]) + £(1),

sobre un espacio de Banach con A un operador acotado y f una funcién casi sutomérfica, la misma
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linea. sigue William Dimbour en [21] para la ecuacién no-auténoma:
2'(t) = Al (le]) + 1(2),

sobre un espacio de Banach de dimensién finita, con A(f) y f(f) un operador y una funcién casi
automorfica respectivamente. De esta manera se puede notar que el estudio casi automdrfico de
nuestra ecuacion particularmente trata el de [48] y [21] en el caso de un espacio de Banach de
dimensién finita, también cabe recalcar que no se sabe de otros trabajos analogos al que se presenta
aca para dimension finita.
Las DEPCA son ecuaciones diferenciales hibridas, esto es, gozan de la estructura de sistemas
dindmicos continuos sobre intervalos de la forma jn,n+ 1], n € Z y de sistemas dindmicos discretos
sobre Z. La continuidad de la solucién de una DEPCA (ver Definicidn 3.0.5) obliga a tener una
férmula de recursividad en cada punto de Z para que de esa forma se logre pasar de un intervalo a
su consecutivo. Para obtener la mencionada formula de recursividad debemos enfrentar el estudio
de las soluciones casi automérficas discretas para ciertas ecuaciones en diferencias, como la ecuacion
no-auténoma siguiente:

z(n+ 1) = D(n)z(n) + hin),n € Z, (3.0.2)

donde D{n) € My, es una matriz casi automdrfica discreta y h es una sucesién casi automoérfica
discreta. Para estudiar la ecuacién (3.0.2) introducimos la nocidn de sucesion Bi-casi automérfica
discreta la que uniréd fuerzas con la versidn discreta de la teoria de dicotomia exponencial. En
(8] D. Araya et al. estudian las soluciones casi automérficas discretas de la ecuacién auténoma
z(n+ 1) = Dz(n) + h(n) sobre un espacio de Banach.

En el capitulo 1, cuando estudiamos las funciones casi automérficas. se introdujo la siguiente
funcidn como un ejemplo de esta clase:

1
2 + cos{t) + cos(+/2t

o(t) = sin ( )) ,JLER. (8.0.3)

Como se puede ver (y por definicién de casi automorficidad) ésta es una funcién continua; luego,
cabe preguntarse ;qué se puede afirmar sobre la funcién ¢([¢])?.

En primer lugar notamos que si f(¢) es una funcién real, continua y no constante, la funcién f([t])
es discontinua. Con esto en mente podemos responder a la interrogante, mediante las siguientes
apreciaciones para ¢([t]):

i) La funcién ¢([t]) no es casi automdriica, pues no es continua.
ii) Las discontinnidades se dan en los nimeros enteros.
ili) Por la acotacidn de ¢, los limites laterales en cada n € Z siempre existen.

En el siguiente gréfico se da una apreciacién visual de lo que se argumenta:

48



-2 -1 8] i 2%

1
2+ cos([t]) + cos(v/2[t])

Fig. 1. o({f]) = sin ( ) .t € [~20,20].

Estas consideraciones salieron a la vista, cuando tratamos de estudiar la solucidén casi automérfica
de la siguiente ecuacidén escalar:

' (t) = az(t) + fz([t]) + ¢(t). (3.0.4)

para g{t) = oy f1(t) + aof2([t]) con fi. fo casi automorficas ¥ a, f nimeros complejos con alguna
restriccién. Debido a que en la ecuacién (3.0.4) la perturbacidn no es casi automériica, cabe re-
alizarse la siguiente pregunta: ; Cémo seguir con el estudio de las soluciones casi automdrficas para
esta ecuacion?. Para dar una respuesta a esta pregunta, se introduce la nocion de funcidén Z-casi
automdrfica (esto con la ayuda de las tres observaciones previas). anélogo al concepto introducido
en el ambito de las funciones casi periddicas por E.Ait Dads v L. Lachimi en [1]. Ellos habian
observado e} mismo fenémenc en el dmbito de las funciones casi peritdicas, es decir decidir la casi
periodicidad de la funcién compuesta f(¢,x(t),z([t])). para f : B x R” x R” — RP una funcién
casi periédica sobre subconjuntos compactos de B” x RF y 2 : R — R? casi periédica. Esta funcién
compuesta es considerada en una DEPCA que se estudia en [54], pero al no precisarse la definicién
de casi periodicidad de ésta nueva funcién no se logra aclarar por ejemplo si los e-periodos tomados
en cuenta para demostrar la casi-periodicidad de la solucién de su ecuacién estdn considerados en
los niimeros enteros o reales, lo que lleva a cuestionarnos sobre el buen planteo de la ecnacidn y
regularidad de la solucidn.

Definitivamente, el concepto de las funciones Z-casi automorficas alivian los problemas andlogos
que alumbran para las DEPCA’s casi automérficas tratadas en éste capitulo. Estas nos ayudardn
a entender & la funcién ¢([t]), estudiar mejor la ecuacién (3.0.4) y se las aprovecharé en el estudio
(a través del método de reduccidn) de la solucidn casi automdrfica de un sistema auténomo de
DEPCA. Adems&s de esto, veremos mas adelante que es suficiente considerar estas funciones para
estudiar las soluciones casi automdérficas de las DEPCA no-autdnomas.

Este capitulo estd dividido en 5 secciones que se distribuyen como sigue:
En la seccidn 3.1 se dan los preliminares sobre funciones Z-casi automériicas.
En la seccidn 3.2 se desarrolla ]a teoria necesaria sobre ecuaciones cast automérficas en diferencias.
En la seccién 3.3 se estudian las soluciones casi automdrficas de la siguiente DEPCA escalar:

z'(t) = ox(t) + Px(it]) + f(1); (3.0.5)
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v utilizando el método de reduccién se estudia el siguiente sistema:

z'(t) = Az(t) + Bx([t]) + f(t). (3.0.6)

En la seccion 3.4 se estudia la existencia v unicidad de la solucién casi automdrfica de los dos
sistemas no-auténomos de DEPCA siguientes:

z'(t) = Alt)a(t) + Blt)z([t]) + f(t); (3.0.7)
y el sistema de DEPCA no-lineal:
z'(t) = A(t)z(t) + B(t)z([t]) + £ (¢, z(), z([¢]))- (3.0.8)

Como aplicacién, en la seccién 3.5 se ocupan los resultados de las secciones previas en el estudio
de la existencia y unicidad de la solucién casi automdrfica para el modelo de Lasota-Wazewska con
argumento constante a trozos.

Basicamente, nuestras hipdtesis serdn que la funcién f(-) y las funciones matriciales A(-), B(-)
sean casi automorficas. ademas de considerarse la version discreta de la nocién de Bi-casi automor-
ficidad. Al estudiar las soluciones casi automdrficas del sistema (3.0.8) necesitamos asumir como
hipétesis adicional una condicién de é-Lipschicidad sobre la funcién [, la que se establece como
sigue:

A).(é-Lipschitz) Sea f : R x R? x R? — R” una funcién y 6 > 0, f es d-Lipschitz. si:

|£(t,2,1) = £t 2,0)] € 8(jx — 2| + |y — wl), V(t,2,9% (t.2,w) € R x R? x RV
Antes de seguir con el contenido de éste capitulo necesitamos mencionar lo que se entiende por
solucién de una DEPCA, ésta se especifica en la siguiente definicién:
Definicién 3.0.5 Una funcién z(f) es una solucién de una DEPCA en el intervalo I, si satisface
lo siguiente:

i) x(t) es continua en todo I.

ii) z(t) es diferenciable en todo I, excepto posiblemente en los puntos n € I N Z donde debe
existir una derivada lateral.

iii) x(t) satisface la ecuacién en todo el intervalo (n.n+ 1),n € Z v también la satisface con la
derivada a la derecha para cada n € Z.

3.1. Preliminares sobre Funciones Z-Casi Automdrficas.

En esta seccién especificamos la definicién de funcién Z-Casi Automdrfica y se presentan algu-
nas de sus propiedades; para ello necesitamos tener como ambiente el siguiente subconjunto de las
funciones acotadas:

BR(R,R") := {f : R — R” : fes acotada, continua en R\Z y tiene limites laterales finitos en Z}.

Definicién 3.1.1 Una funcién f € BR(R,RP), se dice que es una funcidn Z-casi automdrfica si
para cualquier sucesidn de nimeros enteros {s,} C Z eziste una subsucesidn {s,} C {s,} tal que
los limites puntuales siguientes se satisfacen:

lim f(t+s8,) =t f(t), Um f(t—s,)=f(t),teR.

1
n—+oc n—+-+oo
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Observacién 3.1.1

i) Denotaremos a este subconjunto de las funciones acotadas como ZAA(R;RP).

ii) Se puede ver que si f € ZAA(R; R?) entonces es localmente integrable.

Algunas propiedades importantes para este tipo de funciones las enunciamos como lemas. Entre
algunas de las consecuencias de estos lemas es que el conjunto ZAA(R; R?) es no vacio.

Lema 3.1.1 Si f es una funcion casi automdrfica, entonces f([-]) € ZAA(R: RP).

Demostracién. Sea {s,} C Z una sucesién arbitraria, entonces existe un subsucesion {sn} C
{s.,} v una funcién f tal que los siguientes limites puntuales se satisfacen:

Mm  f(t+s,) = f(t)., Um flt—s,)=flt)teR

n—T0¢ n—r-00

Luego puntualmente tenemos :

lim f(ft+sal) = U f(1t]+ 6n) = FUED,

Jim Fe—sal) = w70t~ ) = £(1])

esto es f([]) estd en ZAA(R, RP). O

Lema 3.1.2 Sea f € AA(RXRP;R?) y Lipschitz en la segunda variable, v € ZAA(R;RY), entonces
fo it = Fl() € ZAARRP),

Demostracién. sea § la constante de Lipschitz, como # € ZAA(R;R”) es acotada, entonces
su rango es relativamente compacto, esto es K = {w(t),t € B} es compacto. Sea {s;,} C Z una
sucesién arbitraria. entonces existe una subsucesién {s,} C {s,} tal que los limites siguientes se

satisfacen:

a) lm f(t+s,,2)=f(t,z), r€ K.

n—+o0

b) lm f(t—sn,z)=fltz), z€K.

n—+oc

¢) Um w(t+s,) = w(t)tER

n—r-+oc

d) l¥m 9(t—s,) =), teR.

Ti—=t+-0C

Luego obtenemos:
|f (£ + &n, 'w(t +5n)) ~ .f(tu Un’(ﬂ” = H(t + s, Wt + '5"':‘)) - flt+ Sn:"%z’(t))‘ &

F(t+ 50 B(1)) = F(t. ()]
Blo(t + sn) — D) + | F(E+ 80, () — T, 9(1))]

.+.

IA

De esto, de la parte a) y de la parte ¢) se consigue que L11’1_}_1 Flt+sn,v(t+8,)) = ft, o).
Ti— =400

La demostracion del limite 11'13 ft—an, W(t — 8,)) = f(t, (1)) se realiza de manera analoga. [
T oC

Lema 3.1.3 Sea f: R x RP x RP — R? una funcidn §-Lipschitz casi automdrfica, ¢ una funcidn
casi automdrfica , entonces gy 1 t — F(t, (), ¥([t]) estd en ZAA(R; RP).

51



Demostracion. La demostracién de este lema es similar a l2 anterior, por lo que la omitimos. [J

Antes de tratar a las DEPCA., necesitamos estudiar las ecuaciones en diferencias (o también
denominadas ecuaciones discretas). ésto se desarrolla en la siguiente seccién.

3.2. Ecuaciones Casi Automoérficas en Diferencias.

En esta seccién nos encargaremos de obtener la solucién casi automoérfica discreta para los
siguientes sistemas:

z(n+1)= Az(n)+ f(n), n € Z, (3.2.9)

z{n+1) = C{n)z(n) + f(n), ne Z, (3.2.10)

donde A € M, , es una matriz constante, C(n) y f son una matriz y una funcién casi automérfica
discreta respectivamente. El sistema (3.2.9) es ampliamente estudiado en [3] en su forma mas gene-
ral, es decir sobre un espacio de Banach X y con A un operador lineal, también en el mismo trabajo
se estudia un sistema discreto semilineal. Por esto para el estudio de las soluciones casi automérfi-
cas discretas de la ecuacién auténoma (3.2.9) sélamente enunciaremos los resultados importantes.
Nuestra prioridad se basa en la ecuaciéon no-auténoma (3.2.10) ya que no ha sido estudiada en
la literatura para el caso de soluciones casi automérficas discretas. Para la versién casi periddica
se puede ver [54. 55|. Es importante notar que en [3] hay un estudio detallado de las funciones
casi automorficas discretas; por lo que, para mayores detalles sobre éste topico se puede recurrir a él.

Precisamos la definicion de funcién casi automérfica discreta:

Definicién 8.2.1 Una funcidn f : Z — X con X un espacio de Banach, se dird que es casi
automérfica discreta, si para cualguier sucesion {s,} C Z, eziste una subsucesion {s,} C {s,,}, tal
que los siguientes limites punituales se satisfacen:

lim f(k+sn)=: f(n), ke Z,

=t o0

im f(k—sn)=f(n), keZ.

n—-400

Observacién 3.2.1 Denotaremos a este conjunto como AAg(Z,X), el cual con la norma del supre-
mo es un espacio de Banach, ver [3].

En el presente capitulo se define de manera andloga a la Bi-casi automorficidad continua la versién
de Bi-casi automorficidad discreta, ésta se expresa en la siguiente:

Definicién 3.2.2 Una funcion f:Z xZ — X con X un espacio de Banach, se dird que es Bi-casi
automdrfica discreta, si para cualquier sucesién {s,} C Z, existe una subsucesion {s,} C {s,}, tal
que los siguientes limites puntuales se satisfacen:

Um  f(k+ én,m+8,) = fk,m), k,m € Z,
n—-+o0o

lim fk =8y, m—8,) = flk.m), k,me Z. .

T—+-4oc

wm
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Como se hizo notoric en el capitulo anterior, la teorfa de dicotomia exponencial para el estu-
dio de sistemas de ecuaciones diferenciales no-autonomas casi automodrficas fué muy importante,
particularmente para obtener la solucién dependiendo de la funcién de Green y para estimar la
acotabilidad de tal solucién. La siguiente definicién tiene que ver con la version discreta de dico-
tomia exponencial.

Considere que C(n),n € T de la ecuacién (3.2.10) es invertible y sea Y(n),n € Z una matriz

fundamental del sistema siguiente:
z(n+1)=Clnx(n).n€Z. (3.2.11)

Definicién 3.2.3 Lo ecuacion (9.2.11) tiene una dicotomia exponencial con pardmetros (o, K, P),
si eristen constantes positivas o, K y una proyeceion P tal que

|Gglm,n)| < Ke em=nl mneZ
donde G4(m,n) es la funcidn de Green discreta que toma la expresion:

Y(m)PY *n).m2n

Bglm) = { =Y (m)(I - P)Y~*{n),m < =

En lo que sigue se estudian las ecuaciones en diferencias (3.2.9) y (3.2.10). Comenzamos por estudiar
la ecuacién {3.2.9) para el caso escalar mediante el signiente teorema:

Teorema 3.2.1 Sea f € AA4(Z RP) y consideremos que la ecuacidn en diferencias (3.2.9) sea
escalar con A = ) un ndmero complejo fuere del efreulo unidad. Entonces, la tnica solucion casi
automdrfica de (3.2.9) tiene o forma:

0
Z AERE+n—1), | <1,

z(n) = { =1
=S E Y fn 4 k), N> 1
k=0
mds aun, se tiene:
lz(n)] < &I lee, ¥Vr € Z
donde:
RO [ R

(A=D1 >

Una demostracién para éste teorema se puede encontrar en [3, Teorema 3.1].
Fl método de reduccidén aplicado al caso continuo en el Teorema (2.4.3), nos invita a obtener como
corolario del Teorema 3.2.1 lo siguiente:

Corolario 8.2.1 Sea f € AA4(Z,RF), y supongames que la matriz A del sistema (5.2.9) tiene
valores propios fuera del circulo unided, entonces dicho sistema tiene una tnica solucidn casi
automdrfica discreta.

Un método que permite determinar condiciones necesrias y sufientes para que los autovalores de
la matriz A se encuentren fuera del circulo unidad es el algoriimo de Schur-Cohn.

El teorema que sigue es el resultado principal de esta seccidn, el teorema da condiciones bajo
las cuales se asegura que hay una tnica solucién acotada cesi automdrfica del sistema discreto
no-auténomo (3.2.10).
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Teorema 3.2.2 Sen f € AA4(Z.BP) y supongamos que la ecuacidn en diferencias (5.2.11) tiene
une (o, K,P)-dicotomic exponencial con funcidn de Green Ggl-,) Bi-casi automdrfica discreta.
FEntonces, la 1nica solucidn casi aulomdrfica de (5.2.10) tiene la forma:

z(n) =Y _ Ga(n,k+1)f(k), n€ Z

kel

y estd uniformemente acotada por:

lz(n)] < K(1 + 7)1 — &™) | flleer n € Z.

Mm

Demostracién. La demostracién de que la funcién z(n) = >, Galn,k+ 1)f(k), n € Z
es la tnica solucién acotada de la ecuacién discreta (3.2.10) se puede ver en [55. Teorema 5.7].
Mostraremos gue ésta solucién es casi automorfica discreta. En efecto, consideremos una sucesién
arbitraria {s,} C Z, luego existe una subsucesién {s,} € {s,,} tal que los siguientes Imites
puntuales se satisfacen:
a) m fim+s,)= f(m)meL,
N=—r=+0C
b) n}-];l-{]oc f{m B S?L] == f(mjs m € Z; ]
¢) Hm Gg(m+ sn, !+ sy) = Gglm.l).m,l €L,
e 00 _
d) lm Galm—en.l— su) = Galm,1),m,l € L.
T == =00 :
Luego:
zn+sn) = »_ Galn+snk+1)f(k)
kEE
= Z Galn + sn, b+ 1+ su) f(k + sn).
keL
De esto, por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue y los ftems a) y ¢} se concluve que:

lim z(n+ 8,) = &(n),
FOC

Fi—r

donde
E(n) = Galn,k+ 1) (k).

kEZ
Para demostrar que:
Iim #(n—sp) = Z Galn b+ 1) f(k) = z(n)

N O
kEZ

se procede de manera andloga. O

3.3. Soluciones Casi Automérficas para las DEPCA (3.0.5)
v (3.0.6).

Antes de iniciar con el tratamiento de las ecuaciones mencionadas necesitamos un lema preli-
minar sobre sucesiones de niimeroes reales, éste se describe como sigue:

Lema 3.3.1 Sea {.9;;} C R una sucesidn arbitraria, entonces existe una subsucesidn {g} C {s;:}
tal que &, = 7, + 1, conmj, € Z yt,, € [0,1[; ademds lim t;, =ty para elgin & € [0,1].
n—oo
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Demostracién. Consideremos 7, la parte entera de la sucesién, esto es 7, = [s,] v sea f, =
s: - n;: la parte decimal, entonces s, = 17, +t. . Ademds. como t;} € |0, 1] existe una subsucesion
{t:} C {t.} tal que Lim ¢! = t, para algin to € {0, 1), es decir existe una subsucesion {s},} € {s,.}
tal que &), =7, +t,. O
Este lema se utilizard oportunamente en la demostracién de algunos teoremas que se daran en el
futuro.

Consideremos ahora la ecuacién (3.0.5), podemos notar que por la férmula de variacién de
parametros la solucién de ésta DEPCA en el intervalo [n,n - 1] se representa en forma integral

por:
X ' . t
z(t) = e*0Mg(n) + / e*=5) Bz (n)ds + / =" £(s5)ds (3.3.12)
T m
que integrando obtenemos la expresion:
5 . Pt
z(t) = et 4 E(e“(“”) — 1)lz(n) —&—_/ e*'=5) £(5)ds. (3.3.13)
y n

Por continuidad de la solucién, haciendo t — {(n+1)~, obtenemos la siguiente ecuacién discreta:

z(n+ 1) =cz(n) + hln).n € Z; (3.3.14)

donde

41

h(n} o / [’,O:”"_st)f(s)ds? neZ.
T

Teorema 3.3.1 Supongamos que | € ZAA(R;C), entonces la funcidn discreta h(n) es casi au-

tomdrfica, ademds si |c| # 1, entonces la ecuacidn (5.9.14) tiene una dnica solucion casi automdrfi-

ca discrete x(n).

s r e . . s 2 .
Demostracién. Sea {5,} C Z una sucesién arbitraria, como [ es Z-casi automérfica. existe una
s g ey - . -~ 0
subsucesién {n} < {s,} tal que para cada s € R se tienen los siguientes Hmites:

lm fls ) = Fls), lim fle—m) = 1)

k k—+o0

Consideremos la siguiente sucesién:

5 -1 .
)= f £2mH1=6) F(5)ds,

™

Obtenemos:
2 n+ne+1 n+1 : g
Ih(n + "71:.) _ h(n}| - ‘ ecx(ﬂ.+1+mws)f{8)d8 - / 6&(n+l—s’f(s)dﬂ
LT n
ni=+1

n+1
ea(1},+1+s)f{5 + nk)ds _ / eﬂ(1:+1—8)f(g)d5|
2

T

n+1
/ e =9 £(s L) — F(s)]|ds

IA

De esto, por el Tecrema de convergencia dominada de Lebesgue, se consigue:

lim h(n+m) = h(n), n € 2.

k—+oo



Se procede del mismo modo para la demostracion de la igualdad:

kgrfm];(n ~n)=h(n), neZ.
La existencia v unicidad de la solucién casi automérfica discreta se sigue de coordinar con el
Teorema 3.2.1. O
En el siguiente Teorema veremos que para determinar si una solucidn acotada y casi automérfica
discreta es solucién casi automdrfica de la ecuacion (3.0.5) es suficiente considerar a la funcién f
en el conjunto ZAA(RE; C), esto sucede debido a que en la demostracién se hacen argumentos de
cambios de variable y de esa manera se transfieren sucesiones de nimeros enteros a la funcién f
mas no sucesiones reales. El teorema es como sigue:

Teorema 3.3.2 Sea z una solucion acotade de la ecuacidn (8.0.5) con [ € ZAA(R; C). Entonces
T es casi automdrfica si y sélo si z(n) es casi automdrfice discreta.

Demostracién. Si z es una solucidn casi automorfica entonces restringiendo x a Z se consigue
ver que x(n) es casi automdérfica discreta.
~ Para demostrar la otra implicacién, escribamos la solucién (3.3.13) de la siguiente manera:

8 ¥
o) = [ 4 Z(eeC-ED _ 1)]a(ft]) + f =%} #(5)ds. (3.3.15)
& [

Esta solucién cuando f estéd en ZAA(R; C) se puede ver que estéd bien definida como consecuencia
de la observacién 3.1.1. La demostracién de la casi automorficidad se hard en varios pasos.

Primero. Consideremos una sucesién arbitraria {s.} C Z, entonces existe una subsucesién
1 T g
! . rd . . - -
{m:} C {s,}. funciones f y v tal que para cada t € B, n € Z tenemos los siguientes limites:

M f(t+me) = f(t), Mm fit-m) = f(),

k—+o0

Um z(n+n) =vin), lm vin-n) =z(n). '
k=0 w00

Consideremos la siguiente funcion:

B

«

(e — 1))+ [ e fs)ds.

ft]

Ny _ [oe(t—{t)
y(t) = [e*¢7H) 4+
No es difici] verificar que para cada t € R se tienen los siguientes limites:

Hm z(t+n) = y(t), lim y(t—m) = z(t).
k—+oo k—+oo
Por ejemplo para el primer limite, observemos que al tener 7, € Z, entonces:
t
ot + i) = [ 4 g(e"’(*‘m’ = Ve + m) + f e s 4+ my)ds.
' ft]

Luego,

ot 4 ) =y O S 1 4 2 (26— 1)) (e + ) = w(EED) |+

+ l/h; pa(t=) (f(s dom f(s)) -

Luego el limite se sigue debido a que z([t]+n:) — v([t]),n — 400 y por el Teorema de convergencia
dominada de Lebesgue, pues f(s +7) = f(s),n —+ +oco. El esquema para verificar el segundo

limite es el mismo.



Segundo. Consideremos una sucesion {s),} C R arbitraria. Entonces, por el Lema 3.3.1 existe
una subsucesién {s,} C {s,} de laforma s, = &, +t, coné, € Z, t, € [0,1] y Um t, =1 € [0,1],
TiL=+00

ademds podemos tomar {&, } para el cual los limites puntuales del primer paso se satisfacen.

Afirmacion: lflil z{t Lty + &) = ¥(t +tg). En efecto:

T —r—+0C
1) Si L +to no es entero. Entonces, para n. suficientemente grande tenemos [t + £,] = [t -+ to] ¥ con
esto z([t + tn)) = z([t + to]). Luego, se consigue:

im z(ft+t,+&]) = Hm x(jt+to) + &) = vt +1d)).

1= 0C n—s-+oc

también:

Hm  @ltFtnten=lt+ta+eal) = golt+to—[t+to])
Tn—+oo

Consideremos ahora € > 0 arbitrario, entonces para n suficientemente grande se tiene [t + £,] =
[+ 10], |tn —to| < ey |F(t+6u) — F(t)] < e con lo que obtenemos:

totbntEn e ' F |
/ eat'f+t"'+£”_sjf(8)d3 ﬁ / e&(t-.—to—s)f(s)dﬂ
{

ittt +Ea) [t+¢o)

t+tin t+to :
< f *W”ﬂﬂ&wa¢*f e+ —0) (5 4 £,)ds
[t

+15] [t+to]

tebtg ttto _
s / ea(t+zﬁ—s)f(s+£vi)ds_ f Ea(t+t(*7s)df(3)d8
[t+ta) {t+ta]

IA

t+in t-a .
[T et s ga)ids+ [ e ok ) — €07 Fa)ids
JE

“+io [t+to]

(2l fllee + De.

1A

Considerando éstos hechos y la siguiente estimacién:

1\_‘,,J.,(il. + 8n) — ylt+ t0)| < E (ea(t+-tn—[v‘.+tn]) R g(su(t+tﬁ—{1+in]} - 1)) m([t+ tnl iy J—
(ea(t+m—{t+ton o g(eﬂ[t-%-tu-[f-‘v-ﬁu]) — 1]) v([t + to])| +

t+tnt+En t+to -
4 / ea(1-+tn+fn~5)f(5)d5 _f e“(t"’ﬁ”‘s)_f(s)ds
[t

i+t +En] [t+ta]

jws

< (ea(t+tn—[t+tnl) + -_(ea(1-+t,,f1f+tn])}> g (eﬂ(t'!'ﬁu—[f"'in]) i E(ea(t-&to—[:‘--ﬁ-tu]))) |12]|oe +
- o a

p
4+ [eotortomtintad) o £ pgatitotertal) _ 3)|lo ([t 4 1] + £n) — w(lt + o)) +

a |

b

tht, e t+to
e f ea(!.+‘in+£n—s)f(s)ds _ / ea(1,+104.q)f(s)ds

[t+tn+En] [t+ta]

es factible concluir que dado ¢ > 0, existe N € N tal que si n > NV, entonces:

lz(t + 8) — y(T'+ toll €ototo=8

Al m
cal m
Al m

. . € . sz
Note que el primer sumando es menor que 3 debido a la acotacién de z.
2)8it 4 tg € Z. En este caso nos concentraremos en dos opciones.

2.1) 8i {£,} es decreciente se procede como en el caso anterior.

2.2) Si {t,} no es decreciente, entonces [t + t,] = t +to — 1, luego:

1

|



sittata) = (oot s Bealomtosd) _a(pty - 1+6,)

i+t +En
+ / p@ttin+En—s) f(s)ds.
i+to—1+5n

Naturalmente se tienen los siguientes limites:

Iim m(t+ ip— 1+ En) = [}(t + iy — 1)) Hm ea{iw—f.n—i-l) = %,

n—roc T

También si € > 0 es arbitrario y n suficientemente grande se consigue:

< (2]} flloc + L)e-
+tog—1+<n t+ig=1

| pttate filto z
/ ea(t+tn+£n-—s)f(5)d3,/ e@litio=5) f(5)ds
e ‘

Como t+1g € £, por definicién de la solucién en los nimeros enteros (ecuacién (3.3.14)), tenemos:

B ttto+En
x@%io%éﬂ=(}Q+;@“—1ﬂaﬁﬁ¢u~l+&ﬁ+jr glittotEn =) f(g)ds,
& / g 1Ey,

luego es posible concluir el siguiente limite:

Um z(t +tn + &)

n—oo T

lim =t +ty+ &) = y(t +to)-
= OO

Ademds, como toda sucesién convergente de nimeros reales se puede analizar como una de dos
subsucesiones mondtonas se concluye la afirmacion.

Para realizar la demostracién del mite lim y(t -+ to — s,) = z(t) se procede de manera analoga.
TL— OC
O

Observacién 3.3.1 Dado que tode funcidn cosi eutomdrfica es Z-casi automdrfice (Lema 3.1.1),
el teorema anterior es vdlido al considerar [ € AA(R;C) y la demostracidn es la misma.

Como es natural cabe preguntarse si el teorema precedente es vélido para un sistema de DEPCA,
la respuesta a esto es afirmativa. El teorema que sigue otorga condiciones necesarias y suficientes
para obtener la solucidn casi automdérfica de un sistema DEPCA., Consideraremos a la funcién f
dentro del espacic de las funciones casi automérficas y acé se hard notorio una agradable aplicacién
del teorema anterior.

Teorema 3.3.3 Consideremos f € AA(R;R?) y supongamos que lae mairices A, B del sisiema
(8.0.6) conmutan, sean g fi,i € {1,2,--- ,p} los valores propios de A y B respectivamente,
a

ademds para cada i estos cumplen la relacidon |e® + == (e® —1)| # 1, . Sea x una solucidn acotada
=

T
de (3.0.6) entonces x es casi automdrfica si y sélo si m(n),n € Z es cast automdrfica discreta.

Demostracion. Debido a que las matrices 4, B conmutan, existe un comun triangularizador T

Sean:
a1 Gz Gz Qlp By o bz oo bl;n
- 0 @ ass -+ asp| _ 0 [z bg -+ by
A=T'AT = ,B=7T"'BT =
0 0 -+ 0 o o 0o - 0 B8
B

donde «; son los valores propios de A y 5; son los valores propios de B que cumplen |e™ + == (% —
ay

1)| # 1 para todo i € {1,2,--- ,p}.
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Consideremos el siguiente cambio de variable: y(t) = T~1z(t). Entonces. derivando y utilizando el
sistema original tenemos un nuevo sistema en ¥:

il

T='2'(t) = T~ [Ax(t) + Ba([t]) + f(£)]
Ay(t) + By([t]) + T f(t).

y'(t)

Sea T f(t) = H(t) = (hy(£), ha(t), - ,hp(t)), ¥ como T~ es operador lineal, el corolario 1.1.1
nos asegura que 7'~ f(t) es casi automorfica. Luego tenemos el siguiente sistema:

y'(t) = Ay(t) + By(lt]) + H(?) (3.3.16)

la que en su forma expandida es equivalente a:

==
e~
—
T~
~
il

p P
g (t) -+ Z&uyi(t) + By (It]) + Z bragi([t]) + ha(2)
=2 i=2
Il

n
Yo(t) = ooya(t) + z a1:4i(t) + Baye ([t]) + Z byayi ([t]} + ha(t)
i=3

i=3

y;.--l(t) = p1Yp—1(t) + p—1p¥p(t) + Bp-11p-1([t]) + by—1pYp([t]) + Bp—1(t)
'y;,(t) = inyp(t) e f"pyp(iﬂ) =+ hp(t).

Tomemos la p-ésima ecuacion:
y;,(t} = apyp(t) + 6pyp{[t1) + hy(t).

como se trata de una ecuacién escalar y por la Observacién 3.3.1, podemos obtener la solucién
como para la ecuacién (3.0.5). Por el Teorema anterior sea §,(¢) la solucién casi automérfica.
Consideremos shora la (p — 1)-ésima ecuacién:

Y1 () = Qp19p—1(8) + Bp—1p—1([{]) + [ap—1pBp(t) + bp-1pTp([t]) + hp-1(E)].
Por el Lema 3.1.1 §,([t]) es Z-casi automériica, por ello la funcién
2p—1(t) = ap—1pPp(t) + bp-1pTp ([t]) + p—1(t)

es Z-casi automorfica. Nuevamente como en: el Teorema 3.3.2 obtenemos la solucién casi automorfica
Tp—1(t) de la ecuacion:

y;;—l {t)= Qp—1Yp—1 (t) + ﬂp-l'yp-l ([t}) - Ep-1 (w

Siguiendo este procedimiento podemos obtener la solucién casi automérfica (§ (¢), F2(t), -+ , §p(t))
del sistema (3.3.16), que bajo el cambio de variable realizado se obtiene la solucién casi automérfica:

Z(t) =Ty(t). O

Cabe mencionar que en [14] los autores estudian un poco més a las funciones Z-casi automérficas,
obteniendo nuevos resultados v ademds responden a la pregunta natural jcudndo una funcién Z-
casi automdrfica es casi automdrfica?, la respuesta a ésta interrogante permite relajar la condicién
le¥: 4 = (e — 1)| #£ 1 del Teorema 3.3.3 y as{ mejorar el resultado.

o
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3.4. Soluciones Casi Automérficas de las DEPCA (3.0.7) y
(3.0.8).

Esta seccién es la principal del presente capitulo. los resutados se basan en la definieién de
dicotomf{a exponencial dada por G. Papaschinopoulos [38]. Algunas condiciones para obtener dico-
tomia exponencial de ecuaciones en diferencias se puede ver en [39].

Para la definicién de dicotomia exponencial es necesario tener en cuenta la ecuacion:

z'(t) = Alt)z(t) + B{t)z([t]); (3.4.17)

donde [-] indica la funcidn parte entera.
Sea ©(1) una matriz fundamental de la ecuacién:

z'(t) = A(t)z(t). (3.4.18)

Sin<t<n-+l, por la férmula de variacidn de pardmetros la solucién de (3.0.7) es:

z(t) = ®()[@ *(n) + ft &1 () B(u)dulz(n) + ‘I’(tj/t¢_1(u)f(u)du (3.4.19)

T

v por continuidad, si hacemos ¢ — (n+ 1)7. obtenemos la siguiente ecuacion en diferencias:

n+1 -1

&1 (w) B(w)dula(n) + B(n+1) / oL (u) f(u)du. (3.4.20)

T

(1) = 8+ i)+ [

T

Es decir la ecuacion discreta:
zin+1) = Cln)z(n) + hin),ne Z, (3.4.21)

donde:

n-+1

Cm) = Bin+ 7w = [ @7 ) Bl

ki

h(n) = ®(n + 1)fﬂ+1 O (w) f (1) du.

.

Consideremos ahora su parte homogénea

zin+1)=C(njz(n),n € Z. (8.4.22)

Asumiremos que C(n) es invertible.

Definicién 3.4.1 La ecuacidn (9.4.17) tiene una dicotomia exponencial, si lo ecuacidn en dife-

rencias (3.4.22) tiene una dicotomia exponencial.

Definicién 3.4.2 La ecuacidn (5.4.17) tiene una B-dicotomia exponencial, si la ecuacion en di-
ferencias {8.4.22) tiene una dicotomin exponencial y ademds su funcidn de Green es Bi-casi au-
tomdrfica discreta.

Sea A(-) una matriz casi automérfica, entonces como es natural dada cualquier sucesién {s{}CR
existe una subsucesion {s,} C {s,,} v una matriz A(-) tal que:

Hm A(t+ s,) =: A(t), niim At — s,) = A(t),

o0

G0



a veces nos referimos a la matriz A diciendo que estd en el *Hull space”de A.
En la demostracion del lema 2.4.1, se noté que dada una sucesién {s,} CR ¥y con51derando la
ecuacion:

z'(t) = A(t + sp)z,

se obtiene la sucesion de matrices fundamentales:
®,,(t) = ®(t + 600 sn), (3.4.23)

donde @ es una matriz fundamental de la ecuacion z'(t) = A(t)z.
Del mismo modo, al considerar la ecuacion:

#(t) = At ~ 8a)2,
se obtuve la sucesion de matrices fundamentales
W, () = W(t — 8,)9 7} (—sn), (3.4.24)

donde ¥ es una matriz fundamental de la ecuacion z'(t) = B(t)z.

En lo que sigue A(t), B(t) seran mafrices casi automoérficas y la funcién f casi automédrfica, salvo
que explicitamente se diga lo contrario.

Con estos preliminares podemos enunciar y demostrar el lema siguiente, que viene a jugar un rol
preponderznte dentro del estudio de las DEPCA (3.0.7) ¥ (3.0.8).

" Lema 3.4.1 supongamos que () es lo matriz fundamental de la parte homogénen de (3.0.7) y ¥
la matriz fundementel de la ecuacién asociada en el "Hull space”de A, entonces exist ky > 0 tal
que se satisface lo siguiente:

o) BT (u)| = | D)1 (s)| < ko, 0 <t—5 <L,
b/ Wn(ﬂ ‘"‘“‘q)'n( ()<}u00<i—3<i

¢) Dado e > 0, entonces | @, (1)@, () -V (t) ¥~ He)| < ¢ky, 0 < t—s < 1, paran suficientemente
grande, donde ®,(t) es la matriz fundamental (3.4.25).

d) Dado e > 0, entonces |0, ()0, (8)—@()D 1 (s)] < cky, 0 < t—s <1, paran suficientemente
grande, donde W, (t) es la matriz fundamental (5.4.24).

Demostracién. En primeras lineas demostremos que si ®(t) es matrix fundamental de 2'(t) =
A{t)z(t). entonces la matriz @~1(¢) es matriz fundamental de la ecuacion adjunta z' (1) = —z(t) A(t),
en efecto:

Como ®(¢)®~*(¢) = I derivando obtenemos

d _ d ] d, . _
0= 2 (BHE71(N) = Z(2()271(B) + 2(0). 7 (¢7(1))
Luego P
@(t)-— (‘1’ M) = -d—t(@(t))-‘l’*l(t) = —A(t)®(t).27 (1) = ~A(t),

de esta tltima izgualdad se tiene %(i"”l(t)} = —®71(t)A(t). esto concluye lo deseado.

@) Sea ®(f) la matriz fundamental de la parte homogénea de (3.0.7), entonces $~*(¢) es matriz
fundamental de la respectiva ecuacién adjunta, luego obtenemos:

t
-—f O~ Hu) A(u)du
0
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&(s)= I~ / "7 (u) Alw)du
de esto conseguimos: ’
O Hs) - D7) = / O u)Alu)du,
multiplicande por ®(t) se tiene:

t
@(t)‘b*l(s):f+/ ()0 () A(u)du.

Entonces (®(8)@(s)| < 1] + fj |@ (1)@ (u)||A]|sedu, ahora por el lema de Gronwall-
Bellman obtenemos :
BB (5)] < 1] < |1l < it = g,
Del mismo modo se puede conseguir [¥(£)¥~{u)} < |I|e||AH°f = ko = |T|ellAliel = k.
b) Como en la demostracién del lema (2.4.1) se tiene que @, (t) es la matriz fundamental de la
ecuacién ' (t) = A(t4-£,)x(t), luego B *(t) es la matriz fundamental de la ecuacién asociada
@' (t) = —x(t)A(t + &), de esto y siguiendo el procedimiento del inciso a), obtenemos para n
suficientemente grande:
|20 (8)®7(6)] < Fo-
Andlogamente |¥,, (1)W1 (s)] < k-
c) Sea W(t) la matriz fundamental de la ecuacién en el "Hull space de A”. i.e de la ecuacidén

2'(t) = A(t)z(t), entonces ¥1(t) es la matrix fundamental de la ecuacion adjunta z'(t) =
—m(t)fi(f), de esto obtenemos las siguientes igualdades:

V(WO s) =T - / Y () A () du
&, (t)® SJ—I—/é(m“l whA{u + &,)du
luego:
| (8)8 1 (5) = T()T(s)| < /r D ()05 (u)Alu + &) — U(H)T™ (u) Alu)|du
< f WY (W Al + &) — Alw)du+

+ [ 180 ()87 (1) — B ()T () || Al o,

pero ademds de la parte a) se obtiene [W(t)0*(u)| < |T|elMlle! = kg, luego, dado e > 0y n
suficientemente grande |A(u + &,) — A(w)| < e. De ésto conseguimos:

n

(B.8)87(5)~ WOV 6) S Bae+ | 120007 = LU (]| Al
y por el lema de Gronwall-Bellman, se Consig:e:
[ (£)057 (5) — W()T(s)] < hgeellAlet,
d) La demostracién sigue el mismo procedimiento que para ¢). O

Teorema 3.4.1 Sea [ € ZAA(R;RP), ®(t) una matriz fundamental de la ecuvacidn: (3.4.18),

entonces se tiene {o siguiente ;
a .- la matriz hi(n) = ®(n + 1)@~ (n) es casi automdrfica discreta.

b .- e matriz ha(n) = ®(n + 1) f"“ O~ (u) f(u)du es casi automdrfica discreta.

G2



Demostracion.

¥ [ s i 4, v ‘
a Sea {s,} € Z una sucesién arbitraria, entonces existe una subsucesién {s,,} € {s,} tal que
como en la demostracién del lema(2.4.1) tenemos:

S(m+1+ s?-,J)@"l(m + 8p)
dm+1+ s,,.,,)@_l(s,,,)@(_s”)fb"l(m. + &n)
@y, (m + 1)@, (m).

T

h (m -+ Sn)

Ml

il

Sea ¥ una matriz fundamental de la ecuacién i’ = A(t)y, con A(-) € H(A) el "Hull space”de
A. Consideremos la siguiente sucesién: ki (m) = ¥(m + 1)¥~(m), entonces tenemos:

lhi(m + 85) = hi(m)] = (@, (m + 1)@ (m) — ¥(m + 1)T ™ (m))|
luego en vista del lema 3.4.1, se puede concluir el limite:

lim hy(m + sy) = ha(m).

T—r oo

Del mismo modo se concluye el limite lm  hi(m — sp,) = ha(m)

n—r—+oc
b Sea {s,,} C Z una sucesién arbitraria, entonces existe una subsucesién {s,} C {s,} tal que

los siguientes limites puntuales se tienen sobre la recta real:

lim flu+s,) = flu), lm f(u—sﬂ.,)=f(uj.

n—+-oc =400

Luego,

~—a,;--{—l

/ O(m + 1+ 8,)87  (u) f(n)du
M8,
1

h‘Z(m T Sn)
Dm+1+8,)0 ot sp,) fu+ s, )du

1+ 5'17,)@—1 (5'11 )q}(ﬁn)q}_l(u + 'Sn)f(u' + Sn:}du

fr 1
e

41
= f B, (m+ 1)@ () fu + sn)du,

3

por el Lema (3.4.1) y el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue podemos concluir:
-1 o -
Hm ho(m+s,) = / T{m + )W (u) f(u)du == ha{m).
n—+o0 Jm
Para demostrar que Hm Ry (m — 8,) = ho(m) se procede de manera andloga. [
n—+00

Observacién 3.4.1 En el lema anterior si consideraramos a la funcidn f deniro del espacio de
las funciones casi automdrficas discretas el resultade es vdlido y lo demostracidn es invariante bajo
este cambio.

Teorema 3.4.2 Sean A(t), B(t) matrices casi automorficas, f € ZAA(R;R?). Considere z(t) una
solucidn acotada de (5.0.6), entonces (t) es casi automdrfice si y sdlo si x(n) es casi cutomsrfica
discreta.
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Demostracién. Sea z(t) una solucién casi automdérfica. entonces la restriccién a Z es discreta
casi automorfica. )

Para demostrar la otra implicacién, escribamos la solucién (3.4.19) de la siguiente manera (equi-
valente):

t t
2(t) = BE)[E1([4) -+ / & (w)B(u)du)z([f]) + (1) f &= () f (). (3.4.25)
[t f1]
La demostracién se realizard en varios pasos.

Primero. Sea {s,} una sucesién de niimeros enteros, entonces existe una subsucesién {n,} C
{s,}, una funeién w(-), matrices A(t), B(t) tal que los siguientes limites puntuales se tienen:

lim A(t+s,) = A(t), lim A(t—s,)= A(t),t€R;

——+0oc n—=0c
lim B(t+s,)=B(t), lim B(t—s,)=B(t)tek
Tt——+oc THep - OC
i . — 7 \‘ i F i — \ = . x
ngr_{lcc flE+s,) = f(2), T}ll»Ifmf(f sn) = f(t),t e R;

Hm z(m+sp) =w(m), lim wim~s,)=z(m),me L.
T—b-0C T 00

Sea ¥(-) la matriz fundamental de la ecuacién homogénea no auténoma en el "Hull space”de A,
consideremos la siguiente funcién:

ylt) = up(t)[qf-l([t])ur/m' U (1) Bu)dujw([t]) + T(E) fm T (u) f(w)du.

Luego, obtenemos:

o1y,
st+m) = Be+n)B M Em) = [ 97 wB@d(E +7)
J{E]+1.,
14T
+ fI’(f+nn)[ & (w) f(uw)du.
J ]+
= Bt )@ + )+ /[ 07 (1) Blu £ (4 + 1)

+
i

+ O+ m) /[;] q)“l{'” + 7 ) f (e 1, )ds

Sea ahora € > 0 arbitrario, entonces para n suficientemente grande ¥ en vista del Lema 3.4.1
conseguimos las siguientes estimaciones:

t
0. |zt ) —ut)] =100+ m)[@ L) + ) + /{‘] & (u + 1) B + ) dulz([t] + nn) —
t

— W) + [t]‘l"l(u)g(u)du]w([ﬂ)\

< (@ (O ([)=([E] + mn) — @n(6)@5 ([t ([2])] +
+ @ (@ ([ ((t]) — T ([ ()] +
T
+ || (@)@ () By +ny) — ©n ()05 (u) B(w))duz (] + )]

[t]
t

+ f 1@ (0352 @)l (t] + 1) — ()]l Bllos +
[t

+ ][ ] 10685 22) — ()T (1) de]| B oo o

(ko + || lsokp + Eollz] oo + (ko + [w]lec )1 Blleo)e.

IA

64



IA

IA

t

B(t + 1) /{ Tt )= 90 f ¥ () faw)du

1
[ 1005 )i+ ) — Flula + f 1@, (607 () — W(E) @) [[|f] ool
] [#]

(kg =+ kol £ |los Je-

De esto podemos conseguir que lim z(t-+1),,) = y(t), del mismo modo se puede ver que 13’?:1 y(t—
n—oc Ti—r00

Tn) = 2

().

Segundo.

Consideremos una sucesién {s,,} C R arbitraria, entonces por el lema 3.3.1 existe una

subsucesién {s,} C {¢) } de laforma s, = &, +t, con &, € Z, t, € 0,1y lim ¢, =tg £
Tt=—rOC

ademés podemos tomar {&,} para el cual los limites puntuales del primer paso se satisfacen.

Afirmacion:

1).8i £ + to no es entero. Entonces para n suficientemente grande tenemos que [t +£,] = [t

Hm z(t+t, + &) = y{t + o), en efecto:
N—r+00

implica #([t + t,]) = ([ + 1]}, ademés:

).

).

IA

1A

N

IA

@ (t+ 1) B[+ ez ([t -t + Eu]) = W (E + )T ([t + do] ([t + ta))!
(B (L 2,07 ([t + ta))|2([t + £ + E0]) — w([t +ta])] +
J@,,,(t +tn) ([z Ltn]) = Ut 4+ )V + o)) lw ([t + o))

tert,
/ @, (t+ t.“)q),zl(u)B(u + gn)du-m{[t  d tﬂ-] o Eﬂ-) -
[t

+te]

t+tg
[ wte+ e @ Blwdus( + )
[t+2a]

t+tn E
g [E | &y, (t + tn) @5 (W) B(u + &) (2([t + tn] + En) — w(ft + to]))| +
tettn
tt, frity
I Bt - 1) B () Bl + £ ) — / B(t + )0 () B (w) durlr] oo
Ji+tn] [t+tg]
1tin .
/[‘ du. '["UHBHSG (t’rtn] o g?l.)_w([t+t0,:);+

ttn)

teeln t+tg _
| / Bt + 1) (W) Bu + En)du — [ Tt + b0) 0" () Bl dul e
[t+ta) [t+t0]

t+in
kollBlleoe + (| f : D,(f + tn)®;1(u)3<’“ + £n)du —
Htn

tdtn
f Ot + 1,07 (W) Bu + &, )du| +
[

t+to]

t-+to -
-/[ | (1 + to )@ ()] B(u+ &) — Blu)ldu +

“+ta)

tto
/[ |Bnlt + ta) @5 (1) — T (£ + t0) T (u)][|Blloodw)] 2] loo

_f{l}

kol [Blloce + (kg || Blloce + kg€ + kol Blloce)l[]|oc-

[03

1
e

1],

to]



i, t+ig _
i) | [ Byt + 1) () f(u + &)t — f W(t -+ to) 0 () Flu)dul

S t+ta] ft+to)

-+, ] toig
< Dyt + 1)@, (u) e+ & )du — / @, (t+ t”)@;zl(u}f('u -+ &y )du| +

[t+t.] [t+iq)

t-to .
+ | ; ](%(t + )05 () f (u =+ &) — Wt +10) ¥ (w) f(u))dul

t+ig
< kol flloc€ + ke + kol flloce.

De esto se puede concluir el siguiente limite:

Im z(t+t, + &) = m 2t +t5+ &) = y(t +io).
T—roc

TL—roC

2).51 t + to € Z. Para esto nos concentraremos en dos casos:
2.1).5i {tn} es decreciente se procede como en el caso anterior.

2.2).8i {t,,} no es decreciente, entonces [t + t,) =t +ty — 1, luego para n suficientemente grande,
conseguimos como en los pasos i),il) v iil) lo siguiente:

7). | Dt +ta)®ult+to~ Dzt +to— L+ &) — UE+t0) ¥ (4t — Lw(t+ 6o — 1+ &)
< (ko + |l|lsokp)e-
t+in
i), | f B, (44,0 () Bl £, sl g 6, =
t+tg—1
t+io .
- / U(t + 1)~ (1) Bw)duw(t + o — 1)|
it+ip—1
< kgl|Bllect + (kol1Bllooe + koe + Kol Blloce) ||| loo-
4t t+io .
i) | f By, (t+ 1) 85 (u) f(u + & )du — f Wy, (t +to) W5 (u) f(u)du
t+tg—1 1+ig—1
<

kol | flloct + ko€ + Kol flloce.

Luego, dado que t + 1ty € Z, la ecuacién (8.4.21) nos entrega la siguiente forma explicita para la
expresion z(t + to + &)

Bt +tg+ &) =Clt+ty+ & —Dalt+tg+&n— 1) +hlt +io+ & — 1),

COonl
tttgten
Clt oty -+ £~ 1) = B(E+ 20 + )02t + 20 + n — 1) +f &1 (u)Blu)du],
t+ito+Sn
: t+to+en
Rty BB, =T =Bt L8 f &1 (u) f(w)du
ttg+Ea—1

Por lo tanto podemos concluir los siguientes l{imites:
ﬂlirgolo:fc(t +ibn+Ep) = nll_l)rgo z(t+to+ &) =yt +1o).

De esto y como toda sucesién convergente en los nimeros reales se puede analizar como una de
dos subsucesiones mondtonas se concluyve la afirmacion.

Para realizar la demostracién Wm y(t +tg — ) = z(t) se procede de manera andloga. [J

=00

Teorema 3.4.3 Sean A(t), B{t) matrices casi automdrficas, f € ZAA(R;RP) y suponga que (8.4.17)
tenga una f3-dicotomia exponencial. Entonces (3.0.7) tiene une dnica solucidn casi automdrfica.

GG



Demostracion. Conocemos que la solucién z(t) de (3.0.7) que es acotada se escribe como la
expresion integral (8.4.19) (en [n,n + 1[), lo cual otorga la ecuacién en diferencias (3.4.20) la que
equivale a la ecuacién {3.4.21), por el Teorema 3.4.1 ésta es una ecuacion casi automériica. Por
la propiedad de S-dicotomia exponencial (3.4.21) tiene una dicotomia exponencial con funcién de
Green Bi-casi automérfica discreta. Asi, el Teorema 3.2.2 nos asegura que (3.4.20) tiene uns tnica
solucién acotada Z(n) que es casi automérfica discreta, de esta manera como z{n) = #(n) el Teo-
rema. (3.4.2) nos asegura que z(t) es casi automdrfica.

Para demostrar la unicidad supongamos que existe otra solucidn y(¢) de (3.0.7), entonces ésta
satisface (3.4.20), luego y(n) = z(n) = Z(n) {unicidad de la solucién discreta), de esto y debido a
la representacién integral se sigue que las soluciones coinciden en toda la recta, lo cual es contra-
dictorio. [

Observacién 3.4.2 Los dos teoremas anteriores son vdlidos cuando consideramos a la funcién f
dentro del espacio de las funciones casi automdrficas, el motive por el que se ha considerado a la
funcion dentro de las funciones Z-casi automdrficas es por su aplicacion en la demostracion en el
teorema que sigue, el cual soluciona a la ecuacicn (3.0.8).

Antes de presentar el teorema para la ecuacién (3.0.8). podemos notar que mediante la formula de
variacién de parémetros la representacién integral de la solucién sobre el intervalo [n,n -+ 1] es de
la siguiente forma:

T

2(t) = 6(t)l¢™(n) + f " 4 () Bluddula(n) + 6(2) / 71 (w)f(u, o), o(n))du.  (3.4.26)

n

v que tomando el limite t — {n + 1)~ da la siguiente ecuacién en diferencias:

zn+1) = dn+1)[@ Hn)+ /ﬂ+1 &~ u)B(u)duz(n) +

n

+ ®n+1) /M—l & () flu, z{u), x(n))du. (3.4.27)

Lema 3.4.2 Sea f : R x BP x R? — R? una funcidn ¢-Lipschitz casi automdrfica y 4 una funcidn
casi automorfica, entonces la sucesion ®(n+1) f:'ﬂ @) f(u, v(u), w(n))du es cast automdrfica
discreta.

Demostracién. Debido al Teorema (3.4.1) es suficiente ver que la funcidn gy : t — f(t,¥(t),¥([t]))
estd en ZAA(R; R?); pero esto es una consecuencia del lema (3.1.3). O

Teorema 3.4.4 Sean A(t), B(t) matrices casi automdrficas, f : R x R? x RF -+ R? una funcién
§-Lipschitz casi automdrfica. Supongamos ademds que (5.4.17) tenga una B-dicotomia exponencial
con parémetros (a,K,P), entonces existe un 6* > 0 tal que si § < 6* la ecuacidn (3.0.8) tiene una
dnica solucidn casi automdrfica.

Demostracién. Sea ¢ € AA(R;RP) y considere la ecuacién diferencial:
2 () = A()a(t) + B)a(e)) + £t v(e), $(), (5.4.28)

ya sabemos que en [n,n + 1) la solucién de esta ecuacion estd dada por:

t t

24(t) = ()& () + ] &~ () Blu)du]z(n) + B(2) ] & () f (u, (), () s

T k3
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v que cuando t — (n+ 1), se tiene:
zy(n-+1) = Cln)zy(n) + hy(n), n€Z, (3.4.29)

donde: e

Cln) = B(n+ 1)@ (n) + / &= (w)B(u)du),

n+1

hofn) =8+ 1) [ 87 () (0, ()

Consideremos el siguiente operador:
T: AARRP) — AAR:RP)
i
P — (T)(t) = @A) [ @ (n) +f &~ (u)B(u)dulzy(n) +

T

T
+ o(t) [ 07 w)f (¥, ()

Este operador estd bien definido ya que por el Teorema (3.4.3) si ¥ € AA(R;RP), entonces Ty es
la tinica solucién casi automdrfica de la ecuacion diferencial (3.4.28).

Como zy({n),n € Z es solucién casi automdrfica discreta de la ecuacién (3.4.29), el Teorema
8.2.2 nos da la forma explicita de ésta solucién, mas ain otorga la siguiente cota:

2ol < K(1+ e (1~ ™) Hlhplloo- : (3.4.30)

Consideremos ahora dos elementos 21,92 € AA(R;RP), luego obtenemos la siguiente esti-

macion:

Topr (2) — Ta(t)] < I‘P(ﬂi‘l"l(n)f—f &~ (u) Bu)du)(zy, (n) — Zy, (n))] +

T

T
+ 80 / & () (a1, 1 (), 2. (1)) — F (ot on (), 2 () s

T

i

i
(ko + || Bllocko) |, (n) — 2y (n)] + ko5] (o (w) = W2 (w)| + |1 () — Y2 (n)|)du

IA

(1+ HBHx)kl}“Iwz — Zyy |00 + 2kod|[tp1 — Yal|oo-

Pero la desigualdad (3.4.30) nos da la siguiente cota para ||z, — Ty, [|sc!
zg, — Tusllee € K(1+e7%) (1~ e7%) 7 {lhy, = By loc

pero en vista a la expresidn que se tiene para hy se consigue definitivamente la siguiente cota:
g, = Zyslloo < K(1+ €)1 — %) " kob|21 — vz co-

Por lo tanto obtenemos:
[Capr (8) = Tua(t)] < (14 ||Blloc) G (L +€7%)(1 — )7 ity — thalloe + 2k06] 1t — Y2l
luego, se consigue lo signiente:

IT%1 —Talle < ((1+1IBlloc kG E (1 +e™) (1~ e7%)7" + 2ko) 8l[t1 — Pallocs

1
(14 ||Blloc k2K (1 +ema)(1 —eme)=1 4 2ky
todo § < &* el operador T es un operador contractivo, luego la conclusién se sigue del Teorema de

De esto observamos que existe 6* = entonces para

punto fijo de Banach. O



3.5. Aplicacién al Modelo de Lasota-Wazewska con Argu-
mento Constante a Trozos.

El modelo de Lasota-Wasewska es una ecuacidn diferencial auténoma que tiene la siguiente
forma:

o' (t) = —bz(t) + pe~ " 1 > q,

la que fué utilizada por Wazewska-Czyzewska & Lasota [50] para describir la sobrevivencia de los
giébulos rojos en la sangre de un animal. En esta ecuacién z(t) describe el nimero de glébulos
rojos en el tiempo t, § > 0 es la probabilidad de muerte de un glébulo rojo; p. %y son constantes
positivas relacionadas con la produccién de glébulos rojos por unidad de tiempo y 7 es el tiempo
necesario para producir un glébulo rojo.

En esta seccidn, estamos interesados en obtener la solucién casi automérfica de la siguiente
DEPCA:

2/(t) = —6(D)e(t) + p()F (), (3.5.31)

donde &(+), p(+) son funciones casi automériicas positivas ¥ f(-) es una funcién continua, acotada y
+-Lipschitz. Ademds se supondréd que se satisface la siguiente condicion:

D)0<é-= frcinf{ci(s).
Especificamente se establece el siguiente resultado.

Teorema 3.5.1 Existe v > 0 tal que para tode v < 7o la ecuacion (8.5.31) tiene una idnica
solucion casi automdrfica.

Observacion 3.5.1

a). En la ecuacién (3.5.31), podemos notar que cuando se trate de la expresién explicita f(z) =
e~ o > {) estamos estudiando la ecuacién de Lasota-Wazewska; si f(x) = ze™%", a > 0 se

trata del modelo de Nicholson, mientras que para f(x) = — i,k > 0 se trata del modelo

e
z+k’
de Michaelis-Menten (describe la velocidad de reaccidn de reacciones enzimdticas). Para estos

casos particulares se puede aplicar el Teorema 3.5.1.

b). Cuando consideramos f(z) = = (6 - (%)r) 8,6,k > 0 es el modelo de Gilpin-Ayala, en

el caso en que f(z) = z — p) 0, p,m > 0 se trata del modelo de Mackey-Glass

1+
(utilizable en la produccién de glébulos blancos). Note que cuando k = 1 el modelo de Gilpin-

Avala se vuelve la ecuacién logistica. En este caso, es posible obtener resultados andlogos
al Teorems 8.5.1, pero con distinto estudio. Se puede notar que localmente éstos modelos
cumplen las condiciones generales impuestas sobre f.

La versién casi periddica de la ecuacién (3.5.31) es estudiada en [24]. La demostracién del Teorema
3.5.1 serd consecuencia de la teorfa desarrollada en la seccién anterior y de los siguientes prelimi-

nares.

Sea 1¢(t) una funcion real casi automdrfica y consideremos la ecuacidn:
2'(8) = —8(0)(t) + PO (¥([])- (3:5.32)
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Dentro del intervalo [n,n+ 1),n € N la solucién para la ecuacidn {3.5.32) estd dada por:

z(t) = exp (— /T;té(s)ds) z(n) + f(¥(n) /: exp (—-— /; 6{3)038) plu)du

v por la continuidad de la solucién de una DEPCA, tomando el limite n — (n+ 1)~ obtenemos la
ecuacion:

z(n+1)=exp (f ﬂnﬂ 6(s}ds> z(n) + f(¥(n)) Aﬂ“ exp (— fuwl 6(s)ds> plu)du,

la que se puede escribir como la signiente ecuacién en diferencias:

z{n+1) = C(njz(n) + g(n), (3.5.33)

Cln) = exp (w f " 6(s)ds) ;

o) = rwie) [ e (- [ " s)as ) i

ktd

donde:

Lema 3.5.1 La ecuacidn (8.5.58) es discreta casi sutomdrfica.

Demostracién. Debido a que la funcién f es continua, podemos concluir que la compuesta
Fw(n)) es casi automérfica discreta. Se sigue del Teorema 3.4.1 que C(n) ¥ f:’H exp (— f:ﬂ 5(s}ds) plu)du
son casi automérficas discretas, por lo que g(n) también lo es. O

Lema 3.5.2 La ecuacidn (5.5.33) tiene une dnica solucion gue es cast automdrfica discreta.

Demostracién. Observemos que debido a la condicién D) se tiene que la ecuacién homogénea
asociada a la ecuacién (3.5.33) goza de dicotomia exponencial, consecuentemente la solucién de la
ecuacién discreta es:

zy()= 3 Galn,k+1)gk)

fe= oo

donde

7l ua i+1 i1
Giln,k+1):= H Ci) = H exp (— /-“1 5(s)ds> = exp (— [ 5(3)ds)
i=k+1 ekl ot el

es la mairiz de Green discreta asociada.

La unicidad de la solucién se sigue de [55, Teorema 5.7]. De acuerdo al Teorema 3.2.2, para probar
que ésta solucién es casi automérfica discreta. s6lo queda ver que la funcién de Green es Bi-casi
automérfica discreta. En efecto, Sea {€;} una sucesién arbitraria de nimeros enteros. por ser ()
casi automérfica, existe una subsucesién {&} C {¢;} y una funcién ¢ tal que los siguientes limites
puntuales se satisfacen:

lim 6(s+&)=d(s), —1311190 0(s — &) = 6(s).

i—toc

Luego:

ne14E;
Galn+&.k+1+E) = exp (—f 5(3)0!3)
k

1€

n+1
- d(s+&)ds ).
oo (- [ e
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De esto ¥ por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue, se consigue:
te1 " "
) 11'_‘11_1 Ga(n+ &, k+1+8&)=exp (— f 5{3}ds> =: Gyln, k+1).
e k1

La demostracién del limite _11’31 Galn — &,k + 1 — &) = Ga(n,k + 1) se realiza de manera
L=—+=+00
similar. Por esto se concluye que la funcidn de Green es Bi-casi automorfica discreta y por lo tanto
que la tinica solucién de la ecuacién (3.5.33) es casi automorfica discreta. U

Lema 3.5.3 Sea z4(t) una solucion acoteda de la ecuacion (8.5.32). Entonces, x4(t) es casi
automorfica st y sélo s la sucesidn zy(n) es casi automdrfica discreta.

Demostracién. La demostracion se sigue del Teorema 3.4.2. O

Debido a la demostracién del Lema 3.5.2 podemos ver que la ecuacién homogénea de (3.5.33)
tiene una A-dicotomia exponencial. De esta manera la conclusién del Teorema 3.5.1 se consigue
utilizando el lema 3.5.2. de la misma forma que para el Teorema 3.4.4.

Corolario 3.5.1 El modelo de Lusota-Wazewska (ec. (3.5.31) con flz) = e, a > 0), tiene una
dnica solucidn cast automdrfica.



Apéndice.

Complemento a la demostracién del Lema 2.4.1.

Este apéndice se genera para realizar la demostracién de algunas lineas del Lema2.4.1, esto se
realiza de manera separada debido a que ocuparemos otros teoremas que no hemos incluido en el
cuerpo de la tesis.

Sea A(-) € M,,,(R) una matriz casi automoérfica compacta, sea {s.'} C R una sucesién arbitraria,
entonces existe una subsucesion {s),} C {s,} v una matriz B(-) tal que:

Wm A(t+s)) = B(), lim B(t—s,) = A(t)

n=toc Y nmtee
Sea ®(-} una matriz fundamental de la ecuacién:
2 () = A,
¥ sea la ecuacion:
2/ () = Alt + 5,,)x(t), (3.5.34)

cuya matriz fundamental es @,,(t) = ®(t + 8,)®~1(s,,). Consideremos la ecuacién:
' (t) = B(t)z(t). , (3.5.35)
Nuestro objetivo es demostrar el siguiente lema:

Lema 3.5.4 Eriste una subsucesion {s,} C {s,} tal que sobre subconjuntos compactos de R se
tiene lim ®,(f) = U(t), y Wm @;'(t)= U™1(t), con ¥(t) una matriz fundamental de (5.5.85).
Fi=ep DO Nn—-+0c

Antes de iniciar la demostracién enunciemos los teoremas a utilizar, éstos son de naturaleza
estdndar por lo que su demostracién se puede encontar en varios libros, como por ejemplo en
[32, 45].

Teorema 3.5.2 [Arzelo-Ascoli) Considere una sucesion de funciones de variable real (f,,) definida
sobre un intervalo compacto [a,b) de R. 81 dsta sucesion es uniformemente acotada y equiconiinua,
entonces existe una subsucesion (fn,) C (fr) que converge uniformemente.

Observacion 3.5.2 Si las derivadas de una sucesién de funciones son uniformemente acotadas,
entonces por el teorema del valor intermedio se puede ver que la sucesidn original satisface las
hipdtesis del teorema de Arzela-Ascoli.

Teorema 3.5.3 Considere una sucesidn de funciones diferenciables (fr). St fn — f puntuaimente
y f! —+ g uniformemente sobre el intervalo compacto [a, b] de R, entonces f es diferenciable y f' =g
en {a,bl.

~3
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Demostracién del Lema 3.5.4. Sea a € R*, es suficiente considerar el intervalo compacto
C = [—a.a] ya que todos son equivalentes. La demostracion se seguird en varios pases.

Primero: Como para todo n € N, @,,(0) = I. y al ser &, matriz fundamental de {3.5.34), se
consigue por integracién directa:

(I)N.(tj =1+ A(u -+ S:,)‘I‘H{U)du:
4]

pero al ser A(+) una matriz casi automdrfica, ésta es acotada. Sea M su cota superior. Aplicando
el lema de Gronwall-Bellman, tenemos:

2(17,,,(1‘,)\ < iIiEMt

v sobre subconjuntos compactos de R se puede ver que @, es uniformemente acotado.
Segundo: Como

@, (1) = Alt +5,)@p(t),n eNT € C, (3.5.36)

entonces la sucesién de derivadas es uniformemente acotado en ., luego por la observacion

3.5.2 v en virtud del teorema de Arzela-Ascoli @, tiene una subsucesion &, (i.e existe subsucesion
asociada {s,} C {s,,}) que es uniformemente convergente. Pongamos &, = ¥, n— +o0.

Tercero: Como esta subsucesién satisface (3.5.36) entonces:

(o)

& (t) = At + s,)@n(t),n e Nt € C, (3.5.37)

vy por tanto @/, es uniformemente convergente en C. Esto implica de acuerdo al Teorema 3.5.3 que

Tl
& — 0

Cuarto: Para ver que ¥ es matriz fundamental de (3.5.35), primero notemos que vo)=1T
ahora sélo queda tomar el limite en la ecuacién (3.5.37). Por esto existe ¥ L) te C.

Ahora probemos que m @7 (t) = ¥TH(E).
No es dificil notar que lann-‘:aj‘;;?z @ satisface la siguiente ecuacion:
2/ (t) = —z(t) At + 55}
Nuevamente por integracién directa tenemos:
oMty =1~ fot 7 () Au + sn)du,
del mismo modo: ;
o) = I-f o~ (u) Bw)du,
y por el lema de Gronwall-Bellman: ’
[0 oo < T]e!1Bll=2,

luego:

o) - w0 < fottw-l(u)Btu)—@;%u}A(wsundu

1A

/t [0 (u) ~ 77 (u)|dul| Afloe
¢

-}-

/ A + 52) — Bl duf] T oo,
g
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luego, dado ¢ > 0, existe Ny > 0 tal que para n > Ny se tiene:
‘ 1
@70 (6) — T < e||THloor + / 19 () — @ (u) | dul| A oo
Jo

por el lema de Gronwall-Bellman, obtenemos:

|@771(2) = UH(2)] < €[ fooaell 4= D

T4
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