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INTRODUCCION

Un problema de inter&s en afios recientes ha sido el de encontrar
una estimacidn para la magnitud de la solucidn no trivial mi3s pequefia de
una ecuacidn diofantica, i.e. si f € Z:[x}, ..., X1 , interesa encon -

n

trar la solucidn entera mds pequenia de la ecuacidn
f(x cear X ) =0 .
( 1 7 r n

En general el problema de decidir la sclubilidad en @ (equiva -
lentemente en Z ) de ecuaciones como la anterior, donde £ es una for
ma cuadritica, estd resuelto por el Principio de Hasse o Principio Local
Global, que proporciona una condicidn necesaria y suficiente para la so-

lubilidad de estas ecuaciones.

En 1798, Legendre demostrd que si la ecuacidn diofdntica
2 2
a1x + ax_ +ax_=20 (1

esti en su forma normal, i.e. a_,a..a

113573, son enteros libres de cuadrades,

primos entre si de dos en dos y no todos del mismo signo, entonces la so

lubilidad de las tres congruencias



ii

2 o
x = -a2a3(mod a1)
x2 = -a.a_(mod a_) (2)
B 13 2
2
X =

—a1az(mod a3)

es condicidn necesaria y suficiente para la solubilidad de la ecuacidn

(1) en Z .

En la demostracidén de suficiencia de la condicidn (2) se deduce

que la ecuacidn (1), & la ecuacidn

a x2 + a x2 + a x2 = -a a a (3)
171 272 33 123

tiene una solucidn en el dominio entero

|x1|‘5 vV [a2a3| - [xz{‘s V4 |a1a3§ : |x3|_5 Vv |a1 | - (4)

Ry

En caso de ser x_,X

,X. una solucidén de la ecuacidn (3), los nii-

1772773
z z ini = - + =
meros z1, 2123 definidos por z1 a2x2 x1x3 ¢ Z, a x, + x2x3 Yy
2 P -
zZ, = X_ + a_a forman una solucidn para la ecuacién (1).

3 3 12
En 1950 Holzerutilizando un profundo resultado sobre niimeros pri -
mos en una progresidn aritmética en un cuerpo cuadridtico, demostrd gque si
la ecuacidn (1) es soluble (no trivialmente) en Z , entonces tiene una

solucién en el dominio (4).

Skolem y Mordell intentaron dar demostraciones utilizando métodos
mds elementales, logrando solo versiones mis toscas del Teorema. Finalmen

te, en 1968 Mordell logrd el objetivo (demostracidn del Teorema 5).

Con un sencillo programa computacional es posible advertir que en
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muchos casos la ecuacidn (1) tiene varias soluciones en su dominio (4)
respectivo, por lo que se puede pensar Jue en esos €5 posible optimizar
las cotas de (4). Kneser estudid este problema en 1958. Es facil deducir
que la tercera desigualdad de (4) implica las otras dos; Kneser demuestra
que si (1) es soluble, entonces existe una solucién x1,x X con

23

e
i

donde en muchos casos k <1 (ver [K]).

Es claro entonces que resulte interesante preguntarse qué sucede

con la ecuacién con cuatro variables

2 2 2 2
+ + = .
a,x, + a2x2 a3x3 a,x 0 (5)

La demostracidn del Teorema de Hasse Minkowski depende esencialmen
te del nimero de variables de la ecuacidn, y es posible, basindose en es-
te Teorema para los casos n =3 y n = 4 , establecer un conjunto de
condiciones para la solubilidad de (5). Con este propdsito, en el Capitu-
lo I se enuncian algunos Teoremas y Lemas concernientes a formas cuadrd -

ticas sobre los cuerpos p-adicos QP .

Aplicando en forma adecuada una versidn efectiva del Teorema de la
Progresidn Aritmética de Dirichlet, empleando una funcidn que acote al
primo mds pequefio que aparece en dicha sucesidén (ver [J-R]), es posible
establecer una generalizacidn del Teorema de Holzer para la ecuacidn (5)

(Teorema 8).

La optimizacidn de esta generalizacidn depende en gran medida del
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porte de la cota para el primer primo en la progresidén, cabe agregar gque
este Gltimo problema ha sido muy estudiado y existe una versién mucho mis

general que se puede encontrar en [L-0] .

En cuanto al Teorema de Holzer, es sequroc que de una forma u otra,
en un futuro prdximo, se leograria una generalizacidn con cotas mucho mejo-

res, por ejemplo, como las gue se proponen en el problema del Apéndice.



CAPITULDO I

FORMAS CUADRATICAS SOBRE Qp

§ 1. PRELIMINARES.

DEFINICION 1. Clisicamente una forma cuadritica sobre un cuerpo K es un

polinomio homogéneo de grado dos de la forma

en n indeterminadas X1, . Xn , con coeficientes aij € K .

La matriz simétrica A = {aij) se denomina la matriz de f .

Mediante el conocido proceso de diagonalizacidn de A se puede

transformar f en una forma diagonal

ax, , a, €K, (Caxr X # 2) .

Para nuestro propdsito, consideraremos en adelante las formas cua-

driticas diagonalizadas, v K = @ el cuerpo de los nilmeros racionales, &



K= @P cuerpo de los niimeros p-adicos seglin sea el caso, ademds escribi
remos el cuerpo de los nimercs reales R = D
Las demostraciones del Teorema 1, su Corolario y del Teorema 2,

pueden verse en [B-5].

TECREMA 1 (Hensel). Sea F(X,, ..., xn) € ZE){X y sy Bl ¥

At 1 n

(Y1, ...,yn)Ezg tal gue para cierto i, 1 <1i <n

2841
F(Yf ey Yn) = O({mod p )

oF _ §
Sxi (Y1, ceny {n) = 0O(mod p)
oF §+1
B‘Xi [y1, ...,Yn] Z O{mod p )
cierto 6 € N , entonces existen enteros p-3adicos 81, cens an tales que

F(e1l = ey en} =0
§+1 .
= v. {mod 1 < < .
y 81 {l( P ) ’ __l _}.'1
X) €z | X ] ( ) €z
COROLARIO. Sea F(x1, e n) o X1, oo X vy Y1: . Yn s
tal que para cierto 1, 1 <1i <n

F(Yﬂ . s Yn) = O (mod p)
oF (y Y‘f Z 0(mod p)
9%, 1! RS
i
entonces existen enteros p-adicos 81, @ g Gn tales gque

BB ; swuy B.) =0
1 n



Y 8i = Yi(mod B) ; 1 <i<n.

Luego, toda solucidn Yo S b Y, de la congruencia F(X1, s Xn) =
= O{mod p) puede extenderse a una solucién de la ecuacién F =0 en Z

salvo que

3F_ ' |
—— (v;s <+-» v ) =0 ,paratode i, 1<ic<n

TEOREMA 2 (Chevalley). Si F{X1, ey Xn) es una forma homogénea de grado

estrictamente menor gque n , entonces la congruencia

F{X1, i, Xn) = O{mod p)
tiene solucidn no nula (X1, 5 Xn}(mod p) -
LEMA 1. Sea p primo impar vy 0 < r <n ; Eqr wenv En unidades p-adicas,
entonces la forma
F=F +pF, =¢ £ ey, # E = ple x2, + ...+ € xzj
o i 11 X E r+1 r+1 n n

representa cero en Qp si ysdlosi F & F1 representa cero en {Q .
o

Demostracidn: Sea F soluble en QP y g1, ey gn una solucidn, enton
ces podemos suponer gue gi Z O(mod p) para al menosun i , 1 <i <n .

Si 1 <1i <r , supongameos i =1 , entonces

FO[£1, N gr] = 0(mod p)

Z O(mod p) .

Por el Corolario del Teorema 1, Fo representa cero.



; = = = - - 2
si 61 = wam = ﬁr = O(mod p) , entonces FO{£1, e g gr] Z 0(mod p) de
donde Fngr+1""" En) = O{mod p) conalmenos un &£, , r+ 1 <3 <n
no divisible por p , por Corolario del Tecrema 1, F1 representa cero
en -
QP
COROCLARIO 1. 5i p es primo impar y €1, o e Er son unidades p-adicas
entonces la forma
2
£f=e X  + ... + €

11 rxr

representa cero en QD si vy s8lo si la congruencia f(x1, cesy xr) = O0(mod p)

tiene una solucidn no trivial en Z .

Demostracidn: Consecuencia inmediata del Lema.

COROLARIO 2. Si p es primo impar y €41 +ver £, SOD unidades p-adicas

con n > 3 , entonces la forma

representa cero en ZEP .

Demostracidn: Consecuencia del Teorema 2 y el Corolario 1.

LEMA 2. Si p =2, la forma F del Lema 1 representa cero en Q2 sivy

sdlo si la congruencia
F = 0O(mod 16)

admite una solucidn con al menos una de las incdgnitas impar.



I

) L
Demostracidn: Sea FL;1, ‘55 En) O{mod 16) con Ei impar algfin 1 <

81 1 < r , sin restriccidn sea Eq impar, entonces

F(€,r «+vs € ) E O(mod 8)

3

5;2- (8r ---s E) 7 O(moa 4) .

Por Teorema 1, F representa cerc en Qz .

2x, ,

Supongamos ahora que €i = O(mod 2) para 1 <i <r ,y §

Ki € ZE) » 1 £1i<r , entonces

r 5 n 5
4 X g AT +2 Z €.E7= 0(mod 16) .
, i'i \ i
i=1 i=r+1
Luego
n 5 r 2
L &% +2 Z £A% 2 0(mod 8)
: i“1i ; ii
i=r+1 i=1

con al menos un Ei y ¥+ 1 <1i <n impar, asi la forma F, + 2F v
b —_— 0 2

por lo tanto F representa cero en QZ .
El reciproco del Lema es claro.
De la demostracidn anterior se deduce el siguiente
COROLARIO. Si la forma F del Lema 1 admite una solucidn para la congruen
cia
F = O(mod 8)

con al menos una de las incbgnitas x T xr impar, entonces la forma

1'

representa cero en Qz .

| A



LEMA 3. 3i p es un primo impar, una unidad p-adica

2
& = i - <
£ c0 + cjp + czp + ssw F (0 ___ci <P co # 0)

es un cuadrado en Qp sf y s8lo si ¢ es resto cuadritico mdédulo p .
o

2 (co °}
e.d. £ = = [—— =1 ; —i simbolo de Legendre.
P P P)
_— 5 2 =
Demostracidn: Si € = B en Qp + v BZ b(mod p) con b € Z , entonces

_ .2
cO = b {med p) .

Para el reciproco, consideremos el polinomio F(x) = x° - € , entonces

11

F(b) O{mod p) y F'(b) = 2b ¥ O(mod p) . Por Corolario del Teorema 1

existe o € Zp tal que F(a) =0 y o = b(mod p) , de donde £ =01 .

IEMA 4. 8i & es una unidad 2-32dica, entonces € es un cuadrado en Q2

siy s8lo si € = 1(mod 8)

i3 . 2 P :
Demostracidn: Si e € Qz r €l cuadrado de todo numero impar es congruente
a 1 mbédulo 8, luego £ = 1(mod 8) .
8i € = 1{mod 8) aplicar Corolario del Teorema 1 al polincmio

F(x) = x2 - £ de donde resulta £ € Qé

LEMA 5. Si una forma cuadrdtica no singular representa cero en un cuerpo

K , entonces representa todos los elementos de K .

. . ; 2 2
Demostracidén: Consideremos la forma F = a1x1 + wme + anxn r Y
2 2 . o .
a,a, + a0 * aa = 0 una representacidon de cero no nula en K . Sin res-

triccidn supongamos oy # 0. Sean las variables



x1 = a1(1 + t) ; X, = uk(T -t), k=2, ..., n con t varia -

ble a determinar. Entonces

2 2 2 2
F(x,, ..., X ) =2a 0.t -2a0.t - ... ~2aagt=14angt
1 n 171 22 nn 1

Basta considerar t = ——I——-.

4
a,a,

LEMA 6. Sea K un cuerpo con mds de 5 elementos, si la forma diagonal

representa cero en K , entonces existe una representacidn de cero por F

con todas las variables no nulas.

i . 2 .
Demostracién: Basta ver que si a1£ # 0 entonces existen g

2 2 2
= £ {a O)
con aa’ +a, =af (a, #

, 0EK
170y 7

Considerar la identidad

2
t -1 2 .
31[Et ¥ IJ + a1t[t e 1J = a1g , cierto t # #1

# . -
Como K > 5 , y para cada ecuacidn

hay a lo m38s 2 soluciones en K , podemos elegir A de modo gque
2
azh

= = +
£ t0 = # £1 , luego




§ 2. PRINCIPIO LOCAL GLOBAL PARA FORMAS CUADRATICAS.

TEOREMA 3 (Hasse-Minkowski). El principio local global se cumple para formas

o . 3 2 2 . . .
cuadraticas, e.d. la ecuacidn (:11}{,s + e + anxn = 0 - tiene solucidén no tri-

vial en @ sI y sdlo si existe solucidn no trivial en todes los cuerpos

QP’ P=2s3; s-c.: .

r

Demostracidn: Si la ecuacidn tiene solucidén en @ , come @ € QP  p
es soluble en tedos los cuerpos p-adicos.

Supongamos entonces que la ecuacidn tiene solucién en @ , p = 2,3, ..., ®
La demostracidn de esta parte del Teorema depende esencialmente del nimero

n de variables,

El caso n =1 es trivial, veamos el

Caso n = 2 . En cada cuerpo Qp , elijamos una solucidn Q, ,0 no trivial,

172

como la ecuacidn es soluble en particular en @, = R , no puede tener to-
dos los coeficientes con el mismo signo, es decir debe ser no definida.

Sin restriccidn supongamos a, >0 vy a, < 0 , asi en cada cuerpo

2 2 2 »
a. + o = - = o asil
QP a a 0 vy por lo tanto a1/a2 @2/ J i

11 22
vp[—a1/’a2] € 2% ¥ p (vP valuacidn p-adica). Luego si escribimos
Log Si,2
- = = - = i i - ={I i
a1/’a2 MIp »oTy vpi( a1/’a2] 25l se tiene que a1/’a2 [ P |
2 .
es un cuadrado en @ . Sea —a?/a2 = b cierto b € @ , entonces

a, + a2b2 = 0 . Luego la ecuacidn es soluble en @ .

Caso n = 3 . Podemos considerar en este caso la ecuacidn reducida a su

forma normal, e.d.



(1) a1,a2,a3 son enteros libres de cuadrados,
(ii) no todos los coeficientes tienen igual signo,
(iii) {ai,aj) =1 para i # j ;

sin restriccidn supongamcs a1,a ,a. > 0 y escribamos la ecuacidn como

2" 3
2 2
a1x1 + ax_-ax_=20

{
Sea p primo impar tal que p {as . Por hipdtesis esta ecuacidn tiene

solucidn en Qp ; luego por Corolario 1 del Lema 1, la congruencia

jv!]

b
+

[}

o]
I

= O0{mod p)

tiene una solucidn no trivial (x ,y ) , de donde
o ~o

_ 2
zay (X1YO + szo)(xiyo xzxc)(mod p)

2 2 2 (p) (p)
+ - = ’ rs M b 1
a X, A K, T AgXg L (X1 Y, Z}) {x1,y1,z1)(mod p) (n
(p) (p) . ,
donde L y M son formas lineales en Z:[x1,x2,x3] que dependen
de p .
Para p = 2
2 2 2
- = - 2 "
a1x + a2x2 a3x3 = (a,!x1 + a X, a3x3} (mod 2)
- . . . (p) (p)
Asi para cada primo p 2a1aza3 existen formas lineales L y M

con la propiedad (1).



Por el Teorema Chino de los restos existen formas lineales L vy

M en Za[x1,x2,x3] tales que

2 2
X+ = = h " ) =
a1 1 a2x2 a3x3 = L(x1,x2,x3)'\d(x] x2,x3, {mod a1a2a3) (2)

Si a‘laza3 = 1 , la ecuacidn tiene una solucién obvia. Supongamos
a1a2a3 # 1 , entonces unc de los niimeros +/ a1a2 I 4 ::a.,la.32 ; v a2a3

no es entero. Sea V = {(x1,x2,x3) = 23 /0 §x1 < a233 ;

0 <x_, < yaa ; 0<x_,6 < s a,a.} , es facil ver que #V>aaa,
-2 13 - 3 1 2 12 3
#

luego #V > (Z /a,a.a, Z) , asi existen (x1,x

192%3 2¥3) ¥ (¥ye¥y.v5)  dis

tintos en V tales que

L(xq,x

2,x3) L(y],yz,ye') (mod a1a2a3) =

Luego si1 xo=x1-—y1, ¥y =x2—y2, zZ =x, -Y

L(xo,yo,zo) O(mod a_ a a3) . (3)

12

Ademds, como (x1,x

2r%3) Y (y1-y2:y3) estan en V , (x /¥ r2)) €V,

de donde resulta

a.a <ax2+a2-a22<2a (4)
%1%3% 1*o 2Ys k- Dk e - B

De (1) y (2) se obtiene

x2+a2-a22—daaa iert de z (5)
Bt T By 3% gty & AR '

(4) v (5) son compatibles slo si d=0 & 1 .
si d=0, (xo,yo,zo) es solucidén de la ecuacidén. Si d =1 ,

entonces
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pero entonces

2 2 2 2
+ - - -
a1(xozo a2yo) * a2(yozo a1xo) a3(zO * a1a2) 0

y luego, de esta relacidn, que es de ficil comprobacién se obtiene una solu-
cidn entera para la ecuacidn.
Como se menciona en la Introduccidn, ‘este Teorema para el caso

n = 3 fue originalmente resuelto por Legendre en 1798,

OBSERVACICN 1. Es importante observar gque en la demostracidn anterior no se
utilizd la solubilidad de la ecuacidn en e, , e.d. la solubilidad de la
ecuacidn en tres variables en todos los cuerpos QP , para p impar y en

P implica su solubilidad en QZ y por lo tanto en Q .

Existe este mismo. resultado para cualquier prime g finito, y es

consecuencia de lo visto hasta ahora y la Ley de Reciprocidad Cuadritica.

LEMA 7. Si la forma a x2 + a_x

2
11 22
e =]

2
+ a3x3 representa cero en tedos los cuer-
pos p-adicos, p = 2,3, ..., , salvo guizis en Qq , para algfin primo g

finito, entonces la forma también representa ceroc en @ .

El siguiente Teorema es la base fundamental para la demostracidn
del Teorema para n = 4 , y para el propdsito de generalizar el Teorema

de Holzer a este caso.
TEOREMA 4 (Dirichlet). Sean a,b entercs, b >0 vy (a,b) =1 , entonces
existen infinitos primos de la forma a + kb, k€ N .

La demostracidn de este Teorema es bastante extensa y se puede en-

contrar por ejemplo en [A].
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Demostracidn del Teorema 3.

Caso n = 4 ., Consideremos la ecuacién

2 2 2 2
+ + + =
a x1 a x2 a3x3 a x 0 (6)

normalizada, e.d.

i) ai libres de cuadrados,

ii) P primo y p [a1a2a3a4 entonces divide a lo mlds a dos coeficientes,
iij >0 <0

1ii) a1 . a4

OBSERVACION 2. Si en la ecuacidn existen tres coeficientes divisibles por
un primo p , multiplicando (6) por p ¥y haciendo X.p =y, se obtiene
una ecuacidn con la condicién (ii), este mismo tipo de observacidn puede
hacerse para otro nimero de variables, obtenid&ndose asi la ecuacidn norma-

lizada.

Sean PyrPyr seer P los primos impares que dividen a a,aa.a, ;Y para

,00. una solucidn de la ecuacidn

cada p=2, p 4

qr =e-r P, SER al,uz,a3

6 .
(6) en Qp

Por Lema 6 podemos suponer todos los ai distintos de cero, para

cada p

Consideremos las formas

2 2
h(x!,xz) = ax, +ax, Y g{x3,x4) = -a_ x_ - a,x {7)

y sea b? = h{a1,a2) = g(a3.a4) .
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CBSERVACICN 3. Si bp = 0 1las formas (7) son isétropas vy .por lo tanto uni-

versales, asl podemos suponer bP =1

Si bp # 0 podemos suponer que es un entero racional divisible a lo

- ’ 1
mas por la potencia p de p .

pz+-... S

Esto Ultimo es fi3cil de ver, pues si b =a + a,p + a
P o 1 2 P

(a4 )
b = a0(1 + E—-p + ——p + ... (aD Z O(mod p)) vy por lemas 3 y 4,

P o %
a a2 2 2

1 + TPt p o+ € ¢~ , dividiendo la ecuacidn por este t&rmino gqueda
o} o P

lo deseado, andlogamente si a =0 .

Por el Tecrema Chino de los restos existe a > 0 en Z gue satis-

face

aEbﬂmﬁZ%

5 (8)
a=b (mod p.) 1 <i <s.
Py 1 = =

Por la Observacidn 3, para cada p = 2, Pyr wees Ps' b 1a es una unidad

p-adica y ademis

-1 _ -
b, a 1{mod 8) R b 1a
2 P

]
i

1 {mod pi)

y por lo tanto, por Lemas 3 y 4 , b;Ta € Qg y b a€Q

Luego

h{u MRV b 'a Qo ® fb_1 J = gla_. V/b-1 o,- V/;_Ta] = a
1 p lzvpa q\3 paf4 p



14

por lo tanto las formas
-ax2+b(x x.) ‘2*1' ({ ) (9)
5 1x, %, ¥ ay gix, /X, {

representan cero en Qp ;, P =2, Pir seer P_ -
s

Si p es un primo tal que p‘* a y p# p1, ..., P_ , entonces por
s '

Corolario 2 del Lema 1, las formas (9) representan cero en QP 2

Como supusimos a1 >0, a, <0 yv a>0, las formas (9) son in-

4

definidas por lo gque tambi&n representan cero en D -

Si pudieramos elegir a , de tal forma que ademids en su descomposi-

cidn en primos, hubiese un Gnico primo g distinto de Dyr =+r P s B0 =
tonces por Lema 7 las formas (9) representarian cero en Qp F
P=2l'3l' .._’m'

Tal eleccidn de a es posible gracias al Teorema de Dirichlet.

Si a es el entero positivo solucidn del sistema (8), (nica mddulo
= g
m= 2 II P, , sea d = (a,m) .

Por Teorema 4 existe k > 0 € Z , tal que

a m
g = E‘+ k ]
es primo, ademi3s q*d = a(mod m)
Sea aO = gd , entonces aO cumple la condicién deseada, asi las

formas (9) representan cero en @ , & equivalentemente las formas h vy

g representan a  en P, y como
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2 2 2 2
+ = -
a x a X, +ax, +ax, h(x1,x2) g(xa,x4)

la ecuacidn (6) representa cero en .
Casc n =5 ., Consideremos la forma
2 2 2 2
a x1 + a2x2 +ax +ax, +ax. =20

normalizada, y sin restriccidn supongamos a, >0 vy a_ < 0. Sean

2 2
= +
g(x1,x2) alx1 a2x2 i h(x3,x

Igual que en el caso n = 4 es posible encontrar un entero racional
ao > 0 representablepor g y h en Q2 __ vy Qp ¥ , salvo quizds en

un cuerpo @P , donde g es un primo impar que divide a Ia, .

2 : _
Por Lema 7 la forma —aoxo + g representa cero en todos los cuerpos
Qp » Yy en @_, pues supusimos a1 >0 y ao > 0 . Por el Teorema para el

caso n = 3 , representa cero en { O equivalentemente g representa

Por Corolaric 2 del Lema 1, la forma h representa cero en Qq ; ¥ por
Lema 5 es universal en Qq , en particular representa aO en Qq , asi

2 I
la forma -aoxo + h representa cero en todos los cuerpos p-adicos, y por
el Teorema para el casc n = 4 , representa cero en § , o equivalentemen-

te h representa aO en @ , de donde la forma

representa ceroc en ¢ .



Caso n > 5 . Para este caso basta ver que si F es una forma con mis de
5 variables, F = FO + F1 donde Fo ) F1 es una forma indefinida de 5
variables y asi FO 5] F1 y por lo tanto F representa cero en { .

2 2 .
COROLARIO. Toda forma x, + ... + x_ € gl , ooms xn] , no definida con

n > 5 representa cerc en g .

§ 3. CONTRAEJEMPLOS AL PRINCIPIO LOCAL GLOBAL.

Luego de ver el Teorema de Hasse-Minkowski, se podria pensar en una
eventual generalizacidn de &ste a formas de grado mayor, pero esto no es

posible.

Ejemplo 1. La forma

F(x,y,2) = 2x3 + 4y3 + 523

representa cerc en todos los cuerpos p-adicos, pero no en § .

Este ejemplo fué dadc por E.S. Selmer (Acta Math., 85(1951), 203-
361). La demostracidn de que la forma es is8tropa en QP r ¥ p ¥ en
P, es relativamente sencilla, no asi la demostracidn de que no represen

ta cero en @ gque es mucho mas delicada.

Ejemplo 2. Es ficil dar ejemplos mas sencillos como el siguiente: la for-

2

2
ma F = 41x1 + 23!x2

+ 123x§ = 319xi tiene ceros en Qz pero no en

Q41 :

La forma G = 6x$ + 13x§ + xi - 2x§ representa cero en todos los cuerpos
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ggp Y en Qm + PEro no en (@

Luego la forma

1:7‘(1-{T ,xz,x3,x4) 'G(x1 ,x2,x3,x4)

tiene ceros en todos los cuerpos ggp yen Q@ , peronoen @ pues F

ni G 1los tienen.

OBSERVACION. En el caso de formas binarias sobre @ , se puede demostrar

que el principio de Hasse se cumple para formas de grado <4



CAPITULDO IT

i 2
. LAE DICFA + + = .
3 1. LA ECUACION DICFANTICA a1x1 a2x2 a3x3 0

TEOREMA 6 (Horzel). Si la ecuacidén diofantica
2
ax, +ax. . +ax_=0 (10)

en su forma normal tiene solucidn entera, entonces tiene una solucidn

.4 X
Ry a¥ge¥y

< Vel s Ixl < Viaagl o (x]

tal que

< \/1a1a2

(11)

Demostracidn: (Mordell) . Consideremos la ecuacidn (10) normalizada, y sea
, ' 15 =1, > 0
xo,yo zo una solucidn entera, se puede suponer (xo,yo) a1 '
> 0 <0
a, Y a,
2 2 2
.81z | < + + =
OBSERVACION 4. Si |z | < V/|a1a2[ entonces de a.x_ + ay_ + ajz_ =0
ded e a x2 + a = -3 22 lue x2 < -a 22 de donde
Se deduce qu 170 276 3% 0 THeI0 &%, 2 783% °
[xol R RY !a2a3E , andlogamente se deduce !yol_i v [a1a3l . Luego para

demostrar el teorema basta ver que si xo,yo,zo es una solucidn de (10)

18



vy zol > 8/ [a?azi , entonces existe solucidn x,y,Z

Supongamos entonces zo > V’|a1a21

Consideremos una solucidn de la forma

x=x +tX, y-= yo + t¥ , 2 = Zo + tZ

donde X,Y,Z son enteros a determinar.

Reemplazando x,¥,Z en la ecuacidn (10}, como

cidn, se obtiene la condicidn

X
o]

19

-4 es solu-
ryor &

2 2 2 .
12 + Y + =0
(a1x + aZY + a3a Yt + 2‘a1xox azyo aBZOZ) i
despejando t vy reemplazando en los términos x,y,Zz queda
x (a x2 + a Y2 + 22) - 2X(a,x X + a Y + a_z Z)
% = o 1 2 a3 1o 2yo 3¢
- 2 2 2 ’
X + + Z
a1 azY a3
(a x2 + a Y2 + a 22) - 2¥(a,x X + a Y +a.z Z)
Y_yo 1 2 3 1% 25 3%
- 2 2 2 '
a X + Y + Z
1 22 3
(a X2 + Y2 + 22) 2Z(a,x X + a Y + a_z Z)
, - e %2 % 1% 2¥o 3%0
B 2 2 2 ®
Z
a1X + a2Y + a3
Asi, obviando un denominador obtenemos solucién x,y,z dada por
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2
Sx = x (a.X“ +a ¥ +az) -2%axX+ayy¥+aziz) |
o 1 2 1o 20 30
2
Sy = {a X" + - + + *
v yo‘aT azY + aBZ ) 2Y{a1xox azon aBZoZ) (12)
8z = z (a,X" + a,Y +aZZ)—22(axX+ayY+azZ}
o 1 2 3 1% 2%0 80 @ ¥

donde § es un comin denominador de las tres expresicnes de la derecha.

El siguiente paso, es demostrar que si ¢ es tal que

S | a, y ) /Xyo - Yx0 (13)

entonces x,v,z son tres nimeros enteros; supongamos que (13) se cumple.

2 2 2
De ax_ +a Y + a.z” =0 se deduce que (§,a

=1
2 30 a2xoyo) - De

1

(12) vemos que basta demostrar que

2 2 I
6} a X" +ay y que & a1xox + azon

1 2
XOY
De (13) X=Z — (mod §) y por lo tanto
Yo
2
XY 2
2 o 2 Y 2 o N
= o = = + = O(mod &
a1X +ay a, - + ay > (a1x0 azyo) (m )
o Y
Q
6{ a
pues 5
Por otra parte
X Y
Q ¥ 2 2.
+ = —f 4 Y = — + a = O{mod §
a1xox azon a X vy a¥, v, (a1xO 2y0) { )

que era lo deseado.
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Ahora veremos que con 6,%,Y,2Z apropiados y con las condiciones anteriores,

z serd tal que [z| < |ZO£

Se puede obtener de (12) la siguiente igualdad

. |
= [z + | +

a.z J

2
a X +
xo azon) a a2

{yOX - xOY}2 . (14)

A
(e

a

w D=

Como (xo,y ) 1 , podemos encontrar X e Y tales que

Q

Si a, es par, tomemos §=—= y Z tal que

Asi, de (14)

1
< — +
4

PR

e}
Continuando este proceso se obtiene una solucidn con |z| =< \/1a1a2| .

si a, es impar, imponemos ademis la condicidn

+ + = .
a1X azY aSZ 0 (mod 2)

Esto define la paridad de Z . Como & es impar, las tres expresiones de
la derecha de (12) son divisibles por 28 , y asi obtenemos (14) con 28

en vez de § .

Tomamos ahora § = a, v Z tal gque
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con la paridad asignada, asi de (14) obtenemcs finalmente

=Z,
zgg; <141 y 2| < |z|

Esto completa la demostracidn.

; ) . 2 2 2
Ejemplo: La ecuacidn 14)-:1 + 3x2 - 13x3 = 0 no es soluble en Z , pues

no posee solucidn no trivial tal que

x| < V39 R B VAT p kgl 2 VE2
(fAcilmente comprobable con un computador).
§ 2. LA ECUACION DICFANTICA a x2 + a x2 + a x2 + a x2 =0 (15)
: 171 272 33 474 )

Soluciones de (15) en los cuerpos p-adicos p 2a1a2a3a4 3

Sea p primo con p faiaza3a4 v consideremos la ecuacidn (15)

normalizada, asi p divide a lo mas a dos de los coeficientes a; -

Caso 1: p divide a un {inico coeficiente, sin restriccidn supongamcs

pla, -

; 2 2 ;
Si p # 2 , entonces la forma a2x2 + a3x3 es universal en FP ,

en efecto: Si b = 0 en E}) entonces

by o2 = = Fp - 2 € } =
la,x3 /%, Fp} = {b a2x3/1-:3 E‘p} 5 g
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luego la interseccidn de estos dos conjuntos es no vacia y por lo tanto

.existen enteros az,a3 tales que 0O E_az,aB <p vy

a 2 + a z = -3, =-kp = - (1 + k i k €
2u2 3a3 1 p = aTL a1 P cierto z ,
k -
por Lema 3 1 + 5—-p es un cuadrado en QP y asi

;
2 2 2
V1+ =
a‘i( kp/a1) + aja, + a_o 0
es una representacidn de cero en Qp :

OBSERVACION 5. Eligiendc los ai tales que 0 < ai < p v usando el Lema
6 se puede encontrar una representacidn de cero en gp con todas las va-

riables no nulas.

Si p =2, en este caso también hay solucidn, en efecto: sea

1 2
& = P 1)
entonces
2 2 _
a1 + a3 + a4a = 20 + 200 = 200 + 1) = O(mod 4)
luego
+ a_. + a ‘s 48 ierto R € Z
a1 3 4& = 4B cier i
+ a (26}2 +a. + a 2 43 + 482 Z 0(mod 8)
Y % 2 3§ T 9k = = B8 ’
luego
a (28)2 +a_ + a ¢ o - -8t cierto t € Z
T g " gl =Ry

Por Lema 4 (1 + 8t,/a1} es un cuadrado en o, v asi
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2 2 2
a1[ v T+ 8t/’a1} + 32{28) + a3 + a4a =0 ,

es una representacidn de cero en Qz

Debemos observar aqui que en ambos casos es posible efectivizar en pocos pa-

sos una solucidn para la ecuacidn (15) en @

Caso 2: p divide a dos coeficientes.

5 i
Supongamos primero p # 2 , y sin restriccidn p !aS Yy p ja4

; ; 2 2 2 2
f + + a! + a' = :
La ecuacidn tiene la forma a1x1 a2x2 a3px3 a4px4 0

Por Lema 1 esta ecuacidn es soluble en QP si y s6lo si una de las

. 2 2 . 2
ecuaciones a,Xx,_ + a_.x_ =0 &

2 =
; - ; :
1% 2% a3x3 X 0 tiene solucidn en Qp P Y

1
474
esto ocurre si y sdlo si -a,a, 5 —aéaé es un cuadrado en QP . Si por

2
. _ = &
ejemplo a1a2 gp entonces

es una solucién de la ecuacidn (15) en QP 2

De esta forma, por Lema 3 y utilizando la férmula de Euler, una condicidn
necesaria para la solubilidad de la ecuacidn (15) en @ ({(equivalentemente

en Z) es qize

Bl p-1
(—aIaz) - = 1(mod p) 5] (-aéa;) = 1{med p)
Ejemplo 1. La ecuacidn 3xf - 6x§ + 5x§ - 7x2 = 0 no es soluble en Z ,
pues para p =3 ni -(1°-2) ni =-(5*-7) son resto cuadratico mddulo 3,

o [-[8
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Ejemplo 2.

2 2 2 2
41 + 231 + 12 - =
x1 2 x2 3x3 319x4 8]

no es soluble en % , pues [i—ﬂ = ———] = =1

\ )
si p=2, p 533 ¥ p[ a,
Por Lema 2 la forma representa cero en o, si y s6lo si existen

yl,yz,y3,y4 donde al menos un yi s 1lmpar, con

2 2 2 2 x
+ + v = 0f
aly1 a2y2 a3y3 + a4j4 0 {mod 16)

Esto es facil y rapidamente verificable con un pequefic programa computacio-

nal.
Los cuadrados mddulo 16 son 0,1,4 y 9 , si por ejemplo para una
ecuacidn existen tales yi r Y y1 =1 & 3 . Entonces
2 2 2 2 .
+ — -
a,y, a2y2 + a.y, + a,v, O(mod 16)
Luego a . + a ‘ + a e -a 2 8t cierte t € Z or Lema 4
90 Bg¥p T Ba¥s Y A4¥y 7 ’ v B

5 ¥
{1 + Bt/’a1y1) es un cuadrado en QZ , asl

. 2
f 2 2
a1\y1, V/; + 8t/’a1y1] + a2y2 + a

eés una representacidn de cero en Qz .
Ejemplo 3. La ecuacidn

2 2 2 2
6x1 + 13x2 + x3 - 2x4 =0
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no es soluble en Z , pues la congruencia
2 2 2
6x7 + 13x2 + x3 - 2x, = 0O{mod 186)
no tiene ninguna solucidn con alguna de sus incdgnitas impar.

OBSERVACIONES.
6. Del caso 1, se deduce que una ecuacidn indefinida de la forma (15) tal

" & - . . .
qu a1a2 33, es par y (ai,aj) 1 para i # j , siempre es soluble

en @ .

7. Si Z‘Fa1a2a334 la solubilidad de la congruencia F = O(mod 8) con al
menos una incdgnita impar, es condicidn suficiente para la solubilidad

de la ecuacidn (15) en Qz (Corolario del Lema 2).

§ 3. CONDICIONES NECESARIAS Y SUFICIENTES PARA LA SOLUBILIDAD DE LA ECUACION

(15) EN Z

Resumamos los resultados anteriores como sigue. Escribamos las con-

diciones de § 2. para la ecuacidn (15) normalizada:

Para todo primo p que divide a dos de los coeficientes
a, y a, , se debe tener

o 2

] (16)
omi S
-3 a 2 -1
9 i2 ¢ P_2—_
— = 1(mod p) o) {—ai ai ] - = 1(mod p) J
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La congruencia a1x? + azxj + 33x§ + a4x2 = O(mod 18) ]
debe tener una solucidn con al menos-una de las incdgnitas } (17)
impar. J

LEMA 8

i) Si la ecuacidn (15) tiene un finico coeficiente par, es soluble en
Z si y sblo si cumple la condicidn (16).

ii) Si la ecuacidn (15) tiene dos o ninglin coeficiente par, es soluble

en Z siIy sblo si cumple ambas condiciones (16) y (17).
§ 4. GENERALIZACION DEL TEOREMA DE HOLZER A FORMAS CUADRATICAS CON CUATRO

VARIABLES (ECUACION (15)).

~

Es posible obtener una generalizacidn del Tecrema 6 para una ecuacién
con cuatro incBgnitas.

Si la ecuacidn (15) tiene solucidn en % , entonces vimos en la de-
mostracidn del Teorema 3, para el caso n = 4 , existe ao >0€ Z tal
que las ecuaciones

-a X + a x2 + a x2 =0 a : + x2 + a x2 =0
171 ¥ o’o 33%3 474 !

tienen solucidn.

Por Teorema de Holzer, estas ecuaciones tienen soluciones

X ,X, ,X X_,X en los dominios enteros
o'F11%y ¥ YorXgeXy,
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5l < Vol i Izl < Vel Ixl < VTaa T )
Y [L (18)
vl £ Vilaga l o Izl <V laa,l v Ix,l < Ve el J
respectivamente.

Si xo o} yo = 0 , entonces una de las formas (7) representa cero en

@ . si Xo'yo # 0 , entonces

2 2 2 2
a1(x1y0) + a2(x2yo) + a3(x3xo) + a4(x4xo) =0

es una solucidn para (15).

Asi, de (18) se obtiene una solucidn w1,w2,w3,w4 para la ecuacidn

{(15) con
o[ = Vilaga,aa, ] o w,l =V aga a5,
o P
|U)3i = \/|aoa1a2a4| r §w4| < & !aoa1a2a3|

Para que estas cotas tengan sentido, es preciso acotar el niimero

a,
a recordemos que ao =gd , 4= (m,a) donde m = 16Hpil ,
Pil aja,aa, (ver § 2, Cap. 1) . Asi, conociendo la méxima magnitud que
; . a m
tiene el primo g = e + ka-, se puede acotar aO .

El problema de acotar mediante una funcidén al primo mis pequefio que
aparece en la progresidn aritmética de Dirichlet, ha side estudiado por

muchos matemiticos, entre ellos, Linnik, Graham, Chowla y Jing Run.
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Si a y b son enteros, (a,b) =1, b>0 y P(a,b) denota al
primo mas pequefio de la forma a + kb , Linnik demostrd que existe constante

¢ con
c
P(a,b) € b~ .
Graham demostrd que c¢c< 20 , y Chowla conjetura gque

P(a,b) € e para cada € > 0

En 1979, Chen Jing Run demuestra el siguiente resultado:

TEOREMA 7 (Jing-Run).

P(a,b) <b'’ .

La demostracidn de este Teorema puede verse en [J-R].

De este Teorema tenemos entonces que

m17 m16
g < {-a-] Y ao< [a-] 'm .

De esta forma se tiene el siguiente

TEOREMA 8. Si la ecuacidn (15) en su forma normal es soluble en Z , en -

tonces tiene una solucidn Wy rWo W ey tal gue

. 8 - 8
§m1| < [%] \/ 1323334 mo |w2|< [%J vV |a1a3a4|m
(19)

8 8
|w3[ < [g] Vv |a1a2a4|m ; [mﬁ@[%] vV |a,a,a;m
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§ 5. SOLUCION EFECTIVA DE LA ECUACION (15) EN Z .

Para solucionar efectivamente una ecuacidn (15), debemos igual que
en el caso de tres variables, calcular el dominio (19) respectivo y chequear

computacionalmente si existe alli una solucidn no nula.

El inconveniente evidente que presenta este dominio es la magnitud
que pueden llegar a tener estas cotas, lo que no es problema utilizando un

pequeno programa en un computador.

El otro cdlculo necesario es el del nimero d que aparece en la de-

mostracidn del Teorema 3, caso n = 4 .

Esto se puede hacer ficilmente dando el siguiente algoritmo. Recor-
demos que 4 = (ao,m) ;, donde ao es solucidn del sistema (8), luego lo
primeroc es el cilculo de los nimeros b? ;, P = 2,p1, “eer P (ver demos-

tracidn Teorema 4, caso n = 3) .

Sea p primo , P /a1a2a3a4 ¢ Y supongamos que la ecuacidn (15) es

soluble en Z .,

Caso 1: p divide a un Gnico coeficiente, p # 2 . Si p la4, vimos en

§ 2, Cap. II que existe en Qp una solucidn de la forma

373

. 2 2 2
alV 1 +kp/a)” +aa; +aaj=0,
luego

AV ¥ /e /ay s ay/0) = 91,00 = -a,

3

donde h y g son las formas (7), luego se puede elegir bP = -ay .
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Andlogamente se puede elegir:

si p! a

Si p = 2 , sin restriccidn pl a,

Vimos que en este caso existe una solucidn de la forma

_—2 2 2
a (V1 +8t/ a )" +a,@2n  +a, +aa” =0

con @ = ———/—— .,
2

Dividiendo si es necesario por una potencia par de 2, se puede supo-
2 o5 - , 1
ner gue a3 + a4a es divisible a lo mas por la potencia 2 de 2, y se

puede elegirx

Caso 2: p divide a dos coeficientes, p # 2 . Si p divide a los coefi-
cientes de h , a,6 = pa' vy a, = paé ; seglin (16) hay dos posibilidades:

1 1
[-a'a!
si 1 2

= 1 , entonces
P

a![\/ —a1a2]2 + azaf =0 en @ .

P

Por Lema 6 encontramos a1,a2,a3 #Z0 en Qp tales que
+ a 2 + a =0
42 23 T e .
h = - .
de donde (oz1 /33, otz/a3) a,
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Elegimos entonces b = -a (o b
P 3 p

los demids casos {ver tabla resumen).

= —a4} . En forma anidloga se deducen

Si p divide a un coeficiente de h y uno de g , entonces se
puede elegir siempre bp como el coeficiente de h con el cual se cumple

una de las condiciones (16), por ejemplo: Si p a, v p !33 r Y

~-a_a
{24] 4
= 1 , entonces bp = a ya gque

luego
h(0,1) = g(0, a,/ V-aa,) = a, .

Si p =2 : Casos p'+ a1a2a3a4 y p divide a dos coeficientes, se pue-

de suponer siempre p! a3 ¥ P 134 .

Si Y, 1¥y1¥y,¥Y, €S la solucidn de la congruencia en (17),

podemos suponer Y, 70, 1 <1i <4
Si ¥4 & y, es impar, entonces elegir bp = g(y3,y4) 8 F (20)

Si y, ¥ y, son pares, entonces Yy, 8 y, es impar,

- 1
elegir bp =7 h(y1,y2)
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OBSERVACION. Si 2 IaB y 2 ‘a4 + ¥ la congruencia a1x$ + azxg = O(mod 8)

es satisfecha con y1 d y impar por Corolario del Lema 2, y Lema 6 se

2

puede tomar bp = -a3

Si 2">a1a2a3a4 Yy y1,y2,y3.y4 es solucidn de la congruencia

F = 0(mod 8) con algiin Y, impar, se elige bD igual que en (20) para

este caso.
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TABLA RESUMEN., p # 2

P b
P
(~a'a!) -a_a |
a, ,a 172 340 -a
. P ) ( P / a1
-a'a (-a_a |
Fy % - L 4,
\ p J \ P a2
24134
8183
a,,a,
Ry idy
a.1 a2
2 2
23 "3
a4 —3.3
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5 |
fa1 + a,
= - - a *
2' %4 By =8 4[
2| ajia, ver (20)
*
2+~a]a2a3a4

* En ambos casos, dividir si es necesario a b2 , de modo que

4+b2.



APENDTICE

§ 1. EJEMPLOS.

Aplicacién del Lema 8:

1. La ecuacidn
2
2?x1 + sz + X, - 2x2 =0

es del tipo (i) del Lema, ademls (21,5) = (21,2) = (5,2) =1

r

luego por Cbservacidén 6, es soluble en Z .

2. La ecuacidn

2 2 2 2
3x1 + 17x2 - 13x3 - 31x4 =0

. L. - 2 P .
es del tipo (ii), ademas 3«2 + 17 - 13 = 16 , asi cumple condi-

cién (17), por Observacidn 6 es soluble en Z .

2 2 2 2
. 7 + + - =
3 6 x1 53x2 17x3 ‘IO‘Ix4 0

Es del tipo (ii), cumple (17) pues 17 - 101 = 48 = O(mcd 16) ,

tiene sclucidén en Z

36
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[e]
%y

Es del tipeo

2 2
+ 1 +
Ox2 3x3

(ii) , cumple (16) para

2
7x4 =0

37

p=23 (es el {inico primo

# 2 que divide a dos coeficientes), ademds claramente satisface

(17) v por lo tanto es soluble en Z .

2
37
4

Es del tipo

soluble en

2
7
1x?

(ii) v 37 + 15 + 47 - 51 = 48 = C(mod 16)

z

2 2
+.15 +
x2 47x3

2
- 51x° = 0
*a

2 2 2
+ 1 = + =
3x2 11x3 2x4 0

Es del tipo (ii), por Observacién 6 es soluble en

Encontremos ahora, un dominio enterc donde la ecuacidn del ejem -

plo 1 es so

Los primos impares a considerar son

luble:

resumen encontramos

b. =b
3 7
Resolviendo
%=
X =
X =
X =
encontrames
a = 33521

el sistema

1 (mod 16)
5{mod 49)
5 (mod 9)

21 {mod 5)

1t

que X

y d= (a,m)

1

(21 + 1)?

b, = -1 + 2[—5—J

, €l primer primo gq =

Zz

241

ol

33521 (mod m) y m = 176.400 , luego

[mod 2

¢ luege es

3,7,5 y 2 . Por la tabla

= 1(mod 16)
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17 . g
<€ a , asi la ecuacidn debe tener una solucidn X XXX,
4

tal que

J—
420 +/ 42

8 e
< m 420 +/ 105 ,

con ayuda de un computador es facil ver gue hay muchas soluciones
de la ecuacidn en este dominio, y que la magnitud de la mas peque
na, (1,2,3,5) estd muy por debajo de las cotas (como lo dice el
signo <€) . Lo interesante seria poder optimizar de alguna forma

estas cotas, a lo menos para alguna familia de ecuaciones (15).

8. Consideremos la ecuacidn mas sencilla

x1 + x2 - 7x. + 2x_ =0 .
Lcs primos a considerar son 2 y 7, b2 = -3 vy b7 = 1 . La solu-
cidn de

x = -3 (mod 16)

X = 1{mod 49) es 583 (mod 784) , (589,784) =1

luego la ecuacidn es soluble en

X
A
o
o
=}

®
R

|x2| < 28m° /14

§x3| < 28 n° VR ix4| < 28m° v 7.

La ecuacidn tiene muchas soluciones en este dominio, algunas son

las siguientes



x1 x2
1 2
1 2
1 3
1 3
1 M
1 18
1 19

39

10

10

13

(9]

11

17

13

Para cada una de las ecuaciocnes sigquientes, es posible calcular

en su dominio (19) respectivo, con la ayuda de un sencillo progra-

ma computacional mediante un sistema de "barrido"

un conjunto de soluciones enteras:

13x? - 27x§ - 15x§ + 11xi =0 2 7
3 12
3 4
4 2
4 3
6 1
6 4
6 8
7 2

(ver pag. 45),

11

19

15

15

11



13

11

17

13

10

14

16

16

10

10

2 2 2 2
1 - =
37}?:1 + 5}‘:2 + 47x3 51x4 0



3x2 + SXE + I3x§ - 11x2
1 2 3 4

2 2
11x2 + 19x3

17

13

11

11

11

11

14

10

17

(0)}

10

12

10

10

2 2
x1 + %X F 2x3 - 31x, = 0

2 2 2 2
5x1 - 7x2 + 3x3 + 1Ox4 =0

2 2 2 2
- =
3x. + 6x2 + 5x3 7x 0

1

L. 2 2 2
- + + =
11x 4x2 x3 + 2x4 0



I
o

2 2 2
11 - 33 + 7 +
1 x ¥3 7%y

2 2 2 2
[ - =
13x1 + x2 + 2x3 7x4 0

2 2 2 2
—6 - =
11x1 x2 13x3 + 1Ox4 0

2 2 2
+ + 3 - 10 =
x1 x2 x3 X 0

2 2 2 2
+ -
6x1 3x2 7x3 + 1Ox4

2 2 2 2
+ + - =
Sx1 5x2 33x3 2x4 0

6X1—5X2+;X +x, =0

2 2 2 2
+ + - =
x1 3x2 5x3 14x4 0

u
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2 2 2 2
13 + + -2 =
x1 3x2 x3 x4 0 1 1 4 4
1 2 5 5
2 2 2 2
+ -1 - =
3x1 17x2 3x3 31x4 0 3 1 1 1
2 2 2 2
- 101x; = 5
67X? + 53x2 + 17x3 0 X, 0 9 4 15 10
2 2 2 2
- = 2 + 7 + =
x1 x2 x3 1O3x4 0 2 9 3 1
2 2 2 2
pres - 11 —
13x1 1?7x2 + 47x3 1.1x4 0 2 3 4 1
2 2 2 2
14x3 87x2 + 23x3 + 41x4 =0 4 4 7 1
2 2 2 2
+ - 5% + =
7x1 6x2 x3 11x4 0 2 1 3 1
21 + 5 + x2 -2 8 0 1 2 3 5
X x2 3 x4
2
3x, + 5x_ + x3 -2, =0 2 1 1 3
2 2 2 2
+ + - =
3xz 15x2 7x3 2x4 0 2 5 3 15
2 2 2 2
+ -_— ==
Sx1 5x2 + 7x3 11x4 0 2 4 5 5
2 2 2 2
— + + =
6x1 7x2 11x3 + 5x4 0 4 1 2 3

§ 2. PROBLEMA FINAL.

Motivado un poco por la natural generalizacidén del Teorema de Holzer
y la simetria que encerraria un resultado de esta forma, y por lo gque se
comprobd para una cantidad considerable de ejemplos (mas de 300) con la
valicosa ayuda de un computador, es que me atrevo a plantear el siguiente

problema:
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PROBLEMA,

Demostrar o dar un contraejemplo a la siguiente afirmacidn:

Si la ecuacidén diofintica (en su forma normal)

es soluble no trivialmente, entonces tiene una solucidn en el dominio en-

tero

%1 = Vilagaa,l ¢ x| < Ve,
Ix3i < \/|a1a2a4[ H |x4| < \/{a}a2a3 .
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El siguiente es el programa en lenguaje Pascal utilizado para en -
contrar scluciones de la ecuacibn (15) en el dominio enteroc del problema

propuesto en la pigina anterior.

program custro,

var

X,y,2,w,0,b ¢, d:resl;

begin

8 --1;

hi:=-1:
i =~
0=~1
writein('ingrese 81,82,83,84’);
resd(x, y, 2, w);
writeln;
repeat

8 =08+1;

bi=-1;

CE=1

d=-1;

repeat
d=d+ 1 _
if{(e*e*x)+(b*b*y+(c*c*2)+(d*d*w)-0then

writeln(e:2:1," ",b:2:1," ",c:2:1," ",d:2: 1);
until (d > sqrt{abs(a * b * ¢)));
until (c > sqrt(abs(s * b * d)));
until (b > sqrt(abs(s * c * d)));
until (s > sqri(abs(b * c * d)));
end



[ a]

[ 8]

[ B-s]

[ H]

[ 3-R]

[ k]

[ L-0]

[ M]
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