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Nunc¿ he escrito sobrc mi, sobre mi historia. Lo haré en unas brer.es líneas. Nací en
la ciudad de Rancagua, en febrero 12 de 1975. Baio l¿ clictadura, militar. Siendo la
mayor dc dos herrlralos. \'Ii educnción básica trancurrií¡ cn las ciudadcs cle Ranca-
gua. Copiapó v S¿nti¿go. Dondc mc radicarí¿l hasta complctar rni cnseiranza meclia y
realizar mis estudios universitarios. Pero sin duda alguna, al lugar que pertenezco es

Bahía Inglesa, cerc¿1, del mar y de la inmersidad del desierto. Donde he viviclo los
mejoles moruentos de mi vida. En e1 año 1992. comencé a estudiar la carrera de
Licenci¿tura en matemáricas, en la Unir,ersidad Católica de Chile, después en la misma
institución continuó con mis cstuclios de \,lacstr'ía, graduánrlome dc csta el año 2000.

Durante este periodo, conocí ¿ Guillermo un Colombia¡o que llegó a estudiar a la
PUC, con quién formar'íir, rni propia familia y que sin duda catüiaría el rumbo de mi
vida. En e1 airo 1999 nace mi hijo Carnilo, mi cornpañero de siempre, definitir,'amentc 1o

mejol que me ha pasado en Ia r,.ida. Después a pricipios del año 200I, rne voy a vivir a
Cali, Colourbia, con el propósito de continu¿rr con nuestla farrrilia Chilena-Colorrüiatra.
AIlí comicnzo a tlabajax como profcsora cn la Univcrsidad riel Val1e, y mucho tiempo
después decido regresar ¿ Chile a realizar un doctolado en matemáticas. uu pendiente
que tenía en rnl vida. La Universidad de Chile me brindó esa oportunidad, terminan-
do mis estudios de docto¡ado er cs¿ casa de estudios. Luego regresé a Colombia a

contirruar con mi vida. país que se ha traufbLrrrado ett uri rtueto hogar. Indudablenterr-
te quedan muchos 1:asajes de 1¿ historia cle mi vida sin contar, pero colno lo dije al
principio, sólo eran unas bteves lÍneas.
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R¡sulr¡x

Sea G un grupo firrito dr autornor-fisrrr¡¡s rlc un,'i curva pr-o1'cctiva srta-,'e lf. sobre el

cui:rpo cle los nirrneros compiejos. r'D un tlivisor no espccial cle J invrrriante 1,a.jo

1a ¿rcci{»r de Cl. En este tra})¿rjo i:sttrcli¿r-emos e} problcrrl de descornposición de Ia

rcprcsellación natural clcl grupo G en el cspircio de Riemann-Roch I(D). trsocirLdr,r

¿l clir-isor -D. Plcscrrt¿rrtrlos fiilmrl¡rs explícitas ¡uLrr IiL rlrrlt iplicid¿rcl cle c¡¡rl¿ firc¡or

ilreclucibl'. i:l térniros de l,t mrLltiplicirl¿rl dc estos f¿r¡:tores en I;r clescolnposicióu c1e

1¿ ¡rr:cirin de Cl. en cl csp¿Icio d¡-ra.l cle l¿r-* l forma.s difelcni:i¡rle,. Itoiotlorf¿r.. sol¡re .t.
Gener¡rlizando dc cst¿L form¿ 1¿s fórmnlas couoci.l¿ls para la multiplicid:r.c1 de los f¿ctores

irrecluciblcs para el caso r¿Lcional.



Tntroducción

Se¿l .t' un¿i cun'¿ pro)ecti\:¿r sn¿r'e. sol¡le un clrerpo K cle c¿r¿rcterística t-1. y K(J)
el i:uerpo cle lnncionc-* r¿cion¡rles c1c'J. l)ara I) un clfi.isor cualqtiertr,sobre l¿ cLtlr'¿r.{

c1 cspacio cle R.iemann-lloch X(D) es el K-espacio vcclori¿rl claclo ¡ror

Llt)): {.f É K(lr)-i di\'(/) > D '}u{0}
doncie c1ir.(J) es e1 divisor ptincip:r1 de 1a función./ en K(:f).

Si G es un grupo finito de auLoruorfismos de J entonces G actíra sobrc K(J) ¡-sobrc
el gmpo Dir-(.trl) cle 1os clivisores de ll. Adcmá-s. .si I) cs un cLivisor dc .I invariante por

I¡r acción clr: (./ entonces G ¿rctúa sobre el espacio vec¡ori;il X(l)). De esta forma. ,C(D)

tiene estrui:tLrr¡r de KiG]-módu1o. cn otlas palabras G tiene una reprcsentaciór lint:¡r1

sobre ^C(D).

\ucstro irLterés. cn cstc tr¿rb¿jo. cs cstudiar Ia l< Gl-estructura de,C(D), es clecir 1¿r

descorrposic:ión c1e li-i reprcscntación linc¿r.l dc G en C(D). conlo s1lrr¿ de reprcsenta-
ciorres irreclucibies cle (1.

El prolrlemiL cLe estuclia.r 1rL K'G] estructura de ,C(11) fue consiclerack¡ lrriginirlmente
por Hurrvitz para el caso K - C el cuerpo cle los rrÍrureros complc.ios, I) un divisor
c¿r,nórrico -v G un grnpo cíclicci. LIna gettcr illizacióu cLe estos rcsult¿rdos. 1)¿rr¿ gl'upos

fiuitos arl¡itr¿rios v K - C. fue r1¿cl¿ por Chevatle]-\\'eil C\\']. Este probLema ltiL

sido abordado para otros cuerpos ) otros iipos cler clivisores, por ejen'iplo sc conocen 1os

tr¿baios cle Ellingsrucl v Lon-*tecl ELl. Kani lKa]. \akatimt'i lN]. Kóck lKoi ¡'Borne B .

El trabajos rn¿is recientes dc Jonr"'r -v Ksir iJK\']. l.I1il. se cstuclitL Li descontposic iótr.

en el caso ra,cion¿l, clel esptrcio /l(D) para deternin¿clos divisores sobre Lln¿r curr'¿r J.
que son obtenialos ¿r partir clel lel'¿rlt¿rmiento cie divisores sobte cLtn'as cl¿cl¿s como

cociertes internredios por subgrupos del grupo de autotnorf,smos G. Estos rcsuliaclos

inclul'en fórrnulirs explicitas. err cl r:.r-*o racional, prrra 1a multiplicid¡rd de cacLa fac¡r¡r

irrec]ucible en términos de 1¿ ramificación cle C sobre l¿ curr-a ,.11.

En este traba.jo estudi.irenos el ploblemzr, cle cLr:scomposicióu de 1¿1 l'epresent¡,ci1¡r del

grupo G en el espacio l(D), sobre los números complejos. ]'presentarcrlros fórmul¿s



JNTRODUCCION

c\plicitas p¿r'¿t l¿ mrllti])li.id¿cl clc carl¡r factr¡r ir-rerLrcible. en tér-rnitLt¡s dc 1it mrLltipL-

cir-l¿rl de estos f.rctores en la descornposiciórr de la ¿rcción de Cl en e1 esp:ri:io clnal c1e

l¿s 1lorru¿rs rlifercuci¿rles hok-,ruc¡rf¿Ls soi¡re J. Adcrrr¿is. utilizarrrir-¡ cstas fóunrllas v

l¿r represÉlrt¿.ión r¿rcion¿r,l de] gnrpo G sobre el printcr grupo rI: hotnología dc 2l.
obterrernos l¿rs fórmul¿rs arttes tncncion¿tdas pala, c1 c¿rso raciort¿l.

El traba.jr.r esr¿i estructllra.lo de lir sigtticnte fol.ma: El primer capítulo est¿i dedicado

a prcsent¿tr clellniciones ¡. rcsrrltaclos sol¡re curt'¿rs r. ¿ccióu rle grlqlos. que sertin cle

utilid¿d cn cl cles¿rrollr.r de estc trrlbirjo. ¡| s..grurrlci cirpitrrlo cs dcclicado ¿ prescllt¿I

rlefrnicioncs. iJgrrnos resultackrs sr¡bre clivisrtres v el csptLcio cle Riem¿nn-Roch. Aclem¿is.

inchLímos resul¡ados sobre rlivi,sores tto especiales que serán de intercls en nuestros

r-csrrltados. Lr-rs capítr-rlrs Siguieutcs son dedic¿lclos a preSCnI¿r los restrltados ol)renidos

clur'¿-r]]te nuestra inr.estigación. En e1 c:LpírrLio 3 Cstudi¿rnos ¿rccioles clc gmpos sobre el

csp¿ciq ile Ricur¿rtt1-Roch. El el ci,r,pítulo.1 prcscltirrlc-rs dct¿ll¿r,cl¿Ltttcrttc la descotrlposi-

ción rlcl r.s1ritcir., ck. Ricmarin-Roch de curvas d¡: Fct m¡tt l der algltnas c11I\'¿1S ¡¡gon¿lle-s.

\nestro trabajo conclul.e con un apéudice qLrc contiene algunos r-esultados sobrc curr.as

de C¡rt¿l¡in -\. algulros elernentos de representacioncs de grupos.



CAPITULO 1

Preliminares

Err cstc capÍtu1o preselltarelnos dr:finiriones. prripiedadcs 1' algunos resultados

r-elet-antes para e1 desarlollo rli: krs capítuIos posterir:rres

1.1. Superf,cics de Riem,rnn

L,;ta, supcrfitie dr Rictr¡tn.n J es tru cspiLcio iopológico h¿rus.lilrff. corrcxo. tal quc

existe un¿ colección {l-"},,:¡ rtc abiertos cn.ll:'{;.:tL -+ Ii^ ! C}".¡ homec¡ntor-

fismos, cltLe satisfacen lo siguieute:

o si [; n [.:; f o entonccs I¡r futrción f.; o 
'o1 

:;"(I-. n Li3) + ;;(L:. n L.3) cs

¿1n¿lítica.

u"ñue

,p.(U.ftUp) e V" ep(tt"nUfi QVp

E1 par (Lr^.;,,) se LI¿m¿ carta o coorclcn¿icla Lrcil ¡'el conjunto {(li, ;")i.l e 1} se

rlcrrou-rin¿ ¿rtl¿s cürplcio o csLrrl(r¡Lu¿! cuxpl(i¿I c1e la supcrficie .t. Si P € LI., es trrl

que ;,,(P) - 0. enlonccs se clice que (i-'..;.) es lln¿r cata centracl¿r en P.

Sc obserr.a ch i¿r definición. c|re :i 9.1o;;L es analí¡ic¿L er ;,, (I.:,, ñ t,'3) erttonce'§ f.c';:1
es tambiérr an¿rlÍtic¡r en i.1(L; l L:3). Note aclenás. que /¡ o .;^1 cs una bi¡'ección.

Dcfinicii¡n 1.1.1. Sea /l trna superrfir:ic de Rierri.un. Ln¡r funcririn / : 1 + C es

holomorf¿¡, cn Lrn pLlnto P cLe lÚ. si cxiste utt¿ catt¿L il.'.;). con P € L:. tal c$e izL

lunción / c; I es ¿ualí¡ic¿:. en ;iP). Diremos qlre f es holomorfa err un abicrto Il' ! /l
si es holomorfa en toclo punto P de ll'.

. .r: U¿/"
,ta I



C-\F'ÍTULO 1. PRELI]IINAIi-ES

\o cs cLifÍci1 r'er, cicbiiLo i'L cltte cl rambio cle c¿trt¿ts es an¿lítico. que f es holontorf¡ en

urr punLo I' cle 2' si v sril,r si prrra tocla carl¿r lii.;). con 1' e t." l¿ frLnción J c ; 1

c-q holomorf¡r err ;(P). .\r-lernris si,/ e,s hoLorlorfa en P. se tielte que / es lroiolrlorl¿r en

..1-,Lr,,,r."l"qL,,,rr r 'l I

Lls¿ndo cartas. el concepto cle singulirricltlcl rcrlor-il¡le 1' pitlo. pilra, fitnciones ilit rtn¿r

variablc compleja. ver IGKR . se ertiende a supcrficies cle Rienanu

Definición 1.1.2. Se¿r.11 nlir,<trperlicic de R.iorl¿tttrr. 1'ttrt punto de /l r-.1 un¿r Iurtción

holomorf¿ en tI'\ {P}, clorilc lI' es rrn¿r vecirrclad dc P. Direno's clue

1. .l tiene nnrr singnlatiilacL reur,-rvible en P si ¡- sóLi -si existe urir c¿rt¿ (l.i' p) en .-Y.

con P e I-i, ta1 quc Ia. función ,/ o; 1 ticne urra singularidacl removible en ;(P).

2. .l tiene un polo en P si v stil¡ si exisie urt¿-t, crartzr (L. .¡) en lf , con F' € Li, ta,i que

la frrnción / c; 1 tiene un polo en ;(P).

De igual forlrtr. se pueclc concluir clue / tiene ltna singultrriclacL removiblc o un polo cn

P si y sólc¡ si piLrr toda r¿rt¿ (¿.r.r) en.1. con 1'e I-¡. Ia fulciól / o; I liene unrr

singuirLriclad removible o nn polo en;(P). re'spectivamente.

Definición 1.1.3. Se¿r J trna superficie de Riem¿rnn. UrLa ftrncióu / : 2f -+ C es

rleromorf¡r eu un pLrn¡o P de ,I. si es holc»lorfa ó ticne trna singrLlaridad remor'lble

ó tieue urr pciio ert I'. Direntos cltc .f es rtteromorfa en un conjunto abrcrto ll- f .1i si

es meromorfa en to.Lo punto P de li'.

Den,¡tanos por K(,.11) al corLjunto

K(.t) : {/: ..1i ; C/.f es meron:Lorfa}

ei or¿l tiene cstmctuta dc cuerpo. con l¿ suma v prodttcto ¡'tsltal de funciones. l'se
clenomina el cuer¡ro de funciones nteromorfas cle J.

Nr¡s rctcrirerrros tr irlgurras propieclacles clc fiucir¡rres cn superlicir.s cle RierrL¿Lnn.

partr miís detallcs ver l\11.

Se¿r P un prurlo clc X 1' J : X + (l un¿ fitnción holotnorfa en II'\ {P}. dondc II-
es una vecinri¿cl abierta de P. Sca (t,'.;) trn¿r cilrta en J. con P É L-. doncle l¿ coor-

derr¿rcl¿. loc¿r1 es ; : ;(r) p¿r.ra r cerc¿rno a P. Así / o; I es al¿rlítica elr un.1 vecirl¡:lad

abierta de :¡ : ;( P). hr--go locrrlmertte es cic I¿ form¿

l- lt', \-,,,1"/ \-' 1_'"'' ''
naV
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C.\PÍTL:LO 1, PIiELI\II\ARIS

Est,r c:<parrrsióri se il¡ul¿r set"ie d,e Lourct¡L de ,f en lornc,¡ r.t [' u.trt respt'.r:to a;
(o con respectr-, ¿l l¿ coor-denada 1ocal :). Liiliz:irtclt¡ esta serie. podt'mos deternlir¿r
L1 ¿rtLlr¿llcz¿r de 1a sin¡1ulirrirlacl cic .f en P Si ./ es merorrrorla. enlonces ;r c ; I tierrel

cxpansiórr |orr urr rrÍturerr¡ filito rlc ttirrtLitros ncg¿Itil'os, lucgo sc rlefitlc t:l orden rle f en

P. denot¿clo por ordp f. como

orciP/: rrin{n"/c" I 0}'

Estc ]]riuer-¡r es inLlepertciiente cle l¿1 carta (l'. ;) seleccionada,. Ptre-sto quc. si .f es rtna

lit1rcirjr.r rler-orrrorfit. ertonccs lir erpirnsiórt cn serie l-arLrent de.f en torno ¡r I'. con

rcspeclo ¿1 L¡r coorrleuacl¿r lr¡cal : - ;(z). para :L ccrc¿lrri) a P v :¡ : 9(P) e-s

.l o : 1i^:) - ¡',,,(; :¡)"0 + rórminos rle olrlen superior (1 1)

clonrlc c,,,, I0. Ltiiizanilo esta coorclenada loc¿il. se tienc que ord¡.f - r¿o' Sea (['¡', r,L)

otr¿l cart¿i en .{. con I'€ L". clonclc 1¿r coorck:n¿rcl¿ local cs tr' : ó(r) p¿ra rj ccrcano a'

P v u,0 : o(l'). Consiclererlos cl canibio de carL¡Ls .: - 7'(u') : ; o o t(ur). el cutrl es

rr¡.a fnnción ¿rr¡rlítica. Cr¡rno 7 es invertible en xr0. entonces T'(u'¡) t 0. por t¿nto l¿

seric ale T¿IÍlor de 7 en totno ¿l ¿'0 es

z:T(tr')-,o + ir,(,,, ,¡)' (1 2)

n=1

donrle o.1 f 0. Lrrcgo por (1.1) 1' (1.2) se tiene clue

h,(u): .t o; 1o 7(u') : c,oaio (u: - u0)"0 - térrlinos de o¡den superior

es 1¿l serie c1e L¿rurent de f en torno a P. con resPecto ¿ Ia coorclenad¿ Loc¡i1 tr'' Como

c,,, I 0 l' o1 / 0. sc tierle quc q,oai" + 0 Luego utiLizando est¿ seric cle potencias'

obtenenos c¡te orclp J - ¡)r:r. Por tanto el orclcn rle / en P es indepcntiiente cle Ia c¿rta

seleccionada.

La dcfinición de orilen Llad¿ an¡eriormente motiva 1a siguicnte pr.rpu'ir ion

Proposición 7.7.4. Seo. X una, su¡.,t'rficie de R.ietnonn y .f I N --+ C u.na.fundón

merornorfo, en Ltrt ¡;u,rtto P d,r: X. Entances

1. J es ltolomorJtl en P ..). t1 sllo ';i otclp f / 0

2. f l.Lene url cero en P si 11 sólo sr orcl¡ I > 0.

J. .f ttene un polo en P st y sólo sl ord¡/ < 0.

l. .f n.o tierte, ccra rt.i poLo en P si y sólo ..1 orclp / : 0.

Drrtos r n.-rctóx: Se desprendc de 1a dcfllrición de o¡den.

1i
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I

Definición 1.1.5. Sc¿r .f : X + C un¿ función ueroniorf¿ cn tln pruto P c1c .{. Se

dice que ritLe f tiene un cet'c¡ tlc o¡tlen n en P. si ordp I : n ) 1. De iguill m¿ner¿ -ce

dicre rlue / tiene ulr polo cle ordert n en P. si orclp f - 77 ¡ 11

Delinición 1.1.6. Ul¿r frurción | : ¿ + } cltlc sLlperficies dc Riuu¡rnn. es ltolouorf¿i
en 1' e 1. si v sólr¡ si t'xistett catr¿ts (L!.;1) cn .t. con P e Ll. v (Lr.;r) en ]l. corr

F(,1') e Lt¡. t¿l que lil |rnción ;2 o F o ;,1 es holomorf¡i en ;1(P)

P € ¿,i . F r(L-r) -l- F(I') e LI)

*i l*
-r/ F 11, - t :: l_

Dircmos que F es holomorf¡r en un cc¡njunto al¡ierto II- ! # si es holomorfa en toclo

punto P rile ll'. En pirrlicrtlar si ttr': J rliremos simplemerlte que I cs holomorf¿..

\uevarnente. debido a que el clmbio cle cart¿rs es ¿nalílico, se ticnc que F es hokxror-f¿

err P É .{ si ¡; só1o si para totlr par de cartas (L!.;1) en 11. con P e L'1, 
"v 

(I¡,;2)
en ). corr F(P) e ¿2. i¡. fttrrcióu ;2 o I'c p, 1 es holornorfa en 91(I'). Aclerlás si F es

holomorfa cn P. -se tiele qne ¡'es holomorf¿ en alguna vccinclad ¿bierta cLc P. Obser-

v¿nros t¡lrrbién clue lir composición c1e fiLnciones holoutorf¿s es holomorfa.

La siguiente dcfinición nos permitc decir-cu¿nrlo dos sttperficies de Ricmann represcntil
l¿r trism¿r supcrficie.

Definición 1.1.7. Ln Isomorli.srno (o biholomorfisrno) entre srrperficies cLe Riemanu

cs rrn¡r función holotnorf¡r F:X -+ ]r, lrr cual es bi¡-ectivtl v cu¡'a invetstr F r:), -+ X
es holomc¡rf¿. Si existe un isorrorfisrrl¡ cntre Las superticics.{ e }. ciiremo.. clue } e ]:
son isomorfas.

Un isomor-fisrlo F : X -+ .{ se ll¿rn¿ Autornor.fism,o cle .t . denotamos por ALrt(.I1 al

c.lnjurlt.l rl' tl¡cl¡s 1o,s autonrr¡r fisuic¡s de J. el c'rt¡rl t.iene estluctLlra, cle grupo con 1ir

lomposición clLe frrncioncs.

La signiente proposición nos da cuenta de urrir propiedad local de frLtrciones holomorf¿s

cntre superficies cle Rienr¿.r,n.

12
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Propcrsición 1.1.8. Si:r¿ F : X + )' tr.nu .lttncíórL hoiornorJ'a no L:onstutte Lnti'c'

superf,c).e.s l.¡: Rte,nLarLn y P un punlt, tle X. Entontrs t:¡í-.tc Lm. únitc r:rLttt o rn.p ) I
que so.hsfact Lo sLgLtt.ente: pura t,o(lt) cn.rttt ([.-2.;2) en ¡u. r:entrn.da ert F(P). cristt: t-tna

carta (t'1. ;i) t:n, X, cer¡tro,cla, e-n. Í'. tul. qu,e

;2 o F o;¡1(:) ::"'P

Dnros r Rrctcix: \.er lill . pág 1-1.
¡

La rrnicicl¿cl cie este númcro rrp. nos llel-a a la sigtriente clcfinición.

Definicitin 1,1.9. trl núulclo /r'p obLc¡ritlc¡ err ia proposicióu ¿nterior. sc ll¿rrna

nulti¡lic'ttLad c1,. F cn 1' r. se clettola por multp l'. Si m rltp I' ) 2 cLirernos c¡ue 1)

es u\ pu,n.la tle rlrni.ficoci.órt dc F. Si y € ) es ül;rgen c1c ttn pnnto de r¡inti flcirr irin cie

F, cliremos qlre u es Lln p'u n,Lo rr.t'mo, tle F .

Ei conjuuto de puntos de r-¿rrrtificación de F es trrr conjunto discreto. Si.t'es compacta

este conjun¡o es firrilo.

En 1o que sigue cle nuestro trabtrjo. consirierarerrros superlicies tle Riemanrr .ompacl-as.

sobre C. l.rs cuir,lcs tripológici-rlrleDte sc cl¿Lsifir¡r]I tlc acuerrlo tr su género. Esto es. tod¿r

superficir,: r-le Riem¿¡,un compzrcta á, es topológica,nente holnoemorfa, a I¿r esfera ó a
una sLlm¿ conexa clc gr toros. Entendiendo c¡re cuancLo J es homcmorf¿ ¿ la r:slera.

g.r : 0. El nÍrrnero g,. sc llama §errero de Ia sltperficie

Se¿ F : ..:l] + Jr urr ftLnt:iótt holornorfa. rro constarrte. errtte super[icitls de Rienlautl

cornpacttls. Como I es contirru¡. se tiene que F(,c) es Lrn comp¿cto en ) Por t¿illto

F(.;l) es Lrn ccrr¿rdo. Pero F(J) es Lu al¡ierto. d,.l¡iclo a clue F es trna función ¿rbiert¿r.

Luego por la concridii(l de )'' sc ci¡Itclule que -F(,\ ) : ). Así para cada , € y. e1

conjunto cle las preimagenes F r(9) es no vacío. Además estc conjunto es discreto.

luego nuelamente por la compircidacl cle ,{. se tiene que F r(y) es un conjunto finito
Así ¿ r:¡rrla ¡7 € I podcltos asoci¿rle el sigrtictrte ttitttrclo crr¡i:Lo

dr(y) : » multp ,E.

Proposición 1.1.10. Se¿ F . X + )' ttn Jun,ctórt' holt¡rr¡'orfa rLD 
'otltta'rLtc 

clltr€

stt,parf.czt:s Llc R.¡cm,ann com'¡to,r:to,s. Entoncc.s el entero d.¡(.u) es cortstrtnte c tntlepen,-

d.i.e-nfe de g .

13
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Defirrición 1.1-11. Sc¿L F : X -+ ) rrn frLnciórr holomotf¿. no const¿ur¡e. entre sllper

fir:ies cle Riemanr (r{)tnp¿1ctas. Se rLefine eI gruLlo L[e F ilenol¿r.cLo por t1i..g(1i). como el

entero d¡(y). par:r crtalcluicr i7 € }.

EnLtnCi¿rmos un irlportante r-conor-'icLC¡ i,eolcn]a par¡l ftlncion". hrrlr¡nrorfis entr.l sl1-

pcrficies cle Ricrn,:rnn corrrpactas. Este relacir¡n.l los géncros cle las srqlerfir'ies el gr-aclrr

rle Ia fnni ií»t \-las rrlltiplicialacles dc Lrs ¡lulLios de rartLilic¿rcir,rr

Teorerrra 1.1.12 (Riemann-Huru-it z). Se'a F : X + y ltrlt:r t'ttnción holornorfa' no

constln,tL. entra stLperJi.t,it:.; rJe Ri.tm.arLrt compactas. 1 ¡ qé'neros 9x ! 9l Tcrpectirl
'm. e-nt.es. E nf,on, c es

'2 s.\. 2 : deg( F)(2 e, 2) - ! (mLritr tr 1)

P 
''7

Dnrrosrt-rcIó¡: \:er i\fl .+.16 pág 52.
I

i.ln¿¡, función F : X -+ Jl holomrilfa. rr) collstallte. cntle super'ficies cle Riemanrr

compac¡a se liama u,brimi erLt a. Si tiene prllltos de r¿llific¿iciótt sc dice quc e1 cu-

l¡¡iniento es r¿r]niflcado. Si R es el conjrrnto cle pnnto.s r¿m¿ clel cul¡rimicnto. entonces

F : J\ F 1(B) + y\ B cs urr cubrirlientci topológico c cl sentidr¡ usual. es clecir. pirra

cacltr 'q € } \ R existe un ¿lbicrto 1,'. (Luc contiene ir g, taL qne F I (l') es unión clisjunta

cLe abiertos L:, a.Y\ F 1(B), con i:1,....deg(F) ptr,ra los cuales F L:U, -+ l" es

un honernorfismo.

1.2. Accioncs de grupos eII sllperfi(ries cle Riertratrn

En est¡r sccciú[ consir]cr¿lr c[ros G u grupo firrito r'.{ rtrra supcrficie dc Rictnarrtt

conlpa( l¿ rlc género 91 .

Definición 1.2.1. L.n grupo G actúa sobre lil superfi.ie dc Riem¿rtn ¿. si existe un¿r

funcirin

,:t:GxX +X
(.e [') '- s(P'¡

que sirtisface

(a) e(P) : P. P¿Lr¿r toclo P € ¿,

(¡) (.q¡)(p) - s(h(P)) pala totio h. o r. (| .t P e 2'

1l
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P¡r¿L sel rlá-. preci.cos. l¿1 alcliuición anterior es llatn¿rcl¿r ¿rcción izc¡Lrerrla clr: G el /1.

Otrserr,¿Lrnos rlllc par¿r Lrn 9 É li fijo. la función

6(.s ): X'; X
p * ltlp)

es rLrra bi1'ccciriu en .t'. c'Lr.r'a ir]\'ctsa es ,,1.g ' , ') Se dit e cluc la ai:ción es corrtüLrt¿¡ si ]¡l

liurciórr r,r(o. .) es contimriL palr¡r toclo g e C|. De ignal fiurtta. 1a acciótr se dir:e ltc¡lotnorfli

si Oiq..) cs holornorLr ptrra loclo ?/ € L,. cn ''stp (jr5o ,(4. 1 cs Lur ¿rutorttorfisno clc {'
paratodog€(,..

Sca P nn punto de X , \a órbtta ¿ic P es e1 con.jrut.)

lP,r,,:{!t(P'l ise{}}
,t' el estabilt.z.utlot' dc P er¡' G. es el coniun¡o

Gp:{geGls(.[,):P].

No cs clificl r'cr. c¡re G.p e,. urr sLtbgrtlpo de C. Aclem¿is. si tlos puntos pertenccn a Iir

misnra órbi¡a cntonces srts est¿¡.biliz¿dores sorr conjugados. de hecho. G,tl¡): ¡1Gpll 
I

T¡Lnrbién como G es fiuito, se tiene que lP),c; Gp - C pilra ¡oclo P € J.

P¿ir¿ tod¿t cl acción holomc¡rf¿, se puede definir el hotnomorfisrrro ¿lsociadr-i n¿tural-

nenl e

9:G -+ Aut(.t)
(t * o(tl. ))

, ulo lrrtle, ,,s knrd - 0 ,tr. St kerá - {e}.es clecir si 0 es in¡'ecLivo. se clice que

P.,Y
l¿L ¿cciórr de G es efectirta. Obsetr,¿imos taml¡ién. qrLe c1 grttpo Cl/kerá actú¿ en J
con nirclco tt'ivil1 1- ccrrL órbitirs idórL¡icas a l¡is dc l¿ acciórr de G. Por timto. asumi

remos en Io quc sigrre. que G acttiir ric rlztnera ll¡riornorfzl, ¡'cftlctiva sobre J. En este

c¿rso G es isonlorfo zr nrt srtltgrttpo cLe .Lut(ll). Así dclotaremos por G a srt inagert por É1.

Es opottLrno rlerrcion¿rr un irlport,rrnte teorema debido ¿r Hur\irz. qrli'uus pronoreiun.r

uuit cot¿ para la c:rntirlacl clc ¡¡r Ltorlor fisruos que adxlite urra supe|ficic dc R.ieut¿r,rrtr

conrp¿rctl dc género m¿r'or o iqu¿-i1 ¿i clos.

Teorema 1.2.2 (Hrrrs'itz).

o., )- 2. Entonr:e-s

Se.o, X tno. super.fi.ti,e de Rt,ernt¡nn cortpor:trt' de. qét¡e.ro

Aui(J) < 8.1(9" -1)

15
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DrrrtosrR¡.ctóN: Ver [FI(], pág 242.
I

Sea G nn grupo fi.nito de automorfismos de .t y P un punto de .t. Sea 9 e Gp y (U,,p)
una carta en .{ centrada en P. Como g(P) : P, se tiene que Ia expansión en serie de

g en torno a P, con respecto a p, no tiene término independiente. Así

eosoe-l(z):Lro|)ro
f=1

donde c1(9) f 0. puesto que g es invertible. Considerernos la aplicación

OP I Lip -) tL

s--- q(s)

la cual es un función bien definida. pues el númcro c1(9) es independiente de la carta
selecionada. Dado que, sea (Ll', p) otra carta en .t. centrada en P, luego el cambio de
coordenadas es de la forma

2=eot¡-l(t):iour'
¡.:l

con ay f 0, pues el cambio de cartas es invertible, donde su inversa es de ia forma

¡:qoec-l(z):Lu,",
i:t

con \ f 0. Luego se tiene que albr:1. Entonces la expansión en serie de potencias,
de g con respecto a la coordenada f es

4oqog-1(t):(ó"p-\)o(9ogop-') o (p o d-1)(¿)
\

: (,bo;- ')o (;o9 o,,-t¡( f a;ri)\li
.r\

: oa )-' ( I"o,( f ,,,') )\ t:r \ i=t / /
: 4 o 7-r@1(g)al, + términos de orden superior)
: blc1(g)oú + términos de orden superior,

Pero como a1á1 :1, entonces blcy(g)q: cr(g). Luego

ó o g o $-t (t) : cl(9)¿ + términos de orden strperior.

16
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Por Io tanto el número c1(9) es independiente de la carta seleccionada.

Observamos que o,. es un homomorfismo de grupos. Puesto que, sea h € Gp y

eoho,p'1(:):i",@),u
i=1

la exparrsión en seric de Laurent tle ñ en torno a P, con respecto a g, donde c1(h) 10.
Luego localmente 9á es de la forma

e o sh' e-' Q) 

:: : : : i,'l { :,,i', "\' 
u'

\ *=r /
]o \[

)-.0(sll)-..(h)r')
k=l \ k=t /

: ct(s) 
",,(h), l. términos de orden superior'

¡.sÍ c,(gá) : ,rb)"r(h) y por tanto op(gh) = op(g)op(h).

También dp es inyectivo. Ya que, sea g € Cp, tal que op(g) : 1, entonces localmente
g es de la forma

9osog-tQ):z+Lcx(dzk.
k=2

Sea c-(9), con m, > 2, el prirner coeficiente distinto de cero. Así

9o go9 t(z): z + c,^(g)z^ * términos de orden superior'

Para ,t entero positivo, se tiene que g¡ localmente es de la forma

9 o gk o 9-t (r) : z + kc,,(g)z^ * términos de o¡den superior.

Como Gp es finito, se tiene que el orden de g es finito, luego existe ,k entero positivo,
tal que g*: e. Por tanlo I o gh o 9-1(z) : z. De 1o que se concluye que hc-(g) :¡y
por tanto c*(g) :0, Io cual es una contradicción. Así en 1a expansión de g todos los

coeficientes ,r(g):0 para k ) 2. Por lo tanto 9 es la identidad. Luego op es inyectivo.

Como op es un homomorfi.smo in1'ectivo, se tiene que G,. es isomorfo a un subgru-
po finito de C-, pero todos los subgrupos finitos de C* son cíclicos, luego Gp es un
subgrupo cíc1ico de G. En base al análisis realizado, enunciamos Ia siguiente proposi-
ción, que va está demostrada.

17
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Proposición 1.2.3. Sea X una superf.cie d.e R.iemann compacta, G un grupo f"nito de

autom.orfsmos de X y P un punto en X. Entc¡nces Gp, el estabiLizad,or d,e P en G, es

un su,bgntpo cíclico de G.

Ahora bien, si el orden de Gp es 7¿ entonces op(g) : "lS) es una r¿íz n-ésima de la
unidad, para todo 9 € Gp. Luego como 9 es cle orden ñnito, para (Lr, p) carta centrada
en P, se tiene que 9 localmente es de la forma

9 o g o g-1(z) : qz

donde 4 - cl(9) es una raíz n-ésima de la unidad. NI¿is aún. debido a Ia inyectividad de
dp, si g es un generador de Gp, entonces 4 es una raíz z-esima primitiva de Ia unidad.
Luego si fijamos § una raíz n-primitiva de la unidad cualquiera, debido a que a¡, es un
horrrorfi.smo, existe h € Gp tal que op(h) : {, donde ñ es un generador de Gp. Por
tanto para cada g € Gp existe a entero positivo tal tue ap(g) : 6".

Definición 1.2.4. Sea Jl una supcrficic dc Riernaur compacta y G un grupo finito
de automorfismos de ,t. Par¿ P e X y 9 € Cp, sc define Ia constante- de rotación del
automorfismo g en el punto P. como el nÍrmero

op(s-l): oil(g)

Ejemplo 1.2.5. Sea X : l@,y) . A'zli@,a) : t, + A, + 1 : 0) una curva plana
afLn y

x : {[x : Y : z) € cP, I Í6,Y, z) : x5 +Y5 + Z5 : O]

su clasura proy'ectiva. Se sabe que .i es una superficie de Riem¿nn comp¿cta, de género

Sea {5: 
"z"i/s 

y u([X:Y: Z)): l€t'X :Y: Z) tn automorfismo cle orclen 5 dc.i.
Sea P: [0:o:1]. cor o - e-'5. un punro en.i. fi¡o por r.

Determinaremos Ia constante de rotación de ¿ en P- Consideremos el homomorfismo

er,f nur:{lX:Y:Zle i: Zl0}-+{(¿,y) €C, lf@.ú:¡s+y5+t}
l-Y :Y : Zl - (:,i\\Z Z,/

donde pz(P) : (0, 
"). Como ff(0, a) : laa 10, entonces por teorema d.e Ia función

irnplícita, existc una vccirrdad ¿bicrta li'C .t de (0.a) y una furrción antrlítica g tal
que 9(0) = o, dc modo qrle para algún r > 0 se tiene que

18
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Así la carta. en P, está dada por

p: ,e;t$r') -+ B(0, r) c C

[z:9(r) :1] "-z

Luego, en coordenadas locales, el automorflsmo a es de la forna

¿o¿op-r1r) o(o(lr : S(r) ,l))): o(L€;r/ :91r) : il) {r'r:(lr
Por tanto op@) : t¿. Luego la colstante de rot¿rcióu de ¿ en P es op(a)-1 : 6r.

Obseruac'ión 1.2.6. Cabe mencionar que los puntos en .{ con estabilizador no trivial,
forma,n un conjunto discreto. Lnego por Ia compacidad de ,t se iiene que este conjunto
en finito.

Sea G un grupo finito de automorfismos de ,t. Consideremos el conjunto
X lG : {[P]c I P € .t], denominado el espacio d,e órbitas tle- G y la función cociente

r:X-+XfC
P * [P]c

Se dota al espacio X fG de Ia topologÍa cociente, es decir V es abierto en .f/G si y sólo

si r 1(V) es abierto en Z. Así r es una función continua v como ,{ es compacta, se tie-
neq::teXfG es compmta. Además a Xf G se dav,a estructura compleja, de modo que

sea una superficie de Riemann y T sea una función holomorfa. P¿ra más detalles ver [NI].

Obseraación 1.2.7. La función r : X -+ XIG es un cubrimiento, enire superficies de

Riemann compactas, de grado deg(7r) : lGl. Donde multp r : JGpl para todo P e X.
Si .t tiene pultos con estabilizador no trivial. zr será un cubrimiento ramificado, y esos

puntos con estabilizador no trivial serán Ios puntos de ramiflcación del cubrimiento.

Obsert¡ación 1.2.8. Se¿ Q € XIG un punto rama del cubrimiento r : X -+ ZIG y
.r-r (Q) - {Pr, Pr-, P,} Ia flbra sobre Q. Como los puntos fl están en Ia misma órbita,
entonces sus estabilizadores son conjugados y por tanto tienen el mismo orden, Iue-
go la multiciplicidad de r en los puntos de la frbra sobre Q es 1a misma,. Ademas si

,n:lGp,: multp, rr para ¿ = 1,...,s. enlonces o: 
": 

G4l :5: ]"-'(Q)l

Aplicando el teorema de Riemann-Hurwitz 1.1.12 al cubrimiento r : X -+ X f G, obte-
nemos el siguiente corolario.
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Corolario 1.2.9 (Fórmula de Riem¿nn-Hurr"'itz)- Sea X una superfcie de Riemann

compacta. G un grupo fin'ito de automorf'smas X y t . X "- X lG la función cociente'

Str,ponga que eristen Qt, ,Q, e X f G puntos rama del cubrimiertto, d'onde m¡ es la
IGL

muLtiplzridad d" los Y punlos de- ramificación arriba de Q;. En'tonces

20

sx : tGtbxtc -,) * r * 9I (, - #)

Definición 1.2.10. Sea.{ una superficie de Riemann compacta, G un grupo finito de

automorflsmos de I y r : X -+ X lG Ia pro¡'ección canónica. Sea Q1. .,., Q' los puntos

rama del cubrimienlo r. La f.rma de G en X, es el vector (9x1c'' mt,mz,...,n¿,), donde
lcl

¡n; es la mulriplicidal de los Y] pun-os dc ramiñ, ación arriba de Q¡.
mi

Definición 1.2.11. Sea G un grupo finito actuando holomorfa y efectil'amente so-

bre una superficie de Riemann compacta /. Un arreglo de 2 gs¡¡6+r elementos de G,

(04,0.2,...,as*,.,b1,b2, ..,b0*,",t:t,c2,..., c'), se Tlama uector generador de t'ipo

(9xpi mt,mz,.-., rn') si satisface:

a) G es generado por los elementos {41, a2, ..., ao*,",bt,b2,...,bn*,",ct,c2,...,G},

tr) lql : mi, para i : 1,..., r, Y

9x/e

c) ff [a,.ór]flc¡ : r.
r:r j=r

Finalizamos esta sección enunciando un teorema que garantiza la existencia de una
superficie de Riemann compacta, con acción de un grupo finito dado. bajo ciertas
condiciones.

Teorema 1.2.12 (Teorema de Existencia de Riemann). Un grupo f'ni,to G actúa sobre

la superf,cie de Riemann com,pacta X, d,e gé-nero ga, con f.rma (gx1c; mt,mz,...,m,)
si, y sólo s'i la ecuación de Riemann- Hurutitz dad.a en 1.2.9 se satisface, y si G tiene
uector generador (a1, u2,..., an*,",b1. b2,..., bs*,., ct, c2,..,, c,).

DeIvtosrn.q.ctóN: Ver lBRI2l. r
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1.3. Rcpresent¿ción anaiític¿r

Sea / una superficic do Riemann colnpacta. de gérrcro gx, Y G un grupo finikr
cle automorfisr¡os de /. EI grupo G actúa sobre el espario de las l-forma^s diferen-
ciales holomorfas de .Y. denotado H1J(,Y, C). dándole a este estructura de G-módulo.
Para encontrar la descomposición en factores irreducibles, de la representación com-
pleja asociada a Ia acción de G en H1,0(.Y,C), llamada representación analítica de

G, utilizaremos el Teorema de Chevalley-\\'eil [C!V]. Este resultado nos proporciona
fórmrlas erplícitas para dcterminar Ia multiplicidad de un módulo irreducible, en Ia
descomposición de ia acción de G en dicho espacio. En esta sección nos referiremos
a la ¿cción analítica de G y a la. fórmula de Chevalle¡*-trVeil. y mostraremos algunas
consecuencias.

En 1o que sigue, consideraremos .t urra superficic dc Ricruann compacta. de género gr,
y G un grupo finito de automorfismos de /.

Una 1-forma holomorfa sobre el abierto y C C, es una expresión r¿ de la forma
q : f (z)d,2, donde / es una función analítica en 7. En este c¿r,so, decimos que iu es

una 1-forma holomorfa en la coordenada z- P¿ra definir un¿ l-fbrma holomorfa cn una
superficie dc Ricmann, se hace por medio de cartas, definiendo una 1-forma holomorfa
en la imagen de cada carta, que es un abie¡to de C, pero se necesita, una condición
de compatibilidad cuando dos cartas tienen dominios con intesección no vacía. Esto
motir,'a la siguiente definición.

Deffnición 1.3.1. Una 1-forma diferencial holomorfa r..., en la superficie ff, es una
colección de I-formas holomorfas {"ur}, una para cada carta f : U -+ V en la coorde-
nadadel abierto V ! C, tal que para dos carias (L¡1,91) y (Uz,pz),corUyñU2f g,se
tiene que la l-form¿ asociada a ruo, se transforma a ae2, bajo el cambio de coordena-
d¿s z - ?(2r) : ,pro,p, 1(ur), es decir, si r,,,r. : .f (z)d,z entonces t,r", - .f (T (,u))Tt(u:)rlu.

Denotamos por H1,0(.t, Cl) al conjunto

Hr'o(.Y, C) : {:"' / c.,, es una 1- forma diferencial }rolomorfa en .{}

el cual es un C-espacio vectorial.

Teorema L.3.2. Sea X una superf.cie d,e Riemann coryacta d,e género gs¿. Entonces

dim 11I,0(,Y, C) : g*

D¡ivlosrR.qcIó¡;: \'er [FK] pág 60. 
r
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Definición 1.3.3. Sea 9 € G. La acción de g en llL'0(..1i, C) se define por

g(u):uos-l

doncle o' es un 1-forma diferencial en ¡/1,0(if, C).

Así, sea (U,9) una carta en .{ centrada en P, donde Ia 1-forma diferencial holomorfa
¿r en la coorden¿da loc¿l z de esta carta es f(z)d,2. Escojamos una carta (U',$) d,e X
centrada en 9(P), co'i g'1(U') C U. donde Ia coordenada local es l. Entonces 9-1 en

estas coordenadas es de Ia forma z : h(t) : I o g-t a r/-1(t). Luego g(",,r) en términos
de Ia coordenada local I es Í(h(ü)h'(t)dt. Por tanto g(ru) es nuevamente una 1-forma
diferencial holomorfa en #

La definición anterior nos da una acción de G en el espacio Hr,o (X , C), dándole a
este espacio estructura de G-módulo. Puesto que:

1. Si e representa el automorflsmo identidad, entonces es claro que e(c,,) : ¡,.,. Ou.u
todo ;¿ € Hl,o (X ,C).

2. Si g,h € G, entonces

(gh)(u) : s 6 (sh)-' : u o (h-1s-1): h(o) o s-l : s(h(.))

para todo ¿,r € Ht'o(.Y. C).

La función po . G -+ GL(H|,o(X. C)), asociada a Ia acción de G en flr,0(2, C), dacla
por

p"b)@) : s(e;) :6t o s-1

es una represent¿ción compleja de G, Ia cuai se l),atLa representaci,ón o,nalítica de G.

Ejemplo 1.3.4. Sea X : {(",y) € L'z l Í@,y) : rt + A" + 1 : 0} una curva plana
afín y

x: {lx:Y : Zl<Atr'zli,x,Y,z): Xr +yó + Z5:o}
su clasura prol-ectiva, la cual es una superficie de Riemann compacta de género 6.

Seaa(fX Y: Zl: [(;'X:Y: Z], con (ó: e2ni/'¿, t\ auromorfismo de or¿len

5 de /, y consideremos 6 : (a). Sea

.0,: {!a,. f
I l. .!t'

lua,, \¿r. 1ar,
1

fr*,i*\

22
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una base de ElP(r, C).

Usando Ia carta definida en el ejemplo 1.2.5, obtenemos que a-r en coordenad¿rs locales

es de Ia forma

go a-l o e-'(r) : ó("'(1":g(r) :11)) : d([€r":9(r) : 1]) = (5"r.

Así la acción de a en los elementos de 1a base ,4 es

2:J

'(i*) : t,)a' 
'

,l+r,) : t?1¿,,\v= / -v'

,11r,\ : €.1¿,.\v'/ 'u'
\.-

o( \a, | : ti-'¿, ,\9" ./ A"

,11r,) : E"\a,,\v' / 9'

/-2 \ -2

"( \a,): eiid,.\y- ) v-

Luego ltr" representación an¿lítica de G está dada por

/t o o o o o

f oero o o o

lo o{so o o
t"\{L) :l O 0 g {3 0 0

lo o o o(r'o
\o tl o o o (3

Ahora bien, sear. po, p1, p2, p3, p4 representaciones irreducibles de G, donde

p¡: a -+ {!
V M(C]): {Vo,V,V2,W,V1} representantes de los CfG]-módulos irreducibles de G,
todos de dimensión 1, correspondientes a las representaciones p¿ respectivas.

Luego por (1.3), se tiene que el espacio Htp(2,C) se d.escompone como G-módulo
de la siguiente forma

fllo(r, C) = o% + 3I,i + 2v2 + 1.Vz + ov4.

En general, p¿ra e[contrar Ia descomposición en factores irreduciblcs, de Ia ar:ción dc
G en IIl'0(X.C), usaremos el teorema de Chevalley-Weil. Enunciaremos este teorem&,
en Ia siguiente situación.

Sea .{ una superficie de Riemann compacta, de género gx, y C un grupo de orden
n de automorfismos de .t. Consideremos el cubrimiento

(1 3)
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T:X+XlG
P "- [P]t'

de grtr.do deg(r) : rr.

Sean Qr, Q2,..., Q, puntos rama clel cubrimiento y €, una raÍz ¿-ésima primitir'a de

la unidad fija. Para un divisor e de lG] : n sc delinc t" ,- €:/",1¿r cual es tar¡bién una
raiz e-ésima primitiva de la unidad.

Para cada punto rama Qu, con u e {1,...,r}, escojamos .P,, un punto de ramificación
de r arriba de Q,, es decir a-(P") - Q". Sea G¿ el estabilizador en G de P,. donde

lcp"l: "". 
Sea áp, : Gp,, --+ C,* el carácter dado por 0 p,,(g) : or.(g-'), para g € Gp..

Es decir, d¿ asigna a cada 9 € G¿ la constante de rotación dc A en P". Como ¿rp, es

ut homonrorfismo inyectivo entonces existe 1,, e Gp, tal que 0p"(1") : op"(1"1) : €"-.
Además, por el mismo argumento, ?u es un generaclor de Gp, y es el único elemento
en Gp, cula imagen por áp, es (6,.

Observe que si cscogernos otro pxnto clc ramifi.ca¡ión 4 en Ia fibra r1e Q,, enton-
ces existe á € G tal que h(&) : ky Gñ: hGp.h-l . Por tanto lc¿l - Gc"]: e".
Sea á¿ : G¿ + C. el caracter que asigna a cada I e G¿ Ia constante de ¡otación

de !'en P", y sea l¿ el único elemento generador,de G¿ cuya imagen por 0q es {.-.
Desde que Ia constante de rotación d.e hgh-| en P. es la misma que la de g en Pu, para
g e G p., se tiene que J" : b"h-r . De hecho el caracter Pñ esta relacionado con A¿,
por |¿(hOh-r) : 0p"(.5) Así los 7, están en la misma clase de conjugación. Para más
detalle ver iNa].

Sean {ps,p1,...,p,} el conjunto de representaciones irreducibles complejas de G. Sea

-M(G) - {Vo, Vr, .,7u} el conjunto de representantes cle los CfG]-módulos irreduci-
bles de G e Irr(G) : {X0,Xr,...,X"} los caracteres irreducibles de G, asociados a las
representaciones mencionadas respectivas. Considere Xo el cara.cter de la representación
trivia,l de G.

Puesto que G actú¿ en ¡11,0(.Y, C), se tiene que este espt'lcio se descompone como
G-módulo de la siguiente forma

/11,0(/, C) = novo + nlvt * ... * n"V"

donde n6 son enteros no negativos, para k : 0, ..., s.

Por último, lql para q € Q, denota la parte entera.

Con las definiciones y notaciones dadas anteriormente, enunciamos el teorema de
Chevalley-Weil, que nos proporciona fórmulas explícitas para las multiplicida.des n¡.

21
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Teorema 1.3.5 (Chevalley-\!'eil). .9ea X una superf,cie d,e R.iem,ann compacta y G un
gr-upo f,ni,to de automorfismos de X . Si pk es una representación irreducible compleja
tle G, entonces la multi;plic'id,ad nk de esta representación. en la d,escomposición de la
reprcsentación unalítica de G en H1'0(X,C) es

r cp,,l_l
n¡ : dimv¡(s¿¡;-l) + I I ¡f"(-i) o (ro,xo)

"lJ. i1=n \ l(,P"l/

donde N!, es la canti,d,ad d,e ualores propios en p¡(1) iguales a €io,., y

t:

/-"\ -a l-"1
\Ell-ic*r-Lr]"Jl

Dn"rosrRacrórv: Ver [Na].

si o:0enronces ( +) -0. Sia /0entonces (=:\ , -
\ luP"l/ \ lo¿,I /

' lc¡,I- I / \
,/k : dim vx\ez/c ,, .8 I rf" (, - á)

a

1L, P,,

Observe también que (Xo, Xr) : 0 si k 10, y (Xo, Xo) : 1. Adem& dim lro : 1.

De lo a¡terior se desprende que

(1.4)

para k : 1, ..-, s.

Ejemplo 1.3.6. Sea C -- (") un grupo de orden 7. Por teorema de Existencia de
Riemann 1.2.12, existc urra superficie de Riemaun compacta.t, de género g¿ :3, que
admite acción de G con firma (0; 7, 7, 7) y vector generaclor (a, a2 , aa).

Consideremos €¡ : e2"¡'/2. Sean p¡, p1, ..., p6 representaciones irreducibies de G, donde
pk : a --+ (f , para tr : 0, 1,...,6. Sea ,M(G) -- {Vo, Vr,.-., l/6} representantes de los
C[G]-módulos irrcducibles de G, todos de dirrcnsión 1, correspondientes a las repre-
sentaciones pr respectivas.

Usa¡emos el teorema de Chevallel.-Wevl para determinar 1a descomposición de 1a

representación analítica cle G en el espacio f11,0(.Y, C). de dimensión 3.
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Tenemos que 7¿0 - gxtc:0. Por (1.4) se tiene que

nx: -7.* (É^t('-;))

parak=1,...,6.Así

Por 1o anterior obtenemos que

/t o o\
paü:l o r? o I

\o o e)/
)¡ por tarrto la descornposición de 111'0(ll, C) como G-rnódulo cs

Hi o(.Y, c) =vtIvz-tv+.

Tarnbiérr sabemos por teorerua de Existencia de Ricma¡rn L.2.12. <rye cxiste una super-
ficie de Riemann comparta.t con a.cción de G, cle género g* :3 con firma (0;7.7,7)
y vector generador (a.a,as).la cual no es conformemente isomo¡fa a /. Del mismo
modo usando eI teorema de Chevalle¡r-Weyl. sedetermina la descomposición de la
representación analítica de G en el espacio I/1'0(.2, C),

Tenemos Que ?26 : 9x1c:0. Por (1.4) se tiene que

36
n*=.1 ,t(tr:lr-i))

=\= 
\ t//

n'1 : -r+(' -+). (' - ?). (' - +) 
:'

n2: _1+ ('- ;) . ('- ;) . ('- +) 
:'

n3 : -1+ ('- ;) . ('- ;) . ('- ;) :'

n¿=-7-('-+) -('+).(' ?) 
:'

nó: -1+ (,-;) . (,-;) . (,- ;) : '
n6 : -t +(, - ;). (,- ;) . (,- ;) :,
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para [' : 1, ..., 6. AsÍ

Como la dir¡rensiórr de 111'0(t, C) es 3, se ve facilmente que n4 : ná : n6 :0. Por to
anterior se tiene que

/1, o o\
p;a): l o {? o I

\o o t?l

y por tanto la descomposición ae 41,0(Í, C¡ como G-módulo es

H'o(.i c) =V Lv2 1v3'

Ahora bien, continua¡do rruestro aná1isis dcl tcorema de Cheva-ller¡-Weil, observemos
1o siguiente.

Para Gp" consideremos Irr(Gp.) : {\o : l" r,, rtt, ..., rltc p"t-t} el conjunto de carac-
teres irreducibles de Gp". Donde n"b): €Éo",, paru a : 0, 1,...,IG¿l - 1.

Así para ¡¿ € Irr(G),

Res$r,, X¡ - asryo * aúI1+ ..- + atop" -r?¡cp.r-r

donde ao es entero no negativo para a:0, 1, ..., lcp" i - 1.

Luego
o6 : (Res[o, x0,1.",) :.Limvf'" (1 5)

Nl",: o": (Res$", xr,n.) (1 6)

n'-r-'('-+)-('-;) :'
,:=-r+r(, ;)-,(,-;) :,
n¡--I+r(, -;) '(, ;):,
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para k = 1. -.., s. Así obtenernos que

n¡= dimv¡(sa¡, -1)+ i "l-''" ('- m)

para k : 1,..., s. Por otra Parte

lGP"l-1

dimV¡=Res!',,xr(1) = t o"?"(1)'
¿v=0

Pero 4"(1) : 1, para a:0, 
' lG¿'l - l Luego

16P' l-1

climV¡: ! a^'
a=0

Por (1.5) Y (1.7) concluimos que

iGP,l-l lcP"l-l

i ,. : i o(' - ao = dimVr' - dim Y"ctu
/2

para ,L : 1...., s'

(17)

(1 8)

(1e)

--/ 
' Gr'' t \

na --dimv-rsxG r)-t(ai-v.-..limvf& # E 'nl")

Sea EÑ(2,@ el espacio dual de H1'0('t C)' el cual tiene dimensión gz Para más

detalles ver lBLl. La represent"Ji¿i a" f' ltti¿í d" G "" 
eI espacio ¡¡t'o1A' C)'

está dada Por

p,:(.)'+ G¿(flIE7O)
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Sea H1(1, C) el primer grupo de Homología, de .t. el cual tiene dimensión 29¿. El
grupo G'actúa en Hr(X,C). Adcmás este espar:io se descompone como

JJl(.Y Cr) - Hto(x A) e TFq&o (1.10)

El sigüiente teorema nos da Ia multiplicidad de cada carácter irreducible de G, en lti
descomposición del caracter de la representación de G en I11(X, C), en caracteres irre-
ducibles.

Teorema 1.3.7 (Broughton). Sea X una superf,cie d,e Ri,emann conTpacta, d,e géne,ro

gz, A G un grupa de automorf,smos de X. Sean QuQz,...,Q, puntos rama del cubri-
mi,ento ¡r : X -+ X /G. Sea XHt(x,c) el caracter d,e la rcpresentación de C en H1(X,C),
en,tonces la m,ulti,phctdad, del cartí,cter itreducible ¡¡ d,e G en XH,(x,c) está dada por

-2. (x¡, ¡a,1z,c¡) -- 2 gx/c

2. \xt", xn,rx,c¡l : (2 ¡x/c 2 + r)xr(1) - ! di* vnc.
z=1

Dond,e Gp" es el esto,b'ilizad,or tle algún punto de ratnif,cación de r en lu f.bra d,e Qu.

DBuosrRacróN: Ver IBRI1]

29

Como G actú¿ err IIr,o(X,C), entonces este espacio se descompone como G-rnódulo dc
la siguiente manera

IJ1'0(X. C) - nir¡ -1- nlh + ... + niv"
donde n[ es entero no negativo, para k : 0,..., s.

Por teorema 1.3.7 y (1.10) tenemos que

no -l nfi: (xo, xr,(¿,o)) :2 gx/G

y como r¿0 : gxlc, entonces

(1. 1 1)
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Para k € {1, . ., ,} se tiene que

nk -t n; : (x*,xa,tx,a¡)

: (2s*y3-2+r)x*(l) - iai*v;'-
ü=1

-j_: 2(gxtc - 1) dim V¡ + »(dim yft - dim yfq,)
u-l

Luego usando (1.8) concluimos que

ni:dim v*tsx.c r)-if : "i'.r-:)
\ t(io I a

¿=l \ '" Ó=l

(1 12)



CAPITULO 2

Divisores y eI espacio de Riemann-Roch

En este capítulo nos centraremos en el concepio de divisor de una superficie de
Riemann compacta. También nos referiremos al espacio de Riemann-Roch asociado a
un divisor y a algunas de sus propiedades, que serán neces¿rias para el desarrollo de

los capítulos siguientes.

Consideraremos .Y una superficie de Riema¡n compa.ta, de género ga, y IK(X) el
cuerpo de funciones meromorfas de .{.

2.1. Divisores

En csta sección tratarer¡ros cl concepto de divisor y a algunas dc sus propicdades.
Pa¡a más detalles ver [FK].

Definición 2.1.1. Un dtmsor de ll es un símbolo formal

D: fl PdP)
PaX

donde a(P) e Z y a(P) f 0 sólo para finitos P € /.

Para D1 : f{ f"t"l v pz: TI PB(P) dos divisores cle ,t, se define el producto d.e

PeX P..x
ellos como

DO2 : fI Pa(P)+8(P).
P€X

Con este producto el conjunto de ios divisores de .Y. denotado por Div(.Y), es un grupo

abeliano. Donde la identiclad es 1 : P0 y el inverso está dado por D¡1 : fl f-"t"1
PeX

3i
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Definición 2.1.2. Para un clivisor D en.{. se definc el grado de D como

Deg(D) : I "(Pl.P€N

Claramente se puede establecer un homomorfismo Deg : Div(,t) + Z, del grapo

multiplicativo de los divisores de .Y sobre el grupo aditivo de los enteros.

Debido a la compacidad de 21, el conjunto de ceros y polos dc urta función IItero-
mofia J l0 en K(.t) es finito, csto nos permite definir el siftuiente diviso¡ asociado a

Definición 2.1.3. Sea / una función meromorfa, no nula en.{. El divisor principal
asociado a /. se define como

div(/) : ff Po'aor.
PaX

Del mismo modo, por Ia compacidad de.Z, se tiene que

Deg(div(/)) : » ordp/:0
Pex

La razón es^la siguiente, a partir de / podemos definir uua función holomorfa
F : X -+ C entre superfi.cies de Ricrnann comp¿rctas, donde F(z) : /(z) para

todo z en el cual / es holomorfa, I F(r) : oo para todo z polo de /. Así Ios

ceros de F son los ceros cle /. Luego el grado de F es deg(F) : ! multr I', y como
P( F (ol

es lndependiente del punto elegiclo en C. entonces tamblén deg(F) :
Qe

»
¡''-. (

multg F.

Por tanto
0: mullcF:!ordr/.

€) Pex(0)
t

8€¡-r (

multp F -»
P€F-I

Además, se puede establecer un homomorfismo dir' : IK(,t) \ {O} -+ Div(/), del
grupo mulliplicativo de K(.11) en el subgrupo de Ios divisores de / de grado cero.

Como Div(ll) es un gmpo abeliano, entonces la imagen de este homomorfismo, que es

el conjunto de los diüsores principales de.t, es un subgrupo normal de Div(.t). Este
induce ura relación dc equivalelcia en ios divisores de /, a saber:

Dos clivisores Dt y Dz en / son equivalentes, denotado Dt - Dz, si y sólo si DlDrt
es principal, es decir si existe / e K(.t) \ {0} tal que D1D, 1 : div(l)
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Proposición 2.1.4, Sean Dt a Dz d,'iri,sores en X tales que D1 - D2. Entonces
Dee(Dr) : Deg(D:)

Dnr,tosrR.r.clóx: Si D, - D2. entonces DtD;l : div(.1)para algrin i € ni(.Y)\{0}.
Luego

0: Deg(div(/)) : Deg(DrDi') : Des(Dr)- Deg(D2).

Por tanto Deg(D1) : DeS(Dz). 
I

De Ia misma manera que se definen 1-fornr¿rs holomorfas en Ia superficie .t, se deflnen
l-formas meromorfas en .T.

Una 1-forma meromorfa sobre un abierto l,' § C, es una exprcsión o de Ia forma
s : JQ)dz, donde / es un¿ función meromorfa en V. Así decimos que i, es una
l-forma meromorfa en la coordenada z- Pata definir una l-forma meromorfa en lf. se

hace por medio de cartas, definiendo una l-forma meromorfa en la imagen de cada
caxta, que es un abierto de C, pero se necesita una condicióD de compatibilidad cuando
dos cartas tienen doninios con iltesccción no vacía. Lo antcrior rrrotir,a l¿r siguientc
definición.

Definición 2.1.5. Una 1-forma meromorfa c', en la superficie de Riemann ,{, es una
colección de 1-formas meromorfas {arr}, una para cada carta f : ú -+ V en la coorde-
nada del abierto 7 C C, tal que para dos cartas (Lr1,91) y (Uz, pz), cor. U1ñU2 f ó, se

tiene que la 1-forma asociada a oer se tra.nsforma a ae2, bajo el cambio de coordena-
das z : 7(u) : 9ro9;\(u). es decir, si r,rr. : .f (z)dz entonces ¿,re2 : JQ(u))T'(u)d,u.

Sea ¿, un¿ 1-forma meromorf¿ en Ia superficie X y P un punto de ,{. Sea (ü, 9) una
cafta en centrada en P, donde la 1-forma asociada a esta carta r.,o es de la forma
f(z)d,2, con / una función meromorfa en z - 9(P) : 0. El orden de o, en P, deno-
tado por ordp üJ. se define como cl orden de f en z : 0. Cabe mencionar que ordp u.
está bien definido. pues es independiente de Ia ca¡ta seleccionada. Además una l-forma
meronrorfa o es holomorfa en un punto P e X, si y sólo si ordp u-, ) 0.

Diremos que P es un cero de orden a de o, si ordpu : n > 0. También diremos que P
es un polo de orden n cle a,, si ordpirr : -r¿ < 0. El conjunto de ceros y polos de una
l-forma meromorf¿ es un conjunto discreto, y como X es compacta se tiene que este
conjunto es finito. Esto nos permite defi.nir el siguiente divisor.
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Definición 2.1,6. Sea o es un¿ 1-forma meromorfa. no tula en .I. Se define el clivisor
asociado a a, llamado rlivisor c¿zónico como

div(l,,) = fl r"'0,"
P€T

Teorema 2.7.7, Sea X es una superf,cie d,e Riemann compacta de género gx, A u l0
una 1-forma meromorJa en X. Entonces

Deg(div(.r)) :2 sx -2
DEMosrRAcróN: Ver [FK] pág 74.

¡

A continuación nos referiremos al puilback de un divisor y enunciaremos
algunas propiedades.

Definición 2.1.8. Sea F : X -+ J) una función holomorfa, no colstante, entre super-
ficies de Riemann compactas y D: II qa(a) ,r, divisor en ). Se define el pullback

Q.Y
de D a X, denotado por F-(D), como el divisor de .t dado por

De igual forma, si i : ! -+ C es una función meromorfa, se define e1 pullback de / a
.t. denotado por F.(./), como

F.(f): f a F
el cua.l es una función meromorfa err .Y.

Proposición 2.1.9. Sea F : X -+ )) una lunción holomorfa, no coTLstante, entre
snper.ficies d"e Riem,o,nn com,pactas ,J ¡ | y -+ C un,a Junción, meromorfa. Entonces

ordP F'(/) : multP F ' ord¡-(P) ,f

Dnr,tosrRecróN: Por 1.1.8 exister cartas (U,9) en X y (f,l',$ en ]/, centradas en
P y en F(P) respectivamente, con F'(t/) C ¿,r/, tal que F localmente es de Ia forma

1¡:Qof og'(r):r" (2.1)

F.(r) : 
E,(".I,0, 

p-''"o)"(a)
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donde n : multp F. Como / es una función meromorfa, entonces su expalsión en serie
de Laurent en torno a F(P), con respecto a / es

,f "p-'(.rr,) : I.*,,,4
k:no

donde n6 : orcl¡1p¡ /. Así por (z.t) y (z.z), se tiene qrre localmente F.(.f) : J o F,
alredeclor de P es

foFoe-\Q): f oó-'(óoFoe-l(z)) : i.u("")o :i"or'*
A=no k:ru)

Luego el ordpF.(/) :ordp(/o F) -n o - multpF.ordplp¡ /.
I

Lema 2.1.10. Sea F : X + y un función holomorfa, no constante, entre superficies
d,e Ri,emann compactas g D un d,iuisor en !. Entonces

1. eL pullbach F* d,ef,ne u'n homomorfi,smo de grupos, F" : Div()) -+ Div(,{),

2. eL pullback de un d,iuisor pnncipaL es prínci,pal. Es d,ecir, si, J es una Junción
meromorfa, no nuLa, en )) entonces f -(dlv(/)) : div(F."(/)) : div(/ o F).

3. Deg(r-(D)) : deg(F) Dee(r).

Der,rosrn.lcróN:

1. Es inmediato de la definición de pullback de un divisor y del producto de divisores.

2. Sea / una función meromorfa en )/, tal que div(/) : l{ g"'aor. Entonces
8€t

: II II PmurtPFordF(P)r

Q<, P..P-t (e)

- ff pmurrct'orarrrr.f

Pal

Luego por 2.1.9 se tiene que

35

(2.2)

F"(div(/))- II (" II ^ 
,-.,,..)"oo/

Q€) . PÉF I(o)

fl pmunpFo¡dF{,",, : fl pordcF"u) : aiv(F-(/)).
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3. Como X es compacta, se tiene que l.F-t(A)l es finita y además es independiente

del punto Q e ) elegido. Luego

oeg(r-(o)) : )- (
o-€) \ »

P€F-I ,o, 

multr F)a(Q)

: !deg(r)a(Q)
Q€Y

- deg(r) I "(q)
QeY

: deg(F) Deg(D)

I

Definición 2.1.11. Un divisor D : f[ f«"t de 2f se llama efectivo, si a(P) 2 0

para todo P €.u. Este "*o." d"not.ltJ D > 1.

Obseruación 2.1.12. Lo antcrior dcfinc un orden parcial en Ios divisores, esto cs:

Dt ) Dz si y só1o si DrD;r > 1.

Definición 2.1.13. Sea F : X -+ J una función holomorfa, no constante, entre su-

perficies de Riema¡n compactas. Se define el divisor de ramificación de F, denotado

Ram(F). como el divisor de Z dado por

Ram(r) : f] P('nultPF-1)
PeZ

Observe qrre el divisor de Ramificación de .E es un divisor efectivo

Sea F : ll -+ y una función holomorfa, no constante, entre superfrcies de Riemann

compactas y a f 0 una l-forma meromorfa en ). Sea (Lr', {) una carta en y, donde o'

en la coordenada Iocal : de esta carta, es de la forma u6: fQ)dz, con ;f una furLción

meromorfa enVt -- g(t/t). Escojamos una carta (ti,,p) de X tal que F(I/) c U', donde

la coordenada Iocal de esta carta es t. Así -F en estas coordenadas es de Ia forma

z : h(t) = d o F o f-1(¿). Luego el pullback de c¿, denotado por F- (,J), se defi.ne como

la l-forma meromorfa en /, ial que con respecto la coordenada local ú es de Ia forma

F. (r'), : Í (h(t))h' (t)dt.

36
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Ler¡r.a 2,1.L4. Sea F : X -+ )) una función holomort'a. na constante, entre superf,c'ies

de Riemann com,pactas y a f 0 una 1-forma meromorfa en !. Entonces

div(r'-(.r)) = r'(div(c,,)) . Rtrm(F)

Dnl,rosrR..rcróx: \'er l!I], pág 135. 
¡

Obserl'c que cl pullback dc un divisor canónico no necesariamente cs canónico-

2.2. EI espacio de Riemann-Roch

Sea / una superficie de Riemann compacta de género g¡. Considere / una función
meromorfa, no nula, en \<(X) v D un divisor de / tal que

div(/) : f[ r-a"r > r: f[ P"{el.

Entonces ordp/ ) a(P), para todo P en /.

Luego / es holomorfa en todos los punios P donde a(P) > 0. Además, / tiene
ceros en los puntos P donde a(P) > 0 y el orden del cero es mayor o igual que o(P).
También se conc1u1,e, que / puede tener polos en los puntos P tales que a(P) < 0 y el
orden del polo debe ser a 1o más -o(P).

A continuación definiremos el espacio vectorial de funciones meromorfas, con polos
acotados por el divisor D, el cual se denomina Espacio de Ri,emann-Roch.

Definición 2.2.1. Sea / una superficie de Riemann comp¿cta y D un divisor de /.
Se define el espacio de Riemann-R.och X(D), como

L(D):{f e K(.t)-/div(/)>D 1}u{0}.

Claramente ^C(D) es un espacio vectorial. Ademzís, un hecho conocido es que
la dimensión d,e L(D), como C-espacio vectorial es finita.

Las siguientes proposiciones dan cuenta de algunas propiedades del espacio,C(D).

Proposición 2.2.2. Sean Dt,Dz € Div(/). Sz D1) D2 entonces L(Dr) e L@\).

D¡IúosrRA.cIóN: Sea / € 4(D2), entonces div(/) > D;l. Como D1 ) D2, se tiene
que D, I > D¡r. Luego div(/) > D, I y por tanto / e l(D1). 

r

PeX



CAPÍTULO 2. DIVISORES Y EL ESPACIO DE RIENIANN-ROCH

Proposición 2.2.3. ¿(1) : C

DurtosrRecrós: Sea 0l i € L(1), entonces drv(/) > 1y por tarto ord¡/ )
para todo P e .t. Luego ./ es holomorfa. Como ll es compacta se tiene que /
cor$tante. Por tarito ¿(1) : A.

Proposición 2.2.4. Sea D u,n diuisor d,e X tal que Deg(D) < 0. Entonces L(r) : {0}.

DrttosrRactó¡¡: Sea D: II p"t", un divisor de.{ tal que Deg(D) : ! "if; < O.

Pe^ P€X
y ,f I 0 una función en l(D). Luego div(/) : f{ r*a' r > D-t -- ff r-"tP), y por

tanto ordp / > -a(P) para todo P < x. Co-:7 es compacta ,u tlfiá qr"

s : ! orcl¡/ > I -"(P) : -Des(r) > 0
P€X P€X

Io cual es una contradicción. Por lo tanto 4(D) : {0} ¡

EI conocido teorema de Riemann-Roch, nos da la dimensión del espacio r..ectorial f,(D).

Teorema 2.2,5 (Riemann-Roch). Sea X una superf,cie d,e Rienmnn compactu dc
gé-nero 92¿ y D un dliuuor d,e X . Entonces

dim f,(D) : Deg(D) - e, +1 + dim 0(D)

d,ond,e A(D) es el espacio uectoriaL d,ado por

O(D) : {u I a es una l-formct" meromorfa tal que div (u) > D}

Dp¡,IostR¡.cróN: Ver IFK] pág 75.
¡

Obsenación 2.2-6. El espacio Q(1) : H'.o(X).Puesto que si 0 I o € Q(1). entonces
div(ll) : f[ f-0"' ] L. Luego ordp.r ) 0 paratodo P e X.y por tanto.¿ es una

PeX
1-forma holomorfa en .t, Además dim 0(1) : gr.

jlE

0
CS

t

á""\
.o B^IqqlEd óü !EN¡R;;^ ;* -- (/,
(,, , *,

\06 ¿¡rv!/
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Proposición 2.2.7. Sean Dt y Dz dos d;iu'isores de X tales que D¡ - D2, Entonces
CJm L(D¡) : dim L( Dz) .

DotuosrR¿clóN: Sean Dl y D2 divisores de ,t tales que /)1 - /)2, luego existe
0 I Í e lf;(;r) tal que div(/) : DrDlt. Si h es un¿ función eu l(D1), enton-
ces div(ñ) ) Dtl, Iuego ctiv(á/) - div(ñ) rliv(/) > Dlt D\D;t : Dil. Por tanto
hÍ € L(Dr).

Considcrernos la función .p : L(D1) -+ L(D2) dada por g(h) : hf. Es fácil ver que
p es una transformación lineal. Adem¿ís g es inyectiva, ya que si ñ e ker,p entonces
,?(h) : hf : 0. Luego ñ, : 0 puesto que .¡ I 0. También p es sobre¡'ectiva, ya que si
g e L(D) se tiene que div(g) > D;r. Como / I 0, consideremos f e K(.{),
así drv(f ) - div(g) div(/)-t > D;l(hD;t)-' : Dr'. Por tarro f e I(D1). Luego

l$) : o. Se concluye que í es urr C-isomorfismo y por tanto dimf,(Dr) : dtm L(D).

¡

Lema 2.2.8. Sean a1 y u2 l-formas meromorfas d.e una superf,cie d,e Ri,ernann com-
pacta X , con u1 f 0. Entonces eriste una única funci,ón meromorfa J e X{(X) tal que

Dnltos, R.qclótt: Ver INI], pág 131.
I

Teorerna 2.2.9. Sea D un diu'isor en X y K : div(a) un diuisor canónico. donde
u f 0 es una l-fonna meromorfa en X. Entonces

dimL(D r¡<) : aimc¡(¡).

DeltostRectóu: Sea K : div(""') un divisor canónico. donde r", f 0 es una 1-forma me-
romorfa en .t. Sea ( € O(D), por 2.2.8 se tiene que f, e K(,li). Luego
div(() : div(() ctiv(ru)-1 > D div(i",)-1 : (D-1I()-1. AsÍ f, perrenece a L(D-tK).

Consideremos la función t, : O(D) + L(D-LK) dada por e(() : Í Se puede probar
fácilmente que g es una transformación lineal inyectiva. Sea g e L(D-LK). entonces
div(g) > D div(r,.,)-1. Sea 4o : 9., una L-fo¡ma meromorfa en .-Y, luego
div(gu.') > D div(r..,)-I div(c,.,) : D, Así (o € o(D), Como rp((6) : pQu.;) : s, se

concluye que g es sobreyectiva. Luego.p es un iso¡norfismo de espacios vectoriales. Por
lo tanto dimf,(D lK) - dimo(D) 

r
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Corolario 2.2.LO. Sean Dt'y Dz dos d'i'ttisores de X ta,les que D, - D2. Entonces

dnnQ(D1) : dim a(Dr).

Dsr,ros'rRAcróN: Sean l)1 y D2 clivisores de .t tales Que I)1 - I)2, entonces existe

0 + f e K(.t) tal que DlDlr : cliv(J). Lucgo D, 1D2 : div("f)-r : div(i) y por

tanto Di]I( - D;r.K para K = div(r,.,) divisor canórrico, dolde u; I 0 es una L-forma

meromorfa. Luego por 2.2.9 y 2.2.7 se concluye que

dim0(D1) : diln¿(Dl 1K) - dim L(D;t K): dimA(Dz)-
I

Ahor¿ bien. sea K un dirisor canónico dc .{. Por 2.1.7 sabemos que Deg(K) - 2 g* -2
y por 2.2.9 se tiene que diml}(K) : dim,C(K-lK) : dlml(1) : 1. Luego

dim4(lí) : Des(K) - ex-t7i dimO(Ir) :2gx-2- 97't7*7: s*.

Es conocido que 4(K) es isomorfo como C-espacio vectorial al espacio HI'o(#, C), de

Ias l-formas cliferencia.les holomo¡fas de,Z.

2.3. Divisores no especiales

Sea,{ una superficie de Riemann conp¿.cta de género p¿, } sea G un grupo finito
de automorfismos de /.

Definición 2.3.1. Un divisor D de,/ se dice no especial si dim¿(D-1K) :0, para

1l un divisor canónico de .t.

Si D es un divisor de ll no especial, entonces por 2.2.9 se tiene que

clim O(D) : dim^C('-r() :0

para K divisor canónico de lf. Luego por 2.2.5 se concluye que

dirn ^C(D) : Deg(D) - s¡ +1 (2.3)

l0
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Ahora bien. considcreremos el cnbrirriento

r: X -+ X/G
P * lP)G

de grado deg(í-) : lGl.

Sea D¡ : TI Q^o, un divisor d.e Z lG y sea D el pultback de ,0 por ?¡, es decir
QÉX/G

el cual es un clivisor .{.

Como .t es compacta. entonces por lema 2.1.10 obtenemos que

Deg(D) : deg(r) Deg(D¡) : cl Deg(D¡). (2.4)

La siguiente proposición da cuenta de una condición para que el divisor D sea

no especial.

Proposición 2.3.2. Sea ¡¡ : X -+ Xf G la progecci,ón canónica g D un 
nd,iuisor 

d,e

X, cual es el pultbacte d,e un d,iuisor D¡ d,e X/G..9ri Deg(D¡) , '-ff entonces

D : r"(Do) es un d,iui,sar no especi,al de X.

DprltosrRacrór.r: Sea D¡ € Di,t(x lc)tal que Deg(D¡) ,'n.É! Sea 1., f 0 r.rna
lG

l.-forma meromorfa en .t y K : div(.,,,). Entonces

Des(,-lK) : -Des(,) +Deg(K)'

Por (2.4) sabemos que Deg(D) : lcl Deg(Do), y por teorema 2.1.7 se tiene que
Deg(K) : 2 g* -2, Iuego

Deg(D-lK) : -lGj DegD¡.t2s7-2<0.
Se conclu¡re por 2.2.4 que ¿(r-1Ií) : {0} y por tanto , es un divisor no especial. 

.

/r- n'(Do)- |1 (_ II o-,,")"o
o€xlc \ P€n- 1{o)



CAPITULO 3

Acción de grupo sobre el espacio de

Riemann-Roch

En este capítulo estrrdi¡lrernos l¿r ¿rcción ilLducid¿:r, por urr grupo finito de autortor-
fismos. dc uua superficie de Rieuann comp¿lct¿. sobre el espi-lcio dc Ricm¿nrr-Roch
de un clivisor D irn'a¡iante por Ia. a.ccióu del gmpo. Celtrarernos lirestra atenciór eu
divisores nr-i especiir,les. que son ei ptllback dc un divisr¡r'de 1a srqterlicie cociente por
1¿ ¿rcciórr clel grupo. \ucstro intcri.s cs obtcucr Ia ruultiplicirLad cle las represeutacioncs
ilredrLciblcs clel grupo. en lir clescolrposicirín de -srr ¿iccirin soble e1 espircio /J(1)).

3.1. Ac'ción e\ L(.D)

Consideremos .]l unir supcrficic dc Ricm¿nn compacta. IK(J) el cuerpo cle frurcioncs
rneromorfas de lir srrperfir'ic v G ul grupo fiuito de ¿utomorfismr¡s clc .'I

Definición 3.1.1. Sera g € G.I.a, acc'irirr de 9 en K(J). se dcfinc como

Ie-fog'I
clonclc / es un¿ luncidrn m..romcirf¡:i di: lli(J).

En..fécto io ¿rntr:rior define un¡r ¡rcción rle G sobre K(#). puesto (-llrc

1. Si e es cl ¿utonrorfisrlo iclerrtiLl¿d. entonccs /e - / para todo .l e K(X).
n S-.rn J.h _G\. 1€ ni(.Y). énron.ó-

.foh -.f o(sh)-,: J "(h 
,s ,): (./ o h ,)os t:(ln)"s ,:(fn)g.

1',2
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De igual nr¿ner¿r. cl gmpo G arr¡ri¿ sobre e1 gmpo de los clilisores de if. Para

, : ll P"(f l un clivisor en Dn'(J) 1' 9 uu arrt onrorfismo en (i, la ac.ción cle l,

cn Dir,(.{) está dac'la por

e(r) - fl s(P)"t.o)
Pa,f

Proposición 3.1.2. Seo i + 0 ttn.o, ,frtn.t:i,ín, en ni(J) y g € (]. Entonces
div(¡r1 - ,(div(J ))

Der.tosrR,rctór: Sca !/ € G ¡'/ e Xi(.t'). Como.q es una bir-ecciórr. se tiene que

/\
,(li\\/)l -r( fl P''u,. r) : fl g(p)*u., f] r,"',',",/ - II Pordp/'a 

I :.1i.,(-f,,)
\ P-i ' ,r, P.,\' 1'..y r

Consiclere I) nrr clir.isor de.t 1'/ f 0 una función en I(D). Entonces di1'(/) > , 1.

e ttñtO t i .r.r 1i¡ .t, Dir 17. -e riolre r,rr,

e(dn (/)) > e(r) '
para. toclo g € G. Lucgo por prriposición 3.1.2 se obtienc quc

cli"*(,..f 'g) 
> s(D) t

Por Io tanto J!, € L(.g(D')).

Obsartación 3.1.3. Si -l) es uu clivisor inr.'ariante por' 1a. accirln del grupo G. es cLecir si
g(.D): D par¿ todo q e G. entonces L(,.g(,.D ¡) - 4(D) para lodo 9 € G. Por tanto G
¿cti1a sobre el espacio Z(D). dándole estructlrr¿l rlc I,riG]-módLrlo.

3.2. Ler-antallliento c1e Dir.'lsores

Sea J una supcrficie de Riem¡rnn conp¿lcta. rlc género g;1..)'-se¿ lJ un grupo finito
de arrrolnorfisrnos de .-11. Consiclcrcremos el cul¡rirliento

;:X -XfG
P * lP,"
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de grarlo deg(?r) : ]Gl.

Sea ,D,,: ll g",o' un clivisor cle J/ti tal c¡re su puliback D: r"1¡-¡. clacio por

D-¡.(Dt)-
\ otQ)

@))
II

Q.,t iG
II

Per I

es un cLivisor no cspccitrl cle J.

Corno rlultp;r - Cr. clonclc Cp cs r:1 cstribiliz¿rclor rle P en G. ¡ los estabiLizaclores
de 1os puntos cn r 1(g) son conjug:rdos. entonces nrultp;i: rluit¡,;r para todo IJ¡, Pr.

en ;, 1(Q). Luego D es rur clivisor in\'¿.Lri¿)rtc por la accirin cle C v por tanto G actir¿r

scibre e1 espa.cio I(D). dotálctolo dc cstmctura, dc KIG -rnódulo.

Dado que J es <rrrnpar:ta. por Iemir 2. 1.10 sc tiene que

Adcrn/rs couro l) es un ciivisi¡r no especial. se tiene por (2.3) que

Deg-(r) :deg(Í) Deg(r¡) : G Deg(D¡).

dim/(D) : Deg(D) - s.t t1 : G Deg(r¡) - 9¡ t1.

(3 1)

(3.2)

\nestro propósito es. dad¿ una r-epresentación irreducible complej:r de G ¡'l- el
CiG -módulo doncle se realiz¡r esta represent:-rción encontr¿r la. r'nultiplic ida.d de V
er Ia descomposición en f¿,ctores irreclucil¡les de Ia, acción de G en ^C(D). Estamos
rlteresados en erxhibir fiinnul¿¡.s erpiír:itas para describir dicha rmrltiplicidacl.

Sc,rn pu. pt. .. p" lirs reprcsentir.cionr:s irrcchrcibles conplcjiLs clc (1. Consideremos
MlCi) - {!i,, ti,..., l-.} relrrcscnttrntes dc krs ['lG]-mriclulos irrcduciblcs clc G v cl
conjunto kr(G) : {fo, fr,...,f"} de caracteres irreclucibles de ú}. corresponcLientes ir
la-s reprcscntacioncs pr r L'spcctivamcntc. Ac¡rí 10 : 1c cs cl c¡rracter t,rivi¿Ll de C.

Así la ¿cción de G sobre el espacio .C(D) se clescompone en G-nóduLos irreclucibles
co111(]

L(.D'¡ - m¡)¡ * nt,1V¡ -... * rn.l"

rlonde los nrimeri¡s r¿t son eDieros no neg¿tivos. p¿1ra A : 0. 1..... s. Arlem¿is si
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Xcla¡ es el ca¡ácter de la repr.esentación d,e G en L(D).se tiene que

Xc¡o\: msXs .¡ rn1¡, a ' l- m,X,.

Proporcioua,remos fór.rnulas explÍcitas para determinar los coeficientes m¡.

ubservemos lo siguiente. sea Hro@@, er espacio cruar crer espacio cle ras l_formas

::*:1T:J::$J 
c) El carácter de la'representa'ió";"; ., 

",t" u,po"io, lj.'."
ri : zóxo r nix, +... +rlx,

donde ni es un entero no nesativo, para k:0, 1,...,s. La fórmula dada en (1.11) y(1.I2) nos permite dcrerminr_i.1. .rirr,".u 
""plí.i;;'i.; ..;;i"ntes ,;.

Además

,* : ¿1¡ arE@§ : x;(1) : i r; o,_ uo
*=o

Por otra pa,rte, sea tr,esc er carácter de la representación regurar de G. Luego

t.eec : dim l/¡¡¡ t dim I/1¡1 + ... + dim %X".

Por tanto

(3.4)

(3 3)

lGl : x*nc(7): !{ai* lrn)r.
A=0

Luego sustituyendo (3.3) y (3.a) en (3.2) obtenemos que

I -* di- t n : dim ¿(r) = Des(rg) i(dim r,i)2 _ i a[ dim r¡ + r.'t=o ;:a r=o

§omo 
d.im Vo :.1 y por (1.11) se tiene que n6 _ gx/c, entonces sustituyendo esto enlo anterior. resulta que

)-m¡climU¡ : -o F)- m¡d:.mV¡: Deg(D¡)_9¿76 +r+i(DeS(Do) dim V¿_ni) dimV¡i=o -k_, a=1



C-\PÍTLI,O 3. .\C,CIÓN D[ GRLPO SOBF.I ]jL ESPACIO DE F F 16

En l¿s plr)rirnas páginrt,s probalemos que

nr¡ : De,-( Du) 9t.¡r.; t1

m¡ - Dc"(I¡) 11 m l' ni
(3 5)

par¿ ll : 1 ... s. \'pol talt(i titrlbién prohareltos que

(3 6)

Ejemplo 3.2.1. Se¿i x - {(.t y) a elÍ(,.T .a):,'+ui +1:0} una curr,a plana
al n ¡

¿: {l,\ :Y- : Z)e CP2///(.\'}', Z) - Xt -Y5 + Z) -a}
su cl¿tsura pro)'e(i¡iv¿. l¿r cu¿Ll cs un¿r supclflcie cie Riern¿r,nn cornpalrta rle gérrero ii.

Sja a(l-\ :Y : Z)): i{jtI :)-: Z . rt¡r €s - et"t/á, un automorfismo {e o¡cle¡ 5 cle

,tri. v se¿. G - (n) Consideremos el c'ubrimierLto rarnific¿do

r : X '-+ X lG
P -. l.p)r,

grado 5. cuvos puntos r1c r¿-imificaciórr son

Pn - l0:o,11, A: [0: o{5;11. & - [0,o§r]:11. l; - it-t :a§1 ,11.¿ - l0:o§l:11.

clorrde ¿r : e-tl5. Se¡rn {Qk: IPA,,C; I k: 0. 1. ....4} 1o.s purrtos rama clcl cuirrimiento r
()p, : ¡; cl cst.Lbilizador del punto de ramificación P¡.

Por Ia tii¡mrrl.r rle R iem a¡ n-Hr rrl'i¡z 1.2.9 sc tienc que g,i,,c : 0.

S,,' l,-,.,1 /,,¿ rrn,l,r,.or," l( c,'., ,,,.,

Deg(D¡) ::-':g: f :t 1 ':,G'
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cntonces por 2.3.2. se tiene que L) -;.¡,¡1,;, e-s rrn clivisor no (,\l,rr iLi,1".f. Sp,r

, : r"(ro) : fl (Pnn'r,'i)3 : r,,l' : lo :a : 1lL;,
Par t i.Qa)

Luego el esptrcio cle R.iemirnn Roch ¿rsociiido ¿r, este rlir.isor es

L(D1 - {F € Ii'.{)' rlili t' ,- 10 : n : 1. ''} U {0}

v su rlirnelsirirr es

dnnf,(D) : Deg(D) 9;+1 -1i 6+1:10.

Si 0l I e 4(-D) errtonces dn.(F,) : fl_p-o.t > [0: ¿r : 1] 1r. De Io Llue ¡e cor, l¡l'*

clue F es holcxrorf¿r cn toclo P I l0:a:1]. con 1'e .i. ¡i cluc F pnede tener urr polo
¡lc orclcn ¿¡" lo nrás 1ó en l0:a: 1]. Arlcmás. si F es trolor¡rorfn en t,,.1,, prrnre ¡lo .i
claramente I, pertenece a I(D). lucgo como J es compirct¿ se tienc quc F es consi¿nte.

Consideremi¡s el siguiente conjnrrtri de firnciones en K(J).

- (. z z: z3 r xz xz2 x2
- t ) oZ Y oZ¿ \ - 'Zi\'\ -¡Z .\' nZ: ,\.-.'Z). \.-r,Z,t'

\,2 1-3 I
lY - r¿)' lY -lZ)'' l

Obscrvamos .lLle l¿is flrnciones definicl¿r.s cn 6 ¡icncn un único polo cn /]¡ - i0 : a : 1],
a excepción cle Ia función {:onstante }l(lf : }' : Z)) :1. Ahora inclicarenros el orclen
del polo en P¡ de cada un¿ aLe estrrs funciones.

1. ¡;(ff : Y : Z)) - V\7 tierreurr polo cle orclen 5 en P¡.

2. F](,x : )" : Zlt : .,,, '' -.u tiene un pokr cn P¡ de orclen 10.(Y - aZ)2

4) - F *rl: --, tiene en P¡ un polo cle o¡clen 15.

Zl) : t+ iicnc un poio cle orden .l eir P¡.

Zl) - EXT 
tiene en P¡ ur polo cle orclerr 9.

3. F](lx

r tr-/ Y

5 F6(r

Y

Y

Y
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\'7-
r,. f \:):Z .. T r1¡n¡rtnpon,.,.orJ,¡ ll"¡ /,0.l]- .,2

\''
,. L/iY : ) : ;'r : 

ú ;ZF tiene en P¡ un Polo ck: orrlerr 13.

\'? 7
E. Fr(l,\:\':Z';: --i i=- ticnc Ar un polo dc ordcn 1J.' () az)'

Xl
'1. Frr,f .\- : \' : Z.) - ,r= a7F iicnc un polo de orclen 12 en Po.

\I

Por lo ¿nterior se conclul.-e qLre 6 c Z(D). Como todas las funcioncs en B tienen 1)olo
dc disl,into orden cn P0. cntonccs 6 es un corrjunto hnealrnerrte irrdeperrdrerrte. -\ricrrrás.
como Ia c¿rrdin¿rlid¿cl de 6 cs 10. l¿ crLirl coürcicle con I¿r clinensión de Z(D). corrcluirnos
que B es una b¿se de f (D).

Sc.a.n ¡¡1. ¡.t¡. ¡t.2. ¡.t j p1 rcprcscntlcioncs irrcducibles de G. doncb pk : o. + §1'. Sean

,'\l(Cl) - {f;.li,l,;. f;.Ii1} reprcscntantcs dc bs CIG] módulos irreducibles de G.
toclos dc ciimcnsión 1. corresponclientes a las representaaiones ,¡ respecti\¡amcnte.

La acc,ión ,le a en los elemcntos de 1¿r base B cle L(.D) está dada pol

4"(lX:y: Z)): Fio a-1(lX:\':Z)'¡ : F¡(.1€rX.\': Z)) (37)

Para ?: : 1,2...., 10. Así

Fi : F, Ft : F". F!¿' : F, Ft : F, F: - e..F:,

r,Í : {;F¿ Fi : €,,F, ¡l - (;r8 Fó, - {:'"' Ffl, - (j F'o

Lrrego si p¿r¡¡ : G + {;L(L(.D)¡ es Ia representación de G en 4(D). entonces

PL( D)(.a) :

1000 0 0 0 0 0 0

0100 0 0 0 0 0 0

0010 0 0 0 0 0 0

00010 0 0 0 0 0

Ll 000(;00000
0000 0 €,0 0 0 0

0000 0 0 ir 0 0 0

0000 0 0 0 €j 0 0

0000 0 0 0 0 §;0
JU{]u 0 0 0 u u a.r
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r\si. l¿r ¿cciórr rle Cl sobre el esptrcio Li D'1 . se desconrpole en G-rlóclulos ilr eclncililes
cor)Io

L(.D) - 1\,'t) + 3li l 2r; l ti. (3 B)

-A.hor¿i bien. por el ejemplo 1.3..1 se tiene que la acción rle ll err r L "sp.r.io H1 "(,i. Cl.
se clesconpone en (l-rlriclrrkrs incrlrlrilrk:s r r¡lro

Hr o(r, C) - oI; + 3l'1 + 2l; L 1I' + {)t'.

Lnego por (1.9) r-dado c¡re toclas las representaciorres de G son ck: gracLo 1. sc ohticnc

rlue 1ir clesr orrrposición cle I¡r ¿rcción C. en el espar:io 111 0 (X. tl) cs

ltL.o(.Y. c) - 0I,.; + gli + tv2 + 2\\ + 3v1 (3 e)

lleempltlzrlndo L¡s r-laLos r¡l¡teniclos el (3.5) obterrerrros que

m¡: De.(Do) - g,¡tc;tl-3 0+1=.1
rrrr: Dc.(D-¡) cLmll - n]:3.1- 0:3
n¿2 - Dc8(ro) diml; ¡¿i = 3'1- 1- 2

rn3 : Deg(/\) dim l! nj : 3 . I 2: I
rn1 - De"(D¡) il.ml- nl-3 1 3:0

lo cual coincicle con la descomposición de 4(D) obtenicLa en (3.8).

Para nuestro propósito consideremos Ia si¡¡uiente clefinicirin.

Definiciórr 3.2.2. E] rnridulr de ran'Lificacirir del cubriuriento ¡ : ,l --; X lG se deline
como el módulo asociado al carác:ter

49

fc-

cLrrrcle J.,,,,, es el conjunto de todos los puntos de ramificación del cubriniento r'
0¡. : Gp + (--- el caracter cLado por 0r(g) - op(g-t).p¿lr¿r 9 < G¡. Es cLecir É)¡

asigua a cada g e Gp la. constante de rot¿lciórr de 9 en P.

Ahor¿r bien, s€ii l,,¡.. Lln C|G]-módulo rlonde sc rc¿liza fc. Sean Q1, Q2..... Q" pun-
tos I¿rn¿ clel cubriurien¡o, P, prLnto cle r¿mific¿rción ¿rrrib¡r clel prrnto rirnui lJ,. con

T r"aÍ" I $'^a¡)'\ 
= 

/
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?¡ € {1..... r}. ¡' G¡, el est¿biliz¿dor en C dr ¿,. En[or]ccs l¿r dimensitll ile l¡,- es

(lilul.;'¿ - f..(11

\-.,..r'/f""\,
- ),,, I trp, It\l. r \ 1- -r

¡ alP, 7

- f t;,r;o: f .,/- /-
¿:1 d:1

- \- r; ,;- e u I l''i¡-
1-
¿1

_; I,;:L;I ,;- l,
. u:l
r: -l_ , | \1\-f r- ): z-\ Cr.t

(3.10)

Teorerna 3.2.3. Sea X u,no, sr,¡tert'it:ie- de Rit:'r¡utnn ü)ntpucta y G u.n gr u,po t'tnito le
outomor.fism.os rla ,l . Enton.rcs c:r.i.stc Ltn tíni,co ll^.¡(ll -m ó tLLLlo Yi, tal que

f'¡" - i;., a .'r |,i., : (] \'r,,-lñ;-
Dcr'rosrR-tctór¡: \'er lKa .

I

Luego usanclo (3.10) se conclu¡e que

Err resumerr

que es el número ¿rsociadt¡ a Ia r¿rmific¿rción del cubrimiento.

(3.11)
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E.jernplo 3.2.4. Se¿L {}: \a) un grtlpo clc olclcn 7. Pol tcorema c1e Existcnci¡ clr:

Ricm¿rnn 1.2.12. eriste una srq;erficie cLe Rierua.rrn comp¿rcta lf . tlc géncro g,r :3. que

¿rrlrnitl: accióu cle C con firrna (0: 7.7,7) ¡-r'ector-gener-ack.,r (,o.,,.,i'1.

Consicl-.remos §;: e:n";. Se:Ln p,,.p, ....pb r|l)rcscllt ir( iutr|s irrcchtciblc.q dc []. ck¡rclc
pt: I o. -+ (f , para f - 0. 1. ....6. Sca ,\,'l(G ) : {l¡, i;, ..., l'6} repre-sentnntes rle lo-s

I lC -rri,irhL1,rs irreclucibles de (,-. todos cle dimerrsión 1. r' el (]orrjlrrrtr)

Irr(G) = {.tn, t,, ....10} cle carrrcteres irr-eclncible-. clc G co¡re,qponclientes ¡r l¡rs rc-
present¿,:riorr.ás pr respecti\:¿rncntc.

EL cublimicnto tiene tres puntos r-irrna y carla rrno de ellos tiene rinico prLnto de r;r-
mific¿ción ¿r.rrib¡r de e1i cad¿1 uno cor cs¡irbiliz¿1dor de orclen 7. Sean P1. P2 1' P3 los
respectitos puntos cle ramif,i:¿ri:irin. ordena,rlos en el senticlo del vec¡or generirdor. Así del
vector- generaclor obie[emos 1a. siguiente infrirrnación:

l. Gp, : (o). dorrcle da (o) - €t

2. Gp. : (a). clonde Ap.(,.a) - {7

'\ L,'p - o .,1,,¡.le an o t---
Ahola c¿ilcul¿rremos el (ara{[el de rarniñcaciórL f¿;.

Ic - 2(xr 1 212 ! 3¡3 - 1.\, + 5.y, + 6r¿) -l- \¡ t- 2r o * 3r': - 1.y; + 511 +6tr
: 7\r ;7\z + 7x3 + 1-lti - 1.11; * 11¡6
: 7(xr - 12 + Y3 + 2rr + 2\; + 2x6).

Lue¡¡o cotlo G- : 7 f- por la unicidacl de l.i. se tiene por lo ¿rnt.crior qrrc i:l cirrircter.

ff. correspondienle ¿ la acción cle G en l'-¿ cs

i. - f ,-\r -f3+2y1 * 215 - 2¡6.

Q[--¡.- ,¡r¡- ,]ir.li. - f, I j :'l lo , r;,1 , nin.i,l, r-n ,

LIna interes¿.rnte rel¿ción entre cI módu1o dc r¿mific¿ción \'1¿ represen¡i:tción arr¿r}ític tr

de la acción r--le G sol¡re l¿ curr.a. es clacl:L por ei signiente teore r¿.

5É(' #):;'('-+)
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Teolenra 3,2,ó, St:a,\ Ltn,a superf ,::it: dt Ri,e¡no.r¡.rt r:ornpa.cta g (| un. qrr,po ftito L)e

rtttomorfisrtos de X. S¡. \. e-\ c,l corí..:.tc-r de. Lo, rtprcstntactón artttiítí.ttt de {}. entonccs

\.. \,, gr...\.. i.

rlontle i¿ e-s el co,rácte'r r.¡.soct¡.¡.rJ.o o,L IriIG)-rnór1uto 
d,Lt aL r)e \'¡..

DEuosrRlcróx: \'er lKa'.

52

Ohscrvc r¡rc clel tr:r¡rern¿r ¿\nterior sÉr clcsprendc lir siguicnrc rcl¿ción cntrc cl caráctcr'

1j. de Ia r-epresent;Lción c1e G'en Hr,0(.t. C) r'e1 mridulo de r ¿rnificación.

\. -\,, 9r.. -l t ..- i..

Por tanto
i¿, : rj + (1 9r.rc)\-g¿; - .\0.

Ahor¿r. si ¡c se alesconrl)one en irrerhrcibles comcr

ic : óoX¡ * órfL -i- ... - b"f"

dondc b¡ es un entero no neg¿lti\,o. p¿ra A : 0.1..... s. Entonces

ü* : (in, r*)
: (rl, ru) + (1 - s.ti")(r-gc Xr,) - (ro.x¡)
: n; . (1 9,r¡c) dim trr¡. (ro, t*)

Conro clinL Ij¡ :1¡-por (1.11) se tierre cllle né: gxic, se conclu¡'e que

b- f-.\ -9r - tl gv c'\ l-0 (3.12 )

Y t:imbiél que

üo : (ic, r¡) : n; + (1 s*.¡;) clim ti (3.13)

para A : 1, .., -s.
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-{cleru¡ís. por- (1.12) se tiene que

L,¡ I

, -,tim\.9,.. ,, tf ^' f ,ft)

Luego sustitu\.endo 1o ¿rnterior en (3.13), se obtienc que

Cp, 1

¿u-f ^L f ,,\'' 2G'" =pala l' - 1 .... s.

Lina ¡rpliciiciórr dc l¿r fórrriu]¡r, equivarialtc c1c RicruarrrL-Rocir cLada por Bc.rme. ver lB ,

JK . para un divisor l) no especial de .t. el cual es cl pullbacli cle r.rrr divisor 1)¡ de
J,/G. es Ia siguiente.

Lema 3.2.6 (Fórmrrlrr cqui\'¿ri¿tnt. dc RieuarlL-R.och). Seo lf tt.no stLpert'icie de Rte-
mann compacta, G ttn grupo f,ni,to d,e. oltiomltrf;mrs rle X y D trn tl:Luisor no especial
de X, to,l qr,e es eL pulLback de ¡t,n, tliui,sor D¡ de X lC. Entonces el carácteruirtual de

L(D'¡ es

Xri,rl: (1 - 9t/i)X*'t¡c +Deg(D¡)1..rc- ic

DntosrR.rcróx: \¡er fBl i. l.IK]. r
Con estos previos estarnos en colr.licicines c1c plobar las fórmulas darlas en (3.5) y (3.6).

Teorema 3,2,7. Sea X una superfi,cie. de. R.ie-tr¡.0,n.n. cornpo.ta sobre C y se-r.t. () u,n grtt'¡tet

Jintto tle autornorf.srnos d,e X. Cr¡r¿side-rc D u,n d,i.t:isor rto esl¡tec:ial r1e X, tu,L qrte es eL

puLl.bacl: rle un d,ít:isc.¡r D¡ en X lG. Su.t. a¡ un carácter irrcrhtcibLe com,plejo de G y \,'¡
urt Ci.Gl rn.ódu.lo in'r:di t ¡:ibla t¡,s ot- uttl,o a ¡:ste r:u.ructet. Er¡,ton,ces kt, m,ultiplicitlad nt¡ tlel
m.ódu,lo \,'¡. en la dr:sr'ornpost.ci.ón, en. Joctores i,rred,ucibles de lo, accitin da C sobre L(D)

7. Sl 1¡ cs el carút:ter tt"tutol.. e-¡ttonces

¡no : Deg(Do) g.t ic il

2. Sl 1¡ e.s un card.cter irreducible no triuial. entoruces

53

rn¡ : De"(D¡) d ni Li - ni
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Dsrtosrn-A.ctór: Sea tr¡ rLn c¡ri¿lctcr irrcchrcible complci,r clc G r- I ¡ un
C G]-móclulo ¿rsr¡c'iacl,¡ a1 r:zíracter y¡.

Por lem¿L 3.2.1i. se Lierre rlue

,rr (l¿ ¡r,lr) - (Deg(D¡) - g,r,,c -1)(.r""rc. rr) - ie r.l
-tsí

nr¡ - (Deg¡D,) 9¡ .. rl)rlü,r I i. ic, tr.)

Clr¡r¡ru rLi¡rL'o:0 ) por (3.12) se ¡jc¡1e r¡1e (i". t,,,, - 0. ¡r .onclu¡.c c,Lue

rn¡ = Dt.-(D¡) - 9.r tc *7.

Si ¡¡ es un car¿icter irreducible no trivi¿l. errtorices por (3.13) sr ticnc (tuc

(i", r.) : ni + (i - 9",.,) clim li
Luego -sustitu]'enclrl kr ¿rntcrior en (3.1.1) se tiene que

rn¡. : (Deg(i\) 9r,,¿; -1) rlini l; - (ni + (t 9,r¡c)clin L'l)

: Deg(D¡) dim li ni

(3 14)

])cl tcorema irnterior se desprenclen los siguierrtes corol¿rrio-s.

Corolario 3.2.8. Se.a, X u,no, su,perfrie d,e Riem,ann compacto, ,"obrc C .ll sea (l un
grupo finLto de oul.omorJismos de X. Consid.r:rr: D u,n. d,it:tsor rt.o especial de X. taL que

es el, pul,lblc:k de. u.n. d.i.t:í,,sor D¡ en X lG. Entonce¡ el curát:ter cornpl,e.jo. Xtf.n1. de la
o,e.cí,ó¡t d.c {; en, L(D) asttí dtttlo'por

'\'c1r¡ - Deg(D¡)r'"" 1; + fo

DerlosrH.,rctóx: Sean 1¡.\r....,\" caracreres irre¡hrcibles complejos cle CJ r'
,\1(.(:) - {f; t1...., l,} representantes c1e k¡s CIG]-nóclu}os irrechLcibles asoci¡lclos
a los c¿rr¡lcteres yn. respec ti \'¿ment e. Eniouces

't¿(D)=/r¡o1o-/nr\1 - + n¿slr
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clonde por 3.2.7 se ticnc quc

.Yc¡r] : (Deg(D¡) er.¡c t1)t, I t(Deg(r0).liLr l-fu ,i)r.

1 ¡' por (1.11) se tiene que ni¡: 9.ttc:. cntonccs trplicanclo eslo en lo

r¿1a - »(Deg(D¡) ctinr I i)rr - f riru + ro

Como cLinr li :
¿rntcrit¡r resulta

: Des(/h) | diml,¡¡¡ - I,lr* + ro
¡=il t:rl

- Deg(D¡)1,",¿; ti + to

¡

Corolario 3.2.9. .9e¿ X u,n o. sttperfitt e de Rit:,¡Lo¡¿r¡, compacta. () un, grupo t'irtit,o de

automorfsrnos d,e X g D u.n d,í.t,isor rto especio,l dr: X. fol. ,1ue es el pu back de .urt

d,tt,'tsor Da d,c: X l(!. Si V¡ as un m,í¡dult¡ irred,uctblt: da (i, entonces la multiplícidutL de

\j, en. Lo d,e.s r:om:po s't r:ión dc h ucción, ,le G en L(,D'¡ está tlutla por

- C, r , .a.

m.* : (Dcg(D¡) - 9.r,rc-t-1)dimLi - I I ffi¿-l a=I

Dontle Q1.Q2.....(), son l,o,s ¡ttt,nlos ru,¡¡z dr:l r:t.Lb rünir:nto ¡ : X + XIG y Gp,, es el
estubiltzador de un pttnto de. rt,rniJil:o t:irí n P,, o,rribo, de, Q.,,.

D¡uosrn-rcIóx: Si ll es cl módulo trivial. es claro que sarisface 1a propicdad. Si L;
es un mrichrlo irreducil¡le uo trivial de G'. entonces por f1.12) su multiplicidad err la
cl.-scomposición cn f¿ciores irredrx'ihles. dc l¿r ¿r.crción dc C sol¡re H1 0(.{, C) es

-: t t- 
\

ni - Iir,. 1.9yc- l*t(^ f o\'.)
--'''P - 

|

Luego srrstltrrvenclo L¡ ¿riter-ior en Ia ecuación proporcionada en 3.2.7 se tiene qnc

rrr¡ : Deg(D¡) ilirr i,'¡ -- rri
/:D

*D-_D¡.t, r. (,Limri,o,_ r f I_' f ^rl.))' 
=,.," - 

1/

t CP, -l \:,(
-,D,sf, -9i. td'm\. I I i;i¡



Ahor¡r bien. se¿ I;iD) el r'ar¿ícler de l¿1 rcprcscnt¿rción,:1e la accirin de li sol»e el eslrei itr

J r,,j J f | . ,1, ¡¡.,., l" o"r Zqi,7. P-,r :i.l . -H , ir. ,,rrF
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rii¡r - D-^g(Do)t".rc t. * \o

Lnego

\ri,o] i ¡i,r,: lD' qlDo)\,.'rc \, t, i2to

Como ei ca¡ácte¡ de la. acci¡jrr de G cn cl primer grupo de Homología. lr¿ t¿..ct : y.*\i
se conchr¡'e clue

fz1rl * ¡i,r, : 2 Deg(Do)f ."pc 1,v,1:r c¡ 1 21¡

],por tanto este carácter es racional.

Sc ticnc quc Irrnl -.Yi1¡; ,*e clescoml¡one ert ir¡erlucil¡les corttcr

\r1l¡ -1i,rr, - {:10\0 'xI\1+ ,'+ls-\s

cloncLe

,1a : (.Y¿(r) | rii¡t. ¡r) : 2 Dcg(Do)(r-,c, lr) (to,,.",.r,t, to) + 2(ro't¡).

para Lr : 0. 1....,,s.

Sean Q1. Q.t, . .(), 1os puntos ram¿ clel cubrimiento ¡ : X -+ I lG : Gp,, el estabi-
1iz¿¡.dor de un punto de ratrific ¿ción Pr, ¿lrrib¿ cie Q,,. Por 1.3.7 se obti-^ne clue

¡¿o : 2(Dc.(l)o) 9,uic rl') (3.15)

v t:Lrrrbién que

o\.- 2L).¿ tto gy, I ,lirn \,. - r Jiu. t. - f dirrr i,'
1l:1

:2(Deg(D¡) s1,,5i1)climi; f ,Lin. l, ,iin'lÍ" ) (3.1{i)
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p¿1r¿r ¡ - 1 ....,r.

Lnego por Io anterior. resulta clue

clint L( I )) -climI(I): ]:¿tr)(l) I .rii,r(1)
,/

-|{:o,31i'7 s
r.:n \

Cono cLimI(D) - dirn(D), ..e clrrclul'e que

t _ / ,l(urll lt (ll1ll tl J I LLLlll rt'- /, o,..,,, ) 9t,,.l,drml, f ,l'r,1. ,,irrrl^ ,)n'',, ,'
Í\ -t /

3.3. \,{ultiplicidad de un c¿rl¿icter alrsolutamcnte irreducible

En est¿r secciórr rr¡¡s refelilcnros a la rnultipliciclarl rle urr r:ar¡ictcr ¿rbsolutamente irre-
ducible de G. es decir un ca¡¡ir:tcl irrerhrcible conplejo que es equivalcntc a rrn carácter
r¡rciorr¿]. en lii descomposición clel car¿rcter L1e G en L(,D). \lc¡straremos resultados que

gerieralizan los obtcnidos por Jor.ner ¡'Ksir IJI(]. por un método distinto.

Scrr C un gnrpo finito. I c:arácter de G ¡'l" un C[C] módLLlo asoci¡Ldo a a. Sea 11 : (h)
un subgrrqro cíclico d,'. G v considere ILr(11) - {rla - 1u, tll. ....\ H r} cnracteres irre-
rlucibles de ,{. doncle ,"(1,) - (ür, con €¡7 ru¿ raÍz JJ -ésima prirnitiva dc l¿'i uli-
dacl v a : 0. 1,.... 111 - 1. Se¿r M(H) - {1t0,1,11,.... tt'¡;,r} representantes dc los

CII/ -rnódulos irrer-hrcil¡les de ,Y. todos de climcnsión 1. asociados a Los caracteres 4o
respect i\:¿11r.!cntc.

Así
Resfl,r' - b¡7¡ I b¡¡1 { ... -¡ l: ¡1 ¡r¡ ¡¡ ¡

clonde
b,, : (Resli ri,)

p¡rraa:0.... H -1.

Con los elementos altcs dcfiniclos elunciamos el siguierrte letrttr.

't\
,tirLf | -I( ,.il 9.t , t,,linLIi ,I ," l' ,l',,, t;1" ,),ti.t

,-,\ 
", 

/
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(R (3.18)

l- por t¿nta)

_-_ T ¡ H"-i r r _ ,l ,t,;,, t ,,,ii ,,ilX :t rg7lJ L'
A -t

Strbcnos quc clim ll,f cs 0 ri 1 pnes rlim ll" : 1. P¿ra cada 7í escojamos I de ni¿nera

5E

Lema 3.3.1. Seo. fT ¡Lt¡. sttbgru.po cícLico k (1. Constdere \ caróttt:r rtLr-'ionrtl dr: C 11

\,' un G-módulo asociado o \. Ent.on..:es

IP)
. li I .lr, \'d ,, I o R--,; r.,.,

11 
,=l

dondr: \,'II r:s e,l subr.spur,it Jijo dt' \; por la rtr:r:iírt dt: H.

DrrlosTR-rctóx: Como I es c¡rr¿ictel r¿rcion¿l de G. entonces R--sfl 1es un c¿rícter
racional cle,Y. hrego por teorerna 5.2.2 se tierre clue

n"-Ir f li - rn,rlr".- '\JJr A I : ¿\

clonde 1i recorre todos los subgnrpos cíclicos de II t' ax eZ.

Ya que /J es abeliano, se tiene cltre -\¡l(A ) - H. luego

R"-i,i-t,,,, tndl,t,.u It | 
^

Si consiclcramos ll - ax -1í obtcnemos c¡re

R.sfi1-flr,,,rf;rn.'ln (3.17)

R"-? r I t i'l In,ifl 17. 4-'t ,,

para (.r - 0. 1,..., 11] 1. Por reciprociclacl cle Frohenius 5.2.1

(lndfl 1¡¡. a^) : (1¡ Resfl ¡r,,) : dinr ilÍ
luego

1

o.; r ,r.. - l, f a¡ ,lin,ll I'n7.

Así
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qrlc Á : (l¡.r). l di\.ide ¿'H :,tIi - Í1 . \ii que r"(ñt) - §r¡'l ¡'dimll.'- - 1, se
,, ,r jn ,n ¡¡¡¡,

,ri,Lu,, _1, ., i,1",,r1,,,,,,, "
Como Ji < ]H t " 

: ll l. .... H 1. obtenerrLos r¡re

H1

,ls',§,.rir, lr A ,l ,;,,;A r^ . H /r'[t:.(- .(- ' nA Ó_I A

I._
,,,),;uA r ... ttl:h r,)n-7
1 \- - -. 1

;Lon tt l, H [., t H [¡'

:1¡-ll tT:rt'-ts)? LI

Por t¿1nto srrsiituvenrlo 1o an¡erior en la igualdacl (3.19). resulta c¡te

,tirrt -Ro.! 1,)7 t'ii In.1f;1,. t; )-',)- il ,l' .'l ,, T'n
Luego

l , l- ¿ñ
;(amt'- tliml d, - ; + fri 

f1 : A 1). (3 21)

Se concluve de (3.20) )' (3.21) qü-.

'.,1,,nt J,rLI / - I L,, B^-"ar,,,
"r=r

tr -1 ^t-, I ,R".Í,,," ',Ln: H r,, -t. ,:rru,
" "I 

- A 11

Por otra partc dim l/H : (Resfj r . 4¡). hrego por (3.18)

,l.rrl H ,. f rr,,i'nrlt,i -ltrirr?-' HLl
Además por (3.17) se tiene que
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Teorerna 3.3.2. Sr u. tr' urto superf.r:ie de Rient,unn comp[Lcta,g (] un. grupo finito de

atLtornor.lil tn.o > r.k X. CorL.sitl,r:r'c D un dn:isor no etpec¡ol. de X. tal r¡ue es e.l pu,ll,ltack de_

utL dtt¡sor D,t dr- ,Y /t|. §'¡ I .¡ an t'.ar rí.cl er abs oltian¡.¡:¡t,le i.rtrd¡ L¡:it¡le tlcf|. etL.tc¡nc:e.s

Lo. m,ulti'pltl:iio l, tn tle 7 en lu das tontpo s i.t: irin. tl.el. t,ru át:ler'. Xt¡t.t, la lo rt:pr.ettrttoción
de G en Li.L-tJ. está dadl. par

7¡: (Deg(D¡) 9¡.6-lrrlirLI' lf ,a,r.t climLJH,)Rr
" j:t

donde Y es el CIG)-nítdulo correspon,d.itn f e n f, {11;} es un corLjunto de representuntes
tle las cLase,s d.e tonjtr,qo.r:ión d,e st-tbgrt4tos cícltcos de G. j : 1, .... \l t1 R, es tl Ttlírnero
tle pu.ntos ra.r¿a del r:u,bt'irr¡,ir:Ttl,o ¡ : X -+ .T f C. arribo, d,c,l, cu.ol lo.s e.t tab ¡l,izadorcs de
l,os pu,ntos d,e rumíf.cacíón son nnju,qa,los a H,
Dlltosrn,qctóx: Sea p r epresent ar:irin ¿lisoLutamcnte rreducible de G. y su car¿'ictcr
v l'- c1 CfG]-módulo asociaclo a la rr¡;rcrsi:rrtiición p. Sean Ql,Q2,...,(),los puntos ram:r
clel culrrimiento r : X -+ .t /G. Sea P,, un punto de r¡rmific¿rc ión ¿rrr:iba de Q," y G p" el
estal¡ilizador cle P,, t:n (J.

Sea {,, una raíz G ésim¿ primitivir de la unicla¡l }'€.",, : {]:l'""' 1¿r. clral es una
rai,z Clp,, -ésiua plimitivtL de 1¿r. nrrid¿rd.

Si ¡ es c1 r:arácter trir.ial. entonces por 3.2.7 se satisiáce cl¿ramen¡e la propiedacl.

Si I es un c¿rrácter nc¡ trivi¿I. cntonccs prir 3.2.9 se tierre que Ia mult\rliciclacl de 1 en

,\-¿(r) es 
f (;PL r

nz - (Deg(I\) 9¡.,6 l 1)dirll. t t H+
¿=l ¿=l

Sea irr(G¡,) : {r70. ,r. ..., tlcp., r} el c-'onjunto de cara.cteres irreduciLLes de t7p, - (^,,).
donde 4."(-¡,) : §[;n,. con o € {0. 1..... Gp, 1}. ¡'sea,tl(G¡, ): {rlu.lf i. ...iI-c", ,J
un conjunto ¿Le representantes cle los C G¡,] módrLlos irrcducibles de Ga, correspon-
d', rt, ¡ .,: , u-.r.t.rpc 7,, ¡o-poctjlO-.

P', f1.6\.j,1,.r.',.'r. 
\ _ R-si \.,,

p¿rr¿1 .r:0. 1..... G¿, - 1. Asi

6L)

a;P,, -t
\-/-

o.\ l-
lG r.'

I
Ge,l

Cp," -l

! ,,i(Res["" 1.a").
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Dtrclo quc .\ es r¡rcional v G7,, cícLico. entonces por' lema 3.3.1 -se conr hr¡'e qrre

,.", ^,., 
'\- "' '- » 8"... r.,,. 1,1, ,l dLnr\. ..

'-, '; 
t;

Por tantcr

t,t L).e l' -g\,. l.,lL.\'-., IJ.n¡t ,lin.l'

Si H, cs un subgrupo cíclico de G t:rJ qrre Gp. es coujug¿1do a 11r. eritonces
rlinr I"';'" - dim l'Er. Por lo t¿¡ro

,\/
¡¡¡ - (Deg(D¡) - 9¡ ,;t7, rlirul - ,1 f tai,,, t Or, 1'H, )1?¡

- J:l

dondc {1{} cs 1Ll1 .orIjunl.o dc reprt,scntantc-s .lc Las .l¿lses rle conjrrgacirirr de subg rpos

cíclicos de G. con 7 - 1.....l-/ v -R, es e] nirrnero de pun¡os ram¿l dcl crLbrimicnto
¡¡ : X -+ .Y/G. arriba del cual los estabilizadores cie los puntos de ranific¿cióu son
conjugados a,Y¡.

I

l,na dernostlación alternaiir:¿ pala e1 teoremt-r, anterior. us¿nclo el teore ra cle

S-.,r¿hr,,n I I i r: u .igr'"nt-.

Scir 1un caráctcr a,lrsolut¿lment.^ irreducible, no trivial de G, ¡'1/ rrn CIG]-módulo
¿rsoci¿rdo a ¡. Consiclcrr:mos Qt.Q.t .... (2. puntos rirrna del cubrirniento ;t : X + X l().
Sea P,, rlr purrto de r-arnific¿rción ¿lrriba de Q":' Gp,, e1 estabilizador cie P,, en G.

Sc¿rn ¿ r.n. la multipliciclircl de.¡ cn liL desconposición en factc¡res irreclucibles dc ¡o v
,\; respecti\.¿nlerrt e. Cono,1 es raciorral se tiene que n: ¡¿*. LueBo 2n es la nrultipli-
cidad cl,. I ül I¿ dcscoDposic,ióI cn irri:chrcibles clel c¿rr¿icter 1,y1l,y.c,) . correspondiente
¡r ltr ar:ciórr cle G en eL primct grupo clc Homologi;r,:1c J. Por 1.3.7 se tierre que

2¿ : (.Y. t¡¡,r:'o)

:o. -: r r lr f .lin¡ l''
.

-) o" -l dim l -f ,Lin-t'- riiru i ' r1,
¿:1
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De 1o que se corrcluve que

r¡,- : r¡,: (gr,,,c tr,lirril + i f r,hml ,hml'';n,,)
' r=l

Se¿ ¡n la nultipliciclird cLe 1e» 1a chsrontposii:irin el) f.ii toles irredr«:itih-s de \¡rrr.
Luego por 3 2.7 se tieue rlrre

z¿ - DeB( D¡) ciirn l- - ¡¡.'

/-\
- D"g Do .1.r,. l - (.9,. -i lin I 1; ,,rn1 ,l'n,\ ' )

\ ," )

- (Deg(D¡) - 9.;t.¡¡; 1),lirl1- jf t,tirl i' ,li¡1 ¡'Gr'', ¡.
- 1r=]

3.:1. Ler,antaniento cle clir.isores e1) cocielltes interrnendios

Se¿ ,t rura srrpcrficic c1e Riem¡rnn conlp¿( t¿1,. dc górrcro gn. ¡' (.' un grttpo finiro cle

tlutorr0r'fisrlos de ll. Consirlereruos el cubrimiento

¡ : X ¡ X,l(]
P -'.1')c:

rlc grado deg(;r) : 6 .

Irar¿ -F1 nn subgmpo cle G. consirlercmos los r:trbrimientos ÍIl )'tr claclos por

tt¡¡:X -'t 7'f H ;¡¡: Xlll + Xl{-}
P*lP'n lPl" * [r]c

cr-vos gr i:idos son degi;ig) : F1 I' deg(;r¡) : G : II respectivamcntc. Observautos
que en gencral;u no e.s rLn crrbrimiento de G¿'rLois.

El cliaglama siguiente ilustra Ia situación

xr\"\. xlH

Irf
xlG
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Sea I)¡ - fl f2"to' un rlivisor c1c ..11,.r(? tiLI cluc cl pullbrrck D - ;" (D¡) cs nn clir.isor

Q''t l(:
no especi;r} cle J v sea, D¡1 -;jr(.D¡'¡ un clir,isor ,.1e 2'|TI . rlado por

r "(Q)( n 'Plir'*' "' 
7

G 'lP)HeeHl\Ql

6:J

Du -;h@i -

Por lema 2.1.10 se tiene que

T
Qex /

Deg(D¡7) :d"g(;r)Deg(D¡) - G:H Deg(r¡) (.3.22)

Proposición 3.4.1. S¿¿¿ Do ¡ln (l,iNisor rJe X lG taL t1tLe el prLLLback D - u-. (Da) e-s ttr¡,

dit:isor no especidl de X . Sea D ¡t el di,uisor tle X I H definiLlo anteriortner¡te. Etúout:es
D ¡7 es un dit'i,sor no espcctnl de X f H .

DnrtosrRrclcix: Sear.¡,'¡7 f 0 una 1-lbrrna rneromorfá en Xf Ílyu.y-r,hQ.tiH')
un¡ l-form¿ meron¡orl¡ en .-Y.

Consicler-^mos el clivisol de rarnific¿ción r1c;r¡7. Ram(;s) - ff r'l'"t'" "" 11. 
e1 cu¡rl

es rrn rlivisor cLc .t cfcctivo. Por lena 2.1.1-1 se tiene qüe 
?'',;

cliv(;'¡) - cliv(r|¡ (;¡;¿)) - ;ri¡(div(¡:r,¡¡)) Rtui(r¡1). (3.23)

SeaA": dir'(;¡) 1'ñrra: div(¡.t,¡¡). Como D: ".(ro) - ,;l;;(¿h)) : 'o( D¡1\
r, por (3.23). sc ticnc .1ue

,_, n, 
:,.ir;r1),:, ;\:^ff 

u",,r,,

SetL 0l / nrr¿r fr¡rciól ,:tt L(D¡LK¡¡¡7'1. entonces di\.(/) > (DilKxtH') r. Luego

r]r(an'(/)) > 1th(.D ¡r1 Ii t, H) 1.

Pero por lema 2.1.10 se tiene qne rir(drr.(l)1 .= an'(rir(/)) : dn.(/ c;r¡7). Y como
Ram(;i¡r) ) 1. sc tienc qrre

dn'(./cr|r) >;jr(,D¡r tt'.y., y) \ > r.r(D;,lKat¡1) 1.R,Lmfi¡¡¡) 1:(D 1A:)-1.

Pcro ./ c iH es unil funcirin merotrorfir en ,Y. Luego 0 I f c ;7¡ € L(D 1Kt). Lo
cual cc¡ntr¿¡ilice el hecho c¡rc D cs rLn cLivisor no especial cle J. Por Io tanto / : g v
L(DjL Ii.r,H): 0. De to qne se conclu¡'e quc ,H es un clivisor no especial tle X llL
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I

Como.{,111 es rura srrperficio de Rierrraurr compacta }' ,r tut clir,isor en Jri H. entonces
cl espacio cle R.iern¿rrrn R,och irsoc iirdo tr D¡7 r:s

L(.DH'): {f e I¡(.xiLI)"lcliv(i) > /)t1}u{0}.

Luego corrro I)s es no i:spccial. sc ticnc por 2.3 r. (3.22) cpre

dinrl(D¡1) .' Deg(D¡¡) B.r7a*1- G: Íl Deg(Il¡) - Bx.,¡¡ * 1

Sean o1 Q2..... Q. puntos r¿r r¿r.1el cubrinr.iento r : X + X lG v con-sider.^mos a;p el
cst¿r,biliz¿ck¡r dc urr purrto cle rarlillcacii»L Ir,, arrilra cLe Q,,.

L¿r tórmula c1e género clel cr¡r:icntc intcrncdi¡ dada en [R]. nos rlice c¡ue

(3.21)

(3 2ó)

donde ,{\G/G¡" cs la cardinalid¿ld clel coniunto II\G lCp,, de representantes cle ias

cl¿scs dr¡l¡lcs. Así Cl: U H{;p,,.
. t1 CL

Lnego por (3.21) se tienc quc

dim L(.D¡¡') : G: H Des(r¡) B,r,,a * 1

:. c:HDeg(D¡) \G H s,. 7)'-:I( (]:H - lJ/\.r/Gp,)+1
- u=1

: C]:H Deg(r\) .: Hts\c r) iI, t:rt -lIl'¡Gicp,.). ú:l

Por tanto

clinrI(D¡) - (Deg(ro) - grictt)C: H 1\,, rr, U lH\,§lGp,,)
¿=1
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Sean p¡. pt..... p, lirs repr--sentaciones ir¡ccluc'il¡lcs r:onplejas cle G. Consirk,rcrnos
.\1(G): {t'¡, li. ,1"} rcprcsentantes de los CIG -nródulos irr:eclucibles t1e (i v eI

conjnnto In(l;) : {fo, t,, .....t'"} de c,¿Lr¿creres ilretlrrcil¡les cle (i. corrcsponclicntcs rr

liu rcprcscnttrcioncs pr. I CspL'cti\.¿rmenle. Donrle f¡ : 1c es el c¿irácter trir.irLl rie (1.

Sr:i.r 1¡7 la rcprcsentaririn triri¿l cle 11. entonces

lnd!; t¡ = ¿o\o + ¿111 - + ¿,r--

clo ncle

a¡ - (Inclf; 1s ¡¡)

parii l'- 0. 1. .... s. Por llcciprocicLacl di: Irobcnius 5.2.1 se tiene que

o¡ : (Indfl 1¡¡. rr) : (1¡r. Resfl 1¡) - clim \ iH (3.26)

Clono cLini 1nclfl 1s - G : H cntonccs por kr :rntcrior. resulla clue

(.3.27)

.A.hora bien, daclo clue Inclfin, 16., : f ta,-ti"')tr. v ]nd? 1¡r: »(dimI;Í)1¡,
cntonccs 

arrrl l:o

+tr,t, . t, .lr ,l) l, -l'1rml;",lr lil :t.ló
L.:0

Por otra parte. usitrrrlo Reciprocidad cle Frobenius 5.2.1 se tierre que

(Inr1!", 1¿;",,. incll 1") : (t.',,. n".!"" 1l,l.if, t")). (3 29)

-A.hora l¡icn. consicltremos T - H'",(:l l(-]p, conjunt.) cle representantes de las clases

clobles. luego por leorenl¿,r cle \l¿cker.'5.2.3 se tiene clue

".[,, 1r"af; i"¡ : I mafli¡.", (R".#i^,;,, 1L)
tal'

- | ai,,. vls ai- r¡C]:H
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Como 1'r(ñ') : 1¡¡(ñ) : 1 pirrrr todo h.t e LIt -tGp,,. cntorces He.fl. ,,,,, I'¡1 - ln, ¡, .

Luego se olriierre que

(rndfi". 1¿;",. IndÍElH) - Ll\G iG p,,,

H\',Cl I 
(l p,, : I ,li- 11" cli^ 11""'

l:=0

Así sustit¡.Lr-enclo (3.27) ¡'(3.30) en la ecuaciórr (3.2ó). obtenemos qrre

r f r:mr.' li,, r 1: tf,rir r Jir r,' r,mr,l)
/i=rl ú=t \ l:o /

(3.30)

n.e,.[", (t,,afi 1ff) : I ]rrd;iÁ G,,,7a,-,c,o..
tal'

-\plica.ncio esta igualclacl en (3.29) resulttr que

(r¡;,.,,, R,^s!,,,, (Inclootr)) - (1G". t Ind;:Á c",.tn,-,c,"') - !{r."., tnafli¡ c,,,1u, ,c.,,1

Nuer¿ni:nte rsando Reciprocicl¿rd cle Frobenius ó.2.1. se obtiene qne

! { r ",, 
. rnaf;ii c o., 

t tt, -,, :,.,) : t (Re,.:/ric,.,, 1 G 
",.. 

r H,. G p,)
trT
\-,: L\ lt , ., ., ,. Iu,-t.;t. 'l

taT

=fr/-
tal

-T

Por tanto

Luego por (i3.28) se conchrve quc
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Luego se concluye que

Ahir¡a t¡ien. consideremos cl c¿:Lr¿i¡ tcr I¿ir) i l:r/r.. hrego por (3.15) r- (3.16) sc ticnc
,1 , ^.1, ,, i, r, r -* .1n., a¡¡¡n¡,^ ¡tr lr-^. 1,'1,1"..., ..,

donclc

fr1nli1i,r, : ¿ro\o - 0111 - ." + ¿rfr.

a¡ : 2(Dcg(Do) - 9¡,r¿; t1) cliur l; - !{ai- r.; dilr t rcn'¡ l:1.:3'2)

pata A : 0. .... s.

Ahor¿L bien. sabemo-< por reciprociclzrd di: Frobcnius 5.2.1 que

dinL(l))H: (Resfirr1r1.1H) : (r¿(¿.Indl 1r)

v tzrmbión quc

dim

Adcmás. se tiene que

climf (D)¡r - 'li^ L(D)"
Lucgo por (3.32) r'por (3.26) obterrerrros que

2 cliLr LID lH : (.\c,1, Indfl 1H) + (\itr), Indg 1rr)

: (t¿i¡l + \':fr),Indl 1rr)
./

- ! { :¡l.31 ito) s1','6 +1) dini i ¡ - !(clim f iil\

Luego se conclu¡'e clue

L(D)

- ai-l'Í-l) clirn l'*á

dim/l(D)r \-1,
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v plrr Larllo usando (i1.31) ¡' (3.33) se conclu.i t' c1r-tc

dlm ¿(/)H) : dim I(/l)E (3.34)

Proposición 3.4.2. Sea X unu super[icit: t]e- Il it.rr¡.ar¡,n t:ornpacttt (,i u.rt, gru.;¡to Jt.n ito
dt. a'utorn orJisn os d.e X y D un du:tsor nct t:,s¡.'e-ci.al, dc X. to,l, rtru.e es r:1. ¡tu,llbo,c:k d,r: u,rt

rli.t,iso'r D¡ de X l{-i. Seo. H su.bgrupo de G 9 D¡¡ el di,ti,.sor no r:spt:ciol d,a X f H dcfrti,dl
ant er i, orm,e n,t e. E n,tc¡n ces

L(DH) - L(D)H

rlut.rle L(,1))H ts tL subxs¡.,ot:io tLt: L(.D1 fi¡o por lu act-.tón tle IL

Derrosrnrcróx: Sea /l(I))s - {f € L(,D) I .fh : .f p¿u¿r roda /L e H}. Consi-
clcrcmos I¡r aplicacitin

A: L(.D)H + LIL)H)

d:Ldr por o(./ ) ( .1')u) - .f I. t') \lo-.¡rarenos que r2 cs rrna funcirin bien rlefinida. Obserr,'a-
mos primero que .r(J ) pertenece a ni(J/11). puesto qlre si P, P1 € [P]a entonces exisie
h = H t .¡re ¡'r: rr(P), así.,(/)(lp'1.ry) - f (.P) - Í(h(P')): /(P) :.,(/)(lPlH).
esto clel¡idr¡ a clue si ./ a L(.D)H entonces ln - .f " ¡-t : I por t¿nio I : / c,4. para
todo h e I/. Luego o(/) es un función cle XIII a C,. además como f es rnerornorfa.
entonccs sc ticne clue o(/) e [((;f/11).

Ahortr probaremos que o(/) pertenece a L(Dp1. Si ó(/) I 0. entonces dir,(./) > D-1.
es der:ir

cliv(/): f{ r'anr >, '- ll (
PÉ.X Qe ,t'/'a; \

r o(Q)

P-"'. - 
)

tQr
T

Per 1

p"'o ff Pord¡ I - "-t"'), 
luego se iiene que

(0)
I,9.(
orilp/¿-niuLtpr.o(Q)

para toclo P € ¡--t (C) .).

E1 clivisor princip:r.l ¿rsoci¿clo a d("/') est¿i clarlo por

(3.3; )

[r1[dt"r'ot"rl - il
Qex I.(

I
lP'ta e,p a

lr1fidr"r" 
orir)

'(Q)

div(d(/)) :
lP)¡t€x /H
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En t¡rnto que el divisor D ¡1 r1e ,\' .t I I está C¿1do por

lr1]"r'i"r' 
r')"(o).

Se qniere prohar c¡re dir'(oil)) ) D[]. para eso ba-sta pr-olrar rlrre

orcl ¡, d(./) ) ntult ¡:u .iH . a(Q)

para toc.lo '_Í')H e {rr(Q). es clecir para toclo P e r-1(Q).

Sea Q e XIG -"- lPi¡¡ .;i'(()'). ¡rsí P €;r r(12). Corno cr(l)(lJ,.,y) :.l(P) cs clccir
o(l )o rs - ./. entonccs cLzLclo clue o(.f) es rleroutorfa r- r¿ holomorf¿r. se ticnc por 2.1.9
que

or.lp / : ordp(O(l) c ;71) : ¡¡11r,;, ord-,¡p1 p(/).

C'Lr-u rlrllr p : l. . ri-¡- qr¡n , r,t p ,, u.f - "tll" /
ml lll /. -iH

Luego por (3.35) se conciuve que

, olo/,I mllr ". nl,!\
nr rlr , :.r - nrr¡]rp .-¡

Dado clne i - ;H o ¡H "\ ;H v iH son funciones holi¡mo¡las no cotrst¿ntes. entorlces

nultp; - multp(;¡ o ;¡,,) : p1¡1¡r, -, . mult-rqel íH : multp r]r . mult¡p, p¡7

lnego se tiene clue

nr rlr¡..o/O) t'r-t'.H tt|LI'ov;tt oQ _ .-,,r,
rriuli¡;i¡7 

rnr Lli ¡P 
' 

;¡lri(Q)'

Por lo t¿1nto

ord p, p(/) > - nmlt¡r, trra(Q).
Se concln¡-e qLre o("f) pertence a L(D ¡¡ 1, para toda i a L(, D)H .

\o es clificLl protrar quc ó cs Llnil rr¿rsfolll¿x:iórr li]rc¿rl. -\clcur/rs cs irr¡cctir.a. puesto que
si / € ker 12. entonccs ,.¡(.|)(.R_a): /(R) :0prrratodoR€.t. luego,f - 0. Como
por (3.31) se tienc qrtc rlim,C(D¡7) - clinX(D)H. entonces o es sobrel-ectiva. Luego p
es un C-istlrrLorfisrno entre espacios vectori:rle-s 1' por t;Lnto I(D¡7) - LI.D)H

I

Da-.:-t¡(D,t)- Il ( il
Qa,t/ G ' P Ha;;1iQl
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P¿lra IJ nn subgrrqro rle G. consicleremos

I,z:-lf¡
h:H

uu elemelto i.lempot..lrie c errtral en el álgebra de gr rr¡ro lli 111 . el cual corresponcle a Ia
representación trir.i¿Ll clel srLbgrupo,Y. Se corroce clue

Lt,D)H - ptt(L( n)).

pala rnás cletalles r,er- lCR.

Luego por 3.4.2 se tiene c¡re

L(.DH) .= L(D)rI - pH@(.D)).

Con estr.rs elernentos r. sigrrienclo l¡r,s ide¿,s de C¿lrocc ¿r 1' Rodr'Ígucz cn ICR] , sc pucclc

estudi¿.r la acción del álgebra cle }Iecke en l(D¿). Donde eI álgebrn cle Hecke sohre tri
<le 11 en G. cs lrr ll{-áLgcbra 11¡7¡: p¡¡kilG)p¡¡ : IliiH\Gri H]. l¿ cual cs un:r. subálge-
brtr. de KIG]. qne consiste cle i¿s funciorres de G en Ii. que sorr con-stantes err c¿da clLtse

doble IIgtl de // en G.



CAPITULO 4

Curvas de Fermat y curvas p-gonales

En este capítrLlo estudi¿rremos el csprrcio dc Ricrrr¿rrrr-R.och para las f¿rmilia,s r1e

cLrtr-as de Fernrat v irlgrrntrs curvas p-gorrales. Erhibirenos brtses partr el espacio cle

Riemann-Roch de cicrtos clir.isores no especiales. inlari¿intcs por la acción de un grupo
cícrlic¡r flrri¡o (l cle ¡rrrtomorfismos clc 1¿l curt¡¿\. Las bases encontrarl¿s son dc tal fitrrlr¿
que dcjirn clc manifiestr.,. 1;r. ciescomposición cn irrechLcibles cle 1¿r ¡rcción de (l en di-
cho espacio de Riem¿rnn R.och. Adem¿is aplicalcmos el teorema 3.2.7 p:rla obtener srr

clescomposición.

1.1. El espacio de Riernanrr-Rocir pala clrr\as de Fermat

Se¿L N € IN. N > il..Y - {(r.y) aLzlf (x:.u)::'\ + y¡ . t - 0} unir curva pla.na
,,hr r r-

;r : {lx :\" : Z) eCP'i/(r,}: z) : X\ +}'r+ZN :0}
su cl¿I,<ur¿ pro¡'ectir.a. Se sabc qrrr .i ". ,n., srrper fi,'ie rl* Ricm¡,nn coltp¿tct¿ rle género

e- 
(]: 1\N 2)

Z

Sea o(f{: l': Zl) - l(it-\ :)': Z). cloncle {¡: e?r¡,\. 1- f," = (a) un subgrupo cle

orilen l'cle los ¿r,Lltr»r'r¡¡rfismos cle ..1].

Considere el cubriuriento r¿mific¿Ldo

¡:X;XlC|
P * lP'..

de grado N. cu1'os punto-r de rarnific¡rción son

iP¡: !:a(l': 1l lo:e'''x.,{: :0. 1..... li - 1}.

Sean {Q¡ : iP^,lc, I k: 0. 1. .... N 1} Ios puntos r¿¡.na clel crrLrrimierrto "v Cp, - G el
estabilizaclor del punto de ramif,cacióu P¡.

7L
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L¿r frirtr,. rl¡, cic Riem¿¡ nlr-Hrrl'itz 1.2.!l nos dice c¡ue

^,\ l

g.--""g,,1 l»(-,;)- I =rl

Inego reernplaztrndo los r,¡rlort:s obteuicltrs se tir-'nc c¡re

\' I \--'._\.o, _1 .1_llr' ,)
: :-,, \' /

,\ ll\-il l\9,, I 'j t"(t.- )\\ )
rLeslrejando g.r,,c cle Ia ccLt¿rióIr lesulta, c¡ue

9.1ic : A'

Esco.janros un clivisor D0 € Di\,(r/G) t¿il que I) : ¡- (D,) se¿ un dii isur .n .i rLo

especiill. Por 2.3.2 b¿ist¿ tonar I)6 cie mancrit c¡re

)q.2 \ 1,,'\ l,-l \': -:1 \Do:'f \ +- \-:t
1; \ \

Sea D¡ : QJ' - lpn]Y un clir.isor cle grado ,11, clonile ,rl,r > \ - 3. Así el puilback cle

este cLivisor es

, - rr(qr) - fl (I,murt¡r)r. - ¡i)"t - i0,r,:1'\tr1.
P€i 1i¿?o)

E1 espacio cle R.iemann-ltoch ¿sociarlr ¿ este clivisor es

L(.D) - {F < K(t)"/ rLiv(F) > i0:a:11 tt'} u {o}

crL)'¿ dirnensión es

'lirI D -L)-: L) -9r.-l-\1/ 
v-l\ : 

- 
\'-\/-\'-:i).

Si0l Fe .C(D) errtonces

cliv(F) - fl r-u,,o 2 l0: o : 11 '\r1
p 

=,i

de lo ciue ¡e conclulc c¡rt' F es holomorfa en ¡odo I I l0 :o : 1]. can P = i. ¡'
que ,E puede tener Lln polo de orderr a lo más,\-lV en l0 r a : 1 . Ahora bien. si F es
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holomor[¿,r, en toclo punto de ,f. c]ar¿mente F pertenec,e a ,C(l)). obsen'al)os (tue co ro
J es conpacta errtonccs F c,* con,.t¿rrrtc.

Buscamos Ltl¿'¡ l¡¿Lsc parir Z(D). P¿rr¡r cllo r::ihibiremos rrn conjrrnto line¿rlnrutir
irrrleperrrliente dc frinciorics t:n L(.1)). r1e c¿rr rlirr¿1 iguirl 1zr dirucrrsiórr clr: .C(l)). I'rimero
obserr-emos 1o siguienle:

1. La funciót t[(lI :]' : Z)'1 - ¡ iiere ceros de ordeu 1cn P¡: i0 :a§(. : 11.

piua ¿ :0, 1.... ¡- 1.

2. L¡'r, firncirin H2{X : Y : Z)\ : Z ticnc ccros cLe orden 1 en,R¡. : a(\ : 1 : 0].

para A : 0. 1. .....\- - 1.

3. La frrnción 113(lX : )' : Z1) : \' aZ tiene un íuLico ccrci cli: orden \ ert

É:1,:i0:o:1].

Tour¿rrrclo en cLrenL¿ lo ¿,nterior. con-siclereruos el siguiente conjunto clc funciortes en

K(,1r)

Z

lv ,zyL )'*'
X22 X ZM-1

.73Z2

Y aZ' (,\' - az¡z iY - aZ \3'

X2
(Y - az\t' ()' - dZ)3 ' (Y - az¡tt'

vN2 XN_2 Z

xN-1 xN 12

(Y - aZ)N-t' (Y oZ)N "

Obserr.e c1'¡e 1¿ irL¡im¿ fila de este conjunto tietre sentido crtandr¡ -11 > N - 2. El
coniunto escrito por comprcrsión resrrlta.-.er

' (Y - a21tr '

v:7lI 2

),,

)o,-'

\.N 2 ZtI N+2

-(y- -,,zlv ' ),_

),,

(¡/-3)

(N-2)
f,-§ 121l-^-l

V ;z')M

,-{ú:3r- f , ,.r.rr<r<¡ 1.0(r{vur+r<,rr}
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y su cardinaliclad es

N-2 N2
6 - t,\1 -i-.\'r1 r, I,:¡11 +1

i= I i:l

l¿ crr¿-r,l cr¡incick'c¡rrr 1¿., cljrrersión cle Li.D').

xtz,Sir(fx Y:Z)) € 5. entonccs F tiene ceros cle orrLt¡n ¡ cn(1'' (\Z)¡+' -
If¡,: lci{{.: I :0, para A:0. 1. ..., ¡ - 1. ceros de orclen 1 en 4, : ltl :o({ : 1]. para
[: 1...., n 1. r- nn ÍLuico polo de orrlen Nr'+l(N- 1) err 1'¡ - l0 : cr : 1 . Obsene que
l'r+/(I 1) : N(r+l) -l<.\'1/ I _{ l:11. luego t'a L(D) l.portantoBcL(D).

Sean F 1- F' frrnciones en 6. supongamos .l1lc cn P¡ tieuerr un polo clcl mismit
orcietr. es declr ,\i¡ + l(\ - 1) - Nr'+ l'(l' 1). luego

(N 1)(l 1') : -\-¡r' - r1 .= r' ,' : l11l - Z';.\'
Como ¡r-7 es entero. entonces -\ clivide a 1- 1'. Irero 0 < /-l' !rV-1. Iuego
I : l'.v por tanto /': rJ. Cc¡nciuimos que F: F'. Estci nos dice clue las funciorres en 6
iierrerr polo de clisiinto orderr en -Il. Iuego 6 es un conjunto lincalniente indepenrliente.
Adem¿is r'¿i qne el cardinal de 6 es igual a 1¿ dimensión de L(,D). concluimos enrolces
quc 6 es una base de L( D).

Sean ¡.,¡, ¡,,1. ..., p,\ r lepresentacioues irreclucibles cle Cl. donde

Pl :' - (\'

"'- 
Ml(]) - tló. li, ..., L'.y 1) representantes cle los CiG -nrócluIos irreducibLcs dc G. to-

clos clc dimcnsión 1. correspondicntcs ¡-i 1as retpresentarinro- /,0 /rt /l_\-r
respecti\-¿r 1enle.

La acción de a en los elemenios dc 1¿r b¿isc B de L(.D'| estir dacLa por

t'"(i-Y : 1' : Z)) - Fu o-1(l-{ :Y : Z,) :}-( {.,,Y : )' : Z'1) - e\ r!{- e.r'l

Luego ¡ror (4.1). se obtierre quc ci csptr.cio ,C(D) se cLesr,onrponc conto G-lnódulo cle la
siguente manera

(,\' 2)(¡ r)
2

N(2M ,V + 3)

L(D)- (Lr+1)%+ MV+(Nf 1)y,+ .+(¡1 (,ry -3))y¡/_,+(.4/r-(N 2))yr,.l
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Sea lll D (.1. C ) el esJrircio r-ectori¿rl de l¿r,s 1 forrlirs holorli¡rf¿1.. rle .{. Saberlos c¡ue (i
¿r.ctria sobrc ,r' 0¡i. {-.) por rneclio de l¡r ¿cciórr ¿(;) : ¡ o ¿ I. clorrde r urr¿ 1 forlu¿l

cliferenci¿rl holomorfa 
"n 

i. S""

( ,t , )I { .'.t')' /'.-Zt'.1,'-- \-lt
[ ,' )

rrna b¿se .le H1,o(r. C).

Por olr¿r p¡1rle. .r '(Pu) : P¡. Determinarerto-q L1Il¿t carta centritd¡ en P¡ par:L

i:xhibir-1¿r firrrrr¡, Ii¡ciil del autornorfirrlo ¿ 1.

Sea

;,,.rn¿.!:{i.\':Y:Z)e i: z l0} + {(z,y) e C')lf Q.!t) -,r I rr+t}
/ r_ r _\

ir l':Zl*fi.:\' \t t/

urr horrLe¡rnec.,rnor fisrno. doncle;:1Pr: i0..r). C,,mo ffr0.,, r : \oN I f 0. entonces

pol tcorcm¿L de I¿L función implícitir. existe un¿r vecindad ¿bierta lI,' C .{ cle (0. o-). una
función analitic¿r 4 turl cllre.q(0) : a. ¡. I > 0 cle moclo que

ll' : {(z, e(r)) : ,f € IJ(O, ¿)} c ¿.

-A.sí Ia carta en Po. está dada por

o : ptr(il-) + c

.:r : 9(r) :11 *.r
Lncgo. en coorc1en¿ldas locales. el autorlorñstnc¡ ¿ 1 es de la forma

óca 7 o p-t(r) :,p(a 1(lr : g(z) :11)) - o(l{n..-:.s(z) :11) - §¡z

Po¡ t¿nto 1a. ¿cción cle a en los elernentos cle l¿ base .4 de ,{1 01i. ('1 
"s

, --.. -- ¡o¡4 - 1,.¡ ' ,l .{,,J.,-:..., 'l'.-a,-"" t.3
i ,7'

Luego por (1.3) se obticnc c¡.ur el *s¡a, i, 11r u¡i C1. .* ,lescompone cono G'-nóchrlr
cle Ia siguiente nrarrera

í1 0(r.c) - 61,;1(\ 2)li - (,v - 3)r; + ... + 1l.',§ :*0111, '

tó
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-\ciem¿ís. por (1.9) 1' rlacLr clue to.l¿rs I¿s represcDl ¡r( iorles 4{, =.on 
ae graclo 1. ,se

obtiene c¡re lir dcscompr:rsición dc I¡, ¿ccirin G. en cl espacio 111,!(X. C) es

1¡to¡X.a)- 0y0 + 0I./1 + 1t) + ... + (¡' ,3)l,:\ , + (N 2)l.r , (4 4)

De esta rlescorrrposición (4.1), obterrerrros que li - 0 f- ¡¿i. - .4. - 1. par¿i

A:1,..,.\i 1

Ahora bierr. por 3.2.7 sal¡erlos que si lJ(D) - ¡¡¡olir -f-rr.llj -, ..-l ra.1- 1l¡ r cntonces

ni¡-De'(D¡) - gxicII
m6:De.(D¡)dmli-ni

para ,[ - 1,..., \ 1. Lucgo sustitu¡'endo lc¡s valores o]¡teniclos. resulta que

rn¡ - n1- 0 - 1 :,i11 + 1

ma : '\1 1 (/.'- 1) : ,\1 - (A'- 1)

p:Lra k:1,... ,\ 1. Lo r:rr¡ll r:oirrciclc corr la clcscorlposición obtclli.l¿l en (4.2) de

L(D)

,1.2. Espacio cle Riemann-Roch para LiIr tipo c1c cnn¿s p-gonales

Sc¿i.{ - {(" :,/) e Ltl.f @,A): yr - r(r - 1)(, - )) :0} ,r.,, crr\'¿ pl¿n¿ ¿tfín.

donciep > 3 es un núrrrer-o primo y ) € A \ {0.1}.

I ) /\')\ )' .\'/r \/x \
cor.:,¡1prpr r,sL_ Zo.t 

_ 
Z .,-, /(ZZ)-Z-Z\.2_l/(7_\J

Se¿

¡¡¡x, r : z)): z?.f() :) : \'p - xzp 4t\ - z)(.x - 
^z).\. I Z /

Luego Ia clausura prol'ectir-¿ de ll es

x-{ir:\':7 eap'i lilx:\':2..1 -\'p-xzp 3\x z)(.x' 
^z)}.

Ia c¡-ral ¡iene nna nna singularidacl en el punto P-- : 11 : 0 : 0 . Lucgo norualiz¿mos l¿¡.

cllrva v obtcncmos c¡ue J cs un¡l snperfrcie c1e Riemann comp¿1c¡a.
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Sca n(i1- .)' '. Z',) : if : §;1)' : Z]. cloncle €r,: ¿'"'',, ur ¿urornor-tisrlo dc

orrlen p cle ,i v al: (¿).

Cottsider-trLos cl ctthtimierrlri r ¿rn¡ific¿ldo cle glado p

¡ : X : I iC
P ^-tP)r,

cul-os llurrtos r1e r¿rrrrilicaciórr sorr

P1 : l0 :0 , 1] P, - i1 :0: 1r, f'3 - l) : 0: 11 1' F'- - 11 :0: 01.

El estabilizador cle r:acla punto cle larlificaciórr cs G. Los prtntos Q¡ = ll',]¡;. con
i - 1. 2. 3. f' Q- : lP-]n son 1os puntos ram¿r del cubrimicnto.

Sabentos que g,i,,a; :0, luego por 1a fórmttlrr cL: R ictn.rln-Hrtrr¡.'itz 1.2.9, se tiene que

t, / t\si- p+1+;t(I-7r:p-1 (1.5)

Escojariros nn clivisor D¡ de rt ¡G ,1e manera qtre srr prrlll,ack D : ;i^(Do). se¿r un

clir.isor no especial de X . Por 2.:1.2 basta tomar ,D¡ de manera clue
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2o.. ) ll,,-1)-3 .l
D.B(f)o) 

=, 
:t,pP

Como p ) 5. basta elegir I)¡ cLe noclo que Deg(I¡) > 2.

Se¿ I ) 2 urt rtúttLcrti crrtcro y D¡ : Qi\. así

D - r- (D¡) - il
Per-1(

,p uta- t _ p\p _ ln.n. tl p\' ,/

ar)

hrego el espacio clle Riernann Roch ¿soci¿clo ¿i este divisor es

L(D) - {Fe a'r.i1/ rlir'(F1 > l0 : o : 1l rp}u{0}

v su climensión es

dim,C(D) - Deg(D) ei+1 - -\'p (p 1) + I - (N -t)p-2. (l 6)

Si 0lF e X(D) enionces

div(r') - f] r-u"" > P1'": l0 : 0 : 1l Ne.

Pei
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Lrrego I es holornorf¿ en todo P I /']1. con P e .i. ¡ prrecle tener irn polo rle orilerr :L

lo nras ,\-p err P1. Cllari."merrte si -F es hoir»lorl¿L en .{ entonccs ¡'pertenece t. L(D1. v
como .t es comp¿rat¿l se tlene rluc F es cr)nst¿nte.

Brrscanro,c Lrn¿ base para I(D). par:r ello exhibrrcmos un colijunto linealmente
rncLrl.rerrdicntc cle tunciones en ^C(n) dc cardinal igual I¿ clirlensión cle f(D). Primero
ol¡servcmos 1o siguiente:

1. L¿ función ,r/1(l.I : )' : Z,') - X ticrre nrr único ccro cn Pl : i0:0: 1] cle orclen

2. L¿r. fulrción I12(i{ ; }' : Z ) - t' ticnc ceros de orclen 1 en Pr - i0 : 0 : 1].

Pr:11 :0:1] ¡.'fi: ):u:1]. ¡'de orclen (p - i3) en l'-: li:0:0].
3. La función 113 ( I:l': Z))- Z ticrre un írnico cero en P- = 11 :0:0] de orden

Sean l.j nÍrmcros el)teros taI que 0 ! r ! p 1. Considcremos Ia función raciolal

\, tZ)

Para <1ue /,' pertenczca a ,C(l)). esrn dr:b." ser r:orrs¡a¡rtc ó tcncr ur írnico poLo cn P1,

de orden a 1o nrás lp. Partr que esto ocnlr¿ y terrierrrto en cuent¡r }¿rs obscrracioncs
anteriores. se clebe cumplir quc

7E

0<p(,-:) -i-(p- 1)l- jp<:\p )' 0<(p 3), pj

note qrre el orden del polo de f' en P1 es p(i - j) ¡.

De las desigrralcLades de (1.7). obtenemos que

(p 1), .r-<.i<(, 3) 
¡pp

esclecir.-1+(i-,\') Ll <i- jr. r'portanto -j+(;-l') <./ < rr- Vr-(r--;,)
Luego si 0 < i < rnin{p 1, }}. entonces eriste j entero tal c¡rr:

(r-x) <:j <¡-1¡p

En corrclusión. si eI p:r.r i.I cle enteros e.q tal rlue

(4 7)

(4 8)

I \n) 3

[ ,) t'
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entonces l¡,i flrncirin F( .{ : }- , Z)) 

= 

l,rrttrictc ¿r f lr).' \'t/.¡

Si \: > 3 enronces nin{p - 1,}l - ¡r 1. \'a rlue -si \' } 3, se rlene quc

l-p > 3p> 3(p 1). t.uego Y >p>p-1.

Si .\: : 2 enronces nin{p 1.#l - }. Como p } 5. se riene;(?- 1) ¿ Z.

Lrrego j(l 1) 2 fu,, - 7) + 2 > p. Por tanto (p 1) > ?

.{nalizarernos cacL¿ si¡u¿rción por separaclo.

. Se¿,r \ ) 3. Corlo 7., > 3 primo. entorlces l:31 i Ióp:31 + 2 ¡r¿ra algúri
I > 1 cntero. Exhibirerri¡s rur¿t b¿se de .C(D). consicleranc.Lo p en cacia r:zrso.

Sip:31 +lentonces0<,131. llsando lrr clesigualdacl (-1.8) podcmos concluir
lo siguiente:

1. Si; = 0 entonces ¡'< j<0.

2. Si 1<'l I I entoncesi l\'< j<i-1.
\h que si 7 < i < lenronces 0. rh, < j#l < 1. Lrrego A.,1,t. 1. Por tanto
i A'< j < i, 1.

3. Sil1"1,<i<21 cntonces i ¡ < j<l-2.
Pnesto clrre si 1+1 <i<2/ Fnt¡)n, es ## :1 r-r-i < fr. Lr"go 1,+; < ii <2-1
Pr¡rlo tanto? -N< i<, 2.

1. Si 2l +l<i<.:ll enionces r N< j<í-3.
Desrle que 2t +l < í < 31. se tierre c,1ue $H < #¡ { ,*r¿. Lu-^gcr

2-i<i, < 3 - n. De lo que se conclLre c¡re r - r\'{ -i { ri 3.

Así para 2,. j ¡- 1 errLeros dcfinirlos ¿nteriorrueute. considereuos 6 el siguiente subcon-
junto de ^C(D)

,:{*
\-<j<0 sii:0

l-.\< j<i 1 si1<l<l
, N<.i <l-2 si l--).<. i <.21

¿-I'<./ <i 3 si2l+1<r<3¿

r
I

Lriego su cardinaliclacl es

6 : (\+1)+lN+l(¡-1) rl(-\'-2) - 3l\+-\- 31+1 : (N 1)(31+1) f2 = (N 1)p+2

Ia cual coincide con la dimcnsión de 4(D).
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I-as funcionr:s cn 6 son linc¿rhlcnte inrlependierrtes. pues toclas tierrerr Ltn ítnico po-
1o en P1 de clistinto orclen. \i c¡re si existerr l)ares (i j) e (l'.j') trrles qne l;r,s firn
cione-s en 6 cletermin¿rclas por cLlo-s. llenen un polo del ntisrtto ortlel en P1. entont:t:s

p(.i j)- i: p(.í' J') r', luego

(p 1), (p r'),': jp- j'p

Y Por t¿uto
(p - t)(; - i') = t,(.j - .j')

Así ¡., clivicie a (p 1)(, i'). Como ¡., es prirtto se tiene c¡te p divicle a (l r'). Pero

¡ ¡'l 1p 1. por tanto i - ¿' t' Por ende i - j/.

Ya qte 6 es un conjunto line¿lrnente incleperrdiente c'ttva, c¡trclin¿riitl¿cl es igrtal n la
dimensión de L(, D¡. cntonces 6 es rtn¿r base de I(l)).

Si p : 3/ * 2. Entonces 0 <, < 3l * 1. De igrtal manera c¡ue en el caso ¿nterior,
usarrdo l¿r desigualclad (1.E). podcmos conchtir que:

1. si r - 0 entonces -,\ l.l < 0.

2. si1 < lllentoncesr-\ ( j <z 1.

la que si 1 ( ¿ < l. se tien, qrÉ0 < li < ri/ . 1 Pol tanto, ,\'< j<? 1.

3. si ¿- 1 "- ¡, <- 21. +l enionces z-N < j ! I 2.

Pncsto que si 1* 1 < ¡ < 2t + 1. erltonces *i < #, < !i. L,r"go

t+1<1¡<z -1. Porlotanio i-N< j<i 2.pp-p

.1. sl 2i-l-2<i<31. l-lentoncesi-N<j<i 3.

Como 21 +2 < ¡. < 31 +1. sc tieue que Y4 < ¡rri < .r*rry. Lr"go
Z +?<2¡<.1 l. De lo c¡r,e se conclul'e quc I ¡'< j <i 3.p -P p

De igual m¿rner¿r. consicler¿r.nclo los ertteros z. j ¡' I definidos antieriomcule. deñnimos e1

siguiente snbcon.jrulo de ,C( D)
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( ,-\--r-'r 'r '-o
- I )' /,-t1- j-,-t si[ ;-]u-\ \-rn l ¡-l¡ <,i<i-2 si1+1<i<21 +1

[ ' r-N<j<i 3 sl 2l*2<i<31 +1

OL5,.r\é,1¡¡ l. ,ar,l.Lt¡lid.J .l¡ e-r-.utrjr ¡ ,,, -

I
I

6:(.\¡+1) +rN+(1 '1)(N-1) + l(¡- 2)

: 3lN + 2,\ 3l

-(J 1)(31 +2) +2
-(N-1)p-2
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La cu¿l coiuc ide corr 1¿ .lirxensi(in rle L(.D). Como las funcioncs cn 6 son lirleahrellte
inrl,-perxiierrl.e. I)ries Liclleu poLo clc clistinto orden en ii t' 6 - clim/l(r). -sc conclul'e
qne 6 es Lrn¿l b¿rse ck L(,D).

. Supon8amos que l-:2. luego 0 < i < ? Como ¡,:31 + lóp:31 2 p.rtr
:r,lgrirr / > 1 entero. buscar-erlos u¡ra }¡asc de /J(D) r:n cacla caso.

Si p:31 + 1, entonces + - 2l + J. Lucgo 0 < ¡. <.21. Us¿rnclo 1¿ rlesigutLkla,l (1.8)
podcmos conclnir:

1. Si l:0 cntonces 2<.i <0.

2. Si 1 < i<lenlonces i, 2< 1 < i-7.
Ya que si 1<i < l. seiiereque 0. iia "f¡ 

< t.Por t¿rnto í 2< j <i 1.

3. Sil+l<i,<21 entonccs j - ? 2.

Descle cluc l-7 < t 1 21. se tiene quc ## < *; ( 
.r*r¿. Lrtcgo 1+; < i¡ < 2 ;

De lo clue se concluve {Fe j : i - ').

Sean i..7 ¡'l los enteros definirl-rs ¿irteriormente. dcfinimos e1 siguiente srLbconitrnto de

L(D)

E1

,-{* '¡l-; l, , :i i -: -, ]
.t ,-.). -i / I ;-:t )

cur'¿L c¿rrclinalid¿icl cle es

6 : 3+ 2t + I - :lt -3 : p +2 : dnn,¿(D).

Por 1os mismos ¿ugu[]ent,ls clue en los c¿tsos ¿llteriores, se prttcba clue e1 conjunto 6 es

Lin¿r b¿.ise c1e L(.D'¡.

Sip:3¿ -2. erlonces 4 - zt j. Por tanto 0 < i < 2/+1, luego usando l¿
desiguaklacl (.1.E) se conclu¡'e que:

1. Si i :0 errti¡nce-. -? < j < 0.

2. Si 1 <i ! I entorrces í.-2 < .j < ¡. 1.

Puesto c¡re si 1 < i < 1. se iicne <1ue 0 a i¡ < ,.,.--t¿ < 1. 1'or Lanto i-2 < i < t- 1.

3. Si l - 1 "- í < 21+ 1 en¡onces j : ¡ - 2

Coniol+1 < I < 2l + l. se tiene clue r,ra I o1,<,,qi. Lnego 1-i <;, < 2 i.
Por tanto 1o j -i 2.
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Para l. j v I entrros definidos anteriormen¡e. se clefinc se c1efine el .signiente subconjunto
r.Ie L( D)

82

( , r:. -', -i -o
6-l '-l -) 1 ,- -r r_,_/- lY,7)/1." " / .j -¡-2 si1+1<i<21 +1

L¿r c¿r'r-lirraLiclad dc clicho conj unto es

I
I

B -3+21 +(I'1) :31 ++:p+2-diml(11)

\u--r,amente. por cl mismo ¿rrgLlmento que en 1os ri¿isos anteriores. cI conjunto 6 cs rrn¿
base de /l(D).

Sc,ln p¡. pr. ..., pp 1 r€presentaciones irreducibles cle G. donde

p¡:u-+ $, con(p:€2'"',p.

)' "'\.4(G) = {ii,, li, \.i, r} representantes de los C lG]-módulos irrcduciblcs dc C.
todos de dimr:r'rsión 1, cor-respoudientes a 1as representaciones pr.¡1. . lL, t respcLti
1/'anlente.

Como I) es rrn divisor itrvi1ri¡rrrtc po] l¿1 ¿cci(l)u de G. entorrces fl ¿rc¡ú¿l err el
espacio .C(D).

li
Si F( {:Y : Z) - -- es un elemento cle 1a b¿se B de L(D). entonces l¿\z
¿r.r,ciórr c1c G: (¿) etl el esp¿lcio X(D) csia dacla por

I'(,-I ,y:Z))-Foa r([-Y:Y:Z)¡ :F(f,\:(oY,Z -::,# (]9)

Daclo esto. el esp¿cio 4(I)) se clescompone coilo G-nlódulo. err factores irreducibles
como

L(D) - rn¡\,i¡* mlll t ... + ¡np rl; r

cLonde m; son enteros no ueg¿ti\.os. p¿r,r¿r i - 0 1 .. .p - 1. Us¿Lndo (,1.9) r' la folma
pa.rticultrr que ticne L¿i ba-"e exhibirla para ¿(r), junto con que las represeni¿rcioncs

irreclucil¡les cle G son todas de dimcnsión 1. detelninarcmos ios coeficientes tr¿,. Lo
harenios por casos.
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f l-' :i ,-.0 .," ) \ .i/ r ' r/

Iv ].; r/ l ; :r'

¡ Si .\- > 2 1' p - :ll + 1. entonccs

(4.10)

o Si .\: 2 2 l' p : 3l * 2. cntorrces

(1.11)

Obserr.e clue para N ) 2 y p > 3 primo. el subespacio de I(D) fijo por C. /l(D)G. es

gcncrrLclo por el conjunto

l. z z. z'l
1' - .Y- -rtr'f

1.3. Aplicación de1 teorcma de rlescomposición

Cc¡nsideremos Ia cnn'¿L dcfinida en La sección anLerior.

Sea ,t : {(:1. y) e tr2 Ll(:r.l¡ : up - r(t: 1)(r .\)} un'r t trrr,a pl¿Lna irfÍn.

cloncle p > 3 cs un nÍrmero prirno y ) € C \ {0 1}.

S,-.rÍ: {'r: }-: z] e Llrr//(,r:\': Z)t:\'p-\zp 3(.x Z)(.x-),2)}.
su cl¿rLrsLrr¿ pro):ectiva. la cnal tiene una singularidad en el prnto P- : l1 : 0 : 0 .

Luego normaLizamos l¿r curr.¿r r- ol¡Lenemos que J es ula superfrcie de Ricrl¿rrur
coll1p¿1ct¿i.

Sea a(fX : \' : Z)): iX : (;tl' : Z]. cionde €r, - c2-¡ip. un automorfisrtrr¡ de

orden ¿r c1e X y {l : (,ri¡.

sii:0
si 1<zl <l
si ¿+1< i <.21 +I
si 21 .]-2<i<31 +1

rV+1
]V
N1
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Corisirk'remos el cubr-jrttierttl-o r¡rmificadc¡ r1e gr-ar1o p

^- 
. X I X f G
p - ll,rc

crll-os prurtos de ramific¿rción son

f', - l0:0: 1]. P, - 1:0:1, ¡, - i)'0:11 ¡'P- - i1 :0:01.

El estal¡iliz¿dor d.. cada purrto de r¿mific¿rr:irin es G. Los prtnto-s Q; - lFri]a;, corl

¿ : 1,2,3. l' Q- - lP-]c son los purrtos r¿rnr¡r dcl cubrintlento.

S¿Lbemos que gtl,G :0 )'por (,1.5) tenerlos quc 9; : p 1

Sea -\ } 2 un nrimelo elltclo y Il¡ - Qi\ nrt clitisor clc A' l(]. Lnego stt pullbtr,ck

D : ¡- (D,.t) r1:rclo por

D: r"(D¡) : fl (Pmu'r¡i)¡ : P'YP: lo:o:t]\r'
t'e¡ Li.QL)

e1 cnal es un ciivisor no especial de.t. hcdro probado en la sccción arrterior. El espacicr

cLe R.iemann-Roch asociarlo a este clivisor es

L(q - {r €[:(x)lcliv(F) > l(] :0 : ll-\p] u {0}

cu¡'a dirnensión por (.1.6) c's

dirl X(r) : (§ 1)p + :.

Ahor¿ determinarenros l¿ clescomposiciór cle l¿r acción CJ cn el espacio HI0ai¡
en términos cle Las represerlt,aciones irreduciblcs de fl.

Como g,;;" : (l )' el cubrirlrierr¡o tiene cuatro punLos r¿l1l]¡r. cloncle cacla punto cLe

lamific¿rción ¡rrriba de cada ptrnto rarn¿ ticnc cst¡-il¡ilizirclor de ordcn p. se sigue c1uc. 1;r

firna del cubrimiento es (0; p. p, p. p).

Busc¿r,mos eL vector gerreratlor cle G. para eso eligimos p¿ra c¿rda punto rama r'lel cnbri-
riierrto un punto tle rarnificaciórr arliba de eL v detelruirrarrrc¡s la r'c¡nstarrte de rritaciiilr
clel generacLor de sn respeciivo est¿bilizador.

El punto P¡ : l0 : 0 : 1] trene por estabilizador a G1 - (a). Sea

,;. , i e, ¿.,,, : {,{ : \' : Zt, e l, Z 7 0}- t,r.vr=[r7l¡r.y) : up -:x(r: - 1)(z -.\)]
.Y:\ / -()))\- " /

E.1



C'APITI-:LO 1, C'T,R\AS DE FER\I,\T \'CI'N\.\S P.GO.\.\LES

homcmcomorfi-smo. cl¡ndc;:(fi) - (0.0). Cr-,ruo 3*tO,Ol + 0, cntorrcc-q por tcorcnla
rlc l¿r frrnciiin implícita. exisle vecirl¡cl abierta ll' de (0.0). nna fnncirjr an¿rlítir:¡¡ ñ tal
quc h{{-l) - 01 1 > 0 de nroclo rlue

ir'- {(h(r) y): y e I}(,0.¿)} s 2

Lucgo 1rr cirrta cl fl cstí di-ida por

o:;r t(lt') --+ ('
,.hi,y):y:7) *y

Así, Licalmente eu P1. c1 aLrtornorfismo rr hrce como

()cda() t(l) -,r. o(lh(.y): u:11) :p(l¡(.q) :{n 19: i ) - €i'A: €! 'U

clr': doule op,(,a) - (li r. Por lo ¡anto Ia corrstárrte cle rot¿ción cle a en P1 cs a¡,1(a) : €o.
doncle jf es ei ángulo de rot¿ción cle o cn P1.

De rnarrera siruilar c¡rcr-intr¿rrrros l¿ colrstaute cle r-otaciórr para o ell los puntos P2 1'

f'3. así
op].a') : Iti-' :u or.(o) : €! '

I' pol t¿nto
o¡](a) -€o e "¡,'(n) 

:(o

L¿¡, irLlbr¡uación ar¡clior cs suficielrte par¿r cncontrar el vector generarlor. pucs e1 cu-
b¡imiento ticnc cuirtro plrntos rarrl¿. Conscguimo.* este vector de 1a siguiente mancra:
colno aq(¿?) :5f 1. para i:7.2.3. busc¿rrros a cnZ. con 0 < o < p tal que

c,.(p- 1) = lmoclp.

vector generador es (o '".0-,.a ".a3). donde 3 € Z es tal que

= Onrocl¡r. Así o : p - I -t i - p 3. Por t¿'into cl vector generaclor

(a. a. o. t,,P 'r\.

Ahola que J'¿r terrernos cl vector gener¿cl¡r determinaremos }a ciescrtrnposición de 1a

¿rcción G en el espacio Hl,0(J. C). en tét mitl¡s de ias represen t aciones irreducibles de

G.

Setin p¡. p1. .., pp-1 represeniaciortes irreclucibics rie (1. ckrnde

Pt : d -+ a; i con {r : €2i¡"P'

85

luego el
¿u rp

es



CAPÍTT,LO 1, CI--R\'A-C DE IIER\f-\T 1'CI,-R\AS }'-CiONALE-S

)'-M(G) - { l',¡ l.i l, r} rcpresertilrrtes ile 1os f.fGl-nródulos irleduciblcs de (j.
t¡¡clos cle dimensiril 1. cor-respondientes a 1as rcpresent¿lciones /lil,pi.....pp I respe(lli-
\:ii1tlcr I c.

5-"
LI|.a(,N,C') -nirl+"ili+.. rni tVP L,

donde Ios c{)eficientcs ril son entero-< no neg¿ti\:tls. para r, : [). 1, .. p- 1.Luego ltsiLnclo

las ecriacio»cs claclas en (1.11) v (1.12). jrtnto cxrn quc clim Ll : 1, !¡ar¿r I - 0. 1 ..., p 1.

obtenemos que
ni- g;,r,-A

E6

jt t_
¡r' - -1 - -t ! :tl,p -:3)'pp (4 12)

p¿ua / - 1,2. .... ¡r 1. Donde ,¡;, ;) 
"" 

cl testo clc la clivisión de l(¡r - 3) por p.

"r:{j
si0<i<l
sil*1<i<2/
si 21 *1< i <,ll

. Si p:31 -2 en¡onces
usanrkr (.1.12) conclnimos

\i quc p es de l¿r forma 3l +I ó 3/*2. para algrin I > 1en Z. obtenemos el

valor rle ni en cir.L¿r c¿so.

o Si p:31 + 1 entonccs 1 < ¿ < 31. Por (1.12) se conclu¡,'e c[te:

1. Si 1< i ! I entonccs nj: f.
Cono i ! I sigue clue 3/ < 3l < 3/ -i 1-p. Luego 0 < p 3ri <p. Aclemiis. r'a

que i(p 3) =p- 3rmoclp entonces se tieue que rul: t - |, + |(l 3,) :0.

2. Si l+l< [<21 cr]tonces ¡r.;:1.
\i clne I + 1< i < 2l entonces 3l r3< 3i < 61.,{sí p+2<3i,<2p 2 r-por
tanto 2 < 2p-3i < p 2. Ahorir bierr. corno i(p-'J):2p 3imoc1p. se conclnl'e
que nj = t r|r+)(zr 3,) :1.

3. Si 21+ 1 < i < 3l entonces n] -2.
Debido a que 2l- t < i < 31. se tieue que 6/+3 < 3i < 91. AsÍ 2p*1 <- 3i <.3p-:1.
lnego 3 ! 3p 3t 1p- 1. \i que;(p- 3) - 3p - 3lmoclp. obtenemos qtrc

¡L;: 1+;,+i(3e 3t):2

En rcsurlerr

1 < i < 3l r 1. De I¿ misma m¿ner¿ que el crtso anterior.
qLle:
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1. Si 1 < i 1. / entonces ni = 0.

Conrol!lsigueclue3¡ <31 .- 3l +2 -p. Luego 0 < p-3j < p. Además

l(¡-ll) :p 3rnroclp.portarltor¡;: l+?,í +;(p 3z) :0.

2. Si 1+ 1. <- í <.21- 1 entonces rtl : 1.

Dcsrle c¡re l+1< t { 21- 1 eutonccs ?rl -:l<:3i < 61-3. r\síp*1J 3r < 2p-1
1'por tanto I < 2p -i}'L < p 1. Corlo i(p-3):20 3rmocLp, se tiene qu{l

n;--7+li+i(zr, 3,) :1
3. Si 2¿+2< i<-:ll + 1 errtorces ni - 2.

\a c¡re 21t2 < i < 31+1entonces 6l+6 < 3? < 91 1 3. Luego 2p-2 < 3í < 3p :3

1' por t¿nto 3 < i!¡ - 3i < t¡ 2. Adenrás. cono l(¡.' 3) : .3¡ 3i mod p'

obrerreilos r¡uc ni : -1 - ir - ;(ilp 3,) - 2.

Err resumcn

4:{
0 si0<i<1
1 sil*1<i<21 -1
2 si2li2<i<31 r1

Ahora bicn. si 1ir. dcscomposición cn fac¡orcs irredtrciblcs cli'} espacio ,C(l)) como

G-módukr es

L(D'¡ - m¡\¡ r 7r¡rli + .. + rnp r\,; t,

donclc nrl son enteros no negativos ptlra I : 0,.... | 1. EDtouces por 3.2.7. se tierle que

rrLe - Dso(f¡\ lat¡;i7: N+ 1

nr¡ : De.(I)o)cl mll - rri - ¡ - "i
P¿Ia¿:1,....P-1.

Lrrcgo usarrrlr 1os coeficicltc ni obtenirlos ¿lnteriorrrente. sc conclu¡'e que:

1. Si p:31 - 1 para ¡.lgrin 1 ) 0 en Z. entonces

E7

sil:0
si1<¿<1
sil*1<l<21
si2l-1<¿<31

¡,/+1
¡/
tv1
¡/2
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Lo crral coirrcidc con Lrs

erhibirlos ¿lntcriormente

2. Sip:ll + 2 p¡.r-a algrin l > 0 en Zr. enrouces

coellcierrtcs dc la descornposición de 1a ¿rcción dc G en .C(D).
en (:1.10) v (4.11).

/ \'-r sii:o
I r sir<i <r" -1 r I5i / I .¿t '

[r : .i ] ) ; :t' I



CAPITULO 5

Apéndice

En este capÍtrrlo cles¡rrroll¿rerlos ejernplos en conocicL¿s cur\¡¿-N dc Cat¿rlán. Aclemás
irrchriremc¡s algnnos resnltaclos c1c rcprescntaciones de gnrpos, rrtilizaclos en nuestro
tr-abir.jo.

5.1. Espacio rlc Rieirr¿lnn-Roc'li crr ¿Ilgullas cur\as tle Catalárr

Consicleremos ,r - {(, y) a L2if Q-.u): t1q - xp -1:0} una cur\:¿1 pli:r.nrr zrfÍn

rlorxle p 1'q son nirmeros prirrros, cott ;l > 4. Sca

.i: {ix :\' : Z) e cP', ¡( Y \'.21 =vt¿t '1 xp L zP : o}

su cI¿sur¿ pro¡'ectiva.

F tiene singularid¿cl en el puntn P- : .0 : I : 0. luegu norm¿liz¿mos l¿r curv¿r.

¿sí result¡L sc] uni! superficie cie Riemanrr (rornl)ital¿.

Sc coroce qrre e1 género de i es

(p - i)(q - 1)
9i - 2

Sea a1f-\. ) . Z)) : ltrx : ioir- : Z) rrn automorfismo de ll. cle orden pq. donde {r : ¿2;'ilp

\-§, : el"'/q. ¡, sea G' : (o).

Consideremos e1 cubrimientr¡ r¿rrrifi {:¿rda)

r: X -t XlG
P ^'lP'-'

c1e graclo deg(;r) - pq.

Los puntos de ramificación del cubriuriento son

89
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. Pr: i0 r1:0r con cst¿lbiliz¿dor Gp..: lu'). cle orclen pq.

. Pj - lr€tu:l):1] con estabiliz¡iclor (|p, - (,nt'', c1e orden ¿J. p¡rrir j =0. 1..... p - 1.

. Q* : f0 : a{N : li cou esf ¿biliz¿rdor (J qu : Q'!\¡ clt orrlert p. clorrcle ¡¡ - ¡rila v
i - 0, 1. .....1 - 1.

Los puntos ralna sorl Fr - lr',-]c. nr : l/'¡]c ¡, rü - laJo]c clonde lP-]6 - {P-}
l¡'o]c - {l'0, Pr,. I'n r} l' .Oo,c : {Q,.t,Qt.....Q, ,}.

Por I¿r fórmnla cle lliemann-HrLrrvi¡z 1.2.9. se tiene qLlle

,f 1.7 ,, ,, , !:!((t ,\ ir 1r l, ,t)
| -..qgi z\\ ps/ \ p) \ (t//

lncgo dcspi:iandr) gx,._: de }a ecuación , obteuerlos clue

9.1tc - 0.

De 1o anterior se desprencle qne 1ii finna dcL cubrimientr¡ es (0; pq, p. q). Bnscarnos ahora
el vector generacLor cle G. para eso eligiuros por cada punto r¿m¿ un punto cle ramific¿-
ción arriba cle el t'deterrnirLarnos 1¿ constantc ale rotación clel generaclor de su respectivo
estabilizador.

Consideremos el pnnto Po : 11 , 0 : 1]. cl cu¿l tiene estabiliz¿dor G'a, : (aP). doncle

,r'(fI : Y . Z)) - lX : (l\' : Z). es un autorrorfirlo cle orclerr q. Sea

;,,ittli-{l{:Y:Z)e x: zl0}-+r-{(,,q) eL2 l¡6.y¡ -,ra rp+i}
\YZ (;t)

\' '/
homemeomorfisn'Lo. donde i2(11 : 0 : 1]) : (1.0). Corlo ff(1.0) f {J. eutonces por teo-
renr¿ clc l¿ función implícita. existe vecirrd¿d abierta W de (1.0). rura furrción analítica
r7 trrl que g(0) - 1 l't ) 0 cle rrro¿o clue

tt-- {(g(y) y) : u € B(,.0 t')} c x
hrego l¿ carta en P0 está cLird:i por

ó:i;1(li-) + (-l

iq(y) : y :1) -- y

Así locaLmente en P¡. el automr¡r-fisrno o,P Lttce conto

c¡o ttp c a '(y) : oo ap (.is(y) :9 : t-) : o(19(y) : {iy: t.) - tiy.

90



CAPÍTL,LO 5, APÉNDICtr 91

Comop>a/.e\isien¡lv¡enterospositir.oslalesquep:rL(j+r.cortr<17.hiego

"p" 
(r') - {l

Así 1¿ corrstante de rr¡t¿¡,ciórr cLe oP en P¡ es apo(ap) 1 :6;'. dorrrLc f r:s cl 1-rlgulr-, ric
rota¡'ión clc aP cn 1)¡.

De m¿rneL¿r similar encontramos I¿ const¿ntc dc rot¿rción par¿ cl ¿utot:lorfismo
r¡'r(i,Y : l' : Z)) - liiX :\' : Zi cn c1 punto Q¡: l0:a:1]. asL

oq,'(.tq) : Et

iucgo 1¿1 const¿rnte .lc rot¿ción clc aq en Q¡ ers a¿2" (oq) ' = {;r. .lond" } es cl ángulr
de rot¿rción de aq en l]¡.

A con¡inuación determirrareuros l¿1 const¿rrte de rotación del a.ntornlirfis¡nc¡
a.([I:Y : Z'\ - l{rX: {,,\' : Z) en el punto P- : i0 : 1 : 01 . el r:u¿il tierre est¿t-

bilizador (;p- - (,Li). Prinrcro cxhibiremos 1¿r carta en I'-. Sci.r

;,, Ín¿,¡r - {:{ :\'' : Z) ei, l' = 0} -C : {1,.r) € C2 ft'r - rt r(.t -ue)}

\' :\': Z .^ (L 1\' \t' t'l
homeneomorfisno. rlonde ;1(10 : 1 : 0j) : (0,0). Observamos c¡re 1a curva C ticnc
singulariclad en (0. 0).

Ahora bien. ¡(.u') : | + rq es analítica 
"v 

ñ.(0) : 1, entonces existe k función analílica
tal que Ap ,(l) : t + rq. lui:go rp - l.yl,:(U ))p r. por Io tanto (0,0) es una singularirlacl
cle tipo (p, p - 4).

Llamernos : : ¿ )- I : 9A(9). LLrego sea C1 ltr, curvtr clrcla por

C, - {(:,r7) e C2 I zP - nP 
q}.

Courci cl ur/Lxirno cr¡ruurL clivisor cntlc p v p q. (p,p ¡7) : 1. entonces existen ü. c € Z
tzrles que (p. p q) - I : cp + b(,p q). Consideremos las Iunciolres

s :C1 -+ C r: 1ni(s) -+ C1

(,::.r¡) * s(.::. rl') :,,brl" I * r(t): (!p q,P) (5 1)

Sc vcrific¿L qrlr r c .s : il v s ,. ¡'- id..

G,,i)

I

(f ,,t,)

t"
I

t
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Pero iP rr(0) - 1, por t¡nto A(0) f 0. Lnego

k(,Y'¡ - nu'e1u-u2g2 lt ':'s

doncle ú¡ - k(0) I 0. ^ó'sí

\ - uA:(a) - or!) . (1t!)) + o ¡gtr + l'o !"' -.)(r).

con ¿r¿ € (- 1'a¡ I0.

Tenernos (lr.re u : 1(4). doncle I cs un¿r lunciór ¿rnalític¿1. ¿dcuL¿is , = 0 si l,' solo

sÍ4-l l¡1¡..e lf[) - 0l'por ¡¿tnto

a - t(n) : bL'¡l - btrl2 - br?3 - l.o.s...'

i:ort b, € [). aclemás y = l(¡ (,y)\ Lttego rlerivtrrtdo oirterremos que 1: l'(j(y))j'(q), así

I : l'(7(o))7'(o) : ¿'(0)j'(0) - brao (5 2)

)' por talito b1 : i I 0. Asi

u:b1r+b¡f I b:¡13 ! ¿.o.5... : r¡(]¡ +b¡¡f ó:42 t l.o.s.1: r¡l¡¡11

cloncte I(4) - t¡ I t¡z\ * b342 + 1.o..s... es una función ¿rnalÍtica. cou 1-¡01 : ó, ¡ ¡.

Por t¿nto r : z e y ::lTh) Como por (5.1) se tiene que : - lp q 
-\ r¡ - l.P.

ent,rnces x _ tp-,1 e!_tpl(ip).Luego

(r.y') (.Íp q fl¡J))
l_1
l'

t: !(.yk(g|)" t

Así i es carta en (0,0) ¡' i es su inr.ersa. l,uego la carla en P- está dada pol

.,t el, j.c
f:r:1:r] - ¡: xr(u¡(u)).

Así. us¿ndo l¿ definició¡ de ¿¡ v ñ se prrede ver c¡re localnLente en l'- el automor'{ismo

9:
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¡¿ luce como

o a o. o,r,, 
iir;,,|),,,;j,:1ü],,

"( l'r,r, i 
1,,¡¡,,1\

\L(, i, )/
,h

- l!\",r t' l,rl,,u.¡(1,',,,,)l
\ :,,/ [( \[, / _

,, ,1,,,,.1 1,, I
{.{.. t '// ((-/'/,")]

Cono (¡r,¡ q) :1- cp+b(¡t- g) ¡'por clefinición cle las [un'i,'rL"s l -t /-. s'con'Iruc
a|1e

a t ú't.t, {o{. ,,1, ,rt(1r,"i ,,.)'
: {l§;"-o¡¡o,,r, - a¡b.¡LP I L.o.s:."

: el el " t') Llu¡\ + u¡l.t2Lt' - L-o.s)

Pero por (5.2) se tiene eue a¡b1 : l. l¡1soe

cb .t t b) _ c,tb pl.+b) c-ctt-lp-Lt)b c-l ¿pq-IuP-\(r Sr,\q Spq - lpq -Spq -lpq

Así l:¡ const¿r¡Lte cle rot¿rcriót cle a cn I'- es op-(n) I - 6or. dorxle t es el ángulo de

rot¡rción de a err I'-.

En rcsunrcn. tcrcnlos que n6o(at) = €1,. oeoftr): 6i. ¡'op-(a) - €ll t.S¿rbcmos

qne existen a, 3 ¡-^¡ err Z, tales qne;

a.q=1modp

i3.r=lmoclq

^¡ (pq - 1) = 1moclpr7

con 0 < cr.-- p.0.'- Jl < 4r.0 <. ^t <. p.1. Observe que 'i - pq - 1. LLrego cl r,ector
generi:"dor rLe G' -.s

(,r.tL q". a Pi) (5 3)

Nobe que 1, - qo. - pB = 1 mod pq.
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Elij¿mos Il0 € Divlric) cle manera qlre r: r-(f,,) se¿ nn rlirisol un ¡sl¡cciiLl en ,i.
P¿rr¿ e,so. por 2.3.2. basta escoger I)¡ de morlo quc

')g,-". I I,l .//) .-:r. - tl- l),, l) lr -- t,t -,-.1 - IL, t,t pl

Luego b¿sia tom:rr D¡ de form¿ qrre deg(D¡) > 1.

Sea 1)¡ : ll'-]¡.- rrn clivi-.or ile gr.rr Ie, 1 ,l* i. t; : l, el t,rrllh.rck cLe /)¡. así

.D:;r"(D¡) : 
r=_ .r[*,,,p¡mrtp: 

_ p¡r:.0:1:0].¿s.

Considere

L(D) - {F e C-1'i17 riir'¡Jr) >Ir .0 1 :01 Pq}ui0}

el espacio de Riemann-Roch d-.1 ilivisor D. Así por' (3.2) se tiene clue

rlimf,f -q,s,ir' 9t. t-r,t '+ ,-tp t-q '\. 
':'. l,

Primero notemos lo siguiente:

Ob¿cruuc ión 5.1.1. I-¿ lirLcióu:

1. 111(l{:\': Z1) - { tiene cero cle orden 1en Ql: ltJ:ct{;li. para
I : 0, 1, .... r¡ 1. T¿urbión ticnc ccro clc orclcn p q et l'n: i0 : 1 : 0].

2. H2(..X : \' : Z_) : l' tiene cero de orclcn 1 en I', - I(f : 0 : 1]. para
j-0. 1...p-1.

3. ,ry3(l,X :)' : Z)) : Z tiene un úuicr¡ cero err P- - 11 :0:0] de orclenp.

ao.,-,,1, -. , - r;,- -ig r,, I o: f rrr,.,nr¡::

¡t1

lltt' -.e[21
fl(i-Y : Y' : Zl) :1 t) Ft{.X :)' : Z)) - - 

^
La fnnción F¡ es constantc, por t¿rn¡o pertence a L(D).La función I iiene trn cero

cle orclen p en Qr: l0:a{} :.1'e i. p*ra A:0, 1.....4 1, 1'por las observ¿tciones
anteriores iambién tiene un rinico polo de orden pq ert P-. Por t¿rrto -lr2 per[ence a

LID')

9,1
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Sc,Ln ¡¡. p,. . , prq-l repleselr t ¿lriones irreclucibles de G. clonde

Pttd+€lq; corl {¡7 -,2tt'P'.

:'-M(G) : tf'; fi...., l;,q r] represeut,rrrtes cle li¡s CIG] nróclulos irrcducibles de G. t.o-

dos de dill]ensiritt 1. correspondientes a las tepresert.r r r¡ ,nr'¡ /,r. pt . . ptt t,
fespec¡il'amenle.

C'omo D cs un Llivisor inr'¿rri¡urtr. pol Ia accir'rrr de G. err¡ouces G actú¿l olr cl

espacic¡ X(Il).

q-1

lltt "€Xz)

95

Ahora, bien. si F1(l.\ : Y : Z)) =
so1»e I) como

, entonces el automorfisrno a. actíra
Zq

If(f-\ : ]' : Z)) - F " a 1(,.X :\- : Z))
q7

llr,v - o¡!+121

lllv - ^<[z)
Zq

- fu(tX:\' : Z)')

Es claro tanbiérr que Fr" - Fr. Por tanto fi. -[ perterrecerr a L(.D)G. Pero por 3.2.7.

se tiene que dim,C(D)c : ¡no - Deg(Do) - gt,r+t: t 0+1- 2. Por 1o tanro
L(,D)G es gencrnclo por F1 ¡- I'2.

Nue-:tro propósito es enconrar un¿ base para eI espacio de Rii:mann-Roch l(D), ¡
d¿al.r esta base determinar la clescornposición. en factores irredrLcibles. dc la acción de

G err estc cspacio. Para hLego verificar qrLe dicha dcscomposición satistirce el teorerla
3.2.7. Por sinrpliciclacL clc k¡s r'¿ilcrtlr». cxhibirenos bases para algunos primos ¡., ¡'q
clacli.rs.

fI(e;'r' "€tr2)

zs
q-1

- (€;';'t+
Zs

q7
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o Scap:5 r q-¡. Asi J: {(r.y) e ['',/.yt -.,,t - 1].

Lr re- o

L(D):{F e C.(:r)/chr.(F) >D1:lt) :1:01 ]i}u{0}

Por 5..1. silbemos rlrre

.li,r.Cr /,, - 
1-' I:; l\ 

1lI '-
Consiclercmos lirs siquientcs fnnciones c¡re tienen rrn irlico pi,rlo en I'-. exceplo
l¿r funcióu Fr - 1. Adclltls ¡rcir'ó.1.1 clc¡crmirra.r'cmos cl orclcn dc dicho polo.

1. n:1.
')

IItr. (,€:z)

t. l. - '-n P,,,, d' ,r,l, r tf, , r, I, r.- /.)
Y

3. Ft: Z. (Po1o cle orclerr 3 en P-).

l'2
1. F, - 7. Polo '1, "r,1, 

n ú.n I'. '.

l'3
5. F;: ? (Polo de orclen 9 en P-).

\-r
6 n-- T ll',,1,,,1, or,l"n .-'"r, /', \.

1.
l. l-.' . =. Polo ,1" or,l,r, .', pr P\ /I

\.,
- f'-Z P"l. l' "rd' n l0'n l' '

\-\ -

, F, - ' 

,' . .l'-1 d' urJ-n b -rr /'.

\'2y'
10. 40 : 7 Polo cle orden 11 en I'-).

Yrlll. Fl .- 7a te.1,,d, or"r ll,nP.

\-I -',1

Ll. F: +-. l'"1",1 ,,rJnlSAn 1,,/'
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-\sí el conjunto E - {Ftit:1....,12} e.s rrn srrbconjnnto dc 4(D). pues toiltrs ticrrcn
rur rínico polo en P- dc orderr rnelor o igual ir 15. ,\denás 6 cs un conilrnto line¿ilmente
irrcLcpendiente. pues todars las funciones tierrerr rrn ilolo e1l P]: clr: clisrinto orclerr. Ahor¿r
bicn. conro l¿ carclin¿rlidar-l c1e 6 r..s 12. Io cnal coinciclc con l¿r rlirlcrsirilr r-ie ^C(D).
ertolces se conchrve (luc 6 es L1n¿ b¿se cl,e Li.D).

Sabenros c1u,. I-r'r - F1 ¡' c¡re Fi - F¡ Obsen'e c[Le et-r general ,1 F - ;I
entonc-os por 5.1.1 | tionr: rLn únir:o polo en P- cle orclen lq * /p. acicrniis

F"(.lX : Y : Z)) - F o o.-t(.lX :Y : Z))

(;i{;{;r}'r
Z1+t

v l\/l

\pq Z,t,
Yivl_ ¿p,) l1s+pl) " '\ps z*,

97

Por Io tarrtir
,r"(f-\ : r , Z)) - €i; t¡s+Pt)F{X '.Y Z)) (5 5)

De 1o a,nterior se concluve c¡re

¡i -€i:Fr, Fí -§l,rF; . FÍ -§i9F,, 4' -€i,Fn . Ffi -(ir¡,,,
¡l : d5F] Fí : (i;F, ( - {irF. Fi, : (i;Fro Fi, : €?rF,,.

Por t¿rnto el espacio ^C(D) se clescompone como G-móduLo en f¿rctores irrecluciblcs corno

L(D) - 2va + ti + t! r l,; - vr + v; + I,¡ + L'i + l; + ti. - I i2.

Ahor¿ veriñcaremos qu€ se ol¡tiene I¡r mismo aplica"ndo el teorema 3.2.7.

Se tiene por (5.3) c¡re el vector generaclor
3o = 1 mod 5 ¡.' 21i = 1 mocl3. Por t¿nto
cpc c1 r.cctor generaclor es (,r, ae, o;).

Si
L( D) = m.¡V¡ - m¡|1 * m2Íi''. ¡ .. . - m.rrlir'

' tlOnf-cJ pOr rÁntéma:1.1., .- li-0. qrL-

dc esta curva es (a,a 3".a 5J1. doncle
¿r : 2 )- J - 2. De 1o que se concltt¡,¡

rn¡:Dc.(D¡) 9¡¡¿ 7:1-0+1:2
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1. (i1le

/Irr. : Deo (r!) .1 xr ll - n; - 1 - t¡.í

prira ,4' : 1,.... 11.

Ahora calcularemos ¡¿; p¿1r¿r A - 1..... 1.1. Por 1.12 r' daclo c1rt,. clim l j, - 1 -u g.i,,c - 0,

se tiene que

I ' r-l r-l,: : t, \i" lf"r." .f,.r;"t:, z_ ,_ , _,
De lo c¡re se conchr¡'e c-¡ue:

rll| ..1 _.3 .t 0.':,5;l

n:, I .- l - - . 2-0- t, ¡ ó

111r¡ l -.3 -1 - 0-0." 15 5 3

111n --r .1, .2--.1-0.* 1i, ; 3

111t,l -1--;.- 0'- 2 0.' 1; 5 ;l

111t¡t -L - 6 - 3 .O'ú.
" 15 5 3

111r,:--1- .7 -.1 -.1 0.' 15 5 3

1t1,.--- ,- \--- l--- l-1.
T¡ J -1

111,, I _.) _ I . 0-0.
1.1 ) -1

111!'n- I - 10 0 l-0.-- t¡ ¡ J

ri --L - 11- ; -.2 1.' 15 5 3

111t.i, --- - il-- l- 0-0.
1¡.).)

111t,', = I Ll- I .1 t." 15 i 3
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111¡¡ir: 1+ 
l_1 

.11*B.r-, 2:1

Con est¿r inforrli¡rcióD podcmos otrtenel /)?r.. .\-¿t qrle r¡tÁ : 1 ni. AsÍ

n¿t-1 tn) -1 /r¡J- 1 /7¿l = 1 ü)-) - 7 ti¡):1 ¡¡.i-I

/n8:0 ms-l trlD- 1 n¿1I -0 m,t2-7 /]¿13 - 0 /7?. -0

Por lo ta.nto se ccirrclu¡'e clue

LI,D) - 2l'r + ri + r", + L3 r 1i + l: - l; + l; + l'; * Ii1¡ i- l!2.

Lo crr¡rl <roincirle con lir clescomposición ohtenicla arr¡eriormcnte.

oSe:Lp:7 
-u- q:3 Así .Y : {(r,9) e C2/y3:r7-L}.

Lucgo cl cspacio I(D) csLh cltLllo por

L(D) - {t-' € C.(,1-) ,clir'lF) >r':lu 1 t)l :1}u{0}

Por (5..1). se tierre qne

,lirrf'I, ;- )/:l- 1\ 
16

A corrtimracicin list¿,irnos 16 fruciones qlre tienerr un únii:o polo en -É'-. a cxccpciórr dc
Ia frrnción Ir - 1. ddcm.is dctclminamos cL orclcn clcl polo rsanrlc, 5.1.1.

1. F1 : 1.

2

flit'. - "eáz)
'¿. F. j o P-l-,1* "L ln-ttpnP,' 73

\':\ ft - 7 ,Po o l, or,l.r :i ¡n /'.

\-l
1. Í, -'.'... l'.1" J-.¡ l-¡. § -¡ P^ I

99
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5.
\'3

F; - V. (Polo cle orden I en A ).

a- '1

Fo- Z) (Polo cle orderr 12 en 1'-.).

\-ll- Z..tl',,1 ',j,. 
or,l,., li, r. /'.

\-6t-'. ; t"r, 'l-, -,r-, 1. , , P.

[, - 
]-. 

llolo i.¡ r-r.r¡n , , r l^,Z
I -',]

I'o- 1 
/l',,1 , d- or,i-r ll-r l.

F,, - '21,,. ,Pol',,1-, r.l-r Iu.r P.

l'2 ).
Ft.t : 

ZZ

l-3i-

xry'Frl: z¡'
.\-)'2

Fr. : 
Z.t .

,. - 
-\t) ''

1 tL zj

10.

11.

12.

74.

15.

16.

7.

9.

6.

(Polo de orden 13 en F'-).

(I'olo cle orden 16 en P-).

(Polo cle orden 19 en P-).

(Poio cle orden 17 en ,r'-).

(l'olo dc olclen 20 en P-).

Lnego e1 conjunto B: {Ftll - 1.....16} es un subconjunto de 4(D), pues to.lils
tienen ru riuico polo en P- de orden menor o igual a 21. También 6 cs un conjunto
linealmente irrcleperrriierrte. pues tocla,s l¡rs lunciones tienen un polo en P- cle clistintcr
orclen. Como Ia c¿¡.rclirr¡rlirl¿cl de 6 es 16. 1o cual coini:ide con 1a dimcnsiórl dc 4(/)),
errtonces se tiene qie 6 es un¿r basc de /J(D).

Strberrros que Fi : fr )' que F! - Fz. Además por (5.5) se tiene tambiórr que

rf : $i4r Ft - (,;ir"\ .14 t-
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r'-i' : €!,¡i. rT : (!,r, Fí : elifl, Fl, - (ir rLo

r.i, = {ll¡.1,. Ff, : (i,¡,,. Fír - (j,¡,, fii: (:rrFu

t i,, - {..trI,Lr Fii : €1,¡.,:.

DarLo Lo ¿rnterior. sc conclu¡'e r1tre el espi,Lcio I(D) se clcscompo e corrro Ll mricluLo. ¡ru
f¿«rtorc,q irretlucibles corlo

L( t )) - 2l; + ti + 1,! . l; + ri + r! + ri¡ + L; + r,i + ri + [,ir + liz + lil + ti5 + vi8.

Ahora verif,carernos que sc obtieue 1o mismo a.plicando el ter¡rem¿¡, 3.2.7.

Se tiene por (5.3) clue el vi:ctor generador cle esta curva es (a,a 3",a i,r), cloncle
3a = 1mod7 1' I = 1mocl3. Pi¡r tilnto ¿,! : 5 ¡-3 = 1. De 1o clue se concluve
clrre e1 vector gencrtrdor es (a a6. alL).

Si

L(D) - m¡l'¡'r rn 11,'1 ¡ mzVz I .... + m2080.

,.nr,,ncn: po¡eor' m r 3I7 -é r¡pt,é q t,.

rn¡-De-(D¡) - Qiic-l - 1-Ut 1:2

]' lllre
m¡ : Deg(D¡) dim I,i ni, : 7 - rt'¡

purrir li = 1. .... 20.

Calcrrlllrcmos ahora 1os núrncros li para A : 1. ....20. Por 1.12 r. daclo que clim !,¡ : 1

! 9,t ic - 0. se tie ne que

ltulc12
t,i - f a\'-'\-,.\-. '\_' 2t1-'," -,¿_.'. t Z_"-".

Por Io arrterior sc obtiene r¡re:

r | .r-t.: '.a-n2t | 3

111t, - 1. .i, .l -.1-0ll : j
111

t,'. - I .3-' .6 .0:02t ; 3
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1lt
it, L - | -. ''-tl
' l. ; .j

11rt:- I -.r .3 ..1-0' 'lL ; 3

111
':. , .l

11irl- r .;. .ll .'l-U,2t;:J
tttni 1..^_ ( = l- -.1-0'];;l
ttlt,- -l _.) _.1 -.u n,1 , lt

llrr".--l - 10 ú-- l-l'11 ; l
tlrn', - l- 11 .l- - l 0"2) ; :J

t11ni,--l -.i: .J ..0-l)'- ..11 7 3

111,i,, _-t -.tr _.i._.2- |' lt 3

111¡i, l- tl -.r)- .I 0,, .lt ; 3

lltt,'.. I - 1; . 2 -.0 0' ,-,1 ; 3

111,,i.--l ..,.1ú = _1 .2-l''¿r,tt
111n', I- -.1; .6. .1-1'I;3
111. ( -.1- .tr (l'r5 ll ; 3

111,,i..- .L- 11 -.it .:-' ll , 3

111t',,o- L .., :0 - i ..1-l_t , J

Como zr¡ : I n; para tr : 1 .... 20. obtenemos que
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tL1 -l n))-l ,tr-1 ,,/1:1 n7::7 ¡n6-1 m;:I

7ns:1 üL\-l n?10:0 lllll -1 mp-1 mL3-0 n)¡1 :1

rt\;:l 11116:0 ¡r?ri - 0 r¡lt¡:1 mro-0 m.zrt:0

Por Io t¿rnio se corrcluv.- cluc

L(.D) - 2\.o- ri Il',+li .ti+L;+t;+. 14- tri + l'i - Vl + I,r,¿ l l.i+ t tis + L;8.

Lo cual coincick: col la clescomposir:irin olrterricl¿r antcriornlente.

o Se¿p:7:'q-;. AsÍ .I = {(r.y) < C, lr1.: t7 - 7}.

Luego el e-*pacio I(D) esta dado por

L(D) : IF€ L--ii)/,1iv(Fl >,' : l0 : 1 : 0l-35)u {0}

Por (5..1). se tiene quc

rlimf f,-;- 
jvs '--21

Listanros a cr¡rrtirur¡rción 2-1 fi.rncioncs qrLC ticlcn urr úrrico polo el 1'-. ir exccpción clc

Ia frrnción Fr : 1. -{dcm¿]Ls dctciminan¡os cl orck:n dcl polo usirnrlo 5.1.1.

1. Fi : 1.

I

lllt e€]:z)
'1. F- ' - Po]",l or.l-r,:t5 pu /',).-7.

:{. l, - :. 1P,lo dc nrrlon i pn /'.r.-Z
f-2

l. L'- - . (P"1" .1" .¡¡'1o11 l0or1 f,).

t.- 3

5. F:: -. 
(Polo de orden 1i en P-).
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1-1
6 Fr - i (Polo c1e orclen 20 en P-.).

\';
i F; - 7: (PoLr cle orcletr 25 en P-).

\-6
8 FE - f (Polo rle orcLcrr il() en P- ).

1 , ,,P"1",1-,.¡l-n 7,.r P

'y,.2
10. R{r: V. (Polo de orclen 11en P-).

V3
.1. F. - ,. .Polo d" or,l"n ?l er, /'. ,.

\-l
L.:. ft, - 7, l' ' d, .,r,1, n 2., , l, .

\-,'
13. F1" : , . (.P,1,> de orden 12 en P--).

l'r y
11. Ftr - y . l.Polo cle orclen 17 en P-).

\- i\'

l r'. F ., - "- ' Polo ,1" ,r'd"n ll pn l.-' 7l

\-'r''
16. Fr{r: 7 . (Polo de orcleu 27 err I'-.).

\-l \'l;. [l] - l. 'eol,, dp ordpr Jl , r I,

\-\ "l
1.. f . - f. e,,lo d- ordpn l1l , n P.

r_l\ _ l

13. F,,,- l=- p lo ,1, .,r,1, n 2 t , n P-7.-1

2tr. ¡,n - '=i-. rP, l.,,le,,r,l,n lrl r n I, I.I

1- 1\ -':'il. F.. -"-* P,,"d' ',rd,n3I-n l^r.-- Zt'
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2',2.

24.

Fr.. - + ¡PoJo do orJ.n 26 P\ P*).-- /¿t

n'2vJ
frr - :i ,Polo de ord"n 31 "n P. l.

XY4Fzt - rPolo de orrlen 33 en P-).-- zr

AsÍ e1 corrjrurto I - {lrr i t.: 1. .... 21} es un ,qubcorriu¡rto de l(D). pues tocl¿s tienen
un írnico polo cn P- clc ordcn mcnor o iguirl rr 35. ,\demá-s 6 es u1l conjunto lincalmcntc
inclepencliente. pues toalas Ias filncioncs ticnr:n un polo cn P- cLc clistinto orclen. Como
Ia carclin¿iliclad clc 6 cs 24, io cu¡rl coincicle con l:r dimensión de l(D), entonces se tienc
rlne 6 es urra base de L(.D).

Sabcnos qllc Frd: F1 v rlnc Fí - F,.

lÍ - (:13F, Fí : (jir,.
Fí - {j,F, ni - (iiF"

¡.i.3 - (:j¡.,3 , Fí] = {l;"r.,,, .

FÍ, : (j3F,. Fi" : {.,j-F,, .

Fí¡ - (ji,E. . rji: §i,/", ,

Ahor'¿ veriñcaremos qLlc sc olitiene io rlisno

Se tiene por (5..3) qLre el vector generaclor
35¡i = 1nod7 v 2,'i = 1rrrocl5. Por tanto
que e1 r.ector gcneraclor cs (a. o20. a1r).

Si

.\dcmiis por (5.i) sc ticnc tirmbién qrre

¡_T : §;3¡-, q, - €j:Flr Fi : €Je,p,

[,|, - ¡.j F¡". F- r], F Fi, 5' f .,

Fi, - (jjF,, Fia- {,irF,,u FÍ',-: (il,F,, .

rjb-{3rr, , Fi: €};Fn , F!,:(,?,F,, ,

aplicancLo el teorema 3.2.7.

de e,st¿r curva es (a,a ¡".o-;J). dorrde
o:3 ]'rl = 3. De lo que se concirrl'e

Dado 1o anierior. se conclLrr-e clue el esptrcio I(D) se clescon¡ronc como C)-rlóclub,
fa.ctores irreclucilrles cono

L(.D) -2\l - l,: + l; + Lir + I i + l¡¡ + l;j,i" l'7 + li - l; + 1.10 + lil + i j3+

lrr+ll;*liro*l:rs+l;0+1/;1 + Li3 - 12; + L:E + li0.

L(D¡ - m¡\,¡ + /r¿1lj1 + Lnl\:2!.... i rn3ll'31.
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l'que

entonces por teorcrnil 3.2.7 se tiene que

lr¡ - De.(f¡) - g,i,c-1 - 1 0+ 1:2

¡7¡ - D¡.(De) cl nr l- rti: I ni

para ,( = 1,....3J.

Calctrlarernos ¿hor.r Lrs trútnc¡os ni para. ,( : 1, ....:l-1. Por 1.12 ¡. daclo que iliur 1,i. : 1

-\- giic - 0. sc ticnc quc

Por tantr¡ obtenemos que:

ltln: I -.1,-.1--.!-0;i5;5

u;- 1 - l-*.1 -.-1 --0-Jirri)

111n' -1 , 3 5 t .0

11' -l -.1 - 2 -.:l 0
ó)I.)

111,.,--l -_ i _.6 _.0-o,r.) I ¡
111ni--1 * 6+;3'=.2:0

J¡Ii)

ttt
t,: - I .; 0 l-r.l:l;i1

r11¡ --l--.8--.1--.1 D
óill)

tLó- 1+35.91 =.1i8 3-0

111nlu:-1+ 35 10+;.5+;.0:0

ri- 1 - lL - : - 2-0"ii5;5
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t11n, I ll - ú - l-1-3;,5
111

ó.1 t)

111I .| .0 .i] t)
.1i) t )

111n - -. 
-, -.I .0-0

. ti) / ¡

111n - 1 -.It 
.1 .2-0

111
It -- 1 1; ':' 1 1

1t].i^ I _.li _.2 -.1 o-- .i) I ¡

111ni,, -l -_ 13 _ G-;3-l
.1¡/¡

111,,, -' '.,-':n' - 3-- 0-0
.1iJ I )

r11n;. 1- .2t. .0 -.2-0

111n.. -I -.21 , .-1 - J-I
'J.l r il

111n,..-I . 2:J, 1--.1-0

111n:,,- -I -.:-l -.;-;.3-l-- 3) | ¿

111¡,;..- -I-- l5 -.2 0-0

111t, 1 -.1ú - 6- l-l
,)i ) / ,)

111t.-- -L l; 3 l-i

111,..--I-.- 2'-- 0 ; l 0
ó.1 I ;)

111
¡,1. - -1 i9 I- 3- |

.J¿IO
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111n.:,. 1 .:10- .1- .0 0"' :3D i b

1t1

111
tt.= I _ 31 _.'-=.f -l.l,l t ,

111i -.;l:l -.6 1-1

111t:, -l .J] .:l -.3-l,. ji; , 1

Como rn¡. : 1 ,.; p¿ra L : 1.....31. entonces por lo ¿nterior sc obtiene que

n¿1 :1 ttb:7 nj:l ¡i')!:1 n¡-7 ,¿6-1 tn7-l

/r¿s - 1 rtc:1 ,¿10:1 ttl¡¡:7 rnD-0 ?¿r3-1 77111 :1

¡l)1¡:1 n¿16:1 mr;-0 [ils:1 m19:0 n]2¡:1 nr2r: I

m,21 :0 utzt-l rr?2,r-0 trt.2-o - 7 rrrz6:0 rn2i - 0 r[2d:1

m:g:0 7¿i0:1 ¡n31 :0 m¡r-0 ?7¿rr - 0 ¡7¿3r:0

Por lo tanio se conchr¡-e que

LID)-2\a +li -l;-, ti-lr -1,;+l,;+ L;+l;¡ L-g * Llo r lir - li:r-
I,ir + li¡ i !/rr, l- lis - I:o- I/:r t li; t lj:¡ * Í:s-l- lio.

I-o r'ual coincricle con Ia descr)mposir irin obtellda anteriormentc.

P¿lr¿ r¡tros v¿1lores dc p )'q. se procede dc l¿ misma marera. no incluirerrtos más ejem-
plo. pucs mientras rrras granrles 1os r'¿rlores cle p ¡- q. riás grarrde es I¿r clirlerrsiórr ciel

espacio ¿(D) \'por t¿nto aunlen[an los calcttlos a desarrollar.
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5.2. Algunos clcmcntos c1c representacioncs clc gr1.1pos

Err esl¿r serlirirr ilresert ¿111'rro-\ algullrs tesultacLrs lonocitlos clc lc1» cscrrtil'iorrc-s dt'
gnrpos. rrtiliz;rdos er nuestrl) trilb.Ljo. Todos Ios gmpos arlní t:ortsirler:rdos ;ou finitos.

Lenra 5.2.1 (Rec\rrocirlad c1e Irrobenius). Sr:q. H u,n su,t,grtr,po tltl gntpo G. ,; cttráctet'

de TI y q ,:ortí¡:t¡:r tlc (i. c:ntonce;

1; Res,!r,i) - (Indji;. r,)

Drrtosrn.:cIór: \'er fll. Lrm,r (5.2) páS. 62. 
r

Teorenra 5.2.2 (Artirr). Sea ¡ ttn ,:o.rárfer rur:ionol, de (]. Entortces

\ )- -+, ,, lil,[! t77.l \,,,, tt) , U

don.de H recotre to,7os lLts nrbgnLpos c:íclir:os de G y u¡1 € Z.

D¡rrosrRAcrór,i: \?r iI]. teorerna (5.21) pág. 72.
¡

Se¿. G un grupo finito v 1/. h srrbgnqtos cle G. Si 7 es un conjunto de represent¿nles

de l¿s clases clobles. cntonr:es

G -U HtK
teT

dondc est¿ unión es disjurrta. A continu¿rciórr cttlttti:i¿rtnos el teorema de N1¿-ickev '"'er

lBRl prlg 21.

Teorema 5.2.3 (\lackel'). Sea G un grupo f"nito y H, K subgrupos de G. Sí ; es tLn

carácter dr. H entonces nesf;(f"afi ;') se descompon,e cont'o

n.e-.fl (rndf, ;) : ! rna[, -"1n"']ji.,. ;'), (5 6)

ta:T

tl¡¡n tle T es un con.ju.nto tle rr-¡.t rr,se,ntantes de I o,.s clases dobles g ,;t (ht) - ;(h) para

todo l'L e Il .
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