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RESUMEN

Sea G un grupo finito de automorfismos de una curva proyectiva suave A, sobre el
cuerpo de los nimeros complejos, v D un divisor no especial de A invariante bajo
la accién de G. En este trabajo estudiaremos el problema de descomposicién de la
representacion natural del grupo G en el espacio de Riemann-Roch L£(D), asociado
al divisor D. Presentaremos férmulas explicitas para la multiplicidad de cada factor
irreducible, en términos de la multiplicidad de estos factores en la descomposicién de
la accién de G, en el espacio dual de las 1-formas diferenciales holomorfas sobre X
Generalizando de esta forma las férmulas conocidas para la multiplicidad de los factores
irreducibles para el caso racional.



Introduccion

Sea X una curva proyectiva suave, sobre un cuerpo K de caracteristica 0, y K(X')
el cuerpo de funciones racionales de X. Para D un divisor cualquiera sobre la curva A
el espacio de Riemann-Roch £(D) es el K-espacio vectorial dado por

£(D) = {f e K(X)* / div(f) > D'} U {0}

donde div(f) es el divisor principal de la funcién f en K(X).

Si G es un grupo finito de automorfismos de & entonces G actda sobre K(X') y sobre
el grupo Div(X) de los divisores de &'. Ademas, si D es un divisor de A invariante por
la accién de G entonces G actia sobre el espacio vectorial £{D). De esta forma, £(D)
tiene estructura de K[G]-médulo, en otras palabras G tiene una representacion lineal

sobre £(D).

Nuestro interés, en este trabajo, es estudiar la K[G]-estructura de L£(D), es decir la
descomposicién de la representacién lineal de G en £(D), como suma de representa-
ciones irreducibles de G

El problema de estudiar la K[G]-estructura de £(D) fue considerado originalmente
por Hurwitz para el caso K = C el cuerpo de los niimeros complejos, D) un divisor
canénico vy G un grupo ciclico. Una generalizacién de estos resultados, para grupos
finitos arbitrarios y K = C, fue dada por Chevalley-Weil [CW]. Este problema ha
sido abordado para otros cuerpos y otros tipos de divisores, por ejemplo se conocen los
trabajos de Ellingsrud y Lonsted [EL], Kani [Ka], Nakajima [N], Kéck [Ko] y Borne [B].

En trabajos més recientes de Joyner y Ksir [JKV], [JK], se estudia la descomposicidn,
en el caso racional, del espacio £(D) para determinados divisores sobre una curva &,
que son obtenidos a partir del levantamiento de divisores sobre curvas dadas como
cocientes intermedios por subgrupos del grupo de automorfismos G. Estos resultados
incluyen férmulas explicitas, en el caso racional, para la multiplicidad de cada factor
irreducible en términos de la ramificacién de & sobre la curva &

En este trabajo estudiaremos el problema de descomposicién de la representacion del
grupo & en el espacio £(D), sobre los nimeros complejos, ¥ presentaremos férmulas
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explicitas para la multiplicidad de cada factor irreducible, en términos de la multipli-
cidad de estos factores en la descomposicién de la accién de G en el espacio dual de
las 1-formas diferenciales holomorfas sobre X. Ademés, utilizando estas formulas y
la representacién racional del grupo G sobre el primer grupo de homologia de &,
obtenemos las férmulas antes mencionadas para el caso racional.

El trabajo estd estructurado de la siguiente forma: El primer capitulo estd dedicado
a presentar definiciones y resultados sobre curvas y accion de grupos, que serén de
utilidad en el desarrollo de este trabajo. El segundo capitulo es dedicado a presentar
definiciones, algunos resultados sobre divisores y el espacio de Riemann-Roch. Ademas,
incluimos resultados sobre divisores no especiales que seran de interés en nuestros
resultados. Los capitulos siguientes son dedicados a presentar los resultados obtenidos
durante nuestra investigacién. En el capftulo 3 estudiamos acciones de grupos sobre el
espacio de Riemann-Roch. En el capitulo 4 presentamos detalladamente la descomposi-
cién del espacio de Riemann-Roch de curvas de Fermat y de algunas curvas p-gonales.
Nuestro trabajo concluye con un apéndice que contiene algunos resultados sobre curvas
de Cataldn y algunos elementos de representaciones de grupos.



CAPITULO 1
Preliminares

En este capitulo presentaremos definiciones, propiedades y algunos resultados
relevantes para el desarrollo de los capitulos posteriores.

1.1. Superficies de Riemann

Una superficie de Riemann X es un espacio topoldgico haunsdorff, conexo, tal que
existe una coleccion {U, }qer de abiertos en X v {¢a : Uy — Vi C C}aer homeomor-
fismos, que satisfacen lo siguiente:

o« x=|]JU,
acl
o si U, NUs # ¢ entonces la funcién vz 0 w5t 1 @a(Us NUa) = (U NU3) es

analitica.

T T
U,NUg
FPor Y8

Pa(UaNUp) € Va s(UaNUs) C Vs

=1
Pa0Ps

El par (Ua, ¢a) se llama carta o coordenada local y el conjunto {(Us, wa)/c € I} se
denomina atlas complejo o estructura compleja de la superficie &'. Si P € U, es tal
que ¢q(P) = 0, entonces se dice que (U,, p,) €s una carta centrada en P.

Se observa de la definicién, que si g0, ! es analitica en ¢, (U, NUz) entonces ¢, ogc-gl
es también analitica en wz(U, N Us). Note ademads, que ¢z o -1 es una biyeccién.

Definicién 1.1.1. Sea X una superficiec de Riemann. Una funcién f : X — C es
holomorfa en un punto P de X, si existe una carta (U, ), con P € U, tal que la
funcién fop ™! es analitica en (P). Diremos que f es holomorfa en un abierto W € X
si es holomorfa en todo punto P de W.
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No es dificil ver, debido a que el cambio de cartas es analitico, que f es holomorfa en
un punto P de X si y sélo si para toda carta (U, ¢), con P € U, la funcién f o gL
es holomorfa en ¢(P). Ademds si f es holomorfa en P, se tiene que f es holomorfa en
algiin abierto que contiene a P.

Usando cartas, el concepto de singularidad removible y polo, para funciones de una
variable compleja, ver [GKR], se extiende a superficies de Riemann.

Definicién 1.1.2. Sea X una superficie de Riemann, P un punto de X' y f una funcién
holomorfa en W \ {P}, donde W es una vecindad de P. Diremos que

1. f tiene una singularidad removible en P si y soélo si existe una carta (U, ) en X,
con P € U, tal que la funcién f oy ' tiene una singularidad removible en ¢(P).

2. f tiene un polo en P si y sélo si existe una carta (U, ) en &, con P € U, tal que
la funcién f o ¢! tiene un polo en ¢(P).

De igual forma, se puede concluir que f tiene una singularidad removible o un polo en
P si y s6lo si para toda carta (U, ) en &, con P € U, la funcién f o ™! tiene una
singularidad removible o un polo en ¢(P), respectivamente.

Definicién 1.1.3. Sea X una superficie de Riemann. Una funcién f : & — C es
meromorfa en un punto P de X, si es holomorfa 6 tiene una singularidad removible
6 tiene un polo en P. Diremos que f es meromorfa en un conjunto abierto W C & si
es meromorfa en todo punto P de W.

Denotamos por K(X') al conjunto
K(X)={f: X = C/ fes meromorfa}

el cual tiene estructura de cuerpo, con la suma y producto usual de funciones, y se
denomina el cuerpo de funciones meromorfas de A

Nos referiremos a algunas propiedades de funciones en superficies de Riemann,
para mis detalles ver [M].

Sea P un punto de X y f : & — € una funcién holomorfa en W\ {P}, donde W’
es una vecindad abierta de P. Sea (U, ) una carta en X', con P € U, donde la coor-
denada local es z = ¢(x) para z cercano a P. Asf f o ! es analitica en una vecindad
abierta de zg = ¢(P), luego localmente es de la forma
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Esta expansién se llama serie de Laurent de f en torno a P, con respecto a
(o con respecto a la coordenada local z). Utilizando esta serie, podemos determinar
la naturaleza de la singularidad de f en P. Si f es meromorfa, entonces [ o ™! tiene
expansién con un niimero finito de términos negativos, luego se define cl orden de [ en
P, denotado por ordp f, como

ordp f = min{n / ¢, # 0}.

Este ntimero es independiente de la carta (U, ¢) seleccionada. Puesto que, si f es una
funcién meromorfa, entonces la expansion en serie Laurent de f en torno a P, con
respecto a la coordenada local z = ¢(x), para z cercano a Py z = o(P) es

fowHz) = cplz — 20)™ + términos de orden superior (L)

donde ¢, # 0. Utilizando esta coordenada local, se tiene que ordp [ = no. Sea (U’, ¢)
otra carta en &, con P € U, donde la coordenada local es w = c‘o( ) para T cercano a
Py wy = ¢(P). Consideremos el cambio de cartas z = T(w) = @ o ¢~ Hw), el cual es
una fllnC‘lOll analitica. Como T' es invertible en wy, entonces 7" (L‘J[]) # 0, por tanto la
serie de Taylor de T' en torno a wyg es

=T} = & Z w — wp)” [1.2)

donde a; # 0. Luego por (1.1) y (1.2) se tiene que
hiw) = fog o T(w) = cnyal®(w — we)™ + términos de orden superior

es la serie de Laurent de f en torno a P, con respecto a la coordenada local w. Como
Cre # 0y a1 # 0, se tiene que cya}® # 0. Luego utilizando esta serie de potencias,
obtenemos que ordp f = ng. Por tanto el orden de f en P es independiente de la carta
seleccionada.

La definicién de orden dada anteriormente, motiva la siguiente proposicion.

Proposicién 1.1.4. Sea X una superficie de Riemann y f : X — C una funcién
meromorfa en un punto P de X. Entonces

—

f es holomorfa en P si y sélo siordp f 2 0

e

f tiene un cero en P si y solo siordp f > 0.
3. f tiene un polo en P si y solo si ordp f < 0.
4. f mo tiene cero ni polo en P si y solo st ordp f =0.

DEMOSTRACION: Se desprende de la definicién de orden.
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Definicién 1.1.5. Sea f : X — C una funcién meromorfa en un punto P de & Se
dice que que f tiene un cero de orden n en P, si ordp f = n > 1. De igual manera se
dice que f tiene un polo de orden n en P, siordp f = —n < 0.

Definicién 1.1.6. Una funcién F' : X — Y entre superficies de Riemann, es holomorfa
en P € X, siy sélo si existen cartas (Uy,¢1) en X, con P € Uy, y (Us,2) en YV, con
F(P) € Us, tal que la funcién ¢2 0 F o ¢7! es holomorfa en ¢ (P).

PelinFYh) L F(P) el

©1(Ur N FY(Uh)) ——— ¢(U2)

paoFopy!

Diremos que F es holomorfa en un conjunto abierto W C X si es holomorfa en todo
punto P de W. En particular si W = X diremos simplemente que F' es holomorfa.

Nuevamente, debido a que el cambio de cartas es analilico, se tiene que F' es holomorfa
en P € X siy sélo si para todo par de cartas (U, ¢1) en X, con P € Uy, y (U, p2)
en Y, con F(P) € Uy, la funcién we o F o 7" es holomorfa en 1 (P). Ademds si F' es
holomorfa en P, se tiene que F' es holomorfa en alguna vecindad abierta de P. Obser-
vamos también que la composicién de funciones holomorfas es holomorfa.

La siguiente definicién nos permite decir cuando dos superficies de Riemann representa
la misma superficie.

Definicién 1.1.7. Un Isomorfismo (o biholomorfismo) entre superficies de Riemann
es una funcién holomorfa F : X — Y, la cual es biyectiva y cuya inversa F~71: Y — X
es holomorfa. Si existe un isomorfismo entre las superficies X e ), diremos que X e V
son isomorfas.

Un isomorfismo F : X — X se llama Automorfismo de X, denotamos por Aut(X’) al
conjunto de todos los automorfismos de /X, el cual tiene estructura de grupo con la
composicion de funciones.

La siguiente proposicién nos da cuenta de una propiedad local de funciones holomorfas
entre superficies de Riemann.
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Proposicién 1.1.8. Sea F : X — Y una funcién holomorfa, no constante, entre
superficies de Riemann y P un punto de X. Entonces existe un tinico entero mp 2 1
que satisface lo siquiente: para toda carta (U, o) en Y, centrada en F(F), eziste una
carta (U1, 1) en X, centrada en P, tal que

pr0Fogii(z) = =

DEMOSTRACION: Ver [M], pag 44.

La unicidad de este ntimero mp, nos lleva a la siguiente definicion.

Definicién 1.1.9. El ntmero mp obtenido en la proposicién anterior, se llama
multiplicided de I en P y se denota por multp F. Si multp ' > 2 diremos que P
es un punto de ramificacidn de F. Si y € Y es imagen de un punto de ramificacion de
F, diremos que y es un punto rama de F.

El conjunto de puntos de ramificacién de F' es un conjunto discreto. 5i A es compacta
este conjunto es finito.

En lo que sigue de nuestro trabajo, consideraremos superficies de Riemann compactas,
sobre C, las cuales topoldgicamente se clasifican de acuerdo a su género. Esto es, toda
superficie de Riemann compacta X, es topoldgicamente homoemorfa a la esfera 6 a
una suma conexa de g, toros. Entendiendo que cuando X es homemorfa a la esfera,
gy = 0. El ntimero g, se llama genero de la superficie.

Sea I’ : X — Y un funcién holomorfa, no constante, entre superficies de Riemann
compactas. Como F es continua, se tiene que F(X) es un compacto en ). Por tanto
F(X) es un cerrado. Pero F(X) es un abierto, debido a que F' es una funcién abierta.
Luego por la conexidad de Y se concluye que F(X) = ). Asi para cada y € V, el
conjunto de las preimagenes F'~!(y) es no vacfo. Ademas este conjunto es discreto,
luego nuevamente por la compacidad de X, se tiene que F~'(y) es un conjunto finito.
Asi a cada y € Y podemos asociarle el siguiente nimero entero

dr(y) = Z multp F.

PerP-1{y)

Proposicién 1.1.10. Sea F' : X — Y un funcion holomorfa, no constante, entre
superficies de Riemann compactas. Entonces el entero dp(y) es constante e indepen-
diente de y.

DEMOSTRACION: Ver [M], pag 47.
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Definicién 1.1.11. Sea F : X — Y un funcidon holomorfa, no constante, entre super-
ficies de Riemann compactas. Se define el grado de F, denotado por deg(F), como el
entero dr(y), para cualquier y € V.

Enunciamos un importante y conocido teorema para funciones holomorfas, entre su-
perficies de Riemann compactas. Este relaciona los géneros de las superficies, el grado
de la funcién y las multiplicidades de los puntos de ramificacion.

Teorema 1.1.12 (Riemann-Hurwitz). Sea F : X — ) una funcién holomorfa, no
constante, entre superficies de Riemann compactas, de géneros gy y Gy Tespectiva-
mentes. Entonces

2gy—2=deg(F)(2gy-2)+ Z(multp F-1)
PeXx

DEMOSTRACION: Ver [M] 4.16 pag 52.

Una funcién F : X — Y holomorfa, no constante, entre superficies de Riemann
compacta se llama cubrimiento. Si tiene puntos de ramificacién se dice que el cu-
brimiento es ramificado. Si B es el conjunto de puntos rama del cubrimiento, entonces
F: X\ F~Y(B) — Y\ B es un cubrimiento topoldgico en el sentido usual, es decir, para
cada y € Y\ B existe un abierto V, que contiene a y, tal que F~'(V) es unién disjunta
de abiertos U; € X\ F~Y(B), con i = 1, ...,deg(F), para los cuales F' |y,: U; = V es
un homemorfismo.

1.2. Acciones de grupos en superficies de Riemann

En esta seccién consideraremos G un grupo finito y A una superficie de Riemann
compacta de género g..

Definicién 1.2.1. Un grupo & acttia sobre la superficie de Riemann A, si existe una
funcién

. Gx X=X
(9. P) ~ g(P)

que satisface
(a) e(P) = P, para todo P € X.
(b) (gh)(P) = g(h(P)), paratodo h,gc Gy P X.
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Para ser mas precisos, la definicién anterior es llamada accién izquierda de G en X.

Observamos que para un g € G fijo, la funcién

H(g,): XA = A&
P~ g(P)

es una biyeccién en X, cuya inversa es ¢(g*,-). Se dice que la accién es continua si la
funcién ¢(g, -) es continua para todo g € G. De igual forma, la accién se dice holomorta
si ¢(g, ) es holomorfa para todo g € G, en este caso ¢(g,-) es un automorfismo de &,
para todo g € G.

Sea P un punto de X, la érbita de P es el conjunto
Ple = {9(P) /5 € G}
y el estabilizador de P en G, es el conjunto
Gp={9€G/g(P)=PF}

No es dificl ver, que Gp es un subgrupo de G. Ademds, si dos puntos pertencen a la
misma 6rbita entonces sus estabilizadores son conjugados, de hecho, Gypy = 9G pg L.
También como & es finito, se tiene que |[P|g||Gp| = |G| para todo P € X

Para toda ¢ accién holomorfa, se puede definir el homomorfismo asociado natural-
mente

6: G — Aut(X)

cuyo nucleo es ker ) = m Gp. Si kert = {e}, es decir si 0 es inyectivo, se dice que
Pex

la accién de G es efectiva. Observamos también, que el grupo G/ ker# actia en X

con nicleo trivial y con drbitas idénticas a las de la accién de G. Por tanto, asumi-

remos en lo que sigue, que G actiia de manera holomorfa y efectiva sobre X. En este

caso (G es isomorfo a un subgrupo de Aut(X'). Asi denotaremos por G a su imagen por 6.

Es oportuno mencionar un importante teorema debido a Hurwitz, que nos proporciona
una cota para la cantidad de automorfismos que admite una superficie de Riemann
compacta de género mayor o igual a dos.

Teorema 1.2.2 (Hurwitz). Sea X una superficie de Riemann compacta de género
gy > 2. Entonces
| Aut(X)] < 84(gy ~1)
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DEMOSTRACION: Ver [FK], pdg 242.

aa

Sea G un grupo finito de antomorfismos de X y P un punto de X'. Seag € Gp y (U, ¢)
una carta en X centrada en P. Como g(P) = P, se tiene que la expansién en serie de
g en torno a P, con respecto a ¢, no tiene término independiente. Asi

o
pogop(z) =) a(g)*
k=1

donde ¢1(g) # 0, puesto que g es invertible. Consideremos la aplicacién

op:Gy,— C*
g~ ci(g)

la cual es un funcién bien definida, pues el nimero c;(g) es independiente de la carta
selecionada. Dado que, sea (U’, ¢) otra carta en X, centrada en P, luego el cambio de
coordenadas es de la forma

o>xa
z=pogd (t) = Zaiti
i=1

con a; # 0, pues el cambio de cartas es invertible, donde su inversa es de la forma

con by # 0. Luego se tiene que a;b; = 1. Entonces la expansion en serie de potencias,
de g con respecto a la coordenada t es

pogod H(t)=(dop Y o(pogop™)o(pog™h)(t)

=(pop ) o(pogoy™) ( i a'iti)

1=1

=goyp! (Zm: cx(g) ( i aiti) k)

k=1 i=1
= ¢ o (e1(g)ast + términos de orden superior)
= byci(g)ayt + términos de orden superior,

pero como a;b; = 1, entonces bye1(g)a; = ¢(g). Luego

Bogod l(t) = ci(g)t + términos de orden superior.
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Por lo tanto el niimero c;(g) es independiente de la carta seleccionada.

Observamos que op es un homomorfismo de grupos. Puesto que, sea h € Gp y
20
pohop (z) =) a(h)7
i=1

la expansion en serie de Laurent de h en torno a P, con respecto a ¢, donde ¢ (h) # 0.
Luego localmente gh es de la forma

Asi c1(gh) = c1(g)ei(h) y por tanto op(gh) = op(g)op(h).

También op es inyectivo. Ya que, sea g € Gp, tal que op(g) = 1, entonces localmente
g es de la forma

o0
=1 . k
pogopTi(z) =2+ axlg)e:
k=2
Sea ¢m(g), con m > 2, el primer coeficiente distinto de cero. Asi
wogow Mz)=z+ cn(g)z™ + términos de orden superior.
Para k entero positivo, se tiene que g* localmente es de la forma
wog*oyu l(z2) = 2+ kem(g)2™ + términos de orden superior.
Como Gp es finito. se tiene que el orden de g es finito, luego existe k entero positivo,
tal que g* = e. Por tanto ¢ o g* 0 ¢x7}(2) = z. De lo que se concluye que kc,(g) =0y

por tanto c,(g) = 0, lo cual es una contradiccién. Asf en la expansién de g todos los
coeficientes ¢x(g) = 0 para k& > 2. Por lo tanto g es la identidad. Luego op es inyectivo.

Como cp es un homomorfismo inyectivo, se tiene que Gp es isomorfo a un subgru-
po finito de C*, pero todos los subgrupos finitos de C* son ciclicos, lnego Gp es un
subgrupo ciclico de G. En base al anilisis realizado, enunciamos la siguiente proposi-
cién, que va estd demostrada.
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Proposicién 1.2.3. Sea X una superficie de Riemann compacta, G un grupo finito de
automorfismos de X y P un punto en X. Entonces Gp, el estabilizador de P en G, es
un subgrupo ciclico de G.

Ahora bien, si el orden de Gp es n entonces op(g) = ¢1(g) es una raiz n-ésima de la
unidad, para todo ¢ € Gp. Luego como g es de orden finito, para (U, ) carta centrada
en P, se tiene que g localmente es de la forma

-1 .
wogoy (2)=nz
donde 1 = ¢,(g) es una raiz n-ésima de la unidad. M4s atin, debido a la inyectividad de
ap, sl g es un generador de Gp, entonces 1 es una raiz n-esima primitiva de la unidad.
Luego si fijamos £ una raiz n-primitiva de la unidad cualquiera, debido a que op es un

homorfismo, existe h € Gp tal que op(h) = £, donde h es un generador de Gp. Por
tanto para cada g € Gp existe o entero positivo tal que op(g) = £°.

Definicién 1.2.4. Sea X una superficie de Riemann compacta y G un grupo finito
de automorfismos de X'. Para P € X v g € Gp, sc define la constante de rotacién del

automorfismo g en el punto P. como el nimero
=4 =
op(97) =0op (9)

Ejemplo 1.2.5. Sea X = {(z,y) € C*/f(z,y) = 2° +3° + 1 = 0} una curva plana
afin y B _
X={[X:Y:Z]eCP*/f(X,Y,Z) = X°+Y®+Z° =0}

su clasura proyectiva. Se sabe que X es una superficie de Riemann compacta, de género
_(B-1)(E-2)
= 7 =
Sea & =P ya([X:Y 1 Z))={1X: Y Z] un automorfismo de orden 5 de A
Sea P=[0:a:1], con @ = ™, un punto en X, fijo por a.

6.

Determinaremos la constante de rotacién de a en P. Consideremos el homomorfismo
p2: XNUy={[X:Y:Z]€X: Z#0}— {(z,y) € C*/f(z,y) =2° +y° + 1}

[X:Y:ZIw(%,%)

donde po(P) = (0,a). Como %5(0, @) = 5a* # 0, entonces por teorema de la funcién
implicita, existe una vecindad abierta W C X de (0,a) y una funcién analitica g tal
que g(0) = , de modo que para algiin r > 0 se tiene que

W ={(z,9(z)): 2 € B(0,r)} C X
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Asf la carta en P, estd dada por

o3 (W) — B(0,r) c C
[x:9(z): 1]~z

Luego, en coordenadas locales, el automorfismo a es de la forma

poaod (z)=g(a(lz: g(z) : 1])) = d([5 'z : g(z) : 1)) =&z = &5z

Por tanto op(a) = £2. Luego la constante de rotacién de a en P es op(a)™! = &.

Observacidn 1.2.6. Cabe mencionar que los puntos en X' con estabilizador no trivial,
forman un conjunto discreto. Luego por la compacidad de & se tiene que este conjunto
en finito.

Sea G un grupo finito de automorfismos de X. Consideremos el conjunto
X /G ={[P|g/ P € X}, denominado el espacio de érbitas de G y la funcién cociente

T: X = AX/G
P~ [Plg

Se dota al espacio X' /G de la topologia cociente, es decir V' es abierto en X'/G si y sélo
si 77 }(V) es abierto en X'. Asi 7 es una funcién continua y como & es compacta, se tie-
ne que X' /G es compacta. Ademds a X' /G se da una estructura compleja, de modo que
sea una superficie de Riemann y 7 sea una funcién holomorfa. Para més detalles ver [M].

Observacion 1.2.7. La funcién = : X — X/G es un cubrimiento, entre superficies de
Riemann compactas, de grado deg(m) = |G|. Donde multp 7 = |Gp| para todo P € X'
Si X tiene puntos con estabilizador no trivial, = serd un cubrimiento ramificado, y esos
puntos con estabilizador no trivial serdan los puntos de ramificacién del cubrimiento.

Observacidén 1.2.8. Sea Q € X' /G un punto rama del cubrimiento 7 : & — X /G y
7 HQ) = { P, Ps..., P.} la fibra sobre Q. Como los puntos P; estdn en la misma orbita,
entonces sus estabilizadores son conjugados y por tanto tienen el mismo orden, lue-
go la multiciplicidad de 7 en los puntos de la fibra sobre @ es la misma. Ademds si

|G

m = |Gp,| = multp, 7 para ¢ = 1, ..., s, entonces Ei = |@: Gp| =& = |x~ND)]

Aplicando el teorema de Riemann-Hurwitz 1.1.12 al cubrimiento 7 : X — X /G, obte-
nemos el siguiente corolario.
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Corolario 1.2.9 (Férmula de Riemann-Hurwitz). Sea X' una superficie de Riemann
compacta, G un grupo finito de automorfismos X y 7 : X — &X/G la funcidn cociente.
Suponga que existen Qy,...,Q, € X /G puntos rama del cubrimiento, donde m; es la

G . . .
multiplicidad de los G| puntos de ramificacion arriba de Q;. Entonces

Ty

Gl ¢ 1
Q,YZIG!(Q.Y;'G*U‘FL*TZ 1‘; :
i=l %

Definicién 1.2.10. Sea X una superficie de Riemann compacta, G un grupo finito de
automorfismos de X y 7 : X — X /G la proyeccién candnica. Sea Q. ..., Qr los puntos
rama del cubrimiento 7. La firma de G en X, es el vector (gx/g; ™1, M2, ., m,), donde

G|

T

m; es la multiplicidad de los

puntos de ramificacién arriba de ;.

Definicién 1.2.11. Sea G un grupo finito actuando holomorfa y efectivamente so-
bre una superficie de Riemann compacta X. Un arreglo de 2 gy + elementos de G,
(01,825 441 8gy 15101502, 105 By 00 €15 €24 . ¢r), se llama wvector generador de tipo
(9x/q: m1, M2, ..., m;) si satisface:

a) G es generado por los elementos {aj, a3, ..., Qi1 015 B2, 155 bg 5 €15 82, sisy Gy

b) |¢| =m;, parai=1,..,1,y

o

9x/c

c) H [ai.bi]ch ={,

Finalizamos esta seccién enunciando un teorema que garantiza la existencia de una
superficie de Riemann compacta, con accién de un grupo finito dado, bajo ciertas
condiciones.

Teorema 1.2.12 (Teorema de Existencia de Riemann). Un grupo finito G actia sobre
la superficie de Riemann compacta X, de género gy, con firma (gX/G; Ty, T, ooy Mir)
si y sélo si la ecuacidn de Riemann-Hurwitz dada en 1.2.9 se satisface, y s1 G tiene
vector generador (ay,as, ..., g, c:b1: b2, ""bg.x'/c! o O 1)

DEMOSTRACION: Ver [BRT2].
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1.3. Representacion analitica

Sea X una superficic de Riemann compacta, de géunero gy, y G un grupo finito
de automorfismos de &. El grupo G actiia sobre el espacio de las 1-formas diferen-
ciales holomorfas de X, denotado H'°(X,C), ddndole a este estructura de G-médulo.
Para encontrar la descomposicién en factores irreducibles, de la representacion com-
pleja asociada a la accién de G en HM(X,C), llamada representacién analitica de
G, utilizaremos el Teorema de Chevalley-Weil [CW]. Este resultado nos proporciona
formulas explicitas para determinar la multiplicidad de un mddulo irreducible, en la
descomposicién de la accién de GG en dicho espacio. En esta seccién nos referiremos
a la accidén analitica de G v a la férmula de Chevalley-Weil, y mostraremos algunas
consecuencias.

En lo que sigue, consideraremos A una superficie de Riemann compacta, de género gy,
y G un grupo finito de automorfismos de X'.

Una 1-forma holomorfa sobre el abierto V' C C, es una expresion w de la forma
w = f(z2)dz, donde f es una funcién analitica en V. En este caso, decimos que w es
una 1-forma holomorfa en la coordenada z. Para definir una 1-forma holomorfa en una
superficie de Riemann, se hace por medio de cartas, definiendo una 1-forma holomorfa
en la imagen de cada carta, que es un ablerto de C, pero se necesita una condicién
de compatibilidad cuando dos cartas tienen dominios con inteseccion no vacia. Esto
motiva la siguiente definicién.

Definicién 1.3.1. Una 1-forma diferencial holomorfa w en la superficie X, es una
coleccién de 1-formas holomorfas {w,}, una para cada carta ¢ : U — V' en la coorde-
nada del abierto V' C C, tal que para dos cartas (U, ¢1) ¥ (Uz, g2), con Uy NUs # ¢, se
tiene que la 1-forma asociada a w,, se transforma a w,,, bajo el cambio de coordena-
das z = T(w) = pr0p; * (w), es decir, si w,, = f(z)dz entonces w,, = f(T(w))T"(w)dw.
Denotamos por H'%(X, C) al conjunto
HY(X C) = {w/wes una 1- forma diferencial holomorfa en X'}

el cual es un C-espacio vectorial.

Teorema 1.3.2. Sea X una superficie de Riemann compacta de género gy . Entonces

dim H*(Xx,C) = gy

DEMOSTRACION: Ver [FK] pag 60.
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Definicién 1.3.3. Sea g € G. La accién de g en H"?(X', C) se define por

glw)=wog™

donde w es un 1-forma diferencial en H°(X,C).

Asi, sea (U,¢) una carta en X centrada en P, donde la 1-forma diferencial holomorfa

w en la coordenada local z de esta carta es f(z)dz. Escojamos una carta (U, ¢) de X
centrada en g(P), con ¢ *(U’) C U, donde la coordenada local es ¢. Entonces g~! en
estas coordenadas es de la forma z = h(t) = po g~' c ¢ 1(¢). Luego g(w) en términos

de la coordenada local t es f(h(t))R'(t)dt. Por tanto g(w) es nuevamente una 1-forma
diferencial holomorfa en A

e

La definicién anterior nos da una accién de G en el espacio H'?(X,C), ddndole a
este espacio estructura de G-médulo. Puesto que:

1. Si e representa el antomorfismo identidad, entonces es claro que e(w) = w, para
todo w € HO(X, C).

A
2. Si g, h € G, entonces
(gh)(w) =wo (gh) ' =wo (h7lg™") = h(w) o g7 = g(h(w))
para todo w € HM(X, C).
La funcién p, : G — GL(H'Y(X.C)), asociada a la accién de G en H'O(X,C), dada
por
pa(9)(w) = g(w) =wo g™ N

es una representacién compleja de G, la cual se llama representacion analitica de G.

Ejemplo 1.3.4. Sea X = {(z,y) € C*/f(z,y) = z° + ¥° + 1 = 0} una curva plana
afin y B _
X={[X:Y:ZeCP¥f(X,Y,Z) = X?+Y®+ 75 =0}

su clasura proyectiva, la cual es una superficie de Riemann compacta de género 6.

Sea a([X : ¥V : Z]) = [€5'X 1Y : Z], con & = €*/5 un automorfismo de orden
5 de X, y consideremos G = (a}. Sea

1 1 1, &, = X
A= {——4(1’1', —Sdl‘, —Qdﬂ?, —4d.If, —:,,"dI, %dj‘}
oy R gt Ty
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una base de H(X, C).
Usando la carta definida en el ejemplo 1.2.5, obtenemos que a~* en coordenadas locales

es de la forma

goat oo™ (z) = 6(a T ([x: gla) : 1)) = &([6z : gl) : 1]) = &z,

Asi la accién de a en los elementos de la base A es

1 1 1 1 1 1
—drT = Fc—(l: —dzT = fr— —_— = f—dr
a(y4dl) 6“‘3;40{"]5’ a(y3d1) §ay3d$, a(_tgda:) r.,aygd:r,
a (—J d:r) = §§id:r, a.(idx> - é;—f——ﬂj dx, a(ﬁdm) = fgI—QdI.
YA Yt y i Y Y

Luego la representacién analitica de G esta dada por

& 0 0 0 0 O
0 & 0 0 0 0
0 0 0 0 O .
Pa(ﬂ-): 0 0 %5 ffg 0 0 (13)
0 0 0 0 &£ 0
00 0 0 0 &

Ahora bien, sean py, p1, p2, p3, p4 representaciones irreducibles de G, donde
pria— &
y M(G) = {Vp, V1. Va, V3, V,} representantes de los C[G]-médulos irreducibles de G,

todos de dimensién 1, correspondientes a las representaciones py respectivas.

Luego por (1.3), se tiene que el espacio H 1'0(2? ,C) se descompone como G-médulo
de la siguiente forma

HY(X,C) =~ 0V + 31 + 2V, + 1V3 + OV

En general, para encontrar la descomposicién en factores irreducibles, de la accién de
G en HY9(X,C), usaremos el teorema de Chevalley-Weil. Enunciaremos este teorema,
en la siguiente situacién.

Sea X una superficie de Riemann compacta, de género gy, v G un grupo de orden
n de automorfismos de A. Consideremos el cubrimiento
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7 X = X/G
P~ [Plg

de grado deg(7) = n.

Sean (1, @2, ..., @r puntos rama del cubrimiento y &, una raiz n-ésima primitiva de
la unidad fija. Para un divisor e de |G| = n se define &, := Ef;/ ®, la cual es también una
raiz e-ésima primitiva de la unidad.

Para cada punto rama @,, con u € {1,...,r}, escojamos P, un punto de ramificacién
de 7 arriba de Q,, es decir 7(P,) = Q,. Sea Gp, el estabilizador en G de P,, donde
|Gp,| = ey. Sea 8p, : Gp, — C* el carédcter dado por 8p,(g) = op,(g7*), para g € Gp,.
Es decir, #p, asigna a cada g € G'p, la constante de rotacion de g en P,. Como op, es
un homomorfismo inyectivo entonces existe v, € Gp, tal que 8p, (v,) = op,(v7}) = &e..
Ademads, por el mismo argumento, 7, es un generador de Gp, v es el unico elemento
en Gp, cuya imagen por dp, es &, .

Observe que si escogemos otro punto de ramificacién ?’; en la fibra de @,. enton-
ces existe h € G tal que A(P,) = P, y Gz = hGp,h™'. Por tanto |G5| = |Gp,| = eu.
Sea 65 : Gg — € el caracter que asigna a cada § € G la constante de rotacién

—

de g en P, y sea 7, el unico elemento generador de G5 cuya imagen por 05 s &e,-

Desde que la constante de rotacién de hgh™' en P, es la misma que la de g en P,, para
g € Gp,, se tiene que 7, = hy,h~'. De hecho el caracter 65 esta relacionado con dp,
por 6‘E(hghﬁ1) = 0p,(g). Asi los v, estan en la misma clase de conjugacién. Para mas
detalle ver [Na].

Sean {pg, p1,.... ps} €l conjunto de representaciones irreducibles complejas de G. Sea
M(G) = {Vo, Vi,..., V;} el conjunto de representantes de los C[G]-médulos irreduci-
bles de G e Irr(G) = {x0,X1,--, Xs} los caracteres irreducibles de G, asociados a las
representaciones mencionadas respectivas. Considere yg el caracter de la representacién
trivial de G.

Puesto que G actia en HYO(X,C), se tiene que este espacio se descompone como
G-médulo de la siguiente forma

HY(X,C) ~ neVp + mVi + ... + 0V,
donde ny, son enteros no negativos, para k =0, ..., s.

Por 1ltimo, [g] para ¢ € @, denota la parte entera.

Con las definiciones y notaciones dadas anteriormente, enunciamos el teorema de
Chevalley-Weil, que nos proporciona férmulas explicitas para las multiplicidades n.
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Teorema 1.3.5 (Chevalley-Weil), Sea X' una superficie de Riemann compacta y G un
grupo finito de automorfismos de X. Si py es una representacién irreducible compleja
de G, entonces la multiplicidad ny, de esta representacion, en la descomposicidn de la
representacién analitica de G en H'YO(X,C) es

r |Gp,l-1

_ /] —o
ne = dim Vi (gr e —1) + Z Z A"f”‘<|—Gp_> + (X0, X&)

u=l a=0

donde N es la cantidad de walores propios en pp(v,) iguales a .o ¥

(o) = 1ear™ i)
Gp,| Gp,l |Gp,| |

DEMOSTRACION: Ver [Na].

—o —o o
Sia =0 entonces { —— ) = 0. Si & # 0 entonces <——-——> =1-—.
<JGPu|> # \Gp,| |GP,|

Observe también que (xo,xx) =0 si kK # 0, ¥ (xo0,Xx0) = 1. Ademds dim V; = 1.

De lo anterior se desprende que

T = 9x/c

r |Gp,|-1

: . (0]
[ :dlm L{‘C(QX/G '—1)+Z Z "‘\I'fa (]. = ‘——GP—[) (14)
=1 .a=l b

para k=1,..,s.

Ejemplo 1.3.6. Sea G = (a) un grupo de orden 7. Por teorema de Existencia de
Riemann 1.2.12, existe una superficie de Riemann compacta X, de género gy = 3, que
admite accién de G con firma (0;7,7,7) y vector generador (a, a?,a*).

Consideremos &; = e?*¥/7. Sean pg, p1, ..., pg representaciones irreducibles de G, donde
pr:a— & parak =0,1,..,6. Sea M(G) = {Va, W1, ..., Vs} representantes de los
C|G]-médulos irreducibles de G, todos de dimensién 1, correspondientes a las repre-
sentaciones py respectivas.

Usaremos el teorema de Chevalley-Weyl para determinar la descomposicién de la
representacion analitica de G en el espacio HM(X, C), de dimensién 3.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 26

Tenemos que ng = gy, = 0. Por (1.4) se tiene que

nk=—1+ié(5iN&<l—%))

u=1 o=1

para k=1, ..
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Por lo anterior obtenemos que

& 000
pala) =1 0 & O
0 0 f—}‘

v por tanto la descomposicién de HY0(X', C) como G-médulo es

HY(X,C) =V, + V3 + Vi

También sabemos por teorema de Existencia de Riemann 1.2.12, que existe una super-
ficie de Riemann compacta X con accién de G, de género g, = 3 con firma (0;7.7,7)
y vector generador (a,a,a’), la cual no es conformemente isomorfa a X. Del mismo
modo usando el teorema de Chevalley-Weyl, se determina la descomposicién de la
representacién analitica de G en el espacio H'(X, C).

Tenemos que ng = gy /g = 0. Por (1.4) se tiene que

3

6
s (Z.N’fa(l = %))
a=1

u=1
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para k=1,...,6. Asi

Il
—

Il
(St

Como la dimensién de H(X, C) es 3, se ve facilmente que ny = ns = ng = 0. Por'lo
anterior se tiene que

& 0 0
pala)=1{ 0 & 0
0 0 £

v por tanto la descomposicion de H 1'”(2? ,C) como G-moédulo es

HY(X C)~Vi+ Vs + Vi

Ahora bien, continuando nuestro andlisis del teorema de Chevalley-Weil, observemos
lo siguiente.

Para Gp, consideremos Irr(Gp,) = {m = 15Pufn1?“'?nlcpu|—l} el conjunto de carac-
teres irreducibles de Gp,. Donde na(v.) = &%, , paraa=0,1,...|Gp,| - 1.

Asi para y; € Irr(@),

G
RESGP;‘ Xk = Qoo + @171 + ... + Qigp -1 ThGp, -1

donde a, es entero no negativo para o = 0,1,...,|Gp,| — 1.

Luego
ap = (Res¢, Xk, 1oy, ) = dim Yo (1.5)

NY, = ax = (Resg,, Xk, 7la) (1.6)
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para k=1,...,s. Asf obtenemos que

N €7
. 1r o
ni, = dim Vi(gx/c -1+ E E Qo (1 = Gr \)
u=l o=1 ®

T |Gpy|—1 1 |Gp, |1
—amtiove0+ X ( X TR 2 wea)

u= a=1

para k =1,...,s. Por otra parte
!GPul_l

dim Vi, = Resgpu xe(l) = Z aaall)-
a=0
Pero na(1) =1, para a = 0,.., |Gp,| — 1. Luego

|Gp,|-1

dimVi= Y fa (1.7)
=0

Por (1.5) y (1.7) concluimos que

|G, |-1 IGp,|-1
. e
E g = E aagaozdlka-dlka Hu,

a=1 a=0

Por lo tanto

T ‘GPu'—l
: ; . Gr, 1 %
ny = dim Vi(gx/e —1) + E (chm Vi = dim V"™ — Gl E a]\f{a> (1.8)

u=1

para k =1,...,s.
Sea HIO(X, C) el espacio dual de HY(X, Q), el cual tiene dimensién gy. Para mds
detalles ver [BL]. La representacién de la accion de G en el espacio HW(X,C),

7 : G = GL(AWM(X,C))

estd dada por
(1.9)

Pa(9) = palg ™)'
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Sea Hi(&',C) el primer grupo de Homologia de X, el cual tiene dimensién 2 gy. El
grupo (7 actia en H;(X,C). Ademads este espacio se descompone como

H\(X,C) ~ H'(x.C) & TO(X, C). (1.10)

El siguiente teorema nos da la multiplicidad de cada carédcter irreducible de G, en la
descomposicién del caracter de la representacién de G en H, (X, C), en caracteres irre-
ducibles.

Teorema 1.3.7 (Broughton). Sea X una superficie de Riemann compacta, de género
gy, ¥y G un grupo de automorfismos de X . Sean Oy, Qa, ..., Q, puntos rama del cubri-
miento ™ : X — X /G. Sea x g, (x,¢) el caracter de la representacion de G en H (X, C),
entonces la multiplicidad del cardcter irreducible x de G en xp,(x.c) estd dada por

1. (xo, .Xm(x,@) =2 9x/c

2. (xm Xm0 = (29x/6 =2+ Px(1) = > dim VI

u=1
Donde Gp, es el estabilizador de algin punto de ramificacion de © en la fibra de Q..

DEMOSTRACION: Ver [BRT1]
B

Como G actia en 110X, C), entonces este espacio se descompone como G-médulo de
la siguiente manera

HWO(X,C) ~njVo+ niVi + ... + 02V,

donde nj es entero no negativo, para k =0, ..., s.
Por teorema 1.3.7 v (1.10) tenemos que

no + 15 = (X0, Xm@x.0)) = 2 9x/c

y como ng = gy g, entonces

n = Gx/c (1.11)
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Para k € {1, ..., s} se tiene que
g + 1k = (Xks XHy(¥,C))

= (2gxjg—2+1)xx(1) = Y dim A
u=1

= 2(gy/c —1)dim Vi + Z(dim Vi — dim pr“)

u=1

Luego usando (1.8) concluimos que

r |Gp, -1
A 1 - .
n;: = dim vk(gX/G *1) + E (E—;—i E &J\ffa) (112)
u=] 9 a=1




CAPITULO 2
Divisores y el espacio de Riemann-Roch

En este capitulo nos centraremos en el concepto de divisor de una superficie de
Riemann compacta. También nos referiremos al espacio de Riemann-Roch asociado a
un divisor y a algunas de sus propiedades, que serdn necesarias para el desarrollo de
los capitulos siguientes.

Consideraremos X una superficie de Riemann compacta, de género gy, y K(&) el
cuerpo de funciones meromorfas de X'.

2.1. Divisores

En esta seccion trataremos el concepto de divisor v a algunas de sus propiedades.
Para mas detalles ver [FK].

Definicién 2.1.1. Un divisor de X’ es un simbolo formal
= | | B0
Pex

donde a(P) € Z y a(P) # 0 sblo para finitos P € X.

Para D, = H p*P) v D, = H P3P dos divisores de X, se define el producto de
Pex PeXx
ellos como
DyD; = [ poor+a®).
PeXx
Con este producto el conjunto de los divisores de X, denotado por Div(X), es un grupo

abeliano. Donde la identidad es 1 = P° y el inverso est4 dado por Di! = H prelfl,
Pex

31



CAPITULO 2. DIVISORES Y EL ESPACIO DE RIEMANN-ROCH 32

Definicién 2.1.2. Para un divisor D en X, se define el grado de D como

Deg(D) = Y a(P).

PeX

Claramente se puede establecer un homomorfismo Deg : Div(X) — Z, del grupo
multiplicativo de los divisores de X sobre el grupo aditivo de los enteros.

Debido a la compacidad de X, el conjunto de ceros y polos de una funcién mero-
morfa f # 0 en K(X) es finito, esto nos permite definir el siguiente divisor asociado a

f.

Definicién 2.1.3. Sea f una funcién meromorfa, no nula en &. El divisor principal
asociado a f. se define como

divg{f)uess T ]| o2,

Pex

Del mismo modo, por la compacidad de &, se tiene que

Deg(div(f)) = ) _ ordpf =0.

Pex
La razén es la siguiente, a partir de f podemos definir una funcién holomorfa
F : X — C entre superficies de Riemann compactas, donde F(x) = f(xr) para
todo = en el cual f es holomorfa, y F(z) = oo para todo z polo de f. Asi los
ceros de F son los ceros de f. Luego el grado de F es deg(F) = Z multp F', y como

PeF-1(0)
es independiente del punto elegido en €, entonces también deg(F) = Z multg F.
QeF~1(x)
Por tanto
0= Z multp F — Z multg F' = Z ordp f.
PeF-1(0) QEF-1() Pex

Ademds, se puede establecer un homomorfismo div : K(&) \ {0} — Div(X), del
grupo multiplicativo de K(X) en el subgrupo de los divisores de A" de grado cero.
Como Div(X) es un grupo abeliano, entonces la imagen de este homomorfismo, que es
el conjunto de los divisores principales de X, es un subgrupo normal de Div(X’). Este
induce una relacién de equivalencia en los divisores de X, a saber:

Dos divisores D; y Dy en X son equivalentes, denotado Dy ~ Dy, si y sélo si Dy Dy :
es principal, es decir si existe f € K(X)\ {0} tal que D, D;* = div(f).
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Proposicion 2.1.4. Sean D, y Dy divisores en X tales que Dy ~ Dy. Entonces
Deg(D;) = Deg(Ds).

DEMOSTRACION: Si Dy ~ Dy, entonces Dy Dy = div(f) para algiin f € K(X)\{0}.
Luego

0 = Deg(div(f)) = Deg(D1D; ") = Deg(D;) — Deg(D.).
Por tanto Deg(D,;) = Deg(D>).

De la misma manera que se definen 1-formas holomorfas en la superficie X', se definen
1-formas meromorfas en X.

Una 1-forma meromorfa sobre un abierto V' C C, es una expresién w de la forma
w = f(z)dz, donde f es una funcién meromorfa en V. Asi decimos que w es una
1-forma meromorfa en la coordenada z. Para definir una 1-forma meromorfa en X, se
hace por medio de cartas, definiendo una 1l-forma meromorfa en la imagen de cada
carta, que es un abierto de C, pero se necesita una condicién de compatibilidad cuando
dos cartas tienen dominios con inteseccién no vacia. Lo anterior motiva la siguiente
definicién.

Definicién 2.1.5. Una 1-forma meromorfa w en la superficie de Riemann X, es una
coleccién de 1-formas meromorfas {w,}, una para cada carta ¢ : U — V en la coorde-
nada del abierto V' C C, tal que para dos cartas (U1, ¢1) y (U, @2), con Uy NU; # ¢, se
tiene que la 1-forma asociada a w,, se transforma a w,_,, bajo el cambio de coordena-
das z = T(w) = p1095 " (w), es decir, si wy, = f(2)dz entonces w,, = f(T(w))T' (w)dw.

Sea w una l-forma meromorfa en la superficie X y P un punto de X. Sea (U, ) una
carta en centrada en P, donde la 1-forma asociada a esta carta w, es de la forma
f(2)dz, con f una funcién meromorfa en z = ¢(P) = 0. El orden de w en P, deno-
tado por ordp w. se define como el orden de f en z = 0. Cabe mencionar que ordp w,
estd bien definido, pues es independiente de la carta seleccionada. Ademads una 1-forma
meromorfa w es holomorfa en un punto P € &, si y sélo si ordpw > 0.

Diremos que P es un cero de orden n de w, si ordpw = n > 0. También diremos que P
es un polo de orden n de w, si ordpw = —n < 0. El conjunto de ceros v polos de una
1-forma meromorfa es un conjunto discreto, y como X es compacta se tiene qgue este
conjunto es finito. Esto nos permite definir el siguiente divisor.
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Definicién 2.1.6. Sea w es una 1-forma meromorfa, no nula en X. Se define el divisor
asociado a w, llamado divisor candnico como

div(w) = J] Podev.

Pex

Teorema 2.1.7. Sea X' es una superficie de Riemann compacta de género g, y w # 0
una I-forma meromorfa en X. Entonces

Deg(div(w)) = 2 g —2

DEMOSTRACION: Ver [FK]| pag 74.

A continuacién nos referiremos al pullback de un divisor y enunciaremos
algunas propiedades.

Definicién 2.1.8. Sea F': & — )’ una funcién holomorfa, no constante, entre super-
ficies de Riemann compactas v D = H Q“(Q) un divisor en ). Se define el pullback

Qey
de D a X, denotado por F*(D), como el divisor de X dado por

P =T( IT e=r)

QeY “PeF-1Q)

(@

De igual forma, si f: Y — C es una funcién meromorfa, se define el pullback de f a
X, denotado por F*(f), como

F*(f)y=foF

el cual es una funcion meromorfa en X.

Proposicién 2.1.9. Sea F' : X — Y una funcidn holomorfa, no constante, entre
superficies de Riemann compactas y [ : Y — C una funcién meromorfa. Entonces

ordp F*(f) = multp F - ordg(p) f

¥

P y en F(P) respectivamente, con F(U) C U, tal que F localmente es de la forma

DEMOSTRACION: Por 1.1.8 existen cartas (U, ¢) en X y (U’, ¢) en ), centradas en

w=g¢oFoypl(z)=2" (2.1)
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donde n = multp F. Como | es una funcién meromorfa, entonces su expansion en serie
de Laurent en torno a F(P), con respecto a ¢ es

o0

foo ™ (w) = Z cpu® (2.

k=ng

[N
[\]
~—

donde ng = ordp(p) f. Asi por (2.1) y (2.2), se tiene que localmente F*(f) = fo F,
alrededor de P es

foFoyp(z)=fo¢ (poFop(z)) = D (") =D 2™
k=ng k=ng

Luego el ordp F*(f) = ordp(f o F) = nng = multp F - ordgpy f-

Lema 2.1.10. Sea F': & — Y un funcion holomorfa, no constante, entre superficies
de Riemann compactas y D un divisor en ). Entonces

1. el pullback F* define un homomorfismo de grupos, F* : Div(Y) — Div(X).

2. el pullback de un divisor principal es principal. Es decir, si [ es una funcién
meromorfa, no nula, en Y entonces F*(div(f)) = div(F*(f)) = div(fo F).

3. Deg(F*(D)) = deg(F) Deg(D).
DEMOSTRACION:

1. Esinmediato de la definicién de pullback de un divisor y del producto de divisores.

2. Sea f una funcién meromorfa en YV, tal que div(f) = H Q°ef Entonces
Qey

ram=T[( ] )™

QY “PeF-YQ)

s H H pmultp Fordpp) f

QeY PeF-1Q)

— H Pmultp F'Ol’dp(p]f
PeXx

Luego por 2.1.9 se tiene que

H proultp Fordppy f — H porde i le(F*(f))

Pex Pex
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3. Como X es compacta, se tiene que |F~'(Q)| es finita y ademas es independiente
del punto @ € Y elegido. Luego

Deg(F‘(D)):Z( b multh)a(Q)

QeY »prPeF-YQ)

= Z deg(FMa(Q)
Qe

Definicién 2.1.11. Un divisor D = H P*P) de X se llama efectivo, si a(P) > 0

PeX
para todo P € X. Este caso se denota por D > 1.

Observacién 2.1.12. Lo anterior define un orden parcial en los divisores, esto es:

Dy > Dy siysélosi DyD;' > 1.

Definicién 2.1.13. Sea F': X — Y una funcion holomorfa, no constante, entre su-
perficies de Riemann compactas. Se define el divisor de ramificacién de F, denotado
Ram(F'), como el divisor de & dado por

Ram(F) = H P(mu]tp F-1)

Pex
Observe que el divisor de Ramificacién de F' es un divisor efectivo.

Sea F : X — Y una funcién holomorfa, no constante, entre superficies de Riemann
compactas y w # 0 una 1-forma meromorfa en ). Sea (U, ¢) una carta en Y, donde w
en la coordenada local z de esta carta, es de la forma w, = f(2)dz, con f una funcién
meromorfa en V' = ¢(U"). Escojamos una carta (U, ¢) de X tal que F(I/) C U’, donde
la coordenada local de esta carta es t. Asi F en estas coordenadas es de la forma
2= h(t) = ¢o Foy~'(t). Luego el pullback de w, denotado por F*(w), se define como
la 1-forma meromorfa en X, tal que con respecto la coordenada local t es de la forma

F(w), = F(R(e)H (t)dt.
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Lema 2.1.14. Sea F': X — Y una funcion holomorfa, no constante, entre superficies
de Riemann compactas y « # 0 una 1-forma meromorfa en ). Entonces

div(F*(w)) = F*(div(w)) - Ram(F)

DEMOSTRACION: Ver [M], pag 135.

Observe que el pullback de un divisor canénico no necesariamente es canénico.

2.2. Fl espacio de Riemann-Roch

Sea. X una superficie de Riemann compacta de género g,. Considere f una funcién
meromorfa, no nula, en K(X) y D un divisor de X tal que

div(f) = J] Pose? =0 = T] P8
Pex PeXx

Entonces ordpf > a(P), para todo P en X.

Luego f es holomorfa en todos los puntos P donde «(FP) > 0. Ademds, f tiene
ceros en los puntos P donde o(P) > 0 y el orden del cero es mayor o igual que a(P).
También se concluye, que f puede tener polos en los puntos P tales que a(P) < 0y el
orden del polo debe ser a lo més —a(P).

A continuacién definiremos el espacio vectorial de funciones meromorfas, con polos
acotados por el divisor D, el cual se denomina Espacio de Riemann-Roch.

Definicién 2.2.1. Sea X una superficie de Riemann compacta y D un divisor de X
Se define el espacio de Riemann-Roch £(D), como

L(D) = {f € K(x)*/div(f) = D'} U {0}.

Claramente L£(D) es un espacio vectorial. Ademads, un hecho conocido es que
la dimensién de £(D), como C-espacio vectorial es finita.

Las siguientes proposiciones dan cuenta de algunas propiedades del espacio £(D).

Proposicién 2.2.2. Sean D,, D; € Div(X). Si Dy > D, entonces L(D3) C L(Dy).

DEMOSTRACION: Sea f € L£(Ds), entonces div(f) > Dy'. Como Dy > Ds, se tiene

que Dy' > D;'. Luego div(f) > D7! y por tanto f € £(D;).
a
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Proposicién 2.2.3. £(1) = C.

DEMOSTRACION: Sea 0 # f € L(1), entonces div(f)} > 1 y por tanto ordp f > 0
para todo P € X. Luego f es holomorfa. Como X es compacta se tiene que [ es

constante. Por tanto £(1) = C.
=

Proposicion 2.2.4. Sea D un divisor de X tal que Deg(D) < 0. Entonces L(D) = {0}.

DEMOSTRACION: Sea D = H P®) yn divisor de X tal que Deg(D) = Z a(P) <0
Pex Pex
v f # 0 una funcién en £(D). Luego div(f) = H podrd 5 ik H P=®) v por
Pex PeX
tanto ordp f > —a(P) para todo P € X. Como X es compacta se tiene que

0=> ordpf> > —a(P)=—Deg(D) >0

Pex PcX

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto £(D) = {0}.

El conocido teorema de Riemann-Roch, nos da la dimension del espacio vectorial £(D).

Teorema 2.2.5 (Riemann-Roch). Sea X una superficie de Riemann compacta de
género gy y D un divisor de X'. Entonces
dim £(D) = Deg(D) — gy +1 + dim Q(D)

donde Q(D) es el espacio vectorial dado por

Q(D) = {w /w es una I-forma meromorfa tal que div(w) > D}

DEMOSTRACION: Ver [FK] pag 75.

(]
Obserwcio’n 2.2.6. El espacio Q(1) = H°(X). Puesto que si 0 # w € Q(1), entonces
div(w H P°P% > 1. Luego ordpw > 0 para todo P € X, y por tanto w es una

Pex
I-forma holomorfa en X. Ademds dim Q(1) = g5.
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Proposicién 2.2.7. Sean D, y D, dos divisores de X tales que Dy ~ D,. Entonces
dim £(D;) = dim L{Ds).

DEMOSTRACION: Sean D; y I divisores de X tales que D; ~ D, luego existe
0 # f € K(X) tal que div(f) = D;D;'. Si h es una funcién en £(D,), enton-
ces div(h) > Di', luego div(hf) = div(h)div(f) > D7'D;D;' = D3'. Por tanto
hf € L(Ds).

Consideremos la funcién ¢ : £(Dy) — L£(D2) dada por ¢(h) = hf. Es facil ver que
¢ es nna transformacién lineal. Ademds ¢ es inyectiva, ya que si i € ker ¢ entonces
@¢(h) = hf = 0. Luego h = 0 puesto que f # 0. También ¢ es sobreyectiva, ya que si
g € L(D,) se tiene que div(g) > D;'. Como f # 0, consideremos £ € K(&),
asf div(%) = div(g) div(f)~! > D;'(D,D;')~! = D;!. Por tanto % € L(D1). Luego
p(%) = g. Se concluye que i es un C-isomorfismo y por tanto dim £(D;) = dim £(D,).

Lema 2.2.8. Sean wy y wo 1-formas meromorfas de una superficie de Riemann com-
pacta X, con wy # 0. Entonces existe una tnica funcién meromorfa f € K(X) tal que
wy = fuy.

DEMOSTRACION: Ver [M], pdg 131.

Teorema 2.2.9. Sea D un divisor en X y K = div(w) un divisor candnico, donde
w = 0 es una I-forma meromorfa en X. Entonces

dim £(D7'K) = dim Q(D).

DEMOSTRACION: Sea K = div(w) un divisor canénico, donde w # 0 es una 1-forma me-
romorfa en A. Sea ( € Q(D), por 2.2.8 se tiene que -f; € K(X). Luego
div($) = div(¢) div(w)™! > Ddiv(w)™t = (D™*K)~L. Asf & pertenece a £L(D™!K).

Consideremos la funcién ¢ : Q(D) — L(D™'K) dada por ¢(¢) = £. Se puede probar
facilmente que ¢ es una transformacién lineal inyectiva. Sea g € £L(D™'K), entonces
div(g) > Ddiv(w)™!. Sea ¢ = gw una l-forma meromorfa en X, luego
div(gw) > Ddiv(w) tdiv(w) = D. Asi {, € Q(D). Como ¢({) = ¢(gw) = g, se
concluye que ¢ es sobreyvectiva. Luego ¢ es un isomorfismo de espacios vectoriales. Por
lo tanto dim £(D71K) = dim (D).

n
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Corolario 2.2.10. Sean Dy y Dy dos divisores de X tales que Dy ~ Dy. Entonces
dim Q(D;) = dim Q(D,).

DEMOSTRACION: Sean [D; v Ds divisores de X tales que D) ~ Ds, entonces existe
0# f € K(X) tal que D;D3' = div(f). Luego D' D, = div(f)™ = div(3) y por
tanto D; 'K ~ D;'K para K = div(w) divisor canénico, donde w # 0 es una 1-forma
meromorfa. Luego por 2.2.9 y 2.2.7 se concluye que

dim Q(D;) = dim £(D;*K) = dim £(D;'K) = dim Q(D,).

Ahora bien, sea K un divisor canénico de X. Por 2.1.7 sabemos que Deg(K) = 2 gy —2
y por 2.2.9 se tiene que dim Q(K) = dim £L(K 1K) = dim £(1) = 1. Luego

dim £(K) =Deg(K) — gy +1 +dimQ(K) =2gx -2 - gy +1+1=gy.
Es conocido que £(K) es isomorfo como C-espacio vectorial al espacio H?(X, C), de
las 1-formas diferenciales holomorfas de X'.
2.3. Divisores no especiales

Sea X una superficie de Riemann compacta de género gy, y sea G un grupo finito
de automorfismos de X.

Definicién 2.3.1. Un divisor D de X se dice no especial si dim £(D™*K) =0, para
K un divisor canénico de X.

Si D es un divisor de X’ no especial, entonces por 2.2.9 se tiene que
dim Q(D) = dim L(D™'K) =0

para K divisor candénico de X. Luego por 2.2.5 se concluye que

dim £(D) = Deg(D) — gy +1 (2.3)




CAPITULO 2. DIVISORES Y EL ESPACIO DE RIEMANN-ROCH 41

Ahora bien, considereremos el cubrimiento

T X = X/G
P~ [Plg

de grado deg(w) = |G].

Sea Dy = H Q*? un divisor de X /G y sea D el pullback de Dy por 7, es decir
QeX/G

D=n(Dy)= ] ( I pmuh”)“@

QeEX/G ™ Per—1(Q)

el cual es un divisor X.

Como X es compacta, entonces por lema 2.1.10 obtenemos que

Deg(D) = deg(m) Deg(Do) = |G| Deg(Dy). (24)

La siguiente proposicién da cuenta de una condicidn para que el divisor D sea
no especial.

Proposicién 2.3.2. Sea 7 : X — X /G la proyeccién candnica y D un divisor de

29,2
X, cual es el pullback de un divisor Dy de X /G. Si Deg(Dy) > ﬁa entonces

D = 7*(Dy) es un divisor no especial de X.

2gy—2
l&f

DEMOSTRACION: Sea Dy € Div(X /G) tal que Deg(Dy) > . Seaw # 0 una

1-forma meromorfa en X y K = div(w). Entonces

Deg(D™'K) = — Deg(D) + Deg(K).

Por (2.4) sabemos que Deg(D) = |G|Deg([Dyp), y por teorema 2.1.7 se tiene que
Deg(K) =2 gy —2, luego
Deg(D™'K) = —|G|Deg Dy + 2 gy —2 < 0.

Se concluye por 2.2.4 que £(D™1K) = {0} y por tanto D es un divisor no especial.
[



CAPITULO 3
Acciéon de grupo sobre el espacio de
Riemann-Roch

En este capitulo estudiaremos la accién inducida por un grupo finito de automor-
fismos, de una superficie de Riemann compacta, sobre el espacio de Riemann-Roch
de un divisor D invariante por la accidn del grupo. Centraremos nuestra atencién en
divisores no especiales, que son el pullback de un divisor de la superficie cociente por
la accion del grupo. Nuestro interés es obtener la multiplicidad de las representaciones
irreducibles del grupo, en la descomposicién de su accién sobre el espacio £(D).

3.1. Accién en L(D)

Consideremos X una superficie de Riemann compacta, K(X) el cuerpo de funciones
meromorfas de la superficie y G un grupo finito de automorfismos de X.

Definicién 3.1.1. Sea g € G. La accién de g en K(X'), se define como

fi=fog™

donde f es una funcién meromorfa de K(X').

En efecto lo anterior define una accién de G sobre K(&X'), puesto que
1. Si e es el automorfismo identidad, entonces f¢ = f para todo f € K(X).

2. Sean g,h € Gy f € K(X), entonces

= folgh) ™ = fo(hTtg ) = (foh™)og™ = (M) og™t = (7).

42
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De igual manera, el grupo G actia sobre el grupo de los divisores de X. Para
b = H PP) un divisor en Div(X) y ¢ un automorfismo en G,'la accién de G
PeX

en Div(X') estd dada por

gy = [T oPP.

Pex

Proposicién 3.1.2. Sea f # 0 wna funcidn en K(X) v g € G. Entonces
divif?) = g(div(f)).

DEMOSTRACION: Sea g € G v f € K(X). Como g es una biyeccién, se tiene que

Q‘(dl'\/(f)) - g( H Pordpf) ey H g(P)mde - H I_)or[ly,lfmf - H _Pordpfo_qfl 5 le(fq)

Pex Pcx Pex Pex -

Considere D un divisor de X y f # 0 una funcién en £(D). Entonces div(f) > DL
Como G actiia en Div(X), se tiene que

gldiv(f)) = (D)™
para tode g € G. Luego por proposicién 3.1.2 se obtiene que
div(f?) = g(D)™".
Por lo tanto f? € L(g(D)).
Observacién 3.1.3. S1 D es un divisor invariante por la accién del grupo &, es decir si

g(D) = D para todo g € G, entonces L£(g(D)) = £L{D) para todo g € G. Por tanto G
actlia sobre el espacio £(D), ddndole estructura de K[G]-mdédulo.

3.2. Levantamiento de Divisores

Sea X una superficie de Riemann compacta, de género gy, ¥ sea G un grupo finito
de antomorfismos de X. Considereremos el cubrimiento

T: X > X/G
P ~~ [Plg
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de grado deg(7) = |G|.

Sea Dy = H Q*9) un divisor de X'/ tal que su pullback D = 7*(Dy), dado por
Qex/G

(@)
D= 'N*(DO) _ H ( H Pmuitp 77)
QeX/G * Pen—1(Q)

es un divisor no especial de X
Como multpr = |Gp|, donde Gp es el estabilizador de P en G, v los estabilizadores
de los puntos en 7~*(Q) son conjugados, entonces multp 7 = mult p;™ para todo F;, P;

en 7 (Q). Luego D es un divisor invariante por la accién de G y por tanto G actia
sobre el espacio £{D), dotdndolo de estructura de K[G]-mdédulo.

Dado que & es compacta, por lema 2.1.10 se tiene que

Deg(D) = deg(m) Deg(Dy) = |G| Deg(Dy). (3.1)

Ademds como D es un divisor no especial, se tiene por (2.3} que

dim £(D) = Deg(D) — gy +1 = |G| Deg(Dy) — g +1. (3.2)

Nuestro propésito es, dada una representacién irreducible compleja de G v V el
C[G]-médulo donde se realiza esta representacién, encontrar la multiplicidad de V'
en la descomposicidn en factores irreducibles de la accidn de G en L£(D). Estamos
interesados en exhibir férmulas explicitas para describir dicha multiplicidad.

Sean pp. p1,..., Ps las representaciones irreducibles complejas de . Consideremos
M(G) = {V,, Vi, ..., V;} representantes de los C[G]-médulos irreducibles de G y el
conjunto Irr(G) = {x0, x1, -.., Xs} de caracteres irreducibles de G, correspondientes a

las representaciones py respectivamente. Aqui xo = lg es el caracter trivial de .

Asf la accién de & sobre el espacio £(D), se descompone en G-mdédulos irreducibles
como
L(D) ~meVp +mi V1 + ... + miV,

donde los numeros my son enteros no negativos, para k& = (,1,....s. Ademas si
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Xc(p) es el cardcter de la representacién de G en L(D), se tiene que

XL(D)y = MoXo +mixy + ... + MsXs-

Proporcionaremos férmulas explicitas para determinar los coeficientes M.

Observemos lo siguiente. Sea 7 LO(X, C), el espacio dual del espacio de las 1-formas
analiticas H'%(X, C). El cardcter de Ia representacion de G en este espacio, Xa, S
descompone como

Xa = 19X0 + 2iX1 + ... + nlx,

donde nj es un entero no negativo, para k = 0,1,...,s. La férmula dada en (1.11) y
(1.12) nos permite determinar de manera explicita los coeficientes .-

Adema3s
8

gx = dim H1(X,C) = x;(1) = 3" n; dim V; (3.3)

k=0
Por otra parte, sea Xregc €l cardcter de la representacisn regular de G. Luego

Xregc = dim Vpxg + dim Vix1 + ... +dim Vexs.

Por tanto .

'G[ = Xr'e_qG(l) =~ Z(dim Vk)g (3.4)

k=0

Luego sustituyendo (3.3) y (3.4) en (3.2) obtenemos que

8 8

8
> midim Vi = dim £(D) = Deg(Dp) ) (dim V;)? — D njdim Vg +1.

k=0 k=0 k=0

Como dimVy = 1 y por (1.11) se tiene que n3 = 9x/c, entonces sustituyendo esto en
lo anterior, resulta que

3 3 8§
Z my dim V;, = m0+Z mpdim V, = Deg(Dg)—g,wG +1+Z(Deg(Dg) dim Vi —nj) dim V;,
k=0 k=1 k=1



CAPITULO 3. ACCION DE GRUPO SOBRE EL ESPACIO DE R-R 46

En las préoximas pdginas probaremos que

|

I mo = Deg(Do) — gy +1

| (3.5)
my = Deg(Dp) dim Vi, — nj
para k=1,...,s. Y por tanto también probaremos que
Xy = deg(Do) Xrege — Xa + Xo (3.6)

Ejemplo 3.2.1. Sea X = {(z,y) € C*/f(z,y) = 2° + ° + 1 = 0} una curva plana
afin v _ _ ) ) )
X={X:Y:2eCP?*f(X,Y,Z2)= X+ Y54+ 25=0}

su clasura proyectiva, la cual es una superficie de Riemann compacta de género 6.

Sea a([X : Y : Z]) = [&5'X : YV 1 Z], con & = €*™/3 un antomorfismo de orden 5 de
A,y sea G = (a). Consideremos el cubrimiento ramificado

T X = X/G
o [Pl

grado 5, cuyos puntos de ramificacién son
Po=[0:a:1,Pi=[0:a&:1,Po=[0:0a6:1,Ps=[0:08:1], P,=[0:0&!:1],

donde o = /%, Sean {Qy = [Pila /k = 0.1, ...,4} los puntos rama del cubrimiento y
Gp, = G el estabilizador del punto de ramificacién P.

Por la férmula de Riemann-Hurwitz 1.2.9 se tiene que g3, = 0.
Sea Dy = Qf = [Py)% un divisor en X/G. Como

Deg(Dp) =3 > —= == =9
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entonces por 2.3.2, se tiene que D = 7*(Dy) es un divisor no especial de X. Sea
D= (D= [] (P*rof =Bl =01
Per—1(Qo)
Luego el espacio de Riemann-Roch asociado a este divisor es
L(D)={F e K(X)*/ div(F) > [0: o : 1]7} U {0}
y su dimensién es
dim £(D) = Deg(D) — gy +1 =15—-6+ 1 = 10.
Si 0+# F € L(D) entonces div(F') = H PP E > 10 o0 171, De lo que se concluye
PeX _
que F es holomorfa en todo P # [0: o : 1], con P € X, y que F puede tener un polo

de orden a lo mds 15 en [0 : o : 1]. Ademds, si F es holomorfa en todo punto de X,
claramente F pertenece a £(D), luego como X es compacta se tiene que F es constante.

Consideremos el siguiente conjunto de funciones en K(X).

B {1 Z 72 73 X Xz X 72 X2
"Y-aZ' (Y —aZPR (Y —aZP Y —aZ (Y —aZ) (Y —aZ)® (Y —aZ)’
X2z X3
Y —aZp (Y - azp}'

Observamos que las funciones definidas en B tienen un tinico polo en Py = [0: a : 1],
a excepcién de la funcién constante Fy([X : Y : Z]) = 1. Ahora indicaremos el orden
del polo en Py de cada una de estas funciones.

,.

1 B([X:Y:2Z)])= tiene un polo de orden 5 en F.

Y —aZ
ZQ
2, B(X:Y:Z])= V—azp tiene un polo en P, de orden 10.
ZB
3 Bi(JX:¥: 2= W —aZp tiene en P) un polo de orden 15.
. X .
4. F([X:¥:8])= tiene un polo de orden 4 en Pp.
Y —-aZ
XZ

5. Fs([X : Y : Z]

= (_Y__Z)z tiene en P un polo de orden 9.
—
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; XZ? A
6. FR([X:Y . Z]) = m tiene un polo de orden 14 en F.
5% X4 . )
7. BX:iY: &)= m tiene en £ un polo de orden 8.
i - X2z . .
8 F([X:YV:Z])= ¥ —az)t tiene Fy un polo de orden 13.
Y — o
XB
9. Fipo([X : Y : Z]) = ¥ =z tiene un polo de orden 12 en F.
—

Por lo anterior se concluye que B C £(D). Como todas las funciones en B tienen polo
de distinto orden en I, entonces B8 es un conjunto linealmente independiente. Ademads,
como la cardinalidad de B es 10, la cual coincide con la dimensién de £{ D), concluimos
que B es una base de L(D).

Sean pg, p1. P2, P3, p4 representaciones irreducibles de G, donde py 1 a — cf’} Sean

M(G) = {V, V1, V5, V5, Vi} representantes de los C[G]-mddulos irreducibles de G,
todos de dimensién 1, correspondientes a las representaciones py respectivamente.

La accién de a en los elementos de la base B de £(D) estd dada por
FMX:Y:Z)=Foa™([X:Y: Z))=F(l&X Y 2] (3.7)
para 1 =1,2,...,10. As{
Pl Iy F =F,. F¢ =F;. Fp=F, Fe =& F;
Py =& Fe F?=&Fr F§ =& F F§ =&Fy Fiy =& Fo

Luego si pg(py : G — GL(L(D)) es la representacién de G en L£{D), entonces

10000 00 0 0 0
01000 0O0UO0 0 O
00100000 0 0
00010 000 0 0
0000& O O 0 0 O

pep)(a) = 00000 & 0 0 0 O
00000 0 & O 0 O
0000000 & 0 0
00000 OO0 0 & 0
00000 OO0 0 0 &
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Asi, la accién de G sobre el espacio £(D), se descompone en G-mddulos irreducibles
como

Ahora bien, por el ejemplo 1.3.4 se tiene que la accién de G en el espacio HM0(X, (),
se descompone en (G-modulos irreducibles como

HY(X, C) =~ 0Vp + 3V; + 215 + 1V3 + OV,

Luego por (1.9) ¥ dado que todas las representaciones de G son de grado 1, se obtiene

que la descomposicion de la accion G, en el espacio HM0(X, C) es

HWO(X,C) ~ 0V, + OV; + 1V3 + 2V3 + 3V (3.9)

Reemplazando los datos obtenidos en (3.5) obtenemos que

mo = Deg(Do) — gxjg +1=3-0+1=4
mi fD('g(DU)dmﬂ/l -n;=3-1-0=3
me = Deg(Dg)dimVa —n;=3-1—-1=2
ms Deg{])g)dlm‘h —Hg =gded —2=1
my = Deg(Dy)dimVy —n}; =3-1—3=0

lo cual coincide con la descomposicién de £{D) obtenida en (3.8).
Para nuestro propdsito consideremos la siguiente definicién.

Definicién 3.2.2. El médulo de ramificacién del cubrimiento 7 : X — X' /G se define
como el modulo asociado al caracter

|Gp|-1
>y Indgp( > aa_g>

PeXram a=1

donde A,.,n es el conjunto de todos los puntos de ramificacién del cubrimiento v
fp : Gp — C* el caracter dado por 8p(g) = op(g™!), para g € Gp. Es decir 6p
asigna a cada ¢ € Gp la constante de rotacién de g en P.

Ahora bien, sea V. un C[G]-médulo donde se realiza I'g. Sean Qy, @2, ..., @, pun-
tos rama del cubrimiento, P, punto de ramificacién arriba del punto rama @,. con
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uw € {l,..,r}, v Gp, el estabilizador en G de F,. Entonces la dimensién de Vr_ es

dim Vr, =T¢(1)
Gp,|-1

_Z{(" G’pu|Inng_u< Z nfé’p)

u=1 o=

‘(zp—
=Z|G: Z o
u=1

; G’ — |G
_Z|G:GP"|2 ! Pul 5 )| Pu‘

u=1

Gl — |~
=§Z|czepu!(\cpuwf1)

u=1
G2 & 1
i s
2 ; |Gp,|
En resumen
it = 5 (1 )

dimVr, = — 1-—- 3.10

I'a 2 uz_; ‘G_Pu| ( )

Teorema 3.2.3. Sea X' una superficie de Riemann compacta y G un grupo finito de
automorfismos de X. Entonces existe un inico K[G]-mddulo Vi, tal que

Vig = Vi & ... 8 Vi = [GlVx,
N, —

|G| veces

DEMOSTRACION: Ver [Kal.

Luego usando (3.10) se concluye que

. Gl ¢ 1 .
u=1 u

|

que es el nimero asociado a la ramificacién del cubrimiento.
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Ejemplo 3.2.4. Sea G = (a) un grupo de orden 7. Por teorema de Existencia de
Riemann 1.2.12, existe una superficie de Riemann compacta X', de género gy = 3, que
admite accion de G con firma (0;7,7,7) y vector generador (a, a, a®).

Consideremos & = e¥/7. Sean pq, p1, ..., ps representaciones irreducibles de G, donde
pr:a— £ parak =0,1,..6. Sea M(G) = {Vg, W, ..., Vi} representantes de los
C/G]-médulos  irreducibles de G, todos de dimensién 1, v el conjunto
Irr(G) = {xo0,x1, - x6} de caracteres irreducibles de G correspondientes a las re-
presentaciones p; respectivamente.

El cubrimiento tiene tres puntos rama y cada uno de ellos tiene tinico punto de ra-
mificacién arriba de el, cada uno con estabilizador de orden 7. Sean P, P> v P los
respectivos puntos de ramificacién, ordenados en el sentido del vector generador. Asi del
vector generador obtenemos la siguiente informacion:

1. Gp, = {a), donde fp,(a) = &
2. Gp, = {a), donde 6p,(a) = &
3. Gp, = (a°), donde Op,(a®) = &
Ahora calcularemos el caracter de ramificacién T'g.

Io=2(x1+2x2 +3xa +4xa + 5x5 + 6xe) + X3+ 2xs + 3x2 +4x5 + 5xa1 + 6xa
= Tyx1+ Txz + Txs + 1dxs + 1dys + 1dye
= T(x1+ x2 + x3 + 2x4 + 2x5 + 2x6).

Luego como |G| = 7 y por la unicidad de Vz., se tiene por lo anterior que el caracter,
T, correspondiente a la accién de G en Vi es

Pe=x1+x2+ x3+ 2x4 + 2x5 + 2x6-
Observe que dim V- = To(l) = 9, lo cual coincide con
Te

1el | T /1
liclp ol RO N T 5 P Y. ]
2 2 |G, | 2 ¥

u=1

Una interesante relacién entre el médulo de ramificacién y la representacidn analitica
de la accidén de & sobre la curva, es dada por el siguiente teorema.
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Teorema 3.2.5. Sea X' una superficie de Riemann compacta y G un grupo finito de
automorfismos de X'. Si x, es el cardcter de la representacidn analitica de GG, entonces

Xa = Xo T (Q.Y/G —1)Xrege + TG

donde fg es el cardcter asociado ol K[G]-mdédule dual de Ve

DeMOSTRACION: Ver [Ka/.

Observe que del teorema anterior se desprende la siguiente relacién entre el cardcter,
X.. de la representacién de G en H1O(X,C) y el médulo de ramificacion.

Xz =xot (QA’/G ~1)Xrege + e

Por tanto _
I'e = xz + (1 — gx/¢)Xresc — Xo-

Ahora, si fg se descompone en irreducibles como
Te = boxo + bix1 + . + bsXs
donde by es un entero no negativo, para k =0,1,..., s. Entonces
be = (T, Xk>

< Xa: \' (1 - g‘(/G)(XT?qG: Xk> - (XO- Xk>
g +i(L — Qsc/c*) dim Vi — (xo0, x#)

I

Como dim Vj = 1 y por (1.11} se tiene que nj = gy g, se concluye que

\ bo = (T, Xo) = Gric {1 —gxg) —1=0 (3.12)

Y también que

‘ b = Ta, ) =ng + (1 gx/c) dim Vi (3.13)

para k=1,.,s
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Ademds, por (1.12) se tiene que

. 65, -1
£ ¥ 1 Y N
ny, = dim Vi (g /e —1) + ; (m ; 053‘-&)

Luego sustituyendo lo anterior en (3.13), se obtiene que

|Gp, -1

™ 1 .
bk = ; JGPLJ ; Q{j\"fa

parak=1 .. s

Una aplicacién de la férmula equivariante de Riemann-Roch dada por Borne, ver [B,
JK], para un divisor D no especial de X, el cual es el pullback de un divisor Dy de
X /G, es la siguiente.

Lema 3.2.6 (Férmula equivariante de Riemann-Roch). Sea X' una superficie de Rie-
mann compacta, G un grupo finito de automorfismos de X y D un divisor no especial
de X, tal que es el pullback de un divisor Dy de X /G. Entonces el cardcter virtual de
L(D) es

x£o) = (1 = gx/c)Xregc + Deg(Do)Xrege — T

DEMOSTRACION: Ver [B] y [JK].
u

Con estos previos estamos en condiciones de probar las formulas dadas en (3.5) v (3.6).

Teorema 3.2.7. Sea X una superficie de Riemann compacta sobre C y sea G un grupo
finito de automorfismos de X'. Considere D un divisor no especial de X, tal que es el
pullback de un divisor Dy en X' /G. Sea xx un cardcter irreducible complejo de G y Vi
un C[G]-mddulo irreducible asociado a este caracter. Entonces lo multiplicided my, del
mdodulo Vi, en lo descomposicion en factores irreducibles de la accion de G sobre L(D)
es:

1. 5i xo es el cardcter trivial, entonces
my = Deg(Dy) — gxjc+1
2. 8i xx es un cardcter irreducible no trivial, entonces

my, = Deg(Dy) dim V;, — nj,
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DEMOSTRACION: Sea xj un cardcter irreducible complejo de G y Vi un
C[G]-médulo asociado al cdracter yp.

Por lema 3.2.6, se tiene que

mg = <XE(D)>X?<J> = (Deg(DO) — Gxsc +1){Xregqs Xr) — (fG: X&)
my = (Deg(Do) — gyyc +1) dim V;, — Ta, %k (3.14)

Como dim V5 = 0 y por (3.12) se tiene que (f’g, xo) = 0, se concluye que

mo = Deg(Dy) — Gyje +1.

Si xi es un cardcter irreducible no trivial, entonces por (3.13) se tiene que
(Ta,xx) = nj, + (1 — gxyg) dim V4
Luego sustituyendo lo anterior en (3.14) se tiene que

my = (Deg(Dy) — gx/q +1) dim Vy — (nf + (1 — G sc) dim Vi)
= Deg(Dy) dim Vi, — nj,

Del teorema anterior se desprenden los siguientes corolarics.

Corolario 3.2.8. Sea X una superficie de Riemann compacta sobre C y sea G un
grupo finito de automorfismos de X. Considere D un divisor no especial de X, tal que
es el pullback de un divisor Dy en X/G. Entonces el cardcter complejo, x oy, de la
accion de G en L(D) estd dado por

xc(p) = Deg(Do)Xrege — X + X0

DEMOSTRACION: Sean g, X1,...,s caracteres irreducibles complejos de G y
M(G) = {V5, W, ..., V;} representantes de los C[G]-médulos irreducibles asociados
a los caracteres yy, respectivamente. Entonces

XL(D)y = MoXo + M1+ ... = MsXs
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donde por 3.2.7 se tiene que

xc(p) = (Deg(Do) — gy +1)x0 + Z g( Do) dim Vi — nf)xk
k=1

Como dimVy = 1 y por (1.11) se tiene que n = gx/c. entonces aplicando esto en lo
anterior resulta

8

xe(oy = Y _(Deg(Do) dim Vi)xe — > mixe + Xo
k=0 k=0

= Deg(Dy) Zdlmh\(k zﬂk)(:H' Xo

k=0 =
— DeB(DO)/‘UegG e

Corolario 3.2.9. Sea X una superficie de Riemann compacta, G un grupo finito de
automorfismos de X y D un divisor no especial de X, tal que es el pullback de un
divisor Dy de X /(. 51 V), es un mddulo irreducible de G, entonces lo multiplicided de
Vi en la descomposicion de la accidn de G en L(D) estd dada por

r OnT vk
(D (Dg)ﬁg(—g/G‘i‘l dlka Z Z ‘GP

Donde Q1,Qa, .... Q. son los puntos rama del cubrimiento m : X — X /G y Gp, es €l
estabilizador de un punto de ramificacidn P, arriba de Q..

DEMOSTRACION: Si Vi es el médulo trivial, es claro que satisface la propiedad. Si Vi
es un modulo irreducible no trivial de &, entonces por (1.12) su multiplicidad en la
descomposicién en factores irreducibles, de la accién de G sobre HO(X | C) es

IGp, |-1
1 u
ng = dim Vi(gy,c —1) + Z ( Z a-Nfa>

P | a=1
Luego sustituyendo lo anterior en la ecuacién proporcionada en 3.2.7, se tiene que

mg = Deg(Dy) dim Vi, — nj
T 4 1Gp,l-1
1 & r
:Deg(Do) dim V. — (dlmm(g;ﬁjcl)%—z (m Z &z\f,fm))
u=1 2 a=1
r |Gp,|-1

N
= (Deg(Dy) = gajo+1)dim Vi — Y Z
<
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Ahora bien, sea x7, D) el caracter de la representacion de la accién de (G sobre el espacio

dual de £(D), denotado por L{D). Por 3.2.8 se tiene que

XIL(D) = DEg(DO)X-rng — Xa T X0

Luego
Xy + Xz = 2Deg(Do)Xregc — Xa — Xa T 2X0
Como el cardcter de la accién de G en el primer grupo de Homologia, X (x.c) = XatX5

se concluye que

*

Xyt Xepy = QDG%(Do)ergG — X (x,c) + 2Xxo

¥ por tanto este caracter es racional.

Se tiene que xz(p) + Xz(p) S€ descompone en irreducibles como

Xe@) T Xz(p) = @0Xo T @1X1 + -+ XsXs
donde

ar = {xc0) + Xtpy> Xe) = 2Deg(Do){(Xreges Xk) — (X (x.€)5 X) + 2(x0, Xk)-

para k=0,1,...,s.

Sean @1, Q3,...,Q, los puntos rama del cubrimiento 7 : & — X' /G vy Gp, el estabi-
lizador de un punto de ramificacién P, arriba de @Q,. Por 1.3.7 se obtiene que

ap = 2(Deg(Do) — gu/a +1) (3.15)

y también que

ay, = 2(Deg(Dp) — gy +1)dim Vy — rdim V}, — Z dim VkGP'“

u=1

= 2(Deg(Dyo) — g/ +1) dim Vi — Z(clim Vi — dim I/;_GP”) (3.16)

a=1
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[463]
=

para k=1, .., s.

Luego por lo anterior, resulta que

dim £(D) + dim £(D) = x)(1) + Xzpy(1)

fl
‘

(Q(Deg(f)u) — gx/q+1)dimVy, — Z(dim Vi — dim VAGPU)) dim V},

k=0 u=1

Como dim £(D) = dim £(D), se concluye que

E 1
dim £(D) = ((Deg(Do) — Gy +1)dim Vy, — 5 Z(dim Ve — dim I/kCF)) dim Vj

k=0 T ou=1

3.3. Multiplicidad de un caracter absolutamente irreducible

En esta seccién nos referiremos a la multiplicidad de un cardcter absolutamente irre-
ducible de G, es decir un cardcter irreducible complejo que es equivalente a un cardcter
racional, en la descomposicién del caracter de G en L£{D). Mostraremos resultados que
generalizan los obtenidos por Joyner y Ksir [JK], por un método distinto.

Sea (7 un grupo finito, y cardcter de G y V un C[G]—médulo asociado a x. Sea H = (h)
un subgrupo ciclico de G v considere Irr(H) = {5y = 1g, M. ..., a1} caracteres irre-
ducibles de H, donde 7,(h) = &y, con ) una raiz |[H|-ésima primitiva de la uni-
dad y o = 0,1,...,|H| — 1. Sea M(H) = {W,, W1,..., Wg-1} representantes de los
C[H]|—mddulos irreducibles de H, todos de dimensién 1, asociados a los caracteres 7,
respectivamente.

Asi
Resf x = bomo + bimy + ... + baj—17m-1

donde
b(.‘{. = <Resg’: 7}5,)

para o« = 0, ..., |H| — 1.

Con los elementos antes definidos enunciamos el siguiente lema.
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Lema 3.3.1. Sea H un subgrupo ciclico de G. Considere x cardcter ractonal de G y
V' un G-mddulo asociado o x. Entonces

. o L E i
5((111’11 V—dimV") = MFH\ E o (Resy X, Ma)
a=1

donde VT es el subespacio fijo de V' por la accion de H.

DEMOSTRACION: Como Y es caracter racional de (G, entonces Resg Y es un caracter
racional de H, luego por teorema 5.2.2 se tiene que

RG‘SH X = Z U\T——ﬁ Ind

donde K recorre todos los subgrupos ciclicos de H y ag € Z.

Ya que H es abeliano, se tiene que Ngy(K) = H, luego

a .
Resé y = Z 7 KK\ IndZ 1x.
= :

Si consideramos ax = ax|K| obtenemos que

ResGx=> %‘ IndZ 1. (3.17)
K

ax ;
(Res% X, Na) Z TH] (IndZ 15, 1,)

para « = 0,1, ...,| H| — 1. Por reciprocidad de Frobenius 5.2.1
(Ind? 15 1,) = (1, Restn,) = dim WX
luego
(Res% x, 1) |H\ ZHK dim WX (3.18)
¥y por tanto

|H|~1 |H|—
1

Wil Z o{ResG v, 1) = :»Z Z dim WX (3.19)
—

a=1

Sabemos que dim WX es 0 é 1, pues dim W, = 1. Para cada K escojamos ¢ de manera
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que K = (h*), t divide a |H| y t|K| = |H|. Ya que n,(A*) = €& y dimW, = 1, se
obtiene que
. ¢ 1 si|K| divide a o
: K
STy = { 0 si |K]| no divide a o

Como |K| < |H|y a=0,1,...,|H| — 1, obtenemos que

|H|-1
K -
ZZahZadlmﬂ ?Zaff K|+ 2|K]| + ...+ (|H| - |K)
1
s %K(1+2+...+(H:K|-1
P ; +2+ ..+ (H: K- 1))
. DI 1 (|H:K|-1|H: K|
~HP = 15
1 K
K

Por tanto sustituyendo lo anterior en la igualdad (3.19), resulta que

|H]-1

1

TH Z o{Res$; x, 1) = Z| (|H = K]=1)- (3.20)
a=l1

Por otra parte dim V¥ = (Res x. no), luego por (3.18)
1 - 1
dim V¥ = — O apdimWf = — ax
77 2 R = 7 0

Ademds por (3.17) se tiene que

—

; QK -
dim V' = Res% x(1) ZEH IndZ15(1) = ZE—HH:R\.

Luego
1 : e rH 1 5“_’ :
i(dlml — dim ¥/ =% TH (|H:K|—1). (3.21)
= |H
Se concluye de (3.20) y (3.21) que
1 i R ,
§(dim V = dim V) = ﬁ a{Res% x, 1)
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Teorema 3.3.2. Sea X una superficie de Riemann compacta y G un grupo finito de
automorfismos de X'. Considere D un divisor no especial de X, tal que es el pullback de
un divisor Dy de X/G. Si x es un cardcter absolutamente irreducible de G, entonces
la multiplicidad m de x en lo descomposicidn del cardcter, xppy, de la representacion
de G en L(D), estd dada por
_ 1, I
m = (Deg(Do) — gxyg +1)dimV — 5 Z(dlm V —dim V*) R;
24

donde V' es el C[G|-mddulo correspondiente a x, {H;} es un conjunto de representantes
de las clases de conjugacion de subgrupos ciclicos de G, j =1,.., M y R; es el numero
de puntos rema del cubrimiento m : X' — X /G, arriba del cual los estobilizadores de
los puntos de ramificacién son conjugados o H;.

DEMOSTRACION: Sea p representacién absolutamente irreducible de G, y su cardcter
v V el C[GJ-mddulo asociado a la representacidn p. Sean (1, Qs, ..., O, los puntos rama
del cubrimiento 7 : X — X' /G. Sea P, un punto de ramificacién arriba de @, y Gp, el
estabilizador de P, en G.

Sea §g una rafz |G|-ésima primitiva de la unidad y €e¢,, | = 5{2}'"01’“‘, la cual es una
raiz |G p,|-ésima primitiva de la unidad.

Si y es el cardcter trivial, entonces por 3.2.7 se satisface claramente la propiedad.

Si x es un cardcter no trivial, entonces por 3.2.9 se tiene que la multiplicidad de y en
Xc(Dy €8
r |Gy |-1

VP
m = (Deg(Dy) — gy g +1)dim V —Z Z :

Sealrr(Gp,) = {no. N1, .-, MGy, -1} €l conjunto de caracteres irreducibles de Gp, = {7u.),
donde na(7u) = €, ,con ae{0,1,...|Gp,|-1}, ysea M(Gp,) = {Wy, W1, .., Wiy, |1}
un conjunto de representantes de los C|Gp, | —mddulos irreducibles de Gp, correspon-
dientes los caracteres 7, respectivos.

Por (1.6) sabemos que
= (Resg, X 7Ma)
para ¢ = 0,1, ...,

|Ge, -1 [

aN? 1
Gl =T 2 (Rests, xma).

a=1 u a=1
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Dado que y es racional v Gp, ciclico, entonces por lema 3.3.1 se concluye que

|GPu|_1 |GP!L|71

aNP 1 S 5 .. ,
Z G| = T L a(Resgpu A = §(dlm V — dim VO,

a=1

a=1

Por tanto
. .
m = (Deg(Do) — gxjg +1) dimV — o > (dimV — dim V&)

=1

Si H; es un subgrupo ciclico de G tal que Gp, es conjugado a Hj, entonces
dim V&P = dim V¥ . Por lo tanto
M
4 i mw Ak _ . o
m = (Deg(Dy) — gy)c+1)dim V' — 5 Z(dn’n V —dim V%) R;
i=1

donde { H;} es un conjunto de representantes de las clases de conjugacién de subgrupos
ciclicos de G, con 3 = 1,...,M y R; es el nimero de puntos rama del cubrimiento
7 : X — X/G, arriba del cual los estabilizadores de los puntos de ramificacién son
conjugados a Hj.

]

Una demostracién alternativa para el teorema anterior, usando el teorema de
Broughton 1.3.7 es la siguiente.

Sea x un cardcter absolutamente irreducible, no trivial de G, vy V' un C[G]-médulo
asociado a . Consideremos Qy, Qs, ..., Q- puntos rama del cubrimiento 7 : X — X/G.
Sea P, un punto de ramificacién arriba de @, v Gp, el estabilizador de P, en .

Sean n v n* la multiplicidad de y en la descomposicidn en factores irreducibles de v, v
X, respectivamente. Como x es racional se tiene que n = n*. Luego 2n es la multipli-
cidad de y en la descomposicién en irreducibles del cardcter x g, (x,c), correspondiente
a la accidén de G en el primer grupo de Homologia de X. Por 1.3.7 se tiene que

2n = (X: XHL(AI’,C))

= (2 —2+7)x(1) = > _ dim VO
u=1

=2(gxje—1)dimV + ) "(dim V' — dim V%)

u=1
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De lo que se concluye que

-_ R 7
n=n=(gy—1) dimV f§2(d1mi’ — dim V&P,

u=1
Sea m la multiplicidad de x en la descomposicién en factores irreducibles de xr(p).

Luego por 3.2.7 se tiene que

m = Deg(Dp)dimV — n*

1 -
= Deg(Dy) dimV — ((g{wc -1 dim V + 5 Z(dim V — dim VGPU.))

u=l1
=

1
= (Deg(Dy) — gx g +1) dimV — 3 Z(dim V — dim VEr),

u=1

3.4. Levantamiento de divisores en cocientes intermendios

Sea A una superficie de Riemann compacta, de género gy, v & un grupo finito de
automorfismos de X. Consideremos el cubrimiento

T: X > X/G
P~ [Pl

de grado deg(r) = |G|.
Para H un subgrupo de &, consideremos los cubrimientos 7y v g dados por
g X = X/H eu: X/H—=X/G
P [Pl (Pl [Ple

cuvos grados son deg(ny) = |H| v deg(¢n) = |G : H respectivamente. Observamos
que en general g no es un cubrimiento de Galois.

El diagrama signiente ilustra la situacién

o
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Sea Dy = H QD un divisor de X /G tal que el pullback D = z*(Dp) es un divisor

Qex /G
no especial de &' y sea Dy = ¢3(Dyp) un divisor de X' /H, dado por
- IﬂUlth]H CH Q(Q)
Dy = ¢y (Do) = H H [Ply
QEX/C N [Plgcoi @)
Por lema 2.1.10 se tiene que
Deg(Ds) = deg(21) Deg(Ds) = |G : H| Deg(Dy) (3.22)

Proposicién 3.4.1. Sea Dy un diviser de X' /G tal que el pullback D = 7*(Dy) es un
dwisor no especial de X'. Sea Dy el divisor de X /H definido anteriormente. Entonces
Dy es un divisor no especial de X' /H.

DEMOSTRACION: Sea wy, g # 0 una 1-forma meromorfa en X'/ I y wx = 7 (wa/n)
una l-forma meromorfa en X.

Consideremos el divisor de ramificacién de 7g, Ram(x H plmutirma=1) o] oyal

Pex
es un divisor de A& efectivo. Por lema 2.1.14 se tiene que

div((_d(\{) = diV(Tr;f (L’JX/H’)) = TF;J((HV(LUX’/H)) . Raﬂl(ﬂ'H). (323)

Sea Ky = div(wx) y Kx/m = div(ways). Como D = 7*(Do) = 75 (¢} (Do) = np(Dr)
y por (3.23), se tiene que
D™ Ky = ny(Dy) ™ w3 (Kxyg) - Ram(mg)

Tt'zr( lR;(/H) ELITI(TFH).

Il

Sea 0 # f una funcién en £(Dy' K g), entonces div(f) > (Dg' Ka/i) ' Luego

P(div(f) 2 (DR Koeyar) ™

Pero por lema 2.1.10 se tiene que w5 (div(f)) = div(my(f)) = div(f o 7x). Y como
Ram(my) > 1, se tiene que

div(f oly) > 7h(D Kayu) ™t > n(Dgt Kxy) ™! - Ram(mg) ™t = (D7 Ka)™h

Pero f o my es una funcién meromorfa en X. Luego 0 # formy € L(D7'Ky). Lo
cual contradice el hecho que D es un divisor no especial de A. Por lo tanto f =0y
E(D;IIKX/H) = 0. De lo que se concluye que Dy es un divisor no especial de &X'/ H.
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Como X /H es una superficie de Riemann compacta y Dg un divisor en X/ H, entonces
el espacio de Riemann-Roch asociado a Dy es

L(Dy)={f e K(X/H)"/div(f) > Dg"} U{0}.

Luego como Dy es no especial, se tiene por 2.3 v (3.22) que

dim £(Dy) = Deg(Dy) — 8x/y +1 = |G : H|Deg(Dp) — gx/m +1

Sean 1, Qs ..., @, puntos rama del cubrimiento 7 : X' — X /G y consideremos G p, €l
estabilizador de un punto de ramificacion F, arriba de Q.

La férmula de género del cociente intermedio dada en [R], nos dice que

r

1
gxyu = |G Hl(gxjc—1) +1+ 5 (IG: H| ~ [H\G/GCp,|) (3.24)

u=1

donde |H\G/Gp,| es la cardinalidad del conjunto H\G/Gp, de representantes de las
clases dobles. Asi G= | ] HtGhp,.
te H\G/Cp,

Luego por (3.24) se tiene que
dim £L(Dy) = |G : H|Deg(Dyg) — Byv/m+1

. BN v
= |G : H|Deg(Do) — |G : H|(gxjc—1) = 1= 5 D (IG: H| = |H\G/Gp,|) +1
u=1
, 5N
= |G : H|Deg(Dy) — |G : Hl(gx/c—1) — 5 ) (G : H| = |H\G/Gp,

u=1

)

Por tanto

, 1 _
dim £(Dxr) = (Deg(Do) = gy +1)IG - H| = 5 3 (1G+ H| = |[H\G/Gr,]) | (3.25)

u=1
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Sean po, p1..... ps las representaciones irreducibles complejas de . Consideremos
M(G) = {W, Vi,..., V.} representantes de los C[G]-médulos irreducibles de G y el
conjunto Irr(() = {xo, X1, ..., Xs} de caracteres irreducibles de (i, correspondientes a

las representaciones py respectivamente. Donde yg = 1g es el cardcter trivial de G.

Sea lgy la representacién trivial de H, entonces
Indg lg = agxo + a1x1 + - + QX

donde
ay = (Indg Lo, Xk)

para k£ =0,1....,s. Por Reciprocidad de Frobenius 5.2.1 se tiene que
ar = {Ind$ 1y, xi) = (1, ResE xi) = dim V2 (3.26)

Como dimInd% 15 = |G : H| entonces por lo anterior, resulta que
HH P q

G H| =) dim Vi dim Vi (3.27)
k=0
Ahora bien, dado que Imdgpu legp, = Z(dim L’}CGP“)X;C y Ind§ 1y = Z(dim Vi x,
k=0 k=0
entonces
(Ind, 1gy,,Ind§ 1g) = dim V'™ dim V¥ (3.28)
k=0

Por otra parte, usando Reciprocidad de Frobenius 5.2.1 se tiene que

(Indgpu lgpu,Ind% lg) = (1gp, » Resgpu (Ind% 15)). (3.29)
Ahora bien, consideremos 17" = H\G/Gp, conjunto de representantes de las clases

dobles, luego por teorema de Mackey 5.2.3 se tiene que

G G Gp, Ht i
Resg, (Indf 1g) = ZlndHfﬂGP (Resirng,, L)
teT
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Como 1% (h*) = 1y(h) = 1 para todo k! € H'NGp,, entonces HesgiﬂGm 15 =1gpag,, -
Luego se obtiene que

G G G,
Resg,, (Indf 1g) = E IndeGP_u Lagincy,
teT

Aplicando esta igualdad en (3.29) resulta que

G G
(1gp, Resg, (IndF 15)) = (1g,,, > Ind Honce. Lmnap,) = > llep, Indgite, lincs,)
teT ’ teT

Nuevamente usando Reciprocidad de Frobenius 5.2.1, se obtiene que
GPU J— GPIL -
E <1GPu 5 IndH’-ﬁGpu lth(;P” > = E <ResfﬁﬂGpu le“ ; 1H’-f"=Gpu>

teT eT
= E (luinap,, Lanap, )
teT

:Zl

teT

= [T

Por tanto

(Ind, 1lgp,.Ind§ 1g) = [H\G/Gp,|

Luego por (3.28) se concluye que

H\G/Gp,| =Y dim V¥ dim V™ 3.30
u k;
k=0

Asf sustituyendo (3.27) ¥ (3.30) en la ecuacién (3.25), obtenemos que

T 8

s 1 ,
dim £(Dg) = (Deg(Do)—gx/c +1) Z dim V# dim Vi—s Z ( Z(dim Vi—dim VkGP“) dim VkH)

k=0 u=1 k=0
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Luego se concluye que

5 r

. , 1 s o e o rE
dim L(Dg) = Z ((Deg(Dg) = gxje+1)dim Vi — 5 Z(dlm Vi —dim V)77 )) dim V¥

L

k=0 u=1

(3.31)

Ahora bien, consideremos el cardcter xz(p) + XZ(py luego por (3.15) y (3.16) se tiene
que este caracter se descompone en irreducibles como

X£(D) + Xepy) = @oXo +a1X1 + - + 25X
donde
#
ar = 2(Deg(Dy) — gajg +1) dim Vi, — Y (dim Vj, — dim V7 %) (3.32)
u=1

para k =0, ..., 5.

Ahora bien, sabemos por reciprocidad de Frobenius 5.2.1 que
dim ﬁ([))H = <RGSEI XQ(D), 1H> = ('}(ﬁ(Dj " Ind% 1H>
v también que
. A H " "
dim £(D) " = (Res% XDy ly) = (X;:(D):Iﬂdg la)

Ademas, se tiene que
S
dim £(D)¥# = dim £L(D)

Luego por (3.32) y por (3.26) obtenemos que

2dim £{D)" = (xp), IndG 1a) + (Xo(p), IndG 1)
= (X£D) + XL(py Ind§ 1)

= Z ( (Deg(Do) — gy +1)dim Vi — > " (dim V; — dim L-ff’u-)) dim V;#

u=1

Luego se concluye que

5 r

X .1 . o s .
dim L(D) = Z ((Deg(Dg) — gy +1) dim Vi, — 5 Z(dlm Vi — dim L‘fp“)> dim V¥

k=0 u=1

(3.33)
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y por tanto usando (3.31) v (3.33) se concluye que

dim £{Dg) = dim £{ D)7 (3.34)

Proposicion 3.4.2. Sea X wuna superficie de Riemann compacta, G un grupo finito
de automorfismos de X y D un divisor no especial de X, tal que es el pullback de un
divisor Dy de X /G. Sea H subgrupo de G y Dy el divisor no especial de X /H definido
antertormente. Entonces

L(Dg) ~ L(D)H

donde L(D) es el subespacio de L(D) fijo por la accién de H.

DEMOSTRACION: Sea £(D)® = {f € L(D)/f* = f paratoda h € H}. Consi-
deremos la aplicacién

¢: L(D) = L(Dg)

dada por ¢(f)([P]g) = f(P). Mostraremos que ¢ es una funcion bien definida. Observa-
mos primero que ¢( f) pertenece a K(X'/H), puesto que si P, P| € [P]y entonces existe
h € H tal que P, = h(P), ast ¢(f)([Pi]r) = f(P1) = F(R(P)) = f(P) = o(f){[Pln),
esto debido a que si f € £(D)? entonces f* = f o h™! = f por tanto f = f o h para
todo h € H. Luego ¢(f) es un funcién de X/H a C, ademds como f es meromorfa,
entonces se tiene que ¢(f) € K(X'/H).

Ahora probaremos que ¢(f) pertenece a L(Dg). Si ¢(f) # 0, entonces div(f) > D71,
es decir

—a{Q)
div(f) = H porde f % Dl = H ( H Pmultp'ﬁ')
P (@)

PeX QeXx/G ™ Per-1

pero H porde f — H ( H perde f), luego se tiene que

Pex QEX/G N Per-1(Q)
ordp f > —multp 7 a(Q) (3.35)
para todo P € 771(Q).

El divisor principal asociado a ¢(f) estd dado por

divie(f) = ][] [Pt #) _ I1 ( 11 [Pmdm-ﬁasu))_

[Ply€X/H QEX/G *[Plagpg (Q)
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En tanto que el divisor Dy de &'/ H estd dado por

al@)
2 mult: {
Dy = (Do) = [ | ( | | [Pl ® QH)

QEX/C ™ [Plrepg(@)

Se quiere probar que div(¢(f)) > Dy', para eso basta probar que

ordipl, ¢(f) > — multip), vu - o(Q)
para todo [P]y € 9;-;{1(@), es decir para todo P € 771(Q).

Sea Q € X/G y [Plg € ¢7(Q), asit P € 7 1(Q). Como ¢(f)([P]g) = f(P) es decir
o(f)omy = f, entonces dado que ¢(f) es meromorfa y rg holomorfa, se tiene por 2.1.9
que

ordp f = ordp(¢(f) 0 mx) = multp 7y - ord., py o(f).
ordp f

Como multp m > 1, se tiene que ordipy, ¢(f) = ———.
: multp 7y

Luego por (3.35) se concluye que

ordp f < multp 7 - a(Q)
multpmg — multp Tg

ordiey, (/) =

Dado que m = pg oy v wg v g son funciones holomorfas no constantes, entonces
multp 7 = multp(¢y 0 Ty) = multp 7g - mult,,py ¢y = multp 7y - mult;p), ou
luego se tiene que

multp 7 - a(Q) multp Ty - multip), v - o(Q)
multp 7 multp Ty

= — HlUlt[p]H ;CH&(Q)

Por lo tanto
Ord[Pl‘H Qf’(f) & == mlﬂt[PjH L,G{-rﬂf(@),

Se concluye que ¢(f) pertence a £(Dg), para toda f € L(D)H.

No es dificil probar que ¢ es una transfomacion lineal. Ademas es inyectiva, puesto que
si f € ker ¢, entonces ¢(f)([R]g) = f(R) = 0 para todo R € &, luego f = 0. Como
por (3.34) se tiene que dim £({Dg) = dim £(D)™, entonces ¢ es sobreyectiva. Luego ¢
es un C-isomorfismo entre espacios vectoriales y por tanto £(Dy) =~ £L{D)¥.

B
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Para H un subgrupo de G, consideremos
1
p = “‘E‘ § h
o | heH

un elemento idempotente central en el dlgebra de grupo IK[H], el cual corresponde a la
representacién trivial del subgrupo H. Se conoce que

L(D)¥ = pa(L(D)),
para mds detalles ver [CR|.

Luego por 3.4.2 se tiene que
L(Dg) = L{(DY =~ pur(L(D)).

Con estos elementos y siguiendo las ideas de Carocca y Rodriguez en [CR], se puede
estudiar la accién del dlgebra de Hecke en £{Dg). Donde el algebra de Hecke sobre K
de H en G, es la K-dlgebra Hyx = prK[G]py = K[H\G/H], la cual es una subdlge-
bra de K|G], que consiste de las funciones de (7 en K, que son constantes en cada clase
doble fTgH de H en G.



CAPITULO 4
Curvas de Fermat y curvas p-gonales

En este capitulo estudiaremos el espacio de Riemann-Roch para las familias de
curvas de Fermat y algunas curvas p-gonales. Exhibiremos bases para el espacio de
Riemann-Roch de ciertos divisores no especiales, invariantes por la aceién de un grupo
ciclico finito ¢ de automorfismos de la curva. Las bases encontradas son de tal forma
que dejan de manifiesto, la descomposicién en irreducibles de la accién de G en di-
cho espacio de Riemann-Roch. Ademds aplicaremos el teorema 3.2.7 para obtener su
descomposicién.

4.1. El espacio de Riemann-Roch para curvas de Fermat
Sea Ne N, N >3, X ={(z,y) € C¥/f(z,y) = 2" + " + 1 = 0} una curva plana
afin v B B
X={[X:Y:Z]eCP¥fX,Y,Z)=XN+YN 4+ 2V =0}
su clasura provectiva. Se sabe que X es una superficie de Riemann compacta de género
(N-1)(N-2)
¥ 2

Seaa([X :YV:Z)=[X: YV Z], donde {y = e’™N v G = (a) un subgrupo de
orden N de los automorfismos de X.

Considere el cubrimiento ramificado

T: X > X/G
P~ [Plg

de grado N, cuyos puntos de ramificacién son
{Po=[0:at: 1 /a="k=01,..N-1},

Sean {Qr = [Pila/k=0,1,..., N — 1} los puntos rama del cubrimiento y Gp, = G el
estabilizador del punto de ramificacién F.
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=1
3]

La férmula de Riemann-Hurwitz 1.2.9 nos dice que

1)

95 =|Gl(gz/e—1) +1+

luego reemplazando los valores obtenidos se tiene que

(V- 1)2(3\; —2) _ N{gze -1 +1+ % E— (1 - i)

N —
(N = 1)(N = 2) = 2N(ggj—1) +2+ NQ( v 1)

despejando gy, de la ecuacion resulta que
9z, =0

Escojamos un divisor Dy € Div(X/G) tal que D = 7*(Dp) sea un divisor en X no
especial. Por 2.3.2 basta tomar Dy de manera que

2g7-2 (N-1(N-2)-2 N?-3N

Deg(D =
e8(Do) > =5 N N

=N-3

Sea Dy = QY = [R]¥ un divisor de grado M, donde M > N — 3. As{ el pullback de
este divisor es

D — 'ka(Dg) e H (Pmultp':r)f\/f = f)d‘\"'_'w — {D S 1]1\71\4_
Per—1((Qn)

El espacio de Riemann-Roch asociado a este divisor es
L(D) = {F e K(X)*/ div(F) = [0: a: 1]V} U {0}
cuya dimensién es

N—1YN—2 N(@2M — N +3
(N-D(N-2) N )

dim £(D) = Deg(D) — g5 +1=NM — 5 5

Si0# F € £L(D) entonces

div(F) = H pPordeF > [0 s 1)7VM

PeX

de lo que se concluye que F es holomorfa en todo P # [0 : o : 1], con P € X,y
que F puede tener un polo de orden a lo mds NM en [0 : a: 1]. Ahora bien, si F es



CAPITULO 4. CURVAS DE FERMAT Y CURVAS P-GONALES 73

holomorfa en todo punto de X', claramente F pertenece a £(D), observamos que como
X es compacta entonces F' es constante.

Buscamos una base para L(D). Para ello exhibiremos un conjunto linealmente
independiente de funciones en £(0), de cardinal igual la dimensiéon de £L(D). Primero
observemos lo siguiente:

1. La funcién H ([X : Y : Z]) = X tiene ceros de orden 1 en Py = [0 : a &% : 1],
para k=0,1,.., N — L

2. La funcién Ha([X : Y : Z]) = Z tiene ceros de orden 1 en Ry = [aé% : 1: 0],
para k=0,1,..., N — 1.

3. La funcién H3([X : Y : Z]) = YV — aZ tiene un inico cero de orden N en
Flj == [0 = sell].

Tomando en cuenta lo anterior, consideremos el siguiente conjunto de funciones en

K(X).

VA Z2 73 7 M
1, , — - T d M4+1
V-aZ' (Y —0aZ)? (Y —aZ)¥ (Y —azZ)M }
X XZ X 72 _X'ZAM#I .
V—aZ (Y —aZ)? (Y —aZ)¥ Y — aZ)M’ :
X2 X2z X27M-2
, . —_— A -1
(Y —aZ)? (Y —aZ)¥ Y —aZ)M }[
.X'N—z }CN"QZ ‘X'NfQZ_MquQ
: ; - iy ————————— M—(N-=:
(V —azZ)N-%’ (Y —az)V-17 (Y - aZ)M } [—(N-3)
XN—l X‘NLIZ X“’\TfIZE‘v[-N—C—I
— S ey i M—(N-2
(Y —aZ)N-V (Y —azZ)¥ 777 (Y —aZ)M } ( )

Observe que la tltima fila de este conjunto tiene sentido cuando M > N — 2. El
conjunto escrito por comprension resulta ser

X'z
B:{Wﬁﬁ/ A AR /l:r-ez,DglgN—l._OgrgMyl-ng}
— ¥ ) i
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y su cardinalidad es

N-2 N-2 ; ; re Py g
1B = \Z M=-i=NM+1- Z i=nmr1- Q)QW S, A > ik X
i=-1 i=1
la cual coincide con la dimensién de £(D).
Xigr
SiF(X : Y Z)) = W — o)™ € B, entonces F tiene ceros de orden r en

Ry =|agk :1:0], para k =0,1,..., N — 1, ceros de orden [ en P, = [0 : a &% : 1], para
k=1,..,N—1, y un tinico polo de orden Nr+I(N—1)en P, =[0: e : 1]. Observe que
Nr+l(N—=1)=N(r+l)—I < NM—1 < NM, luego F' € L(D) y por tanto B C L({D).

Sean Iy F' funciones en B, supongamos que en P, tienen un polo del mismo
orden, es decir N7+ (N — 1) = Nr' +['(N — 1), luego

N-—-1 ;
N (I=1).

Como 7' — r es entero, entonces N divide a I — I'. Pero 0 < |l = I'| < N — 1, luego
I =1"y por tanto r = v’. Concluimos que F = F'. Esto nos dice que las funciones en B
tienen polo de distinto orden en P, luego B es un conjunto linealmente independiente.
Ademas ya que el cardinal de B es igual a la dimensién de £(D), concluimos entonces
que B es una base de L({D).

(N-D(I-IN=N@Fr'-7) = v —r=

Sean pg, p1, ..., py_1 representaciones irreducibles de (7, donde

k

pria—+Ex
y M(G) ={V, W, ..., Vi_1} representantes de los C[G]-mddulos irreducibles de G, to-
dos de dimensién 1, correspondientes a las representaciones pg, p1. ..., PN-1

respectivamente,

La accién de a en los elementos de la base B de £(D) esta dada por

Xtzr

Fa([X SV ZD =Fo a‘l([X Y Bl = FllenX 1 ¥ Z)) = £E\m

(4.1)

Luego por (4.1), se obtiene que el espacio £(D) se descompone como G-médulo de la
siguente manera

L(D) = (M + )Vo+ MVi + (M = )Va + ... + (M — (N = 3))Vv_z + (M — (N — 2))Viv_1

(42)
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Sea H “J(/’YV’ ,C) el espacio vectorial de las 1-formas holomorfas de X. Sabemos que &
actia sobre H(X, C) por medio de la accién a(w) = w o a™!, donde w una 1-forma
diferencial holomorfa en X'. Sea

r—1 dx .
A= {’“”’“-S =a" s (B8, 42 L, a8 N~ 1}
1 g8
una base de H'O(X, C).
Por otra parte, o '(F) = F,. Determinaremos una carta centrada en P, para

exhibir la forma local del automorfismo a=?.

Sea

e XNUp={[X:Y:2]eX: Z+40} > {(z,9) € C¥/f(z,y) =2V +yV +1}

[X:Y:Z}w(%,%)

un homemeomorfismo, donde o(P) = (0, «). Como %(Oa) = No™~1 # 0, entonces
por teorema de la funcién implicita, existe una vecindad abierta W C X’ de (0, @), una
funcién analitica g tal que g(0) = o, y t > 0 de modo que

W ={(z,g9(z)) : z € B(0,t)} C X.

Asi la carta en Fy, estd dada por

607 (W) = €
[Z:g(x): 1]~z
Luego, en coordenadas locales, el automorfismo a ! es de la forma
boa 067 (z) = pla~M([z : g(z) : 1)) = B(Ena : 9(z) : 1]) = £xa

Por tanto la accién de a en los elementos de la base A de H 1’“(% ,C) es

Evdz = g_,’;,g;“luN;s =3 . (4.3)

)T—l

a(w.r|3) = Wrs© a_l == (5}[1' y:\T—S

Luego por (4.3) se obtiene que el espacio H'"Y(X, C), se descompone como G-médulo
de la siguiente manera

HYO(X,0) ~ 0Vy + (N — 2V + (N = 3)Va+ ... + 1Vn_g + 0V,
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Ademds, por (1.9} v dado que todas las representaciones de G son de grado 1, se

obtiene que la descomposicién de la accién G, en el espacio H'?(X, C) es

HWO(X,C) ~ 0V + 0Vi + 1Va+ ... + (N = 3)Vy_a + (N — 2)Viy_1 (4.4)
De esta descomposicién (4.4), obtenemos que nj = 0 y n;, = k — 1, para
k=1, ... N—1

Ahora bien, por 3.2.7 sabemos que si £(D) = moVh +m1 Vi + ... + mn-1 Vv entonces

mo = Deg(Do) — g/ + 1
my = Deg(Dy) dim Vi — nj,

para k =1,..., N — 1. Luego sustituyendo los valores obtenidos, resulta que

mo=M—-0+1=M+4+1
me=M-1—(k—1)=M—-(k-1)

para k = 1,..., N — 1. Lo cual coincide con la descomposicién obtenida en (4.2) de
L()

4.2. Espacio de Riemann-Roch para un tipo de curvas p-gonales

Sea X = {(z.y) € C*/f(z,y) = y* — z(z — 1)(z — \) = 0} una curva plana afin,
donde p > 3 es un niimero primo y A € C\ {0,1}.

X ¥ XY Yr X /X X
Si =—- ey=, asf = =]l==-===-1}==-X].
Consideremos x - e V=, asl f(Z’Z) 75 " 7 (Z )(Z )
Sea

zZ'Z

Luego la clausura proyectiva de X' es

X v:2)= pr(f X) —VE . RO — K - 35

X={[X:Y:Z|eCP¥f([X:YV:Z)=YP= XZ°73(X — Z)(X = AD)},

la cual tiene una una singularidad en el punto P, = [1: 0 : 0]. Luego normalizamos la
curva v obtenemos que /X es una superficie de Riemann compacta.
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Sea a([X : ¥V : Z]) = [X : 'Y : Z], donde & = €*/?, un automorfismo de
orden p de X y G = (a).
Consideremos el cubrimiento ramificado de grado p

T: X > X/G
P~ [Pla

cuyos puntos de ramificacién son
Pi=0:0:1], Fe=1Ls0:l], Be=[A:0:1] 3 Pw=1[11020

El estabilizador de cada punto de ramificacién es G. Los puntos Q; = [P, con
1=1,2,3, v Qx = [Px]g son los puntos rama del cubrimiento.

Sabemos que 9%, =0, luego por la formula de Riemann-Hurwitz 1.2.9, se tiene que

- 1
9(%——p+1+g4(1—5)—p—1- (4.5)

Escojamos un divisor Dy de X /G de manera que su pullback D = 7*(Dy), sea un
divisor no especial de X', Por 2.3.2 basta tomar Dy de manera que
2952 2(p-1)-2 4

Deg(Dyg) > = -9 =
e » "

Como p > 5, basta elegir Dy de modo que Deg(Dg) > 2.
Sea N > 2 un nidmero enteroy Dy = flv, asi

D =n*(Dp) = H (Pmlhpﬁ)N = Ppr = [0:01 1]‘%
Per=1(1)

luego el espacio de Riemann-Roch asociado a este divisor es
L(D)={F e C(X)/ div(F) > [0:0: 1]} U {0}
y su dimensién es
dimL(D) =Deg(D) —gs+1=Np—(p—1)+1=(N-1)p+2. (4.6)
Si 0# F € L(D) entonces

div(F) = [[ P7=F 2 7™ =[0:0: 1]

PeX
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Luego F' es holomorfa en todo P # P;, con P € X, v puede tener un polo de orden a
lo mas Np en P,. Claramente si F es holomorfa en X entonces F pertenece a £(D), y
como A& es compacta se tiene que F es constante.

Buscamos una base para L(1), para ello exhibiremos un conjunto linealmente
independiente de funciones en £(D) de cardinal igual la dimensién de £(D). Primero
observemos lo siguiente:

L. La funcién H1([X : Y : Z]) = X tiene un tnico cero en Py = [0: 0 : 1] de orden
.

2. La funcién Hs([X : Y : Z]) = Y tiene ceros de orden 1 en P, = [0 : 0 : 1],
P,=[1:0:1yPy;=[A:0:1],ydeorden (p—3)en P, =[1:0:0].

3. La funcién H3([X : Y : Z]) = Z tiene un tnico cero en Py = [1: 0 : 0] de orden
P.

Sean 4, 7 nimeros enteros tal que 0 < ¢ < p — 1. Consideremos la funcidén racional

- y?
F(X:¥:ZD)= T

Para que I pertenezca a L£{D), esta debe ser constante é tener un 1inico polo en P,
de orden a lo mas Np. Para que esto ocurra y teniendo en cuenta las observaciones
anteriores, se debe cumplir que

0<pli—j)—i=(p—-1)i—jp<Np y 0<Z(p—3)i—pj (4.7)
note que el orden del polo de F en P; es p(i — 5} — 1.
De las desigualdades de (4.7), obtenemos que

(p—l)’é—NSjS (p—-3)
P P

)

es decir, —}%Jr(i—N) <ji< i—‘%;i y por tanto —%+(i—_f\-") <j<(i-N)+ (N—ii).

Luego si 0 < 1 < min{p — 1, —I\ijf} entonces existe j entero tal que
: R
-M<i<i- (43)
p

En conclusion, si el par 7, 7 de enteros es tal que

Np

} y (i-Ny<j<i—Si
p
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g

entonces la funcién F([X : Y : Z]) = Yisizi

pertenece a L({D).

Si N > 3 entonces min{p — 12} = p—1 Ya que si N > 3, se tiene que
Np>3p>3(p—1). Luego —\33 >p>p—1L

Si N = 2 entonces min{p — 1,2} = £ Como p > 5, se tiene i(p — 1) > 2.
Luego %(p —1)>(p-1)4+2>p. Por tanto (p—1) > %.

Analizaremos cada situacién por separado.

e Sea N > 3. Como p > 3 primo, entonces p = 3l +1 6 p = 3] + 2 para algin
I > 1 entero. Exhibiremos una base de £(D), considerando p en cada caso.

Si p = 3l + 1 entonces 0 < i < 3[. Usando la desigualdad (4.8) podemos concluir
lo siguiente:
1. Sii=0 entonces —N < j <0.

2. Si1<i<lentoncesi—1\'<j<i—1
Ya quesi 1l <17 <[ entonces 0 <
i—N<j<i—1

3£+1 < 3z+1l < 1. Luego 0 < —1 < 1. Por tanto

3. Sil+1<i<2entoncesi — N <j<i-2

Puesto que sil+1 < i < 2] entonces ;gif < mz < 3z+1 Luego 1+% ;j 1< 2—%.
Porlotantoi — N < j <i—2.

4, Si2l+1<i1<3lentoncesi — N <3 <1-3.
Desde que 21 + 1 < ¢ < 3l se tiene que %‘E & 3111'. < 551—1_1 Luego

24 1< ,<3_, De lo que se concluye quez — N < j <4 — 3.

Asi para i, J y | enteros definidos anteriormente, consideremos B el siguiente subcon-
junto de £(D)

-N<j<0 sii=0
v i-N<j<i—1 si1<i<l
Xi-igi/ i-N<j<i—-2 sil+1<i<2l

i-N<j<i—3 si204+1<i<3l

Luego su cardinalidad es
B] = (N+1)+IN+UN=1)+U(N=2) = 3IN+N—3I+1 = (N—1)(3l+1)+2 = (N—1)p+2

la cual coincide con la dimensién de £(D).
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Las funciones en B son linealmente independientes, pues todas tienen un tnico po-
lo en P de distinto orden. Ya que si existen pares (i,7) e (¢',7) tales que las fun-
ciones en B determinadas por ellos, tienen un polo del mismo orden en P, entonces
p(t —j) — i =p(i’ — j') = 7, luego

(p—1)i—(p—1)i'=jp—J'p
y por tanto

(=G~ iYy=pi—7)

As{ p divide a (p — 1)(i — #'). Como p es primo, se tiene que p divide a (i —i'). Pero
i —i'| < p—1, por tanto ¢ = ¢ y por ende j = j'.

Ya que B es un conjunto linealmente independiente cuya cardinalidad es igual a la
dimensién de £(D), entonces B es una base de £(D).

Si p = 31+ 2. Entonces 0 < ¢ < 3] + 1. De igual manera que en el caso anterior,
usando la desigualdad (4.8), podemos concluir que:
1. sii=0 entonces —N < j < 0.
2.sil<i<lentoncesi— N <j<:—L
Yaquesil <:i<I setiene que 0 < %f < ,ﬂ%i < 1. Portantoi— N <3 <qi—1.

3.sil+1<i<2+1entoncest — N <j3<1—2.

Puesto que si [ + 1 < ¢ < 2l + 1, entonces 35—:3 < 3%_,1 < gg—;g Luego
1+:<3i<2- 2 Porlotantoi— N <j<i—2

4. 82l +2<i<3l+1entoncesi — N <j3<1-3.
Como 2] +2 < ¢ < 3l + 1, se tiene que g% < j-%a < % Luego
2 +% < %?j <3 - %. De lo que se concluye que i — N < j <i— 3.

De igual manera, considerando los enteros 4, j y ! definidos anteriomente, definimos el
siguiente subconjunto de £(D)

—-N<j<0 sit=0
V' i—-N<j<i-1 sil<i<]
Xi-igi/ i—-N<j<i—-2 sil+1<i<2l+1
i-N<j<i—3 si2l+2<i<3l+1

B =

Observe que la cardinalidad de este conjunto es
IBl=(N4+1)+IN+(+DN=-1+IN—2)
=3IN + 2N — 3l
=(N-1)(31+2)+2
=(N—1)p+2



CAPITULO 4. CURVAS DE FERMAT Y CURVAS P-GONALES 81

la cual coincide con la dimensién de £(D). Como las funciones en B son linealmente
independiente, pues tienen polo de distinto orden en P y |B] = dim £(D), se concluye
que B es una base de £(D).

e Supongamos que N = 2, luego 0 < 1 < %p Como p=3l+106p=3l-+2 para
algiin | > 1 entero, buscaremos una base de £(D) en cada caso.

Si p = 31 + 1, entonces % = 21 4+ £. Luego 0 < 1 < 2/. Usando la desigualdad (4.8)
podemos concluir:

1. Sii=0 entonces —2< 37 <0.

2. 811<1<]entoncest—2<j7<:—1.

Yaquesilgi.gl,setieneque0<%i< sl < 1. Portanto: —2 <7 <:i—- 1L

)
3. 81l+1<1i<2]entonces j =1— 2.
Desde que [+1 < ¢ < 2, se tiene que géﬁ' < rz < 31+1 Luego 1+
De lo que se concluye que j =% — 2.

< 35«9

‘G\m
*c‘lm

2
P

Sean %, j v [ los enteros definidos anteriormente, definimos el siguiente subconjunto de

£(D)

. ~2<§<0 sii=0
B={ gz i-2<i<i-1 sil<i<l
A § = 53 sil+1<i<2

cuya cardinalidad de es
|IBl=3+2l4+1=3l+3=p+2=dimL(D).

Por los mismos argumentos que en los casos anteriores, se prueba que el conjunto B es
una base de £(D).

Sip = 3l + 2, entonces % = 2] + % Por tanto 0 < 1 < 2/ + 1, luego usando la
desigualdad (4.8) se concluye que:

1. Sii=0 entonces -2 < 5 < 0.

2. 8i1<+i<lentoncesi —2<4j<i—1

Puestoquesi1 <1 <, setienequel < 2 < =] < 1. Portantoi—2 < j <i-1.

%H—’
3. 81 1+1<1< 20+ 1 entonces 7 =14 — 2.
Comio [+1 €4 < 21 +1, se tierie que 342 < 345 < S48 [yeps 14
V€ 315 = 3133 &
Por tanto lo j =4 — 2.

1< 2—

‘tﬂluo
"dl'—‘



CAPITULO 4. CURVAS DE FERMAT Y CURVAS P-GONALES 82

Para i, j y | enteros definidos anteriormente, se define se define el siguiente subconjunto
de £(D)

i —2<4<0 sii=0
B=14 sy / 1-28)<4-1 st1gig!
‘ ‘ i—2 sil+1<i<2+1
La cardinalidad de dicho conjunte es
Bl=34+20+(+1)=3l4+4=p+2=dim L(D)

Nuevamente, por el mismo argumento que en los casos anteriores, el conjunto B es una

base de £(D).
Sean po, p1, ..., Pp—1 representaciones irreducibles de G, donde
Pr i a—r gj; i con &, = e¥i/p,
vy M(G) = {Vi, V1,..., Vp_1} representantes de los C[G]-médulos irreducibles de G,

todos de dimensién 1, correspondientes a las representaciones pg, p1. .... pp—1 respecti-
vamente.

Como D es un divisor invariante por la accién de &, entonces & actia en el
espacio L(D).

i

S F(X :Y 2 2]} =

es un elemento de la base B de L£(D), entonces la

Xi—izi
accién de G = (a) en el espacio L(D) esta dada por
(T - - - TR &
FX:Y:Z)=Foa™ ([X:Y:Z))=F([X:§Y : Z] :épm (4.9)

Dado esto, el espacio E(D) se descompone como (G-mdédulo, en factores irreducibles
Como
L(D) = migVo+ maVi 4 o 11 Ve

donde m; son enteros no negativos, para i = 0,1,...,p — 1. Usando (4.9) v la forma
particular que tiene la base exhibida para L£(D]}, junto con gue las representaciones
irreducibles de G son todas de dimensién 1, determinaremos los coeficientes m;. Lo
haremos por casos.
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e Si N >2vp=3l+1, entonces

N+1 sii=0
N sil<i<] '
M=) N1 sil4+1<i< .10)
N-2 si2l+1<1<3l
e Si N >2yvp=3l+2, entonces
N+1 sit=0
N sil<i<l
M= N-1 sil+1<i<2l+1 (4.11)

N—-2 si2l+2<i<3l+1

Observe que para N > 2 y p > 3 primo, el subespacio de £(D) fijo por G, L{D)Y, es

generado por el conjunto
1 zZ Z* Zy
XX XN (-

4.3. Aplicacion del teorema de descomposicion
Consideremos la curva definida en la seccién anterior.

Sea X = {(z,y) € C*/flx,y) = y* — z(z — 1)(x — A\)} una curva plana affn,
donde p > 3 es un ntimero primo y A € C\ {0,1}.

Sea X ={[X:Y:Z e CP¥f([X : Y : Z]) = YP - XZP3(X — Z)(X — A\2)},
su clausura proyectiva, la cual tiene una singularidad en el punto P = [1: 0 : 0].
Luego normalizamos la curva y obtenemos que X es una superficie de Riemann
compacta.

Sea a([X : YV : Z]) = [X : £'Y : Z], donde § = €*™/7, un automorfismo de
orden p de X y G = {a).
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Consideremos el cubrimiento ramificado de grado p

T: X =>X/G
P Bl

cuyos puntos de ramificacion son
P=[0:0:1, Ba=[1:0:1, Pa=[A:0:1] ¥y Po={1:0:0]
El estabilizador de cada punto de ramificacién es G. Los puntos @; = [Fjle, con
i=1,2,3, ¥ Qoo = [Px)c son los puntos rama del cubrimiento.
Sabemos que gg,; =0y por (4.5) tenemos que g5 = p — 1.
Sea N > 2 un nimero entero v Dy = QY un divisor de X /G. Luego su pullback
D = 7*(Dy) dado por
D=x*{Dy)= [[ (P=rr)¥ =pP=[0:0:1]"
Per=1{h)

el cual es un divisor no especial de X, hecho probado en la seccién anterior. El espacio
de Riemann-Roch asociado a este divisor es

L(D) = {F e C(X)/ div(F) > [0: 0: =P} U {0}
cuya dimensién por (4.6) es

dmL(D)=(N—-1)p+2.

Ahora determinaremos la descomposicién de la accién G en el espacio HMO(X, C),
en términos de las representaciones irreducibles de G.

Como g3 =0y el cubrimiento tiene cuatro puntos rama, donde cada punto de
ramificacién arriba de cada punto rama tiene estabilizador de orden p, se sigue que, la
firma del cubrimiento es (0; p, p, p, p)-

Buscamos el vector generador de G, para eso eligimos para cada punto rama del cubri-
miento un punto de ramificacién arriba de el y determinamos la constante de rotacién
del generador de su respectivo estabilizador.

El punto P; = [0: 0 : 1] tiene por estabilizador a G, = (a). Sea
oo XNUa={[X:Y: 2] eX: Z+#0}={(z,1) € C/f(z,y) = —z(z — 1)(z — \)}

[X:Y:Z]w(%,%)
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homemeomorfismo, donde ps(F;) = (0,0). Como %(D,D) = 0, entonces por teorema

de la funcién implicita, existe vecidad abierta W de (0,0), una funcién analitica A tal
que R(0) =0yt > 0 de modo que

W= {(h J:y e B(0,1)} C A
Luego la carta en P, estd dada por

517 (W) = €
(hiy) sy : 1]~

Asi, localmente en P, el automorfismo a luce como
gpoaod Hy)=¢oa([hly):y: 1)) =o([h¥): & y: 1) =& y=E""y

de donde op, (a) = & '. Por lo tanto la constante de rotacién de a en Py es op, Ya) =

donde 7" es el anoulo de rotacion de a en Pi.

De manera similar encontramos la constante de rotacién para a en los puntos P y
Ps, asi
=l _ rp—1
gP:(a'} - fp Y JP:}(Q) = gp
y por tanto

UP}(H) =& Y 51;31(0-‘) = ¢p-

La informacién anterior es suficiente para encontrar el vector generador, pues el cu-
brimiento tiene cuatro puntos rama. Conseguimos este vector de la siguiente manera:
como ap,(a) = gg*l, para 1 = 1,2, 3, buscamos o en Z, con 0 < o < p tal que

a-{p—1)=1modp,

luego el vector generador es (a™® a™% a"%0°), donde 8 € Z es tal que
30+ 3 =0modp. Asi @« = p—1y 8 = p— 3. Por tanto el vector generador
es _

(a,a,a,a”™?).
Ahora que va tenemos el vector generador, determinaremos la descomposicién de la

accién G en el espacio HL8(X, C), en términos de las representaciones irreducibles de
G.

Sean pg, p1, ---; Pp—1 epresentaciones irreducibles de G, donde

. k . _ 2m/p
pria—&, 3 congp=e .
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y M(G) = {Vy, Vi, ..., V,_1} representantes de los C[G]-médulos irreducibles de G,
todos de dimensién 1, correspondientes a las representaciones py, p1. .... Pp—1 Iespecti-
vamente.

Sea _
HLWO(X,C) =gV + 0V + . + 151 Vg,
donde los coeficientes n} son enteros no negativos, para ¢ = 0,1, ..., p— 1. Luego usando
las ecuaciones dadas en (1.11) y (1.12), junto con que dim V; = 1, parat =0,1,...,p—1,
obtenemos que
ng =gz =0

3 l——~
wt = —1 4 Zi4 Zifp—3) (4.12)
P p
parai=1,2,....,p — 1. Donde i(p — 3) es el resto de la divisién de i(p — 3) por p.

Ya que p es de la forma 31 + 1 é 3] + 2, para algin [ > 1 en Z, obtenemos el
valor de n; en cada caso.

e Sip=3l+1entonces 1 <1< 3l Por (4.12) se concluye que:

1. Sil < i <! entonces n; = 0.
Como i < [ sigue que 3i < 3] < 3] +1 =p. Luego 0 < p — 3i < p. Ademds, ya
que i(p — 3) = p — 3imod p entonces se tiene que n} = —1+ %i + %(p —3i)=0.

2. 8il+1 <1< 2l entonces n] = 1.
Yaquel+1<i<2] entonces 3] +3 < 3i <6l Asip+2 <31 <2p—2 ypor
tanto 2 < 2p—3i < p— 2. Ahora bien, como i(p —3) = 2p— 3i mod p, se concluye
que n} = —1+3i+2(2p—3) = 1.

3. 8121+ 1 <1< 3l entonces n; = 2.
Debido a que 21+1 < 1 < 3l, se tiene que 6]+3 < 37 < 91. Asi2p+1 < 3t < 3p—3,
luego 3 < 3p—3i < p— 1. Ya que i(p — 3) = 3p — 3imod p, obtenemos que
ny=—1+2%+1(3p-3i)=2

En resumen

0 si0<i<]
n: = 1 sil+1<i<2]
2 si2+1<1<3l

o Sip=23+2entonces 1 < i < 3 + 1. De la misma manera que el caso anterior,
usando (4.12) concluimos que:
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1. Si1 < i< ! entonces ny = 0.
Como ¢ < [ sigue que 31 < 3/ < 31+ 2 = p. Luego 0 < p — 3i < p. Ademds
i(p—3) = p— 3imodp, por tanto n; = —1+ %z’ + é(p —3i) =0.

2. Sil+41<i<20+1 entonces nj = 1.
Desde que [ +1 < i < 2]+1 entonces 3/+3 < 3i < 6/+3. Asip+1 <3 <2p—1
y por tanto 1 < 2p — 3i < p— 1. Como i(p — 3) = 2p — 3imodp, se tiene que
th ==l o %'é + %(2}) —3i)=1

3. 8120+ 2<1<3l+1 entonces n} = 2.
Ya que 2[4+2 < i < 3]+ 1 entonces 6]+ 6 < 37 < 9I+3. Luego 2p+2 < 31 < 3p—3
y por tanto 3 < 3p — 3i < p — 2. Ademés, como i(p — 3) = 3p — 3imodp,
obtenemos que n} = =1+ gi — 1%(3-}9 —3i)=2.

En resumen

sing€i <l
sil+1<i<20+1
si2l+2<e <3l +1

=3
l
B = O

Ahora bien, si la descomposicién en factores irreducibles del espacio L£(D) como
G-modulo es
L(D) =~ moVp +miVi + ... +mp 1V,

donde m; son enteros no negativos para i = 0,...,p — 1. Entonces por 3.2.7, se tiene que

mg = Deg(Dy) —gx/g+1=N+1
m; = Deg(Dy) dimV, — nj = N — n;
parai=1,...,p— L

Luego usando los coeficiente n; obtenidos anteriormente, se concluye que:

1. Si p =30+ 1 para algin [ > 0 en Z, entonces

N+1 sii=0

N sil<i<l
N—-1 sil+1<i<
N—-2 si2i+1<i<3l

Ty =




co
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2. Sip=3l+ 2 para algiin I > 0 en Z, entonces

N+1 sii=0

N sil<iqi<l

N—-1 sil+1<i<2+1
N—-2 si2l+2<i<3l+1

Lo cual coincide con los coeficientes de la descomposicién de la accién de G en L£(D),
exhibidos anteriormente en (4.10) y (4.11).



CAPITULO 5
Apéndice

En este capitulo desarrollaremos ejemplos en conocidas curvas de Catalan. Ademéds
incluiremos algunos resultados de representaciones de grupos, utilizados en nuestro
trabajo.

5.1. Espacio de Riemann-Roch en algunas curvas de Catalan

Consideremos X = {(x.y) € C*/f(z,y) = y? — 2P + 1 = 0} una curva plana afin
donde p v g son nimeros primos, con p > g. Sea

X={[X:Y:2eCPf(X,Y,Z)=YZP9 — XP + Z? = 0}
su clasura proyectiva.

F tiene singularidad en el punto Py, = [0 : 1 : 0], luego normalizamos la curva,
asi resulta ser una superficie de Riemann compacta.

Se conoce que el género de X es

(p— 1)g— 1)

g 9

Sea a([X,Y, Z]) = [£,X : &Y : Z] un automorfismo de ;Yu, de orden pq, donde &, = £*/?
v §q - Bzm/qi v sea (= (a).

Consideremos el cubrimiento ramificado

T: X = X/G
P ~~ [Pl

de grado deg(w) = pq.
Los puntos de ramificacién del cubrimiento son

39
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o P, =[0:1:0] con estabilizador Gp_ = {(a), de orden pq.

« P;= [55 : 0 : 1] con estabilizador Gp, = (?) de orden ¢, para j =0,1,...,p— 1.

o Qr = [0: ag) : 1] con estabilizador G, = (a?) de orden p, donde o = e™ y
k=0,1,..,9—1

Los puntos rama son By = [Pxle, Ro = [Pla y Ry = [Qole. donde [Pyle = {Px},
[Pole = {Pos Py cus Ppes } ¥ [Qola = { Qo) D1y s @1 }-

Por la férmula de Riemann-Hurwitz 1.2.9, se tiene que

e o1+ 3{(-3) -3+ (1)

luego despejando gy e de la ecuacidn , obtenemos que

De lo anterior se desprende que la firma del cubrimiento es (0; pg, p, ¢). Buscamos ahora
el vector generador de G, para eso eligimos por cada punto rama un punto de ramifica-
cién arriba de el y determinamos la constante de rotacion del generador de su respectivo
estabilizador.

Consideremos el punto Py = [1 : 0 : 1], el cual tiene estabilizador Gp, = (), donde
oP([X 1Y : Z]) = [X : &Y : Z], es un automorfimo de orden g. Sea

e XNU,={[X:Y :Z]€eX: Z#0} = X ={(z,y) € C*/f(z,y) = 4" — 2P + 1}

[X;Y:Z]w<§é)

homemeomorfismo, donde ¢2([1:0: 1]) = (1,0). Como %{(1, 0) # 0, entonces por teo-
rema de la funcién implicita, existe vecindad abierta W de (1,0), una funcién analitica
g tal que g(0) =1y t > 0 de modo que

W={(g()y):yeBON}CX
luego la carta en Py estd dada por
é:yps (W)= C
[9(y) 1y 1]~y
Asi localmente en P, el automorfismo o luce como

gpoaPog™(y)=doa([g(y) y:1]) = d(lgly) : &y 1]) = &y.
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Como p > ¢, existen n y r enteros positivos tales que p = ng + r, con r < ¢, luego

Py r
JPO (n" ) - éq g
; .2 — i Qo 2z
Asf la constante de rotacién de a” en Py es op,(a?)™! = §; ", donde == es el angulo de
rotacién de of en .

De manera similar encontramos la constante de rotacién para el automorfismo
([X:Y:Z])=[gX:Y : Z] enel punto @y = [0: & : 1], asf
ng(aq) = 55

luego la constante de rotacién de a? en Qg es og,(a?) ™! = &, % donde
de rotacion de af en Q.

2mq

=21 eg el angulo
P

A continuacién determinaremos la constante de rotacidn del automorfismo
a([X 1Y : Z]) = [§X &Y : Z] en el punto Py = [0 : 1 : 0], el cual tiene esta-
bilizador Gp_ = {a). Primero exhibiremos la carta en Py. Sea

e XNU={[X:Y:Z]eX: Y #£0} = C={(z,y) € C¥/z? =" (1 +19)}
] X Z
Y i Zl | = =
coreae (1)
homemeomorfismo, donde ([0 : 1 : 0]) = (0,0). Observamos que la curva C tiene
singularidad en (0, 0).

Ahora bien, A(y) = 1+ 37 es analitica y h(0) = 1, entonces existe k funcién analitica
tal que k?79(y) = 1 + 9, luego =P = [yk(y)]P~9, por lo tanto (0,0) es una singularidad

de tipo (p,p — g).

Llamemos z = z y n = yk(y). Luego sea C; la curva dada por
Co={(z.n) € C /2P =77},
Como el méximo comun divisor entre py p—q, (p,p—q) = 1, entonces existen b,c € Z

tales que (p,p —¢) =1 = cp+ b(p — g). Consideremos las funciones

5:0,—=C r:Im(s) = C
(z.m) ~ s(z.n) = 2°° L~ r(t) =(7%8)  (8.1)

Se verifica que ros =id y sor =id.
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Pero kP~9(0) = 1, por tanto k(0) # 0. Luego
k(y) = aog+ a1y + asy® + t.0.5
donde ag = k(0) # 0. Asi
n=yk(y) = aoy + a1y® + apy® + t.o.s.. = j(y),

con a; € Cyag#0.

Tenemos que y = I(n), donde [ es una funcién analitica, ademds y = 0 si y solo
si 7 = 0. Luego {(0) = 0 y por tanto

y =1(n) = by + ban® + b3n® +t.0.s...,
con b; € C, ademds y = I(j(y)). Luego derivando obtenemos que 1 =1'(j(y))j (y), asi

1=1"(j(0))5'(0) = 1'(0)5"(0) = brag (5.2)

y por tanto b = aig #£ 0. Asi

y = byn + bon® + ban® + t.o.s... = n(by + byn + ban® + t.o.s...) = nl(n),

donde [(n) = by + bon + b3n® + t.0.5... es una funcién analitica, con [(0) = by # 0.

Por tanto z = z e y = nl{n). Como por (5.1) se tiene que z = # 9y n = (P,

entonces x = P77 e y = tPI({P). Luego

(z,y) (P~ P1(t7))
t = 2’(yk(y))° t

Asi S es carta en (0,0) y 7 es su inversa. Luego la carta en P, estd dada por

$:UCUNX—C
[:1:y] ~ t =2 (yk(y))°

Asi, usando la definicién de ¢ y 7, se puede ver que localmente en P, el automorfismo
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o luce como

goaog ™ (t) = goa({tP™: 1: £I(t7)))

= p([&t" ™ & PPU()])

) (g_z)bt(p_q)b Efpj(tp)k (éﬁpmp)” c

= e i o) |

q

Como (p,p—q) =1=cp+b(p—q) v por definicién de las funciones k y T se concluye
que

poacg™(t) = el F“p)"“ (&l*pr”v“p)ﬂ |

g
= gbel-eBtlagh; + aghat? + t.0.5]°

- ‘Sg rgm{:l‘b)i[@ﬁbl + aghst? + t.0.5]°

Pero por (5.2) se tiene que agh; = 1, luego
ey (CL) _ &-2 é—é—c—b) _ gf;—p(s—i—b) — p—qcp—(p—q)b — };—ql — gggﬁl

27

Asf la constante de rotacién de a en Py, es op, (a)”! = &, donde o
rotacién de a en P..

es el angulo de

En resumen, tenemos que og,(a?) = &, op,(af) = &, v op,(a) = &I 1. Sabemos
que existen o, 8 v v en Z, tales que:

a-g=1lmodyp
A-r=1lmodg

v+ (pg—1) = lmod pg

con0<a<p 0<B<qgy0<v<pg Observe que v = pg — 1. Luego el vector

generador de G es
(a,a™9% o~ P%) (5.3)

Note que 1 — ga — p8 = 1 mod pg.
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Elijjamos Dy € Div(f/G) de manera que D = 7*([)y) sea un divisor no especial en X.

Para eso, por 2.3.2, basta escoger Dy de modo que

2 g% -2 _ 1
G| g

((-1g-1) -2 =~

deg(Dy) > L
Y4

(pg—p—q—1).
Luego basta tomar Dy de forma que deg(Dy) > 1.

Sea Dy = [Ps]q un divisor de grado 1 de X /Gy D el pullback de Dy, asf

Benfi= [} Pt

Per—1{[Polc)

Considere
L(D)={F eC(X)/div(F) > D' =[0:1: 0]} u {0}
el espacio de Riemann-Roch del divisor D. Asi por (3.2) se tiene que

qu w (5.4)

dimL(D) = deg(D) — gy +1 = pg — 5 , 5

Primero notemos lo siguiente:

Observacion 5.1.1. La funcion:

1 Hi([X : Y : Z]) = X tiene cero de orden 1 en Qx = [0 : a&f : 1], para
k=0,1,...,q — 1. También tiene cero de orden p — g en P, = [0:1:0].

2. Hy([X : Y : Z]) = Y tiene cero de orden 1 en P; = [ : 0 : 1], para
j=0.1,..p—1

3. H3([X : Y : Z]) = Z tiene un unico cero en Py = [1:0: 0] de orden p.

Consideremos las siguientes funciones:

g—1

[[v -2z
FX:Y:Z)=1yR(X:Y:Z])=*" =
La funcién F) es constante, por tanto pertence a L£{D). La funcién F5 tiene un cero
de orden pen Qy = [0 : afé’ 1] € X, para k =0,1,...,q — 1, y por las observaciones
anteriores también tiene un 1nico polo de orden pg en P.. Por tanto Fy pertence a
L(D).
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Sean pg, p1, --., Ppg—1 representaciones irreducibles de G, donde
k 2/
pria—+E,y 3 con =g,

v M(G) = {1, W, ..., Vpy—1} representantes de los C[G]-médulos irreducibles de G, to-
dos de dimensién 1, correspondientes a las representaciones pg.pP1, ..., Ppg—1:
respectivamente.

Como D es un divisor invariante por la accidn de &, entonces G actia cn el
espacio L(D).

q-1
[Ty —egiz)
Ahora bien, si Fy([X : YV : Z]) = k=0

sobre Fy como

7 , entonces el automorfismo a, actia

FM[X:Y:Z)=Foa([X:Y:2])

&Y —atk2)

YA
g—1

(¥ - agf*2)

YA

= R(X:Y: 2]

Es claro también que F¢ = Fy. Por tanto Fy, F; pertenecen a £(D)®. Pero por 3.2.7,
se tiene que dim £(D)% = mg = Deg(Dy) — gxyc+1 =1 —0+1 = 2. Por lo tanto
L(D)% es generado por Fy y Fy.

Nuestro propésito es encontrar una base para el espacio de Riemann-Roch £(D), v
dada esta base determinar la descomposicidn, en factores irreducibles, de la accidn de
G en este espacio. Para luego verificar que dicha descomposicién satisface el teorema
3.2.7. Por simplicidad de los calculos, exhibiremos bases para algunos primos p y g
dados.
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eSeap=5yqg=3 Asi X = {(z,y) € C¥/y® =25 - 1}.

Luego
LD)={FeC(X)/dv(F)> D =[0:1:07®}u {0}
Por 5.4, sabemos que
G+1)(3+1)
2
Consideremos las siguientes funciones que tienen un tUnico polo en P, excepto
la funcién F; = 1. Ademas por 5.1.1 determinaremos el orden de dicho polo.

diml(D) = =

1. F=1.

(Y - a5 Z)

¥

2. Fy = =0 73 . { Polo de orden 15 en Py.).
X
3. F3= = (Polo de orden 3 en Py).
X2
4. Fy = 77 (Polo de orden 6 en Py).
X3
5 Fy= 73 (Polo de orden 9 en Ps.).
X4
6. Fs 71 (Polo de orden 12 en P.).
}/
7. Fr= 7 (Polo de orden 5 en P.).
2
8. Fzg= 2 (Polo de orden 10 en Py).
XY
9. Fy= 77 (Polo de orden 8 en P.).
XA _
10. Fig = i (Polo de orden 11 en P.).
X3y
11. Fy; = T (Polo de orden 14 en P..).
Xy4 :
12. Fia = —. (Polo de orden 13 en P.).

2 =3
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Asf el conjunto B = {F, /t = 1....,12} es un subconjunto de £(D), pues todas tienen
un unico polo en P, de orden menor o igual a 15. Ademds B es un conjunto linealmente
independiente, pues todas las funciones tienen un polo en Py, de distinto orden. Ahora
bien, como la cardinalidad de B es 12, lo cual coincide con la dimensién de L{Dj;
entonces se concluye que B es una base de £(D).

Xy
Sabemos que F{' = F; v que F§ = F,. Observe que en general si F' = T
entonces por 5.1.1 F tiene un iinico polo en P, de orden ig + Ip, ademds
FHX:YiZ)=Feoa ([X:Y: 2]
—iyrig—lyl
_ G
- Tt
_ migepl Xzyl
Pa Zitl
iyl
ey pqﬁ(-iqﬂﬂ)xt}
Pq Zitl
Por lo tanto _
FoX:Y:2))=grFp(X Y : Z]) (5.5)

De lo anterior se concluye que
F§:§%§F3, FE?:‘S?SFE): F?:f%gf}, FQCL:‘SITSFQ? FfizgllSFll:

Ff:f?5F4~ Fg = ?,aFfi: F§=£?5F5, FszéfSFm, Fsz:&?sFl?-

Por tanto el espacio £(D) se descompone como G-mdédulo en factores irreducibles como

L(D)=2Vo+Vi+Vo+Va+Vu+V5+V+Vr+ 15+ Vig+ Via.

Ahora, verificaremos que se obtiene lo mismo aplicando el teorema 3.2.7.

Se tiene por (5.3) que el vector generador de esta curva es (a,a™>% ¢7%7), donde
3 = lmod5 v 28 = 1lmod3. Por tanto o« = 2 v 8 = 2. De lo que se concluye
que el vector generador es (a,a’, a®).

Si
E(D) i mo‘/b + mﬂ/'l + m-QV'Q s m1‘4[/14.

entonces por teorema 3.2.7 se tiene que

mo = Deg(Do) — gp/qtl=1-0+1=2
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v que
my = Deg(Dg)dim Vy —np =1—nj},

para k=1,..., 14

Ahora calcularemos nj para k = 1,...,14. Por 1.12 y dado que dimV; =1y g5, =0,

se tiene que
1

4
'”';::_1""”11?20‘Vk+ Za\ + = Z(JV

a=1

nIz—lJr-l%-lef 3+%-1:O.
1 1 1
mj=—l+o -2+ 14+3-2=0,
n§:—1+%-3+é-4+%-0:0.
n2=—1+11—5-4+%-2+§-1:0.
ng——1+%-5+%'0+§-2:0.
ie1edailarlog
nf,:—1+—1%°7+é-1+%-1:[)
n§z—1+%-8+é—-4+%-2:1.
7?51—1—1—%-9—&—%-27% 0=0.
I TR RO S
nj, = 1+%-11+%-3+%-2:1.
njj—-—l-l-%-l‘)#%-l-l—%-():o.
n13—#1+1i5-13+%-4+%-1:1.
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1 1 1
nh:—lJrg.M_._g.2;_§_2:l_

Con esta informacién podemos obtener my, ya que my = 1 —n}. Asi

my =1 ma =1 ms =1 wy =1 ms =1 me = 1 mr =1
mg =0 mg =1 mp=1 mp=0 mp=1 mpz=0 mu=0

Por lo tanto se concluye que
LEDY =8V 4 ¥ & Vo Vo1 4V 4 Vb W41 4 Wn 4 s,

Lo cual coincide con la descomposicidn obtenida anteriormente.

eSeap=Tyqg=3 Asi X = {(z,y) € C?}/yP =27 — 1}.
Luego el espacio £(D) estd dado por
LD)={FeC(X)/div(F)>D'=[0:1:0"2}u{0}

Por (5.4), se tiene que
(7+1)(3+1)

dimL(D) = :

=16

A continuacién listamos 16 funciones que tienen un unico polo en P.,, a excepcidn de
la funcién Fy = 1. Ademés determinamos el orden del polo usando 5.1.1.

2
[TV - eg2)
2, Iy = % ( Polo de orden 21 en P..).

X
3. Fy= A (Polo de orden 3 en Py).

ke

4. Fy = (Polo de orden 6 en Py).

72"

N
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)(3
5. Fy = 75 (Polo de orden 9 en Py).
e
6. Fg = 7 (Polo de orden 12 en P.,).
S &
7. I = 75 (Polo de orden 15 en Pa.).
X6
8. Fy= 75 (Polo de orden 18 en P.).
Y
9, Fy = 7 (Polo de orden 7 en P.).
Yz
10. Fig = vk (Polo de orden 14 en Py).
XY
11. F; = —T (Polo de orden 10 en P.).
Xy
12. Fio = i (Polo de orden 13 en P..).
XY
13. Fig = i (Polo de orden 16 en Py).
g
14, Fiy= i (Polo de orden 19 en P..).
Xy=
15. Fiz = R (Polo de orden 17 en P..).
.
16. Fig = — (Polo de orden 20 en P).

Luego el conjunto B = {F;/t = 1,...,16} es un subconjunto de L£(D), pues todas
tienen un tinico polo en Py de orden menor o igual a 21. También B es un conjunto
linealmente independiente, pues todas las funciones tienen un polo en P,. de distinto
orden. Como la cardinalidad de B es 16, lo cual coincide con la dimensién de £(D),
entonces se tiene que B es una base de £(D).

Sabemos que F = Fy v que Ff = F;. Ademds por (5.3) se tiene también que

Fp=

£ Fs. Fg=E3Fy. F¢ =3 Fs. FE =gk
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_ 6 Mo #31 s _ T
F?—égle. Fg*‘fmFE- FS?“ >1Ff) Fflo—félFIO-
_— 8 ~ _ 5 = L 2
) = &1 Fu. Fiy =&, Fra. Fiy = &) Fis. b = &51 P14
_ 4
F15 - 521F14- 15 s §O1F12o

Dado lo anterior, se concluye que el espacio £(D) se descompone como G-médulo, en
factores irreducibles como

L(D) e 2V + Vi + Vo + Va+ Vi + Ve + Vo + Vr + Vo + Vo + Vi + Vio + Vig + Vis + Vis.

Ahora verificaremos que se obtiene lo mismo aplicando el teorema 3.2.7.

Se tiene por (5.3) que el vector generador de esta curva es (a,a ¥ a”"%), donde

3o = Imod7 y B = 1lmod3. Por tanto @« = 5y # = 1. De lo que se concluye

que el vector generador es (a, a®, a'*).

Si
L{D) = moVh +mi Vi + maVa + ... + magVay.

entonces por teorema 3.2.7 se tiene que
mo = Deg(Dy) — gg/g+1=1-0+1=2

y que
mg = Deg(Do)dim Vi — nf =1 —nj
para k=1, ..., 20.

Calcularemos ahora los nimeros nj para k = 1,...,20. Por 1.12 y dado que dim V, =
Y 9% = 0, se tiene que

‘:—1+72 INE Za\ § Z(x\/

Por lo anterior se obtiene gue:

1 1 1
t=—l4—142.24--2=
+21 -l'7 -|-3 0
1 1 1
ny = —1 — .2 —-4 - 1=0
2 +21 +7 +3
1 1 1
mg=—1+ g 345 6+3-0=0



n’[:~1-{—2—11-4+%‘1+%-‘2:0
q :—1+%-5+%-3+%-1=0
ng:—l—l-2—11“-6+;'5+%-0:0
TJ;=—1+§I'7+%'U+%-2=G
n§:—1+%-8+%~2—[—%-1:0
n§:—1+%'9+%-4+%‘020
Ry = 14—%‘10+l 6+%-2:1
n’{lx—l—?—% 11+%—,-l:—%-1:0
n’fz——1+%-12fé-3+é—-020
nid=—1+%‘13+%-5+%-2:1
nj, =— +% 14+ - 0~1~%-1:0
n{bf—1+%-15+%-2+é-0:0
n{6=—1+%-16+%-4+%-2:1
n77—ﬁ1+-2—11-17+%-6+%-1:1
”fs_—1+%'18+§‘1+%'010
g = — —1%-19+?-3+é-2=1
ngoz—l+%-20+%-5+%-1:1

Como my =1 —ny para k = 1, ..., 20, obtenemos que
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m; =1 Mo =1 my =1 my =1 ms = mg =1 ms =1
mg = 1 Mg = 1 mig = 0 my = 1 mMis = 1 mi3 = 0 mis — 1
mys =1 mig=0 mpy=0 myg = 1 mg =0 meog = 0

Por lo tanto se concluye que
L(D) =2V + Vi + Va+Va+ Vo Vo + Vo 4+ Vo + Vs + Vo + Vig + Vio + Vis + Vis + Vis.

Lo cual coincide con la descomposicién obtenida anteriormente.

eSeap=Tyqg=>5 Ast X = {(z,y) € C¥/yf =27 — 1}.
Luego el espacio £(D) esta dado por
L(D) ={F € C'(X)/div(F)> D' =[0:1:0]"®} u {0}

Por (5.4), se tiene que
(7T+1)(5+4+1)

dimL(D) = >

=24

Listamos a continuacién 24 funciones que tienen un unico polo en Py, a excepcién de
la funcién F} = 1. Ademads determinamos el orden del polo usando 5.1.1.

{, Bl
4

[y - ogfz)
2. [ =F=0 75 . ( Polo de orden 35 en P.).
3. F3==. (Polo de orden 5 en P.).

)(2
4. Fy = 7k (Polo de orden 10 en P.,).

XB
5. F5 = —. (Polo de orden 15 en Py,).
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10.

11.

13.

14.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

X~L

= T (Polo de orden 20 en Py).
X’S

;= -5 (Polo de orden 25 en P..).
)‘:6

Fg = 76 (Polo de orden 30 en P..).
¥ .

Fy= 7 (Polo de orden 7 en P.,).
y’?

Fp = 75 (Polo de orden 14 en P.).
YS

= Zi- (Polo de orden 21 en Fy,).
Y4

. Fia = i (Polo de orden 28 en Ps,).

XY

Fiz = 7 (Polo de orden 12 en P.).
XY

Fly= 5 (Polo de orden 17 en Py).
Xoy

v Fig= i (Polo de orden 22 en P..).

X4y
Flg = 75 (Polo de orden 27 en F.).
X%y
Fir = 75 (Polo de orden 32 en Py)
XY+
Fig = Zi (Polo de orden 19 en Py).
X2y?
Flg = i (Polo de orden 24 en P..).
3v°2
Fyy = XZ}; . (Polo de orden 29 en P.).
Xd}f‘z
Fy = (Polo de orden 34 en P.).

Z5
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e L
22, Fy = T (Polo de orden 26 en P.).
; ‘X'ZY.B
23. Fyy = 75 (Polo de orden 31 en P..).
Xyt N
24, Foy = i (Polo de orden 33 en F.).

Asf el conjunto B = {F; /t =1, ..., 24} es un subconjunto de £(1), pues todas tienen
un tnico polo en P de orden menor o igual a 35. Ademas B es un conjunto linealmente
independiente, pues todas las funciones tienen un polo en P, de distinto orden. Como
la cardinalidad de B es 24, lo cual coincide con la dimensién de £(D), entonces se tiene
que B es una base de L{D).

Sabemos que Ff* = Fy y que F§ = F,. Ademads por (5.3) se tiene también que
a _ ¢30 a _ 257, a __ ¢20 17 a _ ¢15 a _ ¢10
Ig =&l Fy = &sFy Fg = &35 15 Fg = {35 Fe- 7 = G5 b7
Fa__£5F Fe — ‘ZSF Fe — g2l Fa"€14F Fai'?F
8 = &35L'8: g = &350 10 = &35 410+ 11 = &35l 12 = S35l12-
— £23 — (18 _ ¢13 _ 8 o _ 3
15 = &35 013 5 f1=6&sFua . =858, Fii=8sFe . Fir =& Fir
_ 18 _ el a _ ¢6 —cl na g9
Fa=%&Fis . Flo=&5Fe , F=8sFn , Fi =8, F =850,

= 4 2T
F§3—£35F23 ’ F§4—§35F24 y

Dado lo anterior, se concluye que el espacio £(D) se descompone como G-mdédulo, en
factores irreducibles como

LD) =2V +Vi+ Vo +Va+Va+ Vs + Ve + Vo + Vs + Vo + Vig + Via + Vig+
Via + Vis + Vig + Vig + Vag + Vay + Vg + Vos + Vag + Vag.

Ahora verificaremos que se obtiene lo mismo aplicando el teorema 3.2.7.

Se tiene por (5.3) que el vector generador de esta curva es (a,a *% a”"?), donde
350 = lmod7 vy 28 = lmod3. Por tanto o« = 3 y 8 = 3. De lo que se concluye
que el vector generador es (a,a®, a').
Si

L{D) =~ moVp +miVi + maVa + ... + may Vay.
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entonces por teorema 3.2.7 se tiene que
mo = Deg(Dy) — gz, +1=1-0+1=2

¥ que
mi = Deg(Dy)dim Vy, —nj =1—n},

para k=1,....34.

Calcularemos ahora los nimeros n para k = 1,...,34. Por 1.12 y dado que dim V}, = 1
Y 8%,c = U, se tiene que

TS 18 1
ng=—1+ 5 Z aNE + = Z aNE + H Z aNE
a=1 =1 a=1

Por tanto obtenemos que:

1 1 1
0 e ]l 8 Bl B2 B
e A
- et orliayliacy
2 T35 7 5 5T
) 1 1 1
mj=—l+oz 342 -5+-:1=0
1 1 1
= 35 7 5
1 1 1
% g ool Pt g Bk By [ s
"5 tg oty bty
) 1 1 1
Mg T%6+?3+52:0
1 1 1
8 e ool]l ety y Pl Tl Dol = [
ns —1-35 +7 —I—5
1 1 1
%o and o oy B el BT = 1
"3 tap ity ety
1 1 1
. 1 11
”10 ].—y—g].o—.—?‘{)—’—gozﬁ
1 1 1
=l = 114+=2:24=2.2=0
n“ 35 1T7 +5
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-ngoz—1+§5.30+%1+%-[):0
71§1:—1+é%-31+%-5+%-2=1
n§2=—1+%-32+%-2+%-4=1
nh=—b+%-%+%-6+%lzl
-n§4:—1+§15—-34+%-3+%-3=1

Como my; =1 — n} para k = 1,..., 34, entonces por lo anterior se obtiene que

my =1 mo =1 mg =1 my =1 ms =1 meg=1 me =1

Mg = 1 mg = 1 mipg = 1 mi = 1 Mz = 0 Mz = 1 M4 = 1

mMis = 1 mig = 1 myr = 0 mig = 1 Mig = 0 Mop = 1 ™Mo — 1

Mas = 0 Thas = 1 Moy = 0 Moz = 1 Mog = 0 Mor = 0 Maog = 1

Mog = 0 m3p = 1 mayp = 0 man = 0 Mgz = 0 Mmzq = 0

Por lo tanto se concluye que

L(D) 22V + Vi + Vo + Va + Vi + Vs + Vo + Vo + Vi + Vo + Vip -+ Vi + Vis+
Via + Vis + Vig + Vis + Vap + Va1 + Vos + Vas 4+ Vag 4 Vao.

Lo cual coincide con la descomposicién obtenida anteriormente.
Para otros valores de p vy ¢, se procede de la misma manera, no incluiremos més ejem-

plo, pues mientras mas grandes los valores de p y g, mas grande es la dimensién del
espacio £(D) y por tanto aumentan los calculos a desarrollar.
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5.2. Algunos elementos de representaciones de grupos
En esta seccidn presentaremos algunos resultados conocidos de representaciones de

grupos, utilizados en nuestro trabajo. Todos los grupos aqui considerados son finitos.

Lema 5.2.1 (Reciprocidad de Frobenius). Sea H un subgrupo del grupo G, ¢ cardcter
de H y 4 cardcter de G, entonces
{10, Res ¥) = (Ind§ v, %),

DEMOSTRACION: Ver [I], lema (5.2) pag. 62.

L]
Teorema 5.2.2 (Artin). Seq y un cardcter racional de G. Entonces
ar G
Indz 1g,
2= Z ING(H) - 1| H
donde H recorre todos los subgrupos ciclicos de G y ay € Z.
DEMOSTRACION: Ver [I], teorema (5.21) pag. 72.
]

Sea G un grupo finito y H, K subgrupos de G. 8i T es un conjunto de representantes
de las clases dobles, entonces
G =|J HiK
teT

donde esta unién es disjunta. A continuacién enunciamos el teorema de Mackey, ver
[BR| pag 24.

Teorema 5.2.3 (Mackey). Sea G un grupo finito y H, K subgrupos de G. Si ¢ es un
cardcter de H entonces Res%(Ind o) se descompone como

ResS (Ind ) = Z IndX, -k (Rest: i '), (5.6)

tel

donde T es un conjunto de representantes de las clases dobles y ¢'(h*) = p(h) para
todo h € H.
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