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ABSTRACT

ABS'f RACT: \\'c 1;rove l hat all solrttions of thr¡ scalar delar- clilfctcutial i'i1ua-

tiorr
t'' (t) = f(r'(t 1)).

satisfv 
¡li:m.. 

i¡r(f) - 0 ouci: / is s¡rlh t1r¡l:

i) .rl(rt < 0 for all .¡ 10. anrl -./'{t)) € (0.3/21.

ii) / ir rniirlorhl or ./'(r) < 0 fl» ¿Lll .r e lR.

iii) The Srlrl-alzian clerilative of .l is ncgatile arcl f is bourrdccl from l¡ekrrv.

RESIIIN4EN: Dernoiitrarrros que io.las las sohiciottcs rlc la ecuación difererrcial
esr:alar rr¡u lct ¡¡,rclcr

:r'(f) - /(.rlt 1))

s¿itisf¿r<ren liru .r'(l) - 0 cu¿rnrk¡ .l es tal quc:
¡ rt¡ "

i) z/(r) < 0 pi.ra torlo :r I 0 r' l'(tl) € (0,3/2].

ii) I is unfinoclal ,t f'(r,) < 0 para toclo.t € 1R.

iii) La rloivacla Scln'arziana dc ./ r:s negatila ¡'/ es acotarla ilferio¡mente.



INTRODUCCION

En cl ClapÍLulo 1 se irrtroduc-"rr tlefirriciorres y lesrrltaclos dc l¿r tcoría dc ccua
cit¡nes ciife¡enr:iales con ¡ctaldo. Llar¡¿u'c,rrLos t:tuo,t:iór¿ dc t'ipo l/y'rioh,t (nmo todas
ir,qrrellas de 1a firrrn;r

/(t) - f(:r(t t))
rlo¡rcle la flnci|¡n / s;rtisfacc cicrtas lripótcsis (quc derlrtalerros t:r»nr hi¡rótcsis (H)).

E-§tas e.rLa.l(lnes gcnc|iilizau l¿r ccuacióu r1c \\iiglrt
:r'(1) =pir,'i¡rr 1). p>0.

(1uc ll¿t si.1o cstrrrliatla extensamenie en la literatura matcrt¿ític¿r. Hai:errx¡s acle¡nás
ura Lrete lelisirirr de cieltos resr¡ltaclos.v coo.jcturas sobre I¡r e(xt¿ci(in c1e \\'right.

Firrahnelite, se revis¡n algunos tcmas como la clerira<la Schuarzian¿r t las coli
dir:iones dc cstal¡ilicl¡il clcl tipo 3/2.

f)r e1 Capítulo 2 sc clcruuestr¿L el resrrlt¿l(lr) principal clc la tcsis t- con elio se

gcrcraliz¿l el ¡esrrltaclo olrt,enicl,l ¡ror \\i ight crr 124].
Er1 el Capitul,l 3 sc rolsiaLoran algurxrs rnodelr¡s biológicrrs rLrliriirLrs cr1 tér'rrrilos

de er:uaciorrcs ¡lifcrrlr iales «rrr letal do qtle puedcrl tLarrsforrlalse er pc a¡ r¡)t cb lrpr-r

\\iiglrt l se r'-.r;i c¡re col c1 rcsultarlc¡ prirr:ipal se me,joran 1o-< result¿rdr¡s obtenidos
e11 trabaios arrtcliores.

El Capitulo -1 corrsiste en rrn brele r:sLrrclio uunrór'ico r1e las soluciorrcs dc ¿rlglrnas
ccuaciolrcs tipo \\iighr.



C-\PíTI]Lo 1

PRELIN{INARES

1. Conceptos biisicos

Err csta sccción pleserliamos algunas clefiniciones l' resrrltad¡¡s de I¿i teori¿r rler

la estabilidad para ccuacioncs cliferenciales co[ retar(l(] qrre seriin empleailo-< corr

regrrlalidad en las secci¡»res si¡lluierrt€rs. Las rcfcrctrcias utilizadas para clichos cou-
ceplos cle est¿rl¡ilidacl sr¡ri los lil¡ros clc Bclluiarr ¡ Cookc 12. Sccción 11..1] r.Hale 15,

Se.cción 10].

Irricialr¡rtrrtc. cousi(lcr a1 enros ecuar:ir¡nes r:oll rerardo clel lipO

(1.1.1) .t'(t') - q(L\t 1))

<loniLe I¿r furrcióri 17r 1R -+ R tierre un cclo cn cl origcl l 9 € C'll(R.R).

Fir lo srrcesivr¡ denotarerros por C rl espacio cle B¿rnach C'(l 1.0].lF-) con Ia
rLorrrlr - L = ,r,,- - l.J . ,lururt¿ircrnos r:orno:i'(t,ir) ¿r l¿i sohrciiirr rirric¿r rle l¿r

ccuación (1.1.1)cr¡n la conclición inicial

r(s -') = 1151' 's € I 1'tll'

doncle -, € C. \*otenos aclernás c¡re r(l) = 0 cs ulra solució tlivial cic l¿ ccuaciórr
(1.1.1) prresto quc 9(0) - 0.

DEIrNrcro\ 1.1 (Estabilida<1). La solución ¿(f) = 0 dc la ccuación (1.1.1) es

(localrnente) estable si pala todo e ) 0 existe d(;) > 0 tal qrre palit torla fiinciórr
ilricial t, € C cor 1a propicclacl rl] < ri sc ycrifica qrie ;r(f. r.-,) <:parat,odo/>0.

I)rr,rNr('ro\ 1.2 (Est¡.bilidacl Asiutóti,ra). I-a soluciórr :¿,(t) - {l dc (1.1.1) cs

(locahnente) asintóticamente estable si se cunrplen l¿s siBuientes concliciolcs

i) La -<lrluciór .r(t) = u es (1or:alrrelLe) estable.
ii) Existc d > 0 ial quc pal¿r Locla conclición inicial r,. € C con la propieclad

ll' < ¡l se veriñr:a

,111 r(t' r'l - o

\oternr¡-. r|re¡ en l¿rs riefirriciorurs clc cst¿l¡iliilad rcció1r vi-(tas sc corisirlcr¿rn solo
cc¡¡rlicic¡ncs inicialcs ccrcanas a ll. En kr srr(esivo enterl(lerenlos por e ¡t o,l¡i,Li d o¡1.

loc¿l estos do-s tipos clc est¿bilicla¿l. Existc ¿dcnrás otro tipo dc colnpol t a 1r1icn1,o

¿r,sintó¡ico que car('ce clc t¿il rcstricciórr.

Dr,rl r\lcro\ 1.J (Airactividad G1oba1). La solución ;¡r(f ) = 0 clc l¿ ccuaciórr
(1.1.1) será dcrrotatl¿ r:orrro globalmente atractiva si ptrla toclti sohrció :r:(f.1)
c1c la ccuación (1.1.]) sc lcriñca clue

lirr ,rll -,I - l').-.1-¡ ' "



1. PRELINIIN-{RES

1.1. Estabilidad local asintótica cle la solución rjll) - 0. En est¿:r seciririn
velemos aJgunas cotclicioucs sulicicrrtcs para la estl,biliclarl (1or:a1) asintótica clc la
soluciórr r(f) = 0 de la ecuación (1.1.1).

Un rlesa¡rollo de JIac Larrrin con lesto cle Lagrange para 1a frrtciórr rJ Íruestra
q11C

1

,1,u q-t) u .,,:i ,a ,,,_ A - ,t,_ü

Por lo 1al¡o. la r:r:uaciórL (1.1.1) pucdc cnl-cndcrsc.olno L1n¿ ecriación riel tipo

.r'(f) +o/(i L) - h(:r(¡ 1)), a - s'Q). ñ(r) - ¡r¡, ,

lo quc constitur.c (crr rui cntorlo c1c1 oligcn) una pcrturbacióu de la eciraciórr lirreal

(1.1.2) tl(t) + au(t - 1) =0, q= -s'(0).
Fil teorema de Poircar'é L¡.'aprrnor' 12. Cap. 11.21 (en el contexto de ecuacir¡

rres ilife¡r.rriri¿rk:s col retarilo) pclrlitirá clcrlostrar quc cl corryor tarnierrto cle 1as

sr¡hrciones cle l¿r ecrr¿rcitin (1.1.1) estri bien aploxirnado por el comportamiento cle

1as soluciones de l¿i ecuacióu (1.1.2j cuando 1a ci¡ldición inicial c-\ ar1¡itlariaurcrl
te irequeña (eu norrna). esto posibiiii.arii encorllr'ar r:ondicioncs sulicicrrtcs para la
estal¡ilidacl Iocal de la solución;r:(l) = 0 cle la ecuación (1.1.1).

PROrosrcro\ 1.1 (Tec»elra rle Poirl:¿rré L¡'aprrrxrv). Su,¡tctngornos clue Loclo,

solu,r:i.ón d,e lo ecn,or:i.ór¡, (,1.1.2) ti,e-rt.ri,e o r:err¡ ctt,o.r¡.cl,o f J +qt- Dnto,nct:s t:xtstt:Tt
d > 0, I>{) 37p>0 to,l,e.t r1u.e. porn, tod.a, c:andi,r:i,ón ini,ciol ^te C c:ort, ^, <ó,lo.
soltrión t(.1 .t) de Lo. et:uoció¡t (.1.1.1) rerili.ttt lu d,e¡i.qt,o,l,do,tl,

,r(1.^r) ( 7-, ^¡ ir: r¡. f >0.

La demostracirin del teorenr¿ es rrna genelalizacirin rie la electrrada en el caso
d, ecuac'o 'e, 

,l'fere r r¡.- . rli ,.rrir,.
I--rra c¡rrser:uerrria irrrrrer'Liata de l:,1 Prr4rosir:iól 1.1 (orrsiste en clue e1 estrrrlio

rle la r:st al¡ilirlad r1o 1a solLción.r(/) = 0 para la ecuar:ión (1.1.2) pcrrnitc obtcncr
<r¡nclir:io¡res sufi¡:ientes para la e.stn,biliÁod cle I¿r sr¡hrcirin ¡(¿) = 0 de 1a r:cuación
(1.1.1).

1.2. Solucioncs dc la ccuación lincal asociada. En csta sccción sc cricon
tr¿r¡¿in cr¡¡rcljcit»res ner:esarias ¡ srrficientes par¿i 1a er-.t¿ibilirlad de l:i solrrción.r(l) = 0

cle la ecuación (1.1.2) sc crnplcarán la translbrrnacla clc Laplacc 1':u irlcrs.r.

Lra\I1 1.1. Putt¡ torJ.o solución. u\t) d.e la eutac'ión. (1.1.2) sr: 'uer ifica ILL tlcsi

Et,o.l,rl,od u(t1 {\le"t ¡to.rn. tctdo t 2o ¡l¡¡nrt. -\l >,,, -.]ili),,, u(s) . Es tlt,cir,

lat solucior¡cs tlc la cc'Ltació¡r ltrLcol sorL tlc ordr:r¡ c¡:por¡r:¡¡,cutl,.

I)rlrusrtttcrór. Es o1»'io que pala todo f e i0. 1]sc¡.crifican las desigual<latles

lrl(7) <,r(1 t o.t){nr"l.
.\clcrriis. inicglanclo la ecuaci(¡r (1.1.2) sobre el inter'\'a1.J (1.f) sc obtir:ne 1a

clesigriiLJclacl

it
,, t. ,, - I ,, ,,,.',t- I , s,,/. r ,,,,r,.,1,, ¡ l

I. .]a

Lucgo. por cl lcnra c1c Grontall sc obticnc la clesigrraldad

),tt(.t11 1 rrrc " r:' r



r atoNatt.tP t os 13,\sf a os

llara todo I > 1 ¡, se corrclu)-cr (l1rc ir(t') es de t.,rdel expt.,neu<:ial. tr

Urr¿r «lrsccricrrcia rlirccia dc] Iell a 1.1 es qrre u'(f) rambién es de olclen expo-
rlrrrcial (basta obsilr.ar r¡r' l'(/.) ( lrr, ]rr(l L) ). por kr tarrto, 1a rxrrraciiirr (1.1.2)
prrecle resoh,erse (al nenos forrnalnr:ntc) cr¡r c1 uso rkr 1¿r t¡¿rnsfo¡m¿icla ckr Lapla<t.

\Iultiplicarrlo la ccuaciórr (1.1.2) por e 'i (clc»rde 5 € C cs lal qucR.cs > o )
c ilrtcgrardo sol¡re el inlervalo (0. +.xr) se ¡iene Ia eclación

¡-
I ,,.',.dr ,t I ut t .,lt 

{r.
Jo .t

Denotemos u(s) : 1(s) para totlo s € l- 1,0]. intcgianclo por paltes la primcra
integral ¡'realizando rrn <:¿llbio cle variaLlc cn 1a scgunrla. sc calcula la transformada
der Laplacc clc u(1) - ¿(¿. ^,'¡

(1.1.3) f,- ,,.(t),, ",.11 - .. -19!. ñ(.s) - r(0) - ," " l ,^,,(t)(: 
't (1t.

,\plicanclo la transfolmacla inlers¿ ¡lr: Laplacc [22], sc o1¡ticrrc finalrncutc un¿r

sr¡luciór dc l¿i r:r:uaciírrr i1. t.2). eslo es

(1.1.4)
t / r, 

' i,, , ,J,u(t) lrrr It '2-¡ I ¡ s ne '

Notcnios que r: > Jo es rrna cota superior para las partcs lcalcs clc las r¿ríccs clt:

la ecuación car'¿lirterístir¡l

(1.i.5) s*ae'=0

¡, i¡re la irrtcgri,Ll iiada por la firrrnrrla 11.1..1) est¿l bicr ilcliniila (corisultar [2. pag.7]).
[1 sigrricutc lcrna calac[erjza 1as plr¡rii:rladcs clc las raíccs dc Ia ecuación (1.1.i)

r- pornitirá rLr c¿llculo mas explír:ito r1c Ia iórmLrla (1.1.-1).

Lllrt,r 1.2. Sia>A c¡¡.ton,tt:s Lolo,s las rr¡íces s-o-l l.i tlt: l.a. ccuor:ió¡¡ (,1.1.5.\

tie.n,e¡t lo,s .sirtui t:rt,tr:s ptrp ¡edades :

i) ,9i ¿ > c 1 todas lt.q ¡aír:es san, parcs tonju,gu,los ld Lipo s¡¡,: a,l :l igl
do¡¡dek - 0. 1,2,... y 2kr < :3¡ < (2i: -r 1)r.

i\'1 Los roícs ct¡:ri3t) san Í-ccfiq)/0,?u..l.u.t por la ro,í2, doble s - -l ttutntlo tL - e l

u por tlos ro.íc:e¡ ret.l.es disttrt,tos y negat¡t)r¡.s yLro f) <. o. < (: t 
-

iiij o¡ >nr+r para. todo Ár -¡. 1 Arl.erní.t o-¡. ( ln(.11,:) ¡nmtod,o k) l g

firnlrrtc'ntc se r:t.rnple qre si0 ,1 o < i'f2, tldas las raícas Lten,en ¡to,rte re.n.l,

n c¡1rLt i r Lt .

D¡voslntr-:iór. i) .\1 rrrnsiderar'.s - o *iiJ. la ccrracirin (1.1.5) es equililleutc
aI sistema de ecuaciones

( 1.1.6)

(1.1.7)

Si ,l > 0. ontolr(cs .1 > 0 irnplica sin:i > 0, pol lo tanto toclas I¿rs ¡¡ríccs de la
cr:rracirin (1.1.5) quo trrrgalr parle imr¡¡irrari,r 1,,,silj\',1 ¡clfenEt.:lr a corrirrtrtos de I¿r

a = ae-" cos 0,

ll = ae " sen|.



forma 2ft¡ <,i < 12.(+ 1]r (,1 - 0. 1....). De las ccuaciones (1.1.6) v (1.1.7) sc
puede cstabicccr la ecuaciórr

(1.1.8) o: B¿ 0"orÉ cscp,

Definarnos la funciriu ¡'(i) - Ícsc/c ¿'ot¿ y notemos que ¡'(l) > 0 cuarrclo
2k¡¡ < !. < l2k + 1];r (f : 0, 1,2,. . . ), arlcr[ás se liere qLLe

¡'l(f) (1 ¿coí)':+ 1: 
> (l

t(,) t

\: cntonc(,s F'(f ) r:s oeciente en tod.r inrl,rlalo (lel t¡o (2h. 12f + 1]r). vcásc ¡.clcrnás

qrre

li n f(r =rr. l'rr Tt\- A=1.2....
I "( / 

^

Por Io ta to, l)¿r1¿1 todo crtelo pr¡sitir,o ir cxistc sólo un ¡'¿rlor ,J e (2i:r. 12Á:+ 1];r)

cluc cs solución de Ia etl¿rciórr (1.1 . t) . l1a rnaremos a este vi[]o1 3¡. Parael casr¡ A - 0

noterrl()s quc

lln F1r , ' .tt I t

I'ol lo tanto, existc sólo ur valor rl g (0.;¡) quc es solución de l¡ ecrr¡rciórt
(1.1.8).llamarerrros a cstc valor il¡.
Lucgo. se tiene que para todo subconjuDto cle la folr¡r¿r (2&t < Im s < i2i: + 1]r)
(,L -u. 1....)existc sólo ura raíz clel tipo cr¡il3¡. \otemos que Ias r-aí<:es o¡ Fl9¡
son sinrples, crr cfccto. si srlponemos lo contralio. se tienen las -'crra,:iotrc¡

¡,irt 0. i o,' U

l' por lo tanto se cledncen las igualilacles s - 1t'a - e I. ol¡tclicudo una
contlacliccirlrr.

Si r:r¡nsick¡¿rrrro-s.J < 0. la rlenrostr¿rciórt cs análoga.

ii) Considerenros la siguicnte forrrrrrl¿rción ccluivalente de la entaciótr (1.1.5)

(1.1.9) ..1 - -6a\.

Definamos la furción G(.f): -teL\'lroternos que G(f) > 0 para toclo / < 0.

aclem¿is la fiurciórr cs crcciente eu el intcrlalo ( 
"", -1) tierre un máximo (igrtal a

r: 1) cn s - 1 )' ers dccrccicnle en (-1.0). -\dcmás G( co) - G(0) = 0. Por lcr

tanlo 1a ecu¿rciór (1.1.C) tiene clos r¿riccs rcalcs (rlr¿ul.1o r¿ € (0,e l), u¡¡ raíz rloble
s: -1 cuarr<lo r¡.- (. t -t tul ticnc raí(res ¡eales cuatrclt¡ a > ¿: 1-

iii) \otclrros que la ecua(iór (1.1.7) irnplica quc

o - ]n(o(sir.J/)ii) ( ln(o)

) por-lo t¿rnto, si 0 ( o { 1. es claro que o < 0. Eutonces sólo consiclelarertos cl
rango n € (1.;i/2). -\ partir cle las ecuaciores (1.1.6) r' (1.1.7) sc ol¡ticric la ecrtacirin

,-J: 
- a'te to 

- r¡'

Defin¡rrnos 1¿r tlncii»r l- l,t) = alr:¿ 12. aclern¿ls rlotelnos quc la cle¡irarl¿t

I-'(t) : -c 'rl2ci +2tt'.2t¡.l)or lo t¿inio I'(f) es dccrccicnl.c si r¿2 > llQe). E1)

part,icular. i-(l) e-\ decrecicntc r:uanclo a e (,1 ,-,l2).

Ciomo ,jf ¡ ) ili para foda li a Z+ '-] {{-l} l f'(t) es declecicntc. sc ticuc quc

ot > .r^+l pala rodo I e ,* U ,,,r.

1. PRELI}IINAF.ES
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.\ partil rle ias ecuacioncs (1.1.6) r' (1.1.7) f¿1rrrl)iér Ured€'dcrhrrilsr'la ccrLación

1 ,]

Lr.ro ,l ( , )I \4 + r-l
si J¡ € (2tur l2l,: I 1]r) (Á € Z+) se tieren las clcsigualdaclcs

,,^ . o,(á) <," (f) . ,

\ .-,l,rl-1,,,,¡rrn .r U -i / ..

S(ik) resta clcu¡os[rar .llle ¡]0 < {). Si suponcmos que a0 > 0. la ecuaciórr (1.1.6)
implica qrre ,i¡ e lr/2.;r) ¡ la ecuat:iiin (1.1.7) implica la desigrr:ildarl r'Jo { r¡ < t/2
c¡bteniendr¡ un¿r rr¡rrtrarlicciót tr

El lem¿r 1.2 tiene un papel c1¿r¡'c crr l¿r deniostlacitin del siguicrrtc rcsullaclo rltte

errllnciamos sin demostr¿rr

PROl,ostcto\ 1.2. Seo, 1,r+rJ ulla, su,cesiót¡ de los ¡r¡,íu:s dt: la ec:uo,c:irin (,1.1.5)

tal qtLe lus 1.ro,ttt:s reo,les de -.:.t, t:stó¡t c¡rtl,e¡¡.ado.s ert Jouna tlctt-eL:i rt¡ te. considerernos

adem,ás qLtt: a € (0. Í/2)- Ento¡¡u:t. porl, (:a.d.t ^¡ e (.' :tt:, t:urnpLe Lu iguoLdod

t , '1, t \.,t. \-a"1. ), , I1, ttt - I

rtl
t.,r.,t, r'- nl ,, 'l -,Jt t.tt 

.

l)
La seri,e conrcnlr: uniJorrnern,en,tc r:'r¡ todo irúcrt¡ol,o d€l f?o lfo, +:!¡) (dttrttle t¡ > 7).

otlttntís se reri.fic:rt, qu,c ri(f.-,) + 0 cranrlo f + +oc.

L¿ idca básica de La derr.rostración (r'ortsultar 12. cap. .ll) rr¡rsiste en collstrLiil'
una srrcesir'¡u ll¡ dc coltornos cerrarlos siurples en e1 plirno complejo de tnoilo cluc

colrLcn¿lan ¡ torl¿rs l¡s raíces rle l¡r eri rt¿rciór (1.1.5) crt¿-r,rdt¡ I J +oo. De est,¡l ft)rln¿r,

por cl tcolcma del residuo sc lien-. .¡1e

( 1.1.11) rin J "i'¡il'-2;in,.f.^'¡" )t .-', 7" \ rr/,,'/

La existcricia tle la srrcr:siórr,sÁ. se dedu(t clcl lenra 1.2 (seccirirr izn)). Tanibién
srrponclremos quc para valores ¿lr bitt ali¿rmente gratxlcs rlc I, cl contornrt C¡ itrtcr'

sccta a la recta R.es = ¿'crr los puntos ¿+ iI(l) ( dondc c es l¿ r:olstantc clclillicla
cu la ccuación (1.1.1) r'7ll) + +.). cu¿Irdo 1 + +.r).

Dcrrotarr:mr¡s ;rcleuriis por C'¡ (respecti\'arttcntc Ó'i* ) ;r Ia parte Ci¿ quc sc ell-
cuerrtra a la izc¡riclda (r especiila nlcnte derechal clc la rccta Res - c. Lttcgo, st¡

ticric la irk,nticlad

f '+,,-
e"tltt¡ ñ¡ * l.¡+i/,' J, s t ae'- s-t, e '¿,h(s)ds

(1.1.12)

Las propierlatl:s cle la sucersii»r C/¿ r' Ia analiticitlad dc ::#+ en 1a regiórr

Rc s ) c perrnitirárr dr.mr¡strar las igualclades

,+L I *P+ = .,' l, .',tl* - l"'::,::,'
e'¿ h(s)ds
s*ae "'
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linalmerrre. rcernplazarrrlo estos rr:srltarlos en las ecu¿Iciones (1.1.11) ¡-(1.1.12) se

obtienerr 1as igualcladcs

' I I 1 '.t"''1 ' : ¡ "ll '\',(t. ri... I - ) F,.l- ¡....2.,.1 I o' -,' \ '.- ," I

Co¡no cl lcrla 1.2 indic¿r que torlos 1os polos son sirnples en el citso a f c I l
quc so e! 1111 polo tle ordcn 2 crr r:l c¡so ¿ : r: l, bast¿¡á clcrnostur la cotrYergeucia
cle l¿r ser-ie cuanrio s¡ cs ttn polo sirnplc (cs clccir. r:rrando A ) 1).

Corno el rersitluo cor r csponclient e al polc-r simple sli viene daclo por

8,,f., "t' \-" 
t'st

\ .,,,) t

v adcmás, por el lerna 1.2 (secr:iriIr ir)) sc ticrre clue Res-¡ - a¡ ( hr('1¡'1. ,o.tu
esto l)orruitc alelrostrar las dcsigualrlacles

R.r/"-,. ' ''l' r''' )l
I \- "*'¡L'¡

para todo k ) l:¡.' > l,1o.l) 1

C'orrro la set ie

, l' ' o' '' \ - ') 
q-

\ .,, - | ) ,t l"rr

\- "rr 
l,,I

1_ \tl. , t,t,,ll t)
/.=fu

(orr\-el!ie unifolmernente sol¡rc l.odo interv¿ilo clc la fotma lfo. +¡c) (dorrdc ¿o > 1),

se ticuc que la serie

convelge rrnifor rnclncn t e so1)r'c toclo intellrrlo rlc la lotnla llo.*:":) (dondc /o > 1)

Fin¿rhncrrtc como Re's¡ < 0 para totlo A sc iltlrlhl¡',: qrtc

, 
iilr-'u(1 ^r) - 0'

2. La ectración de Wright clásica

La ecrr¿rciórr dc \\iight t:s urta ecrtacir'¡tr difcrctrcial con rel¿¡do quc ticlle apli
cai'ir¡rcs cn tq¡i¿ cle rriu¡c¡c.rs r'biolrgía lnatem¿iti(ra, otrn origcu esiá ¿iso(iado a

., ,, t, ,',,n ., -.t- , ¡ rt \' r,t -r l\.1._,

(1.2.1) -.-'1r¡ - ,t1r,[, ¡!)
\/\./

qrre rnoclel:r. el clccirriento (tlecr ccimiento) cler urra población 7)(f) en cl tiernpo.
,\quí sc supone qrre P'(t) cs dire( t¿rrleutc propoltrion:ri zr P(f) v que la cr¡nst¿uttc r1c

¡r'oporciouir,litiad r.iclc rlacia por la clifclenrri¿r (positila) cnlre las tasas ilc rr¿Ltaliclacl

il(l) y mortali(la(1 ¿i(/). Es decil

N'(¿) - (3lf) -ft(r))N(/)
Se cousiclera ¿¡'lerrr¿is corno hiprlrti'sis que la tas;r c1c rr¿¡talitlacl .i(/) rlcptttle lilelil-
rrrclltc dcl tam¡no rle la poirlación (,1(f) = rl0 Jr¡(1). ,9i > 0. i = 0. 1) ¡' que

la rasa cle rnort;¡licl¡d es corlstantc (d(¿) - ¿i(, ( 11¡). Por lo t¿rnto. si definintos
1í - !o ¿o/lr r ,J - ,l¡ ,J,¡. el crccirr¡jcnto (rlecrecimiento) rle Iii pobl¿ciirrr viclc
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.lac1o por 1a ecuación (1.2.1)

Posteric» rrerrte (1916) Hrrtcliilsor l7l r:onsidera c¡rr: la Lasa rlc naialiclacl tanr-
bión clqrcrrrle, rlel tierlpir (r = 4) rluc 1a r:specie tarria ert rlesarrollilr slr c¿rp¿rci(l¿td

leprochri tir-a. cs dccll J(/) - 'Jo -:)rPlt q). obLeniendo así l¡r «'tt¿ri:itil rlifclcrci¿rl
(x)n retaldal

(1.2.2) .\"rr) - j.\-tr) l1 -\'rr - '/))
\r\/

Irrtrrrduciclclo el ca.ml¡io di: varial¡le y(r) - {P - 1 v clcfirricnrlo P: 3q. ),Lt

errracir'rrr (1.2.2) sc transfirrrra ert la ccuaciótr cle \Vright (1955):

(1.2.3) at (t) = py(t r)lr + y(¿)1.

\\li!,ht dcnrostró 124. pirg. 67] el sigriieute rcsult¿rdo de atlactiviclacl gk:rba)

pala 1a er:Lrix:iórL (1.2.3)

I'RoposIcIO\ 1.3 ('1-eorema 3/2 dc §ijght). 51 0 < p -< I enLonces todo solu
t:'irj¡¡, lt: lo ec .o,.ión l, 1.2.ij \ Li.er¡,e l,a propiedarl

, 
ilrr- u(t.^,) : 0.

poro t,orl,o coniic:ió¡L i¡tit:ial ^ € ( talque^i(s)> 1.se [-1,0].

Se pucdc rr:alizar el c¿rrubio clr: r'iiriable .r(f) - ln(l + y(l)) trarrsformaudo l;r

ecuación (1.2.3) err 1¿ ccuación

( 1.2.4) r'(t) = 'p(e 'lL 1) 1).

\otemos t¡re la ccuaci(rn li¡re¿Ll asociada a (1.2.'1) el utta lccjndad rlel origcrr

cs la ecrracirin
r''(/) + P:¡r(l 1) - o'

\\:r-iglrt scnala qrre l¿rs cotas 0 < p ( rrl )' 0 < I < l.56T posiblcrnente se:rrr

conclicir¡res sufrcicrltcs cle rt¡actir,idacl global; la ccrcanía cle estas cotas a + =
1.570796 sugicrr: c¡re eI rango dr: at¡¿r:tivirlacl gltbal podría llegar a ser P < ! asi
qLrc 1as concliciones clc cstal¡ilid¿rd local serían ignnle-. ir las tlc atracLivid;rrl gkrbal.

Co\:EIl-RA 1 (Clonjetura dc \\iight). S¡ p e (0,!) t:nl,onr:e.s tc¡da sol'ut:ión de

lo ecrt,ci,ór¡ (1.).1) t¿cne kL propiuLal

,Lirn .r:(f. 
-: ) - 0.

rntn lo¡lo. rt ¡n d i.c'i.rír¡. i¡¡it:iol ^. e ('.

La conjetlu¡1 t ha siclo objeto <1e runerosos tlabajos (r-cr por e.jernplo, l3].16]
r'[11]). Dir.ersos ¿iutorcs (por ejenplo. \Iallct Paret 114] ¡,\\¡altlrtr 123]) intentan
urra forr'¡rulacirjn miis gcncral de ]a ectraciótr (1.2.1). con est¿l ide¿r sc rctomará el

cstudio de l¡r ecrr¿icrióu (1.i.1) donde l¿r fiurción g telr1rá las siguie:rrtcs pt'opiedacles

i1rl ..,..i ,,rL ,,, - (H1) \ lH2'):

(H1) fg(t) < 0 para todo f 10. g'(il) < U.

(H2') c(f) ) ,:r > ^- V1 e I{ r'c(f) cs cstrictalr}el)te decrccicnte

Es serririllr r.erificar clue lii fiurr ii»r p(c ' 1) liene las propieclnclcs (Hl) ¡"

(H2').la idea cle r,¿rlios tr¿tbaios ha t'onsistido crl cstudial la conjetrtra ck: \\tiglrt
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dentlo dc cstc contexto rn¿is gcrrclal. En tal di¡ectiórr, \\'althel i23] consr,rulc
ejernplos dr: ccuaciorrcs r¡re satisfitccn 1:rs prr¡riodadi:s (H1) r' (H2'). g'(O) €
(0. r/2) v en las c1lrc sin enbargo 1¿r so]ución .? (l) = 0 no €s globalntente atr¿rcti\.a.
Tr¡rb¡jos posteriores han rcfin¿r<1o la-q liipótesis (H1) v (H2') erl nruchos sentidt)s.
en uue-ctro c¡so halcmos rrso clc la clelir'¡lda Schr_alziana (r'er 1a secaión siglliente)

l generalizilrcrrros (H2') tr»rsicloanclo el rraso utrirttorlal.
Sea ./ e (.'3 (11. F,). direno,c quc / r'erifica liLs hipótcsis (H) crranclr t:urttplc lit

hipritesis (H1) r' tatnbién las lripótcsis adit io¡r¡,lcs:

(H2) /t) >o> .. Vr € R 1'tiene ¿ Io trt¿is uIt purrlo ctítico.r* € Il. cl cu¿rl es

ulr cxtlclno loca1.

(H3) I tnrrc clctir'¡rrl¿r Sclrr¡,arziana legatil'a (Sl)(r:) < 0 para todo r f e'*.

Esriis hipótesi-. definerr ula lamilia rle ecuacjoncs dilerentriales corl lclardo qlle

¡;cneralizan la curacióii ( 1.2.1).

3. La derivada Schwarzian¿r

DEftNICIo\ 1..1. La derivacla Scltrvarzi¡ua cle ttna lirnciórt ./ cn ttn plrnttl :l tal
quc /'(.r) f 0 estir clcfrirl¡ como

'/r, / -¡f''.,\J'1,) r \ l'(,1/
EJE\'tPLO 1.1. l¡r rlcrivacla St'Itrv¿rrzi¿Lna rlc /(.r) = p(e ' 1) cs (5/)(:r) -

| 12.

Ill rrsr¡ de l¿r ,:lcrilada Sr:h*'¿r¡zi¡tta cn la ¡eorí¿r rle sistcrtras clinámiitt¡s urri

clirlensionales (corsultar Í17]) pcrnrite demostr¿lr clue bajo ciertas hip(itesis la
cst¿¡.biliclacl local implica la est,al¡ilid¿rd ¡;loba1 (nótese la analo¡;ia con 1a Clonjetur¿r

1):

PRoposraroN 1.1. Sco /: ll.ü] -r fo.Ü1, / e C3ia.ü] dct:rccienta o con. o k,

rn.ris u,n. ¡.,u.rLto cr í1,i.1'o .t-" e fo,áj. Si f tie'nt: rut 'Lirttt:r.t ¡.tttnto fijo t:2 € la.L,) qtte

es locaLm.e.nte athllól¡t1rn.e te cstalfl.e y (S.f )l,r) <. l) po'ru todo r e la.b)'\ {:r.1.
r'nl,ancas Í) e-s el ulto.cl,or globol Llt J.

Los siguientes lerru¿rs sclán cle utilirlail cD las se(riones l)osteriorcs.

Lr-.Nr \ 1.3. .9r (,S/)(r) < 0 c.nl:r¡n,r:es f'Q) rLo tianc rrt dtt:im o.g localcs negoliuos
t,, t,ttt,lltñ n,tt-,tt,," 1o ,t], ' fo-- l -a--

Dlrlrt¡s.ltllctó1. Srrporg:rrrros que l'(.r) ticrie un m¿iximo lorral ert.r¡ ta1 c¡te

.l'(.¡o) < tl. Fltl on¡res sc t iclc tlue /" (rr¡ ) = 0l'l"'(¡o) < 0. por lo tarrto lS I)(.¡o) Z
0 ¡ así ol-,tenemos urra conlr¿rcliccjón. Por Io tiurto. rlo existen máximos lo(¿llcs

neg¿ltivos.
L¿r irle{istetr(]i¡r rle nrirjrnos locales positi\.os se denlrestr¿r análogartretrle. tr

LE-\IA 1..1. Su.¡xtttgarnos L¡ue (Sf ) l) l,.Sa) clislen. (htnnd,o .f " q cstá bier¡ defi-

rt'itlo sa li.ane t¡r.e

(s(/. g))(.¡) - (,t Í )(.tt.L:) )lst (x)): + (s,r)(r)

Dr.ltos t'n,rctó1. Es inrnerliala. tr

EI conjrrnto rlc l\ttrciotte¡ t¡ri' satisface las hipótcsis (H) prierLe sub,:lir'ídirse en

.lo-. sub,]onjrlntos: las lincione-" estrictalncnte ¡lecrecicrrtcs ¡ las funcioncs con un
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e\tlqrro 1oca1. En arrrlrr¡s casos puerlar r'aalizarse un estudio arornl)lcto a(rel(r¿i dc la
conr:avid¿id 1-r:orl-cxiclad cler l:r frrlciór'r .f.

LLI\I-\ 1.5. .9i (S.l') < 0 y atltrnós f'(r') no r:onrbio, de siqn,o po,rrt totlo.r: e (.a.b).

et¡tort,ús f lt e¡tt: o lo t¡t,(í.t r,n punto clc in.fletión ert (.o.b).

Dtltosrnlcttc'tN. Sirr pcrdicla cie geleralirlacl .onsidelalemos cl caso /'(r') < 0

para torlo 1) € (o.b) srlpongamos clue cn cl inter-r'alo (o.,Ü) cxistcn rios puntos dc

i¡rflexión ¿,, < r¡. pol (H3) sc ticne que r¿¡ r'r¡'ó son uini¡nos localcs dc /'(.r).
La continllid¿r(l dc f/ implictr l¿r cxistenci¿i de ttri rrtirxitrto rr" € (.r,,..r;¡,) rlolirlc

l'¡r,¡ <0.1o quc contratlir:e el lcm¡ 1.11.

La cler¡r¡stracióir para el caso./'(r) > fl piir-:r toclo.r' € (o,D) es anáioga a la
:rrtprirn' 

Ll

LE\r.\ 1.6. Sr .f so,l.isfa,ce (H) 9 /'(r) < 0 patu todo:r' € lF- t:rtto¡tces sr: teriJican
l o,s sigui,en,te.s prop icdad a t :

a) 5¿ /"(0) ) 0 cntort.t'r:s f" (") > 0 pora todo :t > 0.

1r) "9,.1"(0) { 0 cntortccs f"(r) <0 paro torlo:t 10

DsltostR:tttt')r. a) \otcmos primcro que rto }»rtrrlirr cxislil llullt(ls:ll¿ coll la

lrtopieclacl f"lt¡) = 0 qrie tro scarr cle infleriórr. cllo itnplir:aria r¡re ///'(:r',1) - [1

ol¡telicrrclo rur¿i t ¡¡ritr ¿Lrlicción r:rn (H3).
Suporrganos qur: l"(0) ) 0 r'que cxistc lrn pllnto de irrflcxión lr,, ) 0, crttottces

lrol r-l lcrrra l.i se tierrc que l"(r') < 0 ¡rala todo r e (r,,. foo).
llrr clesarrolk¡ <le Ta¡lor eD torno a:r',, pelnite dcrrlostrar la ciesi¡;uilldacl

l(z) - /(r:,)+.,1'(r,,)(i: .r:,,)+1"(á)(.r" ..)'( .f (.,,,,)+ f '(,,,,)(,,-, "). á e (¡,, :¿).

lucgo. si .l -+ +(! se t¡l¡tietrc utra rrt¡ritr ¿rtlicción con (H2).

b) Supr-rnga.tnr-,s t¡rc l"(0) < 0 r,quc cxisle un úrticro prtulrl de inflexiórr r,, { [)

cnronces pol cl lerna 1.5 sc tiere quc l//(.rr) < il para todo .r € (ir,,.+..). «rn
¿lrgLrmentos -qirriilarcs a1 itaso a) se o1¡tierrc ulta contr¡l.licaliórl.

n

Co\Il,\'1,\R1o 1.1. Los lerl¿Ls 1.i .r' 1.6 pcrtniten con( lrrir quc cxisten tros tilJos

cie frurr:iorrcs (rclrresent¿clos crr las figur-as a). b) r'c))qrro satisfacen las hipótcsis
(H) r' iitlcrLás l'1,.r't'--l) p¿rra l.rdo 7 € R. tal clasifitr¿rciir¡t sc tealiz; cr¡rsidlr¡rrdo
Ia ubicacióu clerl purrto r1e iuflexiótr. Fln lo srrrtsilo dcrrotalemtls (t lraliclo elista )

por.¡¡r ¿,r1 únir:o printlr clc inile-tii¡r cic l. Los (rasos erl quc /"(0) - 0 po<IálL ser

vistos como el c¿rso lirriitc de algrluo dc los tres casos alltcriotcs.

l,L\iA 1.7. Si .f sotist'o,cr: lo,.t hi,pótesis (H) 'u arlernris ti.ene' tt,¡t, t:t:tt cn¡o Loc:ol ¡*,
enton(\:s ticne a. l,o m,tís tlos ¡.turttos de'irtfletiLín.

Dr,:lrosln.,tclril. El lenra 1.5 itrplica tltic /'tierte a lo tri:'rs ttrlprtnto cle irrflcxión
krs int(]rr'¿ilrs ( c.. .¡- ) l' lr*. +oc) rcspcr(ti\.arnerttc. Pot lo tartto tr¿rsta demostlar
qrle J'* tro es punto (lc irl]exií¡r.

Srrpr»r¡,arros .lue .r1' cs un prrnto rlc inflr:xióri l colllo y - f (:r'*) cs 1a recta

targenTe a .f crr cl punto.r*. crr1.ottces. colrio 1* cs un pr]Iltal de lnflcxióti, exisl,e

d > 0 tal que /(r) > /(r*) para toclo r € (t* ri.z-) ¡'.1(r) ( /(r-) para toclo
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;?r € (.r.. r'* +d) (o r.ir:eversa). conha.li.iendo dc csta fbrma la rlefiuición dc ¿* conio
rrn critrerno loc¿l]. Ü

Co\tE\TlRto 1.2. El lerrra 1.7 permiten concluir quc cxiston cinco tipos de

furrciorres (reprcscntados eri l:rs figuras cl). e). f) g) l'h) que satisfaccn las hipritesis

(H) v aderrrás tienc[ un prlrito crítico. tal c]asi6cació se re;iliza consideranclo l¿i

ubir:acirin ck: los pultos dc inflexiórr ¡'e1 extrctno local. En lo sirrresivtl deuotarerlos
(cuando existarr ) por t,, a1 menol(o úrrico ) punto rlc inflexitin cle /, z¡ será c1

ma\1)r plrrrto clc inflcxión rle / v r* scrlL c1 punto crítico. Los casos el clue./"(0) - 0

podliin ser-r.i-stos crorrro cl caso límite clc algrtno r1e los cinr:o r:asos ¿tnteriorcs.

F'I(iriR,\ 1.1. a) \ionritoru. /"(0) > 0, sin puntos dc inflcxió¡r

FIGURA 1.2. b) \Iorrótona. /"(0) > 0. un punto <lc irrflcxión r1o l)o§iti\1)

EICLRA 1.3. c) \Jorrótona. /'/((f) < 0. Lrn punto r'le irrflexión no negatiYo

FrclrH-{ 1.1. d) Llnirnod¿l cor nrá-tir¡r. l"(0) > 0. dos pttni:os de inflcxión



4, CONDICIONES DE ESTABILII]AD DEL TIPO 3/2

FlalllRA 1.5. e) liiimorlal corr nráximo. //'((f) < 0. clos prrntos c1c iuflexitiri

FIGURA 1.6. f) I ninroriirl r:r¡n rttütirlto. -f"(0) < 0. dos pulltos dc inllexirin

FIGURA 1.7. g) Uniuoclal con míuinro. ./"(0) > l.). (los purltos cie iuflcxión

FIaiI-n.\ 1..s h) l.ninroclal con tnírtirtto../"10) > 0. 1111 ptlnto de irrflcxión

4. Corrdiciones dc cstabilidad del tipo 3/2

flt¡u posLcriolirl¿td al Llabajo d,-'\\-right. sc dcsarrolló una scrie rle rr:sullaclos

cluo gerreralizatr cl tet»ertt¿r 3/2 de \liight. En 1>rimcr hlgar. Sugic 121l rrr»rsidcra Ia

ecir¡ciórr nr¡ atttt'¡ttortra

(1.4.1) u 
/(t) = -r(i)[t +'!)(t))y(.t - 1.), t >- 0,

ck»it1c r': ll-), +:r) ; {0.toc) es urta fltnrlitin contilll.l¿l \' (lelnucstra quc si r(l) {
r' < 3/2 entorrccs 1¿¡ solui:iórr y(l) = 0 cs trnifbrrrremente tlstal¡le.

0

a

1



14 l PRELIÑIIN,\F ES

La ei rr¡rcióu (1.J.1) taurbicr h¡r sirlt¡ cstucljada por So Y Yr1 (vcr'lf8l ¡ 1191)
,1r . r - J, rrr.F:t' rt r ,, .-r- | '¡,,.r, -l-

lt
1.1.2 I t'.t' J2. t tt, ,

rrr | " r
J

son suficicntes l)ara la atlactivid¿rtl glc.,bal de 1a soluciórr y(f) = {).

Estirs hipótr:sis t¡n¡rbióu sott errlllea(i¿rs l)or llivazaki. \Iat-clrrl¿lga v Hala 115]
quicres en un ( ontcito ,:llfet ent e r.lstudiar la ccu¡ciirn

(1.r.1) .r''(t) - r(r)/(.r'(i - 1)).

clonrle l¿r lirrrciór ¡ satislace las hipótcsis (1.1.2) r, i1.-1.i1) r'la fitncirin .f rrrmplc lit
desigualclad

(1..1.5) l(r)j < l.r' . t: I tt.

'Iarnbié¡r -qc dcrnuestr¿r qrrr'1as hipótesi-. (1..1.2). (1.1.3) r' (1.1.5) ülplican 1a

atractiviclad global c1e la soh«ririrr:r'(l) = 0 de la crlración (1.'1.-1).

Iiin;¡hnerrte. es ilitq.esatrte rlerst¿rcar tatlbiért ql1e c\is¡c ur cliterio l]/2 para untt

f¿Lmilia dr: e('11acio1rcs dile¡enciales rlc laLrtlaleza dilirrertttc a las clue herlos consi

cleraclo. Sc trata ciel ¡rt¡rrrr:ido r:r'iterto J/2 dr: Yorka [9). i27] qrre lire gcrtclalizaclo

rccicnl.cnrente en i8]. clonsc sc prtedett eucolrtlar c¡tr-as refelertci¿rs rclacion¿rci¿ls



C-\PiTL LO 2

RESULTADO PRINCIPAL

1. Ecuaciones tipo Wriglrt y srrs propiedades

DEFINICIo\ 2.1 {Ficuar:i(n tipr) §iight). Direuns qrre to¡l¿r e< rr¡r<ririrr r'Liléreu-

ci¿rl de l¿r lbrr[¿l

(2 1 1) ,! (t) - .f (.1(t 1)),

cir¡r¡le f lr..¡ific¿r las hipótcsis (H) cs dc tipo \\¡riBht.

El siguiente teorerrra g€rlrelaliza cl Tcorcm¿i 3/2 dc \\iight.

TEORETT\ 2.1 (Resultado Plilcripall. Sttportganos qut0 < -.f'(,0) {3l2 y r1ue.

se teri.Ji.r:0,n, las h,i.¡tóte.sis (Il). En,tort,tr:s kL soLut:ió¡¡ trtt:nl t¡t) =0 tle Lo ecuociót¡
(2. 1. I ) ¿¡ t¡Lobt¡,Lnu:.ntc: u,l.rolt i,r0..

El sigrriente le¡rr¿r seir¿rl¿r t¡rc r,arias propicdaclcs dc la ccuación (1.2..1) también
son cicrtas pala l¡s ecraciones tipo \\ili8ht (corrsultar 15. pág. 1¡6] v l2 ]).

LliuA 2.1. Dorlo r.¡ta t:t¡ntlit:ión i¡tit:iul ^, e C y rn.n toLtt.r:i,ón, t(.t '¡) d.e l,o. ertt.a-

tiin. tip llright ().1 .1). ula LtL'.riJi.m Lo..s si.gtit'n.tes ynoyi.edades

i) Si. et:istr T )0 tal quc t-(t.^,t) )0 po.ro tt¡d.o t >T. e-ntr¡r¡.r:es ¡:(t.'t) +0
cro.nda t - +:r.

1i) DefinLtnos 4 - lltiu t(¡] .(/- rl¡\-,(sl 9 r, - minlq.O] !o. i,donú:
l0

f(t) > a paro toda 1€lR lj a <O ). En.to¡¡.ce.s. ytro,todot > -7 sc c'urnplen
los sig Lt,icrttc.s d eti,guold o,rles

,t < rlt. ^,,) < rnax{0. Q} + 
,,?.r.i}r 

/(.,,)

iii) ,91 -r no t:arnl¡ t¡L tlt si¡1n,o en | 7.01'. ¡:n.tor¡¡ e¡ l.as trtos ¡l¡: tlt.^,) (cuuntlo
eÍi\t(t¡.) \o¡¡. si¡tt,pk:.s u Lo tl¡sl0.ncio t:.n.tre ¡l,as ceros cor¡secr.tit¡os rs rno,'|ot

qúc 1.

I)¡:rroslnta:lrir'¡. i) Clorno:r(f ^,) es (Lecrecierrte soLre (I + 1.+.::) \' ir,c.rla.la
irrfer ior uicrrt c. crislc,cl 1írnil¡r lirr ri1.^/) = c: ) 0. Si c = 0 rrr¡ ha1' rracla quc

/-+1
demostrar. su1)r»riher[o-r clltonccs qrr(,c ] 0 ¡'por Lr tarrto. r(f * 7. t1 2 t'(t.^t) 2
c > 0 lrara todo I > 7 + 1.

A1 iutcgra| la ccuaci(¡r (2.1.1) sobre cl ilrtcrr-¿rlo (I + 2. +).) se liene

-.t .,t2. I ¡..r" | ,;\ l.l, tlt L r r

Y por tanto lim rr(1.^,) - ¡. r¡l¡te¡riertrio una contr¿rclicció¡r con r: > 0.
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ii) lrrtegr ando la ecuat it'¡r (2. L 1) sobrc cl irtterr'¿rlo 10. /) a 10. 1) se obticrtctr las

,1,-i:'u;,.,1"1''

.' t rni r[tr.7 I I '' I /.' ''

,Lhora dernostra¡emos qrlc esta dcsigualc'lad se verifica a.lernás p¡r'A trrr'l¡r I > l'
srrpolganlos quc cxiste Lrrr nlimelo ¡ - irif{l > I 1:(1..'i) = n}' Luego' si

intcgranlos la cctr¿rciótt (2.1.1) sobrc el intcrvalo (¡ - 1, ¡) se obtjc¡e

I Í'' Id' 
'

lo quc a -.u r.cz itriplic¿t 1a dr:sigualdad rr(r 1.^i) < 0 \'por lo tanto n(1.^¡') es

cre(icnte en f = ¡. contr¿Lclii'ierulr¡ 1¿r clefilriilii¡r cle ¡. Eittillmente sc tiene quc

i; {.r(t -r) par¿r todo 1> -l.
Lrrego. integranclo I¿r ecuacií¡t (2.1.1) solrle cl iutr:rvalo [0. ¡) a l1:],1) sc tierrctr

1as desiguaiclarlcs

r(1.^,) < mar{l1.Q}+ m,Lx./¡rr1 < itrar{tt.t.t}i rnar .l(u).
,,. q.tll rtld u

,\Lor;¡ rlertostt arr.:1llos que csta desigualdarl e-q cjilrta p¿rla toclo f ) 1, srrpon

gi1rrcs que eriistc un nrirttcro r' = inf {f > 1 I r(1. -r') - nlax{O, Q} + 
,,1i1i,, 

/t" t}

Lrrego si inte,gramc¡s l¡r ccuacit'rrt (2.1.1) soblc el ittterlalo (r' - I r') se obtiene

t-
rnax{0.Q} + nnx./(u) -.r(r' 1.',)- I .l(., ls 1)1,1s < m.rx../(rr),

,¿€[Á.0 " J' t r€[h o

Io cluc a str vez irriplii:n Ia desiguallad r(r' 1.^i) > 0 ) pol lo tanto:r(f.^,) es

.le(r'ecicnle er t - ¡'. contraclicicnclo l¡r delirlirlir'¡Ir clc ¡. !'inalmellte se tiene quc

rtI.- \ n "r{v.Q} rr¡s /1,, "¡'', r"'lo 'l -l
! 
'lA 

l

iii) Dcnotelros pot tr,, la sttiesióli (nlottirtt-rtra rlr-r.lcictrtc) cle los cetos dc z(t.',)
proc:ederernos por ittdtLcliiitt.

Supongaruos que ui) > 0 (eI pLirller cct'o de;l(1.-r)) lltl tls sillple. cnton(les sc

ticne que.r'(rru) = ¡ \'por lo tauto 1r0 - 1cs url (reril de.r(f ^r) conlrarliciendo la

rlefinicirjn rle u¡. atitttlás ¡e ticne (111c r'(f) > 0 ¡rara todo l € ltr¡ 1.u¡) ¡ por lcr

tanto :¡''(1) < ll p¿lra fo(lo I € (rio, ¿ro 1 1) 1o c¡re itlplica tt1 'tr¡ ) 1.

Por hipritesis ile induccirin ¡10 . ?rr i . . . ul- soll (cros sintpics cle el(f.-r') ¡'adcmás
rLj L¡-r ) l para todo i - {0. 1.2... .k}. Atiora tenerllos qLre tlcmostral que

¿t-l t¿rlrlbié1l es url cero sirrtple i'la clesigualclarl rr¡11 1¡i > 1'

Sirr perclirla c1c gerreralirlad podemos suilonell quc z(t ^¡) > 0 para lorkr t €

(u¡ 1.tr¡). csl.o impljca las ilesigrr:üdadt's r'(t) < 0 par¿ todo f € (rr¡.ri¡ i 1) r'

¿lt:+l-¿ñ>1
si suponernits qr-le utrl no es una raíz sinplet. clltonces cor r,r7oüalniell1(r5

slmilales a los ¿ur¡cLiores sc tiqle qlxl ?/r.r - 1 € (rr¡.'ti¡11) tarnbién ers raíz clc

r(1. ^¡) 1o que coutradice 1:r clcfinir:ión de rr¡-1. ¡

L¿r cli:rtrostr¿rtrióu rlel r-r:snlLaclo prirrci¡ral sc lealiztrrá cn dos cta1,a'- r'orrs' ' rltir''s'

,\) se cicrnr¡stlar¿i 1¡r cxisler¡.cia.le una cota superior Il )'ulia cot¿1 ittleritlr ¡¡r

quc to depcurlen clc I¡-s r:ortrlir:iortcs iniciales. ttrlcs r¡tte

Dr ( limirrf ¡(1, ,r) { lirrrsLrp.r(1,1) ( M.- l+i¡ f+l-ó



2. EX]STENCIA D!] ATRA'JTOR GLOBAL CO]\'IPACTO ]7

Esto r orlr«,ririi levisar algrrrros .on.:.'lltr)s r- r'esulta¡los dc l¡ tcoría clc sisterrtas

diuarnricos.

B) Se cklnostrar'¿l qrre si .l'(0) € (0. J/2]. ento ccs ¡?¿ : .11 - 0. Esto requcrir.i
irrl.roducir fluciotrcs au,'iilia¡es 1'dcnlostrar alguuos lcmas prep¿iratorios.

2. Existcncia de atractor glob;rl compacto

Darl;i rrir¿r co¡clir:i¡in irrici¿rl -r € C. s¿rl¡erlc.rs clue la aplit':t:itirr F(f)^, (,s) - .r,(t +
s, ^¡) con s € 1.. 1, 0]. dcline rrn senriflri.jo r:ontitrto sol¡lc C. .\qrrí r'(t. -, ) r:s la solu¡:itiIt

de la er u¿rciórr (2.1.1) iron La conclicirin irrici¿rl

.¡(¡.-,) = -,ls). s e f-1.01.

El ol-rjetivo cler esta sccció11 ()nsiijtc cn .-lctlo-ctr¿rr l¿l existcl¡cia cle ltn coniurito --1 C C
inYali¿rnte (¡(1).{ - -1 par-a f } 0) r' corr4rircto ta1 c¡te para toil¿r condicirin üricial

i € C se crtmple clue d(f-(t)^r.-1) + (l cu¿rndo / + + c., dottclc d es la clist¿rncia

entle dos conJLrntos cualesquicra -1.B aC dr,'firrida corno d(-1.¡) - 
".Trl.u 

, l,

-.\ corti¡rr¿¡r:ir'¡n csclibi¡emr¡s algunas clefirriciortcs l resultackls dc la teoría cic

sistemas clirriirrricos (serrifluios). la relérertci¿t b¿isica será el liirro dc Hale 16. C¿rpitulo

3l

DLr'I\ICIo\ 2.2. Daclo ttn sernifiuio cr»rtinuo F-(f) : C + C'. ser clicc que tru
col.jurllo D C a' atrae ai (r)rljrulto E ctta¡rclo 

¡ 
1irl (l(F(¿)E. r) = (1.

Dr.tt\ICIO\ 2.3 (serrirlrbiia positila c1c urr ttonjrurto). Daclo rur con.junto -D C

C. l¿i semiórbita positiva rle -D 1ra.io F'(t) s-' rlcfirrc corno

(221) Q+(.8) - {r.(r)E,r > o}.

DErt\r(rioN 2.1 (conjunto -'-lír¡ito de rrrr conjuttto). PaIa totlo col.iunto B c
C. ei r:orr.junto -i-lirlitc sc defin-. coluo

l)))\ "(¡) = l'l crl u ¡(r)B

I)rFI\rcro\ 2.i¡. L n serrrifluio -1"(l) ,::s corrdicionalrrrente cornplctamenie
co¡rtinrro si cxi-.tc'lr ) 0 tal rluc para lodo I > ¿1 i-lodo rrlnjlttrto acotaclo B C (-'

par-a c1 cual {f (s)D, {l ( .s ( f } e,< i.Lcota(lo. se tierie quc ir(¿)(B) es plccorrlpa(rto

Urr sernillujo F(.t). t > 0. es cornpletarnente contimro si es cortilicioualtnetrte
cornpletarncüic .ontirruLr l'p¡r'¡ lo.lo 1 ) 0. ol coniuriro {I(.s)B.tl { s ( l} es

a«rtaclo si B cs ¿t(1)t¿rdo.

DftF'tNicloN 2.6. lir scuriflujo es puntuahnente disipativo sj é\istr'rrn (rm-

junto arrrtaclo ll f C qrie ¿rtl ac a todo l)uuto de C.

I)tFINIcIo\ 2.7. Urr corrjuuto -1 C C' ir¡'ariarrtc trajo ttn s"urillrqo ,/'1/1 es

rnaxirnal compacto invaliante -\i toclo conjrtrrto cornpacto e illvaliatrtc bajo el

scrniflujo estii contenirir¡ r:rr ,1.

DEFt\Juro\ 2.E. l-r co .jrtnlo im'ari;tute -1 e-s url atractor global si -1 cs lrn

r:orrjurrto rrarirlal c(¡npaarto e inr'¿tri¿r tc que atrac ii todo calnillnto ¿l(lot¿ido B C C.

E1 siguiente resulL¿Lclo. que elrlilrcialnos sin derrtostrar (consultar' 16 sccción

3.J1) pr,,r'rnitirri (leurostrar rlue e1 se'rniflujo asociacl,:r a la ecttación (2.1.1) tierre ttl
ar actor global.
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IEORr,.\1A ).2. Si c.t:islt t1 ) l) tul qttc cl -,unif,u1rt F(,t') | C ) C' c:s t:otn-

pLr:tanlc¡iI. cont'hru.o pu,r i, I > tt !1 e.t puttl,u ú.l.nlcn.te disipatito, crLtancet ctr,istc't1t¡'

o,tro,ctor qlL)bal A.

Tl,irnr.irt.r 2.i3. El son(l,u,1o osoctod,o o Lo, acuar:ión (.2.1.1') ticne utr atractor
qlobaL A.

D¡r'losrnr c'tó1. I'o¡ el teolurrr¿ 2.2 lrasta co¡t clemostlar clue'cl scrtiflujo a-"o-

ci¿rclr a l;¡ ecrrar:ir'rn (2.1.1) cs conr ple t ¡rmerlte tr»rtitruo ¡'pulltualt¡relrte cli,sipatiro.
Por cl lcma 2.1 (parte ii) sc tic[c qur: pata todo ct»rjrrrtto ni otrtlo B. la ór'bita

\f ¡)B.t ) 0] os rrrr corriu to rrniformenxrntc ¿cotado. clcfirrircr¡ros

IL = sup{ r. rl. O (¡)}.
Acli.rrrás. el rrrnjunto {l-(1),8, t ) 1 -. /L} cs cqnicorlinuo. t'n efe<rto, si escogc

rnos cualquier''r/ € B se tiene qtre para todo; > 0 e\iste ¿-(¿) = ;/ | rrrr;, /rrr)] t;rl

que ls'- .r" < ri impli.a l¡'(f)1(.s') F(i)-,is/') < ¡. Finalmente. por teorcma de

-\rzclá ,\scolise tiene quc 11,'(t)B.t ) 1] es ¡rrcr:ornpacto. Pr¡¡ lo tarrto. cl semiflttjtr
-F(t) cs completiir[eltc conti]lLro.

-\hor¿r clernostrarenlos (¡rc c1 sctr. itlujo -F(f) es purrtuahrtcnte clisipativo. Esco

gernos cu¿1lqr1icr lirncir'rn -, c a.'1 c¡ 1)rinler'ltrgal suponcrros qrre.r(1.^.) rro citrrrl¡ia
de signo a partir dl cie¡io núrrrcro positi\-o. entonces por cl lcrua 2.1 se r,eriilca
que 1im .rlf.r) - 0 )' lror' lo t¿rrrto l)¿r,ril toclo d > 0 existe I(d,^)) 0 tal c¡re

F(f)-, < rl parii toclo f > 7(d. ^,).

En sr:gunclo hrgar supordrenros qtcr cl colliunto clc los car¡bios tle signo rlil

'r(i ^,) no cs acotadr:¡ l: tomar'orlos un¡r sucesitin trtcicrttc'dc rrtítrinros lollales t¡ clc

.r(f.^,) talcs que r'/(fr.-r) =:¡(1r 1,^t) - tl. Lucgo. irttt'gtanclo la eorat:iórr (2.1.1)

sobre el intcrr,alo (f¡ 1.f¡) se ruifica rlue piila tor'Lo ruitritro local

,, - l t..,, l.t 
'

-\hora clemosttarenros quc litnirrf .r'(/.^i) > .1. si sltponettlos lo fl)rttrario esto

irnplic¡, cluc criste ¿lgúrr rrúrrrcto ?]¡ > 1+10 lal qire.r:(?¡.^¡) - o, como ?0 lio
puercle str un mínimo l r(f.-r) no ptrcilc scl crecie[tc] en ?¡] sc ti(!r.l tlrre r'(f,-t) cs

nlonol on¿lrneute ilccreciettre en (7¡. +'^-) oblenicnrlo tt ii coutr¡rclit:<riiin corr e1 letna

2.1 (parte i). Por 1o tanto lirrLirrfr(1. ^r) ) n.

Ahor¿L corstlrrimos rr¡ra s¡tcesiril rrret ictttc de máximos loc¡rlcs li de.lr(f.^,)
taies qrre.r'l(t1.,-r') -.rfti. 1,-r) - 0lueg¡¡. inte¡;rattdo la ccrt¡¡:ión i2.1.1) soblc t:l

irrtcllalr (/f 1.fl) sc r-cli[ír:a c¡re pa,ra toclo máximo lt¡r:¿r]

,t', 1

tt,.t ,1- | 1,,, )1,' rrr¡r .I1,,, \.
,,lJ

-\hr¡ra clcrLostralctnos que linrsLlpix(1,^,) < l.si supo[etr{)s lo contrario esto
l ++r

irnplir:a qrre eristcr a1gúu niurero T,j > 1-li, ra1 quc:r'(lli.^r) - l, «rrno Ii no prrecle

sel uli náxinro lrral l r'(1.',) no prtcdc scr cle(re(rieute r:rt 7¡ sc l-ielle r¡re;i:(1.^i) es

monotolarlc[lc crecielte (]rI (?rj. +:r) ol)tcrricndo una colltladicción cott e1 lctna
2.1 (partc i). Por Lr tarrto limsup:¡'(1.1) < ,\.

Firr¿ilrncnlc- terrerrros qitr'la l¡ola clr: (entlo cero ] taclio ¡'- urax{lo.l} atrae
ii todo purrlo ^, € C D



3. LE}I,\S I)REP.\ H.ATOR1OS

Definanros m - mjn min 0(/) v M = max max É(t). Por lo tanto para
le,4 , €l- t.ol B-A,e[-t.0

demostrar el teorema 2.1 será suflcierte demostrar la igualdad M = rn = 0 cuando

-l'(0) € (0,3/2]. En lo sucesivo supondremos las desigualdades m < 0 < M y
obtendremos una co¡rtradicción.

3. Lernas preparatorios

Definamos los conjuntos

I{",b= {s € C3(R): y satisface (H1),(H2),y'(0) =a,y"(O)-2b>0,
(Sy)(") (0 para todo rlr.)

Conside¡emos también Ia función racional lineal r: (o.b-l, co) -+ (-a2b-1, co)
definida por

r(r, a.b) -
a2x

a bx'
Sea K[o (respectivamente, /í;ó) la restricción de los elementos de 7lo,¡ al

intervalo (0,+co) (re spectivamente a (oó-1,0]). Denotaremos por r+ y r- las
restricciones de r( , a, ü) a los intervalos 10, +m) y (aó-1 , 0l respectivamente. Las
siguientes propiedades son elementales:

i) r"'(r) < 0 para todo r.
ii) La función inversa dc r(r) cs r-t (r, a,b) = p@, a,b) = ar lkP + bÍ).
iii) La ecuación r(r,a,b) = -r tiene dos soluciones: rL=Oy 2=(o,+a2)lb.
iv) r+ e I(f,6, r- e Kn', (Sr)(z) = 0y r(t,a,b) + -azb'r cuando o r +oo.
El próximo Iema tendrá un papel crucial en el ¡esto de la dernostración.

LEMA 2.2. Para toclo ! e K,¡ tal tlue (Sy)(:t) 1 0 paro, r f r*, se ti,ene
r(r,o,,lt) <y(t) cuandot>O. Ad,emds r(t,a,b) > y(t) parutodore(ab 1,0).

D¡vtostR¡cIóx. Como /"(0) > 0 basta considerar los casos a) y b) cuando

,/ es rnonótona y los casos d), g) y t ) cuando / tiene un punto crítico.
Dado y € fffa,á] cualquiera, definimos Y(r) - y"(r)ly'(r) ¡, notemos que

(Sy)(r) : Y' (r) - (112)Y'z(r) Como g tiene derivada Schwarziana negativa verifi-
camos que l'(z) satisl'ace Ia desigualdad dife¡encial (tipo Riccati) Y'(a)-(ll2)Y2 <
0.
Sean r(r) = r(t,a,b) y R= r't fr', como r es una función racional tenemos que
(,5r)(r) = R'(x)'(112)R2(r) = 0. Así se obtiene un sistema

Y'(r) < (112)Y'2(r), a1o¡ = Y1¡;,

R;(r) = (112)R.2@), a(0) - I'(0).
Usando resultados de comparación (revisar por ejernplo [12, Teorema 1.10.1]),

se obtiene que l?(r) > f(r) (en Ios casos a), b) y d)) paratodo r > 0. Aho¡a,
integrando -R e l- sobre el iniervalo (0, r), se obtiene Ia desigualdad r'(t) < y'(r).
Integrando nuevamente r' e,r7' sobre el intervalo (0,r), se obtiene Ia desigualdad
r(r) < g(x) para todo r > 0. Er los casos g) y h) se emplean los mismos argumen-
tos para demostar la desigualdad r{t) < 9@) para iodo r € (0, z.). Ahora, como
r es estrictamente decreciente y la furrción g alcanza su mínino en z*, resulta clara
la desigualdad r(r) < f)@) c.rardo r ) r* .

Ahora, Ios argurnentos previos ros perrniten probar que r'(.r) < y'(x) y r(t) >
g(r) para todo r € (aó-1,0) en los casos a) y h), donde g no tiene puntos de
inflexión negativos.

l9
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L¿r clcrrroslracióu en 1os caso-. b) r' g) (un puuto r1e inflexiórr lrcgativo) es lei't:

rucnl.o .Listilta si el punto cle inflexión .rr ¿lc ,4 perterlccc ai intqlalo (nü-1 0) I-n

es1.e c¡§o, poclcmos ernplcat los arBurrrarlll.os ¿lrrtcriores para clernostrar las clesigual-

cln<les r'(r) 1 'll (.tt) :' r(.1:) > AQ) par¿ totio r € krt . 0) Luego por argurr:¡ento¡i de

convexidad.

r(r:) > r'(c¡ ) + r''(c1)(r: .r) > .u(.r) + y'(c¡)(:r' cr) > y(¡r)

para toclo .rr € (oi,, r, r:1).

Fiualme tc. e1 caso cl) ((los punt.ls de inflexii»r negatilos) ptrerrlc ser estucliado

¿lrlálo8¿tr!entc. tolnarxlo cn itricnl;r quc f es esi-ficTalricll:e dcirrccientc sob¡,.] (a,b r. {)).

nierrtias qrtc g al< arrza su trtiíli¡tto crr 'l:_. ¡

{:lonot.\RIo 2.1. S¡ f rtr:rtfica. Ias tti¡tritcsis (H) Y l" (.0) < 0 r:tLtonl:et f es

a,uta,cl,o, e.n W.,.

Dlrlosrn.lctó1. Sc tiertc por hipótcsis que / esiá acot'ada infe¡iorncnte sókr

lr', ¡ ,1, r., -tl¡t l¡ ¡,''r,rci,,t 'r,l,r r' , .

Si la firnción ./ tictre urr márirlro lt¡c¿rl (caso e)) la rLetiost¡acióu es obvia Etr

los cilsos lest¿rlltcs (casos c) r'f)) cl Ierrra 1.6 inrplic;r quc /"(z) < 0 par¿i todo

¡<(1.
Es fácil r-crifi¡:ar qtLe la fuDt'ióIl l( :rr) € Ii¡¡,10r. /,,(orir] 1'por el lcma 2 2 se

tiene quc par'¿r todo rr > 0 se ¡'crifitl¿l

/(-,) > .I,L ri#ffr*- ='+#;
\'¡rhoia es clilro qrrc / tambión es acot¡d¿l sLl¡reriortlcn[e.

4. Funciones auxiliares

,\ 1a firnción raciorrill r(r: o Ü) le itsiguarctnos los laloles

l"(0) > 0. ¡:ieuorcnlos p - ob) - 2/'(0)//"(0) ) (on esto sc

r : (¡r. i :c) ) lR corrx)

T¿rr¡bién clclinünos l¿rs funciorrt's contirtuas -'1, B: (¡. +co) -+ R v D I lR- -+ IR

coIllo
I ta

(2.1.2) -1(r) =.¿ + r(r:) +: l. 
rrst,ts ¡'aLt tfU rr -{(0) -tl

Bi.r)-h[o,,,,,ltrls para r+0, Y 8(o) -o'

D(,,)= t 
-'('),,t'l'];-1..

-\ pa.t,i¡ tlc ia lrrnciór'r r(r'n'ó) r'clefitricrrtlo r' - 2-'l'(0)/-1"(0) sc (:orlstrtr]e la

fiurción racic¡ri¿ü lineal B: (2. t«:) -+ F'

tr

a - ft(,o).2b -
defltie la fulrción

12 4.1 l

(2.4.3)

(2.4.4)

2A'(0)2r
(2.4.5) E(r) = r(r, A'(0), A" (0) l2) =
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\otcrrros que -l'i(lj - ,/'(0) + 1/2, -1"(0) - ./"(0)(1 - (6/'(0)) r 
)

lls sencillo i'errilical qur: .f 't0l < 1/6 implica (r, +..) C (¡. I t) r' quc

-1(r.2) - B(rr). donde r(r2) = ;¡r! < 0. I'ambión a'(0) : (r'(0))':/2 -
(l'(0))'/2. Err los siguierrtes lerna! sc dcurostr aralr otlas plopiedades ¡le las furr

cioncs -1. B. D t I?.

LEII,\ 2.3. "9, .i'(0) < *1 ttLto¡tt:cs.l'(rr') < tll 17 (.9-t)(:r) < 0 po.r a totlo .L €

\ ¡t , r.¿)

Dsrtosrn,rc't<1r. Corno r(r2) - .f:. la hipórcsis /'(0) < -1 implica quc
.r2 > 0 r' :rri.r) < r1(r1 pala todo r e (p..r.2) \ 0. Entorlccs

¡' t tt,dl '1 ,,,t, . ., 1 \ .l t -,t,¡ll- 
' 

"') n. r¡l)
J, \ /-(J /

Iis¿Lrrdo 1¿¡. hipótcsis. también se tiene que -1'(0) : r'(il) + 1/2 < l-l l lucgo.
irr ' ¿,r;rrr,l^ l,ñr li.rrr¡. , I'tnt ¡rr¡-

t , J, .lo ,,tp
l(, -'(' ,(,)

'L,,,,t,r.ft ').tc'
cloncler r' 1(t,) - p(r:) r G-(:) - 2 ¡ [] p(,t,::1cl.x.

l^r r, 1.,'l'. *l I r.; r.l tr.l i'; ,1,¡n

(,9 l)(:r) - (SG) (r(r:)) (r' (.r))r + (,5r)(:r) : (sG)(r(.r))(r'(.r))':

l.por 10 tanl,o. sólo hal quc d¡:nostrar qrre (5G)(r(z)) < 0. Por otlo 1ado. -{'(z) < 0

sí r' sólo sí G'(r(¿)) > 0. err corrsccucncia b¿1stará demostlal que (SG)(r(Í)) < 0

i:rranclo (i'(r(r)) > 0. Tonrarido crr cuenta c¡te p"'(z) ( 0 crra¡rclo .z = r(r) ]-
(lnsi(lera1rdo.: - r(l), tenemos r|re

,;. -l'.,. ,,, u

lo que inrplica

¡r;., / l(7,. )'
u

LE\r,\ 2.1. "9, "f'40) < I en.tont¡:s (--l(¿i l?(.¡)).¡ > 0 po,ro, todo:r: € (z.r'r)\0.

D ENosrR.\.'r(:) \. Basta ol¡ser-r'¿rr qnc 1?i.r') - r(r..1'(t-l). -1"it-l)/2) l. ¿itrlicar los

lern¿rs 2.2 r-2.3. !
LENI,\ 2.5. rr > D(,'\1) y rn. > r( r(:\ll12).

Dlrtosln¡.ctóx. Suporgamos que r(,'11) { -i11 (es dccir, l)(,\1) - -1(n1)),
entonces se ticnc qrrr r:l rriuneto lr - .11/r(-11) e l-1,0] r' la función :n(¿) - r(¡1)l
(f € lfr.1r i 1]) cs solLrciirn clel problertta dc lalr¡r'cs inicialcs

r'(¿) = r(r(¿ - t)), r(s) = ¡7, s e l¿r - 1, rrl(2.4.0)

Sea ^:(l) - z(t.3) (,,3 É -1) rura solucióu dc la ccuaciórr (2.1.1) tal r¡re..-(1) - rrr

r:((l) = (1. Es cialo c1rLc.11 - .1'(t) >- z(t) par-:rtorlrI€llr-1.f]]. -{demás.
clemoslrarr:mos qrre.r'(1) ) ;-(/) pala to(lo I € il1.0l.
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Si srrponemos Io contrario, sc tienc la existencia de t- e pr,0) ta1 que c(t.) =
z(t-) y .r(t) ) z(f) para todo , € [¿1 - 1, r-]. Además demostrarerros que se verifica
Ia rlesigualdad

(2.4.7) z' (t) > r' (t) para rodo ¿ € l¿., ú- + 11.

Distinguiremos dos casos: si z(f - 1) > 0, por el lema 2.2 se obtienen las desigual-
dades r'(r) =r(n(t- 1)) ( r(z(r - 1)) < l(z(t -7)) = z'(t). En otro caso se tiene
que z(r- 1) ( 0, entonces z¡(t): JQ(t - 1)) > 0 >r(t(t- 1)) =r'(t).

Integrando sob¡e el intervalo (f-,0), se sigue de la desigualdad (2.4.7) We
a(r-) < r(ú-) y se obtiene una contr¿dicción.

Entonces r(t) ) z(t) para ¿ € [f1,0), Iuego se obtienen las dcsigualdades

tt f1m=¿tt) / /(.1, -":¡)ds> / r(r(s- I),)ds =Jo Jo

tt1 ¡0 f0
= I rllvt)ls+ / r(r(u))du ,41 r r(,\.1) s I r(r\ll\u) du = -4(l1I).J-t J,' J,,
En el caso general (no necesariamente r(M) ( -M), probarerros la desigualdad

(2.4.8) f(r(t)) > r(r(M)t). para todo ¿ € (-i,0).
En primer lugar, se demostrará que z'(t) > r(1,2I) para todo ¿ € (-1,0). Si

z(t-1) > 0 entonces, por el lema 2.2, zt(t) = f (z(t-1))>r(z(t- 1)) ) r(M). En
elcasoz(f -1) < 0, también tenemos Io mismo: zt(t) = Í (z(t - 1)) ) 0 > r(M).
Luego

to ¡o
:lL)= - I z'1s) d,< - I r1[I)ds= 

^M)t, 
te(-1,0).

Jt Jt
P¿ra obtener (2.4.8) basta notar que /(r(l)) > r (z(t)) > r(r(M)f) si z(l) > 0

y f (z(t)) >- 0 > r(r(tuI)t) si z(t) ( 0.
Ahora, por la desigualdad (2.4.8) se obtiene

lt fI
m=¿rI) - I ltrtt -l¡d"> | rir(,4/rts - l))ds=B(¡1).

Jo Ju

Filalmerrte, por Ia convexidad de r, la desigualdad de Jensen permite dentostrar
quel 

"m> B(tt)= -=, I rls)ds 2r(-rlM)12).r\tvttJ-rtMt 
!

Co¡no una consecuencia del lema anterior veremos que la furrción r(z) está bien
dcfinidaenr=r¡¿.

CoRoLARro 2.2. Si ft (0) € [-1-5,0) y f"(.0)>0, entonces rn ) p.

DBN{osrnAclóN. Por cl lema 2.5 y Ia rnonotonía de r se tieue que

Como //'(0) > 0, basta rrotar que para todo número /'(0) € (-2,0) se verifica
Ia desigualdad

rn > r( - r(M\12\ >,lim r(-r(r)/2)

("f,(0))3 - 2"f,(0)

i"(oxl - /10» ' ¡\r) ='
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Por lo tanto r(m) está bien definido. D

LEMA 2.6. Si /'(0) e [-1.5,0), entonces r(rrL) > M .

D¡tuos'¡RectóN. Sead e "4 tal queg(f) = y(1,0) satisface y(1) : M y además
g/(1) = g(0) = 0. En primer lugar veáse que cuando g(s) ) 0 se cumple que

/(y(r)) ( 0 < r(m). En el caso y(s) < 0 se verifican las desigualdades /(y(")) <
r(y(s)) ( r(m). Luego

r(rn)ds - r(rn).

D

5. Caso A: - f '(0) e (0, i/r)
Obviamente, en toda esta sección supondremos que -/'(0) e (0,.14) si es que

explícitarnente no se dice Io cont¡ario. Los resultados anteriores permitirán una
sencilla demostración del Teorema 2.1

5.1. Demostración del Teorema 2.1.

Dn,ltostR-,r.clóN. Obtendremos una contradicció¡l si suponemos que rn < 0 (
M. Pan esto, definamos la función crecierric o : [0, +oo) + [0, +m) como

o(r) = r " r( - r(r) lz)
Notcse que un razonamiento simila¡ al efectuado en la demostración del coro-

Iario 2.2 muestra que para todo r ) 0 se verifica que

rf - t l¡)12\ > lim r( rt.x\ t'2\ - 
('/'(0))3 > ?I'10)

r .1* t'\r)/z)- 
/"(o)(r - /,(o)) 

t f\U = t1

cuando -/'(0) € (0,2) y por lo tanto o está bien deffnida en [0, +oo).
Caso i) /"(0) > 0:
Por la monotonía dec¡eciente de r, los lemas 2.5,2.6 y el co¡ola¡io 2.2 se obtienen
Ias desigualdades M < r(rn) <r(r(-r(NI)12) - o(M).

Ahora veremos que o(t}/) < lld cuando ,4.1 > 0: notemos que o es una función
racional lineal, tiene una asíntota horizontal, adernás tiene un punto fijo en el
origen y es cóncava en 10,+co). Esto implicará er virl,ud dc -//(0) € (0, iA) b
desigualdad o(r.) < )J'@)3 l2lr <, para todo ¿ > 0 y por Io tanto se tiene quc
o(M) < !ú .

De las desigualdades M ( o(ttrul) < MseconcluyeqreM =o(M) =0además,
por el lema 2.5 se concluye que 0 > m > D(l.t) = 0 y por lo latto AI = rr¡, - 0, la
coDtradicción.
Caso ii) /"(0) < 0:

Con ei cambio de variabje 1) = Í la ecuación (2.1.1) se trarsforma en la ecuación

(2.5.1) yt(t) = h(y(t - 1)), s,(,) = -f( r).
Es fácil notar que g"(0) > 0 y el corolario 2.1 implica que g cumple la^s hipótesis

(H), por 1o que podemos aplicar Ia primera pa.rte de la demostración a la ecua-
ción (2.5.1) y considerarla como en el Caso i) si es que suponemos m < O < M.
Caso iii) ,/"(0) = 0:

En este caso se tiene que z = 0 es un punto de inflcxión y (f(r) - Í'(0)rb > 0
s1 r I 0. Luego, usando la función r(r) = f'(0)t e¡r vez de la función racional

M = s(L) = l"' rfra - D)ds < 
fo
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clefinirla pata./"((-l) > 0, se cler¡¡rcstra cort siu¡.ilares argllrllcllltos a los usatlrs cri cl

lcma 2..1 qric n¿ > (l'(0) + 1/2).i.r r.,11 < (.f'((l) +112)rn si nr < 0 < 1.1, tlc hecht¡.

esras clt-.sigua1d;rckrs son los casos límite cle ar > -{('\-I) ¡ '11 < .1(m) Firlalmcnte
,l/ > tl ¡. l'(0) € ((1. 1.5l implicarr c¡re ,rl I < (./'(0) + 1/2):r\1 ( 11 obteniordo
un¡r contr adict:ión.

6. Caso B: l'(0) € l9r. il
Obli¿ruenter. err toda est¿ sccciírri suplrndrerrtos qLtr: .l'(0) € 1f2,3/2] si es

que cxplícitaurÉrrto trr -.e dicc 1o «¡ritr'¡r'io

LEri,\ 2.7. Si //(0) € 11.(11. l.6l entorrí't B(11 > R(.x') Para toda

lt: > X)-

Dr.:lrOslR\r'rril. En priurer 1Lrg.,r unrnrLtos qrL* nl t'] - Rt r(¿)) 1' R(:r) =
-R(- r (.r)). dond,:r

-tl8,,, lr'.,Ju ,',0 
u ,lr'l d,,,).

Jn

\' 
. t | '),-,,

ll ,,.- B't " - ¿(",;ar rr,,

ir»r(=/'(0).e=-ftt(O)IQft(l)) > 0-r'p(z) -r--1l,r). Entolces I7(z) ,'l(L;) >i)
para;r € (r2.-*co) si .r' srikr si E(u) -n(ti) > l-1, ¡r = r'(:¿,) con 0ü+( -.s € l-1 0]'

Finalmente. B(u) Á(u) > 0 es eqr¡il'alcnte a la clcsigualclacl

. 2,.rl2r- ,7

cl¡»rrlt:¡€[t,0] r -(€ 11.01. 1.6j. ¡

Conor.rnlo 2.3. Si /'(0) €11.01. 1.6]. c:ntonct'.s D(,:t:) > R(t:) poro. todo:r > 0

Dr rvosrR.rclir:.r. Crrarrd¡¡ ¿ € (ll, rr) se ti.'Ire (tuc D(,r) - -11r,; ) -R(r) por el

lcma 2..1 r' eu cl caso cle que .r ) ,ri se tienc que D(:r) = B(.¡) > .R(r) pr,rr c1 lema

2.i. L-l

Conor.rnro 2.f . ,9i /'(0) € I-1.5. 1.01] en.tar¡,(:es rt¡ > u.

D ¡:rrosrn.rc:rrix. Como --l(0) - (.f'(0) + 0.5) < I para /'(0) ) 3/2. po¡ el

Lenr¿r 2.5 r'el corolario 2.ll sc lienern 1as clesigrraklarlcs

nr > D(.11) > R(tI)> ll(+::) - .4'Q¡u ¿ u.

Por lo Lanto -R(rrr) cstá L¡ien rlcfinida. ¡

LErr\ 2.8. ó', ./'(0) É 11.0-1. 1.51. entorLccs \l 1R(.¡L).

D¡llr¡s'rH.tctó1. Si l'(0) > L cntorlces r(rn') ) rrr.. de lo cLral se siguc que

fr - rn(¡(¡¡¡)) 1€( l.U]. Luego. r(l) = 7'(/¡r)¿ con t e lt2.t2 + 1]. c's 1a sohrr:ióIr

clel probli.ma dc lalores inicialcs.r(s) :/n.sall! 1,f2] parala ccLración (2.'.1.6).

Aho¡a solo basta argurrertar dc igual fotma qrre en el lerla 2.5 para ot¡tener la

dcsiguakltrd I/ < -1(nr). Fitraltrente, por cl lcma 2.'1 v t¡rt¡l¿uio 2.1se ol¡tierrelr las

de-.igrralclacles .11 < ,1(rrr) < -4(zr) donde l'(0) € | r.5, -1 01] tr

tr
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6.1. Dernostración del Teorema 2.1.

D ¡rlos.rlt,rclóx. ObtcllcLerlos urlil contradiccióri si sLlponerrlos tltte rrt < 0 (
11. riolinanros Ia fir¡rción trre'cietrl,c fl : l0 +cc) + 10. +cc) cornrr

fIíz) --Bc-R(r)
En electo. con utl t.iizt)llanlicnto sinlilal al erfitcitradr¡ eri la demostraci¡in tkrl

i:orolalio 2.1sc liene quc crrando /'(0) € | 1.5.-1.04 se verifica la rlcsigrralcla<1

r.l >,?(r) ) l?(+cr) = -{'(0)z > r/ l)¿lr¿t lodo;ir > 0 ¡ pol1o tanto l¡ frrncir'¡n 11

est¡í bien clcfinicla err [0. + x).
Caso i)./" (0) > 0:
Pofi;ñ;;ollia (lc(ICcierlte ilc 8. k¡s lcmas 2 5. 2.8 ¡'el cr»olario 2.2 se tienc la

ck:sig,ualclacl i1 < H(11).
Corno 11(rr:) ( :r partr toclo r > 0 sienrprc r clt¿trrclo l{'(0) = (n'(0))'] ( 1 (rr

bicD l'(il) € (0.3/2]), poclernos concluir que 11(,il-I) ( ,11.

Dc las clcsigrraiclirdcs rl-I < 1/(.1-r) < rI1 -se cortclu]e r¡re.11 - 11(-i\/) - 0'

cle-spuós. por ei lcnra 2.5 sc tieDe (1ue tn > 0l se ol¡ticrrc ltna coltrariirlt:ión'
Caso ii)/"(0) < 0:
con el r'¿rttbio de larialtlet t7 - r; 1¿r ccuacitirt 2.1.1 se tr¿uisfolma en l¿l ccrtaciórl

(2.6.1) .'t). ,t : t 1,. ,1¡ .,) | -l
Es fiir:il n,rr:rr <1uc 9"(0) > 0 v el rrorolarit¡ 2 1 implica quc a crrrnplc las hipótcsis

(H). por 1o rluc poclerrros aplicar ia prinicra l)altct rlc la r-le¡nostr acirjn ¿r l¿i ccltat:iirtt

(2.6.1) ¡ r'orrsiclelarl¿ co1rlo en el Caso i) si es qtrc su¡lonetnos rn < 0 < '\I
Caso iii) /"((l) - 0:

n, "-.r".i.,t-." tiort qrle ir:0 -'s uri pruto dc inllexión r' (/(r) //(il)'r):r > l)

si :r. I 0. Luego. usanclt¡ i¡ ltLnrririn r(.r) = l'(0)r err ¡-cz de la funcirin r¿rcic¡n¿rl

<lclinicla pLra -/"(0) > 0, se tlcrnttestr¡r coti sirnilalcs arglllllcntos a los usacitls cn el

lerrii 2.5 c¡rc rn> (,f'(A¡+ 1/2)l/ r'¡,r < (./'(0) I 1/2)nr si ¡¡¿ ( 0 <,i1. dc het:lto

estas desigualclacles son los c¿rsos lírnitc dc nr > .1(-X.r) r' ,11 < '{(m). F inalntert¡e.

-i11 > 0 ¡' -/'(0) € (0. 1.51 in{rlican quc,11 ( (/'(0) + i/2)!-¡1 < ll1 ol)tclljendo

rrn¿r corltl a.liccióIl. fl
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EJEMPLOS

1. Morlelos de Poblacióu

\eleuros alguros rnotlelos biológicos de ditlánlil ¿r tlc polllaciortcs qlre gcnela-

liz¿u 1a ecriaci¡l»r (1.2.2) en t¿rnto (otrsidcran casos .loll(1c Ia tas¿r d. cterlinricntcr

poblaciorr:rl pcr ai,|¡to P'(,t)lP(t) no tlcpcnde litrcalmente del ta[rairo de 1a po

blación P(l h) (hiprlresis dc \:e¡hrrlst Hutchinson) ¡' qrte sin '.lrnbalgo 
prrcdcn

traxsfornl¿¡ -qe cn eclr¿i(iotres ti¡ro \Vligilt.

1.1. Modelo Food Li¡nited' En 1963 el r:crilogo F.Fi. Smith. ¿rl estuclial el

cre(inricuto de: la poblacitirr c1e la rttosc¿r Daplú'no l'Irtqna observii que 1¿r t¿sa cle

.re(inricnto pr:r có,¡nta P't,l)lP(t) no depenclía lirtealrnenre dc P(l). Basiirrrlose

crr -qus cl¿rtos exper irncnt ales. sugirió quc la relación erttL(: P'(t)lP(t) r' P(l) rcnía

regrrlarla por l¿i furrcici¡t

r,.., _ r,.-" r.,.¡,.,,.

l-o que da luglr. si es qrlc consi.k'r'arllos los efcctos ciel ¡etarclo. a l:r siguielttc

gerrclalizaciól c1e Ia er:ttacirirr (1.2.2)

(3.1.1) !t't,t) -t1tft)##lL+. e(s) -r(,) >0, s€I-r¿.01.

qrre se cono(le corr cl nonlbrc da Jood lintited ¡todel v lvt sido estrxli¿rda por Gopal

sam¡' Iiuleuovic v Li«las (cotrstrltaL la¡). Sc ptre(le dcnlostr¿rr i¡tc toda solución cler

l¿r ccuacirirr (3.1.1) r,erifica 1a propicclad y(t.^,) > (l p¿ra todo f > -1. E¡r ef'ccto si

inte€ir¿rnos la er:¡¡¿rciótt (i:3.1. 1) sobrc cl irlelr'¿rlo 10. 1) a l(1. 1] sc rtrifit a

ri(f) - ¡1111n-, (,, l,' ffio':)
l por lo tantr) se tieli('que y(l) > 0 para rodo I e l-ñ'1] t'1uego plocederrros

feculsi\:anente.
Ahora, cott el tr¿rrnl¡io rle latial¡le y - ¡r(1 + z) se obtii:rrc Ia ecrtlcio¡

(3 12)
.,l t i,l

I L,l.( I l/ 1,))

rnltcrllos quc crtanclt¡ ¿ - 0 se ticre la ilcrlación (1 2.3).

Clori el cambio dc larial¡le /(rJ = -h(l + z(f/¿)) pocleuro-< transforrnar lit

ccu¡.ianr (i1.1.2) e la ccnacióu tipo \trii8ht

(3.1.3)
,,t,1, "1 1l

'rt -',i;¡ t;
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En efécto, Ia función

¡rr¡=14' 1 t cpe-.'

verifica trivial¡¡rente (H1) v (H2), además /(z) cs siempre decreciente y tiene un
punto de inflexión en r" = ln(cp) (cuando cp < 1 se tiene el caso b) y cuando
cp > 1 sc tiene el caso c)). Como f es la composición de una funciól racional Iüreal
(derivada schu.'arziana nula) con e-. (cuva dcrivada schwarziana es -1/2), el lerna
1.4 irrrplica que (5/)(r) < 0,

Gopalsamy, I{ulcnovic y La.das [a] demuestran que si pfu < e-pl' entonces Ia
soluciórr z(t) = 0 de la ecuación (3.1.2) es globalmente atractiva.

So y Yu [19] mejoran la cota de estabilidad global y demuestran que si ph ( ]
entonces la solución a(ú) = 0 de Ia ecuación (3.1.2) es globalmente atractiva.

Por otro lado, el teorema 2.1 indica qrre la desigualdad pñ ( |(1 + cp) es

condiciórr suficiente para que la solucióu ,(f) = 0 de la ecuación (3.1.3) sea un
atractor global. con lo cual se me.joran Ias cotas superiores de estabilidad obtenidas
en lal y [1e].

Una generalizar:órr de Ia ecuar:ión (3.1.1) ha sido estudiada por Qiau 116]

(3.i.4) y'(.t): pa(t.\J-!:!--!L, y(§) = r(s) > 0, s € [-á,0],

dondec,lr>0yn)2.
Con razonarnientos similares al caso anterio¡ se puede demostrar que todas

Ias soluciones de Ia ecuación (3.1.4) son positivas, Luego el c;ambio de variable
z(t) = - 711r1¡¡r¡ transforma Ia ecuación (3.1.4) en

.'rt\=nh"""('-t).k' k +''P¿' "''t-1'
finalmente, con el c¿rutbio de variable nz = ,n:x - lnk se obtiene la ecuación tipo
Wright

(3.1.5)

Qian [16] (considerando el caso autónomo) demuestra que Ia desiguataad ffi (
1 es condición suficienie para que la solución y(f) = (k ac la ecuar:ión (3.1.4) sea
globalmente atracti\a.

Por otro lado, el teorema 2.1 indica que la desigual<iad #k < lt, es condición
suficiente para que Ia solución r(ú) = 0 de la ecuación (3.1.5) sea un atractor global,
con Io que se mejor¿ la cota de estabilidad obtenida en 1161.

1.2. Modelos con efecto Allee. Los estudios del biólogo W.C.Allee [1] con-
sideran la influencia de ciertos "efectos socialcs" en el cornportamicnto demográfico
de especies con algrrrra conduct¿ cooperativa. Para estas poblaciones, la tasa de
crecimiento per cópita P'(t) I P(t) no es monótona con respecto a P(ú) süro que sólo
se mantiene creciente hasta cierto límite, donde Ia población P(f) alcanza un valor
critico (máximo) y a partir del cual comienza a decrecer. Este comportamiento de
la lasa de clecimiento per có,pita de ).a pobiación es conocido como e,fecto Allee y el
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ejemplo más sencillo viene dado por la ecuación

(3 16)
Lt+ l,\1!(ü- z(t)|1- "',, "'llp+q¿(t-h)). z(s) =1(s) >0, s € l-r¿,01,Lrc.l

donde p > 0 y q > 0, noiemos que cuando q = 0 se obtiene una ccuación del tipo
(t,2.2).

Notemos que existen dos soluciones const¿trtes no negativas z(t) = 01 z(t) = k
y una solución constante negativa z(l) = -z Es fácil verificar que todas las

soluciones del problema de valores iniciales (3.1.6) son positivas, ta¡ solo basta
integrar la ccuación sobre el intervalo I0,0 c [0, 1] y verificar que

¿r1r = ?(0rexp ( ['lr- r(s ¡)lU?+ q1(§ r,,¡;a") >0.'\JoL k l" )
El carnbio de variable z = l¡e-v , transfo¡ma Ia ecuaciórt (3.1,6) en Ia ecuación

y'(t) = -lt - " 
u(t t'))(p * qlte-!lr-h))

ahora, el cambio de variable r(t) = y(th) conduce a la ecuación tipo Wright

(3. 1.7) .r'(t\ = hlp + tqk - p)e rri' rr - o&(e- 'ri-r r,:l .'I
En efecto, la función

t ,l
f ¡"r\ = - hlp+(qk-pte ' - qk\e ')'IL]

verifica las hipótesis (H1) y (H2), además /(r) tiene un punto crítico positivo
(mínimo) en r. = t" (#) y un único punto de inflexión positivo en ro = lD (qr 

e-1!4- 
)

cuando qÁ - p > 0 (caso h)) y es estrictamente decreciente sir puntos de inflexión
cuando q& - p < 0 (caso a) ). Como / es composición de una función cuadrática
con la función e-' - 1 (ambas con de¡ivada schwarziana negativa), por el lerna 1.4,

/ también cumple (HB).
Ladas y Gopalsamy (consultar, [11, pags. 113-146]) demuestran que todas leus

soluciones del problema de valo¡es inir:iales (3.1.6) tienen Ia propiedad

,Jim_ 
z(f) = (-,

cuando se cumple la siguiente condicion:

(3.1.81 lLk r okl"Lkh t)].¿¡¡h < l.t " 'l

dordetr=q+f.
Por el teorem¿ 2.1 se verifica que la desigualdad

(3.1.e¡ urn- (q rf)ir<i
\ f,/ z

es condición sufir:iente para la atractividad global de la solución trivial a(ú) = 0 dc
Ia ecuación (3.1.7), Obviamente (3.1.9) es rnejor que (3.1.8),



(3.2,1)

ut(t) = -pa1 - h){1- t/(r)}{l +a(t)}, p>0, -1 <u(s)<1, s€[r,0].
Notemos que toda solución del problema de ralores iniciales (3.2.1) se encuentra
acotada por -1 y 1. En efecto, integrando la ecuación (3.2.1) sobre el intervalo
[0, f) c [0, 1] se tiene que

1 I y(/l _ 1-, y(n' / tt \
1-s(¿) 1 v(o)t"P{.-"/. 1$-h)ds)>o'

si suponemos que existe ¿0 € (0, 1] tal que y(ú6) > 1 o 9(ú6) < 1 se tiene qr¡e
(1 + g(¿0))/(1 - y(ro)) < 0 obteniendo una contradicción. Luego se procede recur-
sivamente para el caso t > 1.

Notemos que el cambio de variable

¡ttl = 1t,, (t'r slth)\"" -2"'\t aA")) -t<'7<r'
transforma la ecuación (3.2,1) en una del tipo Wright

3. EJEI\,IT'LOS

2, Otras er.uaciones

Corrside¡ernos l¿l ecuación (corrstrltar [5. sección 301)

(3.2.2) ¿/(¿) : -ph tanh (r(t - t)).
En efer:to, la función ,/(r) = - tanh(r) vcrifica t¡ivialmente las propicda.les

(Hl) y (H2) (caso límite de c)) y como /(r,) es la composición de una función ra-
cional lineal (derirada schwarziana nula) con la función e-2, (derivada schwarziana
nula), se tiene por el lema 1,4 que (S/)(u) < 0.

Por el teorema 2.1 se verifica que la desigualdad pñ ( 3/2 es conclición suficierte
para Ia atractividad gtobal de la solución tril,ial o(r) = 0 de la ecuación (3.2.2).

Para p ) 0, consideremos la ecuación
,!' (t) - -pa« á){1 - siny(r)}{1 + sine(f)}

con la condición inicial

- l. ú"t =.r§) <; s€ [-1.0],
Notemos que toda solución del problema de valores iniciales (3.2.3) se encuentla

acotada por r/2 y rl2. En efecto, integra¡rdo la ecución (J.2.3) sobre el intervalo
I0, ¿) c I0, 1l se tienc que

y(f) = ar(,ran (ae)-p /t11"-r,ta")\Jol
y daramente toda solución se encuentra acotada por -r l2 y r l2 paru todo f e [0, 1].
El razonamiento para t ) 1 es análogo.

El carnbio de variable r(f) = tan(g(f,b)) transfo¡rua 1a ecuación (3.2.3) en la
ecuación tipo Wright

(3.2.1) r'(t) = -ph arctan (r(¿ - t)).
Err efecto, la función "f(r) : - u.."ton(c) verifica trivialmente las propieda-

des (H1) y (H2) (caso límite de c)) y su derivada Schwarziana puede calcularse
explícitamente

(s/)(r) = -6frry .0.
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Por el teo¡cma 2.1-.e Ycr.ilica quc 1a r1r-.sig-ua ldac1 ¡/r { 3/2 cs condiriótr suficierrtc

1)¡rr-¿r la atr¿rctil idarL globai cltr Ia st¡lució¡ trilial t(l) = 0 rle la etrtación (3.2 1)'
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CAPÍTULO 4

ALGUNOS RESULTADOS NUMERICOS

En csta secciórr se realiza un cstudio nurné¡ico dc las ecuaciones (3.2.2) y (3.2.a).
Utilizamos el mótodo de Runge-Kuti¿ de cuarto orden r:on maguitud dc paso /r =
0.1.

1. Ecuación r'(l) - -plr tanh(r(t - 1))

Conside¡a"remos la condición inicial 1(s) : 3, s e l-1,0] , tomaremos algunos
valores de -/'(0) entre 1 y 2 y construiremos los gráficos e(f)u/sf (izquierda) y
r'(t)u I sr(t) (derecha).

o.

0.

-0.

FTGURA ,1.1. G¡áficos <ie r(r) y r'(f) r,/s:r(f) para /,(0) = -t

''0.1
O,L

FIGURA 4.2. Gráficos de .r(t) y r'(t)

FIcURA 4.3. Gráficos de r(t) y tt(t) vfs t(t) para./'(O) = t.¡
33

v/s r(l) para /'(0) = -1.3

-0
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0,

c.

FrcIrRA 4.4. r r'l(l) \'/s /(ú) par¿r./'(0) - 1.Ji05

t) v r'(t

FrLr rtA .1.6. Gr áfico-s cli: .r(1) v r'(t) r'/s r(f) para f '(.A) = 2

2. Ecuación r'¡t) - plt iil'clan(¡(¿ l))

Clonsic]erar er¡os la i:orclir:ión iriicial ^¡(sj = 3 s g l-1.0]. tornarerrios a)grtnos

laloics rle -.1'(0) entre 11 2I troustrui¡entos ios gráfitros rr(f)u/51 (izquierda) 1

:r'' (f )r,/.sr(i) (deler:hi.r).

Cll áficos de :r; (t )

FlarLR-\ .1.;. Gráficos cle

I-'IGrilt-\ -1.7. Gliifico c1c r'(l) para ./'(0) - 1



2. ECU^CIóN r'(i) - -2¿a(ta¡(.(¡ l))

FIGURA 4.8. Gráficos de x(t) y r'(t) v/s r(ú) para /'(0) = -1,3

FIGURA 4.9. Gráficos de c(t) y r'(f) v/s r(f) para //(0) = -1.5

FTGURA 4.10. G¡áficos de r(t) y r'(t) v - -1.57t)5

F IcURA 4.12. G¡áficos rh z(r) ¡, z'(l) v/s rr(t) para I'Q) : -'2

35
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