MBI

3560101010 1024

CONDICIONES DE ESTABILIDAD PARA

H-Fc ECUACIONES DIFERENCIALES CON
%'(M RETARDO TIPO WRIGHT
)

Tesis

Entregada a la
Universidad de Chile
en cumplimiento parcial de los requisitos
para optar al grado de
Magister en Ciencias Matematicas

Facultad de Ciencias

por

Gonzalo Ricardo Robledo Veloso
Diciembre, 2000
Director de Tesis: Dr. Sergei Trofimnchuk




0

FACULTAD DE CIENCIAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

INFORME DE APROBACION
TESIS DE MAGISTER

Se informa a la Escuela de Postgrado de la Facultad de Ciencias que la Tesis
de Magister presentada por el candidato
GONZALO RICARDO ROBLEDO VELOSO
Ha sido aprobada por la Comisién de evaluacidn de la tesis como requisito para

optar al grado de Magister en Ciencias con mencidn en Matemadticas, en el examen
de Defensa de Tesis rendido el dia 21 de diciembre del 2000.

Director de Tesis:

Dr. Sergei Trofimchuk

Comisién evaluadora de la Tesis

%fz»zw‘*”-
Dr. Rodrigo Bamén : ;’/T/

=)

= F = :;..':.:--‘.'.:i
Dr. Nicolas Yus LR LIECES W b
A

Dr. Carlos Lizama

Dr. Claudio Cuevas




AGRADECIMIENTOS

Es un placer agradecer al profesor Sergei Trofimchuk el haber sido mi director
de Tesis y su apoyo en momentos muy dificiles de este afio. Gracias por tantas y
tantas cosas.

Con respecto a esta tesis, también quiero agradecer a los profesores Eduardo
Liz de la Universidad de Vigo (Espaifia) , Istvan Gy6ri de la Universidad de Vesz-
prem (Hungria) y al doctor Julio Yafiez del Departamento de Fisica por su lectura
paciente de las versiones preliminares y sus comentarios, también a Pablo Cabello
por su gran ayuda en el capitulo 4.

A Patricia Lopez, Susana Bustamante y Simén Cancino les agradezco su amis-
tad y el soportarme todos estos anos.

Agradezco al departamento de Mateméticas de la Universidad de Chile por sus
becas de arancel, en particular al profesor Manuel Pinto y a Santiago Andrews por
muchas cosas. Por dltimo agradezco a FONDECYT pues el trabajo de esta tesis fue
parcialmente financiado por el proyecto FONDECYT 8990013.




LISTA DE MATERIAS

ABSTRACT
INTRODUCCION
Capitulo 1. PRELIMINARES

1

2
3.
4

[

o o

. Conceptos Basicos

. La ecuacién de Wright Clésica

La derivada Schwarziana

. Condiciones de estabilidad del tipo 3/2

Capitule 2. RESULTADO PRINCIPAL
. BEcuaciones tipo Wright v sus propiedades
. Existencia de atractor global compacto
. Lemas preparatorios
Funciones auxiliares
Caso A: —f'(0) € (0, ¥/2)
Caso B: —f'(0) € [¥2, 2)

Capitulo 3. EJEMPLOS
Modelos de poblacidn
Otras ecuaciones

Capitulo 4. ALGUNOS RESULTADOS NUMERICOS

. Ecuacién z'(t) = —phtanh(z{t — 1))
. Bcuacién z'(t) = —pharctan(z(t — 1))

Lo O 00 Y W N

—

15
17
19
20
23
24

27
27
30

33
33
34



LISTA DE FIGURAS

Tipos de funciones que satisfacen hipétesis (H)

1.1 a) Monétona, f”(0) > 0, sin puntos de inflexién

1.2 b) Monétona, f”(0) = 0, un punto de inflexién no positivo
1.3 ¢) Mondétona, f(0) < 0, un punto de inflexién no negativo
1.4 d) Unimodal con méximo, f"(0) > 0, dos puntos de inflexién
1.5 ) Unimodal con maximo, f”(0) < 0, dos puntos de inflexién
1.6 ) Unimodal con minimo, f”(0) < 0, dos puntos de inflexién
1.7 g) Unimodal con minimo, f"(0) > 0, dos puntos de inflexién
1.8 h) Unimodal con minimo, f”(0) > 0, un punto de inflexion

Soluciones numeéricas de la ecuacion z (7‘) = —phtanh{z(t — 1))
4.1 Graficos de f{f) v 2'(t) v/s x(t) para f'(0) =
4.2 Gréficos de z(t) v 2'(t) v/s z(t) para f'(0) = —1 3
4.3 Grificos de x(t) v 2'(t) v/s z{t) para f'(0) = —1.5
4.4 Graficos de z{t) y z'(t) v/s z(t) para f'(0) = —1.5705
4.5 Grificos de z(t) v 2'(t) v/s z(t) para f'(0) = —1 8
4.6 Gréficos de z(t) y 2'(t) v/s z(t) para f'(0) =
Soluciones numeéricas de la ecuacién z'(t) = —pharctan(z(t — 1))

4.7 Gréafico de z(¢) pala 1oy =-1
4.8 Gréficos de x(t) y z'(t) v/s z(t) para f'(0) = —1.3
4.9 Gréficos de z(t) y 2'(t) v/s z(t) para f'(0) = —1.5
4,10 Graficos de x(t) y a'(t) v/s z(t) para f'(0) = —1.5705
4.11 Gréficos de z(t) y 2'(t) v/s z(t) para f/(0) = —l 8
4,12 Gréficos de x(t) y 2'(¢) v/s z(t) para f'(0) =



ABSTRACT

ABSTRACT: We prove that all solutions of the scalar delay differential equa-
tion
z'(t) = fz(t — 1)),

satisfy lim x(t) = 0 once [ is such that:
t—rtoo
i) zf(zx) < 0forall z #0, and — f'(0) € (0,3/2].
ii) fis unimodal or f'(z) < 0 for all z € R

iii) The Schwarzian derivative of f is negative and f is bounded from below.

RESUMEN: Demostramos que todas las soluciones de la ecuacién diferencial
es(.‘-al?ll' Con I‘(’}tELI'dO
z'(t) = flz(t — 1)),
satisfacen Lli+m x(t) = 0 cuando f es tal que:
=400
i) zf(z) < 0 para todo z # 0y —f'(0) € (0,3/2].
ii) f is unimodal o f'(z) < 0 para todo z € IR

iii) La derivada Schwarziana de f es negativa y f es acotada inferiormente.



INTRODUCCION

En el Capitulo 1 se introducen definiciones y resultados de la teoria de ecua-
ciones diferenciales con retarde. Llamaremos ecuacidn de tipo Wright como todas
aquellas de la forma

2'() = Fla(t 1))
donde la funcién f satisface ciertas hipétesis (que denotaremos como hipétesis (H)).
Fstas ecuaciones generalizan la ecuacion de Wright

z'(t) =ple ™1~ 1), p>0,

que ha sido estudiada extensamente en la literatura matematica. Hacemos ademds
una breve revisién de ciertos resultados y conjeturas sobre la ecuacién de Wright.

Finalmente, se revisan algunos temas como la derivada Schwarziana y las con-
diciones de estabilidad del tipo 3/2.

En el Capitulo 2 se demuestra el resultado principal de la tesis y con ello se
generaliza el resultado obtenido por Wright en [24].

En el Capitulo 3 se consideran algunos modelos bioldgicos definidos en términos
de ecuaciones diferenciales con retardo que pueden transformarse en ecuaciones tipo
Wright y se verd que con el resultado principal se mejoran los resultados obtenidos
en trabajos anteriores.

El Capitulo 4 consiste en un breve estudio numérico de las soluciones de algunas
ecuaciones tipo Wright.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

1. Conceptos basicos

En esta seccidén presentamos algunas definiciones y resultados de la teoria de
la estabilidad para ecuaciones diferenciales con retardo que seran empleados con
regularidad en las secciones siguientes. Las referencias utilizadas para dichos con-
ceptos de estabilidad son los libros de Bellman y Cooke [2, Seccién 11.4] y Hale [5,
Seccién 10].

Inicialmente, consideraremos ecuaciones con retardo del tipo
(1.1.1) z'(t) = gl — 1)),

donde la funcién g: R — IR tiene un cero en el origen y ¢ € C*(R, R).

En lo sucesivo denotaremos por € al espacio de Banach C([-1,0],R) con la

norma ||v|| = n[la!}(n] | 7(s) |, denotaremos como z(t,7) a la solucidn tnica de la
sc(—1.0

ecuacion (1.1.1) con la condicién inicial
2(s.7) = (), s €[-1,0],

donde v € . Notemos ademds que z(t) = 0 es una solucidn trivial de la ecuacién
(1.1.1) puesto que g(0) = 0.

DeriNicioN 1.1 (Estabilidad). La solucidén z(¢) = 0 de la ecuacidén (1.1.1) es
(localmente) estable si para todo e > 0 existe §(g) > 0 tal que para toda funcidn
inicial ¢ € C' con la propiedad ||#|| < § se verifica que |z(¢,1)| < € para todo t > 0.

Derinicion 1.2 (Estabilidad Asintética). La solucién z(t) = 0 de (1.1.1) es
(localmente) asintéticamente estable si se cumplen las siguientes condiciones
1) La solucidn z(f) = 0 es (localmente) estable.
i) Existe é > 0 tal que para toda condicidn inicial v € €' con la propiedad
[|[¥]| < & se verifica
lim x(t,%) =0.

i—+0o0

Notemos que en las definiciones de estabilidad recién vistas se consideran solo
condiciones iniciales cercanas a 0. En lo sucesivo entenderemos por estabilidad
local estos dos tipos de estabilidad. Existe ademds otro tipo de comportamiento
asintético que carece de tal restriccidn.

DEFINICION 1.3 (Atractividad Global). La solucién () = 0 de la ecuacidn
(1.1.1) serd denotada como globalmente atractiva si para toda solucién z(t, )
de la ecuacién (1.1.1) se verifica que

lim =z(t,~) =0.

f—+oa
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1.1. Estabilidad local asintética de la solucién 2(f) = 0. En esta seccidn
veremos algunas condiciones suficientes para la estabilidad (local) asintética de la
solucién z(t) = 0 de la ecuacién (1.1.1).

Un desarrollo de Mac Laurin con resto de Lagrange para la funcidén g muestra
que

g(u) = ¢’ (0)u + %g”(ﬁ)uzy 6 € (0,u).
Por lo tanto, la ecuacién (1.1.1) puede entenderse como una ecuacién del tipo
z'(t) +azx(t —1) = h(z(t—1)), a=—¢'(0), h(zx)=0(z?),
lo que constituye (en un entorno del origen) una perturbacién de la ecuacién lineal
(.12} w(t) +au(t—1)=0, a=-g¢'(0).

El teorema de Poincaré — Lyapunov [2, Cap. 11.2] (en el contexto de ecuacio-
nes diferenciales con retardo) permitird demostrar que el comportamiento de las
soluciones de la ecuacién (1.1.1) estd bien aproximado por el comportamiento de
las soluciones de la ecuacién (1.1.2) cuando la condicidn inicial es arbitrariamen-
te pequefia (en norma), esto posibilitard encontrar condiciones suficientes para la
estabilidad local de la solucién z(t) = 0 de la ecuacién (1.1.1).

Prorosicion 1.1 (Teorema de Poincaré — Lyapunov). Supengamos que toda
solucion de la ecuacidn (1.1.2) tiende a cero cuando t — +oo. Entonces existen
d>0,A>0yp>0 tales que para toda condicidn inicial v € C con ||| < 6, la
solucion z(t,v) de la ecuacidon (1.1.1) verifica la desigualdad

. ol ~|le=*
le(t, ) < pll vlle™™, t>0.
La demostracién del teorema es una generalizacién de la efectuada en el caso
de ecuaciones diferenciales ordinarias.
Una consecuencia inmediata de la Proposicién 1.1 consiste en que el estudio
de la estabilidad de la solucién z(#) = 0 para la ecuacidén (1.1.2) permite obtener

condiciones suficientes para la estabilided de la solucidn x(t) = 0 de la ecuacién
(1.1.1).

1.2. Soluciones de la ecuacidn lineal asociada. En esta seccion se encon-
trardn condiciones necesarias y suficientes para la estabilidad de la solucidén z(t) = 0
de la ecuacidn (1.1.2), se empleardn la transformada de Laplace y su inversa.

LEMA L1. Para toda solucidn u(t) de la ecuacidn (1.1.2) se verifica la desi-
gualdad |u(t)| < Mel®lt para todo t 2 0, donde M > m = 11[1ax ] lu(s)|. Es decir,
se[—1.,0

las soluciones de la ecuacidn lineal son de orden exponencial.
DEMGSTRACION. Esobvio que para todo ¢ € [0,1] se verifican las desigualdades
lu(t)] < m(1+ |alt) < mel®lt.
Ademds, integrando la ecuacidn (1.1.2) sobre el intervalo (1,%) se obtiene la
desigualdad

-1 t
lu(t)| < mel®l + / lal|u(s)|ds < mel® + |a| / |u(s)|ds paratodo ¢ > 1.
Jo Jo

Luego, por el lema de Gronwall se obticne la desigualdad

[u(t)] < mel®lelel?
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para todo t > 1 y se concluye que «(t) es de orden exponencial. O
Una consecuencia directa del lema 1.1 es que u'(t) también es de orden expo-

nencial (basta observar que |u'(f)| < |a/lu(t — 1)), por lo tanto, la ecuacién (1.1.2)
puede resolverse (al menos formalmente) con el uso de la transformada de Laplace.

Multiplicando la ecuacién (1.1.2) por e~ (donde s € T es tal que Res > |al)
e integrando sobre el intervalo (0, +0c) se tiene la ecuacién

/ w' (t)e 5t dt + a [ u(t — e %t dt = 0.
a Jo

Denotemos u(s) = y(s) para todo s € [—1,0], integrando por partes la primera
integral y realizando un cambio de variable en la segunda, se calcula la transformada
de Laplace de u(t) = u(t,v) :

0

(1.1.3) /O-oc- u(t)e ™t dt = ﬂ, h(s) = ~v(0) — 0,6"5] y(t)e * dt.

s+ ae™? _1

Aplicando la transformada inversa de Laplace [22], se obtiene finalmente una
solucién de la ecuacidn (1.1.2), esto es

o+ T st . §
(1.1.4) w(t) = lim 1 / £ his)ds

Totoo 270 Jo_ip s+ae™s’

Notemos que ¢ > |a| es una cota superior para las partes reales de las raices de
la ecuacién caracteristica

(1.1.5) s+ae =0

v que la integral dada por la férmula (1.1.4) esté bien definida (consultar [2, pag.7]).
El siguiente lema caracteriza las propiedades de las raices de la ecuacién (1.1.5)
v permitird un calculo mas explicito de la formula (1.1.4).

LEMA 1.2, Sia > 0 entonces todas las rafces s = o+ i de la ecuacidn (1.1.5)
tienen las siguientes propiedades:

iy Sia> e todas las raices son pares conjugados del tipo sy = oy £ i
donde k =0,1,2,... y 2kr < Br < (2k + L)7.
i) Las raices agtify son reemplazadas por la raiz doble s = —1 cuando a = e !

y por dos raices reales distintas y negotivas para 0 < a < e~ 1.

iii) ap > ape) pare tode k = 0,1, ... Ademds ap < —In(4k) para tedo k 2 1 y
finalmente se cumple que si 0 < a < 7/2, todas lus raices tienen parte real
negativa.

DEMOSTRACION. i) Al considerar s = a+ 8, la ecuacién (1.1.5) es equivalente
al sistema de ecuaciones

1.1.6 a=—ae “cosf,
(

(L.1.7) 8 = ae”“senf.

Si @ > 0, entonces a > 0 implica sinf > 0, por lo tanto todas las raices de la
ecuacion (1.1.5) que tengan parte imaginaria positiva pertenecen a conjuntos de la
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forma 2km < 8 < [2k + 1]m (k = 0,1,...). De las ecuaciones (1.1.6) v (1.1.7) se
puede establecer la ecuacion

(1.1.8) a = Be PP cse 3.
Definamos la, funcién F(t) = fcsete ™ %% y notemos que F(¢) > 0 cuando
2kn <t < [2k+ 17 (k=0,1,2,...), ademas se tiene que
F'(t 1—tcott)* +¢?
(1) _ (-teott)’+2
Fit) :

y entonces F(t) es creciente en todo intervalo del tipo (2km, [2k:+1]7r), vedse ademés
que
lim F(t) =0, lim  F{t) =400, k=12,...
t—2kw+ t—(2k+1)m—

Por lo tanto, para todo entero positivo k existe sélo un valor 3 € (2kw, [2k+1]r)
que es solucién de la ecuacion (1.1.8), llamaremos a este valor 8;. Parael casok =0
notemos que

lim F(t)=¢', lim F(t) = +co.

t—04+ ) t—r—
Por lo tanto, existe sélo un valor @ € (0,7) que es solucidn de la ecuacién
(1.1.8), llamaremos a este valor 3.
Luego, se tiene que para todo subconjunto de la forma (2kw < Im s < [2k + 1]x)
(k=0,1,...) existe sélo una raiz del tipo ay, +i8,. Notemos que las raices ay, +1if;,
son simples, en efecto, si suponemos lo contrario, se tienen las ecuaciones

s+ae =0 1—ae*=0

y por lo tanto se deducen las igualdades s = —1 y a = ™!, obteniendo una

contradiccion.
Si consideramos @ < 0, la demostracidn es andloga.

ii) Consideremos la siguiente formulacién equivalente de la ecuacién (1.1.5)
(1.1.9) a= —se’.

Definamos la funcién G(t) = —te' y notemos que G(t) > 0 para todo ¢ < 0,
ademas la funcién es creciente en el intervalo (—oc, —1) tiene un maximo (igual a
e”1) en 5 = —1 y es decreciente en (—1,0). Ademds G{—o0) = G(0) = 0. Por lo
tanto la ecuacién (1.1.9) tiene dos raices reales cuando a € (0,e71), una rafz doble
s = —1 cuando @ = e~! v no tiene raices reales cuando a > ¢*.
iii) Notemos que la ecuacién (1.1.7) implica que

a = In(a(sin §/)8) < In(e)

v por lo tanto, si 0 < a € 1, es claro que a < 0. Entonces sdlo consideraremos el
rango a € (1,7/2). A partir de las ecuaciones (1.1.6) y (1.1.7) se obtiene la ecuacién

,'32 e 0‘28_20: _ ('152
Definamos la funcién V(t) = a’e *" — 2, ademdas notemos que la derivada
V() = —e2(2a® + 2te®"), por lo tanto V(#) es decreciente si a®> > 1/(2e). En
particular, V() es decreciente cuando a € (1,7/2).
Como 8%,, > S para todo k € Zy U {0} y V() es decreciente, se tiene que
ap > aper para todo k€ Z U {0},
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A partir de las ecuaciones (1.1.6) y (1.1.7) también puede deducirse la ecuacién

.6)
(1.1.10) a = ;11( 0‘292>

si B € (2km,[2k + 1]m) (k € Z4) se tienen las desigualdades

oy < m(ﬁk) <Iln (;) < -1

v eso prueba que cy, < 0si k21

Sélo resta demostrar que ag < 0. Si suponemos que ag = 0, la ecuacién (1.1.6)
implica que 8 € [7/2,7) y la ecuacién (1.1.7) implica la desigualdad 3p € a < 7/2
obteniendo una contradiccion. O

El lema 1.2 tiene un papel clave en la demostracién del siguiente resultado que
enunciamos sin demostrar

PROPOSICION 1.2. Sea {sy;} una sucesidn de las raices de la ecuacidn (1.1.5)
tal que las partes recles de sy estan ordenadas en forma decreciente, considerernos
ademds que a € (0,7 /2). Fntonces, para cada v € C' se cumple la igualdad

st s
ZRe ( + A) t>1
+ ae™ ¢

0
donde hA{s) =(0) —ae™?® / y(t)e " dt.
J-1
La serie converge uniformemente en todo intervalo del tipo [tg, +00) (donde to > 1),
ademds se verifica que w(t,v) — 0 cuando t — +0o0.

La idea bésica de la demostracidon (consultar [2, cap. 4]) consiste en construir
una sucesion (¢ de contornos cerrados simples en el plano complejo de modo que
contengan a todas las raices de la ecuacién (1.1.5) cuando [ — +o0. De esta forma,
por el teorema del residuo se tiene que

(1.1.11) li jé IS Z Re ),
oLs sls .
f—gﬂlm c, 8 + ae” e 5+ ae”*8

La existencia de la sucesién si se deduce del lema 1.2 (seccidn ¢ii)). También
supondremos que para valores arbitrariamente grandes de [, el contorno €} inter-
secta a la recta Res = ¢ en los puntos ¢ +4T{{) { donde ¢ es la constante definida
en la ecuacién (1.1.4) y T(I) — +oc cuando I = +oc).

Denotaremos ademdas por Cj_ (respectivamente Cy, ) a la parte C; que se en-
cuentra a la izquierda (respectivamente derecha) de la recta Res = ¢. Luego, se
tiene la identidad

(1.1.12) jg EM/ ewl(s)f"nf o his)ds
¢, §t+ae™? c, stae™® .\, §+ae”

e 'his)ds

Las propiedades de la sucesién C; y la analiticidad de = -5

Re s > ¢ permitiran demostrar las igualdades

esth(s)ds " / e*th(s)ds _ /““ esth(s)ds
’ [ c

s+ ae”s _iTgy S+tae™s’

en la regién

lim -
I—+o0 Jo, 8+ ae™"f
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finalmente, reemplazando estos resultados en las ecuaciones (1.1.11) y (1.1.12) se
obtienen las igualdades

1T esty(s e*h(s)
uEhT L toc 27 /C ; 5 +aes Z Hee (S‘Tk s + ae™ )

—iT(0)

Como €l lema 1.2 indica que todos los polos son simples en el caso a # e™ !y
que sg es un polo de orden 2 en el caso a = e ', bastard demostrar la convergencia
de la serie cuando s;, es un polo simple (es decir, cuando k£ 2> 1).

Como el residuc correspondiente al polo simple sy viene dado por

fies (Sik- o ) _ e+ h(san)

‘s +ae™? 1— ae s+

y ademas, por el lema 1.2 (seccién iii)) se tiene que Re s+p = ay < — In(4k), todo
esto permite demostrar las desigualdades

e h(s) i f[ale™ (DY lyl|(L + )
s, —— e Nl & < .
Res(sat: e )| SIS ete )< @@

para todo k = kg > (4]a])”
Como la serie

o0

|l + [al)
2. (4k)"‘1(4|a|ff -1

k=ko

converge uniformemente sobre todo intervalo de la forma [fg, +00) (donde tg > 1),
se tiene que la serie

e’ h() _ = esi"'t}.’,(sik)
ZRES(SiA S T ) = ; 1 — qe—Sk

converge uniformemente sobre todo intervalo de la forma [to, +oc) (donde #5 > 1).
Finalmente como Re s < 0 para todo & se concluye que

Jim_u(t,y) =0.

2. La ecuacion de Wright clasica

La ecuacién de Wright es una ecuacién diferencial con retardo que tiene apli-
caciones en teorfa de niimeros v biologia matemadtica, cuyo origen estd asociado a
la ecuacién logistica de Verhulst (1845)

(1.2.1) N'(t) = f’ﬁN(t)(l = N(ﬁ)

K

que modela el crecimiento (decrecimiento) de una poblacién P(f) en el tiempo.
Aqui se supone que P'(#) es directamente proporcional a P(t) y que la constante de
proporcionalidad viene dada por la diferencia (positiva) entre las tasas de natalidad
A(t) v mortalidad 4(z). Es decir

N'(t) = (8(2) - SEIN (D).
Se considera ademds como hipdtesis que la tasa de natalidad 4(¢) depende lineal-
mente del tamano de la poblacion (3{(¢) = Jg — 51 N(t), 5 > 0,i=0,1) y que
la tasa de mortalidad es constante (§(t) = dp < ). Por lo tanto, si definimos
K =p80—580/61y 8= fo— 9y, el crecimiento (decrecimiento) de la poblacidn viene
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dado por la ecuacién (1.2.1).

Posteriormente (1948) Hutchinson [7] considera que la tasa de natalidad tam-
bién depende del tiempo (7 = ¢) que la especie tarda en desarrollar su capacidad
reproductiva, es decir 8(t) = g — 81 P(t — g), obteniendo asi la ecuacion diferencial
con retardo

N(t -
(1.2.2) N'(£) = BN (1) (1 e —4g) f*’))
K

Introduciendo el cambio de variable y(t) = % — 1 ¥ definiendo p = 3g, la
ecuacién (1.2.2) se transforma en la ecuacién de Wright (1955):

(1.2.3) y'(t) = —py(t — D1 +y(t)].

Wright demostré [24, pdg. 67 el siguiente resultado de atractividad global
para la ecuacién (1.2.3)

ProrosicioN 1.3 (Teorema 3/2 de Wright). 570 <p < g entonces toda solu-
cion de lo ecuacion ( 1.2.3 ) tiene la propiedad

im y(t,y) =(
fl}inmy(:r) )J

para toda condicién inicial ¥ € C tal que y(s) > —1, s € [-1,0].

Se puede realizar el cambio de variable z(t) = —In(1 + y(t)) transformando la
ecuacién (1.2.3) en la ecuacion
(1.2.4) r'(t) = p(t’?_'“({'_lj —1).

Notemos que la ecuacidn lineal asociada a (1.2.4) en una vecindad del origen
es la ecuacidon
o'(t) +pz(t—1) =0
Wright senala que las cotas 0 < p < % y 0 < p £ 1.567 posiblemente sean
condiciones suficientes de atractividad global; la cercanfa de estas cotas a § =
1.570796 sugiere que el rango de atractividad global podria llegar a ser p < T asi
que las condiciones de estabilidad local serfan ignales a las de atractividad global.

ConJETURA 1 (Conjetura de Wright). Sip € (0, §) entonces toda solucion de
la ecuacidn (1.2.4) tiene la propiedad
lim z(f,~v) =0,

{—-+oo

para toda condicidn wniciel v € C.

La conjetura 1 ha sido objeto de numerosos trabajos (ver por ejemplo, [3],[6]
y [11]). Diversos autores (por ejemplo, Mallet Paret [14] y Walther [23]) intentan
una formulacién mas general de la ecuacién (1.2.4), con esta idea se retomard el
estudio de la ecuacién (1.1.1) donde la funcidén g tendra las siguientes propiedades
que designaremos (H1) y (H2’):

(H1) tg(t) < 0 para todo t #0y g'(0) <O.
(H2%) g(t) 2 @ > —oo Vi € R y g(t) es estrictamente decreciente

Es sencillo verificar que la funcién p(e™* — 1) tiene las propiedades (H1) y
(H2), la idea de varios trabajos ha consistido en estudiar la conjetura de Wright
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dentro de este contexto mds general. En tal direccién, Walther [23] construye
ejemplos de ecuaciones que satisfacen las propiedades (H1) y (H2), —g'(0) €
(0,7/2) y en las que sin embargo la solucién z(t) = 0 no es globalmente atractiva.
Trabajos posteriores han refinado las hipétesis (H1) y (H2’) en muchos sentidos,
en nuestro caso haremos uso de la derivada Schwarziana (ver la seccién siguiente)
y generalizaremos (H2") considerando el caso unimodal.

Sea f € C*(R,R), diremos que f verifica las hipétesis (H) cuando cumple la
hipétesis (H1) y también las hipdtesis adicionales:
(H2) f(t) > a > —oc V& € R y tiene a lo mds un punto critico z* € R, el cual es
un extremo local.
(H3) f tiene derivada Schwarziana negativa (Sf)(z) < 0 para todo z # z*.

Estas hipdtesis definen una familia de ecuaciones diferenciales con retardo que
generalizan la ecuacidn (1.2.4).

3. La derivada Schwarziana

DEFINICION 1.4. La derivada Schwarziana de una funcién f en un punto x tal
que f'(x) # 0 estd definida como
; fm {L) 3 f” i 2
iy = - 2
=) 2\ f'(x)
EjeMmPLO 1.1. la derivada Schwarziana de f(z) = ple™ — 1) es (Sf)(z) =
-1/2.

El uso de la derivada Schwarziana en la teoria de sistemas dindmicos uni-
dimensionales (consultar [17]) permite demostrar que -bajo ciertas hipétesis— la
estabilidad local implica la estabilidad global (ndtese la analogia con la Conjetura

1)

PROPOSICION 1.4. Sea f: [a,b] = [a.b], f € C*[a,b] decreciente o con a lo
mds un punto critico % € [a,b]. Si f tiene un dnico punto fijo x5 € [a,b] que
es localmente asintdticamente estable y (Sf)(z) < 0 para todo x € [a,b] \ {z*},
entonces xo es el atractor global de f.

Los siguientes lemas scrén de utilidad en las secciones posteriores.

LEMA 1.3. 8i (Sf)(z) < 0 entonces f'(x) no tiene mdzimos locales negativos
ni tampoco minimos locales positivos.

DEMOSTRACION. Supongamos que f'(x) tiene un maximo local en xq tal que
f!(z0) < 0. Entonces se tiene que f'(zo) = 0y f"'(z0) < 0, porlo tanto (Sf)(z0) 2
0 v asi obtenemos una contradiccién. Por lo tanto, no existen maximos locales
negativos.

La inexistencia de minimos locales positivos se demuestra andlogamente.  [J

LEMA 1.4. Supongamos que (Sf) y (Sg) existen. Cuando f o g estd bien defi-
nida se tiene que

(S(f e g))(z) = (SHg())(g'(z))* + (Sg)(x).
DEMOSTRACION. Es inmediata. O

El conjunto de funciones que satisface las hipétesis (H) puede subdividirse en
dos subconjuntos: las funciones estrictamente decrecientes y las funciones con un
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extremo local. En ambos casos puede realizarse un estudio completo acerca de la
concavidad y convexidad de la funcién f.

LEMA 1.5. Si (Sf) <0y ademds f'(x) no cambia de signo para todo z € (a,b),
entonces f tiene a lo mds un punto de inflexidn en (a,b).

DEMOSTRACION. Sin perdida de generalidad consideraremos el caso f'(z) < 0
para todo x € (a,b), supongamos que en el intervalo (a,b) existen dos puntos de
inflexién x, < xp, por (H3) se tiene que z, y x;, son minimos locales de f(z).

La continuidad de f' implica la existencia de un méximo z, € (z,,x;) donde
f'(z.) <0, lo que contradice el lema 1.3.

La demostracién para el caso f'(z) > 0 para todo z € (a,b) es andloga a la
anterior.

O

LEMA 1.6. Si f satisface (H) y f'(z) < 0 para todo x € R entonces se verifican
las siguientes propiedades:
a) Si f7(0) = 0 entonces f'(x) > 0 para todo x > 0.
b) Si f7(0) < 0 entonces f"(x) < 0 para todo x < 0.

DEMOSTRACION. a) Notemos primero que no pueden existir puntos x4 con la
propiedad f"(z4) = 0 que no sean de inflexién, ello implicaria que f"(zy) = 0
obteniendo una contradiccién con (H3).

Supongamos que f"(0) > 0 y que existe un punto de inflexién z, = 0, entonces
por el lema 1.5 se tiene que f"(x) < 0 para todo z € (z,, +00).

Un desarrollo de Taylor en torno a x, permite demostrar la desigualdad

f(z) = f(33(1)+f"($a)(3:_ﬂ7a)+f” (6)(33&*-7")2 < f(ﬂ:a)""f’(mn.)(m_wa): 0 € (s a4

luego, si & — +oo se obtiene una contradiccién con (H2).

b) Supongamos que f”(0) < 0 y que existe un inico punto de inflexién x, < 0,
entonces por el lema 1.5 se tiene que f"(z) < 0 para todo = € (x,.+00), con
argumentos similares al caso a) se obtiene una contradiceion.

|

COMENTARIO 1.1. Los lemas 1.5 y 1.6 permiten concluir que existen tres tipos
de funciones (representados en las figuras a), b) y ¢))que satisfacen las hipétesis
(H) v ademas f'(z) < 0 para todo z € R, tal clasificacién se realiza considerando
la ubicacién del punto de inflexién. En lo sucesive denotaremos (cuando exista )
por z, al tnico punto de inflexién de f. Los casos en que f"(0) = 0 podran ser
vistos como el caso limite de alguno de los tres casos anteriores.

LEMA 1.7. Si f satisface las hipétesis (H) y ademds tiene un extremo local z*,
entonces tiene a lo mds dos puntos de inflexidn.

DEMOSTRACION. Ellema 1.5 implica que f’ tiene a lo mas un punto de inflexion
los intervalos (—oo,2*) y (z*, +oc) respectivamente. Por lo tanto, basta demostrar
que £* no es punto de inflexion.

Supongamos que z* es un punto de inflexién y como y = f(z*) es la recta
tangente a f en el punto z*, entonces, como z” es un punto de inflexién, existe
8 > 0 tal que f(z) > f(2*) para todo z € (z* — d,2%) y f(x) < f(2*) para todo
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x € (z%,r* +38) (o viceversa), contradiciendo de esta forma la definicion de z* como
un extremo local. O

COMENTARIO 1.2. El lema 1.7 permiten concluir que existen cinco tipos de
funciones (representadoes en las figuras d), e}, f) g) y h) que satisfacen las hipGtesis
(H) y ademds tienen un punto critico, tal clasificacién se realiza considerando la
ubicacién de los puntos de inflexién y el extremo local. En lo sucesivo denotaremos
(cuando existan ) por z, al menor (o dnico ) punto de inflexién de f, z; sera el
mayor punte de inflexidn de f y z* serd el punto critico. Los casos en que f/(0) =0
podran ser vistos como el caso limite de alguno de los cinco casos anteriores.

2
1]
2 -1 0 1 2
Figura 1.1. a) Mondtona, f7(0) > 0, sin puntos de inflexion
B
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FiGURA 1.2. b) Mondétona, f”(0) 2 0, un punto de inflexién no positivo
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Ficura 1.4. d) Unimodal con maximo, f"(0) > 0, dos puntos de inflexién
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Ficura 1.7. g) Unimodal con minimo, f”(0) > 0, dos puntos de inflexion
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FIGURA 1.8. h) Unimodal con minimo, f”(0) > 0, un punto de inflexién

4. Condiciones de estabilidad del tipo 3/2

Con posterioridad al trabajo de Wright, se desarrollé una serie de resultados
que generalizan el teorema 3/2 de Wright. En primer lugar, Sugie [21] considera la
ecuacidn no auténoma

(1.4.1) y'(t)=-r®OR +y(Oyt-1), t20,

donde r: [0,4+0¢) = (0,+o0) es una funcién continua y demuestra que si r(t) £
r < 3/2 entonces la solucién y(t) = 0 es uniformemente estable.
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La ecuacién (1.4.1) tambien ha sido estudiada por So y Yu (ver [18] y [19])
quienes demuestran que las hipdtesis

t
(1.4.2) / r(s)ds £3/2, =1
i-1

(1.4.3) /OQ r(s)ds = oo,
0

son suficientes para la atractividad global de la solucién y(t) = 0.
Estas hipétesis también son empleadas por Miyazaki, Matsunaga y Hara [15]
quienes en un contexto diferente estudian la ecuacidn

(1.4.4) () = r() flz(t —1)),

dande la funcién r satisface las hipdtesis (1.4.2) y (1.4.3) y la funcién f cumple la
desigualdad
(1.4.5) |fle)] £l =gt 0.

También se demuestra que las hipdtesis (1.4.2), (1.4.3) y (1.4.5) implican la
atractividad global de la solucién z(t) = 0 de la ecuacién (1.4.4).

Finalmente, es interesante destacar también que existe un criterio 3/2 para una
familia de ecuaciones diferenciales de naturaleza diferente a las que hemos consi-
derado. Se trata del conocido criterio 3/2 de Yorke [9], [27] que fue generalizado
recientemente en (8], donse se pueden encontrar otras referencias relacionadas.



CAP{TULO 2
RESULTADO PRINCIPAL

1. Ecuaciones tipo Wright y sus propiedades

DEFINICION 2.1 (Ecuacién tipo Wright). Diremos que toda ecuacién diferen-
cial de la forma

(2.1.1) z'(t) = flz(t — 1)),
donde f verifica las hipdtesis (H) es de tipo Wright.
El siguiente teorema generaliza el Teorema 3/2 de Wright.

TroREMA 2.1 (Resultado Principal). Supongamos que 0 < —f'(0) < 3/2 y que
se verifican las hipdtesis (H). Entonces la solucidn trivial z(t) = 0 de la ecuacidn
{2.1.1) es globalmente atractiva.

El siguiente lema sefiala que varias propiedades de la ecuacién (1.2.4) también
son ciertas para las ecuaciones tipo Wright {consultar [5, pdg. 156] y [24]).

Lema 2.1. Dadae una condicién inicial v € C' y una solucidn z(t,v) de la ecua-
cion tipo Wright (2.1.1), esta verifica las siguientes propiedades

i) Si existe T 2 0 tal que x(t,v) 2 0 para todo £ > T, entonces x(t,vy) — 0
cuando t — +00.

i) Definamos ¢ = s-elgl—i?u}ﬂs) , Q= Sgr[l_élfco] ~(s) ¥y k = min{qg,0} + a (donde

f(t) > a para todot e R y o < 0 ). Entonces, para todo t > —1 se cumplen
las siguientes desiqualdades
Kk <x(t,y) <max{0,Q} + max f(u).
) u€[x,0]
iii) Si v no cambie de signo en [—1,0], entonces los ceros de xz(t,v) (cuando
extsten) son simples y lo distancie entre dos ceros conseculivos es rnayor
que 1.

DEMOSTRACION. 1) Como x(7,v) es decreciente sobre (T + 1, 4+00) ¥ acotada
inferiormente, existe el limite lim =(t,v) = ¢ 2 0. Si ¢ = 0 no hay nada que

t—+oo

demostrar, supondremos entonces que ¢ > 0 y por lo tanto, (T + 1.v) Z =(t,v) =
c¢>0paratodot>T + 1.
Al integrar la ecuacion (2.1.1) sobre el intervalo (T + 2, +00) se tiene

f—1
x(t,y) —x(T + 2,7 :/ z(s,v))ds < max s)|E—1+T
¢ -2l +2m) = [ Jelmds | me 56 )
y por tanto . l'qurn x(t,v) = —oo, obteniendo una contradiccién con ¢ > 0.

15
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ii) Integrando la ecuacién (2.1.1) sobre el intervalo [0,¢) C [0,1) se obtienen las
desigualdades

¢
x(t) = min{0, g} +/ Fly(s — 1))ds > k.
0

Ahora demostraremos que esta desigualdad se verifica ademds para todo ¢ > 1,
supongamos que existe un nimero 7 = inf{t > 1 | z(t,y) = x}. Luego, si
integramos la ecuacién (2.1.1) sobre el intervalo (7 — 1,7) se obtiene

T

k—xz(r—1,7) = flz(s —1))ds > a,
T—1
lo que a su vez implica la desigualdad z(r — 1,) < 0 y por lo tanto x(t,y) es
creciente en t = 7, contradiciendo la definicién de 7. Finalmente se tiene que
k < z(t,y) para todo ¢ > —1.
Luego, integrando la ecuacién (2.1.1) sobre el intervalo [0,¢) C [0,1) se tienen
las desigualdades

£{t) < max{0, @} + max f(u) < max{0,@} + max f(u)
ue(g.0] u€[k,0]

Ahora demostraremos que esta desigualdad es cierta para todo ¢ > 1, supon-
gamos que existe un nimero 7 = inf{t > 1| z(t,7) = max{0,Q} + m[ax} flu)}.
wu€ k0

Luego, si integramos la ecuacién (2.1.1) sobre el intervalo (7' — 1, 7') se 'obtiene

!

max{0, @} + max_ f(u) —z(7' —1,7) = / flzl{s —1))ds < max_ f(u),
u€[k,0] Fo1

ue(k,0]

lo que a su vez implica la desigualdad z(7" — 1,7) > 0 y por lo tanto z(t,y) es
decreciente en ¢ = 7', contradiciendo la definicién de 7. Finalmente se tiene que
z(t,v) € max{0,Q} + m[ax] f(u) para todo t > —1.

ue|k,0

iii) Denotemos por w, la sucesién (mondtona creciente) de los ceros de z(t,7),
procederemos por induccidn.

Supongamos que uy > 0 (el primer cero de x(t,7v)) no es simple, entonces se
tiene que z'(ug) = 0 y por lo tanto up — 1 es un cero de x(t,v) contradiciendo la
definicién de ug, ademas se tiene que z(t) > 0 para todo t € [up — 1,u0) y por lo
tanto z'(¢) < 0 para todo t € (ug,uo + 1) lo que implica uy —ug > 1.

Por hipdtesis de induccién ug , ui, ... u son ceros simples de z(t, ¥) ¥ ademas
wj — uj—1 > 1 paratodo j = {0,1,2,... k). Ahora tenemos que demostrar que

upey también es un cero simple y la desigualdad wgpy1 —up > 1.

Sin perdida de generalidad podemos suponer que z(t,y) > 0 para todo t €
(tj_1,uy), esto implica las desigualdades z'(t) < 0 para todo t € (ug,ug +1) ¥
U1 — e > L.

Si suponemos que wup.y NO es una raiz simple, entonces con razonamientos
similares a los anteriores se tiene que gy — 1 € (ug,ug4r) también es rafz de
z(t,7) lo que contradice la definicidn de ug+1. O

La demostracién del resultado principal se realizard en dos etapas consecutivas.

A) Se demostrard la existencia de una cota superior M v una cota inferior m
que no dependen de las condiciones iniciales, tales que

m < liminf o(¢,v) < imsupx(t,v) < M.
fberoo t—+4o0
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Esto requerird revisar algunos conceptos y resultados de la teoria de sistemas
dinamicos.

B) Se demostraréd que si — f/(0) € (0,3/2]. entonces rn = M = 0. Esto requerira
introducir funciones auxiliares y demostrar algunos lemas preparatorios.

2. Existencia de atractor global compacto

Dada una condicién inicial v € C, sabemos que la aplicacién F(t)v(s) = =(t +
s,v) con 5 € [—1,0], define un semiflujo continuo sobre C. Aquf z(t,v) es la solucion
de la ecuacién (2.1.1) con la condicidn inicial

z(s,7) = v(s), se€[-1,0].
El ohjetivo de esta seccidn consiste en demostrar la existencia de un conjunto A C C
invariante (F(t)A = A para t > 0) y compacto tal que para toda condicién inicial
v € C se cumple que d(F(¢)y,4) — 0 cuando { = +oo, donde d es la distancia
entre dos conjuntos cualesquiera A,B C C definida como d(A4, B) = RELngEB [la—0b]l.

)

A continuacién escribiremos algunas definiciones y resultados de la teorfa de
sistemas dindmicos (semiflujos), la referencia béasica serd el libro de Hale [6, Capitulo

DeriNicioN 2.2. Dade un semiflujo continuo F(¢) : C — ', se dice que un
conjunto 1D € ' atrae al conjunto E cuando . lirln diF{{)E, D) =0.
b 00
DEFINICION 2.3 (semiérbita positiva de un conjunto). Dado un conjunto E C
(', la semiérbita positiva de E bajo F(t) se define como

(2 T) QB = {F)E,L = 0}.

DEFINICION 2.4 (conjunto w-limite de un conjunto). Para todo conjunto B C
C, el conjunto w-limite se define como

) w(B)=(Cl|JF®B
s20 tzs

DEeFINICION 2.5. Un semiflujo F(¢) es condicionalmente completamente
continuo si existe ¢; > 0 tal que para todo t = ¢; vy todo conjunto acotado B C C
para el cual {F(5)B,0 < s < t} es acotado, se tiene que F'(¢)(B) es precompacto.
Un semiflujo F(t), t = 0, es completamente continuo si es condicionalmente
completamente continuo y para todo ¢t > 0, el conjunto {F(s)B,0 € s < f} es
acotado si B es acotado.

DeFINICION 2.6. Un semiflujo es puntualmente disipativo si existe un con-
junto acotado B € C que atrae a todo punto de C.

DEFINICION 2.7. Un conjunto A C C invariante bajo un semiflujo F(f) es
maximal compacto invariante si todo conjunto compacto e invariante bajo el
semiflujo estd contenido en A.

DEerFINicION 2.8. Un conjunto invariante 4 es un atractor global si A es un
conjunto maximal compacto e invariante que atrae a todo conjunto acotado B C C.

El siguiente resultado, que enunciamos sin demostrar (consultar [6, seccién
3.4]) permitird demostrar que el semiflujo asociado a la ecuacién (2.1.1) tiene un
atractor global.



18 2. RESULTADO PRINCIPAL

TEOREMA 2.2. Si existe £; = 0 tol que el semiflujo F(t) : C — C es com-
pletaomente continue para t > 11 y es puntualmente disipativo, entonces existe un
atractor global A.

TrorEMA 2.3. El semiflujo asociade o la ecuacidn (2.1.1) tene un atractor
global A.

DEMOSTRACION. Por el teorema 2.2 basta con demostrar que el semifiujo aso-
ciado a la ecuacién (2.1.1) es completamente continuo y puntualmente disipativo.

Por el lema 2.1 (parte ii) se tiene que para todo conjunto acotado B, la drbita
{F(t)B,t = 0} es un conjunto uniformemente acotado, definiremos

K =sup{|y| | v € QT (B)}.

Ademis, el conjunto {F($)B,t 2 1 =t} es equicontinuo, en efecto, si escoge-
mos cualquier v € B se tiene que para todo ¢ > 0 existe §(s) = ¢/ ‘t:rlla.}c{ |f(w)]] tal
uf<

que |8’ — 5| < & implica |F(t)y(s') — F(t)v(s")| < €. Finalmente, por teorema de
Arzeld—Ascoli se tiene que {F(t)B,t > 1} es precompacto. Por lo tanto, el semifiujo
F(t) es completamente continuo.

Ahora demostraremos que el semiflujo F(t) es puntualmente disipativo. Esco-
gemos cualquier funcién v € C' y en primer lugar suponemos que x(t,7y) no cambia
de signo a partir de cierto nimero positivo, entonces por el lema 2.1 se verifica
que tkg}l@() x(i,y) = 0 y por lo tanto para todo ¢ > 0 existe T'(d,7) > 0 tal que
[|F(t)y|| < 8 para todo t > T(8,7).

En segundo lugar supondremos que el conjunto de los cambios de signo de
z(t,¥) no es acotado y tomaremos una sucesién creciente de minimos locales £, de
z(t, ) tales que z'(tg,v) = z(tx — 1,7) = 0. Luego, integrando la ecuacién (2.1.1)
sobre el intervalo (t;, — 1,t) se verifica que para todo minimo local

wlia)= [t_ s o

=2

Ahora demostraremos que liminf x(t,v) = o, si suponemos lo contrario esto
t—+00 ‘
implica que existe algin mimero Ty > 1 + tp tal que z(7o,v) = «, come Ty no
puede ser un minimo y z(¢,7) no puede ser creciente en Tj se tiene que z(t,7) es
monotonamente decreciente en (1g, +00) obteniendo una contradiceidn con el lema
2.1 (parte i). Por lo tanto liminf z(¢,v) > a.
' t—+4o0

Ahora construimos una sucesién creciente de méximos locales tj, de z(t,7)
tales que 2’ (t},,7) = z(t, — 1,7) = 0 luego, integrando la ecuacién (2.1.1) sobre el
intervalo (tf, — 1,t},) se verifica que para todo maximo local

#(th) = / fla(w)du < max flu)= A

=) wE [ox,0]

Ahora demostraremos que limsup z(t,~) < A, si suponemos lo contrario esto
t—+o0

implica que existe algtin nimero T > 1+t tal que (T}, v) = A, como T} no puede
ser un maximo local y x(t,v) no puede ser decreciente en Tp se tiene que x(t, ) es
monotonamente creciente en (T4, +o0) obteniendo una contradiceién con el lema

2.1 (parte i). Por lo tanto limsup z(t,y) < A.
t—+o0

Finalmente, tenemos que la bola de centro cero y radio r = max{|a|, A} atrae
a todo punto v € C.
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Definamos m = min min #(¢) vy M = max max §(t). Por lo tanto para
AeAte[-1,0] BeAtLe[-1,0]

demostrar el teorema 2.1 sera suficiente demostrar la igualdad M = m = 0 cuando
—f'(0) € (0,3/2]. En lo sucesivo supondremos las desigualdades m < 0 < M y
obtendremos una contradiceidn.

3. Lemas preparatorios

Definamos los conjuntos
Kop={y€ C*(R): y satisface (H1),(H2),5'(0) =a,y”"(0) = 2b> 0,
(Sy)(x) €0 paratodo z #z"}
Consideremos también la funcién racional lineal r: (ab=!, o) = (—a?b™', 00)
definida por ,
r(z,a,b) = —a——I—,
a—bx
Sea K;b (respectivamente, K_ ;) la restriccién de los elementos de K, al
intervalo (0,+oc) (respectivamente a (ab~',0]). Denotaremos por r* y r~ las
restricciones de r(-,a,b) a los intervalos [0, +o0) y (ab™',0] respectivamente. Las
siguientes propiedades son elementales:
i) »""(x) < 0 para todo z.
ii) La funcién inversa de r(z) es r~!(z,a,b) = p(z,a,b) = ax/(a® + bx).
1i1) La ecuacién r(z,a,b) = —x tiene dos soluciones: 3 =0y zo = (a + a?)/b.
iv) rt e K, r~ € K, (Sr)(z) =0y r(z,a,b) - —a?b™! cuando & — +occ.
El préoximo lema tendrd un papel crucial en el resto de la demostracién.

LEMA 2.2, Para todo y € K, tal que (Sy)(z) < 0 para x # x*, se tiene
r(z,a,b) <y(z) cuando x > 0. Ademds r(z,a,b) > y(z) para todo x € (ab™!,0).

DEMOSTRACION. Como f"(0) > 0 basta considerar los casos a) y b) cuando
[ es mondétona y los casos d), g) y h) cuando f tiene un punto critico.

Dado y e Kla,b] cualquiera, definimos ¥ (z) = y"(z)/y'(x) v notemos que
(Sy)(x) =Y'(z) — (1/2)Y?(z). Como y tiene deuvadd Schwarziana negativa verifi-
camos que Y (z) satisface la desigualdad diferencial (tipo Riccati) Y'(z)—(1/2)Y? <
0.

Sean r(z) = r(z,a,b) ¥ R = /', como r es una funcidn racional tenemos que
(Sr)(z) = R'(z) — (1/2) 2(z ) = 0. Asi se obtiene un sistema
(z) < (1/2)Y R(0) =Y(0),
R'(x) = (1/2-)R2(I). R(0) = Y{0).

Usando resultados de comparacién (revisar por ejemplo [12, Teorema 1.10.1]),
se obtiene que R(x) > Y (x) (en los casos a), b) v d)) para todo = > 0. Ahora,
integrando R e Y sobre el intervalo (0, ), se obtiene la desigualdad r'(z) < y'(z).
Integrando nuevamente 7’ e y' sobre el intervalo (0,z), se obtiene la desigualdad
r(z) < y(x) para todo z > 0. En los casos g) y h) se emplean los mismos argumen-
tos para demostar la desigualdad r(z) < y(z) para todo « € (0,2*). Ahora, como
r s estrictamente decreciente y la funcién y alcanza su minimo en z*, resulta clara
la desigualdad r(z) < y(z) cuando z > z~.

Ahora, los argumentos previos nos permiten probar que r'(z) < y'(z) y r(z) >
y(z) para todo z € (ab™',0) en los casos a) y h), donde y no tiene puntos de
inflexién negativos.
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La demostracién en los casos b) y g) (un punto de inflexién negativo) es leve-
mente distinta si el punto de inflexién ¢; de y pertenece al intervalo (ab—!,0). En
este caso, podemos emplear los argumentos anteriores para demostrar las desigual-
dades r'(z) < y'(z) v r(z) > y(z) para todo = € [c1,0). Luego, por argumentos de
convexidad,

r(a) > r(a) +r'(c) (@ — 1) > yler) +y' ()@ —ar) > ylx)
para todo x € (ab™', ¢1).
Finalmente, el caso d) (dos puntos de inflexién negativos) puede ser estudiado

analogamente tomando en cuenta que r es estrictamente decreciente sobre (ab™',0),
mientras que y alcanza su maximo en z”. U

COROLARIO 2.1. Si f verifica las hipdtesis (H) y f"(0) < 0, entonces f es
acotada en R.

DEMOSTRACION. Se tiene por hipétesis que f estd acotada inferiomente, sélo
falta demostrar la acotacidn superior.

Si 1a funcién f tiene un méximo local (caso €)) la demostracién es obvia. En
los casos restantes (casos c¢) y f)) el lema 1.6 implica que f"(z) < O para todo
2 < (k.

Es facil verificar que la funcién —f(—z) € K[f:(o),_fum)/g] v por el lema 2.2 se
tiene que para todo z > 0 se verifica

rt 2. 9 ¢! 2
—f(=z) > lim o W\ S Vil
a—+o0 2f'(0) + f'(0)z  f"(0)

y ahora es claro que f también es acotada superiormente. O

4. Funciones auxiliares

A la funcién racional r(z,a,b) le asignaremos los valores a = f'(0), 2b =
F7(0) > 0, denotemos pp = ab~! = 2f'(0)/f"(0) y con esto se define la funcién
7 (pp, +o0) = R como

(2.4.1) r(z) = r(z, f'(0), £'(0)/2) = Q—JU—(Q%

También definimos las funciones continuas 4, B: (p,+o00) = Ry DRy — R
Como

1 0

(2.4.2) Alz) =x +r(z) + D) / r(s)ds para z#0 y A(0)=0.
A 1 -

(2.4.3) B{z) = W l/—rmr(s)ds para =z #0, y B(0)=0.

244 D ={ Bz srio) > s

A partir de la funcién r(z,a,b) y definiendo v = 24'(0)/A"(0) se construye la
funcién racional lineal R: (v, +oc) = R
24'(0)%x

(2.4.5) R(z) = r(z, A'(0), A"(0)/2) = m
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Notemos que A'(0) = £/(0) + 1/2, A"(0) = F"(0)(1 + (6£(0))71).

Es sencillo verificar que f'(0) < —1/6 implica (v,+o0) C (4, +o0) v que
A(z2) = B(zs), donde r(z2) = —z2 < 0. También B'(0) = —(r'(0))*/2 =
~(f'(0))*/2. En los siguientes lemas se demostraran otras propiedades de las fun-
ciones A, B, D v R.

LEMA 2.3. Si f'(0) < —1 entonces A'(x) < 0 y (SA)(z) < 0 pare todo x &
(/L,Q’,‘z)

DEMOSTRACION. Como r(z2) = —a2, la hipétesis f/{0) <« -1 implica que
2 >0y —zr(z) < r?(z) para todo z € (i, z-) \ 0. Entonces
-0 0
; t)dt
/ r(t)dt € —zr(z) <r?(z) y A(z) =r'(z) (1 - L%—) <0, z#0.
i 2 (x

Usando la hipdtesis, también se tiene que A'(0) = 7'(0) + 1/2 < 0 y luego,
integrando por partes, obtenemos

ar(x) + ff r(t)dt zr(z) + _f,no(l.) vdp(v)

Alz) = r(z) + Pl) =r(z)+ )
1 r(z) '
=r(z) + - ./o plu)de = G(r(x)),

donde 771 (v) = p(v) ¥ G(z) =z + fol plvz)dv.
Por un lado, el lema 1.4 implica que

(SA) (@) = (8G)(r(2))(r' (2))* + (Sr)(z) = (SG)(r(2))(r' (z))?
y por lo tanto, sélo hay que demostrar que (SG)(r(z)) < 0. Por otro lado, A'(z) <0
si y sélo si G'(r(z)) > 0, en consecuencia bastard demostrar que (SG)(r(z)) < 0
cuando G'(r(z)) > 0. Tomando en cuenta que p'(z) < 0 cuando z = r(z) y
considerando z = r(x), tenemos que

1
Gm(z) = / ’Uspmﬂb‘z)d‘v < 0,
Jo
lo que implica
Gz 3/G" (2 2
SG(r(z)) = Gr((z)) B Q(Gf((z))) <0

O
LeEMA 2.4. Si f'(0) < —1 entonces (A(z)— R(z))z > 0 para todo x € (v,x2)\0.

DEMOSTRACION. Basta observar que R(x) = r(z, A'(0), A”(0)/2) v aplicar los
lemas 2.2 v 2.3. (]

LEMA 2.5. m > D(M) ym > r( —r(M)/2).

M),

DEMOSTRACION. Supongamos que r(M) € —M (es decir, D(M) = A(!
r(M)t

entonces se tiene que el nimero ¢, = M/r(M) € [-1,0] y la funcién z(t) =
(t € [t1,11 + 1]) es solucién del problema de valores iniciales
(2.4.6) ) =r(z(t—-1)), z(s)=M, se€t;—1,t]

Sea z(t) = z(t,8) (8 € A) una solucién de la ecuacién (2.1.1) tal que z(1) = m
vy z(0) = 0. Es claro que M = z(t) = z{t) para todo t € [t — 1,#]. Ademas,
demostraremos que z(t) = z(t) para todo ¢ € [t1,0].
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Si suponemos lo contrario, se tiene la existencia de t. € [t;,0) tal que z(t.) =
z(t.) y @(t) = z(t) para todo t € [t; — 1,1,]. Ademds demostraremos que se verifica
la desigualdad

(2.4.7) Z'(t) > &'(t) paratodo t € [t t. +1].

Distinguirernos dos casos: si z(f — 1) > 0, por el lema 2.2 se obtienen las desigual-
dades o' () = r(z(f — 1)) < r{z(t = 1)) < f(z(t — 1)) = Z/(¢). En otro caso se tiene
que z(t — 1) £ 0, entonces 2'(t) = f(z(t —=1)) 2 0 > r(z(t = 1)) = z'(¢).

Integrando sobre el intervalo (f.,0), se sigue de la desigualdad (2.4.7) que
z(t.) < xz(ty) y se obtiene una contradiccién.

Entonces z(t) > z(t) para t € [1,0), luego se obtienen las desigualdades

/f z{s—1) ds>/olr(:c(s—1))ds=

t 0
= f r(M)ds +/ r(z(w))du =M +r(M) +/ r(r(M)u)du = A(M).
-1 t1 £

En el caso general (no necesariamente r(M) < — M), probaremos la desigualdad
(2.4.8) (z(t)) > r(r(M)t), paratodo t& (—1,0).

En primer ]ugar, se demostrard que z'(t) > r(M) para todo t € (-=1,0). Si
z(t —1) > 0 entonces, por el lema 2.2, z/(t) = f(z(¢t—1)) > r(2(: - 1)) 2 r(M). En
el caso z(t — 1) < 0, también tenemos lo mismo: 2'(t) = f(z(t —1)) 2 0 > r(M).
Luego

z(t) = — /0 2'(s)ds < — /.0 r(M)ds =r(M)t, te(-1,0).
t t
Para obtener (2.4.8) basta notar que f(z(¢)) > r{z(t)) > r(r(M)t) si 2(t) > 0

y f(z(t)) 2 0> r(r(M)t) si z(t) < 0.
Ahora, por la designaldad (2.4.8) se obtiene

1 1
m=z(1) = /0 flz{s—1)ds > /o r(r(M)(s —1))ds = B(M).

Finalmente, por la convexidad de r, la designaldad de Jensen permite demostrar

que
0

m > B(M) = ﬁ/—w) r(s)ds > r(—r(M)/2).

d

Como una consecuencia del lema anterior veremos que la funcién r{x) estd bien
definida en x = m.

CoroLARIO 2.2, Si f'(0) € [-1.5,0) y f"(0) > 0, entonces m > p.

DEMOSTRACION. Por ¢l lema 2.5 v la monotonia de r se tiene que
; (f'(0))°
mzr(—-r(M)/2) > hm r(—r(z)/2) O o
(=r@D72)> g rCr@/D = i - oy
Como f"(0) > 0, basta notar que para todo nimero f'(0) € (—2,0) se verifica
la desigualdad

(1) 21'(0)
fro)1 Hf’(U)) J(0)

= L.
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Por lo tanto 7{m) estd bien definido. O
LEMA 2.6. Si f'(0) € [-1.5,0), entonces r(m) > M.

DEMOSTRACION. Sea @ € A tal que y(t) = y(¢,6) satisface y(1) = M y ademas
y'(1) = y(0) = 0. En primer lugar vedse que cuando y(s) > 0 se cumple que
f(y(s)) <0 < r(m). En el caso y(s) < 0 se verifican las desigualdades f(y(s)) <
r(y(s)) < r(m). Luego

M=y(1)= /01 fly(s—1))ds < fol r(m)ds = r(m).

5. Caso A: —f'(0) € (0,V/2)

Obviamente, en toda esta seccién supondremos que —f'(0) € (0, ¥/2) si es que
explicitamente no se dice lo contrario. Los resultados anteriores permitiran una
sencilla demostracion del Teorema 2.1

5.1. Demostracion del Teorema 2.1.
DEMOSTRACION. Obtendremos una contradiccién si suponemos que m < 0 <
M. Para esto, definamos la funcién creciente o : [0, +o00) — [0, +00) como
o(z) =ror(—r(z)/2).

Notese que un razonamiento similar al efectuado en la demostracion del coro-
lario 2.2 muestra que para todo z > 0 se verifica que

e (PO 200
r(=r@12) > Lp ror@m = e moy 2 o)

cuando —f'(0) € (0,2) y por lo tanto ¢ estd bien definida en [0, +00).
Caso i) f"(0) > 0:

Por la monotonia decreciente de r, los lemas 2.5, 2.6 y el corolario 2.2 se obtienen
las desigualdades M < r(m) < r(r(—r(M)/2) = o(M).

Ahora veremos que (M) < M cuando M > 0: notemos que & es una funcién
racional lineal, tiene una asintota horizontal, ademds tiene un punto fijo en el
origen y es céncava en [0, +00). Esto implicard en virtud de — f'(0) € (0,/2) la
desigualdad o(z) < |f(0)*/2|z < z para todo z > 0 y por lo tanto se tiene que
o(M) < M.

De las desigualdades M < o(M) < M se concluye que M = o(M) = 0 ademds,
por el lema 2.5 se concluye que 0 > m > D(M) =0y por lo tanto M =m =0, la
contradiccion.

Caso ii) f"(0) < O:
Con el cambio de variable y = —z la ecuacién (2.1.1) se transforma en la ecuacién

(2.5.1) Y'()=;(y(t-1), alz)=—-f(-=)

Es facil notar que g"”(0) > 0 y el corolario 2.1 implica que g cumple las hipétesis
(H), por lo que podemos aplicar la primera parte de la demostracién a la ecua-
¢ién (2.5.1) y considerarla como en el Caso i) si es que suponemos m < 0 < M.
Caso iii) f"(0) = 0:

En este caso se tiene que z = 0 es un punto de inflexién y (f(z) — f'(0)z)z > 0
si z # 0. Luego, usando la funcién r(z) = f'(0)z en vez de la funcién racional
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definida para f"(0) > 0, se demuestra con similares argumentos a los usados en el
lema 2.5 que m > (f(0) +1/2)M y M < (f'(0) +1/2)m si m < 0 < M, de hecho,
estas desigualdades son los casos limite de m > A(M) y M < A(m). Finalmente,
M >0y —F(0) € (0,1.5] implican que M < (f'(0) + 1/2)°M < M obteniendo
una contradiceidn. O

6. Caso B: —f'(0) € [\3/5 %]

Obviamente, en toda esta seccién supondremos que —f'(0) € [/2,3/2] si es
que explicitamente no se dice lo contrario.

LeMA 2.7. §i —f'(0) € [1.04,1.6] entonces B(z) > R(x) para todo
€r > Io.

DEMOSTRACION. En primer lugar notemos que B(z) = B(—r(z)) ¥y R(z) =
R(-r(z)), donde

_ 1
B(u) = /0 r(zu)du = %[u - éln(l + Bu))
i e =l 1/2)%u
fiw) = Rlo(—v) = B 103 27300
con ¢ = f'(0), 6 = —f"(0)/(2f'(0)) > 0y p(z) = r~1(x). Entonces B(z)—R(z) >0
para z € (x2, +00) sl y sdlo si B(u) — R(u) > 0, u = r(z) con fu + ¢ = s € [-1,0].
Finalmente, é(u) = é(u) > 0 es equivalente a la desigualdad
¢ ,_ 2¢ +1/2)(s —
sog et = O e e GG - O
donde s € [-1,0] y —¢ € [1.04,1.6]. O

>0,

COROLARIO 2.3. Si—f'(0) € [1.04,1.6], entonces D(x) > R(z) para todo z > 0

DEMOSTRACION. Cuando = € (0,zz) se tiene que D(z) = A(z) > R(z) por el
lema 2.4 y en el caso de que = > z» se tiene que D{z) = B(z) > R(z) por el lema
2.7. O

COROLARIO 2.4. Si f'(0) € [-1.5, —1.04] entonces m > v.
DEMOSTRACION. Como —A(0) = —(f'(0) + 0.5) < 1 para f'(0) 2 3/2, por el
lema 2.5 ¥ el corolario 2.3 se tienen las desigualdades
m>D(M) > R(M) 2 R(+x) =-A'(0)v 2 v.
Por lo tanto R(m) estd bien definida. O
LEMA 2.8. Si —f'(0) € [1.04,1.5], entonces M < R(m).

DEMOSTRACION. Si —f'(0) > 1 entonces 7{m) > —m, de lo cual se sigue que
to = m(r(m))~! € (=1,0]. Luego, z(t) = r(m)t con t € [ta, %3 + 1], es la solucion
del problema de valores iniciales #(s) = m, s € [t2 — 1, 2] para la ecuacién (2.4.6).
Ahora solo basta argumentar de igual forma que en el lema 2.5 para obtener la
desigualdad M < A(m). Finalmente, por el lema 2.4 y corolario 2.4 se obtienen las
desigualdades M < A(m) < R(m) donde f'(0) € [-1.5, —1.04]. O
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b
T

6.1. Demostracién del Teorema 2.1.

DEMOSTRACION. Obtendremos una contradiccién si suponemos que m < 0 <
M, definamos la funcién creciente H : [0, +00) — [0, +00) como

H(z) = Ro R(x)

En efecto, con un razonamiento similar al efectuado en la demostracion del
corolario 2.4 se tiene que cuando f'(0) € [~1.5,—1.04] se verifica la desigualdad
0> R(z) » R{+oc) = —4'(0)v 2 v para todo = 2 0 y por lo tanto la funcién H
estd bien definida en [0, +00).

Casoi)f"(0) > 0:
Por la monotonia decreciente de R, los lemas 2.5, 2.8 v el corolario 2.2 se tiene la
desigualdad M < H(M).

Como H(z) < z para todo z > 0 siempre y cuando H'(0) = (R'(0))> < 1 (o
bien —f'(0) € (0,3/2]), podemos concluir que H(M) € M.

De las desigualdades M < H(M) € M se concluye que M = H(M) = 0,
después, por el lema 2.5 se tiene que m > 0 y se obtiene una contradiccion,

Caso i) f"(0) < 0:
con el cambio de variable y = —x la ecuacién 2.1.1 se transforma en la ecuacién
(2.6.1) Z() =gt -1), ale)=-f(-2)

Es facil notar que ¢"(0) > 0 y el corolario 2.1 implica que g cumple las hipGtesis
(H), por lo que podemos aplicar la primera parte de la demostracién a la ecuacion
(2.6.1) y considerarla como en el Caso i) si es que suponemos m < 0 < M.

Caso iii) f"(0) = 0:

En este caso se tiene que z = 0 es un punto de inflexién y (f(z) — f'(0)z)z > 0
si  # 0. Luego, usando la funcién r(z) = f'(0)z en vez de la funcién racional
definida para f"(0) > 0, se demuestra con similares argumentos a los usados en el
lema 2.5 que m > (f(0) + 1/2)M y M < (f'(0) 4+ 1/2)m si m < 0 < M, de hecho,
estas desigualdades son los casos limite de m > A(M) y M < A(m). Finalmente,
M >0y —f'(0) € (0,—1.5] implican que M < (f'(0) 4+ 1/2)*M < M obteniendo
una contradiccién. |
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CAP{TULO 3
EJEMPLOS

1. Modelos de poblacién

Veremos algunos modelos biolégicos de dindmica de poblaciones que genera-
lizan la ecuacién (1.2.2) en tanto consideran casos donde la tasa de crecimiento
poblacional per edpita P'(t)/P(t) no depende linealmente del tamano de la po-
blacién P(t — h) (hipétesis de Verhulst-Hutchinson) y que sin embargo pueden
transformarse en ecuaciones tipo Wrighs.

1.1. Modelo Food—Limited. En 1963 el ecilogo F.E. Smith, al estudiar el
crecimiento de la poblacién de la mosca Daphine Magna observé que la tasa de
crecimiento per cdpita P'(1)/P(t) no dependia linealmente de P({). Basdndose
en sus datos experimentales, sugirié que la relacién entre P'(t)/P(t) y P(t) venia
regulada por la funcién
_ k-=z
k4 ocopz

Lo que da lugar, si es que consideramos los efectos del retardo, a la siguiente
generalizacién de la ecuacién (1.2.2)

)

, k,e,p>0.

k—yt—nh)

k+cpy(t —h)’
que se conoce con el nombre de food limited model y ha sido estudiada por Gopal-
samy, Kulenovic y Ladas (consultar [4]). Se puede demostrar que toda selucién de
la ecuacién (3.1.1) verifica la propiedad y(t,v) > 0 para todo ¢ > —h. En efecto, si
integramos la ecuacién (3.1.1) sobre el intervalo [0,t) C [0, 1] se verifica

it

k—~(s—h
I( 7) d )

Jo Brem(s—m™

(3.1.1) y'(t) = py(t) y(s) =~(s) >0, se€[-h0]

y(i)

v por lo tanto se tiene que y(t) > 0 para todo t € [—h,1] y luego procedemos
recursivamente.
Ahora, con el cambio de variable y = k(1 + 2) se obtiene la ecuacidn

(3.1.2)
2'(t)

y(0) exp (p

z2(t—h)
1+cep(l+2(t—h))’
notemos que cuando ¢ = 0 se tiene la ecuacion (1.2.3).
Con el cambio de variable z(f) = —In (1 4 z(th)) podemos transformar la
ecuacién (3.1.2) en la ecuacién tipo Wright

) ph [6""“7” - 1]
(3.1.3) z'(t) = T ope D

—p(1+2(t))

z(s) =~(s) > -1, se[-h0]

27
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En efecto, la funcién
_ phle™* —1]

/() 1 +cpe—*

verifica trivialmente (H1) v (H2), ademds f(z) es siempre decreciente y tiene un
punto de inflexién en z, = In(cp) (cuando ep < 1 se tiene el caso b) y cuando
cp > 1 se tiene el caso ¢)). Como f es la composicién de una funcién racional lineal
(derivada schwarziana nula) con e~ * (cuya derivada schwarziana es —1/2), el lema
1.4 implica que (Sf)(zx) <0,

Gopalsamy, Kulenovic y Ladas [4] demuestran que si ph < e~P® entonces la
solucién z(t) = 0 de la ecuacién (3.1.2) es globalmente atractiva.

So ¥ Yu [19] mejoran la cota de estabilidad global y demuestran que si ph < %
entonces la solucion z(¢) = 0 de la ecuacién (3.1.2) es globalmente atractiva.

Por otro lado, el teorema 2.1 indica que la desigualdad ph < %(1 + cp) es
condicién suficiente para que la solucién z(t) = 0 de la ecuacién (3.1.3) sea un
atractor global, con lo cual se mejoran las cotas superiores de estabilidad obtenidas
en [4] y [19].

Una generalizacén de la ecuacion (3.1.1) ha sido estudiada por Qian [16]

(3.14) ) =)L LR

'k+cpy”(t—h)’ y(s):7(~9)>0, SE[-—h’OL

donde ¢,h >0y n = 2.

Con razonamientos similares al caso anterior se puede demostrar que todas
las soluciones de la ecuacién (3.1.4) son positivas, Luego el cambio de variable
z(t) = —Iny(th) transforma la ecuacién (3.1.4) en

6—!1:(1—1) —k

I - SR .- I
< (t) = phk i cpefﬂz(t—l)’

finalmente, con el cambio de variable nz = nz — Ink se obtiene la ecuacién tipo
Wright

e—n:r;(.’—l) =i

(3.1.5) 2(t) = Py e

Qian [16] (considerando el caso auténomo) demuestra que la desigualdad % <

1 es condicién suficiente para que la solucién y(t) = ¥k de la ecuacién (3.1.4) sea
globalmente atractiva.

Por otro lado, el teorema 2.1 indica que la desigualdad ﬁ‘_% < 3/2 es condicién
suficiente para que la solucién z(¢) = 0 de la ecuacion (3.1.5) sea un atractor global,
con lo que se mejora la cota de estabilidad obtenida en [16].

1.2. Modelos con efecto Allee. Los estudios del bidlogo W.C.Allee [1] con-
sideran la influencia de ciertos “efectos sociales” en el comportamiento demografico
de especies con alguna conducta cooperativa. Para estas poblaciones, la tasa de
crecimiento per capita P'(t)/P(t) no es mondtona con respecto a P(t) sino que sélo
se mantiene creciente hasta cierto limite, donde la poblacidén P(t) alcanza un valor
critico (maximo) y a partir del cual comienza a decrecer. Este comportamiento de
la tasa de crecimiento per cdpita de la poblacidn es conocido como efecto Allee y el
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ejemplo mas sencillo viene dado por la ecuacién

(3.1.6)
(t—h)

2'(t) = z(t) [1 = Z J(p-+- qz(t—h)), =z(s)=~v(s) >0, s€[-h,0],

donde p > 0 y ¢ > 0, notemos que cuando g = 0 se obtiene una ecuacién del tipo

(1.2.2).
Notemos que existen dos soluciones constantes no negativas z(t) = 0, z(t) = k
v una solucién constante negativa z(t) = —5. Es facil verificar que todas las

soluciones del problema de valores iniciales (3.1.6) son positivas, tan solo basta
integrar la ecuacién sobre el intervalo [0,¢) C [0, 1] y verificar que

t / —
z(t) = z(0) exp (/ [1 - ’}—(Sk—-]-l-)} (p+gv(s— h))ds) > 0.
0
El cambio de variable z = ke ¥, transforma la ecuacién (3.1.6) en la ecuacién
y'(t) = ~[1 — eV N](p 4 gKg™VEH)

ahora, el cambio de variable z(#) = y(th) conduce a la ecuacidén tipo Wright

2

(3.17) o'(t) = h[p+ (g = )"t = ghy(e==(1=1) ]
En efecto, la funcién
flz) = —h[p+ (gk — p)e™® — qk(e‘“’)z}

verifica las hipdtesis (H1) y (H2), ademds f(z) tiene un punto critico positivo
(minimo) en z* = In (q—’lq:"-ﬁ) y un tnico punto de inflexién positivoen z, = In (qi‘[kp)
cuando gk — p > 0 (caso h)) v es estrictamente decreciente sin puntos de inflexién
cuando gk — p < 0 (caso a)). Como f es composicién de una funcién cuadratica
con la funcién e™* — 1 (ambas con derivada schwarziana negativa), por el lema 1.4,
f también cumple (H3).

Ladas y Gopalsamy (consultar, [11, pags. 143-146]) demuestran que todas las
soluciones del problema de valores iniciales (3.1.6) tienen la propiedad

lim z(¢) = k,

t—+o0
cuando se cumple la siguiente condicion:

(3.1.8) [Lk—f—qk(e“"‘ - 1)]6“‘% «1;

donde L =g + E.
Por el teorema 2.1 se verifica que la desigualdad

(3.1.9) Lkh= (q + %)hk < g

es condicién suficiente para la atractividad global de la solucién trivial z(¢) = 0 de
la ecuacién (3.1.7). Obviamente (3.1.9) es mejor que (3.1.8),
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2. Otras ecuaciones

Consideremos la ecuacién (consultar [5, seccién 30])

(3.2.1)

y'(t)=—pyt— {1 -y®H1+y®)}, p>0, —-1<y(s)<1l, se [—1,0].
Notemos que toda solucién del problema de valores iniciales (3.2.1) se encuentra
acotada por —1 y 1. En efecto, integrando la ecuacién (3.2.1) sobre el intervalo
[0,t) C [0,1] se tiene que

1+y(t)  14+y(0) ¥
Ty ~ 1= (0) exp (~2p/0 'y(s—}z)ds) >0,

sl suponemos que existe to € (0,1] tal que y(¢g) > 1 0 y(ty) < —1 se tiene que
(1+y(to))/(1 —y(to)) < 0 obteniendo una contradiccién. Luego se procede recur-
sivamente para el caso ¢t > 1.

Notemos que el cambio de variable

1 h
z(t) = %ln (T%)’ -l<y<«l,
transforma la ecuacién (3.2.1) en una del tipo Wright
(3.2.2) z'(t) = —phtanh (z(t — 1)).
En efecto, la funcién f(z) = — tanh(z) verifica trivialmente las propiedades

(H1) y (H2) (caso limite de ¢)) y como f(z) es la composicién de una funcién ra-
cional lineal (derivada schwarziana nula) con la funcién e~2* (derivada schwarziana
nula), se tiene por el lema 1.4 que (Sf)(z) < 0.
Por el teorema 2.1 se verifica que la desigualdad ph < 3/2 es condicién suficiente
para la atractividad global de la solucién trivial z(¢) = 0 de la ecuacién (3.2.2).
Para p > 0, consideremos la ecuacién

(3.2.3) y'(t) = —py(t — h){1 —siny(t)}{1 + siny(t)}

con la condicidn inicial
T m
~3 <y(s) =7(s) < 5 SE€ [-1,0].
Notemos que toda solucién del problema de valores iniciales (3.2.3) se encuentra
acotada por —/2 y 7/2. En efecto, integrando la ecucién (3.2.3) sobre el intervalo

[0,¢) € [0,1] se tiene que

y(t) = arctan (y(O) _p/Gt (s — h)ds)

y claramente toda solucién se encuentra acotada por —r/2y 7 [2paratodot € [0,1].
El razonamiento para t > 1 es anélogo.

El cambio de variable z(f) = tan(y(th)) transforma la ecuacién (3.2.3) en la
ecuacién tipo Wright

(3.2.4) z'(t) = —pharctan (z(t — 1)).

En efecto, la funcién f(z) = — arctan(z) verifica trivialmente las propieda-
des (H1) y (H2) (caso limite de ¢)) y su derivada Schwarziana puede calcularse
explicitamente

2

(Sf)(ﬁ/") = —m < 0.
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Por el teorema 2.1 se verifica que la desigualdad ph < 3/2 es condicion suficiente
para la atractividad global de la solucidn trivial z(t) = 0 de la ecuacién (3.2.4).
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CAPITULO 4

ALGUNOS RESULTADOS NUMERICOS

En esta seccidn se realiza un estudio numérico de las ecuaciones (3.2.2) y (3.2.4).
Utilizamos el método de Runge-Kutta de cuarto orden con magnitud de paso h =
0.1.

1. Ecuacién z'(t) = —phtanh(z(t — 1))

Consideraremos la condicién inicial y(s) = 3, s € [-1,0] , tomaremos algunos
valores de —f'(0) entre 1 y 2 y construiremos los gréificos z(¢)v/st (izquierda) y
z'(t)v/sz(t) (derecha).

0.o4 0.2
R D /
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0 50 100 150 200 250 300 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 55

Ficura 4.1. Graficos de z(t) y 2'(t) v/s z(t) para f'(0) = —1
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FicUura 4.3. Gréficos de z(t) y 2'(t) v/s z(¢) para f'(0) = —1.5
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Ficura 4.6. Gréficos de z(t) v 2'(t) v/s 2(¢) para f'(0) = -2

2. Ecuacién z'(1) = —pharctan(z(t — 1))

Consideraremos la condicién inicial v(s) = 3 s € [—1,0], tomaremos algunos
valores de —f'(0) entre 1 y 2 y construiremos los graficos xz(t)u/st (izquierda) y
2’ (t)v/sz(t) (derecha).
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FiGura 4.7. Grifico de z(t) para f'(0) = —1
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F1GUrA 4.8. Graficos de x(t) y z'(t) v/s x() para f'(0) = —1.3
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