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Artikeln von 1928 und 1937 und in den Buch “Game

ry and Econouic Behaviour™, 1947) anerkannt wird
cann aber auch als eine Verallgemeinerung der Steucr=
WWMe sufgefasst werden, wobel man zwel unab-

chungatheorie. Die eigentliche Theorie der Difleren= .
tialspiele entstand mang der funfaziger <

%)Q Hierbei
ankte er sich auf den "einfachen® % des Beneh-
= Uew) Cove = V{ze)
welchen er als "Swategie®™ bescichnetes Bs stellte sich
heraus, dass schon in den einfachsten Differentialspiel-
problemen die "o bimalen" Funktionen ’Uiﬂ Vit) niehs
stetig sein konnten, oo dass man in Schwierigkeiten

geriet, der Lésung der Gleichung :
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7 = Cz +ng}-ﬂf(t)

einen S8inn zu geben. In @a‘} wird bewiesen, dass fir
das Fluchtproblem z(t) f M  das Senchmen

v (6) = V(2ie),t) wit einer stetigen Funkbion
V(z t) nicht mehr mbglich iste

Hatiirlich haben sich auch frither andere Mathematiker
it Differentialspielproblemen befassts Zum Beispiel
behandelt Ponbrjoguin schon in seinem in Jahwe 1961
verdffentlichten Buch {13] ein Verfolgungsproblem, o=
bed er sein Meximum~-Prinsip anwendet.

Ausser den milit@rischen Anwendungsmdglichkeiten der
. Differentialspieltheorie (Missil=iteuerung, Abwehrrow
keten, Disenjdgerstemerung, uswe) gibt es viele andere
Gebiete, wo diese Theorie prinzipiell angewendet wer=
dén kenn, Natiirlich in der Raumschiffehrt, wenn, zum
Beispiel, zwel Raunschiffe zusezmentreffen missens

Hier handelt es sich um ein Verfolgungsproblem, wobei
das "Treffen" in Zusamsenfallen von Koordinaten und Ge=

schwindighkeiten bestehts Die allgenmeine Problemstellung

Z ;f(‘z\u,/v,t)
ldsct auch andere Interpretationen szu: in den Ingenieur—

wissenschaften gibt es oft Probleme, bei denen ez darum
geht, dass gewisse Parameter e¢iner Maschine oder eines

Prozesses gewisse Vertbereiche nicht annehmens Zum Bei-
spiel dirfen die einer Maschine gegebenen Schwingungen

nichy die Eigenfrequenz der Maschine haben, oder in
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chemischen Prozessen dirfen gewisse Werte von Druck

und Temperatur nicht angenommen werden (z.B. wegen Exe
plosionsgefohr). In diesen Fillen - vorausgesetgt, sie
lassen sich durch die mathematische Idealisation eines
Differentialspiels beschreiben -« handelt es sich um
Fluchtproblenes. Dobei kann seBe besonders nmitzlich sein,
dass man aus Sicherheitsgrilnden besonders starke Uberw
legenheitsbedingungen fir das "flichende™ Steuerungos
paraneter stellt. Auch in der Ukonomie kdnnen Probleme
auftreteny dle sich gub durch diese Theorile beschreiben =
und ldsen = lassens Die Spieltheorie im Allgemeinen und
die Differentislspiele im Besonderen d@nd noch sehr neue
Gebiete der Mathematik und missen sich noch in der Pra=-
xis bewahrone




le= Wir werden uns wmit folgendenm wathemabischen Problem
befasoent seien zwei G’béakﬁe gegebens deren Zustinde
beschriecben werden durch Vektoren x und ye Iz allge=
peinen nimat man ant z, ¥y ¢ R™ , aber man kann auchs
Xy ¥ € E wvorsussetsen, wobei E ¢in Banach-Raunm '
1iebiger Dimension iste Die Bewegungen dicser Objekle
werden beschrieben durch die Diffementlalgleichungens
X = f(x w)
y = ¢ly,»m) (1.1)

rungsparaceter sind, das heissi,
fir jede messbare Funktion u($) bawe. v(t), die san als
Steuerung wahlé, und fir gepebene Anfangspunkte x, ’. 7.
im Zeitpunkt & = $, 4 wird eine Bobn x(t) bawe y(%)
bestimnt. (Wir nehmen an, dass die Ldsung £ir alle

t > t, existiorts Das ist wahr fiir z.B. lineare

rechte Seiten im (lel)s )

Fun, das Splel besteht sus Folgendem: das Objekt x

wird versuchens das Objekt y zu “erreichen”, und das
Objekt y wird versuchen, vor x su "fliehen", Sowohl x
als auch y haben zu diesen Zweck die entsprechenden Steu=
erungen u(t) bawe v(%) zur Verfigung.
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Das "Erreichen"™ von y bedeutet nicht unbedingt, dass

x (t,) = y(t, ) fir einen gowissen Zeitpunkt t, , sondern
vieluehr, dass nur einige Koordinaten von x(¢ ) und
¥(%, ) zusommenfallent

fes
=
—
a:k
2
e

X\J\(‘t,@) - }’K(tq)) L=1...-Y v

denn bei der Beschreibung der Bewegungen der Objekte

(l.1) knnen einige Koordinaten zum Beispiel die Ge=
schwindigkeit oder die Beschleunigung bedeubtens

Bs gibt swei Grundproblenme:

a) das Fluehtproblem

b) dao Verfolgungsproblem,

Bei deu Fluchiproblem handelt es sich derum, Bedingun=
gen zZu findem, damit dos Objekt y fliehen kann, das
helsst, dass eine Steuerung v(t) gesucht wird, sc dass
die Gleichheit (142) nicht erfiilllt ist flr kein &, L w
Selbotverstandlich hingt dann die Fluchtsteuwerung voa

der Steuerung u(t) ab, die der Spieler x wihlts Ausser-
dem hingt sie von der Lage des Systems ab, das heisst,
von =(t) und y(t).

In der Virklichkeit aber kann der Flichende nicht wissen,
welche Steuerung der Verfolger in der Zukunft wéhlen wird,
also sucht man die Steuwerung v(t) als eine Volte: )
Funktionals

(1) = V{UE)  x v,y (o, otz t) (1.

L
e
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Bei den Verfolgungsproblesm handelt ¢s sich darum, DBe=
dingungen zu finden, damit das Objekt x das Objekt y
in einer endlichen Zeitspamne erreicht, das heisst,
eine Steuerung u(t) zu finden, so dass (1.2) gilte Man
sucht also ein Funktional:

With = L (vip) X@. Y@, o Tet)

Analogz zu dem Fall von Flucht kann dex Verfolger auch
nicht wissen, welche Dewegungen der Flishende in der

- Zukunft machen wirde Dennoch ist es zuldssig vorauszu-
setzen, dass der Verfolger weiss, was der Flichende eine
kurzg %eit spdter tun wird, Der Verfolger ri¢htet sich
sozugagen nach einer vorgerickten Lage deXl Fliehenden
(siehe Pontrjaguin (3])e Das gesuchte Funktional hat
dann die Fomm:

w) = U(ver xo v, kgt e T+re) (1-4)

- filr hinveichend kleines € .

Andererseits, wenn man beriicksichtigt. dass der Ver=
folger (baw. der Fliehende) eine gewisse Zeit braucht,
v die Information Uber die Lage und Geschwindigkeit
des Flichenden (bazw. des Verfolgers) zu verarbeiten,

um denn die entsprechenden Werte fir seine Steuerung an
wahlen, dann nilsste nan eigentlich Funktionale des Typss

wit) = [/l’(\/(t),)((t’))y%‘(\,tvg{&t,;'

(]
-
A
o
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P
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—
My
-



besiehungsweiset
Vit) :"\/(u{ﬂ,xn),\/it'i) t,eTet-¢ £.4T' e 't) (4 C)

)

bei geniigend kleinen Werten fiir b betrachten,

(Man kann zeigen, dass der Unterschied zwischen den bei=-
den Pormen des Benehmens nicht gross ists.)

Bei den Verfolgungsproblem ist esc auch interessanty die
Zeit nachzurechnen, die ndtig ist, um y zu erreichen,
und wenn méglich, sie su optiuierens Also hier sucht man
eine Steuerung u(t), so dass das Objekt y in der kiirze-
sten Zeit erreichi wird. Man kann auch den Zeltpunkt €,
eixioren und dann nach x(t,) = y(%,) odex min byt -ritol
Die Funkbionalen, die fir eine bestiumte Flucht oder
Verfolgung gebraucht werden, helssen gewdhanlich Straw
tegien (Flucht~ oder Verfolgungsstrategie) oder Formen
des Benehmens. Die Méglichkeit, den Fliehenden zu errvei=
chen bzws das Gelingen der Fluché, driickt sich in einer
gewissen "Uberlegenheit™ eines Spielers Uber den anderen
aus. Die Aufgabe besteht dann darin, gube, mSglichst
feine und einfache Uberlegenheitsbedingungen zu finden.

 Bs ist zweckm@ssige die Flucht= und Verfolgungsprobleme

new zu formulierens Wir definieren einen neuen Fhason-
mae der Raume der x und y:

., ze R
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@ m dm ﬂiﬁ neus .é—,c-,i .‘u";,,f«’rit,;‘ und die &‘
wegung wird durch die Kombination der Gleich
beschriebens:

—

z = F(z,uw v) (2 1)

Hier ist alsos
=(z,u,v) = (.@(x‘uy }.%(}ij)>

Sei ferner die Menge:

M= fzeR ¢ - L eao vl (2.2)

das helsst, das Splel endel im Zeitpunkt ¢, , falls
(% 1) - s

Man definiert ferner: L = M- orthogonales Komplement,
Wi R —> 1L orthogonale Projokitions

Es ist klar, dass die Entfernung vom Punkt z ¢ R bis
zur Menge M gegeben wird durch:

o (EejM): ‘ W';ut (2‘5)

falls M ein abgeschlossener Unterrsum von B ist,
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Tatadchlieh rechnet man nachs

Az M) = w Az, w)= w\g 2 -m] =

‘ﬁ'{“‘v'-”l & ﬁ\/\ 'p\(\ & ;\,«\

= Wn& iﬁ”'g_; +m' - "m\ = | 2]
e M

wobei 7. = MZot+m € L @M =K

i

In dieser Formulierung besteht das Fluchtproblem daring
dass

\Zit‘\i#:@ . t 7 te
und das Verfolgungsproblem:

lZctad) =0 fiir geeignetes t_

Wir werden uns in dieser Arbeit auf denm linearen Fall
beschrénkens:
2 =C@rz + L(u,v) (2.4)

wobed C(t) eine n, n-Matrix ist, die eventuell von

der Zeit sbhingt, der Phasenraum R = X" ist, und die
Steuerungen u(t) und v(t) nmessbare Funktionen mit Werw
ten in gewissen beschrankien Mengen Py § ( 0™ sinds
L soll eine lineare Funktion von u und v seine In dicw
sem Fall kann die Losung der Differentialgleichung (244)
(die Beaktion des Systems auf die Steuerungen) einfach
angegeben werden, so dass man sich auf die spielthecre-
tische Seite des Problems konsentrieren kanne Das Punke
tional 7 z (¢,) » flr festes ¢, , ist dann ein lineares
Funktional der Trajektorie | z(p) , 1 v tat )8

Auf den folgenden Seiten dieses Teils werden einige der
wichtigsten Brgebnisse in diesem Gebiet dargestelll, die
von Pontrjaguin und Nikolski erzielt{ worden sind.
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3¢= Fluchtproblem (Pontrjaguin [1] )
Wir betrachten das Differentialspiel

2= Ct-u+nm+a (3.1)

wobei C eine konstante Matrix und a ein konstanter Vekw
tor im Phasenvaum R = R ist. P und Q sind kompakt und
konvex nit Dimensionen p bawe Qe Der Endraum B lst eln
Unterraun von (" mit Dimension m-V . ) » )
Die Konstante a kount vor, weil man spiter gewisse Ver—
schiebungen der Mengen P und § vornehmen wille.
Seien U, V Unterréume von R mit Dimensicnen p, g, die
P, Q enthalten, und sei m: K™ ——s W orthogonale
Projektion, wobei W ein geeigneter sweidimensionaler Un=-
terraun von L iste
¥ir setzen ferner vorsus, dass der Nullpunkt¢ in Innern
von P und Q liegte Das erreicht men durch eine geeignete
Verschiebung von P und Q im Raum R" o Diese Verschie=
bung beeinflusst nur die EKonstante ae
Wir setzen folgende Fluchibedingung voraus: man kann
¢inen Unterraun W Linden, so dasss

I) Es existiert kein lwdimensionaler von der Jeit unab-

hdngiger Unterraun W1 von W, so dass

W@tC@; :ff, w1 T 4O

wobeli © beliebig klein, aber nicht Hull ist,.
1I) Es existiert M 1, so dass:

u ‘o & 1 ey

et
i~
&€
<L
\Y
<

~



- 1] -

Das Symbol A & B bedeutet: es existiert e R |
0o dass a + A ¢ B. Die Bedingungen 1) und II)
kénnen vereinfacht werden, wemnn man durch neue geeigne=
te Verschiebungen der Mengen P und Q dle Symbole ~
durch € ersetzl.
Unter diesen Bedingungen gilté Lfolgender
Sabz 3.1: Sei z_ = a(0) ¢ U der Anfangspunkts Dano
existieren positive Konstanten ¢, £ 4 09 eine naturliche
Zah} k und eine Strategie vom Typ (1.3), so dass

A ¢ B
d{zth M) 5 of

L1+ dlzay 0y "

(32)

Wenn d(z 4i) 5 ¢ o dann gilt (3.2) fir 0 ( ¢ ( @
Wenn d(z M) ¢ ¢ o dann gilt
[+ dlzeon) |

fir O ¢ ¥ ¢ @y und fir t = 3 hat man dla(e) §M) 5 ¢
also gilt (3.2). Dieser Sabtz gibt also eine Lisung

fir das Fluchtproblem und ausserdem eine Abschatzung
der Entfernung von 2(t) zur Menge M. Man muss beachten,
dass diese Entfermung sehr klein sein kann (wenn

d(z(t) L) gross wird), also keine feste untere Schranke
besitzt, ausser wenn d(z(t),L) ¢ K £ir alle u(), v(),
2_ o und hinveichend grosse t » &%

Wir mdchten hier eine allgemeine Feschreibung der Konw

(3 3)

a LZ2ie) MY >
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struktion der Fluchitstrategie gebens:
Unter den Fluchtbedingungen beweist sany doss olne Al
bildung ¥¢ P —— § existiert, so dass die Funktion:

AFER) = AT(UIY 4 T, t) Dt s o

eine zuldssige Fluchtfunktion ist, das heisst v(¥) ¢ 4,
04t <@ o Dabei ist v (t) eine beliebipge Funktion
alt e ()1 ¢ f » wobei { klein genug iste Diese
Funktion v (t) steht dann zur Verfilgung und wird so ma=
nipuliert, dass die Flucht gelingt. Man findet eine Konw
stante (5Q und einen Volterraschen Operator I.t ([be A
s0 dass

Ay (4 = {_t(f‘.gﬁuir‘s's&r(uitn‘ et

die gesuchte Funktion iste Die Fluchtstrategie findet
man alse in der Forms

) = ARCUD) + Li_\ fo W) A= (uit)) (3.4)
£ir O cbepe

Diese Steuerung v(t), spezielle Steuerung genan: t, kann
man nur @ine kleine Zeitspanne der Lénge @ anwenden, um
zu versichern, dass v(t) in der Menge ¢ sich befinden.
Also sieht der Fluchiprozess folgendernassen aus: wenn
der Punkt 2(t ) nahe genug an der Menge M ist, damn
wendet man die spezielle Steuerung wihrend der Zeit

t ¢ ¢t tg on, und der Punkt 3(t) entfernt sichs
Danach wendet man eine beliebige Steuerung v(t) an, bis



der Punkt 2(t ) wieder nshe genug an

A dlzEY M)

€« Oy —

Auf diese Weise kann die Flucht fir alle ¢ » 0 gewdhre
leistet werdens

Be= Wir méchien hier einige HiBsmittel Uber die Operatoren=
houng von Mikusinski darstellen, die wir spdter ge=
brauchen werden (siehe Gamkrelidze =« Charatischwili Eﬁ] Je
Sei K &,{ §:.09,0) —> IR § £ integrierbar Uber endlichen
;{m@milm} « Fir sgwei Punktionen f£,g aus K sel

ot
159 = x flt-tIgco dr
v
die Konvolutionsoperabtions
Bs ist leidht zu zeigen, dass (K, 4 ,x ) ein konmuba
ing ohne BEinselement ist. Dezelichnen wir durch S
die Funition 8(t) - 1. Bs gilt damn:

D*f = f¥S = ggz‘;’(z){;ﬁ

v
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Die Punktion 5 hat keine Nullteiler in K:
Tt

wenn S ¢ £ = 0, s0 ist l-ﬁ(ﬂdt = O

fir alle ¢, also £(t) = O fast Uberall.

Man kann den Ring K in einen Ring [N mit Einselouent
einbetten, Dafiir betrachtet man die Yenge aller Paave
der Porm (£, 8™ )y n ¢ N, wobed £ ¢ K und

872 5 & 5 sesessss 5 nemal, In dieser Menge definiert
nan folgende Xquivalenzrelations:

($,5™) ~ (2.5 &4 4+5™ = g 6™ {4 1)

Da die Funktion S keine Nullteiler hat, ist (4.1)
gleichbedeutend nits

4 LARd 1Y
S *ie ““? s falls @ 5 N
Hieraus folgen leicht die Axiomen der Zquivalenzrela=
tionen. Man betrachbtet ferner die Aquivalenzklassen
und beseichnet:

Klasse (f; 8M) =2 -«-{i-
S"{\

In der Menge der Aquivalenzklasgen definiert man das
Produkt in der Forms

{ 3 _ 9

I ¥ ;
g\"nﬂm

g™ ‘g™

Diese Menge bildet einen Ring ’m nit dem Binselements:



= Z s Der Ring ’?’}‘{, heisst Ring von Wikuy-
singki, '

Der Ring K wird in ! eingebettet durch die Abbildung:

| , %1 @ )

£
.

s

Durch dicse Binbettung kann man die Punkiion £ mit

der Klasse !  identifizieren. In dea Ring von

konn man einige altzliche Operatoren defi-

nierens:
a) Integraloperator.- Der Integraloperator S in K ist
auch ein Operator in T ¢

‘ N
s« £ - S*rS 4 £+
o ¥ M:\ ~ — m-.-;—{ = E—
by} <, N

. S

roperators.= Sei y ¢ K ¢ und nenven wir auch x
die Funktion () = ~ e Man definiert:

leo=

e 2
S
27y



% J? « £
b= N ¥ B e und insbesondere
PR ~ Ty
< :)

Ring M s

4 S
D e :\ S - N - snexies.
% % L

Sel £ eine @ifferenzierbere Funktion in K. Dann gilt
die Pormel:

Def = £+4@ - £ 4 Dx L0 (4.5)
Zum Beweis von (8.3) braucht man nur nachzurechnens

S 2S5 _ ot s« s fo

S S 5 S "

ey p! ) [ e
- LD L

Die Formel (4e3) verallgemeinert man durch Induktion
und erhalt:

" it m, . {m-a) Fon-
Dwt = ¢ *D*‘-“{(@W -**-+D*fm§@) (4.4)
falls T nemecl differenzierbar 1ste
Ep ist zu bemerken, dass in dieser Formel die Konstane
ten ¢, Punktionen mit konstanten “erten sind, die
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~ g
mit den entsyrechenden Elementen *‘J,.WL)
von 10  identifiziert worden sinde
Bine analytische Funkiion in Ki
)(i\(-f‘s:: (;11{—{‘('},;.§ {,: il § “x - woun . ‘t’?}'i}
2 T

kann man als Element won || auffassen und lédsest
£olgende Darstellung zus

£ L L1 ‘
REP=X{(S5V = S G, + 5 %+ 3 g oty 100

Ein ganzes Element ist also nach Definition gledch

4 X\ o ¥ Xit)
y\ L ¥ + "“‘”""‘"‘“"""‘"""’“ $ %‘hﬁ

&5

XKi+Y = ‘l’(? + {X.L + L X ist.

.

Man kenn ferner Matrisen mit Elementen im Ring |I{

betrachten. Die Matrix A heicst ganz, wenn ihre Eleuente

ganz in {1 sind. Eine ganze Mabtrixz A kann man darstellen

in der Forym:
A

o A\ C\»z N
A = Ao+ D% A, + 5 x A, +---
A 1
wobeds - [ & \
L W TN

N ;
unds XM A - | am A )
5 ¥* A’K = {\ S % U“{'}(&? liﬂ %
5
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3

Es ist klar, dass durch die Identifikation (4,2) folgen=-
de Identitat gilts

nante mit dét A beseichnen, ‘
dot A ein ganges Element in ) ( ist, falls A eine ganze

m

1]
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Wir suchen die Inverse A won A in der Forms

AN = T 4 Cl8 (3 s) 4¢P b e %fﬂ
wobed € (8) = C(8) % eevseos * C(3), kemal, isSte

Wir werden nun beweisen, dass die Reihe im Ring K3
CAVa Comy % ¢ (@) e - - (2
gleichudesig in der Kugel / . , mit Zeatrum O und

Radius T in der komplexen Ebene konvergiert, Dabei ist
T belicbige Dann stellt dicse Reihe eine analytische
Punktion dar, und die Gleichung (4,7) stellt eine ganze
Hatrix auf |/{ dar.

Sei nun
i T = *Y: ; ﬁ°ig f\ { }Iifft?i | - ¢
{ i T

wobei | A I irgendeine Matrizenmorm iste
Dann ist fir ¢ ¢ _ -+

WOyt ¢ g

t
o S lce) s Caoll = I Jectucorde)
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also gilt die Abschatzung:

‘; Citds Oy 3 - -} & ',‘;i___\-“H T+ ¥ i

1
—

Dareus Lolgl, dass die Reihe (448) gleichmdssig in iT
konvergicrt,

Fluchtproblem (Wikolski |2 | e

Dasselbe Fluchtproblem (3e1) wird von Nikolski in 2|
auch behandelts Um die Flucht m ermdglichen, sebszt
man vorausy dass der Fliehende folgende information be-
8ibat:

a) Er kennt die Dynanmik des gesanten Systems, also die
Matrix C, die Mengen P und Q und die n-dimensionale
Ronstante ae

b) Er kennt im Zeitpunkt ¢ die Lage z(8) und die Verfole
gungssteuerung w(8) fir t ~h ¢ 8 . & , 8 - 0, wobed
h eine kleine Konstante ist. ‘

Hikolski fihrt folgende Fluchibedingungen eint es gibt
einen sweidimensionalen Unberraun W wvon L, so dass:

1) Es existiert kein eindimensionaler von & unabhing

ger Unterraum ¥' wvon W, so dass:
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wobeli © eine beliebipge Positive Zahl ist.

Nikolski beweist, dass, wenn die Fluchtbedingungen I?)
und 1I') erfiillt sind, dan: gilt der Satz 3.1,

Wir werden die Methoden dieses Deweises kurz skiszieren:

Seien Uy V, mit Dimensionem ~ [ die linearen Unter—
réumee die die Mengen P, Q enthaltens Durch D, F bezeich=
net man lineare Homdomorphismen, die 'y L  auf

U, V abbilden. Purch geeignete parallele Verschisbung
erreicht man, dass P und Q den Nullpunkt in ihrem Innern
enthalten, Sei ferner U=Du , v=F¥, P=D ¥, Q= F Qs
Also die Mengen ¥ . ;¥ 4 Q ( . sind kompakt und konvex
und enthalten den Nullpunkt in ihrem Innern.

Die Ldsung der Gleichung (31) mit Anfangsbedingung

2(0) = z_ ist danns

L - ‘r ,
L AR SR AN { iﬁ-x‘( . . (= }
Wit = N 3 + i‘sT = {4 4 i‘y-‘ = (?, pm )y = DA ;3 i3 (‘:.3, ‘

Man sucht eine Fluchtsteuerung ¥W(t) ¢ @ in der Form:
W(6) = ¥ (6) + ¥ (6)s Hler ist v () ¢ (1 =) G

Tu < J ¢ A und wird sufgebaut auf dieselbe Art und
Weise wie v, (t) iz Pontrjaguin [1}.
Aver ¥ () < ) Q, und man sucht sie als Lisung der



Die Gleichung (5.2) wird mit Hilfe der Mikusinski-Opera=
toren geldsts Man setat:

'« Pl 11 H
vl w7 T P G - {
4@ =T & b P 2 T - ., vt

N 5 = L
Lok ) = 4 x L

benutzt, zu einer Volterraschen Inte ralgleichung zwei=
ter Art:

W+ -V s b = K ey + X Tit-5 wesrod s (& o \

wobed - ) = [ oox) + Die Gleichung (5.4)
kann man dﬁw& diec Hethode der Sukzessiven Approxings
tionen ldsens Diese Ldsung wird fir eine kleine Zeit=
exfolgt

ﬁ;ame [V, ] gegeben, und das Fluchtmandver
dann genau wie in Pontrjaguin | 11 + Nikolaki beuerks,
dass die Fluchtbedingungen I') II*) nicht mit I) II)
éguivalent cind, das helsst, es gibt Fille, wo die Bew
gungen von Nikolski erfuillt sind, sber nicht die von
Pontrjaguin und umgekehris Das wird durch fo
spiel pezeigh:
ﬁf% + 1)
{kﬂ*l) . u (C )
{z ) - Y

= ¥

A

im e

4
e

= u



wobed 1 ¢ k < k ,u=(u vu ) € Py

va(v, yv, ) ¢ Q § P und Q, sind eindimensionsle
Streckens Der Nullpunkt liegt im Inners von Pound Q .
@ ., ist nieht parallel zu der Geraden v, =0, v =0
und ¥ = } O P T XoE _; |
ian k:ana mimz

a) Wenn P i In-ern von Q. liegt, dann gilt die
Fluchtbedingung von Nikolski, aber nicht die von Pontr joae
Guline |

b) Wean P, im Ianern von \ t :sa liegh, dann gilt
die Fluchtbedingung von Pontrjaguin, aber nicht die von
Nikolskis

Verfolgungsproblen (Pontrjaguin 5“31 )e
Man betrachtet das Differentialspiel |

6 1)

¢ M (n =) )=disensional ist, Die Men=
gen P und Q sind Hannigfaltigkeiten, die howdowm

() = l)=dimensionalen Sphdre sind. U und V sind stetige
Punktionen Uber P bzw. Qs Es werden folgende Verfolgunge=
bedingungen vorausgesetat:

A) Fir festen 1 - O soll die Abbildung

net Py _ = ™Mt ein HomBomorphis~

Fowe

@us zwischen P und einer konvexen Hyperflache in L sein,
Durch @ (;) beaeichnet man den ) =dimensicnalen konvexen
Kdrper, der durch diese Hyperfliche bestinub wird,



mmu

4 (r) enthidlt auch seinen Rand.
snalog dasu definiert man
exen Kdrper ¢ (t)e

B) Fir jeden t > O existiert alx) ¢ 1™
¥ () + alx) C Int 4 (c)e Hier ist Int 4 (1) das Ine
nere von 4 (<)a

Han fihrt folgonde Bezeichnung ei:

fir A, B . " « Bs ist leieht zu beweisen, dass
A = B konvex ist, falls A konvex ist.Die Bedingung B
bedeutet also, dass @ () = ¢ () eine nicht leerey kon=

vexe lenge darstellis

Sei Jy die Henge

eine Mebtrik lber | definierts
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wobed © € Lt; (.. | uwmda=t (.. By, = b isbe
Man kann beweisen (Ljapunoff, Olech, Arumann) , dass die
Menge |° A(t)dt gleich der Menge aller Punkto der Forn

B alt)at ist, wobei a(t) < A(L) eine sessbare Funke

tion isle
pus der Definition wird Klar, |+ . | A(t) eine konvexe

Menge ist, wenn A(L) konvex ist.
1.~ Sel 3. . Ty &_ 4 Me Setzen wir fur T > 0:

i i y Pl ) & AN e
wWiT) = j (W > v (1) T Wema T 5 0 existiert,
go dass
T (; a
ne oz, € Wi
und wean T, = 1) T7C . TE 7. € WIT) X

dann kann das Splel in einer Zeit kleiner oder gleieh T,
beendet werdens
Deweig.- Setszen wir fir jedem 2 ¢ TN

T(ZY = ™Mn ) 120 TE 72 ¢ W T | (: A )

falls die Menpe euf der rechien Seite nicht leer iste
wir bemerken, dass e’ <3 o4 /¢y wenn ¢ klein
genug 45t, GemA v 1) > o) aber

T e
2 6 t oo

=

Der Aufbau der Verfolgungssieuerung w(e) fir ¢ =
setzt voraus, dass der Verfolger a(ti) und v(s),
t 8 ¢ tzq *. o kennt, wobel ¢ > 0 beliebig klein
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sein kanne s handelt sich alsc um eine _smmw des
Typs (lef)e
Sed & (x) =t 4 (<) 2 v (1)

< C

Da e yvik) ¢ viT » also gilt

A PR S (¢ 2
w (Y € uw Ty 2 0 \/(;‘W,:{) LG 1«)

St

Sei eine beliebige Fluchtsteuerung v(t) im Intervall
0 ¢ ¢ ¢  gegebeny und sed T-¢ ¢ r o T

Aus (643) folst unmittelbar:
A / 1 Q iﬁ /
Wiy ¢ ;;s\m * oo \b,/(%-(-g,fw 1,{'“”

R -

Wir integrieren die Bezichung (Ge4) von 7-¢ bis T

A » T =% A :
und addieren die Menge: w (T-t) = 3' s g
Be folghs
o ‘\; L " \ ]

alsos

rC * o (G

Wity C \“;z-':w‘i e vivinoetly ¢ W oiteo) (¢

N

Jt i

o

in der rechten Seite von (G.5) enthalten iste Nach De=
finition (6.2) ist:

Sei , der kleinste Wert von [ 4 fir den T € 2.

‘{4 t’: ‘ (2 l‘ ' i be



Lo existiert eine Lleuerung
so dasot

T

5 \

{4

C A
\ )

IR

i
i

i o=
.
e O
i

4 ¢
Aber es i:t leicht nachzurechnen,
von (646) gleich me''T° L a0y ist, Also haben

wir: (4= )C

0

finivion (Ge2)s Dau T -t ¢ Tir.i-g¢ isty er=
haly mans

T LZigY) & ol Z Yy -8 v

Man wiederholt diesen Proszess mit 2(:) als Anfan
und &= als Anfan

:‘éi';*%’f %’3@ koumt pan

{ "% Y W R § L ; 7 L 3 .
“'i, { AR IR N S i i 7 | 3 - T £ { &.’3} - %

e
i
IS

dos heisst, das Spiel endet in einer deit ., ( 7!/

, ‘( T 5\ . - § 7 5
I Hd Ty =V { o i14-v 3‘15’ vy € \;sj’%xﬁ...g V(0.6 }
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In Kapitel 11, Paragraph 9, geben wir einen einfachen
Bewelis dieses Sabtzes, unter Denutzung des Leuma von
?:i.li,ppm;

7+= Verfolgungsproblem (Pontrjaguin {4]).
HMan betrachiet das Differentialspiel

pe M konvex und abgeschlossen ist, das
heisst, ¥ braucht hier kein Unterraum von "' 2zu sein.
P und Q sind kompakt und Eonvex. __

Pontrjaguin fihrt den Begriff des "alternierenden Ine
tegrals nit Anfangmmenge" eins, Dafir braucht man einige
einfache Lemnatas

Bs gilt fir beliebige Unteruengen von | ¢

(A )=V = A % (il+V)
Lewels.
x A

X e iﬂ ,";\ ntpans i i st i\ (:;.,:\

R 3
= W N o A= \
(“’1’:‘7 ¥ % Tt 3_ ( 1 ;{\ 7 g \l/
\':;\ % Ly b {



—
(A + 12V 2 A+ Vv)+ U

Beweis, Sei x ¢ (A — v )+ « Alsos
x=y+2 nit 2 ¢c Dudy - A4V,

AMlsoy +V ¢ A undy+v+z ¢ A+ U fir alle
v ¢ Ve Aber dos hedsst: x+v ¢ A+ U also
x:s(A+0) =V,

Wir definieren zundchst den Begriff der alternierenden
Summes:

Beien A 4 U, eessesas U 3 ¥ sseseee ¥V konvexe
Unberuengen von L' o Setzen wix:

A, =(A, +U )&V,

A, = (4 +Hé) -V,

A = (ﬁ ‘x’\»ﬁ * v-‘s}) & ?'Y\

i

Die Wenge 4 heisst alternierende Dumse der Folgean

U ssees U Y,‘ sesse ¥V mit Anfangswert A VWir

4 Y
werden bezseichnen:
\ vy ,__,;,, K ’[\‘u & t \' )

o — , "

7 A : " P ; / 7 { " ; e /

J (As il VoY &AL 2l ) 2 V.
) : / L

Beweisg. Wir fuhren den Beweis @lurch Induktion durch.
Die Behauptung ist £fir n = 1 trivial. Angenoumen, es gilt



Ay i . 2\ X'u e f\ %
3
}
) p1 % =
=) + } = 4 - n

" e H 4
> y K -~ e
o L + LT A Vo . =
7
; \ 2S5
e % 7 "g % - v {/
= : . ; v

stetig von & abhingen, und sei A eine abgeschlossene
Hlenges Sei ferner die Zerlegung des Intervalls {aﬁa"; H
ast U eeseseses T 0= b beliebige

oA e N

e

—

£Ur alle mdglichen Zerlegungen des Intervalls.




Aus Lenna 3 folghs
beura e Selp, q ¢ e Dann ists

‘(" . + ' 3 _:f
f i ds = Ve i b( k TR uj»fiw t} == &WH
e AP 4 / 3

Batiz Zede~ Selz, ¢ "y 3. 4 M,
Setzen wir fir T > Ot

T

A ¢ AR Yl : ,\x)
Wity = ; E P iy e ¥ \y 3 K} )
Mo
Wemn T > 0O existiert, so dass
e Z, ¢ W@

; o , - PRa ) . i
und wenn (o = Mg Tvo 0 € 3., & W {(T) ‘r}

donn kann das Spiel in einer Zeit kleiner oder glelech T
beendet werdons

Bgweise Die Verfolpungsiberlegenheit driickt sich darin aus,
dass das alternierende Integral (7.2) fir einige — >c
nicht leer ist. Man konstruiert die Verfolgungsstoue

erung u(t) mit einer Strategie des Typs (l.4).

Setzen wir fir 2 o R 3

e

T !

T et e (\ . ‘C ‘—-v ) P K § oy _z
i(?_) = ";_,16{&4;;'(),\;\- e 2 ’Z{.W"'L‘)((/ \]t ,))

falls die Yenge auf der rechien Seite nicht leer ist.
Sei v(t) eine beliebige Fluchtsteuerung im Intervall

0o¢t ¢ ¢ s - > 0 beliebig klein. Aus Lemna &

folgt wmittelbar:



Y , ATl b s T (- } T
V/(T\ - Voo \%’ { £ iﬁ\f ......X\: ’a,""x_""i”"‘f\s‘g ké' Af)

j \
: ; Tiio) o g
Nach Voraussetzung ist o Z . E W TE ) |
T2 C E
also & 2 ist asuech in der rechbten

Seite von '(?.4) enthalten, wenn man + - 7.7 ) = 7.
setale Sei mum T < T (7 ) der kleinste
Wert von T 4 firdem & ¢ ;. in der rechten Seite
von (7.4) enthalten ist. Jas heisst:

- { y ¥y L . _ S oy i nas
(_3”2 Ti\{f - t-vr iy € W ETi-e b+ - iy
also existiert eine Steuerung u(:) , 0 < ¢ - .
so dass:

{ =
i A

Man rechnet leicht nach, dass die linke Seite von (7,5)
gleieh < '~ 'Y ., ist.

Uil

Das hedsst alsot @ ' "' . ) ¢ W {T,-¢)



uf dieselbe Art und Weise wie in vorie
sefiihrt, wonn nan bemerki,; dass

w{v) = (b b2yl | = M

Y

» Terfolpungsproblen (Nikolski 5 Yo

werden, sind analogs
¥ir betrachten das Spiel:

Z oz Aty 3 o— U+ VT & 1)

L

wobel A(tL) v -Matriz, stetig bezug)

u ¢ Pt), v ¢ t), P(t), o(t) oind konvex und

kompakt und stetig besiiglich U. Rier ist u(t) die Ver-
folgungssteuerung und v(t) dic Fluchisteuerung, belde
nessbare Funkbtionen. Man betrachtet M, die Endmenge




u,r;l].a

Sel y < U  bellebig, die Folge vy = X 47V
ist in U enthalten, also

’t\x ¥ ¥ 54 e Xr ¥ I - i i

daraufhin: z ¢ I} U .

Hikolcki definiert *vanalag zu dem Integral mit Anfange-
menge = ein Integral nit Endmenge:!

Seden U(r), V{:) konvexe, kompakie Mengen, die stelig

von ; abhéngen. Sei B abgeschlossen und konvex. llan

niznt eine rationale Zerlegung des Intervalls %“ y,q_} M

das hedsst - T, .- - LT, =z s wobei

1. . < 4.« rationale Zahlen sind. Diese Zerle-

m bezeichnen wir dureh o « Wir bilden die Sumaes

Ziig\ . = l\'\(kiji‘ ‘\ {7/ ‘\];':“ ! \;‘«-‘51 /s'%’ E ; £ ) F o
Gy L /

Sei nun (| die Menge aller rationalen Zerlegungen des
Intervalls \ mq{} « lan definiert:

™ -
£ 8. f iy
>
\ £ & /
“r 1

W
o~
bk
‘ i
...—_/
i
i

Es ist klar, wenn dieses Integral existiert, das heisst,
wenn es nicht leer ist, dann ist ec sbgeschlossen und

Louug 2e-~ Sei p . ¥ , ¢ Damn lst:



e

Das bewelst man analog zun Leama &, Parggraph 7, folls €,
rationals Fir ¢, nicht rational, nimut man eine Folge
rationaler Zehlen &, o die gegen ¢ , konvergierte

Lemoa 3.~ Seien U (s), U (s) kompakte und kouvexe Henw
gen in ™" e+ Bei U (s) U (8)+y £Lirallesin
einer Ungebung von s ; U (s) halbstetig nach oben per
Inklusion im Punkt s_(siehe Definition in Paragraph 9)
und E;(s) stetig im Punkte 8 o Dann ict

4 { ! E3 i f 3
5( {3) e &1 {1
, :

Ly

halbstetig nach oben per Inklusion im Punki 8_
Seimn ( (6y:)y &, ( die Fundamentale Watrix des
hounoggnen Systens:

7 = Atz (2 4)
suchy-Formel erhalten wir:
{
g . ) . oy i
gt LU T2+ L )Y =it % P { ) !
S \

als Losung von (8.1) mit Anfangswerten z(¢ ) =3

chafGen der Matrix [ (b, ):

i} '1:‘ O G ] = Lt § t { |
i) -y i die Binheitenatrix
im i\.. { g‘“ } - f i H fﬂllﬁ + a £ 4
Sei ferner
Mot
"\(‘V iﬂ{ 1 & ﬁ P K\‘ Y {1. T r :.‘ : 1 .:... g { | P { ( \
) LT
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Wir setsen folgende Verfolgungsbedingunge
D Wttt )Y+ /4 Vit
Im 4 { , t oo dass

o

C(t t)z, &€ Wit +.]

Man kann susserden beweisen, wenn diese Bedingunge
fi11% sind, dass ein minimales + existiert mit der Hi=
genschaft (1I).

Batz (8:1)s~ Unter diesen Voraussetzungenkann das
Spiel beendet werden, und zwar in einer Zeit, die nicht
grosser ist als (3 ,& ), wobei

= X i . " L . i \
T(Z . t.) = mum Jt 5 ¢ etz eWite It (2 7]

SewWeis, - Un die Verfolpungssteuerung u(t) im Punkt ¢
zu konstruieren, muss man die Verte von v(s) fir

. 8. t+_ wissen, vobel . O beliebig klein sein
kanne Insbesondere kennt wan v(s) fir ¢ (s . ¢+ ,
wobei wir voraussebsen, dass . _ 7,z | = T Adot.

= 13 &

ﬁmma,fﬁrgaﬁ. F'ﬁ_{a q‘t + Ty
t =t ¢ .  erhalten wirs

!.
i y
i i 1 :
Wy S ; A~ gy =Y 5 i1} 4 VA5 0 can il 7] s
Wit b O TW A+ e Ty T H T
i - §
- {

Aber es gilt A« B - A - D juner, slsos



4
.
4

i

e Wilr+T . ¢} , also ist auch in der
rechten Seite von (8.7) enthalten. Dann kann man £ir
Tt =t ¢ ot ¢+l eine nessbare Funktion
u(t) finden, (v ¢ 0 TR S U

g0 dass @

3 T & ¥ | f‘” T i S s
L i < E o ‘) L b P4 T+ ‘{\ LI | -
J

e Wlt:-T 4 VR
Wir wenden die Eigenschaft iii) der Fund o
an und erhalten:

Wemn wir T(- <y . .. genanso wie bei (847)
definieren, dann haben wip: '

s \ =
‘l;’,“ 1 - L. = P

Wenn men betrachtet, dass W(t,t) = M, so sieht man, dass
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von Schritten der Linge o  und also in + ett, dio




Oe= In dicsen Parsgraphen geben wir eine einfache Methode
filr die Konstruktion der Verfolgungssteuerung an, wele
che dhnliche Aspekte mit der im 10, Paragraphen behan=
delten Methode fur die Konstruktion der Fluchtsteuerung
sufweist, die allerdings komplizierter ist und ale das
Hauptergebnis unserer Arbeit geschen werden sollte.

W#ir untersuchen das Differentialspiel:
Z = (: 20+ 7 - At (4 1)

wobed 3 « K, C eine konstanbe n x n-atrix, v ¢ Q,
u ¢ P, P und Q kompakte, konvexe Untermengen von (i
ginde Die Endmenge ¥ ist ein Unterraum von (0 .
Wir werden sowohl das Verfolgungs- als auch das Fluchie
problen fir dieses Spiel behandeln, Vir betrachten suw
erst das Verfolgungsproblems Wir brauchen einige Hilfse
mittels ,
Sei (%) eine Menge in LM , die von einem reellen Parae
meter ¢ abhingt. Man sagt, dass (%) halbstetig nach oben
per Inklusion in ¢, ist, falls:

vV £ . 0 H s S0 dassi

s

" . - :"-t. ; \ \
to-t] <8 = Qo C ([ (Wit

L



m&mi

(E‘Miyw L? l}s sei £{t.u) eine stetige
mﬁw auf v x L'y und sei g(t) halbstetig nach oben
per Inklusion in jedem &, die Mengen & t) sind kompekbs
Plir jeden festen ¢ sel

Rty = {1t oy = { oty e i 9tt

Sei ferner  + . ~ t) eine messbare Funktion.
Dann existiert cine messbare Funktiom u(t) - (%), so
dass £2(6y w(t) ) = 3’(“5) fast Uberall.

de

a‘mﬁ %ma
Zwischen allen Vektoren u . %{‘ﬁ) ¢ & Pest, wihlt nmon den~
Jenigen, der den kleinsten Wert der ersten Koumponen
besitzt. Dieser kleinste Vert wird auch angencmmen

stiert, dann nimn$ man denjenigen, der den kleinsten

Wert von u_ habe So fdhrt man weiter fort, bis man einen

mmﬁafmiﬁ@m Vektor u'= u(t) erhiélt, Diese Konstrule
2ird rchgefihrt, und so erhilt men

eine Punktion ai%) ﬁie('e}g mit f(t, w) ) = y(t)e

inden man einen Induktionsprozess durchilihrt




- 4] e

dass die Komponenten u,(t) yeesssu (¥) von u(s) messbare
Funklionen sind.

it Hilfe dieses Lemcas kann man folgenden Sabtz beweisent
Satz(9e1) s Sei fiir jedes T » 0 folgende Uberlegenheito=
beﬁingaug fir den Vs&fﬂlw giltigs

e g\ e N
o~ b il . R G W . {0

wobed /(1) eine nichi leere Menge ist.
Wenn ein T existicrt, so dass

[
e 1\.-: | . ] ‘ i
i L5 = § W YA T

mdt (Wi) ¢ WiT) messbar, . < T = T.

dann kann das Spiel mmmmamzam, die
nicht grésser als <t  iste

Beweis, Sei v(t) - Q eine beliebige Fluchtsteusrungs
Nach der Bedinm (9¢2) ist dann:

Es existiert alsc eine mescbare Funktion . ) - [0
oo dass:

— ST -] _ STe=sr (] %
& ¢}y + wihr) = 0 ¢ (L) U ‘)

fast Uberall.



Wenn man (9.3) van O bis T. integriert:
das heisst aber:

Also das Spiel endet schon fir ¢ = 1. o=

10~ Wir untersuchen Jjetzt das Fluchtproblens
Wir setzen noch voraus, dass M eine Dimension nicht
grésser als n = 2 hat, also L = M- hat eine Dimension
nicht kleiner als 2. Wir setsmen dann w ; RT ____, |
dic orthogonale Projektion. Wir fangen das Spiel in
deitpunikt ¢ = O mit dem Anfangspunkt z ( ¥ an.
Die Ldosung der Gleichung (9.1) ist dann{
t
Z() = e‘tgg + E éfﬂs}é(:mr(f;)— uis)) ds //04 )

L

(o]
wobei u(t), v(t) messbare Steuverungen dnd, Wir definiew
ren eine neue Hilfssteuerung w(t) durch die Bedingungs

i t
| [M -8)C |
S weyds = { e ‘ Lar(s) - W) of

0



also durch Derivations:

gt
i
t
—+
=4
o
16
e
.=
.
<=
f o
"

Mit dieser neuen "Steuerung” erhalten wir durch Bine
gsetzen in (1901)3

T+ - 17 ¢ = + (403)
¥ir werden “Steuerungen™ w(i) betraciten, die die
Flucht erméglichen, das heisab:
4
Tz O - | me 1z, | wis)ds | »

fir alle positiven Zeiten t. Danach werden wir eine Uber-
legenheitsbedingung stellen, die die Gleichung (10.2)

nach v(%) - 4 und bei beliebiger Steuerung u(t) lisbar
machs

Die Steuerung w(t) suchen wir in folgender Forms

Seiem . -~ > O beliebig klein. BDezeichnen wir durch

W (. - ) die Menge aller Funktiomen w: ~ __ . ¥ mit

den Bedingungen: es existiert eine Folge I, 4 I 4 I ,ees
von Intervallen in der positiven reellen Achoe, h olne go=-
meinsame innere Punkte, mit einer Lange nicht grésser als &
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und es existiert eine Folge von Vektorem . L in L,
mit¢ | - . l=¢ , so dasst |

o~

Es handelt sich also um Treppenfunktionen nit Yerten mit
konstanter Worm : , die unendlich viele Stufen habon kdn-

nens
L) f /
P4 / / e
/ / / I
] ]
e
VA

H
¥,
- o

1l.= Wir werden Jetat eine Funktion w - W (. ,.) konstruie-
ren, so dass die Flucht gelingte Piese Funktion wird nur
von z. und C abhingig sein.
¥ir brauchen folgendes
L o= Sei 2(t), a ¢ t . b , eine stetigliffe~
renzierbare Trajektorie im Raum  *y und sei 3 = a(% )
ein Punkt in der Trajektorie. Dann existiert eine Unmgeb_ung
U(% ) des Punkbes t_, so dass fir jeden & « U(% )3

2 i\ 5 & . g 1
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wobed K ., ein Kegel nit Spitse im Punkte =(t) und
Winkel ﬂfﬁ iete

in jeden Punkt des Bogenstickes:

-

BiU t.) =) z),; ¢ INERY

[

L

einen Winkel nicht grdsser als '/, mnit der Tangente
in g bildens Also bilden die Tangenten in zwed belie=
bigen Punitten des Bogenstickes B(U,t ) einen Winkel
nicht groscer als "/;

Nehmen wir nun einen beliebigen Punkt () « B(Uut.),
und bilden wir einen Kegel mit Spitze in (%) und
Winkel T?}ig_ H

e
~
-
- & b
* /”'w /7 o

; i it
3{; L X/ /:r : ‘,\‘5 ~—

AN i
v |7 TN

. % "

Palle das Bogenstilck B(U,t ) aus dem Kegel K .
hinsusgeht, muss es einen Funki haben, wo die Tangente
einen Winkel grisser als 7/ mit der Tangente in a(t)
bildet, was nach Konstruktion nicht méglich iste

‘Wir Komnen jetszt folgenden Sats beweisen:
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Satz Mlal Sed | 7T Z. | > o Damn existiert eine
Punktion w < W( ¢ 4o ) , so dase:

- L
‘H;“: + 1 i) I

£ir alle ¢t > 0. )

Beweige~ Falls T = 5 <+ 0 ¢ 7y broucht man
mur w(t) = 0 su setzens _
Nehmen wir also an, die Trajektorie T C .  geht
durch Null, und sei -, der erste Zeitpunkt, wo das
geschiehis

. ik

noe Z. = J Ty 7

Wir bilden einen Kegel K mib Mall als Spitze, die
Tangenbe an der Trajektorie im Wullpunkt als Achse und
Winkel /. 3

Y
f o e T h{‘\“ N - ~
— o ¥ \\
< S
k.S
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Sei 1,
ersben Halbke
Wir unterscheiden drei Fille:
19 © ¢« ’s o= In diesen Fall solzen wir
wt) =20l 0 ¢ L T, -9
w(e) =, far 7 -0 % < T,

wobei - ein Vektor mit Form . und normal sur

gel bleibt, bis sie an dem Nullpunk® aniso

fig (2)
Trajektorie im Intervall |7 - o LT, | dsts
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fig (3)

3°) © 7 ( und die Trajektorie bleibt in dem Kegel

eine Zeit kilrzer als - (siehe fig (1) ).
Beseichnen wir durch o, die gesambe Zeit, in der die
Trajektorie, angefangen von Punkt 772 , innerhalb des
Regels Dleibts Wir sebzen:

e

e = i
{ £ S SO S R A T
§ L - : b=

#ir haben dann dassclbe Fluchtmandver, aber wir kincen
die Ausweichung i(=* T S nur eine Zeil=

spanne - ( ) anwendens

Bezeichnen wir durch & _ ©  den Zeitpunkt, in dem
wir anfangen, die Steusrung w(t) anzuwenden, also - -
oder - | ,und sei () die Zeitspanne, in der wir

w(t) anwenden kdmnen, also - oder - o
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Wir wicderholen die ganze Uberlegung mit der modi
ten Trajektories

o (+ 3 = L Lo + W iy

durch Mull geht, den: ist der Satz bewiesen. Yenn das
nicht der Fall ist, sel T der crste Zeltpunkt, wo

L.
e T e

Bedst ¢ 8, +_ . ¥ir finden also eine gecignete
Steuerung w(b) inm Inbervall &, +o & (& + .
so dass:

2? ¢l = 1B & 7, % Veug T

iuf digse Yeise kfanen wir die Ausweichung wiederholen
so oft es ndtig ists
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wir any der Prozess hirt nicht auf, Wir erhlialten damn
unendliche Folgen von Zeitpunkten ¢, C geeesy

und Zeitintervallen - mit den Beziebungens

Jach unserer Konstruktion ist es klar, dass die ﬁmaw
weichung des Nullpunktes im Intervall &~ - o
n beliebig, wéplich iste Wir nilssen beweisen, dass

Nehmen wir amy eswére . v +.. = ] 4

Wir betrachien die stetigdifferenzierbare (eigentlich
snalytische) Trajektorie ™ ¢ = -  4inm Intervall
-7 | und wenden das Lemma 1l.1 filr den Endpunit

T« 2 der Trajektorie an:

e S
i g

£ig (9)

Us existiert also eine Umgebung U(T) nit den Figenschafe
ten von lLenng nschaf

1lel « Bei n gross genug, dass 17 ¢ iim
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und O ¢ J o Dann befindet sich das ganze Bogenstiick

t L

R0 TY = Y i¢

"“E‘ et o
{ -

innerhalb des Kegels mit Spitze im Punkt 17 & 7
Aber die modifizierte Trajektorie fur * - ¢, 10  1st3

Das heisst, ((t) ist gleich der Trajektorie T ¢ 7.
parallel verschoben durch den konstanten Vektor o

e

Nach unserer Konstruktion wére dann: (. -+ -~ 7
Aber nach der Besiebung (1l.1) ist

- s
i 4

1 -+ ;
Cpeqg ? Ty ot 7

was unserer Annahme widersprichts.

EBs ist klar, dass derselbe Sabz giltig ist, wenn man
die Projektion 77 auf einen k-dimensionelen Unlerraum W
von Ly k +» 2, vornimat,

12.,~ Wir werden jetzt die Gleichung (10.2) betrachtens
Sebzen wir:

wobei U(t) eine beliebige Verfolgungssteuerung und
w(s) c W( 4. ) iste Die Gleichung (10.2) wi.rd dann:



ToTel

oy
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it
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¥ir stellen folgende Uberlegenheitsbedingungen fir den
Fliehendens
e existiert ein ke-dimensionaler Unterraum W von L und
ein kedimensionaler Unterraum W. von h 3 kK > 2, 50
dassi
I) Die Projektion rriw $ ¥ ., W ist uskehrbar, Be-
zeichnen wir dureh ' 8 W > W die Inverset

M Esgats w7 P C Tt (Wo oA )

Unter diesen Voraussetzungen gilt folgender

Sabs 121 «~ Bs existieren . o > O und eine mess=
bare Funktion v(t) ¢ () » W 4 so dass die Gleichung
(12.2) erfillt ist, fir eine beliebige Steuerung u(t) . P
und beliebige Hilfssteuerung w(t) ¢ W(: ;- ), und zwar

in Intervall O _ G . c

Die Gleichung (1242) wird im Raum W, in folgen=

B NCCERIE ,
-tY + LWL - = 7 (1 2
)
Wit Hilfe der Mikusinski Operatoren kann man die Glel=
chung (12+3) in der Forms
u (
- e Y, - Faom 4
l x - + noni x - = 0 4 {12 t—f}

stellens



Die Gleichung (12.4) wird dannt

5

(] - (!

i

stellt eine ganze Hatrix im Ring | |
Intervall [u o] gilt:

WK KT+ k4 -l € M,

tH

w;miﬁ

Hon kann die Funktion v(t) in der Form:

e §

— "



wobei folgende Abschatzung gilt:

R ,».L" : x S N

[Reseli ¢ ¢ i+ din'mCe o (3 MoT i L
das helssis

o \

R s &K, + ¢k :

Man kann also . und © @o klein wéhlen, dass
wWt) ¢ W . Q40 6. e

Man kann also folgenden Satz stellens
Bakz 122 «~ Seien die Uberlegenheitsbed or
und II) erfiillt, Dann hat das Fluchiproblem fir das
Spiel (9.1) eine Lisung.

gugige~ Nach Sabtz 1241 kann men | und - finden,
80 dass die Gleichung (10.2) eine Lésung v(t) ¢ Q

fir 0 ( ¢ < o und beliebige u(t) und w(t) ¢ W(. 4o )
besitate Hach Satz 1l.1 kann man w(t) finden, so dasa
die Flucht im Intervall O . ¢ ¢ - gelingt. Man Renn den
Prozess wiederholen filr Anfangspunkt 2(c) und Anfangse
Zeit & = ¢ o Somit wird dle Flucht fir ¢ - O gewlhr-
leistet.

134« Wir wdehten hier becerken, dass diese Methode die
Stellung des Problems einer "optimalen™ Flucht ermdglichte
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Sei W(o) die Menge aller Hilfssteuerungen w(t), 0 L t . O ,

die die Fluecht erméglichen, das heisst:

wbei dig Gleichung (10.2) 1l0sbar sein mucs,

Wir haben gezeipgt, dass diese Menge, unter gewissen Bew
dingungen, nicht leer ists

Sei das Punktional Uber W(:):

= ; i A T T by U
F{w) = ST Fed ) o> C
(o

Man kann also das Problem stellen, eine Hilfssteuerung
w(t) = w(:) zu finden, so dass

N l-X {; {o

LA & A/ =

angenonmnen wird. Die extremale Lidsung w* f£Ur dieses
Optinmale Steuerungsproblem kdnnte charskterisiert werden
durch ein Maximum~Prinsip. ( Siche Pschenischni {""9 ]

und Girsanov [’;e] e

Das allgeumeine Fluchtmandver, das wir gestellt haben,
kann wesentlich vereinfacht werden, wenn man Spesial=
fille betrachtets Wir behandeln sundchst das Problem

des "Krokodil und Eind":

”. - i ;
.. (4w 1)



[

oo B

ot

it




Die Gleichung (10,2) wird dannt

imfeum h s Da O ¢ Int Qy katnman { und o
klein finden, dass

Fie e ) A VIR Y
Ll < o 1 o

beliebig klein wird, also w(¢) ¢ Qfir ¢ . & . - »

Es ist hier su bemerken, dass die Fluchtbedingungen I)
und II) des 12, Paragrephen erfiillt sind. In diesenm Fall
ist W, = VW= " (man kann auch k = 2 setzen) und

n'n & o< o S
Die Gleichung (10¢3) wird:

s i ‘it
[ s Vo y
T2ig) = ( X BRI
- }“\ / ,
mTr s TR WA 53 U BRI (14 b))
| |
i

Sei [ = U o Wir setzen w(t) = O, solange die Ente
fernung des Punktes 1 2(t) zum NMullpunkt grésser ist
‘als [+ (Man kann such eine beliebige Steuerung v(t)
nehmens) Wenn | 8(t ) | = [ , kann man eine geeigw
nete Steuerung w(t) die ganze Jeitspanne o anwendent
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8 el also

A = e
V2 s s gt

" criva ’”. b ';
- Ve ]
‘i TREAL: 7 - pm—" E— {r
§ \ ; :" A E ™ 4o 5

15.~ Ganz analog dazu wird das etwas allgeueinere FProblem
mit €% = 0 geldst. In diesem Fall ist die Bewegung
auch gradlinigs

&




Fir goeignete 4 - Oy 8ed ( = o o
Man erhilt die Abschdtzung:

i 7l {
L g 4 +

16e~ Setzen wir Jebzt voraus 10 = & 77 , das heisst, die
n , n-latrix C ist der Form:

[ A ';
i
-
&1 )

C =

—————.

wobei A eine k k-latrix und die Projektion
F(i,} seeed sesel ) # (23 seves ) iste
in diesen Pall ist es leicht nachzure

P 2
t ¢ L #
o kY sy s i o - “ } i
L z - 73 oz L=

iots
Sei [ -5 O gegeben und fangen wir das Spiel im Punkt
%2 angmit | 77: |5 ../ e Wir untersuchen folgende

das



gleich 2 ists

T8, mwiiﬁ:; und |7 2(6)| 5  bleibts
U i8ty ist dann

e (0, 2/') koupak

T a6, +u )e Bs ist klar, dass

@ﬁi)i > im InGervall O, ¥ ¢ ¢

ity und
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- 5] =
im Endpunkt:
i 45
= - | o L Y
\nzitped | =& gz, 4T v
™
i o -y 4 - s

Auf dicse VWeise geht die Trajektorie aus der Sphare
8(0, 2) heraus, und der Prozess kann wiederholt
werdenes Da . nicht beliebig klein ist, muss die
Fluchtbedingung II) auf folgende VWeise modifiziert

werdens
i1v) (T P) ¢ jat LW, nX)

wobei elne . -Umgebung der Menge 7 TP ist,.
Die Bedingung 1) bleidbt unverfndert.

Wir betrachten jetst _ein Beispiel, wo die Fluchtbedin=
gungen I) und II) nicht erfiillt sinds

Ey = A T bl (19 4
{2y

wobei 2 4 z  Vektoren in | sinde u und v sind dann

i

2~dinenasional,.
Die Gleichung (17.1) bringt man in der Form:

; - -
- { -~ § - ]

- = L ¢ £ AU - :\g \)
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Wir selzen voraus: 7 2= &,
HMan erhdlt danns

—
i

M) = :“1’,75‘33{. VAT 4+ 7 i)y ~vB At 4+ S wisti g {’?;‘ /“)

und die Gleichung fir v{t) drd: f

BM{ t-5)00As = wit) = Q) 4 1\\ Alt-ywds (13 [,,})
o
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Wenn wir voraussetzen, dass die Cleichung (17.4) fir
beliebige wl6) ¢ W( c,0), ¢ und O Klein genug,
geldst werden kann, dann kanr man trobtzden das Fluchte
problem losen: :
Sei (= ¢ ¢ >0, Wir nehmen U so klein, dass

g ¢ /2]  iate Wir setzen die Steuerung w(t) ein,
wenn der Punkt 7 2(t) eine Entfernung gleich  hat,
Diesen Punkt wdhlen wir als Anfangspunkt, ait Anfango=-
zeit € = O, Nach (17.3) hsben wir:

Mw
i
b i

ne 3 Zoo) wd Al 4 7 w0y s At

1 L P

In Intervall 0 ¢t ¢ - ¢ T/, stellt diese Punktion
einen Ellipsenbogen dar. Sie geht nur durch Hull, wean
z (0) = )2 (0) ist, wobel |« K ists Dann ist die
Trajektorie eine Gerade und wir komnen dieselben Methow
den wie filr den Fall des "Krokodil und Kind" anwenden.
Wenn 2 (0) 4 ) 2 (0) ist, so wird unsere Abschitzung

. nur verbessert:




erhalten wir eine Abochdb:

- behandeln jetst das Beispiel der "isotropischen

(1Y

7 Sl 1

x 4 7\ = u f ‘)
y

wobed X, ¥ € N sk 5 29 W[y s |V] £ O3
das heisst, die Mengen P und Q sind Kugeln mit Zentrum
im Bullpunkt und Radius | buws o

X und [ sind von Hull verschiedene Konstaniens Das
Ireffen findet statt, wenn x = ye Die Gleichungen (18,1)

3 = 2 (18.2)



4, =5_ =3,
%, BU~ 45 (18+3%)
&

‘wobei B die krk-Einheitsmatrix bede
lan rechnet nach:




Bty dass, wenn wir 7 > |
sung voraussetzen, das Fluchis
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