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Resumen

ED esi¡t tesis. esi¡di¿rnrcts k¡s fr¿rcr ¿1es en e1 plirrLo qtte resultan ser corrltrrirctos lírni-

tes r1c un Sisterl¿r Iter:rtiYo cle Fulciones. Ttab:rjanros principalrnentc con Sistcrnas

Iteratit'os de !-itrciones (1)trrpuestos tle firrtr,irilres corttl actil'¿rs ltorDogórieas, \' que

cunrplen la cortclición c1e coniurtto ¿rbict'to de \Iolan.

E] prir}rer C¿rpíttll() corrcs|onrlc it la tr)¿rrte 1i:órit'¿r. rlttnrlc srlil recrlpilados c'oncep-

tos fundarirentalcs c1e topología. espar:ios mótlict.¡s y tcr¡ría de 1¿r rneclicla. ¿¡.sí como

¡tr.os rcsultaclos lLue tlsarenios clcspués. A cr¡ritinu¿ciriri. tenclrl{rs trn capítulo donile

introclucirnos nocioues irnportantes p¿lr¿l lllleslro tema dc estudio, ( olno la ni.'ciórt

rle ftact¿l- a.ut¡semcjanz,r ¡,'tres clistittos corrceptos clr: rliinensirin. Lucgo declicanros

un capítulci a e-stLrcli¡rr las rel¿rcioles elltre estos conceptos tle clirnensiri}]. Eslos con

«.ptos son ej eitiltlificados ell ull cirpítulci ltosti:r'ior'. con tles fI¿ICt¿1IeS conocidos. Y

crr cl c.trpítulo siguicritl,, 1)lLrscnlalIOS ott0s cjctnplos dc fra(jtalcs, dt»itlc polrerrros etr

prilLCtir.ir torlr kr aprendido crl 1¡r priureriL pat te dC CSta tesi-<. P¿tIa terllriilal, intlo-

rlrtcimos l11l l)iogr¿rlu¿ etl lcngLta.ie PJ't1iou: óstc nos pclmite gr¿fic¿ll ¿lproxint¿tt iones

dc un fiactal e[ mu.\'poco ticrnpo -v de ul¿rlera selcil]¿t.



Abstract

In this tl-icsis. rve stuclv the fractals cr¡nt¿rirLecl in thc plane wltich are lilrit compacts

of ¿]tr lterated Fun|tiorr S1-stenr. \\Ie pril]cipallr- r'orli rvith lterated Function Sl'sfelll

comltoserl bt. homogenous.rontraCl,ii)n rDaltpirigs. anci tliat satisfY the \loran's open

sel, conditic»r.

Thc fir.st dtaltrer cor.r,r:spon(ls To tltc thcorcticll part. r,r,lierc nt¿rtll- fundarncn¡¿tl rrrn-

r:etpts oI topologr.. netric spirces and tcasure theorl-are colrpiled. ¿rlso others restrlts

that 1\,e are going to use l¿rtcr. Then. rve hirvc a chaptel ri'here rve intro,:luce iruportant

rroti¡1s fbr- orrr stud¡'srrbiect. such as lhe notiol of liactal, self similaritr' ¿rnd thtee

Iifferent (xrrlcepts of diurc¡siorr. Titcri rve clcyote a ch¿U)tel to st¡d¡'thc relationsliips

bL.ttveeti thr-.se corrccpts of di¡iensiol. Thc.,se conccpts are cxetnplified.in a pcrsterior

cha,pter, rviLli threc kuor.n ftactals. 1r the rext cha¡rter. §.e present oLher examples

of fi.arrt¿rls, r,lrenr r,c prrt cvcr'\¡tliing s,r: h¿lvc leallctl irr thcr first p¿rt of t,lic thesis

into practicc. Tr¡ finislL. r,e introrlucc a Pvthorr la guagc st |ipt: tlLi-s i¡nc rvill let us

plot fr:rctal's :rproximatiolts iir ¿l verl'l¿st and sirrtply ri'ar..



Introducción

El térmirx.: 'fractal' fue ¿cuñado en 1975 por el maternático Benoit B. Nlandelbrot.

Él exponía una 'teoría de rugosidad'. y afirmaba que algunos patrones de la natu-

raleza son tan irregulares y fragnrentados que la geornetría euclidiana es incapaz de

describirlos; decía que la existencia de aquellos patlones nos desafía a estudiar la

morfología de lo dasificado como 'amorfo' por Euclitles.

Un fractal es un objeto matemático que no posee dimensión entera. y es autose.

mejante. Solemos entender geométricamente que una dimensión es una línea, que

dos dimensiones son un plano, tres un objeto con volumen... Pero hay líneas que for-

man superficies y una superficie doblada irregularrnente puede formar un volumen.

La segunda característica que define un objeto como fractal, la autosemejanza, se

refiere a quc a toda escala, el fractal a¡ida infinitas copias de él rrrismo; su estructula

básica se repite en todas las escalas. Es por eso que si comparamos dos representa-

ciones dc un mismo fractal pero a ciistintas escalas, nos es imposible dcterminar cuál

contiene al otro, o siquiera cuál cs de escala mal'or.

Es posible encontrar ejemplos de fract¿les en la natu¡aleza; una parte de un helecho,

un pedazo de un brócoli rorranescus y urr trozo minúsculo de una costa siguen siendo



4

un helecho. urr brócoli toiu¿Ines(l1s ¡' una, costa. 1-esPectivamente. Estos ejemplos de

li¿rr,t;rk's rli,rl'ion¿rr lt,s son sóL¡ irlgtriios tlc totllrs Ios cxisttrtilcs

En esta tesis estudi¿rrcmos un tipo cle frai:l,ales que Se encuenlr¿t]] Contenidos ell

e1 plarlr. por lo qte. Colttal \.etentos- su rlimcnsitirr Sei¿i illferior ¿l 2. Estos ob.jetos uo

se ptrcclen ¡lil¡ui¡rl a m¡ino ¿ilz¿lrl¡r, ni cori legitt tti complts. rnás hj¡'rt sr¡n cl jírrlite cle

procesos lr.r,Ursivr¡s. Para tencr Un¡t ieprcselit¿CióI] de ttn fr¿rcta1. eS uccesario irlgle-

S¿1r.. el patr:ó1) de rcpetic.ión crr un Computador'. r'dejar c|re éste IC¿liCe una ciert¿l

c¿ttitir-l¿ll clc iter¿rtriorrcs r- glirfiqne: se ol-)lielle así ulttL irprorittl¿rt'irirl del fiactal Es

por ello qne implemerttaremos u1l progralrl¿l, utilizanilo cl lenguaic Pr'1hon'

En la prirnora pa1-te. cl le(.¡ol puede referi¡-.e a cualrluiel texto c1e topol.rgí¿r gcrlel..al.

corlro por ejcrrplo 1101.

.,\ partir .le Ll1i esp¿lcio rnéti.ico iurinplcto (,\1. p) llreseffarenlos (tr(1,r)' D). el esp:rcio

tle los subcoúnrrtos conrl)ac1os dc ,i1 cori l¿i 11]étlica rle H¿rusdoiff D. Lr.lego. ton:rre-

nros Llrr¿1 c¿rnticlarl finita de fiLnciutes .olltrilcl i\'¿ls .f; . lI ---+ -l-I. coli I e {1, . , n}

r. n € N. que llirlrareriros Sistern¡L Itcr¡riivo de Fruiciones (SIF). Defiirirentos tllr opi:r

raclor 4t : K(,r1) + tr(.11) por ó(-'1) - U l(-{) para c¿rcla A € ,C(.}1). Adeniris'

, € { r.....n}

d¡clo -4 e K(.i,t). si defilirnos.tr - ó(.'t) )'-4,,+r: p(,'1.,,) para todo m € N pro-

l¡¿rrer]]os qur: el límitc f : 
,]1¡i  - -<iclrtl)re cxiste. es iiiriro. r' es il}depcncliel]te dc:]

coúuri¡o ilici¿il '1: tros rcfct'irenos a -1i ct,rl o r:1 compacto iiLritc del SIF'

A pirr.tir ck la segnrxl¿r seccirin. v clur¿urte tocir¡ e1 restrt rle 1ir tesis. tr:rijajarentos
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cou el cspa.io métric.r R2 rlot¿rdo dc la urétric¡r cur:lidi¿rna, P¿ua ello. c'onsider¿rr..errros

( o1)Ipa(tos el t:1 platio v 1¿ 1lrótri.:I rlil ll¿ustkrrff tlcfinida err trl cr»rjurrto ,((R:).

Pi.csentarerlos 1a clefinición tbrnitll de un fl¿1ct¿li en el plarrrl. prli-Lr rlue ntrcesit¿l-

lemos Los (r)naept()s rlc rrtrt osenic,jrrnz a 1' alimetlsión. Definiremos ¿lrlerllLs cliferertlcs

co¡ceptos clc rlirnensión rle un ¡onipacto: i1e s,:.trteja¡za tlc1 SII clrre Io clefirre. de

\ [irrko11 ski-Ron]iganri r- cle H¿rusclor'fi-ResicovitciL. Luego. estucliarernos l¿r r:ondicirirl

ile corijunto altierto clc \Ioran; si rtri SII cor puesi.o por lirnriones contractir-as ho-

mogórreas curllple esta coiLdiciótr. Ias tr-es ilimclsioll.os \'¿1 l)lellciorl¿1das de sLl clrrl-

pircro lírnite iroillcitlr:]r. La dcnt()slraCióII (le este Lei,iro sená r'isto crt el aapitlLlo 3.

Lrrego trab:rjaretl]os coll tres liact¿ilels couor:idos: el «)ÚunLo de Canlor' Ia curr¿

cle Iioch v el rritirrgukr de Sir.r'pirislo. En cada ¡.ulo c1e ellos cornpro|aremos qtte sort

¿r,utosemc j¿ntes. I'clifi ¡::rremos si cutriplen la r:onclición de coniunto al¡icltr¡ de \ftir¿rn.

v c¿rlcnlarenos stls .listilrtas dintclrsioues.

L¿i i telcióri r1e est¿r seccitiir cs f¿rinili¡rriz¿rlse c,,)L Lrs cortccptos. v prar:ticar ¿irtes c1t-'

tt al.raj:u c'ol un fr¿rclal llue\'o o miis colnplejo.

Eri e1 Líltinrc, r,apítukr rLe esta tesis. plcserlatllos otros cjctttlrltis ,-lc fi¿rttales. Vi'r'i

fi¡arenros clue el SIF. de1 cu¿tl sr¡n conrpa(:¡o lúlite. se conrpolle de firrtciones .rilltr¿lc-

tiva.s honrogí:ncirs v ctrnple 1¡r cr»rclición de (roll.iunto ¡rbiclto de \l¡ii an. C¿llt trlai'crnos

laS clirlCnSiones clC estos COntpaCtOS. \- (]olltplob¿lren]os (lLle SOll att oSonlei ¿rntcS. LOs

cjcmplos a cstudiar. scr.¿ín primcro ntoclific:¿rcioncs sencillas de los SIF c1e l¿r t tlr..r'a

cle Iiorrh l. rlcl triángulo cle Sieipirishi. lLiego cLearernos r1n¿is cornbill¿tciones dc éstos
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mediarte coinp.lsici(in rli' fitncir¡nes. P¿rra e1 cu¿tt-tr¡ ejenrJrlr- presentaienros utt SIF

rlc pocrr iltoiris pala esl a lcsis. Lrs l)iartt¿ttttcrs rlc Liivl', l)1lcsio qLle tto r'rrtrtJtle la tr»r-

diciórL de «rnj unto alLrierto cle \{or-an: pelo 1o rnorlific¿r.,..cilos de rt.L¡lttcLlL coll\-enientc.

Y finalnrr:nte, plesentatros nn fract¿rl l)elson¡rl. ll¡rnr¡irkr Ernl¡alse. Estc fr¿rc¡al tii:ne

lrl p artic ularidtlrl clc no }iaher.. sido crcarlt¡ ilispírtrudose e'tr orr¡ I \ a exist¡utP 'iil{ I qtle

fuc i<leaclo observanclo rrrr paistrje: un ertlralse al pie c1c trcs lnortañrrs.

Ter-inin¿rmos clln Lur pr()gl:rma corrtput ¿lciorr¿]l que nos clitlega lLna repl esen¡ilariór

gr'áfica r1c 1as api oxiuacior tr:s tLe tLtt fiirr:ta1: pata ello adoptarertrr-,s el lurguaje P-vi-

lrr»r v tr arbtrj irretttos ett t,¡tti¿ts etlptrs. La prinlcl¿r, es 1¿ obtetrción de1 SIF. Esto -se

h¿rrá lcvcnclo lm ¡rralli\,.) \'a existcrt('. o bien arlr¡riticrtrlo La infbilLación a partir tlcl

usrrario. Luego. cri la segttnd:i ctapa se ltroccdc a rcalizar iter¿lciorics para obtencr

los ¡lmtos ¿ grafic¿lr'. \'fin¿hni¡ri¡e. se eritrtrga Lrs pttntos gr¿rfi(r¿rdos.



Capítulo 1

Preliminares

1.1. Resultados de topología general

En esta sección recordaremos defirriciones y resultados de topología general que se

pucden estudiar en cualquier texto de cátedra, como por ejemplo [10].

Empezamos con la propiedad de compacidad, pues en esta tesis trabajaremos con

subconjuntos compactos del plano.

Definición !.1.t Darto X un conjunto, se d,i,ce q,ue una r:olección J: d,e subconju.nlos

de X es un rc.cubritni,ento de X si La unión de los elem,entos de ? es tgual a X .

Dad,os T un espaci,o topoLógi,co y f un recubri,mien,to d,e T , se dltce qne ? es un

recubrinúento abierto de T si sus elcmentos son subcanjuntos abiertos de T.

Definición L,1.2 Dad,oT un espac,io topológico, se d,ice queT es compacto si tod,o

recubri,miento abierto Í de T contiene una subcol,ecci,ón finita que también recubre a

T.

7
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Enu¡ci¿mos iritorii irlgLuros resultlclos conocirlos sobre corrpacidzrd que usalertros tnás

talilc crr l¿r (lctll( )st r¿('ilill ¡li¡1 'I'er¡letna 1.11.2.

(i) Sean I un csptr<io topológico n € N I'A; ! 7 cornpacio P¿rr¿ I e {1,..., n}.

Entorrtes lJ 11¡ es rornpacto.
i:1

(ii) Sean I r'.S uiros espacios topokigicos, f : T ---+ S uu¿l fuil< irin contirrua ¡-

-1 ! 7 corrrpacto. llntolrces f ('t) cs compacto.

La rlerrrost i ¿rción c-lcl sigtielte tclrrerla se en.rLlcntra err 110. p. 170].

Teorerrra 1.1.3 S¿a T u,n e.syrat'.io to¡tolóqi't:o compar:ttt. I sea C ttrta t¡¡lut:iórt d,e.

subes¡ta.r:i,os c¡:.r'r'adr.¡s de T to,l r1ue. l.o. inttrseu:i.ri¡¡ .[i.nita dt eltt¡t.r:¡t,tos de C e:s no

uatía. Enlon,r:es

O r'= t4

/.1
Ahor'¿r irrt i orlucirerrLos el .oncepto 11e espacio dc I{ausdorff Y presellt¿remo-s rrn resul-

taclo lundarnental dc la topología.

Definición L.I.A, Dado T Lrrt r:s¡trtr:i'r., topol'ógica. sa d.i ce tltte T cs tLn espacio d'e

Hausdorff si yxtro tr.ño par d,r: prtntas dislintos t.t' € T e¡isten f ¡ rcci'ndad de t 'y

Vy t; ecirttLu,tL de. t' to.les t¡ue

ri .li, : 0

La clcruostlacii¡r clcl signiente tcr¡1'ettt¿t se encuenlra en [1i], p. 1671

Teorcma 1.1,5 Sc¿r T rrn r:s¡.trLrio topal,ógico t:otn.pacl.o. y sca S ttn espa.tio topoló¡1it:o

de Ho.usdor.ff. Enlonces. si J : T -+ I ¿r ttno, J\t.n,r:ión biuectit;o y urtLinuLt, f es

honteonot.llsm o.
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L¿rS Sigulentes trotilcioltcs ¡' defltiicioire-< rtos petmitert plesental ec¡riyaleuciirs a Ia

prol)ie.l¡rd rlc (orrilrircirlad ('1I tln espil.rlo lrrartli( i).

Notación 1.1.6 Sea (-\1, p) un espo.cio rnélri.trt. Sea' nt € )[, y sttt r > 0. Dr:rtrtlo

retn,os po'T B(rn.r) kr, boln, a,bir-rfu de rad.io r t:er¿trada en n. Es dee:'ir '

I|(.n'L.r') - {.r e .11 : p(t.rrt.) <r}

Dcfirrición l.!,7 Da,tl,o (:\1. p) rtn r'.s¡trt,ti.tt ntí.lrit:o. sc di.c€ qu'(. \[ es cornYtleto si

toda sucr:siórL de Caur:Ltu u)t¡ttLrg€,.

f)efir'rición 1.I.8 Dado (.)1. p) un espa(:ia mé.trico. st rLi t:e tlue I'f es totalmente

acotad,osiparotodor>OerístttAC\I .finifo ftl qttt, {B(rt.r) : a € -1} es utn

recu.brimj¡n.to de f,[ .

L¿ demostraciórr ck'l siguiente tcolem¿1 est¡1 ell 111. p. 199r'

Tcorema 1.1.9 S¿a (tl. ¡i1 rLn esptt:io ntél'rictt. Lo,s silluit.rttes a.firrnrt',::Í,ones srttt

tt1 Ltit al en t t: s .

(i) ll es t:orrtytaclo.

(ii) \l es com.'l .cta'g Lolalm.antr: ocotado.

(iii,) 1'otla sutt:si.ít¡t inJínita t:rt JI ticne ttna sultsttr:e-sirit¡ r':orttcrqente.

Pr.ocdlcrrl¡s ¡t ititlorlrrcii c()rr(c1)tos t, rcsult¿ri1os rtr,ccsatios pala lir rlt:fitiicirirr rlc utt

Sisterr¿ Iterativo cle !\tnciortcs.
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Deflnición L.t.tO Una función contractiao, d.efi.nida en, u.n esltaci,o ntétri,co (L:l, p)

es ut,n, función f : LI ---+ X.I tal que extste r € (0, 1) con

p(f("), Í(u)) < r. p(u,u) Vu,u € t[

Al mínimo aalor de r € (0, 1) que satisJace la relación anterior Io d,enomi,naremos

r¡¡,2ón d,e contracción d,e J .

Si la función contracti,ua f es znyecti,ua, d,iremos que es contractiaa regular; en

caso contmrio, d,'irernos que es contractiaa singular.

Definición L.7.LI Datlos (AI, p) un espacio métrico, f : M - + M una función

conh'act¿ua y r su razón tle conlracción, se dice que f es contracti,uo, hornogénea

s'i satisJace

P(f (nt')' f (m')) : r' P(m'mt) Y'm,m' € M

El corolario siguiente es una consecuencia del l'eorema 1.1.5 debido a que toda fun-

ción contractiva es continua, y que toclo espacio métrico es de Hausdorfi.

Corolario L.L-L2 Sean (X,1, p) un, t:spur:io rnótrico com,pacto y f : lt'I + NI una

función contractiua regular. Entonces f , M --+ f (M) es un homeontorfi,smo.

La demostración del prinr:ipio de contracción de Banach se encuentra en [11, p. 216],

Teorema !,L.LB Tod,u fu,nc'ión contractiua f definid,a en un espac'io métrico (AI, p)

no uatío y completo, posee un único punto fijo t¡. It[ás aún, para tod,o x e LI tenemos

/-(r) -+ z.o.sim- )6

d,ond,e [^ represen,ta la m,-ésima cornposición d,e f para c¿u d¿ m € N.
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E1 sigLriente lerira serh utiliz¿rdo en un¡l riemostLaciórr firtLrr,r (Ti.or-.cnrn 3.1.3). Arrtes

tlcl¡cnos rct orrl¿r' la sigrrielte rbfiniti<ilr.

Definición 1.1.14 Dado (\ I. p) un csprtci,o rnétri.r:o. tlcfini,mos cl d,i,á,tnetro de lI

c0trLa

diam(-l1) - sul){r('r' m'1: m m' e )'I}

La plirnera l)a1te de 1¿L rlenostlación dcl siguieirte lern¿r se deiltrestr¿l con topologí¿r

general. rrlilizaldo Ia continuidad ilc lt 1a dcmosl r'¡il'irin de 1a scgturila pitltc es itt-

rricrliata.

Lema 1.1.15 S'crr, (.\1. p) utt esyrtt:i o ¡¡tél,r'ilt. Sea .f : \'I + \[ ttntt Ju,nt:ión, nttt-

tro.ctít'0, hontoqénaa ton ¡azó¡t de con,tra rri,ón r. Sr:,a U Q )[. Enletnrr:s:

(lil diam(,/(t,I)) - r . cliarl(LI)

La rLefiniciól ¿r confinuación scrá utilizada en la siguientc si:,:criritr ctt¿tnclr., de'fiu¿rmos

(rc(,11) ,) para (,,1,I. p) espacio trrétrico.

Definición 7,7,L6 Dutl.o (.1t. p) un. r.s1tu.t:i,t nt ítt'i.t:o. paru A Q \[ y r > 0 daJíninos

lo, r-aecóndo,tl, abi,erta d,e A cnnto

t".(-,1) - {r¡¿ e }I : p(.a,m) < r' ¡rtru algú.n, o e ;l}

1.2. Definición de (K(XlI),D)

A partir: de un cspar:io rrtérrico (,ilr.p). clefiuirctnos el espar:io cle los subcortjurttos

cornpactos de r1I. denot¿rdo por tr(.\-I). corl una métlica particul¿rr: 1a rirétrica de

(i) f (.u): iÍ,
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Hr,Lusclorff -D. Esta scr:ción es ilrlpoltantc, pues el esta tesis iralrajtrrcmos cotl el

espar io nl'ri lico (rc(R']). r).

Definición 7.2.7 Do'do (-l/. p) un esprtdrt nétri.t:o. d.efinintos

((,11): {,,1 c 11 : A cornpacto}

,{ rc(,l,r) le u.sttt:inn¡,ns kt rnétrica de Hausd'orff D dl.finido conto

D;K(.l,r) r K('11) -+ 1R:(.'!.B) ++ irf{r > 0:I ' 
y}lB),B S li("I)}

Teorema 1.2,2

li,) D e.s u.nLt ml.tri.a:t cn ,L(,1/).

(i.i) S¡ (lI. p) t.s un r:s1t,:tt-.io mé.trirc rnntpltto. (rc(f 1). D) ton¡.b'iért ts 
'':ornpLetc'

Derrrostraciór'r

(i) \otenros printero qne se cultple D(-\. B) > 0 V-'l B € rc(¡I') por cL'flniciirrr

rlc D.

,\tlcrrr¡is. cs irilricdi¿rto rr:r quc D("1' Ll) : D(B'A) vJ'B € iL(-11)' pues

írrf{r:A e \'"(B),8 
-c 

1'; (l)}: ínf{r':B e f;(.'{) -a e l;(B)}

Dado .{ € ,c(.1/), para toclo 0 € á existe trivialmcnte el rnisnio elerncrrto

o €J t¿rl ctLre p(a.¿) : (). Ltego,4 q Ii(A) Vr > 0 Así, 
'(-1 '1) -0'

Scan ''1'B € 'C(¡/) tales que 
'(-'l' 

Ü) :0 Probaremos qte A - B Si fucse
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cierto que A I B, podemos suponer sin pérdida de generalidad la eristencia

de a e AtaJ que a ( B. Entonces, para todo ü e B existe c6 > 0 tal que

a ( B(b: e6). Luego "F : {A (O: !) : b e B} es un recubrimiento abierto de B,

cl cual recordamos que es compacto. Por lo ta¡to existe C C B finito tal que

B e UB (c; f). Definimos entonces.: rrrí" {? : ce C) >0.
cec

DadoDeBexistecr-Ctalqueb€B(c; !), y como a$B(c;e.), tenemos por

desigualdad triangular

q < p(a, c) < p(a,b) + p(b, c) < p(a,b) + ?
2

Luego p(a, ó) > e Vó e B. Esto contradice e1 hecho que D(4, B) : 0. Luego

necesariamerite á : B.

Probaremos ahora la desigualdad triangular para D. Sean A, B, C e rcQI).

Tomemos o e A cualquiera. Luego existen óo € B tal que p(",b") < D(A, B),

y c¡,," € C tal que p(b", c6,) < D(B,C).

Errtonces, por desigualdad triangular tenemos

p(o, c¡") < p(u,b") + p(b", c6) < D(A, B) + D(8, C)

Como ¿ es arbitrario, deducimos que ,4 e Vo@,.D+o(B.q(C), y aniíJogamen-

te tenemos C C Vn4,q+o(r,c¡(.4). Luego. por defirriciórr de ínfrnto tencrrros

D(A, C) < D(A, B) + D(8, C).

(ii) Tomemos (,4,)",6¡,r sucesión de Cauchy en K(l\[). Probernos que converge a un

subconjunto compacto de ,41.

IDE cC

¡-««ó/¡ÉcA
o\
7

iú\?Sá'lSgtEu
g rr"ú
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De hecho, veamos que (,4"),6¡ converge al siguiente conjunto:

1: {a : existe una sucesion (¿,).ex con an € A- Vn e N y a. ---+ a}

Veamos primero q.ue A 10. Debemos probar que existe una sucesión (¿,¿)n€N

en ¡1, convergente, tal que an e An Vn € N.

Debido a que (A")"6¡ es de Cauchy, existe urra sucesión (n/c)ic€N creciente tal

que para todo k e N se cumple D(A,,, A,,,) < $Vn,m> n¡.

Sea r,, € .4,,, cualquiera. Sea z,r, € Ar, tal que p(rn' r.r) < f . Recursi-

vamente, dado k e N existc Íon*, € Anu*, tal que p(ron,rro.,,) < f. Luego

(rro)0.* es una sucesión de Cauciry en M con c,,i € An¡ Vk € N.

Definanros ahora n¡ : 0. Y para cada n que satisface nk-t < n < n¡ elija-

mos an € -4, tal que p(an,r^o) < D(A",A"-). Notemos que, debido a que

rnr e An, tenemos p(a"*, r") < D(A"*,A"*):0, por 1o que a,* : r,n.

Vamos a chequear ahora que (o")"6¡ es urra succsión de Cauchy err M.

Dado e > 0, existe ,1.4 € N tal que p(2,0,2,,,) < É si nk,ry >,4,!. Tam-

bién existe M2 € N tal que D(Ar, ,4r) < 5 si ?, a 2 Mz. Entonces, dados

n,'m> máx{M1, Mz}, sean nk,nl tales eü€ rr¡-1 .--nan*y nt-1 <m<rlt.

Luego
p(a",a^) < p(a.,rnu) i p(r,r,r,,) * p(rn,,a*)

< D(A",4,,^) * p(r",,r*,) + D(A",,A,")

ee(
/ _L-3 3 3

Entonces (a,),6¡ es ,ru.,i"""iór. de Cauchy en ,41 tal que a¿ € ,4, Vn € N.

Como l\f es completo, existe ¿¿ € M límite de la sucesión y a € A. Por lo tanto



hemos probado que AlA.

Demostraremos ahora que,4 es el límite de la sucesión de Cauchy (4.),.N.

Sea r > 0. Sea If e Ntalque D(A",A,") < iVn,m> N.

Probaremos qLte D(A", A) ( e Vn ) l/.
Sea n ) -|y' cualquiera. Basta probar que á," ! V@) V A e V@").

Probemos primero que A C V,(A"). Sea o € ,4. Debemos probar que eiste

b e A" tal que p(a, á) < 6. Sea (¿[)*€N sucesión con ¿¡i € A¡ yk y ak --+ a.

Sea k > Iy' tal que p(a*, a) < i. Como D(Ax, A") < !, s"a b e á, ral que

p(ak,b) < !. Entonces p(a,b) < p(a,ae) + p(a¡,b) < e.

Probemos ahora A, e V@).Sea á e ,4,. Debemos probar que existe ¿ € ,4 tal

qlre p(a,b) < e. Elijamos enteros k1 : n 1kz < ... tales qe D(A¡,, A*) < fi
Vm 2 k¡, Vj € N. Luego definamos una sucesión (b¡)¡6¡q con b¡ € .4¡ como

sigue: para k < n, elijamos b¡ € A¡ arbitrariamente. Para k : n, eliiamos

b": b. Y para k, < k S fr¡+r, elijamos bk € Ak tal que p(á¡r,á¡) < á. E"

tonces (b¡)¿6s es de Cauchy por construcción, y tiene límite, digamos a. Luego

ae A1 y p@,a) 3 € porque

p(b,a) < io@*,,ar,,¡
j=1

Luego á e 7, (,4) y esto prueba que A" e V@).

< \-r- z¿ '2)
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Entonces tenemos D(A, A") < e si n 2 N. Por lo tanto (A")"ex converge a á.

Falta demostra¡ que A es compacto. Para ello, veremos que es complcto y

totalmente acotado, por teorema 1.1.9.

Veamos que A es completo. Sea (a,r).es una sucesión de Cauchy en.A. Como

M es completo, sabemos que existe a € M límite de la sucesión.

Probaremosquea€..4.

Por definición de A. sabemos que para todo n € N existe una sucesión (a,..¡)¡.¡

con ¿n.k € ák Vk € N y cou lírnite a,.

Sea z1 € N tal que p(ar.",, at) < 1. De marrera recursila, para cada,t € N sea

7t¡ )'r1,¡-1 tal que p(a¡,,u, a¡) < |.
Luego

p(a*,-o,a) 1 p(a¡,.r, a¡) + p(o¡,a) Vk e N

Esto implica que el límite de Ia sucesión (r¡,,.)*u* es a. Además, por ser con-

vergente sabemos que es de Cauchy. Luego, tal como lo hicimos para probar

que ,4 rro cs var:ío, es posible cr¡nstnrir una sucesiírn dc Cauchy (ó,r),.s con

b" e A"Vn € N, y tal que ó,* : a¡,noVk € N. Tenemos así que a e ,4, y luego

que A es completo.

Probemos a continuación que A es totalmente acotado. Sea e > 0 arbitra-

rio. Sea n € N tal que A a V;(A").Corno ,4,, es totalnente acotado, exis-

te un conjunto B c An, con ffB € N, ta.l que,4. c Urp,i). o"4".-

mos B' : {b e B : B(b,;) n A + A}. Para cada b eutá'to.o"*o" u.lgúr,

ybe B(b,i)rtA.
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Pr'!rr,, rr,,):,lrrc.l q I j 4q,,,.,.
baDt

Sea o € '{. Conro o € l;(,1,). tolncrnos r € -1,, ral c¡re p(a.r) I i l-ntonces

sca ó € B tal c¡ue p(:r, ó) < !, Por lo qrre

pl.rt,b)< ¡\u.r'¡-l(l ¿:,) <:-: t
rll

Luego ó e B'. Tcxrcmos at, e B(b. !) fl -'1. Ent,onces

P(u.u¡,1 < P\o.b\t + [¡lb tlt ) '- ¡- i:'

Errlr¡rrces hemos probado qne para cada a € l existo ll € B' tal quc a € B ( y¡,. e')'

Lrreg, I [J A rr../ '"'rrr ',t'r"r',Jlr,': ¡lp]rru:r r'rr'
11ÉB¡

1.3. Sistema Iterativo de Funciones (SIF)

Si }¡ien eu la secciót at1terior- presi:rttatnos el espacit.r cloncLe trabajaremos. ¿rhora

irrtt o(lucitrlos las herramicritas princitrtalcs a utiliz¿rr. Todo liactal a estudiar en esta

tcsis será obteliclo c,on urr Sistelt¿r Iter'¿rtirtr dc Fttuciones o corno escriliirernos de

ahor¿r cl ¿rclelalitc, SIF.

Definición 7.3.1 tin Sistema Iteratiuo d,e Funci,ones (SIF) en un espar:'ío

mé,trico (,)1, p) t'.s rtn utrt.ju,nto fLnito tle .funcir»tes coT¡,lrar:tiuas re4uLttres ( f ,, ' f ),

cor¡, i¿ € N .E .f ¡ : )I -+ -\1 Vl € {1, .tt). LLrt rntrre'ntos ol conj un'to de razonr's de

cttntntr]t:ión (rr,.... r;,) tista de razorles del SIF. ,1 tLn tal sisterna k: a'sociarttos

lo si.gtr.|ertta fu,n,ci.ón t:n. K(\:[):

p:,tr(,\1) -+ K(r11) :"1 ++ U /,(¡)
i-.{r,.../¡}
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A corrtirruacií¡I l)1 L-sent ailros dos resulta<'Los Ios cuales probatetnos iln p(lco rnás ade-

lante.

Teorema 1.3.2 Sea (.\t. ¡t) u cspnt'.io métri,co torn'plel o ll (.f t,. . ...1,)' con ¡¿ € Id,

trn SII' en f,[ . Ento¡tct:s lu fttnci'tírt o : [(11) - + rc(-\I) es r:ontrutl:littL"

Noteltos Ctue por el principio <'le coritlacciólr rle Bariach (r'er Teorentii 1.1.13) tenemos

cJ sigtieltc corol¿rio.

Ccrrolario 1.3.3 La Jttrt¿ión asot:íadrt E : K(\I ) - + tr(]/) I:)otec url ún'int punttt

.fijo K. En ¡:sl.e. contetto tl,at:imos qtte: K u tl. únü:o con.jtt'rtto car¡tptLcta 'ittttariattte

(i.c. o(,Ii) : Ii ) parrt e-t, SIF. TantbiérL tler:ímos tltt'e Ii e's e'l ct»n\trtt:to l'hnite del SIF'

pues do,d,r., A C t\[ no ¡;ttr"ío lJ tt:lrr¡po t:to se. t'iarLe Llut:

o- (,1) + ll sl ¡¡i -+ :c.

Lema 1.3.4 Sea (\1. p) ttrL r:s¡to c:io m étrico 9 sea, (.,[t.....;f ,,), con n € N' an S1]''

no uacío taL qtLt: .[¡(tl) C ¿/ Vi € {1.. . . rr} Erúttnct:s

.,.tr-
- lr I lr I vrn¡ L\

.\rJ.tt ,i.-. -/ /i ,. , I .,tq.t.orl,, lIt.it¡ tl,tStF. h C t

AhoIir procerclcrlos ¿r clclnostr¿t kls rcsnlt¿rdos.

Demostración cle1 Teorema 1.3.2 Notenros plittiero clue Cr está bierr rlefl[ida.
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De hecho, el conjunto imagen de un compacto bajo una función continua eS compac-

io, y la rrnión finita de compactos cs un cotrjunto corrrpacto. Luego si A e K(M), se

cumple @(á) € K(M).

Ahora demostraremos que p es rrna función contractiva.

Sea (r1,. . . .r") la.lista de razones de1 SIF. Sea

r : m¿íx{r¡ : z e {1,...,r2ii e (0, t)

Probemos que

D(ó(A),ó(B)) <r . D(A, B) vA, B e K(tr)

Entonces, vamos a probar que para todo .,4, B e K(M) se cumple E(á) e Vo.»tq,e¡(d(B))

y ó(B) 9V, o6,e¡(ó(A)).

Sean.4,Berc@[).

Probemos O(A) a V1.D(A,B)(d(B)). Par¿ r € l(A), por definición tenemos x: f¡(r,)
para algún , € {1,.. .,n} y cierto r' e A.

Luego, sea At € B ial qre p(r',y') < D(A, B). Pero debido a que ./¿ es contractiva,

el punto A : f¡(y') e r/(B) cumple p(r,A) I r¡. p(x',y') <T . D(A, B).

Como r es arbitrario. concluímos que /(A) C V1.D(A,B)(ó(B)).

De manera análcrga deducimos que p(B) e W.»A,q@(A)).

Por lo tanto / es una función contractira, y su razón de contracción es a Io sumo f.

¡

Demostración del Lema 1.3.4 Probaremos usando inducción sobre m. Demos-

tremos primero que /(U) c 7. Sea u €ólÜ). Probemos que B(u,c)nil I AVc > 0.
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Se¿ur¿ €Úe i e {1.....n} tales c¡re./;(u) :r. Sea¿) 0 Sca u'eB(tt:) nt-'

Corrto

t, (.f,(.,,) .f Ju')) 1t'i P(u u')

-" li(L') ! t,-, tcnemos ,f (u') e B (r'. r) n ti"

Por lc¡ talto qr(¡I) S il.

§oj, .,rnr;r ¡,r \ ral q,t, .,' l./ , a Errr,,lr, ' .

,/'-'(U) -,,,(qr'"(Ú)) . ú)((r" 1(U)) :,!''\T)

Luego. hemos ¡tlobaclo pol inducción rltre

a-(ir) ! ?- '(¿r) vrr € N

,\irora. ccitlo

1{ - ,líq o"'(L),

lenerrios

I{ e ¡p-(Ú) Vr¡¿ € N

Y en particrtlzrr

KCÚ

ú

L.4. Notaciones

Sea(11....,/,,).conn €N. ltn SIF r:uva list¿r cle razcines cs (r1' 'r',') l)errioi i'ilelnos

por f al coljuuto clc sul¡íncliccs rld SIF. cs decii':

r : {r.. . . . n}
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Sea m € N. Denotaremos por f- al conjunto de las rn-tuplas de elementos de 1.

t" = {(ü,...,i_), ij € I Vj e {1,..,,m}}

Denotaremos por 1(*) al conjunto de toclas las rn-tuplas, cualquier m € N. Es decir,

/(.): LJ rm
rn€N

Denotaremos por 1' al conjunto de las sucesiones con elementos en 1.

Ahora, dadoí-(¿r,...,r-) € 7(.), algún m € N, tenemos yarias notaciones:

tl:",
1- : (tr,..., j,, r)

í1^ - 1ir,... , r*) Vk ( m (análogamente si /e .I- )

[4:{r.Y'¡t;¡:í}
rí: tI rík

/r€{1,...,a}

f.-J¡ro...of¡^

Dado también i : (¡r,..., j¡), algún k € N, denotaremos po. fr a la concatenación

de ambas sucesiones:

íí : Q,,...,i*,i¡..., jx)

Introdtcimos también las siguientcs notaciones:

r:min{r¡ i€I}

r:máx{r¿:iel}

Además, para toclo A e Ia) finito definimos su altura como

Alt(A) :máx{lí:íe,4}



1.5. Medidas exteriores

En esta sección recordaremos la clefinición de medida exteriol'r y un teotema acerc¿

de la medida exterior asociada a una función. Esta materia se aplicará más adelante.

en el capítulo de relaciones de orden entre las dimensiones. Además, presentarernos

un resultado de medida de Lebesgrre.

Definición I.5.1 Dado X un conjunto, P(X) iruli.ca los subconjuntos de X. Una

medida ecterior en X es una función ¡t : P(X) ---+ 10, oo] que sati.sface si-

mu,lt án eam ent e las s r,g ui ent e s pr o p t ed, a d e s :

O p(q:o

(iü Si A c B c X, entonces p(A) < p(B).

/\
(iii) Dad,o {1n},.* e P(X), se cumpte ¡t (,=U^r,,) < !r(-a,).

La demostración de1 siguiente teorema se encuentra en [4, p. i34].

Teorema L.5.2 Sea X un conjun,to, y sea A e P(X) un recubrim'iento d,e X. Sea

C : A + 10,, cn) una Junción cualqu'iero,. Entonces etiste uno, única med:íd,a cxterior

¡t en X que satisJace silmutáneamente las si.guientes propi,edad,es.

(¿) p(A)<C(A)vAe A

(i,i) Dad,a r7 medid,a erterior sobre X tal quc '¡l@) < C(A) VA € A, se cumple

q(B) < p(B) vB c x.

Como consecuencia del teorema recién presentado, destacamos que tal medida erte-

rior p se define de Ia siguiente manera.



Definición 1.5,3 Dad,os X un conjunto, A a P(X) un recubrimiento d,e X y una

.fit,nc'ión c'u,ulquiera C : A --+ [0, co], st: tlc:f,n,e la med,i,da efrteri,or !, alociada a

C como

r- ')

¡r(B) : írrf \ L C (A) : D C A recubrimiento numcrabLe de B I Y B Q Xl7l" )

A continuación presentamos un lema. el cual motivó esta sección y nos será de gran

utilidad más tarde para demostrar el Teorema 3.1.3.

Lema 1.5.4 ,9ea n e N. Sean r¡ € (0,!) para cad,a i € {t,..., "i. Entonces:

(i) Existe s €R tal que

(i,i) Sea

,, {[,-] ,i. ¡(.)] ---+ [o,oo] , [4 *,;
Sea ¡t la medida eúerior asociada a la Junción C , Luego

p(r") :1

Demostración

(i) Deflnamos

g:IR ----+ IR: r r+ » ri
¿€{1,...,?¿}

Notemos primero que 9 es una función continua.

Además,

g'@) -- ! tn(ro) 'ri < o Vz e IR

i€{1,...,n}

»
r€{1,...,¿
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pof.lue 7, < 1Vi € {t, , ni. Luego g es estrictamentc clecTccien¡e.

T¿ull¡iórr. rlcbirkr a errÉr 7i ( 1Vl É {1,.. n}. ,l!1¡O(r) 
:0 < t

Pc¡r otro l¿clo. tertemos 9(0) :7¿ > 1.

Por lo tanto. por el Téorcma clel vakrr ilternrcrlio, existe t € 1R tal clue

(ii) Recordemos qLre

Notemos que

r,:ut,l
ial

I'i:t
.).aI

Por 1o que ¡L(,1-) I l. Lttego, parii probar 1 < P ( I")- clemostr aremos qtre

1<fr''-?,
p.rra rñ,lu .l L t' t¡1,1,,, /^ -U,.;l

i't J

S,'¡ errotr,,'.- J / ¡lLi lrtio. tal qrt" /- U trlje¡
\otcrrlos quc l)ar¿r tc,clos i 7- € 1i.). se cunPie

t-:l - t-l
i'i I ! l'l

I
;€{1....,n}

ri:1

f(1') - r,r 
{»,i 

: r c It*).r" :,.U, E }
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Entonces, sin riesgo de pérdida de generalidad supondremos que para todo

i e J rc existe /e 1(-) ta1 que fr e J.En otras palabras, para todos í,1'e J
r-t r_l

se cumpte [,]n lr] - 0.

Demostraremos que con esta suposición ,.I es finito, y haremos la denlostración

mediante inducción sobre Alt(J).

Probemos que J es finito, es decir. fJ < oo. Definimos entonces los siguientes

conjuntos para cada m € N.

J^ - {.i c J: lii s rn}t" '"'- )

B^: {i e r- , ti] r li' : avi , L^}

Si 8',,:0 para algún m € N, entonces J es finito. Supongamos el caso con-

trario, es decir, B- I 0 Vm e N.

Deflnamos ahora para cada m € N el siguiente coniunto.

á - í:. a .Vk > rn -É e 8,. tat oue l¡l c [I] ]",._\,<Dm. Ll ,')

Varnos a ptobar primero que si para algún m € N suc,"de S^ : A. J es finiro.

Si existe m € N tal qoe ñ-:0, entonces para todo 7e 8,, existe l;>'mtal
que

rl f-r
l1l n l,l -avl €8,t t tl

Entonces se cumple

[4._u t4
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Notemos qre ff9,- ! n-, por lo que existe I : rnáx{l; : / e B-}. Luego

tcnemos

U [4. U [,]
íeB* je.t,

Pero entonces sucede

jeJ

(,.'^r'')u(u it)

' (,.u, u)u (,Y,')
Como J,,, e J¿. tenemos J : ,IL si E*: A. Así, B¡ : 0, contradiciendo el hecho

queB-l0VmeN.

Supongamos entonces que

É-70vmex

Veamos que bajo esta suposición existe í e 1' que no es cubierto por .I.

Vamos a probar ahora que, dado rl € N, para todo í e E- eiste r. € 1 tal

que íi e.E-+r. Sean entonces m € N c /e E-. Deootcmos por B el siguiente

conjunto, el cual sabcmos que no es vacío por definición de E-.

u:{Érr*,' l;] e [;]]

Vamos apruDar pol cunlrar.li,'riótr que B .] D^',tA. Si B f- A--, ,0. para
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todo k € B existe l¡> m* 1 tal que

[4 " [4 -ovie Btt

Sea l" : máx{l; : E e B}. Entonces tenemos 1a siguiente situación, la cual es

una contrar-licc'ón pn.qu" f € 8,,,

r_1

l/l r- lil : Avt € BPL] L]

Por lo tanto existe i€ ¡-+1 tal qu" [r:l g [í] . Co-o lÁ:l :-+l - lil + r,' L I - Ll
necesariamente f- : í. Luego efectiv¿mente existe i € l tal que i-i = i, e E^*r.

Ahora v¿mos a probar que

n U [í] ro
meN /6fr-

Como -É, 10, sea ir e 1 tal que 'j1 € Ér. Lu"go sea i2 e I tal que (i1, i2) e .ñ2.

Entonces construímos de manera recursiva una srrcesión i: (r-)^.^ € 1', tal

que I- E É-v. e N. de Ia siguiente manera: pa.a il-: (ir.lz.....i^l e 8,..

existe i*..1 € 1 tal que í1**r:íl,,,i**, € E*+t. Luego íno se encuentra recu-

bierto por J, lo cr-ral es contradictorio.

Por lo tanto no es posible q.ue B^ f 0 Vm e N.

Entonces J es necesariamerrte finito.

Ahora que I'a sabemos que J es finito. ticne sentido habl¿u de su altura. Rc-

cortlemos quc estamos snponiendo

[l"[,] -aví,ie r
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Luego probaremos pr.;r inducción sobre A1t(J) que

r:I,i
ie¡

Si Alt(J) : 1, debido a que estarnos trabajando con un recubrimiento de 1'

tenemosJ:1.Luego

1:I';:!';t
ier ie¡

Supongamos ahora que existe m € N ta1 que si AIt("r) = m se cumple

t : I",'
íe¡

Sea entonces ,./ tal que Alt(/) : m + 1. Luego

J:J-rJ'

donde

r,:{i€t:lil:m+t}
Notemos que dado j e J', se cumple j- f e J'Vi e 1. Entonces tenemos

'i-:']- I';:I+'
i€I iel

Por lo que

I";:I,;i<¡, 
i;r,

Sea entonces

¡"=\j:jeJ'j
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Luego tenemos qre

I I I-lt:tt/l

;,X''r )

v

L,;: I ,;
íe¡ íe¡",¿¡"

Como Alt(J") - m) se cumple Alt(J- U J') : m. Entonces por hipótesis

inductiva tenemos

1:\-rei'
Por lo tanto hemos probado que p(1') : 1.

!
En el siguiente lemá presentamos un resultado de teoría de la medida, específicamente

de medida de Lebesgue. Si el lector Io desea, puede ver una parte de Ia demostración

en [8], y el resto en [9, p. 6¿].

Lema L.5.5 ,9eo / : IR.2 ---+ lR2 ¿n, ¿ Junci,ón contractiua homogénea con razón de

contracci,ón r. Sea ACN.2 Lebesgue- medtible. Entonces

L'(f(A)):12.L2(A)

Record,ando que la medirla de Lebesgtte ¿le L¡ C lR2 abierto y acotad,o represertta sn

drea. tenemos:

Área.(/(tl)) : 12 . Árca(I/)



Capítulo 2

Definición y obtención de un
fractal en el plano

Lle ¿hr¡r.a cu ¿¡rlelalte nucstro espacio r:le tr'¿rb¿rio será lR2 asoci¿rdo a 1¡L mótrir:a etrcli-

cliatta. Estrrcli¿ri'ctrios 1os conipattos rluc resultirti scr iímite de rui SIF.

A c,ontir:iuar,ión prcscirtamo-s Lrna clefilicitin p¿1r¡l lo-s ollj{rtos que estudiaremos e1} est¿I

tesls. l¿i rual nos pcrrnitiiti rlecitlil rlué colllpactos lirrite de urt SIF ser¿irt llarl¡rclos

'fi ¿ict¿rl'. ), cu¿llcs 110.

Dcfiniciórr 2.O.6 Dec:i¡¡tos ryrc K e ,((iR':) is un. fractal si, e:s ru rLo se'ntejttrtl,t: ¡¡ stt

d i¡n en s í, ri n tl e ll i n l: o tt t sl;i - ts o uli ll a n tl e s .f r rt c t :'i o n. a ri a.

\ier.ernos aliora l¿rs defirricioncs <1e rrutoseme. jartza )'dimerisirin: p¿ua est¿l riltitna estu-

diarcmos ¡res corlcep¡os dc diuensirin. L¿ dinrr: sión clc sernei¿rnza del SIF es nprc-

¡i,rda por sei l¡r mÁs sencill¡r- clle r,¿rlctl¿rr, la clitncrrsirirr de \ lilkowski-Rrnrligarrd nos

pel.nlitc ca1¿lcteiiz¿rr k¡s fr¡ict¿r1es v la rlirnensióli de H¿r,-rsclorfI-Besicolitch cs plesell-

t ar.La por ser rrfl¿r ncclicl¿¡. extcriol plescnte en la tna¡'or'Í¿ ¿lc ]1)s l extos de estuclio

30



2,L, Autosemejanza

Definición 2.1.L Dado K e K(R'?), se rlice rtrue es autosemejante s,í para todo

r€K y toda uectnd,ad, V de r, eristeLCVlK cont€L y L homeomorfo o,K.

Proposición 2.1.2 Si K € rc(R'?) es límite d,e un SIF cuyas lun ci,ones son contrac-

c'iones reguLares, entonces K es autosemejante.

Mds aún, s'i lus funcio'nes que componen r:l SIF son contracciones rca'ulares ufunes,

los homeomorfi,smos que permiten que K sea autosemejo,nte son isomorfi,smos afi,nes.

Demostración Sea (fi,.. ., /,), con n € N, un SIF- compuesto por contracciones

regulares, y sea (r1, . . . , r,.) su lista de razones.

Sea K su compacto límite. Sea r € K,y sea [/ vecindad de z tal que z € I/ C K. Sea

¿ > 0 tal que B(r, €) n K C [/. Sea m € NI tal que r- . dia.rn(I() < e, y sea í e I* tal

Notemos que por e1 Corolario 1.1.12 todas las funciones que componen e1 SIF son

homeomorfismos en su conjunto de llegada, y que Ia composición de homeourorflsmos

es un homeomorfismo. Luego K es homeomorfo a L : f;@) e U.

Por lo tanto Il es autosemejante.

2.2. Dimensión

Heurísticamente habiando, la dimensión de un subconjunto dc IR2 indica la cantidad

de parárnetros nccesarios para describirlo, o dcscribir cómo se podría desplazar de

tr



manera continua uno de sus puntos sin saJir del conjunto.

Un «rnjunto c()l un¿ cantidad finita de puntos no tiene dispersi(rn, pues son puntos

aislados. Se dice que tal conjunto tiene dimensión cero.

Si ttn conjunto srilo precisa de nn pará,rnetro para desc.ribirlo. como es el c¿rso de u¡a

línea o un cÍrculo, diremos que es de dimensión 1.

Ahora, si necesitamos dos parámetros para describir un conjunto, diremos que su

dimensión es 2. Por eje.mplo, toda bola abie¡ta de IR2 riene dimensión 2.

Como veremos, no siempre existe una ca,ntidad entera de parámetros para describir

un subconjunto del plano. En este caso, hablamos de dimensión fraccionaria-

Prcsentamos a continuación tres conceptos de dimensión, quc aplicaremos a compac.-

tos en el plano: la dimensión de semejanza del SIF, y las dimensiones de Nlinkowski-

Bouligand y de Hausdorfl-Besicovitch de su compacto límite.

(a) Dimensión de semejanza

Esta dimensión se define para los SIF; veremos corr el Ejemplo 3.4.4 que un

mismo compacto puede ser compacto límite de varios SIF distintos, los cuales

pueden tener distintas dimensiones de semejanza. Recalcamos entonces que es-

ta dirnensión es una propiedad del SIF y no de su compacto lírnite.

Ptrra la siguie[te definición, la existenci¿ del número real Ds es asegurada

pol la primera palte cle Ia Proposición 1.5.4.

Definición 2.2.1 Dado (/r, .,l;) un SII' . con n € N, y (r,,..., r'") sz

L'ista tle ro,zones. su d,imensión d,e semejanza es a,quel reul pos'itiuo Ds que



s atxsface

La siguicrrte proposicióri rtt¡ se dctrtostr¡tti. pucsto c¡re es ilitnecliatri dcspejar

Ds r:rr la siquicrltc ecuacitltr

n TDt:l

Pro¡rosición 2.2.2 Set l.f t. , .f ,,) , úo7¿ 77 € N, m Sll' tol qtr,e

,f"-1»
i€{1,...,¿}

r¡-t'lie{1....,n}

Entortr:e-s
hrl¿r')

't: rn(r-f)

(b) Dimensión de Ntlinkowski-Bouligand

Definición 2,2.3 Do,d,os -{ c R.r ur.:olrtdo y c > 0- sc d e'f,ne N,(A'¡ cttrrt'tt

Itlt, menot utr¡ti.datl tle rcn..jtt'ntos rnn' díárnl:lt'o a lo stln t:, c qrt'e recttbren a.l.

Note-tnos q¿c \(0) : O. Entt¡ttt t:s las d"it¡ t e-n.si ones tle lltnl;o usl,:i-BotLligrtn d

in.f er i o t u stt p e ri o r s r.t n, u: slt e ctit ; a't n er t L e. :

ln I.l l)
D ¡,,:(.4) : hr¡L .

, rlr+ - lll a

-lrr 
,\' f 1')

lrrrn( l) :.11¡l 
-

Si n¡ i.n.t'.i.d.an. el. rn,lor ntttt ¡i.n e.s h d'irnens'ión de Minkouski-Boulágo'n'd

rl.e A, tun,bi.ést lla¡n.o.d.o. cattttínntcntt' dirnensión de conteo de cajas:

lr l.( l)
Dr¡n(-4) - 1úll .

r -tr+ - lll É



Proposición 2.2.4 Sean á, B e K(R'?) tales que A e B. Entonces

DNIB(A) <DNIB(B)

En parlicular, dado que para tod,o A e K(R'z) exi,ste R CR2 rectángulo tal que

A C R, con et Ejemplo 2.3.2 conclu'iremos que po,ra tod,o A e K(R2) se cumple

DttB@) <10.2).

Demostración Sea á e rc(R'), y sea e ) 0. Probemos que N.(á) < oo. Sea

{A (", ) : a € A} recubrimiento abierto de á. Como ,4 es compacto, eúste

B e A, con #B € N, tal que {B (b,):b e B} recubre a,4. Entonces

¡r.(,4) < m Ve > 0VA € rc(R'?)

SeanahoraA,Be rc(R'z) tales que AC B,y seac > 0. Como 1ú.(,{) < N.(8),

tenemos

^ - ln,[(A) - lnN.(B)
-ln€ -lnÉ

Luego

o s 
'li"' ln ¡úl(¡) 

< r'-ilo N"(g)
e-0 -ln, - )o- -ln(

Por lo tanto hemos probado q"e D;slA) <D*r(B)

(c) Dimensión de Hausdorff-Besicovitch

Definición 2.2,5 DadosACR2 acotado, e e (0,oo) A0 <p <x, d,enotamos

por R,(A) al conjunto de los recubrimientos numerables A d,e A, tales que

¡
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diam(, ¡) < eYA¡ e A.

Se d,eJine

rl
JvllA.p-t): ínf i I(aiu-(A¡))p : lA¡¡,yN € 7¿.(,'1) |

I rct )

Notemos que 0 < € < n .+ M(A,e,e) 2 M(A,p,q) Esto es d,ebido a que

tod,o recu,brimiento en R,(A) también pertenece a Rr(A) .

Luego para cad,o, p e l},x), tenemos la siguiente funci,ón:

M, : K(R2) -+ [0, oo] : A,+ .lír¡.M(A.p,t) 
: s,tp M(A,p.,e)

El siguiente tcorema, junto a su corolario, serán dcmostrados posteriorrnentc.

Teorema 2.2.6 SeanA e K(R'z) g/ 0 < s < ú < oo.,Si M"(A) < x, entonce-s

Mr(A) :0. Tu'm'bién, si Mr(A) > 0 entonces M"(A) : oa

Corolario 2.2.7 Dad,o á e rc(R.2), eri,ste un único ualor s¡ e l},a] tal que

Mp(^):{ r ;:::
Definición 2.2.8 Dado A € rc(R2), su dímensión d,e Ho,usdorff-Besicotsitch

DHy(A) es el único ualor D¡1p < fl,cnl tal que

Mp(A' l'x, Pe lo'DsB)
' I o pe (Dns.a\

Como en esta tesis trabajaremos con subconjuntos compactos de 1R2, en Ia

siguiente proposición plesentamos una característica importante. Una parte de

ella se volverá a demostrar de otra forma rnás adelante (ver Teorema 3.1.1).

La demostración de esta proposición se realizará al fin¿rl de la sección.



36

Proposición 2.2.9 Sean A, B e K(m.2) tales que A C B. Entonces

D¡¡r (-,1) < Daa(B)

\'1ú,s n,ún,, cot)o pa,r'o. todo A e [(1R2) arlsle urt rectá'ngulo fl C 1R2 fal que

:\ C R.. por eL Ejern¡tlo 2.3.2 coru:l,tLiremos qrre D ¡¡ el-1) e 10.2).

l'roceclenios alior'¡ ¿r rleniostr¿rr 1¿rs ¿lfir'rli¿rr'iones anteriores.

Demostración del Teorema 2.2.6 Sca c > 0. Entonccs

.Vt.1.t.,. : _,rrrl , f ,Jirn,,.l,,,'
1, É.1

' t!.' f, r,ii,'rrrq.l.1.1'
A-R-t)t L

') ja)

: ,t ''M(.4.s,r)

Luego. si M,(A) e R.

Mt(A') 
.11,11n2(.r,t 

c)

'i ,, {,' .V, -1..., r}. )0+

= .{,¿1r' " .tíur 
M(4.s e)

- (-)

Pol lo tanto, si ,,\Z.(A) < cc, entonces,\4r(l) :0.

Pol otrr¡ lado, si M¿(-,1) > 0. no es posihle cluc ,M,(,4) < oc \'¿r que probarnos

que aqucllo implicar'írr Mt(,1) :0. Luego M"(,4) : co

n



Demostración <Icl corolario 2.2,7 L¡r dcnrost t:r.cirin st:rh he(ita t'tl tkrs pasos

Probe[ros Primero la ünicidacl. sean .s 1 < s'.. tales que r:rltnillr:rr 1o errultciatlo.

Lrrego para p € (s.1.s/r) terlemos Mr'(A) :0 prres p > sr' l'M1,(A) : tc

porquc J) { s/n. Crl]rtlarlicc:ión. Ltrcgo. si exisrc s-], cs ri ico'

.\h,,1¡ I,rul'{'lnu5 li:r P\j:lelrr i;

Si M,,(;l) : .r V2 € 10. cc). enronces 's.r : cc'

Si Mr,(,4) : 0 VP € I0. cc). entonces sr : 0'

Si existe q e l0 cc) tal qtLe .M(,'1. q) É {0,o.}' .t\4p( A) :0 Vp > q porcluc'

M(.t, q) < cc. Y Por otro lado. ,Mr(--t) ::c' V?r < q pucs M(A,q) >0 Err

tOnCCS St : a/.

Denrostración de la Proposi ció:r' 2,2.9 Se¿rL -:1. B e /C(R'?) tales qne

A c B. Sean c € (1) cc) ¡'p e lO,oc). Clorno todo recubrirniento c1e B es

rccirbrirriento cle -'1. se curnple 0 I M(.,4-r 4 < M(B l.e)' Luego tenemos

o < Me(.A) <.MP(R)

Entonccs si p > D¡1p(.8). Mp@) :0 ¡- luego se tienc .M¡,(-'1) - 0'

Prrr 1o t¿rnto l)rrB(A) < Dan(B).

tr

n
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2.3. Ejemplos sencillos de cálculo de dimensión

\i¿mos ¿t cralcular las rlirnerrsioncs. pl esenta.las en 1a sección antei ior. de un segnrento

\. cle url rectárigLtlo. \rit¿remos que el I¿rgo clcl scgrrrerrto. o el á¡c¿r c1e] r-et tiingLrlo.

no ilfhr¡,e en su ciitrensiriit.

Ejemplo 2.3.L Cc¡'nsi.d,r:rernos r). segmcnto S - 10. l] x {0} con 1 > 0.

Paro, t:o,lcLLlar trr¡rt de stn dint ¡.:n-\i ¡tnes d'r: st:n.e..janzct, n.otentas qLta es el línti.tt dt:l

sigttiente SIF.

./1 : 1R2 ---+ 1R.2 : (r. 9) * 
1, 

t, . a I

.12:Rr R',.,.,,.-1 ,,-(i t)

LucAo la tlit¡¡.t:¡t;ititt. tl,t. scrne.-itttt,z-o. tl,e este SlÍ'es Ds - 1. ;,i,.. (l;1 + (l)' : 1

Ca,l.r'ular¡¡os su tlintr:¡tsión dc J.l i¡tko utsA.i- B otLliq an,d. Sr,o e > 0. Sea k, € N fa,l que

A'. - 1< L < J;,. L,,"so Ii(S) : k,. Erúoncr:s

, ln1l.7 , lr1\ rs;, ln(f.)
lllli --_- - liili --- - llill"i,' ¡n1', , ."il' lr'', , "iÁ' ¡¡,' ' . I ¡

Cotno k, + :x" r':ua¡tdt¡ t +O . ll

,rr,, 
ln'Á-] 

- 1..,. l"lit) - Ir, .' ll/i\ I . hLl", l

lenemns ,118 (S') : 1.

Í,'camos alLora su di.rntnsirjt¡. dr: Ho.ttsdlrJJ-Rcsicauitch. Dado t > 0, se:a *-, r:c.,me.,
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antes. Seap e (0,co). Entonces

(""'' \
M(5.p.,) = ín[ { t(diam(S,)), , {S¡}r € i?.(S) }

[-;- )
s l*)' *

kl-n . ¡n

Sj IÍnr k.l-r :0, es deci,r, p > l, Mo$): O. Si. por el contrari'o p --7, tenemos

'MeG): oo'

Por lo tanto DHB(S): l.

Ahora calcularemos la.s tres dimensiones de un rectángulo cualquiera.

Ejemplo 2,3.2 Consid,eremos R: [0, u] x [0, r.,], para ciertos u,u ) 0.

Calculemos prtmero una d,imensi,ón de semejanza. Para ello, notemos que este conl-

pacto es el conjunto i,nuariante del SIF d,efi,niilo por las si,guientes Junc'iones:

Luego la d,imensión d,e semejanza de

1
lr.A),+ ,. lx, y)
.1/i.r\(r,il,+U lr,ú+(0.;J
(r,u),+'u ,r,rr (; 

-r)

I /?1. ?t\
(¿,9) *+ r.\r,il+\¡,¡)
este SIF es Ds :2, pues 4 ' (á)' - f.

.lr

Í,

J3

fn

1R.2 - + IR2

lR2 -+ lR2

lR2 ---+ lR2

lR2 -+ IR2

Calculemos ah ora su d'tmensión de Minkoutski- B ouli,g and,- Se.a e > 0, y seoz k., l. € N

lales oue A.- 1< t!14:-ul. -l<!<1,..
Luego N,(R) : k, . 1,. Entonces

,. ln(k. .1.) ,. ln(/v.(,a)) hr(l'. ./.)
rrrr, __-"":-:
.;ó, r" (Ult.r,¡ ,;ó, - In(r) - , ió. tn (/+ /+)
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Corna l;, -- rx-t 71 l, + cr, ctLrL'ru1.o r ) (i+.

.. hr(tA'. 1) (1. 1))

l.-r . / l¡,-t.\/. r It\V-/

g a.d.e ntás

.. ll(4. /.)
I 1r / /Á- I /1, r\/-\xr\V " V , )

tenerr¡os D v B( Íi') : ).

C aLr:tLl¡'¡n o s su dtrn e.ns i ón dc H n.u s dorJJ - B e.s i. tttuit ch - D o.d rt

mo unl.cs. Sm 0 ! 7t < r:c. Er¡'tttn,r:es

t'l
.V,,H.t.,r i',[lfr,li,,,,rB tl, \R] -R,?,f -

l..-

e>0,seank,yl,co

(/#+)' -. 
'.

(A:..t.)1 !.("a;r'

Si 
.1írr 

(4. t,)t 
' - 

0. es d.ecir. p > 2, .M,,(R) :0. l'eto si por el con,trat itt p < 2.

lt:n.emos ,\4p(R) : .x. .

Por la l,an.l.o Dtn(R\ :2.

//- DE ¡\(h" ",c/v\ '4,
J ---==:=: (--r ¿a
L,BIBLIOTECA;
Í ,QE!]B¡L ,
\ * */



Capítulo 3

Relaciones de orden entre las
dimensiones

Err este <,¡tpítulo cstLldi¡lr'emos Ltrr¿r lel¿rcjrirr de desigualrlad eutrc las diineirsiolres

prcsc|tadas en el capítulo antci'ioi'. r't¡:¡rnl¡ién velelnos un¿rs r:t¡irdir:ioncs sufittietttcs

prri¿t que las ires clirnerisir¡res coirLcirl¿rn. L¿is rleutosLr'¿rcioncs seráir ilpof irclas pol

lein¿rs técnicos. Arleur¿ls. cj crrrplifictLrerrrcs car'la situtr:itjir. por 1o rlue e-ste ctrpítulir

resrrlt¿rr¿i scr ¡lrrr tle los ttrás largos ilct la tesis.

3.1. Enunciado de teoremas v lema técnico

L,l piirncr tcolcllta a plc;cltar desclibil la iel¿L'-'itlu crrtic l¿ts LLtls tlirtrctrsiotii:s i¡it-'

hcnos irr¡roducido r:n r,:l t,¿l¡ítulo ¡nltcrior'.

Teorema 3.1.1 Sea 1l c R'r rortTr)atta líntite dt' 'utt SIF. St'a D,5 lu djntr.rLs'iórL dt

stnrcjanzo. del SIF. Enlonces se crLnt,ple

0 < DfrD(.K) I Dya(K) < D\rB(K) < D.t

4L
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A confirruación \r¿lnos A ter clos rt»rrlicir¡ne-s tales que. juntas, son suiicientcs para

c¡re la rlirrrcrrsirin rkr sernejtrrrza de rur SIF v la dirucrrsitil dc IIai Lsrlr » ff- llesiloviti rli

c1e su coltptrcto límite coincid¿tn.

Definición 3.'1..2 D utLt¡ ltn SIF (l')..... J,). r.r»t, n € N. sc dice qrLe r:umple lu Con'

tlición il,e conjunto abierto d,e Montn tttan.iLo et,isle un abierlc¡ ft . F'2 no L,ttcít¡

y tt,cotad.o tal q1u.e cuttpl'e tle ntan err.t sittttt.l.lá.n e-a las sigu.ientcs lttopittlade.s:

i) f ¡(ti) ¡ f ¡(U) :0 yr.ra i I j

ii) u ./j(¿¡) cL¡
¡€ { l ,... , D}

Lin tal cortjun|o U se llamrL conjunto abi,erto de Moran dr:.l SIF.

Teorema 3.1.3 5e¿ 1{ C lR2 utrLltrtr:to l.ímite de un SIF tuyt:ts Jttnt:iortt:s sott con'

trul:tit,as ltontrpí,n,cas. 11 ELe currtple lo rL,'nd:ición de onjut,ta abierto de \,[o'ra:n. Seo

Ds lu tlim,cnsitirL de serne,janzn, d.t:l SlF Entonces se currtple-

D¡1s(.K) : P"

Ahorir picsetttanto-. un lcnt¿ técnico, tretrres¿r¡io para demostr¿rr lcis teorernas.

Lenra 3.1.4 Sert (l\. . . . . .f .,), con n € I\. un SIF tltte cutn.¡tle ltt uv¡ttli.ti órt rl't: t:o¡¡-

jtm,to abierl,o de \[orutr¡,. Sr:u,n ir1.. . . , r',,) str Lisla tle razo'nes, l{ su u.nryptu:to lítn'ite,

Ds .\u. d¡,l)..:nsi.ón de- st:m e..janza y Ll u,n, abícrto de l'lora,n,. Sea 0 < C I 1,' y seo'

A C I{. Dt:.firti'nt,os lr.ts sit¡t.itntts nn.jurttos:

e(:¡ : {i e7{"), ¿1o-1.¡r1¡i)) < C. diam(Ll) < diarn(/; (Lr))}



Qc@): {íe P@,i@na¡a}
Notemos ant es d,e seguir que, por el Lema 1.1.15, el conjunto P(C) se puede escribir

de 'rnanera equiualente como

pQ):{í<t?):rt1C{r¡_}

Entonces sc cumplcn las siguientas aJirrnuczoncs.

O » (.r;)Ds -1.
íep@)

OüAE U
íeQc@)

3.2. Demostración de los teoremas

A contirruación vamos a probar los teorcmas asurniendo cl Lern¿ 3.1.4; éste scrá de-

mostradc¡ posteriormente (ver página 50).

Demostración del Teorema 3.1.1 Por definición tenemus D¡¡B\KJ SDtn6 ).

Aden:ís. hemos probado anteriormente (Proposición 2.2.9) que 0 < D¡¡6(K). Luego

quedan do. desigualdades por demo.trar: DHBIK) < DtrtptK) y Due\ltl < Ds.

Probemos qne D¡1e(K) S D¡va(K).Por ahora, arotemos m: D¡ta(K). Yamos

a probar qlue M",(K) < oo. Esto implica que Dar(K) 1 m. De hecho, probaremos

qre M(K,rn.,t) < 1Vc € (0, 1).

Como

*{qftP,o<á<.}

f;(u)
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es decrccietrtc con € crecientc. se cul]]ple

,,,J1,'\-'A',:0 i ,]-,,,o .,
I t,,til )

Errtonccs. daclo r e (0. 1). eriste 0 < d. < É tal que

ln(\" (1i))_* 1m

'' (+)

/.\('ulrñ ln l^L I ,, c:1,',5 p(llri\irlrlll. a
\". /

_\¡¡.(r) ai'! 1

Entcinces

M(K.¡n.' e) ! \.(1i) .':" < 1

Luego D¡76(1() I ,,1i B(1i).

Probemos ,llrr,,ra ¿y¿(1i) ( D5. Por zihora. anotelnos s - D-5'

Deliido a que
f lr r l\^lli)t Isrrl'l 

-, 
:rl ^ 'i

\ '4', )

es crccieltc cclu e i:recientc, iellenn-ls

DMt]tK)=,,r{!ffi : 0 < Á <.} 0., o

Luego p:rra cacla c > 0 existe 0 < d. <,: tal r¡re

ln I \', l1{))
Drra(/i) < 

-'; .

u'(+)
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\,'amos a probar que existe g > 0 tal c¡le para cttrla uno cle estos d' sc cumple

.\-l l,.l ,lr, r¡.,: r \

D\ru(K) < T- I 1* l"l'1', ) '- "- ,,_\ ,"(l)/
Sea (r¡..... r,,). con r¿ € N. la list¿r tle r¿izoncs del SIF Sea' r e (0 dian(1{)] v str

corrt'spondieutc 0 < d. < i.

:l^, r(,,ijl ) s'a'c n(.+--) Porl 1'rirr*r'"'a r"l'l L¡rn':l l l r'lcl'i'l'-'

¿r que

' , Li"nL(l ') - '

l¡ ,-r rJirr,,li,l¡J,t,-l ,,,¡.ir¡,ro 
" 

(-f.) ' - i, lu \,t,,"

/ ó. \ '

': (t ,**-, /

Arlcr¡ás. pot la sogntrd:L pa|tc tlel Lr:urrr 314, se nctesita a lo tnás I conjtintos cort

diárrr.1ro a Lr surno ¿. par¿i recubrir a IL. Sea r: E+q > 0 Luego

Pcrr Io tartto. hcrtros ptobaclo q.,e ¿,rr1,li ¡ 1s - Ds'

¡
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Demostración del Teorema 3.1.3 Sea (,f ,, ,l), con n € N. un SlL'corr4lLesto

P,,r' furri iotri's (x)nt1a('tiv¡ls lt()trl ¡'-1r-'rs. S, ,(¡r.....r',,) srt list¿,1 de r¿rzolcs. \'sea 1i

stl (onrpacto lÍlt]itc.

Dcl Teoren¿r 3.1.1 saberlos qrlc rflB(1L) ! D5: irrego probarernos Ds < DHD(Ii).

\rirtsr.Jlp'rr ,: D ¡¡ pt lt') D-.

Sea s: Ds la r'lirriensiórl dc setnejattzar cki STF. \remos cluc Lirsta probal {:llLe existe

una coI§talrte q¡ > 0 t:rl que

v,, < !(,1iam(A;))" V{.{r};ex € R.((). Vr > 0 (u)

"7 
eIl

Así. sc tieue r¡re q¡ ! M(li.s. e ) Vc > 0. Luego tenrlremos 0 < M,(1() porqrLe

M,(.Ii) - sup{"Mili,s.e) :e > 0}. Esto iruplica D5 < DrrB(I{). por dcfinición de

D nnlK).

Probcnios (a). Serr [i un a,]rierto de \Ioran rlel SII . D¿ido A I ; g Ii. tcnemos

,f ]]"'l) :{,. t :'tin,,,l/ ,ti¡n' 1 Ji,,,,,'J, /,,}
\ di.,nr(t-) / r.

cli lm L-l )
P;'r,' /- ,, ,' . , i,'Tin'rr tu- Q( l) - A ( l). L- ,r., ir'.

,1r; r rr (( )

0(r) - {;e. (:#3),i¡fi n rv a}

\,'r:¡rnos clrre existe rur¿r constantc g > 0 l,al que fff](1) ! 17. irrdependicntenelrte (lel

r:onj unt o -,1 .

Notemos que f(L¡) c B(a, 2 . cliarn(J)). cual sea a € -,1 r'para t,,J,, ie (/(,1). Lrr"g,'

t Á."^(/'lll) < 
" 

. (2. diarn(,'l))':
ie Q(.r)
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pues U es un abierto de Moran y los fi(U), coní e e(A),son disjuntos dos a dos.

como Árua(Jfu)) : Área(,fl¿¡)) ví e e@), por el Lema r.5.5 y recordando ra
definición d" p (;#8), tenemos

/ diam( A\. r\ 2 ,
( a- ) 

' Area(u) < {ril2' Área{u) = Área(l{u))

Entonces

#eé)54.¡ (diamtLt)\2

7, . Area(U )
Notemos que

4. r . (diam(U \\2
c _ -_,_=r_ > t)

¿, . Area(U)
es independiente del conjunto,4. Hemos probado entonces que existe g > 0 tal que

#Q@)<qvAcK

Veamos que para todo i e 1. eriste un único r; € K tal qr. 
f^) /¡, (D) : {r;}. Sea

/€ 1-. Tenenros cnr onces /i ,-,\ ¿'I{

\J=,,,\u ) )t N 
buce$on decreciente de subcor¡untos de K

cerrados y ro v¿rcíos. Luego por el Teorema 1.1.3 se cumple

flü):OÍn,(4+a
¿€N

Además, darto I < N se cumple di"* (/r,(r)) : r;1, .diam(D) por ta segunda parte
del Lema 1'1'15. Y 

"o*o ,1r* ";1, 
: 0, no eisten x.,a € Íi(ú) con r fy. por lo tanto

flu) : {r¡}, con 17 € lR2. pero como fi(D) : f{I(), tenemos r; € lf.
Definamcls ahora

h:I'-+K:ír+r;
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Notcmos que ,h está bien definida, pues para todo 7 e .I' y todo U abierto de Moran

se cumple f¡(Ú) : ¡¡(N).

Por otro lado, debido a que K - lrm ó'(¿/). tenemos que ñ es epiyectir,a.

A continuación ramos a probar qne para todo A ! K se cumple

!,(h-r(A)) s .-J-,* (diam(A))'
(orarnlu ))"

donde trr, es Ia medida exterior asociada a

C 'Ilil ,l'€ /'' ] - + [0.ool , [;l - ':- r.t.l - ) Ll

Sea,4 C K. Por la segunda parte del Lema 3.1.4, y por la primera parte de1 Le-

ma 1.1.15, sabemos

Ae u ftú)
íee@)

Notemos además que

á-1rAtc ll [i]' - r.l*,r,
trsto es debldo a que para todo 7- € 1' tal que h(1) : ,i e A, para todo I e N

se cumple rr e fjlt(U). Luego existe I € N tal quu 7¡, e Q@), y entonces tenemos

,'e [it,] s U [4
ieeG\

Como ¡-l es la medid¿ exterior asociada a la función C tenemos

/\
p(h t(A\\ 

= ,l U I¡ l
\¡.qtrl ' ',/

. »,([4)
íee@)
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< 5- c l[;])¿----¿ \Ll,/
iee(A)

I';
íee@)

Por la segunda partc del Lema 1.1.15, y porque #e@) <q. se cumple

p@''(A)) s ,u*ro. I laiam(fi(u))),tolamlU ))§ z---,
ieeé)

1_
' 1o*rr¡71n | (diam(Á;)'

t€e\A)

.-Q: G"t'«¡» ' (riiam(á))'

Recordemos que queremos probar (a). Sea e > 0, y sea {ár}i.¡ €R,(K) arbitrario.
Sin rimgo de pérdida de gencraliciad supondremos que á¡ c K Vj € §f.

Como

h,(K):' ,(=r^r,) :,Hn ,,r,,

y por Io recién probado, tenemos

t@-,(K)) (=U_, 
,,r,,)

< f p(h-(Aj))
j€N

t G;fu» !iaiam(.ai))"

^ ldiam(I/))s¡ea g0 : --n= Entonces, como á t(K) :1. y por el Lema 1.b.4 sabemos
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que P(I',,) : 1, tenemos finalmente

qo < I (diam(á;))"
jeN

Luego hemos probado (a) porque qs > 0.

Por lo tanto Dae(K) < Ds.

3.3. Demostración del lema técnico

A cr ¡ntirru¿,r'ión plr.rt eclottttls a rltrttrostlat t:l lcrtta trl:rrnico.

Denlostración del Lerna 3.1.4

(i) Dado C< p< 1. clefinamos

Pr(C) : {í, p' r; < C < p' rt }

v prol:emos que se cumple

l€P,(c)

Notenros que &(C) : P(C).

Ahora, para probar la afirmación (b), da<lo C S p < 1 vamos a considerar la

altura de Pr(C):

Alt(P/(C)) : ,tr,i"{l;l :í e P,(C)\

Notemos primero que Pr(C) es finito, pues existe m, e N tal que p "f"' < C,

y tnego Alt(Pr(C)) 3 -r.

tr

(r»
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Notcrnos adernás quc. p¡lr¿r C < p' < p < 1. sel orrnple

AIt(P,,(C)) < Alt(Pp(C))

Prohenir¡s (b) por incluccirin sobre AIt(P,,(C)).

Si AIt(Pr,(C)) - 1, cono cs cl caso cu:rndo p - C, tenemos Pr(C'¡ - ¡ t

entonares

lQ,;)':0" »'ri:p"
íePp(C) l€{ t " n}

Sea nr € Ni tal quc (b) se ctmple para todo C < p l1 con AIL(Pr((,')) < rn.

Probernos (b) suponiendo que Alt(Pr(C)) - n'7. Erltorrces

I:IoUIt

donc.le

Ia-{i€l:p-r¡<C}

]'

11-{i€I:C' <p.r¡}

.Afrrm¿rrnos cn¡olraes

/\
P,,(C):I(]U (U iP , tc') ) i"l

\'¡, /

doncle iPr,,((i) : {¡j ,j € Pp,,(C)} V, € 11. 
/ \

\¡amos a probar (c). Probemos primero c¡rc P¡Cl) e 1,, lJl IJirr.,iCr )- \,J, )
Sr:a ie Pr(C) cualquiera. Si ¡ - 1, cl)tonces í: it e 1s. Ysi i ) 2, enton-

,,"r i- (i,.....l¡). a1gún I € I{, con i1 € 11 .v (l:,...,,¿) e Pr..,, (C). Luego



i e i1Pr.,,,(C).
/\

Probemos ahora que lrU ( U iPp, tC) ) e atct. Si I € /0. tenemos enloII-

\¡e r' /
cesí:¿ €Pr,(C).Errcambio, sii,je iPr.,,(C) coni€11 y jePr',,(C),se

cumple ij- e Pr(C). Hemos probado así la afirmación (c).

Afirmamos también

Alt(P/,.,,(C)) <Alt(P/,(C)) Vr€1 (d)

Probemos (d). Sea i e 11, y r"a 7- e Pr.,(C) tal que l7-l : AIt(Pp,,(C)).

Entonces

P'ri'rí 1Q 1 P 'r¿'r;

Luego ij e PplC), ) entonces

Att(Pp,,(C)) = l7l < liil S Au(Pp(c))

Ahora qur: hr:mos prolrado (<1), potleuros termina¡ la clenrostrar,iórr <Ir:l lenra.

Por la a.firmación (c) tenemos

! {n'.;t' :L,rr;)"+!ri [ » ,, ,r,")
i p,tc., ,c/n ;(t 

\jee".- - /
Y corro Alr (1" 

"-,r-,) < m Vl e .1,,

\-,¡. r;)' - )-ir. r',)" -f r'f . n" = t"1-'r '¡' L-',r "' .1-', t

íek(.C) ¿€10 i€It

Y r:on esto terrninarnos 1a dcmostr¿rción de esta parte del lema.

(ii) Sea o € A. Corno Ae l{,y 1( es el compacto límite del SIF, existe i e I'tal

que a e ft(Ú).



Se¿ A e N tal t¡re ¡¡ € P(ar) por lo que' junto a Ia priner:r parte del Le-

ln¡ 1.l.lr. s, (un, lll\1 ,1,r* r 6 l' '/'
Ltego J c l.J

i=ec(A)
.fi(Ll) debido a l¿ arbitr-aried¿icl de a.

tr

3.4. Otros resultados y ejemplos

A paltir rle Ia hipótesis dei Tcorema 3.1.iJ se clesp-,.'ende el siguictlte resultado

Pfoposición 3,4.7 Sea, Ii lFjo2 t:tt'm tt.tto lími.te dr: ttn SIF rttmpLtÍsl tt pttr .ftt'ncíortr's

It o nt,og í.n,ttts. '!l .s€o,.\ s'u dimcnsión de semtjartzu. Entr¡nces

0<",V"(I{)<cc

PaL¿r r:l¡rr«rstLtlt 1a Plo¡rosicirirr i].'1.1, es neces¿Llio el siguierLte lcnra.

Lema 3.4.2 S t:a,n m e N u rl c R' taL qrte $,4 e N. S'ca

.1* : {r7- (or,. ..u,,,) : a.¡€ -,lVj € {t....,rri}}

En,l,r:tnces se r :u:n'pk:

)-, .,,- r,, lf r)'-
;- i," \n=.1 /

Demostración Sc'a A c lR tal que #-4 € N. Pro]¡arenros este lema rner-liante irtduc-

ción solrre n¿. C-'orrto el c¿rso ¡n - 1 es claro, pascmos al paso inrluctivo. Sea rrl € N

t:il qur-: todo srlbcortjttnto -'1 ( IR con f4 - m currqrle

¡ l"f,,, , ,,,,,- lt"l,fr" \;í /
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Entonces. se¿r ..1 q R r:ol f.,{ - n¿ + 1. Ltte€lo

a;€A-.+ \

Dernostración de la Proposición 3.4.1 De la ricrriostacirin ilcl Teorctn¿l 3.1.3.

rescatamos que 0 < M"(Ii).

Ahor¿r clerlostlarenos quo M"¡X'1 -- cc. R.ecordemos que

\.1"(/{) : 1ílr M(Á-, s. e)

Sc¿i r > 0. V¿rnos zr prol.rar clue .M(/í. s, e) < (diam(7i))". Entotices te¡nclretlos

M,(I{) < rc.

Clolstruvarrros ur t ecrrbririictLt o en R.(1{). Sea (r1,..., r,) la list¿r drl r'azoles del

SIF.r'scameNtrrlc¡re

r"' diarn(I{) l r

Luogci

cliam(,[(11)) < e. VIe 1"'

- tf, o2 , Í»-\\
= 

\ \=," ))

/ \"' / \- {L,) (t")
\"er / \,,e.r /

/ \ "''r- {r,)
\',e r ,/

tr
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Como K es el compacto invariante del SIF, tenemos

K: u /lr)
íet-'

Entonces, ocupando el Lema 3.4.2 tenemos

M(K,s,e) < ! taia-(/ln))J"
íe t^

: I4.(diam(¡r))'
;ÉI^

/ \ln/\
= (I'; ) .(diam(4.))"

\ ie¡ /

: t- . (diam(I{))"

Luego hemos probado

M(K,s,e) < (diam(K))" Ve > 0

Por lo tanto M"(K) < ,x,.

A cr¡ntituación vercrnos dos ejetrplos dc SIF quc rnuestran que las condicioncs en el

SIF dadas por la hipótesis rlel Teorema 3.1.3 son necesarias simultánear¡ente.

El primer ejemplo es un SIF cuyas funciones no son todas contractiv¿rs homogéneas.

y que cumple la condición de conjunto abierto de l\.{oran. Veremos que su dimen-

sión de semejanza y 1a dimensión de Hausdorff-Besicovitch de su compacto límite no

coinciden.

¡
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Ejemplo 3.4.3 Sean

/¡ : IR2 ---+ R2: (r.y)* | fr,yl - (3,,
/2 : 1R2 ---+ IR2 : (r, y) * (; i)

Es inmetl,i,ato uer que f1 cs ,una J,unción, u)ntrac.t.i,ua hom,ogí.ne,u con ro,zrin, de «tn,tra,t>

ción l.
Veamos que la función J2 es contractiaa con razón de contracción distinto a !-
Primero, notemos que p0,r0, (r,y),("',y') €Fl2 cualesqu,iera se cumple

Jztt.u) rzri u,) ,l(j ,, ,: l.o- u,)ll

. i ,,,,r, -(r'.y')ll

Por lo que f2 es una Junci,ón contractiua, con razón d,e contracción 12 ! !.
Segund,o, notemos que para (0, 2), (0, l) e R2 tenemos

llf,@,2) - /:(o, r)ll , ] . ttto. rl - (0. 1)ll

por lo que !2 no pued,e tener razón d,e contracctón l-
F tnalmen,te, uearnos que f2 no es .f,unción contractiaa homogénea; para los puntos

(2,0), (1,0) e R2 tenemos

ll/,e,o)- /,(1,0)ll - *. ll,r,o, - (1,0)ll

Veamos que el SIF cumple la condición d,e conjunto abierto de Moran.

Sea U : (0, t) x (0, I). Notemos que h(u): (3, t) , (0,il y .frfq: (0, +) x (0, á).

Luego U es un abierfo d,e Moran del SIF.
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t:st.e SIF. Seo,n ,1 - l0 tl r {tl} c:om¡to,cto init:ial, tJ rL : ((R'?) + K(R'?) lo. flr.nr:ión

asociada al SIF. Seo. K t). contporta Ltlnt itc d,d S[I'. ¡1 rer,orde-mos qtt,e

;i - lirr r¡-(l)

t -rl ,,t: 1 /,-I -\\ot,mo¡,7rr, ,,, l.- 0.- {u}[] l;.1 {ol . q,,, .1 . r.ú\ | " 
.0) u,t',,

I rl - Lr .l \ !)
/1: \

.l:(.r,0) : (- 0) o. €P'. Entr-¡nes. c:l compar:to límile de estr: SIF es eL ortju,nfo dr:

-"u, dimcnsi.ón. de H LnLsdorJJ- Br:s ir¡tt:itr:lt r:s

D¡¡6 li¡-:?=n63 1 u ll
mlól

Pero dcbido ú tltle ln dim,tns'tón d.c. sema.jartza tlel SIF es aq'u.r.:l. real s que soti,sJrL'ce'

r lr5
I'.] t'.:1.,t,' !.'"titn l)HBtl\')1 .-

\ ti /

Ut ar*u"r," eierlplo consiste eli ull Sl¡' compncsto por 1\urciottes coltr¿ictil'as ho-

rirogérretrs, ]' que no nrirrple lti corrdiciriir cle conjurtto al¡ier¡o de tr[o1¿1n. Vcren](ls qlle

1a rliineirsitiu cle serneiauz.r de este SIF )'I¡ rliniensiirn dc Haus<L¡t ff-Bcsicovitch de

su cornpacto 1írlitc rx¡ coinciden.

Ejemplo 3.4.4 Al SIF (f I fr, J3) d.e.l tri.ánqtllo d'e Sit'.rpiñsl;i. tle.fínído ert h' sr,c-

t:i,ón 1¡.i), le Lrgre¡lartrnos untt Ju,nl:ión .f4 un,tr(l(ii1t0. hornogénea tol tluc nrt rnodiftrL

eL compo,r:to l,ítn,ite. g ta! qur: t.l. nuet'o SIF (.ír, f ,,.ft,.f a) no cuntplt la t¡.tt t d,it:i ótt dc
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canjurLto abzerto de Á,[otzt,n. El SIF qucda entonces así:

IR2 ----+ IR2

lR2 ---+ lR2

lR2 ---+ IR.2

IR2 ----+ lR2

Claramente todas estas Junci,ones

(t,y) ,+', A,ol

(r. y) *+ I t,. ut . (+,r)

Í.r.y).,f,.,r.rr- (i +)
1(t.y) , + n. lr. U)

son contractiu as homogéneas.

f,

f,

f,

fn

Probemos que cstc SIF no cumple la cond,ici.ór¡, d,e conjunto abierto de tr[orun. Sea

L¡ C lR2 abr,erto y acotado. Para que se cumy_,la fn(U) e LI , paro, todo u e U es

necesario que se cumpla f,. u e U. Ademds. es necesario que. e.tist a u' e U tal que

l.u : u' , paro, que así f1(U) C (J. Pero entonces, fa(u) : flut). Entonces se cumple

fn(U) 9 f 1(U). Por lo tanto U no puede ser abierto d,e Moran d,el SIF.

Consi,d,eremos comr.t compacto ini,ci,al A, eI tri,il,ngulo equi,lótero con base [0, t] x {0} g

uértice opuesto a éstu el e"úo (+, *) . r"r"*ot f 
^@) 

e flA), luego el compacto

lí.mit c as e-l triángu,lo d,e Sieryiñski, el ctLal ueremos (página 67) qu,e tiene dimensión

d,e Hausd,orff-Besi,cot¡itch, Dua: #. Sin em,bo,rgo, la. d,i,mcnsión de semejan.za es

aquel real Ds tal que

(i)* ., (])"" : ,

Por lo tanto, la d,i,mensión d,e semejanza de este SIF no coi,nci,d,e con, la d,imenszón

de HausdorJJ-Besicoui,tch de su compacto límite.
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Presentünos ¿rhi¡r-¿-¡ otro r-esulL¿rdo'

Proposición 3.4.5 "li ttrt SIF utrn1nte'sttt ¡tor f un'tiones abiertas curn;¡ e' la cor¡ d'iciórt

rl,t' t:ctn,'ju.tt,to uttterto dc J\[ ortLtt. y t¡¡. t¡bic,r'ttt tlr: \Ioro"¡t cc)ntierle al tontpatlo lhnite Ii

tlel SII'. entonces I{ t:s Lotalnu'ttte tli s con'et:o '

Dernostraciótr Scn (.1¡.. . . ,.1,), con 7? € Id lrn SIF cc»npnesto por funciolcs abier-

tas v que curnple la conrliciórl cle coljunto ¿rbierto cle \loran' Se¿ 1i su con4racto

línrite. ¡. sca LI ahier'1o cle \Ioral tal quc 1i C LI. Selat tr'12 e K col I1 f 12 Der¡ios-

ir¿iremos qüe r:xistcn dos ¿r1¡iertos disir'lntos (i1'li'2 C lR2 tales que 11 € LIr v /z € [I:'

Así. 1i no ptrecle tener urr subcoujuntil co1ler'o c(l1l m/ls cle rtu eierlento'

Se¿r ¡ri € N tal que
,{/,. 1,)

7"' diaml [') - --

SeaIe 1",talc1¡r: Ii e fr ;() Entonccs corno 1{ e L. tenerlos rlialn(I{) < diam(Ll)

l 11 e .[(Lt). Lrregcr

cliam(/i(t.'')) < r'' diarl(Lr) .4(l vt)

Sea y-e -I" tal que 12 € 6(Ii) Erriouces tercrl]os ¡t,: .f¡(.Li) ¡ L'.::.i,-(Lr) abiertos

porque las ftrnciones qrle «lmpollell el SIF son allicli ¡rs r¡ clisjuut os debiclo a que LI

es rtn abierto clc \Ioran.

Por lo tanto 1{ cs totaLnente rltsconexo'

\Ie¡rrnos a corr¡iituacióri un SIF, comptlesto por.. liurciortes ¿lliclt¿S que cunple 1a

cr¡rcliciólr dc cortjurito ¿'l¡ierto r1c \Ic'rirl pero que no posee al¡ierto de \Ioran que

n
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contiene ¿l (:]o Uliicto lilite. \¡erernos que rlic,ho conlp¿lc1,o rlo es totalmente discrtne-

xo.

Ejcnrplo 3,4,6 Este .fi^o,ctal .se Ll'ama t.riángulo de- Sterpil¿slti. ¡1 lo inlrotltLt:hnas t:on

md,s tlttulle en ltL setr:i.ón /r.'9. -4tlel.o.n'tatt o s /o,s funr:ioncs tlue com'pont:n cl SIF

Por e.l. m.otncn,[r'¡. ba,sta rrrcr¡cittttar que t:tLrnytlt: kt cttndíci'rjn de conjurtLo abíeTto d'e

lI ora.n.. trttttsto rtru,e Lo det n ost.ro.'rr:.n ¡r¡s m.d.s adelan,tc (páqina 66)

f0.t] x {O} y t,í.rl,ic.e oput:.sto u t\ta tl lttnto (l +) Dtl¡irlrt a qLte kts ynm,tos (0.0)

,,(::) p,tl.t,,,¡ qt t¡.i¿r'¡',lnJ,.*;,tf,n'I'. rr1" f (-+) l',ttt.ttt tlo

trisft abiert,a dr: llloran ryt,c utntr,en,e al tornpa,r:to lírnite.

C o n,si dcrcrr¿ r.t s e L r:a n.iur t t o

Ilolcr¡r¿r-* qut: t:sttí r:onteni.da t:n r:l utrt,pal:to ini.ci,ttl ya. ntncir¡¡tatla. 'y tltt't: adlrnti.s

s o,t,isJ rL,ce

r - ltQ)[J f,{r)

por lo qrr,e T es un srt'l.trr.tn.ittn'trt dd. tri ánq ulo iLe Sierpiríski.. Lueqo r:ste tihi'rrto ¡to

pueda set lnLolnte-ntc' tl:isrttne.¡o pttcsto t¡te T es conel:tt y posea rrt'ris de urL Tttt.tttct.

1' r0l ,¡or. ,,,, -1
., 1 , 

('''t\

.1.:: R' 'F-: '.,.,'-),,,-(l u)

f,: R -2t r-:..ü-(l ii)

t: {(, ./.: ,,) ' , . [r,;] ]



Capítulo 4

Ejemplos conocidos de fractales

A trr.,lrtirru¿ciijrr e-lliotrhctrtos tlcs fi¿u:talers crott,rcirlos. Corriplobtrlcrttcts qLle soll au-

tosc,ruei airt es. r'elific arernos que crrrnplcn la coldición cle coljturto abiertt) cle \{oran

¡, calculzu.cinos strs ,1isti1r¡as dimcnsir»ies. Esta st:r'r'ióu sirr.c r'le pl¿icti( ¿1 antes rk:

trabajar en fr¿rctale-s m¿is colliplejos.

4.L. Conjunto de Cantor

Estc cs ttn eiernplci de iiact¿rl eri la tecta. rcal.

Tonernos cl inlerr'¿Llo lt). 1]. qrr. lli[uüLernos B. E¡te -* rli\icle cri lles partes igttales.

se renlLlcvc el segnento central a}¡ierto en sls extremos l' sr.l olltiene -81. De m:rnera

srrcesir,¿i. ,B,, si: olrtiene rcalizanclo el misrtro proceso a car.la uno de los iltervalos cle

13,,, 1. Notcrrios cLue -B,, C 8,,, 1Ym € N. Iil conjunto de Cantor cs

C: Irrrr 8." - a 8".
,',.],

La figurl .1.1 iluslrtr las pritneras :rplorimacioles del cotrjunto de Cantol a pirrtir cle

B : 10.11

61
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Figura 4.1: Obtención del conjunto de Cantor a partir de B : [0, 1].

El SIF que describe el proceso es ("fr, "fz) dcfinido como:

Tenemos entonces

rr: rc(R') ----+ rc(R,) : A+ J1@)U f2(A)

Notemos que en la explicación anterior definimos el conjunto de Cantor como

C: tím ó*(B)

Lrego el conjunto de Cantor C es el compacto límite del SIF (ñ, /r). Es autoseme-

jante porque ambas funciones son contractivas regulares, por la Proposici ón 2.1.2.

Veamos ahora que cumple la condición de conjunto abierto de N.Ioran. Tomare-

mos como abierto [/ : (0, 1) Como fi(I/) : (0, ¿) v Íz(U) : (3,1), tenemos

ft(U) rt Ír(U) : A y 4(U) c U. Por Io tanto, e1 conjunto de Cantor cumple la

condición de conjunto abierto de Moran.
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Calculemos la dimensión de semejanza del SIF. Debido a que Ia lista de razones

rle contracción del SIF clue defirrc el curjunto rle Cantc¡r * (,1, á), la clirnensicin rle

semejanza de este SIF es el número real Ds tal que

/1\D' /l\D"(¡l * (s) :1
Por 1o tanto, la dirnensión de semcjanza del SIF es

D':I9-0.63€(0,1)
rn(J)

Conro ademrís fi y f2 son ambas funciories contractivas homogéneas, por el Teo-

rema 3.1.3 las dimensiones de Hausdorfi-Besicovitch y de Minkowski-Bouligand de1

compacto límite coincidcn con Ia dimensión de semejanza del SIF. Luogo la dimen-

sión de Nlinkowski-Bouligand del conjunto de Cantor es fraccionaria, y entonces este

conjunto es un fractal.

4.2. Curva de Koch

Presentamos el siguiente SIF.

N ---+ 1R2

IR2 ---+ lR2

R2 -+ lR2

IR2 --+ IR2

Notemr¡s que -R¿ (tl) indica la

rln ángullr d, -v también que

,1
(¡, y) *+ ¡ . (.r. U)

(r.y)r+ r* (i ,, ,,) - (j ,)
(r s)r+ r* (i ,, ,l) (i #)
@,a),+] t,,rl. (;,,

f,

h

h

fn

rot,aciólr del vectold alredcdor del origen del plano en

cada función es contracti',,a hornngénea con r¿rzrin de
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colrtr¿lcción i.
El i orrLp:tcto lírrLitrr rlc estrr SIf iillt(rrior c-s ( ollo( i(lo ('olllo Ia curva dc Koch l(' el

CLtal notamos.lne es ¿rLrtosel]ej¿]ntc por 1a Proposiciril] 2.1.2, puesto tlue 1as funciones

r,le1 SIF son ¡ontr¿rcrcioites regul:ues. La figulrr 1.lJ IepjcselltiI lir, séptimir aproxirnación

r-le este compiicto.

I'igura,'1.2: Siiptilna apioxitl:rcirin clc 1¿r curv¡r de Iiocl'r'

\ieamos que cl SIF cu,rrrple I¿L r:oncliciiin clc conjunto abicrto de \Ior¿rn. ?imarerilos

como ¿rbierto [,I r:1 irrtciior dcl tiitlugrLlr isí.,sce]es clc árigulos ]rnsales f,, con b¿rse

l0 f l r {0} r. o:L'o r.értict' ol)rtosto ,1 o.,u ,." (}. #) .tn'n,,.o. 4r trit.sfbrrtia [/ ert

¡l irrtrtri¡r.rle ¡¡atr.o tritírrgrrkrs ist'¡s«.lcs rná-; pcrltrelos, totLls rlisjtLntos V ctlutr¡tiidos

cn [.,'. Eri la figula .1.3, el triángu1o glis es [,'. 1' la zorta rcgr¿t es p(Lr) Corno cada

triángulo negro es la represcrrtación de li(LI), nlgún I e {1,2,3,1}. concluítnos clue

1¡ cuLva de Koch cturtple ltr conilicióu tle coljnnto aliierto cle \{oratr'
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Figura 4.3: Un abierto de N'Ior¿n del SIF de la curva de Koch.

Calculemos la dimensirin de scme,.jarrza rlel SIF. Ésta es tl siguiente nírmero ¡eal.

D":ffi -1..26e(r,2)

Recordcmos quc las t'uatro funcir.¡nes de cste SIF sor t:ontractiva^s homogéneas. Lur:go

por Teorema 3.1.3 la dimensión de Ivlinkowski-Bouligand de la curva de Koch es

fraccionaria. Con<fuímos entonces que Ia curva de Koch es un fractal.

4.3. TYiángulo de Sierpiriski

Sea (/r, /2, /e) el siguiente SII-.

fi:1R2 -+JR2:

/2 : )R2 ---+ IR2 :

/3 : JR.2 --+ IR2 ;

(r,ü,+) A,rl
(¿,y) *+ i.r",rr- (; ,)
(x,a),+', A,ol- (i f)
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El triángulo de Sierpiriski es el compacto límite S de dicho SIF. La figura 4.4

represonta Ia oct¿va apr(ximación rlel «rrrrpacto límite dc estc SIF.

Figura 1.4: Octava aprr-rxim¿ción del triáugulo dc Sierpiúski.

Notemos que el triángulo de Sierpiiski es un conjunto autosemejante porque cada

función que compone el SIF es contracción regular, por Ia Proposición 2.1.2.

Veamos que este SIF cumple la condición de conjunto abierto de \4oran. Consi-

deremos como abierto U el irrterior dcl triángulo equilátero con ba^se [0, 1] x {O} y

vértice opuesto a ésta el punto (+, f). Xor"*o. que la función asr¡ciada at SIF d

transforma U en la unión disjunta de tres triángulos equiláteros más pequeños, ca.da

uno correspondiente al conjunto imagen fi(U), con cierto i € {1,2,3}. Como además

estos triángulos se encuentran contenidos en [/, el triángulo de Sierpiúski cumple la
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condici(i1} de cotrjitnto abicrto de \Ioral. L¿r figurLi 1.5 ilustra I¿ situación: L¡ es el

tlihrigrLlr.r rk's|r'ito prir e1 t'olllt¡Ltto ex¡ciiol. 1 1)(Lt) es Ia zola de color negro'

Figrrla.1.5: I.ln abielto r-le \'foian del SIF del triálgulo r'le Sii:rpiriski'

C¡rlcuiemr¡s 1a climcrrsitin ile setneja¡za del SIF. Dcl¡irlo a q¡e la lista de razrlnes de

colrracciijn clel SIF r$c clefinc el triárrgulo cle Sierpiírski "r (l i, ]), srL dirnensión

rle scrle,j:Lnza es el siguiente níulero real D5

,': ffi:1.;8 e (1,2)

Por Io ttLrrt6, cor¡o l¿s firlci¡ues dc este SIF Son colltlacti¡as hr.rrnogéneas, r:1 Teo-

rerrla 3.1.3 rr¡s i¡di<'a ciuc 1¿1 .liulclrsi(in \{irrkorvski-BouligrLnd rlel cornp:rcto lírnitc

coircide con la dimr:nsión c1e semcjattztt dcl SIF. por-1o clue es fiaccion¿ria'

Eritoncres cl triángulo de Sielpiúski es un fr¿Ict¿1.
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Otros ejemplos

5.1. Una modificación de la curva de Koch

A continuación haremos una modificación sirnple de 1a curva de Koch. Al SIF ya

estudiado, Ie agrega,remos cuatro funciones que resultan de la composición de una

función del SIF usual de la curva de Koch, con una reflexión respecto al eje de

abs<:isas. Entorrr:es, el SIF queda así;

f,'

f,

ÍJ

fo

fs

fe

J7

l;

lR2 ---+ lR2

lR2 ----+ IR2

IR.2 --+ lR2

IR.2 ---+ lR2

R2 + lR2

IR2 ---+ IR2

IR2 ----+ IR2

lR2 + IR.2

1
lr. u\ trr - . 1r 11\

¿

(r.fi.-+r: (i ,, r,) (j r)
(¿ y)*+ r., (á r,.v))+ (i +)1 /2 \
(r,y) *+;.(r.U) + ( ;.0 )ü \,) ,l

1(r, y) +;.(r,-9)
(.¡,.y) r+ r, (i ,, ,r)- (+ o)

{r,y)*+ r* (i (., _u)) (; #)1 /2 \(r,y) ,+ ; . (.r', -V) + { ;,0 )o \.r ,/
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Todas las funciones que conrporren este SIF son contracciones regulares, por lo clue

r:l cornp:rcto linitc es arrtoserncjante rlcbidr¡ a, la Prolrosicitin 2.1.2.

La flgura 5.1 rcpresenttr la cualla aproximación del compa,cto límite de este SIF.

Figura 5.1: Cuarta aproximación de la curva de Koch modiflcada con reflexiones en

torno al eje de las abscisas.

Adenrás, Ia unión de un abierto de Niforatt de Ia curva de Koch con su reflexiótr

rcspeclo al eje de las abscisas, es urr abierto de Nloran para cste SIF. Por Io tanto, la

dimensión de \finkowskiBouligand de1 compaclo lírnite v la dirnensión de semejanzr:.

de este SIF coinciden, por Teorema 3.1.3.

Debido a que todas las funciones que componerr e1 SIF son funciones contractiras
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hr¡mogénc¡rs con r¿izón de cotrlr¿rcción {. este vtrlc,r es

D'-l'l - ló9e \l l
i111,.J J

Eltolces el contJracto 1íinite di: este SIF es nl fractal.

(á f)
(3 f)

5.2. Modificación I del triángulo de Sierpiriski

Rccorrlaudo rlue el SIF clr\.o Lrorul)arto lírnite es el tliángrilo de Sierpiúslii slrbdilicle

¡rr triátrgulo «¡-Lil.itcro rl,:' lado 1 rrtt tuatttr pctlLtclios triálgrilos 1- toltsuva tLcs tlc

éstos (figrir.r 4.5). a r,ontiluacióri halernos algo sirrtilar'. \i¿ttt,-rs ¡r sutidlvirlil el misrtrtr

tr.iringulo en rli(.{.iséis rrihngrrlos i.r¡til/rtclos. dc larlo l. \¡ conscl'\¡¿lle1nos 10 rlc óstos.

La ligulrr 5.2 r'eplescitta de cr,lor negro los tiiárrgulos a (rollscr\-ar'.

l'igLrrtr 5.2: Sul¡rliYisión de nn tritirrgnkr equilálel'o cn 16 rriángulos sclrtejirutcs.

I i r ¡rt irrlac irirr ¡)r cserlt ¡ilrros un SIF clur: corlcspoutl: a 1¿t situ¿Lciórt let,ión ihistl¡rd¿r.

f, : 1R2 -+ R2 : (r.37) * ] t.,v)

/2 : R2 + 1R2 : (:r. y) * ] {r,, -v) +

.f3: R2 -+1R2: (r,e) *I.{r, u) +
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ft:R2 -+R' , 6,y)*I tr,-r,- (: *)
[-: R?-R .. tr., -i,., - (i.)

J,.qr-R2 . 'r:) -1. .-,,, (f {)
J.: R2-Rz, '-r.!,'-j r, (l *)

./.: Rr -L- '. '.t.:-1 ' , - (; {)

l :12 -Rt 
tt"tlt*-I 'r' -:l' (: *)

./ ¡ : .R2 - 1t : r.,. ¡/' '"'" "', (l --)

La figura 5.3 r'erpr-escntzr su cuarta allrorim zr'ciriil '

}.igur.a5.ij:C)trili.faqlroxin¿lciilrri]tllComp¿.tctolínritcr]r¡1SIF\todificlr.iÁrlId..Sr..l-
piúski.
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Notemos que todas estas funciones son contracciones regula,res, por lo que el com-

pacto límite es autosemejante tal como 1o indica la Proposición 2.1.2.

Además, es inmediato ver que el interior de1 triángulo equilátero original. de lado 1.

es un abierto de \.{oran de este SIFI luego por Teorema 3.1.3, y también debido a que

7a razón de contracción de cada una de estas funciones corrtractivas homogéneas es

], sabemos que las dimensiones dc Hausdorff-Besicovitch 1, de Minkowski-Bouligand

del compacto límite tienen el siguiente valor':

,":l"(19) :1.66er1.2)- In(4)

Luego el compacto límite es un fractal,

5.3. Sierkoch y Kochpirlski

1. Sierkoch

El compacto 1ímite del SIF a presentar será denominado Sierkoch, puesi"o que

es Ia composicirin de dos SIF: una trodific¿rción del SIF cuvo coru¡racto límitc

es el triángu1o de Sierpiiski, y el SIF de la curva de Koch.

Recordemos el SIF del triángulo de Sierpiiski. visto en la sección 4.3. Defr-

nirnos las siguientes firnciones, donde las dos primeras corresponden a las dos

primeras funciones del SIF del triángulo de Sierpiáski, y la tercera posee una

pequeña modificación. Ll¿maremos este SIF como Modificación II de Sier-



piúski.

El objetivo de dicha modificación es que este nuevo SIF tenga eI mismo abierto

de Moran que el SIF de Ia curva de Koch. Recordemos que el SIF del triángulo

de Sierpiúski subdivide un triángulo equilátero; esie SIF subdivide el triángu-

lo isósceles de ángulos basales f,, con base el segrnento [0, l] x {0} y vértice
,. :\.opuesto a ésra el puulo (i.t,

Ltr figura 5.4 es una representaciórr de la séptirna aprr.rxirnaciórr del corrrpacto

Iímite de este SIF.

.ft : 1R2 -+ lR'? : (a, e) * f,. O,ul

/2: R2 -+ R2: (¿.itl --'U tr.r,- (| n) 
.

/3 : IR2 - + R2 : (r.y) *1r.t.r.ul- (l #)

Figultr 5.,i: S(¡rtirla aploxirntrt iórr rlc l¿ l, Iotlific¿¡cirin II dcl tliángulo <kr Sit:rpiriski.
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Not<¡mos quc 1as hurciones dc este SIF son contr¿rtiva^s homogéneas con razón

de «;ntracción ]. Además. este SIF cumplc Ia condición de conjunto abierto de

N,Ioran, pues por constnrcción el interior deI triángulo isósceles con ringrrkx ba-

sales f, es un abierto de l\foran, base [0, 1] x {0} y vértice opuesto 
" 

é.t" (+, f)

Sca ahora (gt, gz, g¿, gt) e1 SIF cuyo (olnpacto límite es la curv¿t de Koch, visto

en I¿ sección 4.2. Ya vimos que estas funciones son contractivas homogéneas

co¡r razón de cont¡acción |. Además, el SIF cumple la cordición de conjunto

abierto de N{oran. ya que e1 interior del mismo triángulo isósceles descrito m¿ís

arriba es uno de sus abiertos de Moran.

Entonces, creamos un SIF de 12 funciones á¿,¡, donde para i € {t,2,3} y

j e {1,2.,3,4} 1a función ñ¡,.¡ : IR2 -+ lR2 es de la forma

h¡,¡ -- f¡o g¡

Notemos que la composición de dos funciones contractivas regulares es una

función contractiva regular, por Io que Sicrkoch es autosemejantc por la Pro-

posición 2.1.2.

En Ia figura 5.5 observamos el gráñco de Ia tercera aproximación de Sierkoch.
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Figura 5.5: 'I'ercera aproxirnacirjn cle Sierkoch.

Por otro lado. este SIF cumple la condición cle conjunto abierto de Niloran; el

interior del triángulo isósceles ya descrito es un abierto de N,{oran de este SIF.

Luego, para conocer la diurensión de lvlinkowski-Bouligand de su cornpacto

lírnitt, podemos cak:ular la dirnensión dc serncjanza del SIF clcbido al Toore-

rna 3.1.3. Como la razórr de contracción de cada fulción hi,¡, cort, € {1,2,3}

yJ € {1,2,3,4}, es

11 1,,r- 2 3- 6

su dimensión de semejanza Ds es:

's:q]a-l3e((1,2)rn(oJ

Entonces Sierkoch es un fractal.
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Kochpiriski

Vamos a prosentar un SIF resultantc dc la cornposición del SIF cle la curva cle

Koch y del SIF del triángulo de Sierpiúshi modifrcado comr¡ lo indicado en la

página 73. EI compacto límite será denominado Kochpiriski.

Sea (g,92,g,ga) el SIF cuyo compacto límite es la curva de I(och. üsto en la

sección 4.2. Sea tambión (fr, h,.fB) el SIF del triángulo de Sierpiiski modifica-

do como Io indicado en la página 73. Construímos entonces un SIF compuesto

por 12 funciorres kr,j contractivas liomogéneas, cuya razón cle contracción es f.
Cada función &r.., : JR2 ---+ 1R2, con i € {1,2,3,4} y J € {1,2,3}, es de la fbrma

t\,i,j - yi e J j

La figura 5.6 representa la tercera aproximación de Kochpiúski.

Figura 5.6: Terccra aproximación de Kochpiúski.
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AI igual que Sierkoi:ir,

condición de conjunto

Bouligand

el compacto Kochpiriski es atrtosemejiurtc, cuurplc la

abierto de \,{oran y es de dimensión de Mirrkowski-

D": T(1.2) - 1.3e € {1.2)" In(6)

Luego Kochpiúski es un fractal, pelo de aspecto diferente a Sierkoch.

éstos

Prescltamos a continuación ulr fractal conocido cotno Diamantes de Lévy, el cual

es urra modificación del SIF de Ia curva, de Koch. Si bien este fractal no resulta

intcresante en esta tesis trror rrc crrnplir Ia conrlición de conjunto abierto rlc N,{oraln,

nos inspiramos en él para creal'un SIF que curnple 1a hipótesis del Tcorema 3.1.3.

E1 SIF de los Diarnantes de Lévy parte de un trapecio cuya base mide 1 y el resto

de sus lados ]. Luego, pega tles copias del trapecio original contraído a una razón I
en cada lado no basal, La figura 5.7 representa la situación.

5.4, Diamantes de Lévy y una modificación de

Figura 5.7: Primer'¿ iterar:ión rlci SIF de los Diamantes de Lrivy.
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La figura 5.8 rcpresenta la séptima aprtximat:itin rle k¡s Diamantes de Lóvy.

Figura 5.8: Séptima aproxim¿ción del compacto límite Diamantes de Lély.

Notemos que rrn trapecio, de base 1 y con lados no basales de 1a,r'go |, sc puede

subdividir en cuatro trapecios de base j y lados no basales de largo ]; Ia figura 5.9

ilustra esta situación.

Figura 5.9: Subdivisión de un trapccio clr cuatr'o trapecios scnrtjantes.
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Entonces, vanos a subdividir el trapccio original, de base 1, en 16 trapecios de base

j, ) .or""trr."-os 10 cle ellos. La flgura 5.10 representa de color negro 1os trapecios

a conservar.

Figura 5.10: Subdivisión de un trapecio en dieciséis trapecios semejantes.

A continuación presentamos un SIF- que corLesponde a Ia situación descrita antorior-

mente.

f,

h

h

fn

f"

J6

J7

lR2 ----+ R2

R2 -+ IR2

lR2 ----+ IR2

iR2 -+ iR2

lR2 -+ lR2

lR2 -+ lR2

R2 ---+ lR2

.1(r, y) ++ ¡.(r,a)
(r s)*+ 

^ * (j (..y)) + (: f)
(r.y)*+ a,(] r,.r,).- (: S)
(r y)+ 

^* (+ (".r)) . (X,0
(¿.s)*+ (] r, ur) . (i ,)
(¡.y) + ,* (i ,,. r,) - (3 f)
(¡.y)--+ 

^- (i r,,rr) , (i f)
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"fa 
: lR2 -+ IR.2 :

Ís , IR2 -+ lR2 :

Áo : IR2 ----+ IR2 :

t¡,a),-(l ,,'rl), (: f)
(r.y)+a. (] ,,.r,) (: f)
(r.ylr+ -, (i * y)) r (; +)

Noternos prinrero que cada función del SIF cs una co¡rtraceión reguiar, por lo que

por la Proposición 2.1.2 el compacto límite es autosemejante.

La cua¡ta aproximación del compacto límite de este SIF es representada en la fi-

gura 5.11.

o6

o.2

-o-2

Figura 5.11: Cuarta aproximación del compacto límite de la modifrcación de los
Diarnantcs rle Lóvy.



81

Por otro lado, el interior del trapecio original, aquel con base 1y lados no basales

j, es claramente un abierto de iVloran del SIF. Resulta entonces sencillo calcular Ia

dimensión de Mirrkowski-Bouligand dcl compacto límite, puesto que cr:incide con la

dimensión de semejanza del SIF. Como l¿r razón rle contr¿cción de cada función clue

compone el SIF es |, Ia dirnensión de semejanza es:

D-. : ll(ll) 
^j r.66 € (r,2)

tn(4)

Por lo tanto obtuvimos un fractal.

5.5. Embalse

A continuación presentamos el siguientc SIF. Su compacto límite se llama Embalse,

dcbido a que su SIF lue irrspirado or el paisaje cle tres mont¿rñas y su reflejo en el

agua.

lR2 --r IR2

lR2 ---+ IR2

lR2 ---+ IR2

IR.2 ---+ iR2

Como las cuatro funciones son contracciones regulares, ya sabemos por ia Proposi-

ción 2-7.2 que el compacto Iímite es autosemejante.

La figura 5.12 ilustra cómo el SIF transforma un conjunto compuesto por cuatro

triángulos equiláteros, uno de lado 1, otro de lado I V dos de lado |. La primera

.ll

.12

fz

1
(r, y) *) t. G,-A)

(r.ú ,+ | . r,. -u). (+ ,')

(r,y)*+ 'U ,r,-r- (i ,)
(r,y)+ ', t-.r." (l #)Jn



iteración es la zona dc color negro.

Figura 5.12: Primera iteración de Embalse.

Por otro lado, el interior de la figura inicial, aquella compuesta por los cuatro triángu-

los equiláteros, es un abierto de Mora¡ de este SIF. Como además cada función es

contractiva homogé.nea, poclemos «rcu¡rar el Teorema 3.1.3. Luego la rlimensií¡n dtr

Minkowski-Bouligand del compacto iímite y la dimensión de semej a.nza de este SIF

coinciden con la solución de la siquiente ecuación.

22
2"- A-'

Entonces la dimensión de Nlinkowski-Bouligand de Embalse es:

¿t" -1"(L{3) - 1.45 € (1,2)

Por 10 t¿nto, Embalse es un fractal.

La frgura 5.13 representa su séptima aproximación.
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0

-2

-3

o

Figura 5.13: Sóptirni'r aplt.rxirlacióir rlel compacto liilite Errbalse'



Apéndice A

Rapidez de convergencia de un
fractal

Si queremos conocer un fractal graficando una de sus aproximaciones, tiene sentido

preguntarse cuántas iteraciones debemos hacer para obtener una buena aproxima-

ción.

Sea @ la función asociada al SIF. y sea A e K(R2). Patá m e N, denotaremos por

A," : ó* (A) la rn-ésirna iteració¡r. Como d es una función contractiva, sea r e (0. 1)

su razón de contracción. Entonces se cumple

D(A,"+1,A^) < r^-D(A1,A) Vm e N

Sea 1( el compacto límite del SIF. Para m € N, la distancia de Hausdorff entre A-
y K se encuentra aproximada de la siguiente manera:

D(A*,K) af o6**,,rt-*r*,) < fr*, .D(A,,A) - * '='?j:o j=o

84
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Se¿ e > 0. Luego si queremos saber cuántas iteraciones necesitamos para obtener

una aproximación con error me.nor a e de K, buscamos rD € N tal que

h r"!4,,+\
m> \:".i' /

- ln(r)

A modo de ejemplo, recordemos que la razón de contración de la función asociada

al SIF de la curva de I(och, ,l : K(M) -+ K(tvI)., es a 1o más r' : $. N,Iás aún.

si torrramos los subconjuntos del plano X : {(0,0)} e f : {(t,0)}, vemos que

O($(X),E()) : ¿.D(X,Y), por 1o que la razón de contracción de 4i es r : ].
Entonces, si tomamos A : {(0,0)} como conjunto inicial, tenemos D(A,ó(A)) : ?.

Luego, si queremos tener una aproximación de la cuna de I(och con error Drenor a

r : 0.001, basta elegir m € N tal que

-rln(0ooJ)-6.2ern (i)
Podemos apreciar 1a séptima aproximación de l¿:, curva de Koch err Ia figura 4.1.

Figura 4.1: Séptima aproximación de la curva de Koch.



Apéndice B

IJn programa para visualizar
fractales en el plano

Para visualizar gráfictlmente una aproximación de un fractal, desarrollamos un pro-

grama que grafica una cantidad finita de iteraciones de un SIF. Para realizar este

programa, usamos el lengr-raje Python. Nos fire de gran utilidad para estudiar dife-

rentes SIF, y nos proporcionó todas las figuras que uecesitarnos presentar en esta

tesis.

EI programa contiene fundamentalmente dos partes. En la primera, el computador

se informaa de las funcioncs que componen el SIF; lo puede hacer preguntándole al

usuario, o Ieyencio la informa,ción de ul archivo .txt. Y la segunda consiste en iterar

e1 punto (0,0) la cantidarl de veces indicada por el usuario: Iuego entrega un gráfico

con 1a aproximaciór de1 compacto límite.

(a) Definición del SIF (incorporación de datos)

Creamos dos clases: 'funciones' y 'archivo'. Cada elemento de la primera puede

averiguar las coordenadas de las funciones, ya sea preguntándole al usuario,

o bien leS,cndo un archir,o. Adenris, una !€z que se le ha informado sus coor-

86
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denadas, la función puede aplicarse a cualquier punto del plano. La segunda

clase ¡.lermite crear u . archivo tle texto nuevo y esr:ribir informaclón en ril. Así.

cada SIF trabajado con el programa está respaldado err la misrna carpeta que

se encue-ntra el a¡chivo con e1 código. En el archivo de texto. la información de

una función del SIF consiste en tres líneas. La primera línea contiene la enu-

meración de la función, la cual empieza en cero. Y las dos siguientes, consisten

en las dos coordenadas de la función.

Luego, el usuario debe indicar si trabajará con un SIF antiguo o con uno que

no sc encuentra eu la carpeta contencdora del archivo con el código.

opciones:ralv i nput (" Bienvenido. -Desea-trabai al -cou -un- co ni u ¡¡ t o -de -
funciones -ya-existente - (\" e \" )-o-cleara -uno -nuevo - (\" u\" )t\"" )

while opciones !="n" and opciones!-"e":

/ usr /bin/env python
i mport math
import random
impolt rnatplotlib. pyplot as plt
class funciones 0 :

def -,init--(setf ,a):
self . r.rame:(" f "+str (a))

def aplicar (self ,x,y):
h:e v¿l (self . coord 1 )
n=cva I ( s e I f . coord2 )
return (h ,m)

def preguntar(self):
se I f . coordl:ra11'-input ( " Primera-coordenada: -" )
s e I f . coord 2:r aw -i npu t (" Segunda-coordenada: -" )

def lee¡(self ,a,b):
self.coo¡d1:a
self.coord2:b

class archivo ( ) :

def --init -- (self ,a);
self-namea

def grabar( self ,a,b,c) :

arch:open( self.namql" . txt" ,"a" )
arch . write (a+" \D"+b+'! \n"+c*" \n" )
a¡ch. close
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opciones=raw-input ( " Desea-trabaj ar -con-un-conjunto -
iterativo -de-funciones -ya-existente-(\" e\" ) -o-creara-
uno - nuevo - ( \ " n \ " ) ? \ "" )

Cuando cl rsuario clecide ingresar nn

bre para crear un archivo clc texto. A

c¿rntidad de fiurciones.

nuevo SIF, le preguntamos

continuar,ión procedemos a

por el nom-

averiguar la

if opciones:"n":
rroml-raw,input (" In gr ese -urr -nombre -para - e I -conj unto-

iterativo -de-funciones .\n" )
w=0
while w< 1:

try:
arc h:open (noml¡l
arch . close o
nornl=raw-input ( " Nombre-ya-exis tent e . -

In gr e s e - o t ro . \ n" )
except IOError:

r¡¡=M+1

n:raw-input("Ingrese, -con-digitos, -la-caniidad-de-
funciones.\n")

w:0
while ll¡< 1:

try:
n:int (n )
if n)0:

\¡/=w+1
else:

n:raw-input("Ingrese, -con-digitos,
-la -cantidad -de-funciones . \n" )

except V al ue Errol :

n:¡aw-input (" I¡tgrese , -con-digitos , -la-
carrtidad -de-funciones . \n" )

Entonces le pedimos ¿Ll uslrario que ingrese 1¿r inform¿lción de las firnciones, y

l.r grabarnos ell el ardrivo recién creado.

q:0
r: tl
for a in range(q.u):

print " \ nPuncion -"
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f. appeud (" 1"+s ir (a) )
f Ia]: Iu..itr.. ,' ,
f Ia ] . pregunt ar 0
archivo (nomb) . grabar (" f"*str' (a), f Ia ]. coordl, f Ia ]

coord 2 )
q:q+1

Sin embargo, si el usuario nos pide ab¡ir un archivo ya existente, lo buscamos en

It-r carpeta contenedora del archivo con el código, y registramos las coordenadas

de Ias funciones.

else:
nourtFrav\'-ir¡put ( " Iugrese -ei -nombre-de1 -conjunto-de-

funciones -a-trabaiar .\n" )
w:0
while w< 1:

try:
a¡chinom b=open (nombl" . txt" ,"r" )
l:0
f:tl
1inea:archinomb, readline 0
while Iinea!:"":

f . append (" f "+str (rr) )
f In]=fu¡6ion"" 1n¡
1i ¡r e a:archinomb . readline 0
coordl:linea
Iinea:archinomb. readline 0
coord2:linea
f{n].leer(coordl . coord2 )
n:ri* 1

I inea:alchinomb. readline 0
§=rv*l

except IOError:
nomlFraw-input ( " Ingrese - e1 -rrombre-del -

conjunto-de-funciones-a-trabajar. \n" )
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(b) Iteración y gráfica del SIF

Una vez que estarnos informados de las funciones que componen el SIF, pre-

guntalnos por el grado dc aproximación a ¡ea.lizar.

aa:0
while aa < t:

rreraw-input ( " Ingrese, -con-digitos . -e1 -grado-de-
aproximacion : -" )

w:0
while w< 1:

try :

rr=int (m)
Vr¡:,*1

except ValueError:
n=raw-input (" Ingrese , -con-digitos , -el -

gr ado,de - aproximaci on : *" )

Luego construímos el coujunto de puntos a graflcar.

1: [(0.0,0.0) ]

s:0
while s<n:

1t =[]
t:0
while t<len(l):

¡r=0
while u<n :

v=f [u ]. aplicar ( I tt lt0I ,l It ]l1l)
1l . append (w)
u=u+1

t:t*1
l:l I
s:st1

Y finalmente, entregamos el gráfico de la aproximación del compacto límite del

SIF.

11:[]
s:0
while s<len (l ) :

11 . append (t Is][o])
s:§+1
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l2:ll
s:0
while s<len (l ) :

lz.append(lIs][r])
s:s+1

plt. scatter(11 , 12 , s:0.25,color:'black')
plt . axis ( ' equal ')
plt . show 0

Ahora, el usuario tiene la posibilidad de graficar otra aproximación o bien salir

complel amente del progranra.

q=raw-input (" Desea-otra - aproximacion ? -(\" s \" ,\" n\" ) \n" )
while q!:" s" and q!:" n" :

q:raw-input (" Desea-otra-aproximacion?-(\" t \" ,\" "\")\"")

aa:aa+1
else:

pass
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