Sobre fractales en el plano

Tesis
entregada a la
Universidad de Chile
en cumplimiento parcial de los requisitos
para optar al grado de
Magister en Ciencias Matematicas
Facultad de Ciencias

por
Léa Dusollier

Marzo, 2015

Directores de Tesis: Dr. Rodrigo Bamadn
Dra. Anita Rojas



FACULTAD DE CIENCIAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

INFORME DE APROBACION
TESIS DE MAGISTER

Se informa a la Escuela de Postgrado de la Facultad de Ciencias que la Tesis de

Magister presentada por el candidato
Léa Dusollier

ha sido aprobada por la Comisién de Evaluacién de la Tesis como requisito para
optar al grado de Magister en Ciencias Matematicas, en el examen de Defensa de

Tesis rendido el dia 17 de Marzo de 2015.

Directores de Tesis

Dr. Rodrigo Bamén /4 W

Dra. Anita Rojas f-ixft;"i'g-&"‘ f";t ( :"f‘,»f?'”

3 BIBLIOTECA 2
< CENTRAL

>
1753
* 7

Dr. Nicolas Libedinsky AN -

Dr. Alvaro Castafieda Q/J%

Comisién de Evaluacién de la Tesis /I\ 1 S
/ =




Agradecimientos

Soy profundamente agradecida a todas las personas que han participado en mi for-
macion académica, desde mis profesores de ensefianza basica hasta los profesores
del departamento. Estos ultimos me han ensenado, cada uno a su manera, pero so-
bretodo crean en conjunto un ambiente grato de aprendizaje, donde el apoyo y la

preocupacion por los estudiantes son principales.

Agradezco al profesor Rodrigo Bamén por toda su ayuda, y sobretodo por su pa-

ciencia y rigurosidad.

Les doy las gracias también a los profesores Nicolas Libedinsky y Alvaro Castafieda

por su interés y tiempo dedicado en evaluar la tesis.
Gracias a Santiago Andrews por siempre saludar en la manana con buen humor,

por ayudar con la maldita fotocopiadora que se come las hojas, por soplarme dénde

puedo encontrar los profesores que necesito ver.

I11



v

No podria haber hecho el programa sin Felipe Leigh. Gracias por ayudarme a en-
tender Python, gracias por tu comprension y apoyo diario, gracias por esas infinitas

conversaciones que suelen perder pie y cabeza, gracias por tu amor.

A mis amigos v a mis compaifieros pasados y presentes, de matemadticas y JGM
en general: gracias por los momentos de estudio, de carrete y también mas serios.

Agradezco especialmente la camaraderfa y el apoyo entre la gente de matematicas.

Agradezco infinitamente a mis padres y mi hermana. Merci pour votre préocupa-
tion constante, pour votre appui en toutes circonstances, pour vos conseils, pour

toujours étre présents méme & travers la distance. Je vous aime tres, trés fort.



Indice

Resumen
Abstract
Introduccién

1. Preliminares

1.1. Resultados de topologia general . . . . . .
1.2. Definicién de (K(M),D) . . ... ... ..

1.3. Sistema Iterativo de Funciones (SIF) . . .
1.4, Notaciomes : « « « 4 v v v v o 0 v 0 v n 5 5

1.5. Medidas exteriores . . . . . . . . . . ..

2. Definicién y obtencién de un fractal en el plano

2.1. Autosemejanza . . . . . . . ... ...
2.2, Dimensién . . . . « . . . .o

2.3. Ejemplos sencillos de calculo de dimension

3. Relaciones de orden entre las dimensiones

30
31
31
38

41



3.1. Enunciado de teoremas y lema técnico . . . ... ... ... ...
3.2. Demostracion de los teoremas . . . . . . . . L. L e
3.3. Demostracion del lema téenico . . . . . . . . ...

3.4. Otros resultados y ejemplos . . . . . . . ... ... ...

4. Ejemplos conocidos de fractales
41. Conjuntode Cantor . . . . . . . . . ... .. ... ... ........
A2 MIVE OB BOGH. « ¢ 5 5 5 5 5 5 5 5@ 5.8 .5 2 85 52 r;mmme s s ns s

5. Otros ejemplos
5.1. Una modificacion dela curvadeKoeh . « -« s ¢ ¢ 5 s svwwm v o o 4 s
5.2. Modificaciéon I del triangulo de Sierpiniski . . . . . ... ... ... ..
5.8. Dierkech yHeehpifighi . . . « vovwmaw v c s e s smmpm o2 @4 o
5.4. Diamantes de Lévy y una modificacién de éstos . . . . . . ... ...

5.5. Embalse . . . . . . .
A. Rapidez de convergencia de un fractal
B. Un programa para visualizar fractales en el plano

Referencias

VI

41

43

53

61
61
63

68
68
70
72
77
81

84

86

92



Indice de figuras

4.1. Obtencién del conjunto de Cantor a partir de B=1[0,1]. . ... ... 62
4.2. Séptima aproximacién de la curva _de. Koeh, .o &35 ¢35 5355557 v 64
4.3. Un abierto de Moran del SIF de la curva de Koch. . . . . . .. .. .. 65
4.4. Octava aproximacién del tridngulo de Sierpinski. . . . . ... .. . .. 66
4.5. Un abierto de Moran del SIF del tridngulo de Sierpinski. . . . .. .. 67
5.1. Cuarta aproximacién de la curva de Koch modificada con reflexiones

en torno al eje de las abscisas. . . . . ..o oo 69
5.2. Subdivisién de un tridngulo equildtero en 16 tridngulos semejantes. . 70
5.3. Cuarta aproximacién del compacto limite del SIF Modificacin I de

Sierpiliski. . . . . . . .o 71
5.4. Séptima aproximacién de la Modificacién IT del tridngulo de Sierpinski. 73
5.5. Tercera aproximacién de Sierkoch. . . . . . . .. ... oo 75
5.6. Tercera aproximacién de Kochpinski. . . . . ... ... ..o 76
5.7. Primera iteracién del SIF de los Diamantes de Lévy. . . . . . . . . .. 7
5.8. Séptima aproximacién del compacto limite Diamantes de Lévy. . . . . 78
5.9. Subdivisién de un trapecio en cuatro trapecios semejantes. . . . . . . 78
5.10. Subdivisién de un trapecio en dieciséis trapecios semejantes. . . . . . 79

VIIL



VIII

5.11. Cuarta aproximacién del compacto limite de la modificacion de los

Diamantes de Lévy. . . . . . . . ... ... ... ... 80
5.12. Primera iteracién de Embalse. . . . . . . . .. ... ... ... .. &
5.13. Séptima aproximacién del compacto limite Embalse. . . . ... .. .. 83

A.1. Séptima aproximacién de la curva de Koch. .. . .. ... ... &



Resumen

En esta tesis, estudiamos los fractales en el plano que resultan ser compactos limi-
tes de un Sistema Iterativo de Funciones. Trabajamos principalmente con Sistemas
Iterativos de Punciones compuestos de funciones contractivas homogéneas, y que
cumplen la condicién de conjunto abierto de Moran.

El primer capitulo corresponde a la parte tedrica, donde son recopilados concep-
tos fundamentales de topologfa, espacios métricos y teoria de la medida, asi como
otros resultados que usaremos después. A continuacién, tenemos un capitulo donde
introducimos nociones importantes para nuestro tema de estudio, como la nocién
de fractal, autosemejanza y tres distintos conceptos de dimensién. Luego dedicamos
un capitulo a estudiar las relaciones entre estos conceptos de dimensién. Estos con-
ceptos son ejemplificados en un capitulo posterior, con tres fractales conocidos. Y
en el capitulo siguiente, presentamos otros cjemplos de fractales, donde ponemos en
préactica todo lo aprendido en la primera parte de esta tesis. Para terminar, intro-
ducimos un programa en lenguaje Python; éste nos permite graficar aproximaciones

de un fractal en muy poco tiempo y de manera sencilla.



Abstract

In this thesis, we study the fractals contained in the plane which are limit compacts
of an Iterated Function System. We principally work with Iterated Function System
composed by homogenous contraction mappings, and that satisfy the Moran’s open
sel condition.

The first chapter corresponds to the theoretical part, where many fundamental con-
cepts of topology, metric spaces and measure theory are compiled, also others results
that we are going to use later. Then, we have a chapter where we introduce important
notions for our study subject, such as the notion of fractal, self-similarity and three
different concepts of dimension. Then we devote a chapter to study the relationships
between these concepts of dimension. Those concepts are exemplified in a posterior
chapter, with three known fractals. In the next chapter, we present other examples
of fractals, where we put everything we have learned in the first part of the thesis
into practice. To finish, we introduce a Python language script; this one will let us

plot fractal’s aproximations in a very fast and simply way.



Introduccion

El término ‘fractal’ fue acufiado en 1975 por el matemadtico Benoit B. Mandelbrot.
El exponfa una ‘teoria de rugosidad’, y afirmaba que algunos patrones de la natu-
raleza son tan irregulares y fragmentados que la geometria euclidiana es incapaz de
describirlos; decia que la existencia de aquellos patrones nos desafia a estudiar la

morfologia de lo clasificado como ‘amorfo’ por Euclides.

Un fractal es un objeto matematico que no posee dimensién entera, y es autose-
mejante. Solemos entender geométricamente que una dimensién es una linea, que
dos dimensiones son un plano, tres un objeto con volumen... Pero hay lineas que for-
man superficies y una superficie doblada irregularmente puede formar un volumen.
La segunda caracteristica que define un objeto como fractal, la autosemejanza, se
refiere a que a toda escala, el fractal anida infinitas copias de él mismo; su estructura
basica se repite en todas las escalas. Es por eso que si comparamos dos representa-
ciones de un mismo fractal pero a distintas escalas, nos es imposible determinar cudl
contiene al otro, o siquiera cudl es de escala mayor.

Es posible encontrar ejemplos de fractales en la naturaleza; una parte de un helecho,

un pedazo de un brécoli romanescus y un trozo mintsculo de una costa siguen siendo
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un helecho, un brécoli romanescus v una costa, respectivamente. Estos ejemplos de

fractales mencionados son solo algunos de todos los existentes.

En esta tesis estudiaremos un tipo de fractales que se encuentran contenidos en
el plano, por lo que, como veremos, su dimension serd inferior a 2. Estos objetos no
se pueden dibujar a mano alzada, ni con regla ni compds, més bien son el limite de
procesos recursivos. Para tener una representacién de un fractal, es necesario ingre-
sar el patrén de repeticién en un computador, v dejar que éste realice una cierta
cantidad de iteraciones y grafique; se obtiene asi una aproximacion del fractal. Es

por ello que implementaremos un programa, utilizando el lenguaje Python.

En la primera parte, el lector puede referirse a cualquier texto de topologia general,
como por ejemplo [10].

A partir de un espacio métrico completo (M, p) presentaremos (K(M), D), el espacio
de los subconjuntos compactos de M con la métrica de Hausdorff ). Luego, tomare-
mos una cantidad finita de funciones contractivas f; : M — M, coni € {1,...,n}

v n € N, que llamaremos Sistema Iterativo de Funciones (SIF). Definiremos un ope-

rador ¢ : K(M) — K(M) por ¢(A) = U fi(A) para cada A € K(M). Ademas,
ie{l,..n}
dado A € K(M), si definimos A, = ¢(A) y A1 = 5(A,,) para todo m € N pro-

baremos que el lfimite K = lim A, siempre existe, es tinico, y es independiente del
m—rod

conjunto inicial A; nos referiremos a K como el compacto limite del SIF.

A partir de la segunda seccién, y durante todo el resto de la tesis, trabajaremos



con el espacio métrico R? dotado de la métrica euclidiana. Para ello, consideraremos
compactos en el plano y la métrica de Hausdorfl definida en el conjunto K( R?).

Presentaremos la definicién formal de un fractal en el plano, por lo que necesita-
remos log conceptos de autosemejanza y dimensién. Definiremos ademads diferentes
conceptos de dimensién de un compacto: de semejanza del SIF que lo define, de
Minkowski-Bouligand y de Hausdorff-Besicovitch. Luego, estudiaremos la condicion
de conjunto abierto de Moran; si un SIF compuesto por funciones contractivas ho-
mogéneas cumple esta condicién, las tres dimensiones ya mencionadas de su com-

pacto limite coinciden. La demostracién de este hecho sera visto en el capitulo 3.

Luego trabajaremos con tres fractales conocidos: el conjunto de Cantor, la curva
de Koch v el tridgngulo de Sierpiniski. En cada uno de ellos comprobaremos que son
autosemejantes, verificaremos si cuamplen la condicién de conjunto abierto de Moran,
y calcularemos sus distintas dimensiones.

La intencién de esta seccién es familiarizarse con los conceptos, y practicar antes de

trabajar con un fractal nuevo o mas complejo.

En el dltimo capitulo de esta tesis, presentamos otros cjemplos de fractales. Veri-
ficaremos que el SIF. del cual son compacto limite, se compone de funciones contrac-
tivas homogéneas v cumple la condicién de conjunto abierto de Moran. Calcularemos
las dimensiones de estos compactos, y comprobaremos que son autosemejantes. Los
ejemplos a estudiar serén primero modificaciones sencillas de los SIF de la curva

de Koch y del tridngulo de Sierpinski, luego crearemos unas combinaciones de éstos



mediante composicién de funciones. Para el cuarto ejemplo, presentaremos un SIF
de poco interés para esta tesis, los Diamantes de Lévy, puesto que no cumple la con-
dicién de conjunto abierto de Moran; pero lo modificaremos de manera conveniente.
Y finalmente, presentamos un fractal personal, llamado Embalse. Este fractal tiene
la particularidad de no haber sido creado inspirandose en otro ya existente, sino que

fue ideado observando un paisaje: un embalse al pie de tres montanas.

Terminamos con un programa coniputacional que nos entrega una representacion
arifica de las aproximaciones de un fractal; para ello adoptaremos el lenguaje Pyt-
hon y trabajaremos en varias etapas. La primera, es la obtencién del SIF. Esto se
hard leyendo un archivo ya existente, o hien adquiriendo la informacién a partir del
usuario. Luego, en la segunda etapa se procede a realizar iteraciones para obtener

los puntos a graficar. Y finalmente, se entrega los puntos graficados.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Resultados de topologia general

En esta seccién recordaremos definiciones v resultados de topologia general que se

pueden estudiar en cualquier texto de citedra, como por ejemplo [10].

Empezamos con la propiedad de compacidad, pues en esta tesis trabajaremos con

subconjuntos compactos del plano.

Definicién 1.1.1 Dado X un conjunto, se dice que una coleccion F de subconjuntos
de X es un recubrimiento de X si la unién de los elementos de F es iqual a X .
Dados T un espacio topoldgico y F un recubrimiento de T, se dice que F es un

recubrimiento abierto de T si sus elementos son subconjuntos abiertos de T.

Definicién 1.1.2 Dado T un espacio topolégico, se dice que T es compacto si todo
recubrimiento abierto F de T contiene una subcoleccidn finita que también recubre a

I
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Enunciamos ahora algunos resultados conocidos sobre compacidad que usaremos mas

tarde en la demostracion del Teorema 1.3.2.

n
Entonces |J A; es compacto.
=1

(ii) Sean T y S unos espacios topolégicos, f : T — S una funcion continua y

A C T compacto. Entonces f{A) es compacto.
La demostracién del siguiente teorema se encuentra en [10, p. 170].

Teorema 1.1.3 Sea T un espacio topolégico compacto, y sea C una coleccion de
subespacios cerrados de T tal que lao interseccidon finita de elementos de C es no

vacia. Bntonces

(M C#0

ceC

Ahora introduciremos el concepto de espacio de Hausdorft y presentaremos un resul-

tado fundamental de la topologia.

Definicién 1.1.4 Dado T un espacio topoldgico, se dice que T es un espacio de
Hoausdorff si para todo par de puntos distintos t,t' € T' existen V; vecindad de t y
Vi vecindad de t' tales que

VinVy =0
La demostracién del siguiente teorema se encuentra en [10, p. 167].

Teorema 1.1.5 Sea T un espacio topoldgico compacto, y sea S un espacio topolégico
de Hausdorff. Entonces, si f : T — S es una funcidn biyectiva y continua, f es

homeomorfismo.



Las siguientes notaciones y definiciones nos permiten presentar equivalencias a la

propiedad de compacidad en un espacio métrico.

Notacién 1.1.6 Sea (M, p) un espacio métrico. Sea m € M, y sea v > 0. Denota-

remos por B(m,r) la bola abierta de radio v centrada en m. Es decir,
B(m,r)={z € M : p(z,m) <r}

Definicién 1.1.7 Dado (M, p) un espacio métrico, se dice que M es completo si

toda sucesion de Cauchy converge.

Definicién 1.1.8 Dado (M, p) un espacio métrico, se dice que M es totalmente
acotado si para todo ¢ > O existe A C M finito tol que {B{a,€) : a € A} es un

recubrimiento de M.

La demostracién del siguiente teorema estd en [11, p. 199].

Teorema 1.1.9 Sea (M, p) un espacio métrico. Las siguientes afirmaciones son

equivalentes.
(1) M es compacto.
(i) M es completo y totalmente acotado.
(11i) Toda sucesion infinita en M tiene una subsucesion convergente.

Procedemos a introducir conceptos y resultados necesarios para la definicién de un

Sistema Iterativo de Funciones.
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Definicién 1.1.10 Una funcidn contractiva definida en un espacio métrico (M, p)

es una funcion f: M — M tal que existe r € (0,1) con

p(f(w), f(v)) <r-plu,v) Yu,ve M

Al minimo valor de r € (0,1) que satisface la relacion anterior lo denominaremos
razon de contraccion de f.
Si la funcion contractiva f es inyectiva, diremos que es contractiva regular; en

caso contrario, diremos que es contractiva singular.

Definiciéon 1.1.11 Dados (M, p) un espacio métrico, f : M — M una funcién
contractiva y v su razon de contraccion, se dice que [ es contractiva homogénea
si satisface

p(f(m), f(m")) =7 plm,m') Ym,m € M

El corolario siguiente es una consecuencia del Teorema 1.1.5 debido a que toda fun-

cién contractiva es continua, y que todo espacio métrico es de Hausdorff.

Corolario 1.1.12 Sean (M, p) un espacio métrico compacto y f : M — M una

funcidn contractiva reqular. Entonces f: M — f(M) es un homeomorfismo.
La demostracién del principio de contraccién de Banach se encuentra en [11, p. 216].

Teorema 1.1.13 Toda funcion contractiva | definida en un espacio métrico (M, p)

no vacio y completo, posee un inico punto fijo xo. Mds ain, para todo x € M tenemos
Fo @) —.2g.8% Bu—% 90

donde [™ representa la m-ésima composicion de f para cada m € N.
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El siguiente lema sera utilizado en una demostracién futura (Teorema 3.1.3). Antes

debemos recordar la siguiente definicion.

Definicién 1.1.14 Dado (M, p) un espacio métrico, definimos el didmetro de M
coma

diam{M) = sup{p(m,m’) : m,m’ € M}

La primera parte de la demostracién del siguiente lema se demuestra con topologia
general, utilizando la continuidad de f; la demostracién de la segunda parte es in-

mediata.

Lema 1.1.15 Sea (M, p) un espacio métrico. Sea [ : M — M una funcién con-

tractiva homogénea con razén de contraccion r. Sea U C M. Entonces:

(i) J(U)=J(U)
(1i) diam(f(U)) = r - diam(U)

La definicién a continuacién serd utilizada en la siguiente seccién, cuando definamos

{(K(M), D) para (M, p) espacio métrico.

Definicién 1.1.16 Dado (M, p) un espacio métrico, para A C M yr > 0 definimos

la r-vecindad abierta de A como

V. (A) = {m e M : p(a,m) < r para algiin a € A}
1.2. Definiciéon de (K(M), D)

A partir de un espacio métrico (M, p), definiremos el espacio de los subconjuntos

compactos de M, denotado por K(M), con una métrica particular: la métrica de

3
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Hausdorff D. Esta seccién es importante, ples en esta tesis trabajaremos con el

espacio métrico (KC(R?), D).
Definicién 1.2.1 Dado (M. p) un espacio métrico, definimos
K(M)={AC M : A compacto}
A K(M) le asociamos la métrica de Hausdorff D. definida como
D:K(M)x K(M) —R: (A B)—mf{r>0: ACV,(B),BC Vi(A)}

Teorema 1.2.2

(i) D es una métrica en K{M).

(ii) Si (M, p) es un espacio métrico completo, (K{M), D) también es completo.
Demostracion

(i) Notemos primero que se cumple D(A, B) = 0 VA, B € K (M), por definicién
de D.

Ademis, es inmediato ver que D(A,B) = D(B,A) YA, B € K(M), pues
inf{r : AC V,(B),B C V,(A)} =f{r: BCV,(A).,ACV.(B)}.

Dado A € K(M), para todo a € A existe trivialmente el mismo elemento

a € A tal que p(a,a) = 0. Luego A C V.(A) ¥r > 0. Asi, D(A, A)=0.

Sean A, B € K(M) tales que D(A, B) = 0. Probaremos que A = B. Si fuese
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cierto que A # B, podemos suponer sin pérdida de generalidad la existencia
de a € A tal que a ¢ B. Entonces, para todo b € B existe ¢, > 0 tal que
a ¢ B(b;e). Luego F = {B (b;2) : b € B} es un recubrimiento abierto de B,
el cual recordamos que es compacto. Por lo tanto existe C' C B finito tal que
BC UB (c; ‘-2"-) Definimos entonces € = min {922 el = C’} p- 2108
ceC

Dado b € B existe ¢ € C tal que b € B(c; %), y como a ¢ B(c; ¢.), tenemos por
desigualdad triangular

€c

o < p(a,6) < plab) + p(b,0) < pla,b) + 5

Luego p(a,b) > ¢ ¥b € B. Esto contradice el hecho que D(A, B) = 0. Luego

necesariamente A = B.

Probaremos ahora la desigualdad triangular para D. Sean A, B,C € K(M).
Tomemos a € A cualquiera. Luego existen b, € B tal que p(a,b,) < D(A, B),

v, € C tal que p(bs,cp,) < D(B,C).

Entonces, por desigualdad triangular tenemos

plascp,) < p(a,ba) + p(ba; eo,) < D(A, B) + D(B,C)

Como a es arbitrario, deducimos que A C Vp4,)+p(8.c)(C), v andlogamen-
te tenemos C' C Vp(a,B)+p(8,c)(A). Luego, por definicién de infimo tenemos

D(A,C) < D(A,B) + D(B,C).

Tomemos (A, )nen sucesion de Cauchy en K(A). Probemos que converge a un

subconjunto compacto de M.
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De hecho, veamos que (A, ),en converge al siguiente conjunto:
A = {a : existe una sucesion (a,),ey con a, € A, VYn € Ny a, — a}

Veamos primero que A # (. Debemos probar que existe una sucesion (@, )nen
en M, convergente, tal que a, € A, Vn € N.

Debido a que (A,)qen es de Cauchy, existe una sucesién (ny)ren creciente tal
que para todo k € N se cumple D(A,,, A,,) < 95 YV, m > ny.

Sea T, € Ay, cualquiera. Sea z,, € A,, tal que p(zn,,2s,) < 3. Recursi-

L
2=

vamente, dado k € N existe x,,,, € A, ., tal que p(zn,,Tn,,,) < 51,7 Luego
(@, Jwen es una sucesién de Cauchy en M con z,, € A, Vk € N.

Definamos ahora ng = 0. Y para cada n que satisface n;_, < n < n; elija-
mos a, € A, tal que p(an,x,, ) < D(A,, A, ). Notemos que, debido a que
Tpy, € Apy, tenemos p(an,, #n,) < D(An,, An,) =0, por lo que a,, = z,_.
Vamos a chequear ahora que (a,)nen €s una sucesion de Cauchy en M.

£ 8 ng,ny > M;. Tam-

Dado ¢ > 0, existe M, € N tal que p(z,,,zn,) < 3

bién existe My € N tal que D(Ap, 4;) < § si p,¢ > M. Entonces, dados
n,m > max{Mi, M}, sean ny, n; tales que np_; <n < npy ni_y <m < ny.

Luego
P(Gny @) £ p(an, Tn,) + P(-Tnkzmm) o (&5 o)

S D(A?‘H Aﬂk) + p(mnw I"m) + D(An“Am)
< tHes

3 3 3
= €

Entonces (a,)nen es una sucesién de Cauchy en M tal que a, € A, Vn € N.

Como M es completo, existe a € M limite de la sucesién y a € A. Por lo tanto



hemos probado que A # ().

Demostraremos ahora que A es el limite de la sucesién de Cauchy (A, )nen.
Sea e > 0. Sea N € N tal que D(A4,, 4,,) < $Vn,m> N.

Probaremos que D(A,, A) < eV¥n > N.

Sean > N cualquiera. Basta probar que A, C V.(A) y A C Vel Ay
Probemos primero que A C V,(A,). Sea a € A. Debemos probar que existe
b € A, tal que p(a,b) < e. Sea (ax)ren sucesion con a, € A, Yk y ar — a.
Sea k > N tal que p(ay,a) < §. Como D(A, A,) < 5, sea b € A, tal que
plax,b) < 5. Entonces p(a,b) < p(a,ax) + p(ag, b) < e.

Probemos ahora A,, C V,(A). Sea b € A,. Debemos probar que existe a € A tal
que p(a,b) < e. Elijamos enteros k) =n < ks < ... tales que DAy Ap) < =
Vm > k;, Vj € N. Luego definamos una sucesién (b )ren con b, € A; como
sigue: para k < n, elijamos by € A; arbitrariamente, Para k& = n, elijamos
by = b. Y para k; < k < kjiq, elijamos b, € Ay tal que p(by,,b;) < 5. En-
tonces (by)kew es de Cauchy por construccién, y tiene limite, digamos a. Luego

a € A,y p(b,a) < e porque

™8

p(b a) S p(bk.ju bkj+1)

1

o,
I}

NE

€
2
1

.
Il

|
m

Luego b € V,(A) y esto prueba que A, C V,(A).
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Entonces tenemos D(A, A,) < esin > N. Por lo tanto (A, ),en converge a A.

Falta demostrar que A es compacto. Para ello, veremos que es completo y
totalmente acotado, por teorema 1.1.9.

Veamos que A es completo. Sea (a,)nen una sucesién de Cauchy en A. Como
M es completo, sabemos que existe a € M limite de la sucesion.

Probaremos que a € A.

Por definicién de A, sabemos que para todo n € N existe una sucesion (a, i )ken
con anx € Ax Yk € N y con limite a,.

Sea n; € N tal que p(a1n,,a1) < 1. De manera recursiva, para cada k € N sea
ng > ng— tal que p(agn,, ax) < —,15

Luego

p(ak,nm a) < p(ak,nm ak) T P(ﬂk, G,) VkeN

Esto implica que el limite de la sucesion (ayn, Jken €5 a. Ademads, por ser con-
vergente sabemos que es de Cauchy. Luego, tal como lo hicimos para probar
que A no es vacio, es posible construir una sucesion de Cauchy (b,)nen con
b, € A, Vn € N, y tal que b,, = ayn, Vk € N. Tenemos asi que a € A, y luego
que A es completo.

Probemos a continuacién que A es totalmente acotado. Sea ¢ > 0 arbitra-
rio. Sea n € N tal que A C V:(A,). Como A, es totalmente acotado, exis-
te un conjunto B C A,, con #B € N, tal que A, C UB (b, i) Defina-

beB

mos B' = {b € B : B(b,5) N A # (}. Para cada b € B’ tomemos algiin
yy € B(b,§) NA.
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Probemos que A C U Blyp, €).

beB!
Seaac A Comoa € Vg(ﬁn)~ tomemos = € A, tal que p(a,z) < . Entonces

sea b € B tal que p(x,b) < §, por lo que
pla,b) < pla,z) + p(z,b) < i A
Luego b € B'. Tomemos y, € B(b, §) N A. Entonces

€ £

Entonces hemos probado que para cadaa € A existe b € B’ tal que a € B(yy, €).

Luego A C U B (yy. €) como queriamos demostrar.
beB!

1.3. Sistema Iterativo de Funciones (SIF)

Si bien en la seccién anterior presentamos el espacio donde trabajaremos, ahora
introducimos las herramientas principales a utilizar. Todo fractal a estudiar en esta
tesis serd obtenido con un Sistema Iterativo de Funciones o como escribiremos de

ahora en adelante, SIF.

Definicién 1.3.1 Un Sistema Iterativo de Funciones (SIF) en un espacio

conn €Ny fi: M — MVie{l,...,n}. Llamaremos al conjunto de razones de
contraccion (ry,...,7m.) lista de razones del SIF. A un tal sistema le asociamos
la siguiente funcion en K(M):

b K(M) — K(M): A | fi(4)

ie{l,...n}
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A continuacién presentamos dos resultados los cuales probaremos un poco més ade-

lante.

Teorema 1.3.2 Sea (M, p) un espacio métrico completo y (fi,..., fa), conn € N,

un SIF en M. Entonces la funcién ¢ : K(M) — K{M) es contractiva.

Notemos que por el principio de contraccién de Banach (ver Teorema 1.1 .13) tenemos

el siguiente corolario.

Corolario 1.3.3 La funcidn asociada ¢ : K(M) — K(M) posee un inico punto
fijo K. En este contexto decimos que K es el inico conjunto compocto invariante
(i.e. p(K) = K ) para el SIF. También decimos que K es el compacto limite del SIF,

pues dado A C M no vacio y compacto, se tiene que

p™(A) — K sim —> 00.

Sea ¢ : K(M) — K(M) la funcién asociade ol SIF. Sea U C M abierto, acotado y

no vacto tal que f;(U) CUVie {1,...,n}. Entonces

e™(U) C ¢™ HU) ¥YmeN

Ademds, si K es el compacto limite del SIF, K C .

Ahora procedemos a demostrar los resultados.

Demostracién del Teorema 1.3.2 Notemos primero que ¢ estd bien definida.
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De hecho, el conjunto imagen de un compacto bajo una funcién continua es compac-
to, y la unién finita de compactos es un conjunto compacto. Luego si A € K(M), se
cumple ¢(A) € K(M).

Ahora demostraremos que ¢ es una funcién contractiva.

Sea (rq,...,7y,) la lista de razones del SIF. Sea

Probemos que

D(¢(A),¢(B)) <7- D(A, B) VA, B € K(M)

Entonces, vamos a probar que para todo A, B € K (M) se cumple ¢(A) C Vepa,B)(¢(B))
y #(B) C Vip(a,py(6(A)).

Sean A, B € K(M).

Probemos ¢(A4) C Vip(a,p)(6(B)). Para x € ¢(A), por definicién tenemos = = f;(z')
para algin i € {1,...,n} y cierto 2’ € A.

Luego, sea y' € B tal que p(a/,y') < D(A, B). Pero debido a que f; es contractiva,

el punto y = fi(y') € ¢(B) cumple p(z,y) < r;- p(z',y/) <7 D(A, B).

Como z es arbitrario, concluimos que ¢(A) C Vi.pa.p) (¢(B)).

De manera andloga deducimos que ¢(B) C Vi.pa,g)(¢(A)).

Por lo tanto ¢ es una funcién contractiva, y su razén de contraccién es a lo sumo 7.

a

Demostracién del Lema 1.3.4 Probaremos usando induccién sobre m. Demos-

tremos primero que ¢(U) C U. Sea v € ¢(U). Probemos que B (v,e)NU # O Ve > 0.
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Seanu € Uei€{l,...,n} tales que fi(u) =v. Sea ¢ > 0. Seauw € B (u, -:—J NU.

Como

p(filw), fiw)) < i p(u )
v f;(U) C U, tenemos f(u') € B{v,e)NU.
Por 1o tanto ¢(TU) C U.

Sea ahora m € N tal que ¢™(T) € ¢™ ' (U). Entonces

¢ HT) = (¢™(U)) € o(¢™(0) = o™ (U

Luego, hemos probado por induccién que
¢™(U) C o™ HU) YmeN

Ahora, como

tenemos

Y en particular

1.4. Notaciones

por I al conjunto de subindices del SIF, es deciy:

I = {1, oo 512}
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Sea m € N. Denotaremos por I™ al conjunto de las m-tuplas de elementos de I.

Denotaremos por I*) al conjunto de todas las m-tuplas, cualquier m € N. Es decir,

o=

meN
Denotaremos por [ al conjunto de las sucesiones con elementos en /.
P ]

Ahora, dado i = (i1, ...,1y,) € I®), algiin m € N, tenemos varias notaciones:
|5} =
'l‘-ﬁ = (’.E.]_j - ,i‘m_l)
ilg = (i1,...,1k) Vk < m (andlogamente si 7 € I¥)

= erie=1
e= I =

ke{l,...,n}
fI:fil o.,.. O.f’im
Dado también j = (j1,...,Jk), algin k € N, denotaremos por ij a la concatenacién

de ambas sucesiones:

——

3‘7 = ('il,- . -yim:jlr ce ?jk)

Introducimos también las siguientes notaciones:

T=mix{r;: i € I}
Ademss, para todo A C I™ finito definimos su altura como

Alt(A) = max{|i] : i € A}
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1.5. Medidas exteriores

En esta seccidn recordaremos la definicion de medida exterior, y un teorema acerca
de la medida exterior asociada a una funcién. Esta materia se aplicard mas adelante,
en el capitulo de relaciones de orden entre las dimensiones. Adem4ds, presentaremos

un resultado de medida de Lebesgue.

Definicion 1.5.1 Dado X un conjunto, P(X) indica los subconjuntos de X. Una
medida exterior en X es una funcion p : P(X) — [0,00] que satisface si-

multdineamente las siquientes propiedades:
(i) p(@) =0

(ii) Si A C B C X, entonces u(A) < u(B).

(11i) Dado {A;}ien € P(X), se cumple p (U A,—) < Z,u(A,,.-).

ieN ieN

La demostracién del siguiente teorema se encuentra en (4, p. 134].

Teorema 1.5.2 Sea X un conjunto, y sea A C P(X) un recubrimiento de X. Sea
C: A—[0,00] una funcién cualquiera. Entonces existe una dnica medida exterior

w en X que satisface silmutdneamente las siguientes propiedades.
(i) n(A) < C(A)VAe A

(i) Dada n medida exterior sobre X tal que n(A) < C(A) VA € A, se cumple
n(B) < u(B)VB C X.

Como consecuencia del teorema recién presentado, destacamos que tal medida exte-

rior p se define de la siguiente manera.
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Definicién 1.5.3 Dados X un conjunto, A C P(X) un recubrimiento de X y una
funcion cuolquiera C : A — [0, 00], se define lo medida exterior 1 asociada a
C como

p(B) = inf {Z C(A) : D C A recubrimiento numerable de B} VBEX

AeD
A continuacién presentamos un lema, el cual motivé esta seccién y nos serd de gran

utilidad mas tarde para demostrar el Teorema 3.1.3.

Lema 1.5.4 Sean € N. Sean r; € (0,1) para cada i € {1,..., n}. Entonces:

(i) Eziste s € R tal que

(i1) Sea
C: {H i€ I(*)} — [0,09] : H 77
Sea p la medida exterior asociada a la funcion C. Luego

Gy =1

Demostracion

(i) Definamos

g R—R:z+— Z s
i€{l,...,n}

Notemos primero que g es una funcién continua.
Ademsds,

gla)= Z In(r;) - 7f <0Vz € R

ie{l,...,n}



porque r; < 1¥i € {1,...,n}. Luego g es estrictamente decreciente.

También, debido a que r; < 1Vi € {1,...,n}, lim g(z) =0< 1.
=00

Por otro lado, tenemos g(0) =n > 1.

Por lo tanto, por el Teorema del valor intermedio, existe s € R tal que

Recordemos que

u(1) =it § S sy 19,1 = 7]

ieJ ieJ

Notemos que

Por lo que p(I¥) < 1. Luego, para probar 1 < p([*), demostraremos que

1321‘?

jed

para todo J C I™ tal que I¥ = U [j}
jed
Sea entonces J C I arbitrario, tal que ¥ = U {ﬂ
jeJ
Notemos que para todoes ?5 € I™), se cumple

<
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Entonces, sin riesgo de pérdida de generalidad supondremos que para todo
j € J no existe i € I® tal que j? € J. En otras palabras, para todos i, € J
se cumple H N F] =3

Demostraremos que con esta suposicién J es finito, y haremos la demostracién

mediante induccién sobre Alt{J).

Probemos que J es finito, es decir, #.J < oc. Definimos entonces los siguientes

conjuntos para cada m € N.
In={7€J:1jl <m}

Bn={ier:[i|n[j]=0¥ie Jn}
Si B, = () para algin m € N, entonces J es finito. Supongamos el caso con-
trario, es decir, B, # ) Ym € N.
Definamos ahora para cada m € N el siguiente conjunto.

—~

B, = {;E By, : Yk > m 3k € By tal que ['(] = H}

Vamos a probar primero que si para algin m € N sucede B, = 0, J es finito.
Si existe m € N tal que Bm = [}, entonces para todo i € B,, existe I > m tal
que

fnl]=oviesn,

Entonces se cumple
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Notemos que #B,, < n™, por lo que existe [ = max{/; : i € B,}. Luego
i g

tenemos

Pero entonces sucede

F - Ul

-y mulu B

i € B ™

IN

U Ul U

J € Jm JE &

Como J,,, C J;, tenemos J = J; si fém = (). Asi, B; = 0, contradiciendo el hecho
que B, #0Vm € N.

Supongamos entonces que

Bn#0YmeN

Veamos que bajo esta suposicién existe i € I que no es cubierto por .J.
Vamos a probar ahora que, dado m € N, para todo i € B, existe i € I tal
que ii € Bpmy1. Sean entonces m € N e i € B,,. Denotemos por B el siguiente

conjunto, el cual sabemos que no es vacio por definicién de B,,.

B={k€Bnu: m B H}

Vamos a probar por contradiceién que B N Bms1 % 0. Si BN Bpy1 = 0, para
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todo k € B existe Iz > m+1 tal que
m N [E] =0vieB,

Sea I” = max{l; : k € B}. Entonces tenemos la siguiente situacién, la cual es

una contradiceién porque = Em:

Por lo tanto existe k € Bpy; tal que [E] C H Como k| =m+1= 3| +1,
necesariamente k~ = . Luego efectivamente existe i € I tal que i = ke §m+l-

Ahora vamos a probar que

Como él # (), seai; € I tal que iy € §1. Luego sea iy € I tal que (iy,13) € Eg.
Entonces construimos de manera recursiva una sucesién i = (tm)men € I, tal
que ﬂm € ﬁm Vm € N, de la siguiente manera: para Z]m = (B Uogws i) € Bm,
existe i,.1 € I tal que ﬂm+1 = ﬂm-im+1 € Em_u. Luego i no se encuentra recu-
bierto por .J, lo cual es contradictorio.

Por lo tanto no es posible que B,, # 0 Vm € N.

Entonces J es necesariamente finito.

Ahora que ya sabemos que .J es finito. tiene sentido hablar de su altura. Re-

cordemos que estamos suponiendo

[5} N [j’] —QVijeJ
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Luego probaremos por induccién sobre Alt(J) que
=31
jed
Si Alt(J) = 1, debido a que estamos trabajando con un recubrimiento de [*

tenemos J = I. Luego

-3 -3

Supongamos ahora que existe m € N tal que si Alt(.JJ) = m se cumple
o = 5
1=
J€Jd

Sea entonces J tal que Alt(J) = m + 1. Luego
J=JJF

donde
J'= {}E J: 7] =m+1}

Notemos que dado j € J, se cumple 77i € J' Vi € I. Entonces tenemos
J pie Jj

TS =713 E rf = rs_
J 7 i

iel iel
Por lo que

E rd = E e
J J

jeJ g=
jeJ

Sea entonces

J'={:7eJ}



Luego tenemos que

r= U ]

FEImUJI"
Y
E rE = E 5
i d
jeJ FeImUJ?

Como Alt(J"”) = m, se cumple Alt{J, U J") =

inductiva tenemos
1= Z ré
J
jed

Por lo tanto hemos probado que p(/%) =1

en [8], v el resto en [9, p. 64].

contraccién r. Sea A C R? Lebesgue- medible. Entonces

L2(f(A)) = 7" L*(A)

drea. tenemos:

Area(f(U)) =r? - Area(U)

29

m. Entonces por hipétesis

O

En el siguiente lema presentamos un resultado de teoria de la medida, especificamente

de medida de Lebesgue. Si el lector lo desea, puede ver una parte de la demostracién

Lema 1.5.5 Sea f : R? — R? una funcidn contractiva homogénea con razoén de

Recordando que la medida de Lebesque de U C R? abierto y acotado representa su



Capitulo 2

Definiciéon y obtencion de un
fractal en el plano

De ahora en adelante nuestro espacio de trabajo serd R? asociado a la métrica eucli-

diana. Estudiaremos los compactos que resultan ser limite de un SIF.

A continuacién presentamos una definicidn para los objetos que estudiaremos en esta
tesis, la cual nos permitird decidir qué compactos limite de un SIF serdn llamados

‘fractal’, y cuales no.

Definicién 2.0.6 Decimos que K € K(R?) es un fractal si es autosemejante y su

dimension de Minkowski-Bouligand es fraccionaria.

Veremos ahora las definiciones de autosemejanza y dimensién; para esta ltima estu-
diaremos tres conceptos de dimensién. La dimensién de semejanza del SIF es apre-
ciada por ser la més sencilla de calcular, la dimensién de Minkowski-Bouligand nos
permite caracterizar los fractales y la dimensién de Hausdorff-Besicovitch es presen-

tada por ser una medida exterior presente en la mayoria de los textos de estudio.

30
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2.1. Autosemejanza

Definicién 2.1.1 Dado K € K(R?), se dice que es autosemejante si para todo

r € K y toda vecindad V de x, existe L CV N K conx € L y L homeomorfo a K.

Proposicién 2.1.2 Si K € K(R?) es limite de un SIF cuyas funciones son contrac-
ciones regulares, entonces K es aulosemejante.
Mids ain, si las funciones que componen el SIF son contracciones regulares afines,

los homeomorfismos que permiten que K sea autosemejante son isomorfismos afines.

Demostracion Sea (f1,..., fn), con n € N, un SIF compuesto por contracciones
regulares, y sea (ry,...,7,) su lista de razones.

Sea K su compacto limite. Sea x € K, y sea U vecindad de x tal que x € U C K. Sea
¢ > 0 tal que B(z,e)NK C U. Seam € N tal que 7 -diam(K) < ¢, y sea 7 € I™ tal
que z € f(K). Como diam (f;(K)) < 7" -diam(K), se tiene que f(K) C B(z,¢e)NK.
Notemos que por el Corolario 1.1.12 todas las funciones que componen el SIF son
homeomorfismos en su conjunto de llegada, y que la composicién de homeomorfismos

es un homeomorfismo. Luego K es homeomorfo a L = f{(K) C U.

Por lo tanto K es autosemejante.

2.2. Dimension

Heurfsticamente hablando, la dimensién de un subconjunto de R? indica la cantidad

de parametros necesarios para describirlo, o deseribir eémo se podria desplazar de
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manera continua uno de sus puntos sin salir del conjunto.

Un conjunto con una cantidad finita de puntos no tiene dispersién, pues son puntos
aislados. Se dice que tal conjunto tiene dimension cero.

Siun conjunto sélo precisa de un pardmetro para deseribirlo, como es el caso de una
linea o un circulo, diremos que es de dimensién 1.

Ahora, si necesitamos dos pardmetros para describir un conjunto. diremos que su
dimensién es 2. Por ejemplo, toda bola abierta de R? tiene dimensién 2.

Como veremos, no siempre existe una cantidad entera de parametros para describir

un subconjunto del plano. En este caso, hablamos de dimensidén fraccionaria.

Presentamos a continuacion tres conceptos de dimensién, que aplicaremos a compac-
tos en el plano: la dimensién de semejanza del SIF, y las dimensiones de Minkowski-

Bouligand y de Hausdorff-Besicovitch de su compacto limite.

{a) Dimensién de semejanza
Esta dimension se define para los SIF; veremos con el Ejemplo 3.4.4 que un
mismo compacto puede ser compacto limite de varios SIF distintos, los cuales
pueden tener distintas dimensiones de semejanza. Recalcamos entonces que es-

ta dimension es una propiedad del SIF y no de su compacto limite.

Para la siguiente definicién, la existencia del niimero real Dg es asegurada

por la primera parte de la Proposicién 1.5.4.

Definicién 2.2.1 Dado (fi,...,fn) un SIF , conn € N, y (r,...,m.) su

lista de razones, su dimensién de semejanza es aquel real positivo Dg que
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satisface

Z 7',?5 =1

ic{l,...,n}
La siguiente proposicién no se demostrara, puesto que es inmediato despejar
Dg en la siguiente ecuacion

n-r’s =1

Entonces

Dimensién de Minkowski-Bouligand

Definicién 2.2.3 Dados A C R? acotado y ¢ > 0, se define N.(A) como
la menor cantidad de conjuntos con didmetro a lo sumo ¢ que recubren a A.
Notemos que N.(0) = 0. Entonces las dimensiones de Minkowski-Bouligand

inferior y superior son, respectivamente:

In N.(A

Df\_f[B(A) = lim -n—()
EE— —of —lne
InN, (A

D]\JB(A) = lim Lu
et —lne

Si coinciden, el valor comiin es lo dimension de Minkowski-Bouligand

de A, también llamada cominmente dimension de conteo de cajas:

Dﬂ,{E(A) = lim M

ot —lIne
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Proposicién 2.2.4 Sean A, B € K(R?) tales que A C B. Entonces
Dyp(A) £ Duygr(B)

En particular, dado que para todo A € K(R?) existe R C R? rectdngulo tal que

A C R, con el Ejemplo 2.5.2 concluiremos que para todo A € K(R?) se cumple
Dyg(A) €[0.2].

Demostracién Sea A € K(R?), y sea ¢ > 0. Probemos que N.(A) < oo. Sea

{B (a, g) 1@ € A} recubrimiento abierto de A. Como A es compacto, existe

B C A, con #B € N, tal que {B (b, %) 1bE B} recubre a A. Entonces
N, (A) < co Ve > 0 VA € K(R?)

Sean ahora A, B € K(R?) tales que A C B, y sea ¢ > 0. Como N, (A) < N.(B),

tenemos
T
0 In N.(A) < In N.(B)
— —Ilne T —lIne
Luego
0< Tm In N.(A) < HIHNE(B)
e—0t —Ine ot —Ine

Por lo tanto hemos probado que Dyp(A) < Dy p(B).

Dimensiéon de Hausdorff-Besicovitch

Definicién 2.2.5 Dados A C R? acotado, € € (0,00) y0 < p < oo, denotamos

por Re(A) al conjunto de los recubrimientos numerables A de A, tales que



diam(A;) < e VA; € A.
Se define
M(A,p,€) = inf {Z(diam(Aj))” {A;}en € ’R,E(A)}
jeN
Notemos que 0 < ¢ < n = M(A,p,e) > M(A,p,n). Esto es debido a que
todo recubrimiento en R.(A) también pertenece a R, (A).

Luego para cada p € [0,00), tenemos la siguiente funcion:

M, : K(R?) — [0,00] : A — 11’151+M(A.,p,f.) =sup M(A,p,¢)

e>0

El siguiente teorema, junto a su corolario, serdn demostrados posteriormente.

Teorema 2.2.6 Sean A € K(R?) y 0 < s <t < o00. Si M (A) < oo, entonces
M(A) = 0. También, si M;(A) > 0 entonces M(A) = 0.

Corolario 2.2.7 Dado A € K(R?), existe un tinico valor s4 € [0,00] tal que

00, Pp<Sa
0: P >sa

My = {

Definicién 2.2.8 Dado A € K(R?), su dimensién de Hausdorff-Besicovitch
Dyp(A) es el inico valor Dyg € [0, 00| tal que

00 p€ [0,Dyp)
0 pE(DHB,C)O)

My(a) = {

Como en esta tesis trabajaremos con subconjuntos compactos de R?, en la
siguiente proposicién presentamos una caracteristica importante. Una parte de
ella se volvera a demostrar de otra forma mds adelante (ver Teorema 3.1.1).

La demostracién de esta proposicién se realizara al final de la seccién.
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Proposicién 2.2.9 Sean A, B € K(R?) tales que A C B. Entonces

Dyp(A) < Dyp(B)

Mds ain, como para todo A € K(R?) existe un rectdngulo R C R? tal que

A C R, por el Ejemplo 2.3.2 concluiremos que Dgg(A) € [0,2].

Procedemos ahora a demostrar

Demostracién del Teorema

M(Ate) =
i
Luego, si M,(A) € R,
My(A) =
i3

las afirmaciones anteriores.

2.2.6 Sea ¢ > 0. Entonces

> (diam(A;))’

AjeA

inf
AER.. (f"l)

inf
AER(A)

> 7 (diam(A;))’

Aj cA

P M(A, s, ¢)

lim {7 M(A,s,€)}

0t

lim €7 - lim M(A, s,¢)

e—01 e—0t

0

Por lo tanto, si M.{A) < co, entonces M,(A) = 0.

Por otro lado, si M;(A) > 0, no es posible que M,(A) < oo ya que probamos

que aquello implicaria M;(A) = 0. Luego M, (A) = 0.
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Demostracién del Corolario 2.2.7 La demostracién serd hecha en dos pasos.
Probemos primero la unicidad. Sean s4 < &, tales que cumplen lo enunciado.
Luego para p € (s4,5,) tenemos M,(A) = 0 pues p > s4, ¥ My(A) = 00

porque p < §'y. Contradiccién. Luego, si existe 54, es unico.

Ahora probemos la existencia.

Si M, (A) = oo ¥p € [0, 0c), entonces §4 = 0.

Si M,(A) = 0Vp € [0,00), entonces s4 = 0.

Si existe ¢ € [0,00) tal que M(A,q) ¢ {0,00}, M,(A) = 0 Vp > q porque
M(A, q) < co. Y por otro lado, M,(A) = oo ¥p < ¢ pues M(A,q) > 0. En-

tonces 54 = (.

Demostracién de la Proposicién 2.2.9 Sean A, B € IC(R*) tales que
A C B. Sean ¢ € (0,00) y p € [0,00). Como todo recubrimiento de B es

recubrimiento de A, se cumple 0 < M (A, p, ) < M(B,p,¢). Luego tenemos
0 < My(4) £ My(B)

Entonces si p > Dyg(B), My(B) =0y luego se tiene M,(A) = 0.

Por lo tanto Dgp(A) < Dug(B).
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2.3. Ejemplos sencillos de calculo de dimension

Vamos a calcular las dimensiones, presentadas en la seccidn anterior, de un segmento
y de un rectangulo. Notaremos que el largo del segmento, o el drea del rectangulo,

no influye en su dimensién.

Ejemplo 2.3.1 Consideremos el segmento S = [0,1] x {0} conl > 0.
Para caleular una de sus dimensiones de semejanza, notemos que es el limite del

siquiente SIF.

fri 2R (z,9) e 5 (2,9)

)+ (go)

Luego la dimensidn de semejanza de este SIF es Dg =1, pues (%)1 + (%)1 =1.

fo: R2—R?: (z,y) —

[N I N

Calculemos su dimensién de Minkowski-Bouligand. Sea € > 0. Sea k. € N tal que

k.—1< % < k.. Luego N.(S) = k.. Entonces

In(k In(Ne(S In(k.
lim n(;) < lim M < lim ,L}E]ﬂ:)_
c—0t ln(—lf-) e—0t —h’l(ﬁ') e—0+ ln(le
Como k, — oo cuando ¢ — 07, y
In(k In{k
lim n(ke) = lim n{(j\ez i
e Ia(k) TR ()

tenemos Dyg(S) = 1.

Veamos ahora su dimensién de Housdorff-Besicovitch. Dado ¢ > 0, sea k, como
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antes. Sea p € (0,00). Entonces

00 P
M(S,p: E) = inf {Z(dlam(S,))" : {SL}? = RE(S)} < (kie) - kﬁ
' = kEl—p P

Si lflcl).\:_ kI™P =0, es decir, p > 1, M,(S) = 0. Si por el contrario p < 1, tenemos

M,y (S) = oo.
Por lo tanto Dyg(S) = 1.

Ahora calcularemos las tres dimensiones de un rectangulo cualquiera.

Ejemplo 2.3.2 Consideremos R = [0,u] x [0,v], para ciertos u,v > 0.
Calculemos primero una dimension de semejanza. Para ello, notemos que este com-

pacto es el conjunto invariante del SIF definido por las siguientes funciones:
fi: R2—R%: (z,y)

f2: R2—R?: (a2,9)

fi: 2 —R*: (z,y)

)

(z,y)

(03
@+ (50)
EURER

Luego la dimension de semejanza de este SIF es Dg = 2, pues 4 - (%)2 =il

—
—
—
el

[T Nl I Wl s Nl

fi: RZ—R?2: (z2,y

Calculemos ahora su dimension de Minkowski-Bouligand. Sea € > 0, y sean k., l. € N
tales que ke —1 < 2 <k yle.—1< i <.
Luego N.(R) = k. - l.. Entonces

i’ -
o s In(N(A)) o T In(k, - ;)
=0+ 1 u{) e=0t  — In(e) 0t 1 ( = if_l)




Como k, = co y l. = oc cuando € — 0, y ademds

I3 ) == ] 1 kc " ve
i 2= 1) Ue—1) _ 0 n(k. - L) —9
iz m(y/EE) o (it /)

tenemos Dy p(R) = 2.

Calculemos su dimensién de Hausdorff-Besicovitch. Dado ¢ > 0, sean k. y l. co-

mo antes. Sea 0 < p < oo. Entonces

M(R,p,e) = inf {Z(diam(Ri))p {R;}; € RE(R)}

i

| 1A
=
& e
RS
=3

St 11'1%1+ (ke - 56)1;’5 =0, es decir, p > 2, My(R) = 0. Pero si por el contrario p < 2,
e

tenemos M,(R) = oc.

Por lo tanto Dyp(R) = 2.

—
BIBLIOTECA =

CENTRAL
*




Capitulo 3

Relaciones de orden entre las
dimensiones

En este capitulo estudiaremos una relacion de desigualdad entre las dimensiones
presentadas en el capftulo anterior, y también veremos unas condiciones suficientes
para que las tres dimensiones coincidan. Las demostraciones seran apoyadas por
lemas técnicos. Ademds, ejemplificaremos cada situacién, por lo que este capitulo

resultara ser uno de los mas largos de la tesis.

3.1. Enunciado de teoremas y lema técnico

El primer teorema a presentar describe la relacion entre las tres dimensiones que

hemos introducido en el capitulo anterior.

Teorema 3.1.1 Sea K C R? compacto limite de un SIF. Sea Dg la dimension de

semejanza del SIF. Enlonces se cumple

0< Dyp(K) < Dyp(K) < Dyp(K) < Ds
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A continuacién vamos a ver dos condiciones tales que, juntas, son suficientes para
que la dimensién de semejanza de un SIF y la dimension de Hausdorff-Besicovitch

de su compacto limite coincidan.

Definicién 3.1.2 Dado un SIF (fi...., fa), conn € N, se dice que cumple la Con-

dicidn de conjunto abierto de Moran cuando existe un abierto U C R? no vacio

y acotado tal que cumple de manera simultdnea las siguientes propiedades:
i) f;({U)YN f;(U) =0 parai # j
) U AU)CU
ie{l,...n}

Un tal conjunto U se llama conjunto abierto de Moran del SIF.

Teorema 3.1.3 Sea K C R? compacto limite de un SIF cuyas funciones son con-
tractivas homogéneas, y que cumple la condicidn de conjunto abierto de Moran. Sea

Ds la dimensidn de semejanza del SIF. Entonces se cumple
Dyup(K) = Ds
Ahora presentamos un lema técnico, necesario para demostrar los teoremas.

Lema 3.1.4 Sea (fi,...,fn), conn € N, un SIF que cumple la condicidn de con-
gunto abierto de Moran. Sean (ry,...,r,) su lista de razones, K su compacto limite,
Ds su dimension de semejanza y U un abierto de Moran. Sea 0 < C < 1, y sea

A C K. Definimos los siguientes conjuntos:

P(C) = {i e I™ : diam (£(U)) < C - diam(U) < diam (fz- (U))}
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Qc() = {7e P(C): FU)N A # 0}
Notemos antes de sequir que, por el Lema 1.1.15, el conjunto P(C) se puede escribir
de manera equivalente como
PC)={iel®:r<C<r:}

Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones.

) > (P =1

7eP(C)
@Ac |J KO

i€Qc(A)

3.2. Demostracion de los teoremas

A continuacién vamos a probar los teoremas asumiendo el Lema 3.1.4; éste serd de-

mostrado posteriormente (ver pagina 50).

Demostracién del Teorema 3.1.1 Por definicién tenemos Dy p(K) < Dy p(K).
Ademas, hemos probado anteriormente (Proposicién 2.2.9) que 0 < Dyg(K). Luego

quedan dos desigualdades por demostrar: Dyg(K) < Dyp(K) v Dygp(K) < Dg.

Probemos que Dyp(K) < Dyg(K). Por ahora, anotemos m = Dyp(K). Vamos
a probar que M,,(K) < co. Esto implica que Dyg(K) < m. De hecho, probaremos
que M(K,m,e) <1Ve e (0,1).

Como

[ m@sE)
lnf{w.0<é<6}



es decreciente con € creciente, se cumple

mf{hl( N5(K)) O<6<e}§m Ve >0
In ()

Entonces, dado € € (0, 1), existe 0 < §, < ¢ tal que
In (N5, (K)) <
In (ai)

Como In ( ) > (), esto es equivalente a

m

Ns(K)-6* <1

Entonces

MK, m.e) < N; (K)- 6" < 1

Luego DHB(K) g DMB(K).

Probemos ahora Dy p(K) < Dg. Por ahora, anotemos s = Dg.

sup{hl—f%})r(ﬁ:()<d<e}

es creciente con € creciente, tenemos

Debido a que

E}E(K)Ssup{ E (15{)) 0<5<€} Ve >0

&
Luego para cada ¢ > 0 existe 0 < J, < ¢ tal que

In (N5, (K))

In (%)

Dyp(K) <
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Vamos a probar que existe ¢ > 0 tal que para cada uno de estos d, se cumple

In (N, (K) _ (| In(a)
MR
Asi tendremos
In(g)

Dup(K) < Tm |1+ —
e—0" In (oi)

Sea (r1,...,Tn), con n € N, la lista de razones del SIF. Sea € € (0,diam(K)] y su

correspondiente 0 < 4, < e.

Sea P (ﬁl@) Seaic P (diar%(b"))' Por la primera parte del Lema 3.1.4, y debido

a que

0c
e < T
L diam(U) — E

la cardinalidad del conjunto PP (Tm%(b—o es a lo sumo

= (o o)

Ademas, por la segunda parte del Lema 3.1.4, se necesita a lo més t conjuntos con

diam(U)

didmetro a lo sumo &, para recubrir a K. Sea g = > (). Luego

In (N;, (K)) <
In (OL) In ( >

Por lo tanto, hemos probado que Dy p(K) < s = Ds.



46

Demostracién del Teorema 3.1.3 Sea (fi,..., f.), con n € N, un SIF compuesto
por funciones contractivas homogéneas. Sea (r1,...,ry) su lista de razones, y sea K
su compacto limite.
Del Teorema 3.1.1 sabemos que Dyp(K) < Dg; luego probaremos Dg < Dyp(K).
Asf tendremos Dyp(K) = Dg.
Sea s = Dg la dimensién de semejanza del SIF. Vemos que basta probar que existe
una constante gy > 0 tal que

@< > (diam(4;))"  V{4;}jen € Re(K), Ve >0 (a)

jeN

Asi, se tiene que gy < M(K,s,¢) Ye > 0. Luego tendremos 0 < M,(K) porque
M(K) = sup{M(K,s,¢) : € > 0}. Esto implica Dg < Dyp(K), por definicién de
Ds(K).
Probemos (a). Sea U un abierto de Moran del SIF. Dado ) # A C K, tenemos

P (%ﬁ%) = {Ee 1) - diam(f(U)) < diam(A) < diam( f;,[U))}

diam(A
Para C = o ), escribamos Q(A) = Qc(A). Es decir,

diam(D)

Q(A) = {Ee P (%E%) :}g(“U_)mA#w}

Veamos que existe una constante g > 0 tal que #Q(A) < ¢, independientemente del
conjunto A.

Notemos que f>(U) C B(a,2-diam(A)), cual sea a € A y para todo i€ Q(A). Luego

Z Area(f(U)) < 7 - (2 - diam(A))?
icQ(A)
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pues U es un abierto de Moran y los fAU), con 7 € Q(A), son disjuntos dos a dos.
Como Area( f(U)) = Area( HU)) Vi € Q(A), por el Lema 1.5.5 y recordando la

diam(A ,
definicién de P ( Jiam| L)) tenemos

(%) - Area(U) < () - Area(U) = Area(f4U))

Entonces
4.7 - (diam(U))?

#Ql4) < 2 Area(U)

Notemos que
. 4.7 . (c’iiam(U))2 50
r2 . Area(U)

es independiente del conjunto A. Hemos probado entonces que existe ¢ > 0 tal que

#Q(A) <gVACK

Veamos que para todo 7 € I* existe un tnico x; € K tal que ﬂ fﬂt(ff) = {z7}. Sea
leN
i € I, Tenemos entonces (‘fﬂl(_ﬁ)) . sucesién decreciente de subconjuntos de K
le

cerrados y no vacios. Luego por el Teorema 1.1.3 se cumple

FO)=(£,0)#0

IeN
Ademads, dado [ € N se cumple diam ( fa, (U)) =73, diam(T) por la segunda parte
del Lema 1.1.15. Y como hm 07y, = 0, no existen z,y € J+(U) con x # y. Por lo tanto
fU) = {z}, con T; € RQ. Pero como f3(U) = fAK), tenemos z; € K,
Definamos ahora

h:f‘”——)K:fH:L-;
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Notemos que h estd bien definida, pues para todo i€ I“y todo U abierto de Moran

se cumple [5(U) = f+(K).

Por otro lado, debido a que K = lim ¢™(U), tenemos que h es epiyectiva.

m-—oo

A continuacién vamos a probar que para todo A € K se cumple

-1 q - s
p(h™ (A)) < @am (@) (diam(A))

donde p es la medida exterior asociada a
& {H k= I(*)} — [0, 00] : H 7S

Sea A C K. Por la segunda parte del Lema 3.1.4, y por la primera parte del Le-

ma 1.1.15, sabemos

Ac |J #O)
i€Q(A)
Notemos ademas que
e U
i€Q(A)
Esto es debido a que para todo j € I¢ tal que h(j) = x; € A, para todo ! € N
se cumple zz € f3, (U). Luego existe [ € N tal que il € Q(A), y entonces tenemos

1€Q(A)
Como u es la medida exterior asociada a la funcién C' tenemos

p ) < wl U [7
< 3 ([1)

ieQ(A)
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< 3 i)

iEQ(A)

= 2
1EQ(A)
Por la segunda parte del Lema 1.1.15, y porque #Q(A4) < g, se cumple

—1 1 ¥ B E
ph(4) < @Eﬁm;éimemwm

1 , .
(diam(T7))s 2 (diam(4))

i€Q(A)

.
(diam(0))s

IA

- (diam(A))*

Recordemos que queremos probar (a). Sea € > 0, y sea {A;}jen € R.(K) arbitrario.
Sin riesgo de pérdida de generalidad supondremos que A4; C K Vj € N.
Como
h™H(K) =h! (U Aj) =Jr 4
JEN jEN
¥ por lo recién probado, tenemos

pwh™Y(K)) = #(Uh%%ﬂ

JEN

I

> u(h7(4y))

JEN

am @y 2 emid)

jEN

diam(U/))*
Sea gy = Lm—mi Entonces, como A Y(K) = Jv y por el Lema 1.5.4 sabemos
q
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que p(I¥) = 1, tenemos finalmente
qo < Y (diam(4;))’
jeN
Luego hemos probado (a) porque gy > 0.

Por lo tanto Dyp(K) < Ds.

g
3.3. Demostraciéon del lema técnico
A continuacién procedemos a demostrar el lema téenico.
Demostracion del Lema 3.1.4
(i) Dado C < p < 1, definamos
P(C)={i:p-1;<C<p-r:}
y probemos que se cumple
> (o) =p VO<p<1 (b)

HIN(e))
Notemos que P;(C) = P(C).
Ahora, para probar la afirmacién (b), dado C < p < 1 vamos a considerar la
altura de P,(C):
Alt(P,(C)) = max{|i] : 7 € P,(C)}

Notemos primero que P,(C') es finito, pues existe m, € N tal que p- 7" < C,

y luego Alt(P,(C)) < m,,.



Notemos ademés que, para C < pf < p < 1, se cumple
AlE(P,{C)) < Alt{P,(C))

Probemos (b) por induccién sobre Alt(P,(C)).
Si Alt(P,(C)) = 1, como es el caso cuando p = C, tenemos Py(C) = Iy

entonces

Y ryr=p Y, =4

ieP,(C) i€{1,...,m}

Sea m € N tal que (b) se cumple para todo C < p < 1 con Alt(F,(C)) < m.

Probemos (b) suponiendo que Alt(P,(C')) = m + 1. Entonces
I=Luly

donde
L={iel:p-r<C}

I]_:{EEICS,OT'A}

Afirmamos entonces
P,(C) =Ll (U zpp.,,,.(c)> (c)
icl
donde iP,,.(C) = {ij : ] € P, (C)} Vi € I.
Vamos a probar (¢). Probemos primero que P,(C) C IOU (U iPp.Té(C)).

=N
Sea 7 € P,(C) cualquiera. Si |i| = 1, entonces i = i; € Iy. Y si |i| > 2, enton-

ces i = (iy,...,4), algin { € N, con i, € I; y (fa,...,%) € Ppri (C). Luego



(i)

EE lep iy (C)

Probemos ahora que Iy U (U i Py, (C’)) C P,(C). Sii € Iy, tenemos enton-
i€l
ces i =i € P,(C). En cambio, si ij € iPu(C)conielyy j € P,.,(C), se

cumple ij € P,(C). Hemos probado asf la afirmacién (c).

Afirmamos también
Al(P,,,(C)) < Alt(P,,(C)) Viel (d)

Probemos (d). Sea i € I, y sea j € P, (C) tal que I7] = Al(P,..(C)).
Entonces

Pty KO L P13
Luego ij € P,(C), y entonces

Alt(F,r,(C)) = |.ﬂ < Iiﬂ < Alt(F,(C))

Ahora que hemos probado (d), podemos terminar la demostracién del lema.

Por la afirmacién (c) tenemos

ST o=+ > > (o)

JEPP(() i€l ich .:'—IEPp-ri(C)
Y como Alt(Pp.rc)) <mVie I,

SN (o) = (o)) =0

iE€P,(C) icly ich

Y con esto terminamos la demostracion de esta parte del lema.

Seaa € A. Como A C K, v K es el compacto limite del SIF, existe i€ I¢ tal

que a € j;(U)



53

Sea k € N tal que ﬂk e P(C) por lo que, junto a la primera parte del Le-

ma 1.1.15, se concluye que a € f,m(U).

Luego A C U f>(U) debido a la arbitrariedad de a.

icQco(A)

3.4. Otros resultados y ejemplos

A partir de la hipdtesis del Teorema 3.1.3 se desprende el siguiente resultado.

Proposicién 3.4.1 Sea K C R? compacto limite de un SIF compuesto por funciones

homogéneas, y sea § su dimensién de semejanza. Entonces
0 < Ms(K) < o0
Para demostrar la Proposicién 3.4.1, es necesario el siguiente lema.

Lema 3.4.2 Sean m € N y A C R tal que #A € N. Sea
A" ={d=(a1,...,am): a; € AVj € {1,...,m}}

Entonces se cumple

Y™ g = (Z)

acA™ ac A

Demostracién Sea A ¢ R tal que #A € N. Probaremos este lema mediante induc-
cién sobre m. Como el caso m = 1 es claro, pasemos al paso inductivo. Sea m € N
tal que todo subconjunto A C R con #A = m cumple

aeA™ a€A



Entonces, sea A C R con #A4 = m + 1. Luego

E Q1+ Qg Oy Opmyl = E ay - Oy a4

aeAm+1 acA™

- (2 (3
-z

Demostracién de la Proposicién 3.4.1 De la demostracién del Teorema 3.1.3,
rescatamos que 0 < M (K).

Ahora demostraremos que M (K) < co. Recordemos que

M (K) = lim M(K, s, €)

=0+
Sea ¢ > 0. Vamos a probar que M(K.s,e) < (diam(K))®. Entonces tendremos
M(K) < oo.
Construyamos un recubrimiento en R (K). Sea (r1,...,r,) la lista de razones del
SIF, v sea m € N tal que

7" - diam(K) < ¢

Luego

diam(f{(K)) < e, VieI™



Como K es el compacto invariante del SIF, tenemos

K=|J HEK)

;E jm

Entonces, ocupando el Lema 3.4.2 tenemos

M(K s,¢) < Y [diam(f(K))]’

ielm

= Y ri-(diam(K))"

ielm
i (Z 'rf) - (diam(K'))*
i€l
= 1™. (diam(K))®

Luego hemos probado
M(K,s,¢) < (diam(K))® Ve >0

Por lo tanto M (K) < oo.

A continuacion veremos dos ejemplos de SII' que muestran que las condiciones en el

SIF dadas por la hipétesis del Teorema 3.1.3 son necesarias simultdneamente.

El primer ejemplo es un SIF cuyas funciones no son todas contractivas homogéneas,
y que cumple la condicién de conjunto abierto de Moran. Veremos que su dimen-
sién de semejanza y la dimension de Hausdorff-Besicovitch de su compacto limite no

coinciden.
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Ejemplo 3.4.3 Sean

i R R (ny) 1 (2y) + (3,0)

3
fo: RZE—R?: (z,9) — (gg)

Es inmediato ver que fi es una funcion contractiva homogénea con razén de contrac-
ion L
cion 3.

Veamos que la funcidn fo es contractiva con razén de contraccién distinto a %

Primero, notemos que para (z,y), (z', 1) € R? cualesquiera se cumple
P 7 ! 1 ! ]‘ /
HJ(Q(:an)_f?(wvy)H = 5-(m—$),§-(y—y)

< 'H(m!y)—(m’:y/)n

[Nl

Por lo que fy es una funcidn contractiva, con razén de contraccion ry < %

Segundo, notemos que para (0,2),(0,1) € R? tenemos

1£2(0,2) = (0,1l > 5-110.2) - (0, 1)

por lo que fo no puede tener razén de contraccién %

Finalmente, veamos que fa nmo es funcién contractiva homogénea; para los puntos

{2,0),(1,0) € R? tenemos

1(2,0) — (1,0l = 3 -112.0) - (1,0)]

Veamos que el SIF cumple la condicion de conjunto abierto de Moran.
Sea U = (0,1) x(0,1). Notemos que fi(U) = (%, 1) x (0, %) y fo(U) = (0, %) x (0, %)
Luego U es un abierto de Moran del SIF.



Calculemos ahora la dimension de Hausdorff-Besicovitch del compacto limite K de
este SIF. Sean A = [0,1] x {0} compacto inicial, y ¢ : K(R?) — K(R?) la funcién

asociada ol SIF. Sea K el compacto limite del SIF, y recordemos que

K= lim ¢™(A)

m—0o0
1 T+ 2
Notemos que ¢(A) = {O, 5} x {0} U [—g— 1} x {0}, que fi(z,0) = (T_g 70) Y que
folz,0) = (:3L_ O) Vo € R. Entonces. el compacto limite de este SIF es el conjunto de

Cantor, que estudiaremos en la seccion 4.1. Tal como veremos mds tarde (pdgina 63)

su dimension de Housdorff-Besicovitch es

Dys(K) = % ~0.63 € (0,1)

Pero debido a que lo dimension de semejanza del SIF es aquel real s que satisface

1 S .
(3> +r5=1, yry # 3}, se tiene Dpp(K) # s.

El siguiente ejemplo consiste en un SIF compuesto por funciones contractivas ho-
mogéneas, y que no cumple la condicién de conjunto abierto de Moran. Veremos que
la dimensién de semejanza de este SIF v la dimensién de Hausdorff-Besicovitch de

su compacto limite no coinciden.

Ejemplo 3.4.4 Al SIF (fi, fo, f5) del tridngulo de Sierpiriski, definido en la sec-
cién 4.8, le agregaremos una funcidn fy contractiva homogénea tal que no modifica

el compacto limite, y tal que el nuevo SIF (f1, fa, fs, fa) no cumple la condicion de
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conjunto abierto de Moran. El SIF queda entonces asi:

1

fi: R —R?: (a:?y)i—%i-(:c,y)

f2: R2—R?: (a:,y)H%-(w,y)Jr éo)
1 1 V3

fs: R2—R?: (z,y) = 5 (z,9) + —,£>
2 44

fa: B2 —R%: (:r’y)*%i-(:c?y)

Claramente todas estas funciones son contractivas homogéneas.

Probemos que este SIF no cumple la condicion de conjunto abierto de Moran. Sea
U C R? abierto y acotado. Para que se cumpla f4(U) C U, para todo u € U es

necesario que se cumpla i -u € U. Ademads, es necesario que erista v’ € U tal que

sou=1/, para que asi fL(U) C U. Pero entonces, fy(u) = fi(u'). Entonces se cumple

J4(U) C f1(U). Por lo tanto U no puede ser abierto de Moran del SIF.

Consideremos como compacto inicial A, el tridngulo equildtero con base [0,1] x {0} y

vértice opuesto a ésta el punto (%, @) Tenemos fi(A) C fi(A), luego el compacto

limite es el tridngulo de Sierpinski, el cual veremos (pagina 67) que tiene dimension

de Hausdorff-Besicovitch Dyg = L‘i—g Sin embargo, la dimension de semejanza es

() ()"

Por lo tanto, la dimension de semejanza de este SIF no coincide con la dimension

aquel real Dg tal que

de Hausdorff-Besicovitch de su compacto limite.
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Presentamos ahora otro resultado.

Proposicién 3.4.5 Siun SIF compuesto por funciones abiertas cumple lo condicion
de conjunto abierto de Moran, y un abierto de Moran contiene al compacto limite K

del SIF, entonces K es totalmente disconezo.

Demostracién Sea (fi,..., fa), conn € N, un SIF compuesto por funciones abier-
tas y que cumple la condicidn de conjunto abierto de Moran. Sea K su compacto
l{mite, v sea U abierto de Moran tal que K C U. Sean I, € K con l1 # 1. Demos-
traremos que existen dos abiertos disjuntos Up,Ug CR? talesque L, e Uy y 2 € Us.
Asf, K no puede tener un subconjunto conexo con mas de un elemento.
Sea m € N tal que

d(ly,la)

7. dlam(U) < —T

Sea 7 e I™ tal que Iy € f+(K). Entonces como K& C U, tenemos diam(K) < diam(U)
y l1 € f{U). Luego

d(l].: 12)
2

diam(f(U)) < 7" - diam(U) <
Sea j € I"™ tal que [y € f3(K). Entonces tenemos U= f{(U)y U= fJ;.(U) abiertos
porque las funciones que componen el SIF son abiertas, v disjuntos debido a que U

es un abierto de Moran.

Por lo tanto K es totalmente disconexo.

Veamos a continuacién un SIF, compuesto por funciones abiertas, que cumple la

condicién de conjunto abierto de Moran pero que no posee ablerto de Moran que
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contiene al compacto limite. Veremos que dicho compacto no es totalmente discone-

XO.

Ejemplo 3.4.6 Este fractal se llama tridngulo de Sierpinski, y lo introducimos con

mds detalle en lo seccidn 4.8. Adelantamos las funciones que componen el SIF.

1
fi: R2 —R?%: (:r,y)i—>§-(m,-y)
5 1
ht B R @)oo+ (50)
.. 1 1 /3
fz: R? —R?: (ﬁy)wz(r,y)-i-(z—él—)

Por el momento, basta mencionar que cumple la condicidn de conjunto abierto de
Moran, puesto que lo demostraremos mds adelante (pdgina 66).

Trabajamos con el compacto inicial que consiste en el tridngulo equildtero con base
[0,1] x {0} y vértice opuesto a ésta el punto (% @) Debido a que los puntos (0,0)
Y (% @) pertenecen al tridngulo de Sierpiriski, y a que fi (%@) = f3(0,0), no

eriste abierto de Moran que contiene al compacto limite.

Constderemos el conjunto

ro{(ese)ee o]

Notemos que estd contenido en el compacto inicial ya mencionado, y que ademas

satisface
T = A(T)|J (D)

por lo que T es un subconjunto del tridngulo de Sierpiriski. Luego este dltimo no

puede ser totalmente disconezo puesto que T es conexo y posee mds de un punto.



Capitulo 4

Ejemplos conocidos de fractales

A continuacion expondremos tres fractales conocidos. Comprobaremos que son au-
tosemejantes, verificaremos que cumplen la condicién de conjunto abierto de Moran
y calcularemos sus distintas dimensiones. Esta seccién sirve de practica antes de

trabajar en fractales mas complejos.

4,1. Conjunto de Cantor

Este es un ejemplo de [ractal en la recta real.

Tomemos el intervalo [0, 1], que llamaremos B. Este se divide en tres partes iguales,
se remueve el segmento central abierto en sus extremos y se obtiene B;. De manera
sucesiva, By, se obtiene realizando el mismo proceso a cada uno de los intervalos de

B,,_1. Notemos que B,, C B, 1 ¥m € N. El conjunto de Cantor es

O'= lim By = ("] B

mM—ro0
meN

La figura 4.1 ilustra las primeras aproximaciones del conjunto de Cantor a partir de

B=10,1].

61
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Figura 4.1: Obtencién del conjunto de Cantor a partir de B = [0, 1].

El SIF que describe el proceso es (fi, f2) definido como:

fi: R—R: z—

fo: R—R: z+—

wlrwlsy
o
Wl ro

Tenemos entonces
6: K(R?) — K(RY) : A fi(A) U fo(A)
Notemos que en la explicacién anterior definimos el conjunto de Cantor como

C = lim ¢™(B)

mM—roo

Luego el conjunto de Cantor C es el compacto limite del SIF (f;, f2). Es autoseme-

jante porque ambas funciones son contractivas regulares, por la Proposicién 2.1.2.

Veamos ahora que cumple la condicién de conjunto abierto de Moran. Tomare-
mos como abierto U = (0,1). Como f1(U) = (0,3) v f2(U) = (3,1), tenemos
[HWU)N f(U) =0y ¢(U) € U. Por lo tanto, el conjunto de Cantor cumple la

condicién de conjunto abierto de Moran.
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Calculemos la dimensién de semejanza del SIF. Debido a que la lista de razones
de contraccién del SIF que define el conjunto de Cantor es (3, %), la dimensién de

semejanza de este SIF es el nimero real Dg tal que

DR

Por lo tanto, la dimension de semcjanza del SIF es

Ds = ~ 0.63 € (0,1)

Como ademés f, y f» son ambas funciones contractivas homogéneas, por el Teo-
rema 3.1.3 las dimensiones de Hausdorff-Besicovitch y de Minkowski-Bouligand del
compacto limite coinciden con la dimensién de semejanza del SIF. Luego la dimen-
sion de Minkowski-Bouligand del conjunto de Cantor es fraccionaria, y entonces este

conjunto es un fractal.

4.2. Curva de Koch

Presentamos el siguiente SIF.
. 1
fii R — R (@,9) = 3 - (z,9)

fo: R? — R?: (Lt,y) —r Rg (% . (:.r;,y)) -+ (1,0>

3
B R B 0o e (300 + (3577)

. i 2
fao: R2—R?: (I,y)Hg-(m,y)+(§,0)
Notemos que Ry(7) indica la rotacién del vector #@ alrededor del origen del plano en

un dngulo 8, y también que cada funcién es contractiva homogénea con razén de



contraccion :.

El compacto limite de este SIF anterior es conocido como la curva de Koch K, el
cual notamos que es autosemejante por la Proposicién 2.1.2, puesto que las funciones
del STF son contracciones regulares. La figura 4.3 representa la séptima aproximacion

de este compacto.

0.6

0.4

02

0.0+

-0.2F

Figura 4.2: Séptima aproximacién de la curva de Koch.

Veamos que el SIF cumple la condicién de conjunto abierto de Moran. Tomaremos

como abierto U/ el interior del tridngulo isésceles de angulos basales %, con base

13

[0,1] x {0} y cuyo vértice opuesto a ésta es (27 =

).Entonces ¢ transforma U en
el interior de cuatro trisgngulos isésceles mas pequefios, todos disjuntos y contenidos
en U. En la figura 4.3, el tridngulo gris es U, y la zona negra es ¢(U). Como cada

tridngulo negro es la representacion de fi{(U ), algin ¢ € {1,2,3,4}, concluimos que

la curva de Koch cumple la condicion de conjunto abierto de Moran.



Figura 4.3: Un abierto de Moran del SIF de la curva de Koch.

Calculemos la dimension de semejanza del SIF. Esta es el siguiente niimero real.

Recordemos que las cuatro funciones de este SIF son contractivas homogéneas. Luego
por Teorema 3.1.3 la dimension de Minkowski-Bouligand de la curva de Koch es

fraccionaria. Concluimos entonces que la curva de Koch es un fractal.
4.3. Triangulo de Sierpinski

Sea (f1, fa, f3) el siguiente SIF.

fi: RR—R2: (z,y) —
H

fo: RZ—R%: (z,y)

f3: RZ—TR2: (2,y) —



66

El tridngulo de Sierpinski es el compacto limite S de dicho SIF. La figura 4.4

representa la octava aproximacion del compacto limite de este SIF.

0.8

0.6}

0.4

02

0.0

Figura 4.4: Octava aproximacién del tridngulo de Sierpinski.

Notemos que el triangulo de Sierpinski es un conjunto autosemejante porque cada

funcién que compone el SIF es contraccién regular, por la Proposicién 2.1.2.

Veamos que este SIF cumple la condicién de conjunto abierto de Moran. Consi-
deremos como abierto U el interior del tridngulo equildtero con base [0,1] x {0} y
vértice opuesto a ésta el punto (%, @) Notemos que la funcién asociada al SIF ¢
transforma U en la unién disjunta de tres triangulos equilateros més pequenos, cada
uno correspondiente al conjunto imagen f;(U), con cierto ¢ € {1,2,3}. Como ademés

estos triangulos se encuentran contenidos en U, el triangulo de Sierpiniski cumple la
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condicién de conjunto abierto de Moran. La figura 4.5 ilustra la situacién; U es el

triangulo descrito por el contorno exterior, y @(U) es la zona de color negro.

g ]

Figura 4.5: Un abierto de Moran del SIF del tridngulo de Sierpinski.

Caleulemos la dimensién de semejanza del SIF. Debido a que la lista de razones de

contraccién del SIF que define el tridngulo de Sierpinski es (3,3, %), su dimensién

de semejanza es el siguiente nimero real Dg.

Dg =

In(2

S

Por lo tanto, como las funciones de este SIF son contractivas homogéneas, el Teo-
rema 3.1.3 nos indica que la dimensién Minkowski-Bouligand del compacto limite
coincide con la dimensién de semejanza del SIF, por lo que es fraccionaria.

Entonces el tridngulo de Sierpiniski es un fractal.



Capitulo 5

Otros ejemplos

5.1. Una modificacion de la curva de Koch

A continuacién haremos una modificacion simple de la curva de Koch. Al SIF ya
estudiado, le agregaremos cuatro funciones que resultan de la composicién de una
funcién del SIF usual de la curva de Koch, con una reflexién respecto al eje de
abscisas. Entonces, el SIF queda asi:

fii BB (ny) o 3 (@,9)

fo: RZ—R?: (z,y)— Rg-_ %(1’(]) + %—,

f3: RZ—R?: (z,y)— Rz (% . (m,y)) + (é’g_%)

fi: RZR—R%: (z,9) % < (z,y) + (—,0)

fi BB (@,9) 0 5 (5,-y)

fo: R* —R*: (z,y)— Rsz (% =iz, y)) + (l O)

f: B2 ——R2: (z,y)—~ Rz (— -z, ﬁy)) % (1,—_-1—)

fo: R® —R%: (:E,y)H%-(:r:,—y)Jr (— o)
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Todas las funciones que componen este SIF son contracciones regulares, por lo que
el compacto limite es autosemejante debido a la Proposicion 2.1.2.

La figura 5.1 representa la cuarta aproximacién del compacto limite de este SIF.

o4f
02}
:..v’si
0.0} s - Sy S——_, "
. §:§’
~~
-0.2 1
~0.4} i
-0.2 6.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1o 12

Figura 5.1: Cuarta aproximacién de la curva de Koch modificada con reflexiones en
torno al eje de las abscisas.

Ademads, la unién de un abierto de Moran de la curva de Koch con su reflexion
respecto al eje de las abscisas, es un abierto de Moran para este SIF. Por lo tanto, la
dimension de Minkowski-Bouligand del compacto limite y la dimensién de semejanza
de este SIF coinciden, por Teorema 3.1.3.

Debido a que todas las funciones que componen el STF son funciones contractivas
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homogéneas con razén de contraccién % este valor es
In(8)
= —=~189¢ (1,2
4 In(3) (1.2)

Entonces el compacto limite de este SIF es un fractal.

5.2. Modificacién I del tridngulo de Sierpinski

Recordando que el SIF cuyo compacto limite es el triangulo de Sierpiniski subdivide
un tridngulo equildtero de lado 1 en cuatro pequefios tridngulos y conserva tres de
éstos (figura 4.5), a continuacién haremos algo similar. Vamos a subdividir el mismo
triangulo en dicciséis triangulos equildteros, de lado 11 y conservaremos 10 de éstos.

La figura 5.2 representa de color negro los tridngulos a conservar.

Figura 5.2: Subdivisién de un tridngulo equilatero en 16 triangulos semejantes.

A continuacién presentamos un SIF que corresponde a la situacion recién ilustrada.

1
hie R — R (zy) = 7 (2,9)
1 1 V3
fr: B — R (my) = (@ -y + | g
1 3 V3
fo: RR—= R (zy) = 7 (@9 + | 55
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ool o

fi: RP—R: (z,y)—

o= | qs.u'.oo
S

o)

B oo™

f5: RT—R*: (z,y) —

fo: BR2—R: (z,y)—

H= | =
—
.
4|_

1

f7: R? — R?: (m,y)n—>4

' (.Cl?iy) T

P
o0l e

I

fs: R —R*: (z,9) — —-(z,—y)

o)~
=%
L S

-+
R

ol L SR R

fo: RZ — R?: (z,y)+— (z,—y) + .

(%]
=
\____/

P2 ool W

. ; 1
fuo: RZ—R%: (m:y)'_}i'(i":y)+

/-—-\/_.___\

La figura 5.3 representa su cuarta aproximacion.

0.8k

Q6

0.0

-0.2 6.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 12

Figura 5.3: Cuarta aproximacion del compacto limite del SIF Modificacion I de Sier-
pinski.
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Notemos que todas estas funciones son contracciones regulares, por lo que el com-

pacto limite es autosemejante tal como lo indica la Proposicién 2.1.2.

Ademas, es inmediato ver que el interior del tridngulo equilatero original, de lado 1,
es un abierto de Moran de este SIF; luego por Teorema 3.1.3, y también debido a que
la razén de contraccién de cada una de estas funciones contractivas homogéneas es
1, sabemos que las dimensiones de Hausdorff-Besicovitch y de Minkowski-Bouligand

del compacto limite tienen el siguiente valor:

_ In(10)
57 Tn(4)

m 1.66 £ (1,2)

Luego el compacto limite es un fractal.

5.3. Sierkoch y Kochpinski

1. Sierkoch
El compacto limite del SIF a presentar sera denominado Sierkoch, puesto que
es la composicion de dos SIF: una modificacion del SIF cuyo compacto limite

es el tridngulo de Sierpinski, y el SIF de la curva de Koch.

Recordemos el SIF del triangulo de Sierpinski, visto en la seccién 4.3. Defi-
nimos las siguientes funciones, donde las dos primeras corresponden a las dos
primeras funciones del SIF del tridngulo de Sierpinski, y la tercera posee una

pequenia modificacién. Llamaremos este SIF como Modificaciéon I1 de Sier-
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pinski.
. 1
fl: R? — R?: {$3Q)H§(T:y)
. . 1 1
hi R R )o@+ (50)
1 1 /3
. 2 2, ; vl et 1 2 S
f3‘ R* — R*: (‘T?y)H 2 (Iﬁy) ! 4’ 12)

El objetivo de dicha modificacién es que este nuevo SIF tenga el mismo abierto
de Moran que el SIF de la curva de Koch. Recordemos que el SIF del tridngulo

de Sierpiriski subdivide un tridngulo equilatero; este SIF subdivide el tridngu-

lo isésceles de dngulos basales Z, con base el segmento [0,1] x {0} y vértice

opuesto a ésta el punto (-é-, %)

La figura 5.4 es una representacion de la séptima aproximacion del compacto

limite de este SIF.

06

0.4

o2r

oor

Figura 5.4: Séptima aproximacién de la Modificacion TI del tridngulo de Sierpinski.
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Notemos que las funciones de este SIF son contractivas homogéneas con razon
de contraccién % Ademas, este SIF cumple la condicién de conjunto abierto de
Moran, pues por construccion el interior del tridngulo isdsceles con angulos ba-
sales £ es un abierto de Moran, base [0, 1] x {0} y vértice opuesto a ésta (%, -‘éj)
Sea ahora (g1, g2, g3. ga) el SIF cuyo compacto limite es la curva de Koch, visto
en la seccién 4.2. Ya vimos que estas funciones son contractivas homogéneas
con razén de contraccion % Ademas, el SIF cumple la condicién de conjunto

abierto de Moran, ya que el interior del mismo triangulo isésceles descrito mas

arriba es uno de sus abiertos de Moran.
Entonces, creamos un SIF de 12 funciones h;;, donde para i € {1,2,3} y
7 €{1,2,3,4} la funcién h;; : R? — R? es de la forma

hij = fiog;

Notemos que la composicién de dos funciones contractivas regulares es una
funcién contractiva regular, por lo que Sierkoch es autosemejante por la Pro-

posicion 2.1.2.

En la figura 5.5 observamos el grafico de la tercera aproximacién de Sierkoch.
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Figura 5.5: Tercera aproximacién de Sierkoch.

Por otro lado, este SIF cumple la condicién de conjunto abierto de Moran; el
interior del tridngulo isésceles ya descrito es un abierto de Moran de este SIF.
Luego, para conocer la dimensién de Minkowski-Bouligand de su compacto
limite, podemos calcular la dimension de semejanza del SIF debido al Teore-
ma 3.1.3. Como la razén de contraccién de cada funcién h;;, con i € {1,2,3}

yJj€e{1,2,3,4}, es

su dimensién de semejanza Dg es:

_In(12)
~ In(6)

Entonces Sierkoch es un fractal.

~1.39 € (1,2)
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2. Kochpinski
Vamos a presentar un SIF resultante de la composicion del SIF de la curva de
Koch y del SIF del tridngulo de Sierpinski modificado como lo indicado en la

pagina 73. El ecompacto limite serd denominado Kochpinski.

Sea (g1, g2, g3, 94) €l SIF cuyo compacto limite es la curva de Koch, visto en la
seccion 4.2. Sea también (fi, f2, f3) el SIF del tridngulo de Sierpinski modifica-
do como lo indicado en la pagina 73. Construimos entonces un SIF compuesto
por 12 funciones k; j contractivas homogéneas, cuya razon de contraccion es %

Cada funcién k;; : R? — R?, coni € {1,2,3,4} y j € {1,2, 3}, es de la forma

kij=gi°f;

La figura 5.6 representa la tercera aproximacién de Kochpinski.

061 1

0.0 [

-03 6.0 02 0.4 06 0.8 10 12

Figura 5.6: Tercera aproximacién de Kochpinski.
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Al igual que Sierkoch, el compacto Kochpiniski es autosemejante, cumple la
condicién de conjunto abierto de Moran y es de dimensién de Minkowski-

Bouligand
_ In(12)
%7 In(6)

~1.39 € (1,2)

Luego Kochpinski es un fractal, pero de aspecto diferente a Sierkoch.

5.4. Diamantes de Lévy y una modificacién de
éstos

Presentamos a continuacién un fractal conocido como Diamantes de Lévy, el cual
es una modificacién del SIF de la curva de Koch. Si bien este fractal no resulta
interesante en esta tesis por no cumplir la condicién de conjunto abierto de Moran,
nos inspiramos en él para crear un SIF que cumple la hipdtesis del Teorema 3.1.3.

El SIF de los Diamantes de Lévy parte de un trapecio cuya base mide 1 y el resto

1

de sus lados 3. Luego, pega tres copias del trapecio original contraido a una razén 3

en cada lado no basal. La figura 5.7 representa la situacidn.

Figura 5.7: Primera iteracién del SIF de los Diamantes de Lévy.
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La figura 5.8 representa la séptima aproximacion de los Diamantes de Lévy.
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Figura 5.8: Séptima aproximacién del compacto limite Diamantes de Lévy.

Notemos que un trapecio, de base 1 y con lados no basales de largo %, se puede

subdividir en cuatro trapecios de base

ilustra esta situacion.

Figura 5

y lados no basales de largo &;

1; la figura 5.9

.9: Subdivision de un trapecio en cuatro trapecios semejantes.



Entonces, vamos a subdividir el trapecio original, de base 1, en 16 trapecios de base

%, y conservaremos 10 de ellos. La figura 5.10 representa de color negro los trapecios

a conservar.

Figura 5.10: Subdivisién de un trapecio en dieciséis trapecios semejantes.

A continuacién presentamos un SIF que corresponde a la situacion descrita anterior-

mente.

S
fa:
fs
fa:
fs

e :

R? — R?:
s
R?2 — RZ:
R? — R?%:
R? — R?:
R? — R?:

R? — R?:
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ol

fo: R —R*: (I:y)ﬁ(%-(r,y)>+( ‘/?_)
b e (o) (1)

)

Notemos primero que cada funcion del SIF es una contraccidon regular, por lo que

fio: R —R*: (I»U)HR—TF (% (

ﬂb-lw

por la Proposicién 2.1.2 el compacto limite es autosemejante.

La cuarta aproximacion del compacto limite de este SIF es representada en la fi-

gura 5.11.

0.6~

G4r

0.2r

0.0

=2

02 0.0 0.2 5.4 0.6 0.8 1o 12

Figura 5.11: Cuarta aproximacién del compacto limite de la modificacién de los
Diamantes de Lévy.
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Por otro lado, el interior del trapecio original, aquel con base 1 y lados no basales

, es claramente un abierto de Moran del SIF. Resulta entonces sencillo calcular la

(I

dimension de Minkowski-Bouligand del compacto limite, puesto que coincide con la
dimension de semejanza del SIF. Como la razén de contraccién de cada funcién que

compone el SIF es ;, la dimensién de semejanza es:

_In(10)
° 7 In(4)

~ 1.66 € (1,2)

Por lo tanto obtuvimos un fractal.

5.5. Embalse

A continuacién presentamos el siguiente SIF. Su compacto limite se llama Embalse,

debido a que su SIF fue inspirado en el paisaje de tres montamnias y su reflejo en el

agua. ;
fii RR— R (z,9) = 7 (2,-y)
f: R2—R*: ('v;y)H%-(’z,—y)Jr i,o
f3: RQHRQ: ("qu)ﬁi(’ﬂ,‘—?})é{— 210
foi: B2 —R?: (rc,y)H%-(ry) (i %ﬁ)

Como las cuatro funciones son contracciones regulares, ya sabemos por la Proposi-

cioén 2.1.2 que el compacto limite es autosemejante.

La figura 5.12 ilustra cémo el SIF transforma un conjunto compuesto por cuatro

1

3+ La primera

tridngulos equilateros, uno de lado 1, otro de lado % y dos de lado



iteracion es la zona de color negro.

“-os 0.0 (5] 10 15

Figura 5.12: Primera iteracién de Embalse.

Por otro lado, el interior de la figura inicial, aquella compuesta por los cuatro triangu-
los equiléteros, es un abierto de Moran de este SIF. Como ademés cada funcién es
contractiva homogénea, podemos ocupar el Teorema 3.1.3. Luego la dimension de
Minkowski-Bouligand del compacto limite y la dimensién de semejanza de este SIF

coinciden con la solucidén de la siquiente ecuacidn.

Entonces la dimensién de Minkowski-Bouligand de Embalse es:

_ In{1+ \/E)

= ~ 1.45
Dg 111(2) NS (1,2)

Por lo tanto, Embalse es un fractal.

La figura 5.13 representa su séptima aproximacion.
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Séptima aproximacion del compacto limite Embalse.
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Apéndice A

Rapidez de convergencia de un
fractal

Si queremos conocer un fractal graficando una de sus aproximaciones, tiene sentido
preguntarse cuantas iteraciones debemos hacer para obtener una buena aproxima-
cién.

Sea ¢ la funcién asociada al SIF, y sea A € K(R?). Para m € N, denotaremos por
A = ¢™(A) la m—ésima iteracién. Como ¢ es una funcién contractiva, sea r € (0, 1)

su razén de contraccién. Entonces se cumple
D(A-m+l- Am) <rm. D(Al,f1) Vm e N

Sea K el compacto limite del SIF. Para m € N, la distancia de Hausdorff entre A,,

y K se encuentra aproximada de la siguiente manera:

D(Anm, K § Z . D(A, A)
m, K) < D(A;, 3 1m j < mti . D(A JA) = et ol |
( ) ) = e ( +jy L +J+1) r ( 1y ) r : -

J=0
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Sea € > (. Luego si queremos saber cudntas iteraciones necesitamos para obtener

una aproximacion con error menor a ¢ de K, buscamos m € N tal que

In (M)

. e(1—r)
—1In(r)
A modo de ejemplo, recordemos que la razén de contracién de la funcién asociada
al SIF de la curva de Koch, ¢ : K(M) — K(M), es a lo mds 7 = §. Mds ain,
si tomamos los subconjuntos del plano X = {(0,0)} e Y = {(1,0)}, vemos que
D(¢(X),¢(Y)) = ;- D(X,Y), por lo que la razén de contraccién de ¢ es 7 = 3.
Entonces, si tomamos A = {(0,0)} como conjunto inicial, tenemos D(A, ¢(A)) = 2.
Luego, si queremos tener una aproximacién de la curva de Koch con error menor a

¢ = 0.001, basta elegir m € N tal que

In(0.001)
In ()
Podemos apreciar la séptima aproximacién de la curva de Koch en la figura A.1.

~ (.29

0.6

0.4

0.2

0.0

Figura A.1: Séptima aproximacion de la curva de Koch.



Apéndice B

Un programa para visualizar
fractales en el plano

Para visualizar graficamente una aproximacién de un fractal, desarrollamos un pro-
grama que grafica una cantidad finita de iteraciones de un SIF. Para realizar este
programa, usamos el lenguaje Python. Nos fue de gran utilidad para estudiar dife-
rentes SIF, y nos proporcioné todas las figuras que necesitamos presentar en esta
tesis.

El programa contiene fundamentalmente dos partes. En la primera, el computador
se informaa de las funciones que componen el SIF; lo puede hacer preguntandole al
usuario, o leyendo la informacién de un archivo .txt. Y la segunda consiste en iterar
el punto (0,0) la cantidad de veces indicada por el usuario; luego entrega un gréfico

con la aproximacién del compacto limite.

(a) Definicién del SIF (incorporacién de datos)
Creamos dos clases: ‘funciones’ y ‘archivo’. Cada elemento de la primera puede
averiguar las coordenadas de las funciones, ya sea preguntandole al usuario,

o bien leyendo un archivo. Ademas, una vez que se le ha informado sus coor-
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denadas, la funcidén puede aplicarse a cualquier punto del plano. La segunda
clase permite crear un archivo de texto nuevo y escribir informacion en él. Asi,
cada SIF trabajado con el programa estd respaldado en la misma carpeta que
se encuentra el archivo con el cédigo. En el archivo de texto. la informacién de
una funcién del SIF consiste en tres lineas. La primera linea contiene la enu-
meracién de la funcién, la cual empieza en cero. Y las dos siguientes, consisten

en las dos coordenadas de la funcién.

#!/usr/bin/env python
import math
import random
import matplotlib.pyplot as plt
class funciones():
def __init._(self ,a):
self . name=("f"+str(a))
def aplicar(self x,y):
h=eval(self.coordl)
m=eval(self.coord2)
return (h,m)
def preguntar(self):
self.coordl=raw_input (" Primera_coordenada:.")
self. coord2=raw_input (" Segunda_coordenada:.”)
def leer(self ,a.,b):
self.coordl=a
self.coord2=b
class archivo():
def __init__(self a):
self .name=a
def grabar(self ,a,b,c):
arch=open(self .namet+” . txt” ,"a")
arch. write (a+" \n"+b+"\n"+c+"\n")
arch.close

Luego, el usuario debe indicar si trabajara con un SIF antiguo o con uno que

no se encuentra en la carpeta contenedora del archivo con el codigo.

opciones=raw_input (” Bienvenido..Desea_trabajar.con_.un.conjunto.de.
funciones_ya_existente.(\"e\”).o.creara_uno_.nuevo.(\”n\")?\n”)
while opciones!="n" and opciones!="e":
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opciones=raw_input (" Desea.trabajar.con_un_.conjunto.
iterativo.de.funciones.ya.existente_(\"e\”)_o_creara.
uno.nuevo.(\"n\”)?\n”)

Cuando el usuario decide ingresar un nuevo SIF, le preguntamos por el nom-
bre para crear un archivo de texto. A continuacién procedemos a averiguar la

cantidad de funciones.

if opciones="n":
nomb=raw_input (" Ingrese .un_.nombre.para.el . .conjunto.
iterativo._de_funciones.\n")
w=(
while w<1:
try:
arch=open (nomb+" . txt” ," ")
arch.close ()
nomb=raw_input (" Nombre_ya.existente. .
Ingrese_otro.\n")
except IOError:
w=w-+1
n=raw_input (" Ingrese ,.con.digitos ,.la.cantidad.de.
funciones.\n")

w=(
while w<1:
17 44
n=int (n)
if n>0:
w=w+1
else:

n=raw_input(”Ingrese ,.con.digitos ,
~la_cantidad._de_funciones.\n")
except ValueError:
n=raw.input (" Ingrese ,.con.digitos ,.la.
cantidad .de_funciones.\n")

Entonces le pedimos al usuario que ingrese la informacién de las funciones, y

la grabamos en el archivo recién creado.

q=0
£=(]
for a in range(q,n):
print "\nFuncion.” ,a,”\n”
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f.append(” ["+str(a))

fla]= [unciones(a)

fla].preguntar()

archivo (nomb) . grabar (" f"+str (a),f[a].coordl ,f[a].
coord?2)

g=q-+1

Sin embargo, si el usuario nos pide abrir un archivo ya existente, lo buscamos en
la carpeta contenedora del archivo con el cédigo, y registramos las coordenadas

de las funciones.

else:
nomb=raw_input (" Ingrese._el._.nombre_del_conjunto._de.
funciones.actrabajar.\n")

w=0
while w«1:
try:
archinomb=open (nomb+” . txt” ,"r")
n=0
f=(]

linea=archinomb.readline ()

while linea!="":
f.append(” f"+str(n))
f[n]=funciones (n)
linea=archinomb.readline ()
coordl=linea
linea=archinomb.readline ()
coord2=linea
f[n].leer (coordl .coord2)
n=n+-1
linea=archinomb.readline ()

w=w-1

except IOError:
nomb=raw_input(” Ingrese_el _.nombre_del .
conjunto.de_funciones._a_trabajar.\n")
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(b) Tteracién y gréfica del SIF
Una vez que estamos informados de las funciones que componen el SIF, pre-

guntamos por el grado de aproximacion a realizar.

aa=0
while aa<1:
m=raw_input (" Ingrese ,.con_digitos ,.el.grado.de.

aproximacion:.”)
w=0
while w<1:
try:
m=int (m)
w=w+1

except ValueError:
m=raw_input (”Ingrese ,.con.digitos ,.el.
grado.de.aproximacion:.”)

Luego construimos el conjunto de puntos a graficar.

1=[(0.0,0.0)]
s=0
while s<m:
=[]
t=0
while t<len(1):
u=0
while u<n:
w=f[u].aplicar (1[t][0],1[t][1])
11 . append (w)
u=u+1
t=t+1
1=11
s=s+1

Y finalmente, entregamos el grafico de la aproximacién del compacto limite del

SIF.

11 =[]

s=0

while s<len(1):
11 .append(1{s][0])
s=s+1
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12 =[]
s=0
while s<len(1}:
12 .append(![s][1])
s=s+1
plt.scatter (11, 12, s=0.25,color="black ")
plt.axis( 'equal’)
plt.show ()

Ahora, el usuario tiene la posibilidad de graficar otra aproximacién o bien salir

completamente del programa.

g=raw_input (” Desea_.otra.aproximacion?_(\"s\”,\"n\")\n")
while q!="s8" and q!="n":
g=raw._input (" Desea.otra.aproximacion?_(\"s\”,\"n
\")\n")
if ¢="n";

aa=—aa+l
else:
pass
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