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RESUMEN

En esta tesis se estudia la extensidn supersimétrica de una
teoria cuantica bosdnica desde el punto de vista de la re-
presentacion de estado fundamental. El1 an&lisis se reali-

za proponiendo un ansatz para los generadores de supersime-
tria, que resulta ser dinadmicamente mas rico que la defini

cién estandar. Demostramos que el teorema de Gozzi no es

valido en tres dimensiones a menos que, un término de aco-
plamiento de spin-b6rbita sea sumado al hamiltoniano bosbdéni

co del sistema.

En la segunda parte de esta tesis, Se argumenta que el anzats
propuesto, puede considerarse una prescripcidn para supersimetri
zar teorias covariantes generales en analogia con mecénica cuan
tica supersimétrica. Se ilustra esta idea con dos ejemplos; a)
la particula relativista b) la cuerda relativista. Se demuestra
que la prescripci®n conduce a la supersimetrizacién correcta

de los sistemas considerados y se obtienen las superalgebras
correspondientes.

Se discute también brevemente, la conexidon entre nuestro méto-
do, el de la raiz cuadrada y el mapa de Nicolai. Damos también
una interpretacion estochAstica del mapa de Nicolai para el ca-
so de teorias covariantes generales,
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INTRODUCCION

Supersimetria es una simetria qué fue descubierta hace
unos quince afios, primeramente en el contexto de los modelos
duales /1/ y luego reinterpretada y extehdida a teoriess de cam
pos /2/.

La interpretacidn corriente de supersimetria, consiste
en postular la existencia de multipletes mixtos de bosones y fer
miones en cantidades iguales y con la misma masa.

Histbricamente, el interés por supersimetria se origind

por las muchas propiedades notables de esta clase de teorias;

por ejemplo, para algunas teorias de campos suﬁersimetfia
mejora la renormalizabilidad. Supersimetria también permi-
te la introduccidén de simetrias locales (Yang-Mills) /3/.

Desde un pﬁnto de vista mhs formal, supersimetria es la
inica extensiodn consistente con teoria cuAntica de campos que
unifica simetrias espacio-temporales con simetrias internas /4/
y desde el punto de vista algebraico generaliza las simetrias
con grupos de Lie a supergrupos /5/.

Sin embargo, a pesar de todas estas propiedades notables,

los multipletes supersimétricos no han sido observados y esto

hace pensar que supersimetria es una simetria rota.



Varios mecanismos de rompimiento de supersimetr{a han sido
propuestos en la literatura /6,7/, Un criterio particularmente
promisorio fue propuesto por Witten /8/, el cual se reduce
esencialmente &l chlculo de un invariante topolbgico, conocido

ahora como indice de Witten.

En la practica, este indice es muy dificil de calcular
/8,9/. Por esta razbn, Witten propuso en su articulo /g/ un mor
delo no trivial de mecinica cuéntica supersimétrica (MQSS) don
de el _f{ndice,para cierta clase de potenciales, se puede deter-
minar y asi discriminar si la supersimetria estd rota o no.

Sin embargo, se ha descubierto que més @llé del inte-
rés original del mecdelo de Witten, MQSS posee un amplio rango
de aplicacibén en diversas hreas de la Fisica /10,12/ y de la Matemé
tica /13/. A pesar de estos estudios, la conexion existente
entre mechnica cuéntica ordinaris y MQSS, sb6lo ha sido estu-

diada recientemente & partir de los trabajos de Goezi.

Gozzi en la ref. /l14/, observdo que si un sistema bosbdni-
co unidemensional posee un estado fundamental normalizable,
entonces, las funciones de correlacidon vacio-vacio asociadas
al sistema cuintico ordinario y al sistema supersimétrico son
jguales. Esto muestra que la mecénica cuéntica ordinaria uni-

dimensional-posee una supersimetria oculta. /14/. De esta ma-



nera, es razonable preguntarse si los resultados de Gozzi si-
guen persistiendo en dimensiones superiores y si es posible
construir otras clases de teorias supersimétricas a partir
de un sistema bosbdnice dado.

El propbsito de esta tesis es responder a estas pregun-
tas.

En el primer capitulo, después de una breve revisidon de

MQSS,extendemos los resultados de Gozzi a MQSS en tres dimen-

siones. Demostramos que la construccidn de Gozzi es valida
en tres dimensiones s0lo si se suma un término de acopla-
miento de spin-o6rbita al hamiltoniano bosbnico del sistema.

Este resultado /15/ es una generalizacibén natural de la ref. /14/,

En el segundo capitulo, proponemos que el anzats para los
generadores de supersimetria, puede explotarse como una prescrip
cibén para supersimetrizar teorias covariantes generales. Esta
idea la .aplicamos a dos ejemplos que son : a)la particula relati
vista (en un campo escalar externo, en un campo de gauge y en un
fondo espacio- temporal curvo) y b) la cuerda relativista. De-
mostramos que la prescripcidén conduce a las teorias supersimé-
tricas esperadas. Hacemos notar también que la cuerda rela-
tivista,al igual que un oscilador armbnico en mechnica cuéntica
ordinaria, estad naturalmente en la representacidn de estado

fundamental, Esto permite calcular explfcitamente el estado



fundamental de la cuerda bosbnica.

Finalmente en el capf{tulo III establecemos una relacion
entre nuestreg método,el de la raiz cuadradsa y damos una

interpretacidon estocéstica del mapa de Nicolai..



CAPITULO I

1.1.- Mechnica culintica supersimétrica y la representacibn

del estado fundamentsal.

Antes de estudiar la conexibdn entre mecénica cuén-

tica ordinaris y MQSS revisaremos brevemenete esta fil-

tima.

MQSS es el estudio de sistemas para los cuales exis-

"~
te una supercarga & que es la "raiz cuadrada" del hamil-~

A
: T e % .
toniano. Si & y & son las supercargas del sistema, enton

ces el hamiltoniano es,

Hsz'%{@)é&} (1.1)

donde ﬂt denota el anticonmutador de las dos variables dinamicas. Debji

do al carécter fermibnico de las @'s se cumple también que

~ - 2
at-=0= @ (1.2)

y por consiguiente

[& f,]= 0 = L& HS] (1.3)

o5 > s o ; :
(-6 las supercargas § y f generan transformaciones de sime

-~ ~ 4 ~ -
tria. Los operadores @, ¥ y Hs constituyen un algebra gra



dada y el conjunto de relaciones (1.1)-(1.3) definen un

sistema que llamaremos MQSs /8,16,17,18/.
La forma ‘explicita de las Supercargas depende na-

turalmente del modelo. Para el modelo de Witten estas

son: ¥

(1.4)

@t = (p +iw)V*
& = (p-iw)V

.'.
donde“# y\¥ son espinores que satisfacen

AV, Yt =1 | (1.5)
AY,VE= o=4¥) Y}

Usando (1.4) y (1.1), se ve facilmente que Hs es

, ¢
He= LB 42w - 1[4 YIw! o) e

(1.6) puede ser diagonalizado si se escoge la siguie
te representacidn matricial para los espinores

V== (77)

4 _ o 01)
\P - E%’“ ( © 0 (1.7)

J

* A lo largo de 1la tesis, siempre trabajamos con unidades
tales gue m=c= =e=1, excepto cuando seo diga explicita-
mente lo contrario.



En esta representacibn (1.6) es

A
~n i
=iPtiw - L Tex)
He=2® 3 7 0y WL (1.8)
o, =(%3)-

Es sabido de mechnica cuéntice ordinaria /19/,
que cualquier sistema cuantico bosbnico con un hamilto-

niano de la forma

H= 1P + ux) (1.9)

en pna dimensibén se puede escribir en "la representacibn

de estado fundamental"

feive

1 2 " n
2 Jz_w (x) = 3 W (x)

(1.10)

donde W=-Lﬁ%, siendoqgla funcion de onda del estado
fendamental /20-22/.

Usando esta representacib6n, Gozzi/l4/ investigd
la relacion entre (1.8) y (1.9)para el caso unidimen-
sional., Sus resultados se reducen, esencizlmente, el
siguiente teorema: Las funciones de correlacién vacio-

vacio para (1.8) y (1.9) son idénticas.
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1.2 Teorema de Gozzi en tres dimensiones

En este primer capitulo, demostramos que en tres di
mensiones la construccidbn de Gozzi conduce & que si se
agrega a (1.9) un término de acoplamiento de spin-brbi-
ta adecuado, este sistema cuéﬂtico tendria una "supersi-
metria oculta”, esto es Z[J]= Z,Jf."f] "

Consideremos un sistema cuantico bosébnico, descrito

por el siguiente hamiltoniano en tres dimensiones
A _.>2 i
H=-1 V" +U(F) (1.11)

Es bien sabido de mecénica cufntica /19,23/, que
siendo (1.11) un operador elfpticq,el estado fundamental
no tiene modos! esto significa que la funcion de onda‘w

no cambia de signo y por consiguiente podemos escribirla

en la forme
- X '
’\V - € (1.12)
o

donde \/ es una funcion real (aqui hemos omitido unz constante

- - ’ ' »
de normalizacion, la cual es irrelevante para nuestros
fines).

En el estado fundamental, la ecuacidon de Schrdédinger

para el sistema (1.11) es



= £, (1.13)

si reemplazamos (1.12) en (1,13), obtenemos una ecuacibn
en la que podemos despejar \“ﬂ algebraiéamente en términos

de la funciénV , y por consiguiente, (1.11) se puede

escribir en la forma
1= "2 _‘.((ﬁ"v)l— 'Q'zv)ﬂ; (1.14)
P‘ E 2 o}

si definimos

— — —
Q= VT +VV
(1.15)
Qt = -3+
se ve facilmente que (1l.14) es
i-slae
< (1.16)

'if\:l\:‘“go'

El hamiltoniano (1.11) escrito en lz forma (1.16)
(o 1.14), estéd en la representacidon de estado fundamental.
El paso siguiente en nuestra construccidn es 1la
supersimetrizacion del sistema (1.16),de manera que satis
faga el adlgebra de supersimetria (1.1)-(1.3)

Definimos las supercargas en la forma



(1.17)

@t= Qv (= 003)

G- = ?(o)) . Cf;‘g'*:(oo L)

las cuales generalizan (lfn

Este ansatz también fue propuesto independiente-

mente por Ui /24/,aunque en un contexto diferente al prese;

tado aqui.

Las supercargas (1.17) satisfacen las propiedades

-

de nilpotencia y son también constantes de movimiento

A
si Hs es definido por (1.1). En (1.17), 1las 0, , son ma-

trices de Pauli.

Usando (1.1), el hamiltoniano supersimétrico es:

o= L i . sk u]’“+‘.
R = z(EfE_)@)Y_S 1,.,+iee*|QlE) +
(1.18)
) e W] A, At
v O agl ; .
+ 4(5-3,) O 894, +ie 0 4] @ 6;

El primer y tercer térmimo en (1.18), dan la ge-
neralizacidén ingenua a tres dimensiones del resultado de
Gozzi, A-€

~ 4+
Q; Q;

\

—

3 Q. Q!

LS s

notemos, sin embargo, que aparecen términos adicionales.

Uno de ellos es
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iocii® gk ot G
_{E UQKQJ

el cual se puede escribir como
. — = =t
L(TVxT) T

y por consiguiente, el hamiltoniano completo es

(é‘fa‘. , . (TvxP) .
Q-Q! | —5 (FxF)

\

h= A4 @} =

o1

-—
donde se ha identificado el operador de gpinp S como

\ =

- O

P

Para el caso particular de fuerzas centrales QIM

y por consiguiente V:Mﬂﬂ) , de modo que (1.19)

se puede escribir como

El estado



-l

~ P .
es por construccidn aniquilado por fj y Q*,t-ﬁ

gy, - ©
gy, = 0

por lo tanto -\vo es aniquilado también por l& . Ya

{1.21)

que HS es positivo semidefinido por construccibn.ﬂ;
es necesariamente el estado fundamental del siste
ma (ya que la energia del estado fundamental es
cero, la supersimetria nec estid esponténeamente
rota).

Siguiendo a Gozzi /14/, la funcidtn de correlacidn
vacio-vacio para el hamiltoniano (1.11), es la misma en
una dimensién que la de su extensidbn supersimétrica,

y por lo tanto, las teorias cuénticas son indistinguibles.
En nuestro caso, el resultado es que la funcibn correla-

cibn vacio-vacio para el sistema supersimétrico;

Z 131 = SQ\Q%V ﬁg’? enii’{“s“:‘»,.‘{’) 1‘3-!1
S

es la misma que la del sistemaz descrito por el hamilto-

niano bocsbOnico

f= -+ 7%rum) -2V T (1.22)
2 n g4n

asi, el sistema supersimétrico (1.20) es indistiguible

del (1.22) , pero difiere del sistema (1.11) debido al
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término de acoplamiento de spin-odrbita

-

W:: -—Q—L _A;_\L/_E> g {1.23)
nod4an

Desde este punto de vista, el resultado de Gozzi

puede ser visto como una consecuencia del hecho que en
"una dimensibén el spin y momentum angular no existen.
1.3.- Ejemplos

Para terminar este capitulo, comprobaremos los re-
sultados que dan mecénica cuéntica ordinaria y supersi-
métrica para dos ejemplos que poseen solucidn exacta ¥
el estado fundamental es conocido. Estos ejemplos son
el Atomo de hidrbdgeno y el oscilador armbnico esférico.

Para mecénica cuéntica ordinarias, el acoplamiento

de spin orbita es /25/

A

2 —
HL—5: L L dW T. s (1.24)
2mec™ N dn

e introduciendo todas las constantes respectivas en (1.23)

(que antes habian sido puestos iguales a uno), se tiene

W = —h° L dvT.¢

e mon I {1:25)

Antes de seguir, observemos que el origen de (1.24)
es completamnete distinto al de (1.25), (1.24) proviene di

- —>
la interaccidn de un momento magnétice p=£ S
mC

s CON



trfa,
Para e3 Caso del &tomg de hidrégeno
n d 2a,
(Qort‘/p“e'l)

Reciéntemente Ko;telecky Y Nieto /26/ han examj -
Nado este ﬁltimo Problemsg desde g3 Punto de Vista dej

Tesultado (e Gozzi /147, ellos consideran.la extensidn



=g 5.

por el teorema de Gozzi, deberia reproducir el espectro del
ftomo de hidrbgeno, sin embargo esta extemsion, no es ver-
daderamente tridimensional y por consiguiente no da cuenta
del acoplamiento de spin—&fbita.

Este resultado, no excluye que no puedan encontrar-
se sistemas supersimétricos a nivel de fisica atomicsa,
En efecto, se pueden considerar espectros asociados a distintos &atomos
los cuales se relacionen entre si por una transformacién de supefsimé—
tria, estos sistemas forman parejas (o multipletes) de
ftomos supersimétricos. Esta posibilidad, ha sido conside
rada también por Kostelecky y Nieto en un articulo pos-
terior /27/% para una revisibn reciente ver /28/.

Un chlculo similar puede hacerse para el oscilador

armbnico esférico. En este caso el potencial es

1
V= uich.
%

por consiguiente

por lo tanto, una particula cargada en un potencial armoni
co esférico, podria ser supersimétrico si la separacion en

tre los niveles de energia es suficiente para crear un par.
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CAPITULO II

2.1.- Extensibn & teorfas covariantes generales

En el caﬂitulo anterior mostramos, con un
ejemplo simple, la extension del teorema de Gozzi
/14/ & tres dimensiones. La construccibén se hizo
generalizando el anzats de /14/ para los genera-
dores de supersimetria.

En este capitulo, consideraremos el anzats
para las supercargas propuesto en el Cap. I como
una prescripcidn para supersimetrizar teorias
hamiltonianas.

Investigaremos la validez de esta prescrip-
cidon para el caso de teorias covariantes generales,
i.e teorias que debido a la invariancia bajo repa-
rametrizaciones temporales, poseen un hamiltonia-
no nulo y por consiguiente, este puede ser escri-
to como una combinacidn lineal de los vinculos
del sistema /29/. <consideremos hamiltonianos
de la forma

H= TVt a5 =0
O.

(2.1)
donde az_l_)Lﬂ, 5.7 wdil4 N-.C_D-'ly D es 1a dimensibn del
espacio tiempo.

Los vinculos }thon suficientemente generales

como para incluir sistemas covariantes generales



tales como la particula relativista, cuerdas, mem-
branas, gravedad, etc. Los )&J_ son generadores de
desplazamiento locales en la direccidn temporal y
los ){L restantes, son generadores de reparame-
trizaciones en las direcciones espaeiales y no juegan
ninglin rol din&mico /29/.

La prescripcibnde Dirac /30/ para cuantizar
sistemas hamiltonianos con vinculos, consiste en

reemplazar la condicidn clésica }{txo , por
Ve '\x}
=0
}{& (2.2)

donde Qo, son los operadores cuanticos asociados
a las funciones clasicas Y, . (2.2) es equivalen-
te a una condicidén de seleccidén de los estados fi-
sicos. El conjunto de ecuaciones (?-2) son llama-
das ecuaciones de Wheeler-De Witt /31/.

La condicion (2.2), claramente implica que

\/.\‘«P:o (2.3)

y por consiguiente, todos los estado8 fisicos de un
sistema cuéntico de este tipo, pueden pénsarse co-
mo el estado fundamental de una teoria cuantice en
D+4 dimensiones, donde la nueva dimensibdn es un

tiempo ficticio )



w) e

idV_ b =0 253

—

A

A
Para el caso de teorias covariantes generales, /4

es un operador hiperbolico (debido a la signatura
minkowskiana del espacio-tiempo) y no tiene sentido
hablar del estado fundamental ya que el espectrode ﬁ
no es superior ni inferiormente acotado.

Sin embargo, medianté vna rotacion de Wick, es
posible transformar el operador ﬁ en un operador elfp

tico y le interpretacidon de (2.4) como una ecuacion de Schrd

dinger tiene perfecta validez. En estas condiciones,
el estado fundamental existe y el hamiltoniano puede

A
ser escrito como H’z;gduﬁlﬂ1ﬁlﬁh , 0 equivalentemente
a

~

~ Ay
A= QL Qo (2.5)

(2.5) es la versidn extendida para sistemas covariantes
generales de la representacion de estado fundamnetal.

La supersimetrizacidn de aqul en adelante es directa:

A
se definen la cargas fermidnicas Cﬁt_ de acuerdo con

el anzats /32/

A

i -~ P A A
@o.: QQ\C @& = Qlt: (2.6)

o ) o

"~

donde las vat*iables fermibnicas c; pueden ser élegidas
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~ - Lad

arbitrariamente y estan sujetas sdlo a que'J{: ,‘Zfa.‘a @
formen un algebra de Lie gradada.

Los operadores de v{nculos bosbnicos (modificados),
se encuentran imponiendo que la teoria fermidnica sea

"la raiz cuadrada" d la teoria bosbénica /33/, i.e

&bgif=%{&&)&;}' (2.7)

La ecuacion (2.7) puede considerarse una definicion de
O s
MQ_ vy el problema siguiente es verificar si el con-
i & 2 S < A+
junto de operadores de vinculos , &y a forma una
a & L §

superalgebra cerrada

[#s, &, ]~ 2, LIPS SPEN

A continuacidn resumimos el método de supersime-

trizacidon con el siguiente esquema:

Se da teoywy tov
%o % O

7 nw;d& -
Prres? %%\

( RE ~ o j | l F.v=0 1

Crnrdine s cFotiom da Wik

l Kng¢:o &“ﬁafrata

m«;gumh;;dﬂmu JJanMrwwﬁﬁia,




=30

Em lo que sigue, resolveremos algunos ejemplos
donde aplicamos el método delineado mas arriba. En
primer lugar examinaremos la particula relativista
de. "masa variable" /34/ (la particule relativista
mcvigﬁdose en un campo de Gauge y en fondo curvo se
discuten en el apéndice B). Por filtimo, en la seccidn
2.3 se analiza la cuerda de Nambu y su extension su-
persimétrice segin este método.

2.2.- Mechnica cufntica supersimétrica de la particula re-

lativista

La supersimetrizacidn y cuantizacidon de la par-
ticula relativista ha sido extensivamente estudiads en
la literatura /35-39/, Aqul demostramos como este pro-
blema puede ser reanalizado usando nuestro método.

Consideremos el vinculo hamiltoniano clésico
asociado a una particula de "masa variable", después de

la rotacién de Wick se tiene
XE-‘-“"(?P A0V ) ~ o (2.9)
2L PP kg ‘

(para una definicibn de las convenciones ver apendice A) dondeU es

una funcidn dada de XU Siguiendo la discusibn de la seccidn

2.1, la teoria cuhintica que se obtiene de(2.9)es.

L .
Mt "*’—‘- 0 _ (2.10)
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{E
donde H es el operador

ﬁ “t U?“J) (2.11)

:-{’3 i = \ .
a‘ p J Xp=%x  si usamos la representacibn de
Schrodinger.

De acuerdo con la seccibébn 2.1, si el operador (2.11) e

w4

eliptico, el estado fundamental es de la forma c y por
consiguiente (2.11) puede ser escrito como,
r ~
E E+
A :é@r (D‘f ’ (2.12)
con
E
= oa TR,V
CQV v M
(2.137

Q:+=-—rb +9,V

ol
donde U y V estan relacionadas por la ecuacibn de Ricatti

'2

'BrV 'c)r\l ’ar;a\,\/ = ‘ i, B3

La supersimetrizacidn puede hacerse definiendo las

supercargas /[40/

&% = (’:QE h‘r(,E)@?;_ .

7 g QE* E) ®Ty .
Uy

Aquf 1las \(E)P son matrices de Dirac euclidianas (apén

(2:15)

dice A) ¥y 1as-c; son las matrices definidas en (1.7).
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La condicidén de nilpotencia de las &; implica

A 2 @l
RZ¥l=0 =@ *y por lo tanto, si definimos el vinculo bosbd

nico modificado en la forma

P
)&E = 1 ()t
s 2 {QE) @‘)} (2.16)

AF) AE) }ﬁ,
se tiene que K*¥, & ¢ satisfacen la siguiente su-

peralgebra

aéaej -0 =1 @w @esﬂ—}
e Eﬂ] O = [:§§@ﬂ+ ){:E]
(2.17)

2

A +
si un estado'*t es aniquilado por Qﬂg y§§k),iue

Qv
BV,

entonces, la superéalgebra (2.17) garantiza que #} sera
L]

(2.18a)

"
o

(2.18b)

I
o

el estado fundamental de ﬁg i.e
€

jai:-¢o =0

(2.19)

Las condiciones (2.18) y (2.19), pueden también

ser vistas como un conjunto de vinculos implementados
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sobre la teoria cufintica por la prescripcibn de Dirac.
El cierre de la superélgebra (2.17) garantiza que los
vinculos &} &@ﬁy ?ff son de primera clase y que, por
consiguiente, pueden consistentemente imponerse sobre
el espacio de Hilbert de la teoria cuéntica. Contra-
riamente, si (2.19) posee una solucién normalizable fni
ca, debe satisfacer (2.18) (y por lo tento, la supersi-
metria no puede estar espontaneamente rota).

El vinculo ;“E) se puede encontrar expl{citamente

sustituyendo (2.15) en (2.16), el resultado es

E €
WE= 2 T T Opw Loy (2.20)

L ‘:EDH\(f’y—’B),\/?> (2.21)

p)

el términobkylvg es el anilogo del acoplamiento de
spin-brbita encontrado en el capitule.l.

El caso de la part{cula relativista libre, pue-
de formalmente resolverse tomando el limite U—=>m (es-
te 1limite es singular ya que, estrictamente hablando,
1a funcibén de onda del estado fundametal no es normaliza
ble a menos que el sistema sea puesto en una caja, sin

embargo, esto rompe la invariancia de Lorentz).
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La ecuacidn de Ricatti (2.14) puede resolverse en
=% & 1
este limite y su solucibdbn esVy _kryf » con kR R,=m. Si
formalmente tomamos R -:%n_vr , las supercargas (2.15)

t

son

2 = (§+m)® G
Qe+ = (-F+m)00 Gt (2.22)

(2.22) reproduce el resultado esperado

%Es :‘{'S@(E), @@H}:%(ﬁr?r‘{'mi) @ﬂ‘lxz (2.23)

el cual es el mismo que derivaron Galvao y Teitelboim
/35/ en el limite clésico.

Para obtener la teorfa f{sica, tenemos que devol-
vernos al espacio de Minkowski, sin embargo esto tiene

un problema técnico. En efecto, el operador es positivo

semidefinido, i.e
€ <
545 =0 (2.24)

sin embargo, cuandc nos devolvemos al espacio de Minkows
ki. xg\ no satisface esta propiedad, la razbén es que las
=B« )} p
supercargas @E y @@) no se mapean en operadores herml
ticos conjugados entre si debido al cardcter complejo de

la rotacion de Wick.



Por consiguiente, el operador ﬂ”:_{})g,&;} no satisface
(2.24), lo que por supuesto es correcto.

Finalmente, enfatizamos que para una particulas re
lativista en un campo escalar, el término de acoplamien
to de spin-brbite es distinto de cero en general pues-
to que ?ry-#(j (cf.(2.21)) . Los casos de superpartis
culas moviéndose en campos de gauge y en fondos curvos

/
se dan en el apendice B.

2.3.- Meckinica cuantica supersimétrica de la cuerda relativis

ta.

El segundo ejemplo de sistema covariante general
que estudiaremos, es la cuerda relativista {para una
definicién de las convenciones ver la ref. /1/).

Une cuerda bosbénica, es un objeto unidimensional
que en su evolucibdbn temporal traza una superficie bidi-
mensional en el espacio-tiempo. Los vinculos que gene-
ran reparzmetrizaciones de las coordenadas sobre esta

trayectoriz bidimensional son :

o= 1(e v QM ' 6) X' tie)) &
H__r‘, __L(G’Vw G"fur)-i-xvus) ls)) o .29

A (o) = @F(ﬂ x'tw) = o
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donde)wmyc) especifica una configuracidén para la cuerda

r :
en un instante G , XW:gh.{f_) Yy O rotula los puntos
c
sobre la cuerda (~meosw™ ). @l'{r) es el momento ca-

‘. : " W
nonico conjugado de x (¢) y satisfacen la siguiente

algebra canbnica,
M
§ xtie) @0} &, Stae)
pP

)\ Xf‘(a)) XV(G-\}}PP =y = J‘@Hw)’@v/")}f() (2.26)

donde i \PP denota paréntesis de Poisson.
El espacio-tiempo en gque se propaga la cuerdas se
supone plano con métrica '7 yndiag(-,-}-------{- ).r,veq,c-..p-jy
D es la dimensidén del espacio-tiempo.
La meciénica cuantica de la cuerda, se obtiene si-
guiendo . las recetas usuales de cuantizacibn: reemplazar
variables dinémicas por operadores, paréntésis de Poisson
por conmutadores y usando las reglas dadas en la seccion

2.1. Asi, el equivalente cuantico de los vinculos (2.25)

s
G Yrn] =
A A Ixe] =0 o
donde
fe)= 5 (8.6 + foRE) e

9\(,) - @ &'V] (2.28b)
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[ ] en (2.28b) indica alguna eleccidn de ordenamiento
de operadores para el producto &";('r . Distintos orde-
namientos difieren entre si, por cantidades de la forma
“o.0" , lo gque, dependiéndo de la regularizacidbn que se
elija puede tomar distintos valores,

En lugar de trabajar congﬁ y,gl , €5 mas conve-
niente usar la combinacion 1ineal§?=§£+a§{con a;-‘;+|-
Se verifica que

A
\-_’;1655_)[ {}qhu‘}}: iaéab(}\lm(ﬁ‘) 1‘3’\1(0")) 51&’6}6")
(2.29)

I
donde se ha usado la regularizacibn 16‘&0;0.*

& L 4 =
La mecéanica cuantica (2.27) es equivalente a es-

cribir

NV Ixw]l=0 (2.509

que es el analogo, para la cuerda bosdnica, de la ecuag

cidn de :Schrodinger (ecuaciones de Wheeler-De Witt). Es

* Esta regularizacidén, obviamente no es la finica eleccibdn
posible y debiera ser equivalente a cualquier otra que
se use. FEsta afirmacion, es una conjetura que atin no
ha sido aclarada del todo. Actualmente, sb0lo existen

argumentos plausibles para justificarlo ver e.g la
ref /41/.
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notable observar, que los operadores .ﬂa- estan natu-
ralmente en la representacidn de estedo fundamental,
tal como ocurre con el hamiltoniano del oscilador armb.
nico en mechlnica cuéntica no relativista. En efecto,
en analogia con los operadores de "subida y bajada" del

oscilador arménico podemos definir

)

~

- (Q’ (6) +o X' m) (2-31)
M
Q#- o =-1t, +1

estos operadores, satisfacen las relaciones de conmu-

QH(D’)Z

tacion a tiempos~iguales
-~ -~ A = lesi ! 1
Laa(ﬂ Q.. EU;)]:L : Qb%v 6 o) (2.32)

P
es facil verificar, que el operador }ﬂl puede escri-

se en la forma

A~

}/[th-)_— Q 5)
a

(2.33)

De acuerdo con la regularizaciGn que estamos u-
sando, (2.33) es una cantidad bien definicda. Sin embar
go, hacemos notar que si hubiesemos usado una regulari-

- & ’ & , -
zacion tal que 8(b)¢0 , habria un téermincextra en el
» f
lado derecho de (2.33) proporcional & J(c} que juga

ria el rol de energia de punto cero. Pare la cuerda,
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esta energia sblo depende de la:constante  , y por
es inobservable.
Para establecer una analogia alin més cercana
a mecanica cuéntica ordinaria, conviene discretizar el
continuo de grados de libertad pasando a la representa

cion de Fourier. Si definimos la transformada de Fourier

-

+TT . a
de QP&(G'} por Gf“'“z\?%r—r fdo" g ime Qr:x () + entonces
- )

v

A - ATy S
1) :_L_(Pt‘_\amxf")l‘@ﬁ (2.34)
am vz m i a-m
donde Pl'=~ 2. conMeZ, se encuentra que las Qly
m -bx i .
satisfacen r
AV
[@F @ ’J: ngalo [ 6 (2.35)
o ) bm et L
Si tomamos la transformada de Fourier (2.33), se encuen
tra que
+ oo
A ~
G =2 Q Q!
o m ap(m-m) “omm (2.36)
m=-0

Es facil verificar, que los operadores (2.36) sa-

tisfacen la siguiente algebra de Virasoro

Dﬁ{‘“‘ ] 9 b(M] = 2om~ ) qg“" Mq(m-}m) (2.37)



Con la regularizacibn empleada aqul, seria incons
sistente suponer ﬁaoﬂi:o con (2.36) vy (2.37). No obs-
tante, s8i insistimos en imponer 1a condicibn ﬂaoﬂL:o .
es necesario renormalizar los vinculos por ﬁ&,ﬁﬁlm—n{&\sm,
pero esto €S equivalente a introducir una carga central
en el Algedbra (2.37).

Sin embargo, como veremos mas adelante, los gene-
radores boso6nicos ﬁfn de la teoria supersimetrica, pue
den satisfacer ﬁaﬁ;:o sin necesidad de introducir car
gas centrales en (2.37).

De la relaciéon (2.35), se sigue que no hay nin-
giin estado de la teoria gque pueda ser aniquilado por
todos los Q;Hlsimultaneamente. En efecto, a lo mas
puede exigirse que la "mitad" de los Quaniquilen un mis-
mo estado. Le restriccion sobre:el rango dem , es res
ponsable que no todas las compomentes de Fourier de los
vinculos aniquilen el vacioﬂ% . Asi, no todos los
vinculos de la teoria clésica se transforman en opera-
deres que restringen el espacio Hilbert de la cuerda -~

cuantica /1,42/.

Definimos el estado fundamental (o vacio) para la

cuerda bosonica por;:



P
Qv Y =0

A (2.38)
Es fdcil ver, que si se elije(amzo en (2.38), la e-

cuacion se puede integrar y la funcidn de onda del

vacio para la cuerda es

= < —Z_”‘Xix_,] (2.39)

m>o0

de modo que Ci 0 A (Qm) € ;?f
Ram 'o
Observando (2.36) , podemos supersimetrizar
la cuerda bosodonica siguiendo los pasos sugeridos
en la seccidn 2.1. Definimos las cargas fermibnicas
en la representacibn de posicibdn por T~ Q. &
donde las t;lﬂ son variables fermibnicas hermiticas.

En la representaciéon de Fourier las supercar-

gas sSon 4 @0 A i
-t
= G
A +20
@'\' _ Y A K 4 (2.40)
o i‘.ma‘““*“)‘gr“

donde las Qu_son los operadores definidos en (2.34)

AL
y los operadcres t:nsatisfacen el algebra
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{tqvm , éivm}: o P ’7fw {hm

(2.418)

y la condicidbn de realidad
/'\+ -
C =T | (2.41by
avu\ &Q.\-M
Para encontrar la forma explicita del operador
de vincule bosdnico supersimétrico , procedemos iguel
que antes. Definimos el vinculo bosbnico de la teoria

o
. ; s .
supersxmétrlcakkn por el anticonmutador de las supsc

cargas, i.e

{ ®nm ) @t:f*'ﬂk = Q 5ab9i(miw)

(2.42)

donde un calculo simple arroja (ver apéndice cC)

jco

A~ ~ = A
(S - +L Y (te-m3lt ¢
Aem= fap T2 L— t;w\ Cc-.\;-t('-ﬂ—”\} (2.43)
K:-oa
El resto de lea superéigebra , como sSe muestrs

J 3 3
en el apendice D, tiene la forms

&S = - ¢ \ A~ ;
[XQMJ 74 | = 2& dep (M- 2) @q(mw) (2.£4)

):S:lffm Igls ]: 2aéod:, (m‘m) 5:\5

&) (2.45)

Las relaciones(2.42)-(2.45), muestran. .qQue el estelo

fundamental setisface



P
@M\PQ =0 (2.46)

A
S —
}’\QM\\&, =© (2.47)

@m20
De le condicibn de realidad (2.41b), se obtiene
G -6
om qq-m (2.48)
- +

de moiz que@ y Tno son independientes y la superalge-

bra {2.42)-(2.45), es la del modelo de Ramond-Neveu-

Schwarz/1/. Los indicesk ! (excepto sutilezas asocia -

das a las condiciones de borde ) pueden ser enteros

(modeloc de Ramond) o semi enteros (modelo de Neveu-
Schwarz).
En esta derivacién de la cuerda supersimétrica

-~ - - . 3 -
es facil ver que,sin necesidad de introducir una car-

ga central en el algebra , se tiene naturalmente

N
> -
}}\o\ox})" =©

Tsto no ocurre en las formulaciones usuales/l/;

(2.49)

sin emtargo, esta diferencia depende de la regulariza-
cibdbn uvszda y no deberia manifestarse en la interpreta-

cibn fisica de la teoria.
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Como comentario final a esta seccidbn, notemos
la siguiente diferencia en el &lgebra de las variables
fermiénicas en MQSS y en la cuerdas supersimétrica. Las
variables de spin introducidas en la seccidn 1.2 sa-
tisfacen un &lgebra del tipo

Vb= +C.-
{?i }Z;S} C'Q} N 'l

(2.50)

donde Ci=—(51 es responsable del acoplamiento de spin-
dbrbita. Andlogament®, podrfamos postular un &lgebra

similar pars las variables de spin

£ - ¢
{?c&v"w\g: l:aé"é ‘r“'-"‘?v +C(QW’- Evm) (2.5%)
w F (2.51)
donde ('es antisimétrico en r¢4>v . Esto introducirfa
ﬁna acoplamiento del tipo spin-drbita en la cuerda fer-
midnica que no aparece en (2.43). Sin embargo, es féa-
cil convéncerse que el resto del &lgebre (2.44)-(2.45)
no se cierra a menos cgue C=o . Esto nos permite

argumentar que no existe acoplamiento de spin-orbita

para una cuerda supersic2trica.
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CAPITULO TI1

Representacibn de estado fundamental, 1a rasiz cuadra-

da del hamiltoniano v la ecuacidtn de Langevin.

En este capitulo discutiremos 1la relacibn del
método presentado en las secciones anteriores, con el
método de la raiz cuadrada /33,35/ y la relacidén con la
ecuacion de Langevin.

Vi
La raiz cuadrada de H

La conexib6n con el método de Teitelboim es muy
simple, en nuestro caso, lgs generadores de supersi-
metria son nilpotentes y se construyen suponiendo 1la
existencia del estadé® fundamental del sistema bosbni-
cec {aunque esto es una herramienta guxiliar, para justi
ficar que @l hamiltoniano-o el vinculo-se puede escribir
en la forma Q*q@ ).

A ~
Si(@ ygf'son generadores nilpotentes, entonces la

- .
combinacion

ﬁ:_L_ 2y "_+
3 W(@+@) (3.1)

-t

.. X . it
también define un generador de supersimetria "real cu-

yo cuadrado es

21 @A L@ LA @
e

- 1y@ gih=Xs (3.2)

/

que es la idea que desarrollo originalmente Teitelboim
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(primere ref. en /33/), para obtener supergravedad
como la raiz cuadrada de relatividad general.

Para el caso de la cuerda supersime&rica, los
generadores de supersimetr{a (2.40) no son explf—
citamente nilpotentes*®, sin embargo, se puede comprobar que en
el casom-m:0(MQSS), el Algebra (2.42)-(2.44) efectivamente se
reduce a la superélgebra de MQSS

1, gt ~¥s
TR, @] =0 =IH5;HS] (3.3)

Ecuacién de Langevin y el mapa de Nicolai

Nicolai /43/ demostro el siguiente teorema:
sif{%¢]) es un lagrangeano para una teoria de campo su-
L
5 I i .
persimétrica, dondeZ ygﬁ son campos fermionicos y
bosbnicos respectivamente. Entonces, existe uns tras-

£ L4 r . - -
formacibn entre campos bosbdnicos (en general no-lineal

y no-local)

P — TI9] (3.4)

(mapa de Nicolai) tal que

e

* Es posible también, construir una cuerda fermionica

con generadores de supersimetria nilpotentes, sin emb

bargo, esta construccion es mas complicada que lapre-
sentada aqui por presencia de términos antomalos en

el algebra. La anomalia, se puede eliminar usando com

binaciones adecuadas de (2.40), para una discusidn so
bre esto, ver /32/ y /42/. Estas combinaciones, son

equivalentes a utilizar la representacibon nonilpotentes
presentada aqui.
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a) I‘B: \ETME + Jiﬂr"\y»o't tad

(3. 5)
donde M es un operador lineal.
:) 7 9 - $hde MUE
7 A= = — ].
(X 5¢ (3.6)

Dé esto, se deduce que la integral funcional (euclidea-

na) de la teoria

(e _ _fetr L
Z'j QOHrDEE (3.7)

se puede escribir como una integral gaussiana,

(o TTME

e S@i e (3.8)

i.e en las nuevas variables ;T , la teoria es formal-
mente libre.

Este resultado presentado aqul formalmente, fue
demostrado perturbativamente (en general) por Nicolai
/43/ y no-perturbativamente por Cecotti y Girardello /44/
para algunos modelos. Estos filtimos autores, también
interpretaron fisicamente este mapa en términos de una
ecuacidn diferencial estocéstica que coincide exacta-
mente (al renos para MQSS) con la ecuacion de Langevin.

El punto de partida de Cecotti y Girardello, con-
siste en o-servar, que paraz el caso de MQSS no relati-

vista con el lagrangeano

- =2
L= yptey (@ i T(§ Y )7

(3.9)
existe el siguiente mapa de Nicolai
—=> ¥ i
T = X tNV (3.10)
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esta ecuacidbn, puede también leerse: como una ecuacibdn
—

de Langevin para X , donde T? representa el rui-
do blanco.

Si observamos la forma de (3.10), nos damos
cuenta que los operadores (Q‘nz que hemos estado usan-
do en los capitulos anteriores,son justamente del tipo
(3.10) en forma hamiltoniana.

Para escribir los operadores Qui-como ecuacio-
nes de Lapmgevin, es necesario poner el operador de
momentum en términos de k . Consideremos como
2rimer ejemplo 1la particuI; relativista en yn campo
escalar, Usando la ecuacion de Heisenberg ;\2 E{&}Hl
se tiene en este casc que

- L,).gr

Xy

donde >\ es un multiplicador de Lagrange. De aqui

Q‘,\“"-}t\- Xr*‘grv (3.11)

I

Laes ecuaciones (3.11) y (3.12), claramente son ecuaciohes

de Langevin en el espacio euclidianoc

Q—t-: 7-.\‘:-){“@- o\ (3.12)
WA oo - '

que describen 1la

¥ - 2 . ) .
€volucion temporal hacia el futuro y el pasado respecti

vamente,
De la misma manera, es posible calcular el analpo
Ec de (3.11) y (3.12) para la cuerda relativista. Pa
z este caso, el hamiltoniano es la combinacidon lineal

e todos los vinculos bosbdnicos,

4 % +m~ ~
e Py T LR 1

rwe:-w fhn'-’:'w
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si escogemos el gauge qdﬁﬁhz %mo (gauge ortonormal),

entonces
A ”~ ~ ~
=M, = A + 0,
H 0 W) o Ho (3.14)
luego } o0
440 A -~
A .
e R {5.35)

Sin embargo, con el reescalamiento Q-—»;‘;Q:a} los
m

operadores(Q son esencialmente coperadores de creacign

y destruccidn de un oscilador armonico. Por lo tantc,
una forma equivalente de (3.15) es
ok 4%
" 4 ¥ TE &
i O ~ Zi o Q. 0.
H L O Q’ﬁ]t&m . LR ¢
Mt—‘w
Fa A 2
—_ N N = N
= l\m T T\ (3.16)

a + X V%
donde Nb\= 2::(WXCH?)Qﬁ son los operadores de nimero
2 = - ‘\
usuales.

Asi, la cuerda es equivalente a un conjunto de

osciladores y los mapas de Nicolai serian

| I . SN R IR v
Xt ™ 00,5 X1 +X0n (3.17)

En el espacio euclidiano (t=>it ), este conjun-
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to de ecuaciones de Langevin describe una coleccibn
de infinitos osciladores desacoplados en un bafio
térmico representado por Gfm .

Para demostrar formalmentequaxzé a: es un mapa de
Nicolai, habria que estudiar la forma hamiltoniana del
teorema de Nicolai. Esto haezsta donde sabemos, no ha
sido hecho y planeamos volver sobre este punto en
otro trabajo.

Resumen, conclusiones y prc:_emas abiertos

En esta tesis, se propuso una prescripcidn para
estudiar la conexidn entre rmecanica cuantica normal y
MQSS y su extensidn como método de supersimetrizacidn
de teorias covariantesgenerales., Los resultados en-
contrados fueron los siguiectes:

i) Los resultados de Gozzi /14/, de acuerdo con nues-
tra prescripcidn no son viélidos en mas de una dimensibn
a menos que un término de scoplamiento de spin-orbita
sea sumado al hamiltoniano bosbdnico; este término no

es de origpen cinemAdtico coxzc ocurre con mecanica cuan-

tica, sino que es una exigercia de la supersimetria del
sistema.

También de aquil se decice, que el Atomo de hidro-
geno no puede ser supersimét-ico y la violacidon de super
simetria para los estados excitados mas bajos, es al me-
nos cuatro Ordenes de magnit:d mayor que la constante de

estructura fina observada.
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ii) La prescripcibn, usada como técnica de supersime-
trizacidn, se aplicd a dos ejemplos a) laj particula
relativista y b) la cuerda relativista. Se encontraron
las superhlgebras cuénticas correctas. Se concluyd,
que los @‘¢ que se usaron pararreescribir los vincu-
los bosbnicos en teorias covariantes generales se pue-
den interpretar como el ruido blanco de las ecuaciones
de Langevin para las coordenadas bosbonicas. Esto nos
permite conjeturar, siguiendo a Cecotti y Girardello
/44/, Que las transformaciones(¥ﬂa—% (Qﬂ3+) son mapas
de Nicolai para el hamiltoniano.

Podemos mencionar algunos problemas atin pendientes.
A) En el caso de MQSS no relativiéta, interesa conocer
el Algebra gradada que satisfacen las variables FET—G}@E..
y‘§T:5ﬂ§%} y por lo tanto, el grupo gradado correspon-
diente. Resultados preliminares, indican queﬁy }§T son

t

elementos del &Algebra de Lie gradada del supergruposoﬂog?a

145/ .

) .k
B) Para cualquier operador elipticory, existen tantas
. ~ [ e
representaciones de la formaH-§LG

! como autovalores
.

A
de B . Estas transformaciones, introducidas en el

siglo pasado por Darboux /46/, incluyen como caso
particular a la representacion de estado fundamental
usada aqui /14,15/. Por lo tanto, cabe preguntarse

L4 - - &
a qué tipo de supersimetria corresponden las transfor



il

maciones generadas por los restantes operadores de

Darboux (%M . Se debe, ademés, dilucidar el signi-
ficado estocéastico de los distintos (1\ 7 y su relacibn

@

con los mapas de Nicolai (en caso de existir).
C) éEs posible tratar en forma anéloga, otras teorias
de campo supersimétricas, y en particular, la supercuer

da de Green-Schwarz?.
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APENDICE A: CONVENCIONES EN EL ESPACIO EUCLIDIANO

i) Cuadrivectores

En el espacio de Minkowski, el tensor métrico es

(RSN QEURAAR) (A1)

Cualquier cuadrivector covariante es,

<)
Xl"‘: (Xo , X (A.2)
y contravariante
<)
XF: (KO;-— = (;5.3)
La rotacibn en el espacic =suclideo se hace reemplazando x; S
y T —5¥ . Enel espacio eucliceo, los cuadrivectores se modifican por
xEt‘= xg‘= (xg , Xx) . Por consiguente el producto de cuadrivectores es
Xt %,

d= X X =
l.x gr\ ;ygr;}
donde S y €5 la delta de Kroenecker =n cuatrodimensiones euclideas.

.y

ii} Matrices de Dirac.

cn el espacio euclidianc, las matrices- }* que usamos son

0 I o©
\Qc‘:\é\(ﬁ)vr Fr(o -1 4)

o~
I

o [ © f;) .
Yey= Yeyi= 7 ey b
asi que
i
ce)r . 3‘(5):- (8.6)
(E)r \Qe)r ' (A.7)
'::J.'-.:'—}A X‘_ ] (A.8)
"By =3 “eir €)Y
La vuelta al espacio de Minkowski, == hace reemplazando BE;) p E; por:
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XO:E‘% b“'"- q‘.

Para mis detalles sobre las matrices -Y' en el espacio euclidiano ver la

referencia 747/
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APENDICE B

Movimiento. de Particulas Supersimétricas en Campos de Gauge y en un Fondo

Espacio-Temporal Curvo.

Estos problemas, pueden ser resueltos en forma muy similar
al de 1a particula relativista en un campo escalar (excepto por algunas
sutilezas), aqui damos los resultados de estos célculos.

i) Particula relativista en un campo de gauge

Para este caso, el operador de vinculo bosdnico para una particula
] 2 w % 2 g
de masa variable es en el espacio euclidiano

A & ?)
- >
dondeS> = P - eAHI , donde los J; son los generzdores del grupo de gauge.

En la rEpresentacwon de estado fundamental (B.1) es f;: d?
3

e ' T - 2,V
Qt‘: ’Br* EA {aI{ '{‘}V Vv'*' r v
Q“ - +iehl eI +'5V"'VT*-QY‘

——
(e
ra

~—

donde la fJnc1on de onda del estado fundamental es

i I
-V+L€,\ A\) d;d"

q¥ o B ¢ (B.3)

0

aqui el contorno de la integral .(Ar' J'Kr es elegido de tal forme

que evite las fuentes de Pw«. EuanU?er eleccibn distinta, puede cambiar
'#Q ern un factor de fase no-trivial (efecto de Aharcnov-Bohm). Se puede
ver que

1

’GHV QT‘V - F?FV = (B.4)

Si procedemos como antes, 1as supercargas son
gﬁ* = (§:.‘f p ® Gt

y el operador de vinculo supersimétrico modificado (ezzZ ya rotado al espacio
de Minkowski) es
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F‘, J

(G;QV-UFVLPVH%G*W

+ et - ¥
Q“car totL,, ~eUf Frv

Aqui (DF Y (Q; son los dados en (B.2), L pr es el operador de
momento angular , Crrb'Fr;z es el acoplamiento de Pauli y F;,
es el tensor de campo de Yang-iiills. La superdlgebra, se cierra
por construccidén y el resultado aqui presentado es independiente de
las dimensiones del espacio-tiempo. Para detalles y una discusion

mis extensa, puede consultarse la referencia [48].

ii) Particula en un fondo curvo.

En este caso el vinculo clasico es

= 2(3"w ’PF"PV +0 )X 0 (B.6)

el cual después de la cuantizacidn es (se supone que el espacic-tiempo es
localmente euclidiano)

A

A= L (-v\‘viu—u‘(x) ) (B.7)

J

Donae Q}_ ec la derivada covariante sobre la variedad con méirica g
: 5 5 + a0
En la representacién de estado fundamental (B.7) es [k con

v

Ty Py

{

Qy
CR?; - -ﬁqr % Qt;v

(os]
oo
i

se puede ver que V y U se relacionaspor una ecuacidn de Ricatti, y las
supercargas son

F="a Qu¥* BT

@t 7 Q) ¥ ®

donde las ¥ 's son matrices de Dirac euclidianas y las e's son vierbein
: etk - ” 5 . ..
que satisfacen &n evb__ JEB , etc. E1 vinculo bosénico supersime-

trico es g&s:: Lhed ,@‘f\ y después de reemplazar (B.9) se encuen-
Sma

(3.5)



-ty

v b T
G;Q“*'eao.e bsa er "IN‘ [Vr&q‘-’]

-y
[7a]
1\
-

(B.10)

19,%]

14 b &
OP@F —e}‘aebu' }_tw.-_;_;w

VR
E1 término GPV[Q'{\IQ)] es proporcional ¢ o% T P ?1‘ "
es el andlogo del acoplamiento de Pauli ot F}rw . La superdlgebra

cudntica se cierra y el sistema @ @' y A describe completamente

* 3

la MQSS de particulas supersimétricas relativistas en fondos curvos [32].



APENDICE C

Derivacidn de (2.43)

Usando (2.40), el ant1conmutador {(‘? o.m, a }es

QY b +
{ e, @ bm} %@(@ e Oy ) r‘“‘rm b -om) O a4y, i

Q
:%Z( u.uao“" }{F'uu} } [(-Qt(m ‘dagb(!-hd—.”: +) (C.1)

'R) "‘i;;b,g

el segundc término del lado derecho en (C.1)
(2.35) y (2.41b)

4 %0 R -
7‘2"%-‘__[ alm- kJ; :’m-»)][%uk; rw] ‘{“’Z(w ‘}[rﬂt;g

(er- L 2y MRJJ

= &4, > (k- mEl o (c.2)
k- w0

}-(&(nm ~mi )

s S€ puede escribir asi usz~do

Reemplazando (C.2) en (C 1) y usando (2.41a)

DRPISRIUS S (R

Yy desarrol

} +ok s pmm Tl ‘9

lando el anticonmutador entre las Q's se ]

‘l'l (m.,q-:hh}

lega a (2.43).



.
APENDICE D

Cierre de la superalgebra

Para chequear el cierre de la superdlgebra, basta calcular

(2.44) y (2.45), escribamos

T:MM\] ¢\m’*"] [Mn"'g .SH Z(M m)[c‘“ pefie-m ) ¢“”]

e (D.1)

perc el primer término en (D.1) es

i . A ~
o Z_”[HQ“J Q &(m )qa n]

Fas
[M&MIQEM]= k= )
_ a0 ~ A (D.2)
- j_;—__e[x““ ’@b(m k)] Mlow }
usando (2.36), (D.2) es
420 V
= 5_ ‘{ um-n[@rm b(m- “L] ‘(M wi b(m-k 77 pc.,t;;bk}
it (.33

= 2adas Z (=) Q(*+W~“JC{<~M

= -ee

el seuund\, término en (D 1) es o y.,. 2 A A
- 1 S (TKmm gr ; ¥
< Z(H ~m) [E ug a{ie- M);(‘g ] E Z}_[ L A plie-miy ;*ﬁl] Gﬁ{m-el
?- Lu-20 r‘ “ ®
4 r )
:"LZ_. [ Z%F.‘) C K{‘Car(k w}) Vbj-k ) shila MJ{;‘J&} )’b J D )
Wiz

donde para escribir (D.4) hemos usado la identidad

[A, 8c] = 1A p}c -84 A,c} (0.5)

Desarrollando y usando (2.41), (D.4) es

Z (20~ m)adeo Qﬁkﬁ)i [k ameie] ~ (D.6)

2-X0
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Reemplazando (D.4) y (D.6) en (D.1) y haciendo los cambios de variables
apropiados, se 1lega a (2.44).

Finalmente para calcular (2.45), escribimos

[3(:-\ lﬁbs,.,]'-' [S““,ibh] ¥

N
+ (2U~w)(U -t 'X
e agien; S0 Sy
el primer conmutador es (2 37), el segundo término de (D.7) es

Z (2%-w) (28 - m)]_t e

a4u II. - g —
0o f‘{" 1 7ot 3 (g - )

(D.
. )g % . 400 i
g‘ik m) (2~ rm n.ut[ dpfk-“"’.ﬁ*’: F‘ut(,\_;)*'#Z(ZR-")(H'M)[?m,Flu br’(l— ]

| T
usando (D. 5), (D.8) 1legB.a ser

+
- iim ) (2-mn) & ? {gepcz uucwu ,..J} "

RA>-20
.L e d _m‘?'ﬂ
& Z_(:Lf e “’j ¢ o lk-n)s T’-"'@’ *"’“ ~
‘ (D.9)
¥
=5 ) (2e-m) (A - f =
4 ‘f;;_‘—p ( T ;gu)gbgfi-m!};‘rcn-m)

i

3 %0 + +
+i_m2;’ (ZK-M)('2£ M){F&L{) b«f}‘{-by(g-m}‘;‘l?(u‘”‘)

Después de hacer cambios de variables apropiados y usando (2.41), (D.9) es:

4
74 ‘gﬂr (R-& -]

i |

:_..__{_E [(tlhm)(?#t*%-’““]-('Z‘C‘%-h)(Zk-m}-]:
-

D.10)
= ﬂi‘*’(m )7— (Tn- "“ﬁ- gir(k PP |
2 -

si reemplazamos (D.10) en (D.7), se obtiene (2.45).
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