COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE ECUACIONES
DIFERENCIALES
ESCALARES DE TIPO POINCARE DE ORDEN 2 Y 3

Tesis
entregada a la
Universidad de Chile
en cumplimiento parcial de los requisitos
para optar al grado de
Magister en Ciencias con mencion en Matematicas

Facultad de Ciencias

por

Pablo Figueroa Salgado

Diciembre de 2003

Director de Tesis: Dr. Manuel Pinto Jiménez



FACULTAD DE CIENCIAS

UNIVERSIDAD DE CHILE

INFORME DE APROBACION

TESIS DE MAGISTER

Se informa a la Escuela de Postgrado de la Facultad de Ciencias que la Tesis de Magister
presentada por el candidato.

PABLO SALVADOR FIGUEROA SALGADO

Ha sido aprobada por la Comisién de Evaluacién de la tesis como requisito para optar al
grado de Magister en Ciencias con mencion en Matematica en el examen de Defensa de Tesis
FEHIAG Bl Ui semmrismomesmmmmss o s s sms s s s 54 oT808 575 SaaF VTS VoA Pom s 5 0 e SRS T

Director de Tesis:

Dr. Manuel Pinto

Comisidn de Evaluacién de la Tesis:

Dr. Rolando Pomareda Rodriguez .. esvermesir e L ‘
Presidente
Dr. Rodrigo Bamén Cabrera '/_(,u‘-—!-f

A A T
Dr. Jorge Soto Andrade 24\ With Wb~ W O, WAV A, G\ -(;



Indice General

Resumen

Abstract

Introduccidon

1 Integracion asintdtica

1.1 Introduccién

T2 Prolffiifiafts. o 2 s 5 2 5 § 2 § 8 £ 8§ £ £ s SRR RE BN E&ELEES %
1.3 Operadof @ 5 v ¢ 5 5 6 5 ¢ 5 3 5 ¢ 8 5 9 s v w e @ @ 0w @ w0 @ e 0
1.4 Ecuacion de Riccati generalizada . . . . ... ... o000
1.5 Teoremas AsINtOLICOS . . . . . o v v e e e e e e e e e e e e e e e

2 Ecuacion de orden 2
2.1 Introduccion

22 Proliifiifiares: 2 5 2 5 2 8 1 28 0§ 5 $ ¢ 8 88 50 e WAGEDEBE S @ E HESES
23 Beuacion @eiBIceatl « o « o v 5 5 v s v w0 owow e e o e e o o 6 w6
2.4 Teoremas asintdéticos para la ecuacion deorden 2 . . . . . . . . ..o
2.4.1 Raices caracteristicas con parte real distinta . . . . . . . .. .. ...
2.4.2 Resultados via sistemas . . . . . . . . ..o 000 oo e e
243 Ejemplos . . . .. e e e e e e e
2.4.4 Ralces caracteristicas con parte real igual . . . ... ... ... ...

3 Ecuacion de orden 3
3.1 Introduccién

3.2 Prelitfiindras « o « 5 5 5 % 5 2 5 « 5 8 9 % 8 8 8 8 6 5§ § 8w 8 8w 8 B E P 6§

3.3 Ecuacion tipo Riccati . . . . . . . .. oL Lo

3.4 Teoremas asintoticos para la ecuacién deorden 3 . . . . . . .. . ...

3.4.1 Resultados via sistemas . . . . . . .. . . 0o e e e

3.4.2 Ejemplos . ... Lo
Bibliografia

ii

i1

v

w

—
b O =1 Uv n

bo



Resumen

Consideramos la ecuacién diferencial lineal escalar
v+ (a1 +r1(0)y + (@0 + rolt))y =0

v estudiamos el comportamiento asintético de las soluciones bajo las condiciones
ReA; > RelX,, donde A;, i = 1,2 son las raices del polinomio P(A) = A? + a1 A + ao
y i — 0 cuando t = oo para ¢+ = 0,1. Obtenemos los resultados dados por Poincaré y
Perron, y mejoramos la férmula asint6tica. Ademds, con las técnicas usadas se deducen teo-
remas asintéticos muy generales. También mostramos un resultado cuando Re A; = Re Ay,
bajo condiciones sobre las perturbaciones mds generales que r; € L'.

De la misma manera, para la ecuacién diferencial lineal escalar

Y& 4 (ag + ra®)y" + (a1 + 11 ()Y + (a0 + rolt))y = 0

obtenemos los resultados dados por Poincaré y Perron, y ademds mejoramos la férmula
asintética. Las condiciones son andlogas al caso anterior: Re A; > Re Ay > Re A3, donde A;,
i =1,2,3 son las raices del polinomio }B(A] =M4a 2+ a A+apyr; = 0cuando t — oo
para:=0,1,2.
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Abstract

We consider the scalar linear differential equation
y" + (a1 +r1(t))y" + (a0 + ro(t))y = 0

and we study the asymptotic behavior of its solutions under conditions: Re A; > Re Aq,

where \;, ¢ = 1,2 are the roots of the polinomial P(A\) = A2 + a1 A + ap and r; — 0 as

f — oo for+ = 0,1,2. We recover results due to Poincaré and Perron, and we improve the

asymptotic formula. Furthermore, with the idea used we obtain more general asymptotic

theorems. We show a result when Re A; = Re A, and more general conditions than r; € L.
In the same way, for the scalar linear differential equation

y® + (a2 + r2(8))y" + (a1 + r1(8))y" + (a0 + ro(t))y = 0,

we recover results due for Poincaré and Perron, and we improve the asymptotic formula
The conditions are : ReX; > ReA; > RelAs, where A;, 1 = 1,2,3 are the roots of the
polinomial P(A) = A3+ asA? + a1\ 4+ ap and r; = 0 as t — oo for 1 = 0,1, 2.



Abstract

We consider the scalar linear differential equation
y" + (a1 +r1())y' + (a0 +7o(t))y = 0

and we study the asymptotic behavior of its solutions under conditions: Re A1 > ReAq,

where A;, ¢ = 1,2 are the roots of the polinomial P{)) = A+ aA+ap and r; — 0 as

¢t — oo for i = 0,1,2. We recover results due to Poincaré and Perron, and we improve the

asymptotic formula. Furthermore, with the idea used we obtain more general asymptotic

theorems. We show a result when Re A; = Re Ay and more general conditions than r; € L.
In the same way, for the scalar linear differential equation

v+ (az + 2 ()Y + (a1 + r1(8)y + (a0 + ro(t))y =0,

we recover results due for Poincaré and Perron, and we improve the asymptotic formula
The conditions are : ReA; > Rely > Relg, where A;, ¢ = 1,2,3 are the roots of the
polinomial P(A) = A® 4+ a3A? + a1\ + ap and r; =+ 0 as t — oo for 1 = 0,1, 2.
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Introduccion

Consideremos la ecuacién diferencial lineal homogénea escalar de orden n

n—1

AL Z a;zW =0, (1)

i=0
donde los coeficientes a; son constantes. Diremos que la ecuacién

n—1

g™+ D (e + i)y = 0 (2)
1=0

es una perturbacion de (1) ¢ que las funciones r;, ¢ = 1,...,n — 1 son las perturbaciones de
la ecuacién, con r; localmente integrables.

En 1885, Poincaré [12], establecié la existencia de una solucién y de la ecuacién (2) tal
que y'/y converge cuando t — 0o, bajo las hipétesis: todas las rafces A;, i=1,...,ndela

ecuacion
n—1
AT+ aid =0 (3)
1=0
tienen parte real distinta y 7; — 0 cuando ¢t — oo, para ¢ = 0,...,n — 1. Perron [9], a

principios del siglo XX, mejoré este resultado, bajo las mismas hipétesis, asegurando la
existencia de n soluciones y;, ¢ = 1,...,n de la ecuacidn (2) tales que y!/y; converge a A,
cuando t — oo para todo i = 1,...,n. Sin embargo, en ambos casos no dan una férmula
mas precisa para el compertamiento asintético de las soluciones.

Una manera de estudiar la ecuacién (2) es llevandola a un sistema de ecuaciones difer-
enciales, es decir,

v = A(t)v,

donde A es una matriz n X n de funciones de [0,00) a C y v es un vector de n coordenadas,
y aplicar los distintos resultados que se conocen. Algunos de ellos son los teoremas : de
Levinson [3] (teorema 2 en el capitulo 1), de Hartman-Wintner [5, teo. 1.5.1] (teorema 3 en el
capitulo 1) y uno de Eastham [5, teo. 1.6.1] (teorema 5 en el capitulo 1). Sin embargo, estos
resultados no consideran perturbaciones que tienden a cero. Para estudiar perturbaciones
que fienden a cero, en un sistema de ecuaciones diferenciales, hay una nueva técnica (ver
[10] y [11]), consistente en un cambio de variables que reduce el orden del sistema, pero a
cambio de esto obtenemos una ecuacién de Riccati generalizada.

Los resultados antes mencionados (de Levinson y de Hartman-Wintner), consideran
sistemas asintdticamente diagonales, es decir, un sistema de la forma

v = (A1) + R(¢))v, (4)
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]

donde A(t) = diag(A((t),...,An(t)), R € LP, con p = 1 y p € (1,2] respectivamente; y A
cumple condiciones de dicotomia, distintas en cada uno de los teoremas. Porsu parte, Harris
y Lutz (8, 1] extienden este resultado para p > 1, indicando un método para obtener una
formula para las soluciones. Todos ellos aseguran la existencia de un sistema fundamental
de soluciones v;, 1 = 1,2,...,n, tales que

i
v; (t) exp( = / Ai(s) ds)—> ei, cuando ¢ — oo;
t

0

dicho de otra forma

wtli= e 4 0(1))9,}@([ 5409) 43) cusndo § =500, (5)

0

donde X,; = :{i(/\i, R) v e; es el vector que en su coordenada i-ésima tiene valor 1 y en el
resto 0.
Otro teorema importante ya mencionado es de Eastham [5, teo.1.6.1] en el cual se supone
que
(A; —A)"'R—=0, cuando t—o0 y [(Aj— MR e L, i # 5.

Sin embargo, este resultado tiene una desventaja, pues en la férmula asintética (3), los Aj,
i=1,...,n son los valores propios de A + R, los cuales podrian ser dificiles de calcular.

Una desventaja de usar esta teoria para estudiar (2), es que al llevarla a un sistema
debemos diagonalizar la matriz involucrada (ver secciones 2.4.2 y 3.4.1).

Otra manera de estudiar la ecuacién (2), de la cual poco se conoce, es con el cambio de
variables z = (y//y) — A, con A alguna raiz de la ecuacién (3) (ver [2, cap. 6]). A partir de
esto, llegamos a una ecuacién de tipo Riccati de orden n — 1. Para estudiar esta ecuacidn es
necesario conocer las raices caracteristicas de la " parte lineal”, que pueden ser encontradas
de manera algebraica.

Varios resultados son mostrados por Bellman en [2, cap. 6], usando el cambio de vari-
ables anteriormente mencionado, para la ecuacion de orden 2

y' £ (1+a(t))y = 0. (6)

No obstante, estudia perturbaciones con condiciones integrables para el caso con signo
positivo y perturbaciones que tienden a cero para el otro caso, donde ademds pide ¢ € L2,
v con esto obtiene una férmula mds precisa. También considera la hipédtesis ¢' € L1, que
de alguna manera se relaciona con el teorema antes comentado de Eastham. Sin embargo,
para la ecuacion de orden 3 usa el cambio de variables tipo Riccati, y como no conoce las
raices caracteristicas de la parte lineal, no obtiene resultados.

En [4] existen resultados para la ecuacién de orden 2, especificamente para la ecuacién

(vy') £ oy =0,

estableciendo un equivalencia asintética entre (6) y esta ultima, para deducir estos resulta-
dos aplica el teorema de Levinson.
Hemos estudiado la situacion dada por Poincaré y Perron, o sea, la ecuacién (2), para

los casos n = 2, 3; usando una ecuacién de Riccati [2, cap. 6] para n=2 y una ecuacién que

1
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llamamos de tipo Riccati para n = 3. Hemos obtenido una férmula mds explicita y precisa
para el comportamiento asintotico de las soluciones de (2).

Algunas de las hipdtesis que consideramos para el caso n = 2 son que Re{Ay — A1) # 0
6 Re(Ay — A1) = 0, donde Ay y A, son las raices caracteristicas de (2). Para el caso n = 3
pedimos que las raices caracteristicas, A;, A2 ¥ A3, de (2) tengan partes reales distintas,
o sea, Re(A; — X;) # 0 para todo ¢ # j. En otras palabras, se tiene que para cada 1, el
conjunto N (i) = {1,2,3}\ {¢} se escriba como unién de dos conjuntos disjuntos, A (i) y
Ny(7), tales que Re(Aj — A;) > 0,81 j € M1(7); ¥ Re(A; — Xi) < 0, si j € Na(i).

Junto con estas condiciones estan las distintas perturbaciones : r; = 0 cuando t — oo,
r; € LP o r; condicionalmente integrable, 2 = 0,...,n — 1, para el primer caso. Para el caso
n =2y Re(A; — A1) = 0 es necesario manejar cuidadosamente cada término, pues aparecen
expresiones de la forma e, Sin embargo, hemos obtenido un resultado que considera
condiciones mas generales que r; € L', llevando la ecuacién a un sistema de ecuaciones y
usando una idea de Farkas [6] en la ecuacién de Riccati generalizada.

Por otro lado, la ecuacién (1) tiene un sistema fundamental de soluciones de la forma

zi(t) = et i = 1,2,...,n con \; rafz de (3), cuando las raices son todas distintas. Luego,
para la ecuacidn (2) con n = 2,3 se tendrd un sistema fundamental de soluciones de la
forma

ult) = exp /ﬁ:ifw i),

donde A; = ’S\i(Ai,R), con R = {r;}*,. Dependiendo de la condicién que satisfagan las
perturbaciones r;, 1 = 0,...,n podemos conocer de manera bastante precisa el compor-
tamiento asintdtico de XL Por ejemplo, hemos obtenido una férmula explicita para el caso
r; € LP para cualquier p > 1, mejorando el método indicado por Harris y Lutz.

El trabajo esta estructurado de la siguiente manera. En el primer capitulo aparecen los
teoremas mas lmportantes en la teoria de integracién asintética en sistemas de ecuaciones
diferenciales como son el teorema de Levinson (teorema 2 del capitulo 1) v el de Hartman-
Wintner (teorema 3 del capitulo 1). Ademds, se muestra una nueva forma de estudiar
el comportamiento asintético de las soluciones en un sistema de ecuaciones diferenciales
lineales asintdticamente diagonal. Esta forma es a través de una ecuacién de Riccati gen-
eralizada. Con esta herramienta se mejora el teorema de Perron [7](teorema 1 del capitulo
1) v el resultado dado por Harris y Lutz (teorema 4 del capitulo 1). Todo lo mostrado en
este capitulo ayuda a comprender de que forma se estudia la ecuacion (2) y que tipo de
resultados esperamos conseguir.

En el segundo capitulo mostramos los resultados conseguidos para la ecuacién de orden
2, es decir, la ecuacién (2) para n = 2. Estos se consiguen de dos maneras: usando la teorfa
presentada en el capitulo 1y la otra es usando una ecuacién de Riccati que se obtiene con
el cambio de variables z = (y'/y) — A, con A alguna raiz de la ecuacién (3) para n = 2. Esta
altima sigue las ideas presentadas en (2, cap. 6] y en el capitulo 1 para la ecuacidn de Riccati,
aunque aqui consideramos la ecuacion (2) para n = 2 que es mds general que la ecuacién
(6) que aparece en [2, cap. 6] (de hecho, tiene dos perturbaciones) y no usamos tantas
condiciones sobre las perturbaciones (ver seccién 2.4.1). Sin embargo, una desventaja de
esta tecnica es que no se deducen buenos resultados para el caso Re(A; — Az) = 0; aunque en
el caso contrario, es decir, Re(A; — A3) # 0, se deducen mejores resultados que por sistemas.
Debido a esta desventaja usamos la teoria de sistemas para obtener resultados en el caso
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Re(A — A2) = 0.
En el capitulo 3 mostramos los resultados conseguidos para la ecuacién de orden 2, es

decir, la ecuacion (2) para n = 3. Estos se consiguen de dos maneras: usando la teoria
presentada en el capitulo 1 y la otra es usando una ecuacién de tipo Riccati que se obtiene
con el cambio de variables z = (y'/y) — A, con A alguna raiz de la ecuacién (3) para n = 3.
Sélo consideramos el caso Re(A; — A;) # 0 para todo 7 # j. Obtenemos resultados andlogos
a los mostrados en el capitulo 2, a pesar de la apariencia poco amable de la ecuacién de tipo
Riccati. Aqui, podemos observar que usando la teoria de sistemas se deducen resultados
con formulas mas complicadas que las que se deducen con la ecuacién de tipo Riccati.



Capitulo 1

Integracion asintdética

1.1 Introduccién

En este capitulo, veremos algunos resultados importantes en integracion asintotica para
sistemas de ecuaciones diferenciales lineales. Algunos de ellos son: el teorema de Levin-
son, el teorema de Hartman-Wintner, el teorema de Perron y un sistema asintéticamente
diagonal con una perturbacién que pertenece a LP con p > 1, que fue estudiado por Har-
ris y Lutz. Ademds, mostramos un resultado que mejora el dado por Perron, y para esto
introducimos el estudio de una ecuacién de Riccati generalizada. Con las técnicas usadas
abordamos el problema resuelto por Harris y Lutz y mostramos un resultado distinto que
mejora el resultado anteriormente nombrado, ya que obtenemos una férmula explicita para
el comportamiento de las soluciones.

1.2 Preliminares

Primero veremos algunas definiciones para simplificar el lenguaje y un resultado que
motiva el estudio de una ecuacién de Riccati generalizada.
Consideremos el sistema diferencial

v =A(t)y, (1.1)

donde A(t) = (a;(t)) EM,{C) para cada t € R.
La norma de una matriz m x n sera

m 1

A=Y laijl.

i=1 j=1

Definiciéon 1. Sea X la matriz fundamental del sistema (1.1). Diremos que la ecuacién
(1.1Y tiene Dicotomia Ordinaria si existe una proyeccion P : C* — C", con P¥— Pyin
real K > 0 tal que

IXOPX ()| S K, Vt>s,

IX()(I - )X ()| < K, Vi<s.
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Definicién 2. Bajo las mismas condiciones que en la definicién anterior, diremos que el
sistema (1.1) tiene una Dicotomia Exzponencial si ademds existe una real 4 > 0 tal que
X PX 7 (s)|| < Ke =9 Vi >,
- =1,
X)) - P)X™ (s)

En este caso diremos que el sistema tiene dicotomia exponencial con constantes K y ~.

| < Ke'=9) vt <,

Es claro que dicotomia exponencial implica dicotomia ordinaria. Ademas, en el ca-
so exponencial, se puede verificar facilmente que las soluciones acotadas tienden a cero
exponencialmente.

Definicién 3. Dado el sistema (1.1) con dicotomia ordinaria o exponencial, definimos la
funcién G' como

! X()PX1(s), t>s
G(t,s) =
X#)(I-P)X"Ys), t<s
y la llamaremos Funcién de Green del sistema (1.1).

Ademds, si decimos que G es la funcién de Green del sistema (1.1), supondremos im-
plicitamente que el sistema {1.1) tiene dicotomia ordinaria o exponencial.

Por comodidad, diremos que el conjunto de vectores {ex}}_; C R", donde e tiene el
valor 1 en la coordenada k-ésima y ceros en las otras coordenadas, es la base candnica en
R™.

Por otro lado, si ¢ = (z1,...,2,) ¥y y = (y1,--.,Yn) definimos

(@y) = Ty
k=1

Diremos que una funcién r definida en [tg, c0) es condicionalmente integrable en [tg, 0o)

/ r(s) ds
to
pero r & L'[ty, 00).

Veamos ahora el siguiente resultado que usaremos mas adelante.

si existe la integral

Lema 1. Consideremos el sistema diferencial (1.1), donde A(t) = (ai;(t)) €M ,.(R) para
cada t. Entonces se titene un conjunto de soluciones y., k=1,...,n de la forma

1
Yi(t) = (er + Lk (t)) exp (/ laxk{s) + (Ark+1(8), vi(s))] ds) , (1.2)
to
donde Ly = (l;;1) es una matriz (n — 1) X n con valores
1 i=j5<k
ligg=4q1 i=j4+1>k )
0 en todos los otros casos

y v satisface la ecuacion diferencial

V' = Aggik + (Aktik+1 — ekd) v — {Agryr, v) v, (1.3)
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=1

donde
Akk+l (f) = (akl (t}z ﬂ-kz(t), o v g BT (t), akk-l—l{t)a s 4y ak”(t)),
Artar(t) = (@1k(t), aar(t), - oy ar1k(t)y arprlt), - - ank(f))
ambos en R"™ para cada t y Ags1x41(t) = (@5 (t)) EM -1 (R) para cada t con

aijr(t) 1<4,j<k-1
. GisipaklE) 1<i<k-1,k<j<n-1
iji(t) = tipje(t) k<i<n-1,1<j<k-1"
aitiy41k(t) kK <i,i<n—1

Demostracién: La demostracién consiste en verificar que la funcién dada por (1.2) satis-
face la ecuacién diferencial (1.1). Luego,

t
Y = [Lrvy + (ex + Livr) (ark + (Akis1, vi))] exp (f [ark + (Arkt1, vk)]) ;

to

Por otro lado, tenemos que

Livy + (ex + Levi)(axr + (Arr1, V) = DiAgsik + Li(Akgprksr — ared) vk
— L (Apkt1, vi)vk + exark + ex{Akk+1, Vi)
+ Livearr + Livk{Arrt1, Vr)
=LiApp1k + L Aks1k+1Vk + epapr + ep(Arky1, vi)
= Aey + ALpvi = Aler + Liwvr),

va que LpAgpik + cparr = Aer ¥ L Arpikt1Vk + ex{Arkyr, va) = ALpvy.
Por lo tanto,

t
v = A{ex + Lyug) exp (/ [acx + (Akkt1, Uk)]) = Ayk.

to

D

Observamos que el enunciado es extenso, sin embargo, su demostracién es bastante
corta. A pesar de esto, este resultado es bastante importante, pues nos da una forma de las
soluciones (la ecuacién (1.2)) de (1.1) conociendo las soluciones de (1.3). Luego, analizando
la ecuacién (1.3) se pueden obtener propiedades de (1.1) y (1.2) Se puede considerar que la
ecuacion (1) separa la diagonal del resto.

Notemos que la ecuacidn (1.3) es una ecuacién de Riccati generalizada.

Se subentiende en el lema que cuando & = 1 0 k = n los términos k — 1y k+ 1
respectivamente, significa que las expresiones con esos subindices no aparecen.

1.3 Operador /

Ahora veremos un operador que se usard en el estudio de la ecuacion de Riccati gener-
alizada, en la ecuacién de Riccati presentada en el capitulo 2, en la ecuacidn de tipo Riccati
del capitulo 3 v en la demostracién de dos de los teoremas asintdticos mostrados en este
capitulo. Este operador involucra distintas situaciones que podemos resumir en un sélo
resultado.
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Lema 2. Sean ,

Bl (T’, 71t) = f C_‘Y{t_S] ?‘{S) ds Y
i

0

o0
ta(ryy,t) = [ 703 n(s) ds,
t

para v > 0 y r una funcidn definida en [tg, 00) y localmente integrable.
1. Sir— 0 cuando t — oo, entonces {y(r,v, ), L2(r,v,:) = 0 cuando t — co.

2. Sir es condicionalmente integrable en [tg, 00) entonces €1 (r,v,-), £2(r,v,-) — 0 cuando

t— oo,

3. Sir e LP[tg,00), p > 1 entonces {1(r,7,-), L2(r,7,-) = 0 cuando t — oo; y &1(r,7, ),
by(ryy,-) € Li[t, o0), para todo q > p.

Demostracion: Primero observemos que

t —y{t—t
/ e~ t=8) g — E_:__C__u < l y /00 Lt l
Jig 7 'T ¢ ‘7

para todo t > tp, y que ambas desigualdades no dependen de ty. Ademas, sin pérdida de
generalidad, podemos suponer que r(f) > 0 para todo ¢t > tg; por la siguiente desigualdad

t t
b0l =| [ e rds| < [0 r(o))ds
to to
}7
)= | [ i s < [Tt r())ds,
Ji t

Dado £ > 0 existe T > g tal que 7(s) < v£/2 para todo s > T3, entonces para t > T}

t n f
[ e %) p(s) ds =f e~ "=2) r(s) ds + f e~V r(g) da
ty T

Jtg
T ; ¢
</ e 7=9) p(s) ds + TE [ emrt=9) gg
—Ji 2 Jn
o 1

T\
L e / r(s)ds+
JEg

l\DI m

escojamos ahora T3 tal que
T
6_7‘/ e’ r(s)ds <
to

para t > T3, entonces para t > max{T},T,} tenemos

t
/ e VE9) n(5) ds < e

to

o | ™

Y para la otra integral escogemos T3 tal que r(s) < ve para todo s > T3 entonces

[ desae [ tas =
t t
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para t > T5.
Por lo tanto, se concluye que 1(r,v,-),l2(r,7, ) — 0 cuando ¢t — oc.
El punto 2 se deduce de lo siguiente

i
Bl ) = [ =9 r(s) ds

to

oo t t oo
=g~ (—675/ r(T) dr +/ 7&‘75/ r(r)dr ds)
8 to tp 5
oo o0 t 00
=g Tk (—c’”f r(s) ds+e”°/ r(s) d.er/ 7873/ (5] drds)
t to to s
i oo

=— / r(s) ds + e~ 7(tt0) / r(s)ds+ ')’/ e~ (t=s) / r(r)drds
ot ) ip 3

il 4, t)= / e7t=3) () ds =€ (—6_75/ r(7) dr —f 76_75/ r{7) dr ds)
s s t i s
=t ((ﬂ_ﬂ/ r(s)ds — f ye~ 8 [ r(r)dr ds)
t t Jg

o0 (e o] [s.¢]
:f r(s)ds — *yf e'*(t_s)f (1) dr ds.
t t 5
Luego, por el punto 1 se tiene.

Para el punto 3 basta suponer que r(s) > 0 para todo t > tg. Sea ¢ tal que
;; + % = 1; por Hélder obtenemos

0o o0 1/q oo 1/p
/ 7(t=s) r(s)ds < (f CW(t_S)) ds) (/ [r(s)]” d‘g)
Ji t ¢

v esta funcidn tiende a cero cuando t tiende a infinito. Ademds,

! . 2 t
/ e V=8) p(s) ds < e™ % / r(s)ds+ / e =% 1 (s) ds
t Jif2

i Jtg

o (% - to)t/q (./t:o[r(s)]p ds) 7

t Lig oo 1/p
+ f e~ 19t g (/ [r(s)]P ds)
t/2 t/2
que también tiende a cero.

Para ver cada {;(r,7v,-) € L[to, o), 1 = 1,2, ¢ > p, basta ver que estan en LP[ty, 00),
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va que son acotadas. Usamos la desigualdad de Minkowski y obtenemos

o0 t 2 1/p oo oo p 1/p
(/ (f e~ p(y) du) dt) = (/ (/ e~ t) 7(t — 5 4 1) ds) dt)
to to tg g
oo o0 1/p
£ f ¢~ 1(s=to) (/ [F(t — s + to)]? dt) ds
to tg
1 fo%] I/P
& - ( f [r(s)]P dﬁ) )
v to

donde

Ademas,

o] =%} r 1/19 oo o0 p 1/p
(/ (/ V(t=u) r(u) flu) dt) = / (f e~ (s=to) r(t+ s — to) ds) dt)
o NJt to to
oo o} 1/p
[ ¢~(s=ta) ( / [r(t + 5 — to)]? dt) ds
W tg tp

([Tewra) "

F il

1A

IA

1
v

1.4 Ecuacién de Riccati generalizada

Aqui estudiamos una ecuacién de Riccati generalizada, aunque algunos resultados se
pueden obtener para una ecuacién de la forma

z' = A(t)+ B(t)z + f(t, ). (1.4)
Estos tienen que ver con el comportamiento asintético de una solucién de la ecuacion (1.4).

Lema 3. Consideremos la ecuacidn diferencial (1.4), con A, B y f(-, z), para cade z € C",
definidas sobre [tp, 00) y localmente integrables, para algin to € R. Supongamos que :

1. f(t,0) = 0 para todo t € [tg, 00).

2. Para cada M > 0, eztste kps : [to, 00) — [0, 00) tal que para todo t > tg se tiene que

1 f(t,z1(t)) — flt a2l < km(@)]|z1(2) — z200)[], si |z ()], [z2()]| < M para todo
£ >

8. L(||Al]), L(kar) = 0 cuando t — oo para todo M > 0, donde

tin® = [ 16

l 'T‘(S) ds,

con G la funcidn de Green del sistema y' = B(t) y.
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Entonces extste una solucion x de la ecuacion (1.4) tal que @ — 0 cuando t — oo.

Aqui denotamos que

cmmmﬂ:[ﬂM( A ds.

Demostracion: Sabemos que G es la funcion de Green del sistema y’ = B(t} y. Luego,
por variacién de pardmetros tenemos que la ecuacién diferencial es equivalente a la ecuacidn

integral

2(t)= [ Glt,9)[Als) + Fls,2(s))] ds.

to

Por otro lado, observemos que 1 y 2 implican
1F(E i D] < kar(@)llz1 ()] < Mkar(2)
tomando x, = 0.

Consideremos el espacio vectorial C[tg, 00) = {g : [to, 00) = C" | g es continua y acotada}
con la norma del supremo, es decir,

glleo = sup{llg(t)ll | * € [to, 00)}.

Ahora definamos el operador T como
Tat) = [ G(t.5)(A() + Fs ()] ds
to

Claramente T esta bien definida, es decir, dado z € C[tg, ) entonces Tz € C[tg, o0), va
que si ||z||e = NV, se tiene

|mwmg[ﬁm( I IAG) + (s, 2(s)]| ds

< [ TGN ds+ N [ G5 kn(s) ds
to tg
SLAIAID(E) + NL(kN)(),
entonces por la hipdtesis 3, T esta bien definida. Supongamos que @ € B[0, M] entonces
IT= (@) < LA[AN)(E) + ML(kar)(2).
Ademas, 81 21, 2 € B entonces
Zo1(0) - Toa@l < [ IG5, 20(5)) = S 2a(s)) | ds
to
< [ G kw9 s (5) = a(o)] ds

Jtg

< Lkm) (@) |71 — z2llc0-
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Ahora tomamos ty tal que L(||A|]) (#) + M L(ka)(t) < M y L{kp)(t) < @ < 1 para todo
t > tg. Con esto, tenemos que

[Telle < My |[T21 = Tglee < @lz1 — 22|00

Asi, T(B) C B vy T es contractivo. Por lo tanto, existe un dnico z € B tal que

o0

gl == G(t, s)[A(s) + f(s,x(s))] ds.

to

Ademsds, T — 0 cuando £ — oo puesto que

[zl < L([AID () + ML(kar) ().

O
Notemos que este resultado también se obtiene suponiendo que G(A4) — 0 cuando t —
0o, donde
o0
G(A) = G(t, s) A(s) ds.
to

Ahora apliquemos este resultado a la ecuacidn de Riccati generalizada
z' = A(t) + (B1(t) + B(t)) = + {(C(t), z)=. (1.5)

Corolario 1. Consideremos la ecuacion (1.5) con A, B y C definidas en [tg, 00) y local-
mente integrables. Supongamos que L(||A]), L(||B]) v L{||C]]) = 0 cuendo t — oo, donde

L@ = [ 16 r(s) ds
to
con G la funcion de Green del sistemna y' = Bi(t) y. Entonces eziste una solucion z de la
ecuacton {1.5) tal que © — 0 cuando t — oo.

Demostracién: Basta verificar las hipétesis del lema anterior para la funcidn

f(t,z) = B(t) z + {(C(t),z)x. Luego, tenemos:
1. Claramente f(¢,0) = 0 para todo t € [tg, 00).
2
[ 2(2) = (& 2o = | B(E) (21 () — z2()) +(C (£)) =2(2)
={C(t), z1(2)) =1 (8) |
< [IB@) =1 (2) = =2 @)l
HIC@OI Nz () — 221 (=1 @] + l22)1])
 Asi, para cada M > 0 tomamos
ke (t) = [|BE)]| +2M[IC )]
Vv entonces
1t 21(8)) = (& @200 < by (@)]|21(8) — z2(2) ]

para todo t > tg, si ||@; (t)]| ¥ ||@2(2)|| £ M para todo ¢t > {.
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3. Ademds, L(kpr) — 0 cuando t — oo puesto que L(kas) = L(||B|]) + 2M L{||C])).
O

Ahora veamos un resultado que nos da una estimacion de la solucién que nos entrega
el corolario.

Lema 4. Consideremos la ecuacion (1.5) y las hipétesis del corolario 1. Supongamos que
A #£ 0, el sistema y' = By(t)y tiene dicotornia erponencial con constantes K y vy, dado

0<a<yy K tal gque
0 <K < s 3mar

donde = es la solucidn que nos asegura el corolario 1 y ||¢||lec < M, se satisface que

, _
/ e~ =a)(t=9)|| B(s)| ds < K,

. (1.6)
/ == B()|| ds < K

t

y que para C se satisfacen la mismas desigualdades, para todo t > tg. Entonces z la solucién
de (1.5) que nos entrega el corolario 1 satisface que

o) =0 ([ ot 9lawlds).

Jitg

donde

(2, ) emat=s) it > s
g8 = . £
¢ ext=2)  sit<s

Demostracién: Sabemos que existe una solucién z de (1.5) tal que 2 — 0 cuando ¢ — oo,
satisface la ecuacidn

oo
z(t) = G(t,s)[A(s) + B(s)z(s) + (C(s),z(s))x(s)] ds
to
¥ [|2]|lee < M.
Tomemos la sucesidon dada per zg = 0 v =447 = Tz, para n > 0, donde T es el
operador definido en la demostracion del lema 3 con f(¢t,z) = B(t) z+{(C(t), z)z. Sabemos
que z,, — z cuando n — 0o, ya que T es contractivo. Observemos que la condicién sobre

B equivale a que se satisfaga
t
[ 5

to

|ds < Keri=al

v

f e~ (r=%)3|| B(s)|| ds < Ke~ (7o)t
t

para todo t > #p, v se tiene lo mismo para C'. Ademds, notemos que

t t
[ e~ B(s)|| ds < f e~0=e)t=)|B(s)|| ds < K

to to
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/ e E=2)| B(s )||ds</ (=)=9)) B(s)|| ds < K

Ji
puesto que 0 < v — @ < v < 5+ «. Asi, concluimos que

"' —~
f 93| B(s) || ds < Kelv+o)t
to

oQ
/ —(v+a)s|| B(s)|| ds < Ke~(rHalt
t

para todo t > £y, ¥ se tiene lo mismo para C'.
Ademas, tenemos que ||G(%, s)|| < p(t, 5) para todo (t,s) € R? donde

(t.5) Ke (t-9) sit>s
15 = - . N
3 Ke'-8)  sit<s

Ahora probaremos por induccién que para todo t > #

mAMgN(ﬁfamwﬂwwﬂ

K
1-3KK -3KKM
Para n = 0, 1 claramente es cierto. Supongamos que es cierto para n = k, y veamos que
sucede para n = k + 1, entonces

|2kt (2)] S/ |Gt s}l 1A(s) + B(s)z(s) + (C(s), z(s))z(s)|| ds

lo

para todo n € N, con
N >

< [ pte.5) (AN +IBEOI )] + IO sl ds
</W<fmm<nm+N] plt, )1 B(s n] 95, A dr ds
+MN/ ¢, 8)[|C (s ||/ (s, )| A(7)]] dr ds
AQWﬂ*ﬂ4(uﬁ+N/ ‘5[)¢<HM(WWWN)H

+ M||C(s)||] ds + / K"t =9)||A(s)|| ds
Jt

+ N [T [T o nlA@ I drlIB )+ M) ds
J i [}

pero

i 13
[z [ s namiaras= [ s [ eeea i
<+ Lo L)
t
+ [ B@)| [T et A aras
to 5
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Para el primer término tenemos

[tz [ eeramldrds =< [ [ doremeriamnimidrés
_on [ [ e A B dedr
Z o [ A [ e riBElder
< Ke™™ [ t || A(r) || dr

0

=f€j; e~ (=9 A(s)]| ds;

y para el segundo tenemos

[ =Bl [7 Al drds =< [ [ dorreniamiiee)
o i [ j: erre)se=aT|| A(T)|| || B(s)|l ds dT

pen [T [ drredeenlA@IBEl b
—ent [ oAl [ rriBldedr
et [T [ elr+)e||B(s)|| ds dr

t o~
e f Tl A(r)|| KT dr

| drds

to

m —
e f || A()|| K dr
t

_K ft = AT dr

0

+ K fm =T A(7)|| dT
t

Asi, tenemos que
[ e-um [ etemaedrds < k[ et
& [ et sIAG) ds.

to

Anilogamente, tenemos

[7 et [ etsrAOIdds =,
v [ etm [ eI

* -8 | " et A dr ds
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y nuevamente para el segundo término tenemos

/ﬂ =) B(s) 1!/ || A(r)|| dr ds = € /wfoo —vha)sg=ar || A(£)|| | B(s)|| dr ds

=t [T [ e A B dsdr

= [T eam) [ s

< f{e"t/ e~ || A(T)|[ e TN dr
t

:f{'/ e A(s)]| dss
t

v para el primer término
[Tt [t amliards=e [ [ etteer e B(e)) dr ds
J, i -
gt [ /tm e=0r+)s et 4|1 B(s)|| ds dr
.
ot [T [T e B ()] dsdr
= [ ea) [ et a()
—}-e'”/t e"T||A(T)Hf e~ B(s)|| ds dr

t —
< e“t/ T A(T) || Ke~ 0t gr

to

+ e*‘f T A(r)|| Ke~ Ot dr
sz e~ A()|| dr
tg

+ R [m D) A(7)]| dr-
Ji
Asi, concluimos que
[T NBEN [ o AN drds < [ et s
Ji 0
+ K [ o)A s
]

Y para C tenemos la misma desigualdad. Luego,

lepei (@) £ K (1+3Iif\f +3KMN / d(t, s)||A(s)|| ds

<N [ B(t, 5)||A(s)]| ds.
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Por otro lado,

N> S
1-3KK - 3KKM

y se tiene que

N(1-3KK —-3KKM) >K
N-3KKN -3KKMN >K
K+3KKN+3KKMN <N.

Notemos que N > 0 yva que
Bl e =
O< 8 <3gismar
ademds, tenemos que _ _
0<3KK+3KKM <1
v con esto 1 — 3KK — 3KKM > 0. Asi, para todo n € Ny t >ty tenemos que

o

len() < N [ @2, 5)]a(s)

to

ds,
entonces podemos decir que

@) <N ] " bt 5)la(s)] ds.

0

Luego,

(o 0]

2(t) =0 ( o(t, s)la(s)| ds) .

to

O

Observemos que la definicién de ¢ depende de la proyeccidn P que aparece en la funcidn
de Green. Luego, si P = I entonces convendremos en poner

5t 5) em(t=9) it >
'y &) = ) .
! 0 sit < s

v si P = 0 pondremos

L 0 sit> s
¢t s) = elt=s) gt < s’

El siguiente resultado se usard en el caso que no se tenga una dicotomia exponencial.
Aqui se ocupa una idea de Farkas [6] para la ecuacién (1.4)

Lema 5. Consideremos la ecuacion diferencial (1.4), con A, B vy f(-,z) definidas sobre
[to, o0) para algin to € R. Supongamos que :

1. f(t,0) = 0 para todo t € [tg, o).
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9. Para cada M > 1 ezisten a : [to,o0) = (0,00) y kar : [to,00) — [0,00) tales que
para todo t > ty se tiene que || f(t,z1(t)) — F(t,22(2))] < kar(t)|lz1(2) — z2(8)]], s
a1 (8)]], lz2(t)|] € Ma(t) pare cada t > to, donde

" Gt s) A(s) ds

o

< a(t).

3. f,:ﬁ IG (-, 8)|| a(s)kar(s) ds = o(e) cuando t — oo , donde G es la funcion de Green
del sistema y' = B(t)y.

Entonces eziste una solucidn x, de la ecuacidn (1.4) tal que © = O(a).

Demostracién: Sabemos que la ecuacién diferencial (1.4) es equivalente a la ecuacion
integral

t)—/ G(t, s)[A(s) + f(s,2(s))] ds.
U
Por otro lado, observemos que 1 y 2 implican

£tz @) < ka ()ljza (O] < Ma(t)km(2)

tomando x5 = 0.
Consideremos el espacio vectorial

A= {g:[to,o0) = R"| ges continua y g = O(a)}

lollo = sup { L0 € fr, ) ..

con la norma

Ahora definamos el operador T' como

FEalt] = foo G(t,s)[A(s) + f(s,z(s))] ds.

to
Claramente T esta bien definida, es decir, Tz € A va que si ||z|| = N se tiene

+ [.3 G ) 1 £(s. 2(s)]] ds

~ G(t, s) A(s) ds

to

a(t)ﬁ—N‘[tm“G’t 5)|| a(s)kn(s) ds

T2 ()] s}

entonces por la hipétesis 3, T esta bien definida. Supongamos que z € B = B0, M]
entonces

|Tz(t)] < af +]\/I/;w G (2, s)|| a(s)kar(s) ds,

Ademas, si z1, 2 € B entonces

ITa16) = Taal] < [ 160 M (s,21(5) = Flaa(s)ll s
s[tmnG( ) kme(s) flan(s) — w2(s)]| ds
<f G )l a(s)k(5) ds [or = Bala-

Jitg
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Entonces tomando

/ 1Gt, 8)]] a(s)knt(s) ds < K

to

para todo t > tp, tenemos que
ITall <1+ KMy T2 = Toalla < Kallor — 2l

Ahora, usando la hipétesis 3, tomamos £y tal que 1 4+ KoM < M yv K; < 1. Con esto
tenemos que T(B) C B y T es contractivo. Por lo tanto, existe un tnico z € B tal que

wlt)es /‘w G(t,s)[A(s) + f(s,2(s))] ds.

lo

Una consecuencia inmediata de la desigualdad de Holder es el siguiente resultado.
Lema 6. Dadas f € L? y g € L9 con p,q > 1 entonces fg € L* con p=pqg/(p+ q).
Ahora veamos un caso de la ecuacién (1.4). Aqui usaremos el lema 6.

Lema 7. Consideremos la ecuacion (1.4). Supongamos que el sistema y' = By(t)y tiene
dicotomia ezponencial con constantes K y v, v que A, B,C € LP[tg,00). Entonces x €
LP[ty, 00), donde = es la solucidn que nos entrega el corolario 1. Ademds, si p € (m, m+1]
conm € N\ {1}, podemos escribir x de la siguiente manera

m—1

Q(f) = Z Bl(t) + ";/’m(t)s
1=l
donde

o]

(1) = [ " G(t, 5)A(s) ds,

8,(t) = : G(t,s)B(s)0(s) ds

y para l > 2

o0 -2
0;(t) = / G(t, s) (B(-ﬁ’}giﬁl (s) + Z(C’(s), Ok (5))0—k—1 (9‘)) ds,
ta k=1

con B € LP/* bk =1,2,... ,m—1y b, € LPI™.

Demostracién: Por el lema 2, sabemos que si A, B,C' € LP[tg, c0) entonces para todo

>0 ‘ -
/ e™=C2)|| A(s)]| ds, / et~ A(s)
to 5

Y para B y C se tiene lo mismo. Luego, se satisfacen las hipétesis del corolario 1 y podemos

| ds € LP[tg, 00) N Coltg, 00).-

escoger t; de tal forma que se satisfacen las conclusiones de la demostracion del corolario 1
v hipdtesis del lema 4. Asi,

)= 0 (e 114 ds)
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donde

v0<a<y.
Por otro lado, tenemos que

e o]

b 8)[|Als)

Jig

[to, 00).

Asi, concluimos que z € LP[tg,00). Notemos que = es acotada, luego z € L¥[to,00) con
= p.

Parala otra parte, tenemos que si p € (m, m+1] (m € N) con m > 2 entonces Bz € TR
v {C,z) € LP/3 por el lema 6. Asi, podemos escribir = como

z(t) = 01 (t) + Pa(t),

/Gfs
Lo

g€ LP v iy € /2, Luego, para m = 2 esta demostrado el resultado. Supongamos que
m > 2, entonces Leemplazancio x en Ia ecuacién integral tenemos

donde

/ G(t, B(5)(01(5) + 12(s)) + (C(s), 2(5))(s)] ds

= 0:1(t) + G(fa 5) B(s)8: (s )d*+f G(t, 5)[B(s)iha(s) +(C(s), z(s))u(s)] ds

g to

Asi, podemos escribir « como

donde
o0

B(t) = G(t,s)B(s)0:(s) ds,

tg
inlt) = [ Gt BEale) + (Cle)z(e)o ()] ds

y By € LPI? aps € LP/3, En general, usando induccién, supongamos que podemos escribir z
como

k
(t) = @r(t) + Prsr (), con () = 6i(t),
=1

donde

(0 = [ Glts)Aw) ds

= /-oo G(t,s)B(s)61(s) ds

to
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y paral > 2

o (t) = OOG(t,S)< (8)01-1 ?)+Z (), O (s))0r—k—1(s )) ds,

to

k<m—1,0 € LP 1=1,2,...,ky hrer € LP/FTD_ Sustituyamos en la ecuacién integral
para x, luego,

(= ]

() =00(6) + | Gt 9)[Bls)(pals) + piosr ()

to

+(C(s), Sﬁk( ) + Y1 (8)){er(8) + 11 (8))] ds
=0,(t) + G( ,8) (B(s)pr(s) +(C(s), er(s))pr(s) ds

to
oC

b [ 6B () + (C6) k9265 + (C6), o) e (9] s
0

Ademas, B8 € LP/(+1) para todo 1 < 1 < k; (C,8,)8; € LP/H3+1) para todo i+ j < k
v (C,8,)0; € LP/+2) para todo i+ j > k+ 1, ya que (C,6;) € LP/+D) 5 > k+1 -1
luego, p/j < p/(k+ 1 —1), y como §; € L9 para todo ¢ > p/j (puesto que 8; es acotada),
9}. e Lp/(k-i—l—z').

Por otro lado, By + {C, ¥rs1)z + {C, cpk)qbkﬂ ¢ LP/(*+2) v tenemos que

k—1 k-1
Bow + (C. or)pr = Bby +Z(Be +Z (C,61)6; :) + Bl + Y (C, 018k
1=2 =1
+ Y (C.8)
i+7>k+1

luego,

/OOG(B@A,Jr(c,W)%) = [OOG[BB] +LZI(B6‘ +Z (C, 8,6, ,) + Bt

Jlg Jtg

k-1

"1‘2(0,92)9&—[} +/OOG S (CL0:)6;

I=1 to i+ k41

k o
—6+> bt [ G Y (€05,

i=3 to i4+7>k+1

donde tomamos 8y = jtzo G(Bb; + Ef:1<C, 61)0r+1-1). Asi, podemos escribir z de la
siguiente manera
2(8) = gr(t) + Orsa (8) + Y (),
donde 8; € LP/t k = L,2,...,k+1y iy € byt
De esta manera iteramos el proceso hasta llegar a £ = m — 1 y obtenemos

1

z(t) = 61(t) + P (1),

=1

donde 6, € LP/* k=1,2,...,.m—1y 9, € LP/™. 0

m
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1.5 Teoremas Asintoticos

En esta seccion veremos los teoremas asintdticos nombrados v usaremos todo lo visto
anteriormente. Para esto consideremos el sistema diferencial

y' = (AQt) + R(t)y (1.7)
donde A(t), R(t) = (ri;(t)) € M,(R) para cada t, y A(t) = diag(A1(2), ..., Au(f)).

Usando el lema 1 para el sistema (1.7), tenemos un conjunto de soluciones de la forma

e(0) = (en+ Zuon(0) exp ([ (o) + 7uale) + Rases (9, e s) (0.9

to
donde L es como en e] lema 1, pero
Rppy1(t) = (rea (6)y ra2(8)y oo oy Pk (8)y Phbg1 (8) 4 o o oy Tan (B)),
Rip1k(t) = (rir(t), rae(®), . o h—1k(8), rhgrre(t), - o, rk(2))
¥ Bitig41(t) = (Fijx(t)) con
rijk(t) 1<i,j<k~1
rijri(t)  1<i<k-1,k<j<n~1

rigi(t)  k<i<n-11<5<k-1"
rivj41(t) k<47 <n-1

Fije(t) =

Y la correspondiente ecuacidn para vy es
4 = Riqar + (Ak+i — Al 4+ Rpgigkgr — T‘kkI) v = <Rkk+1, U) v (1-9)
donde Apyq = diag(Ar, ..., Ak—1, Akt1, .- . An). Observemos que esta ecuacién es de la for-

ma (1.5).

Aqui tenemos una extension del Teorema de Poincaré para sistemas, de hecho este
resultado sirve para demostrar el teorema de Poincaré para ecuaciones diferenciales lineales
escalares. La primera parte de este teorema es un resultado de Perron, o sea, las ecuaciones
(1.10). La segunda parte es nueva.

Teorema 1. Consideremos el sistema diferencial (1.7). Supongamos que :
1. eriste ¥ > 0 tal que para todo i # k |Re (A\i(t) — Ak(t))] = v, para todo tg < t;
2. R es localmente integrable R — 0 cuando t — oc.

Entonces eriste un sistema fundamental de soluciones yi(t) = (yik(t), ..., ynk(t)), k =
1,...,n tales que

! t . TE
lim (M - /\k(t)) =0 yparaj#k lim vk (t)
yir(t)

= 0. 1.10
A2 ) (110)
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Mids precisamente,

yr(t) = (ex + ero(1)) exp (/.P\k(ﬁ) + 7xk(5) + (Rik+1(5), vi(8))] ds) y

to

donde ¢ = Zj#k €5,

w®) =0 ([~ ot IR a5}

Q

e=(t=9) gt > s
([S(t, S) = { -

elt=s) st <s
y0<a<y.

Demostracién: Por el lema 1 tenemos un sistema de soluciones de la forma (1.8) y vy
satisface la ecuacidn (1.9). Luego, debemos analizar la ecuacién para vy y concluir el
resultado. La ecuacién para v tiene la forma de la ecuacidn (1.5), con A = Ry, B1 =
Apr1r — Mty B = (Ris1kt1r — mekd) ¥ € = Rygqr; entonces para cada k = 1,...,n basta
verificar las condiciones del corolario 1 para tener existe vg tal que vy — 0 cuando t — oo.

Consideremos el sistema diagonal z’ = B(t)z, luego por la condicién 1 se tiene que este
sistema tiene dicotomia exponencial con constantes I y 7. Sea G la funcién de Green del

LA, LB ¥ £(ICI) — 0 cuando t — oo.

sistema, entonces debemos verificar que L(
Notemos que

L(|AN @) < KAl v, 8) + (1Al v, 1),
donde ¢;, i = 1,2 son los operadores del lema 2; y se tiene la misma desigualdad para B
y C. Luego, por la condicién 2 y el lema 2 se cumplen las hipétesis del corolario 1 para
la ecuacién (1.9). Por lo tanto, se concluye que existe vg tal que vy — 0 cuando ¢ — oo.
Ademads, tenemos que

Yk (t) = exp (/ (Ak(8) + rrr(s) + (Rikg1(s), v (s))] ds)

to

v para j # k

Yk (t) = o(1) exp (/ Ak(s) + ik (8) + (Rikt1(8), vr(s))) dl“) = o(1)yx(t)-

Asi que,
iii?ii = k() + i (t) + (Riek1 (), ve (1))
Yik(t) .
ykk(t) SRR,

y como R — 0 cuando ¢t — oo, se deduce (1.10).

Para la otra parte, usaremos el lema 4. Se verifica que el sistema z' = By(t)z tiene
dicotomfa exponencial y por el lema 2 se puede escoger ¢y de forma que se satisfagan las
desigualdades (1.6) para B y C. Por lo tanto, tenemos que

) =0 [~ ott 9l Fusantol ds).
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La independencia lineal se deduce facilmente usando el segundo limite de la ecuacion
(1.10) ¥ caleulando el wronskiano de las soluciones yi, t =1,..., 0 Luego, tenemos que

Yy Yizo - Nn 11 O(l)y?.? e o(l)ynn
- Yyar Y22 -+ Yon o(1)y11 Ya2 oo 0(1)Ynn
u’[?flw--'nyu]: p ’ = . . . :
Yni Yn2 - Ynn 0(1)911 0(1)y22 ... Unn
1 o(1) ... of1)
o1y 1 ... o(1)
= y11Y22 " " Ynn . . i . =yny2z- - ynn(l + 0(1))
o(1) o(1) ... 1

Entonces, existe t; tal que Wiyty---» yn)(t1) # 0y se concluye que yi, ¢ =1,...,7 forman
un sistema fundamental de soluciones. 0

Nota. En el caso que tuvieramos queé existe k tal que Re(Ai(t) — Me(t)) € —7 para todo
t > tg y para todo 1 # k entonces podemos decir que

w(t) =0 ( ﬂ t e~ =) g1 ()l ds) :

Anilogamente, si existe k tal que Re(Ai(t) — Ak(t)) > v para todo t > to y para todo ¢ £k
entonces podemos decir que

() =0 ([ Rk is).

t
Esto debido a la proyeccion que aparece el la funcién de Green de la ecuacién ¢’ = Bi(t)z,
o sea, la ecuacién @' = (Ak+1 (t) — A(®)I)z.

Otro teorema importante dentro de la integracién asintotica es el Teorema de Levinson,
que considera perturbaciones absolutamente integrables del sistema diagonal. A través del
lema 1y del estudio de la ecuacion (1.9) se puede obtener otra demostracién de este Teo-
rema. Sin embargo, la omitiremos.

Teorema 2. Consideremos el sistema (1). Supongamos que

1. para todo i # k se tiene que parat > &

' t
[ Re (Ai(u)—Me(uw)) du < K1y f Re (\i(u)—Ax(n)) du = —o0 cuando t—
to

5

o bien

fﬂ Re (Ai(u) — Mx(w)) du 2 K,.

8

2. Re Ll[tg,oo).
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Entonces eziste un sistema de soluctones yi (t) = (Vik(t), - .., ynk(t)) tales que

t

yi(t) = (ex + o(1)) exp ( Ak () (ls) . (1.11)

to

La condicién de dicotomia que satisfacen los A; la llamaremos Dicotomia de Levinson.
Otro teorema que se puede demostrar con la ecuacién de Riccati generalizada es el de
Hartmann-Wintner, que considera perturbaciones en LP[tp, 00), con 1 < p < 2.

Teorema 3. Consideremos el sisterna diferencial (1.7). Supongamos que :
1. existe v > 0 tal que para todo i # k |Re (Ai(t) — Ax(t))| > v para todo t > to;
2. Re LP[tg,0), 1 < p < 2.

Entonces existe un sistema de soluciones yi(t) = (y1x(t), .. ., ynk(t)) tales que

yi(t) = (er + o(1)) exp (/tt[)\k(s) + rkk(s)]ds) . (1.12)

0

A partir de esto, se puede puede estudiar el caso cuando R € LP[tg,00) para p > 1
arhitrario. Recordemos que Harris y Lutz habfan obtenido un resultado para este caso.
Sin embargo, sélo indican un método como obtener la féormula. En el siguiente resultado
entregamos una formula explicita para las soluciones.

Teorema 4. Consideremos el sistema diferencial (1.7). Supongamos que :
1. existe v > 0 tal que para todo i # k | Re (Ai(t) — Ax(£))| > v para todo t > ty;
2. Re LP[tg,00),2<m<p<m+1.

Entonces existe un sisterna de soluciones yi(t) = (y1x(t), - . ., ynk(t)) tales que
t
ye(t) = (ck + o(1)) exp (f [Me(s) 4 rak(s) + (Rik1(8): O1x(s) + -+ - + Omi(5))] df") 8
(

to
1.13)
donde los 8;. pueden ser obtenidos por las formulas

Duelt) = tmGk(t, ) Rigaels) dsy 0u(8) = [ Gult,) (Rusnin (5) = rn(s)) Buels) s,
i (t) = tmGk—(ﬁ, 5) (Ritikt1(5) — ra(8) 1) i1k (s) ds—
- i
Gi(t,s) D (Riks1(5), bk (5))Biim1(s) ds
to i=1

para | > 2.
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Demostracion: Nuevamente tenemos soluciones de la forma (1.8) y debemos analizar la
ecuacion (1.9). Tomamos A = Riy1k, Bi = Apr1—Ad, B = (Rig1+1 —Tkkd) ¥ C = Ry
Verifiquemos las condiciones del corolario 1. Debido a la condicién 1, el sistema z' = By (t)z
tiene dicotomia exponencial. Sea G la funcion de Green del sistema, entonces debemos
verificar que L([|A]]), £(||B||) ¥ £(||C]|) = 0 cuando ¢ = co. Notemos que

LA @) < &AL 7. 8) + 2[4l 7. 2),

donde £;, ¢t = 1,2 son los operadores del lema 2; y se tiene la misma desigualdad para B y
C. Luego, por la condicidn 2 y el lema 2 se cumplen las hipétesis del corolario 1 para la
ecuacién (1.9). Con esto existe vy tal que vy — 0 cuando t — oc.

Por otro lado, como A, B y C € LP[tg,c0) tenemos que v € LP[tg,00) por el lema 7.
Pero v — 0 cuando ¢ — co entonces v, € L*[tg, o0) para todo g > p. Ademads, por el lema
7 podemos escribir v como

A

m—1

(o] (f) = Z Hlk(t) + d’mk(t}a
=1

donde 8y € LP, I = 1,2,...,m — 1 y estan dados por las férmulas antes puestas; y
Ume € LP/™. Ahora, si m < p < m + 1 entonces p/m < ¢, donde :—)-I—% = 1. Luego,
Vi € L[tg, 00), ya que i,k es acotada. A partir de esto, podemos escribir

o ([ :<Rkk+1(s), bmk(s))ds ) = e+ o(1)

va que {Rjge1, ¥me) € L[to, 00). Finalmente, escogemos ¢ = 1 y podemos escribir (1.8) en
la forma (1.13).
La independencia lineal se deduce ficilmente usando el segundo limite de la ecuacidén

(1.10) y calculando el wronskiano de las soluciones y;, ¢+ = 1, ..., n. Luego, tenemos que
Yy Yiz oo Yin (14 0(1))n o(1)12 e o(1)vn
Y21 Yoz -+ Yom o(1) ¥ (1+0(1))¥2 ... o(1)tn
Wlyt.- - un] = : : g 7 = : : iy :
Yni Un2 L Ynn O(l)qjjl 0(1)1‘[}2 5 (1 + 0(1))11[)?1
14+o0(1) o) ... o(1)

o1)  1+o(1) ... o(1)

= ’llbl'l/)g""din :‘d}l‘qbz-"¢,l(1+0{1))}

o(1) ofl) ... 140(1)
donde
t
i(t) = exp (/ [A(s) + rea(s) + (Rikg1(s), Ora(s) + - - + Omi(s))] dS) :
to
Entonces, existe t; tal que Wlyl, -, un](t1) # 0 y se concluye que y;, ¢ = 1,...,n forman

un ststema fundamental de soluciones. |

Otro teorema que mencionaremos es uno de Eastham, que sigue la ideas del teorema de
Levinson. Ademds, considera perturbaciones que tienden a cero, pero con una condicién
3 H
que relaciona la perturbacion con los Aj=



Capitulo 2

Ecuacién de orden 2

2.1 Introduccion

En este capitulo veremos los resultados obtenidos para la ecuacién de orden 2. Estos se
obtienen de dos maneras, la primera es con un cambio de variables que reduce el orden y la
otra es llevar la ecuacién a un sistema de ecuaciones diferenciales y usar la teoria presentada
en el capitulo 1. Nuevamente necesitamos estudiar una ecuacién de Riccati. La situacidn
que consideraremos es cuando las raices caracteristicas de la ecuacién no perturbada son
distintas. Ademds, se tienen dos casos que son: raices caracteristicas con parte real distinta
v rafces caracteristicas con parte real igual. Para el caso partes reales distintas aparecen
varios resultados y para partes reales iguales uno.

2.2 Preliminares

Consideremos la ecuacién diferencial lineal homogénea con coeficientes constantes de
orden 2
" + a2’ + agz =0, (2.1)
donde ap, ¢; € R. Diremos que el polinomio P, dado por P(A) = A? + a1 A + ag, es el
polinomio caracteristico de la ecuacién (2.1). Si A;, ¢ = 1, 2 son las raices de P entonces
diremos que A;, 1 = 1, 2 son raices carateristicas de la ecuacién (2.1).
Tomemos ahora una perturbacion de esta ecuacién de la forma

o

)

donde rg y r1 son funciones definidas en un intervalo de la forma [tg, 0o}, para algin t; € R
y localmente integrables.

y' + (a1 + r1(t)y" + (ao + ro(t))y = 0, (2

Lema 8. Consideremos la ecuacion (2.2) y supongamos que las raices caracteristicas, A;,
i = 1,2, de (2.1) son distintas, entonces se tiene dos soluciones de la forma

yi(t) = exl)(ftt[)\iJr-zi(.s)] ds), i=1,2, (2.3)

0

donde z;, 1 = 1, 2 satisfacen respectivamente las ecuaciones

Zi -+ 7‘0(t) - )\irl(t) + (a1 -+ 2/\,‘)2,‘ + (t)::,- -+ z;-z =10.
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Demostracion: La demostracidon consiste en verificar que y;, 1 = 1, 2 satisfacen la ecuacion

(2.2). Pongamos
t
y(t) = exp (/ A+ =(s)] ds)
tg

para simplificar la notacién, donde A es rafz caracteristica de (2.1). Luego,

(0= exp( [ Dot st ds ) 3+ (0)

0

=y(t)(A +2(t))
y(O)(A+ 2(1)* + (02 (1),

yh’ (t}
entonces

v + (a1 + )y + (a0 + ro)y = y(A + 2)* + yz' + (a1 + r1)y(A + 2) + (a0 + o)y
yl(A+2)" + 2+ (a1 + 1) (A + 2) + a0 + 7o]-

Por otro lado, tenemos que

A+2)?2 42+ (@ +r)A+2)+a+ro= A+ 22z + 22 + 2"+ (@1 + ) (A +2) + a0+ 1o
=Mt aAdao+ 2 +ro+ At az+ 22z
+rz+ 2
=0

Por lo tanto, y es solucién de (2.2). Como las raices caracteristicas son distintas tenemos
dos ecuaciones para z, dependiendo de A. Luego, dos soluciones z;, : = 1, 2. OdJ

=L _ );, cuando A; # Ag.

Este lema presenta de otra manera el cambio de variables 7

z
Ademds, suponemos implicitamente la existencia de z;, 1 = 1, 2.

Nota. Las raices de P satisfacen a; + Ay + Az=0, ya que
A=A (A= A) =A% = A+ 222+ 2 h = A2+ a1 A + ao.
A partir de esto, las ecuaciones que satisfacen z;, 1 = 1,2 son respectivamente
2= —(ro(t) + A1 (1) + (1) (M = M)z —rmit)z — 2F, 1=1,2. (2.4)

Ahora estudiaremos la ecuacién (2.4) para conocer el comportamiento asintdtico de las
soluciones de la ecuacién (2.2). De hecho, conociendo soluciones de (2.4) para ¢ = 1,2 se
obtienen soluciones para la ecuacién (2.2).

2.3 Ecuacidén de Riccati

Aqui estudiaremos una ecuacién de Riccati y ocuparemos algunos resultados ya ex-
puestos en el capitulo anterior.
Sabemos que una ecuacién de Riccati tiene la forma

2 =alt) + b(t)z + c(t) 2.
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Aqui estudiaremos un caso particular de esta ecuacién.
Consideremos la ecuacién diferencial 2’ = yz con Rey # 0. Definimos la funcién g

como
et=2) 4it> s
g(tr ") = . )
0 sit<s
cuando Rey < 0,y =-ay

- 1] sit> s
IS —e(t=3) sitgs’

cuando Rev > 0. Diremos que g es la funcién de Green de esta ecuacidn.

Lema 9. Dados ¢, v > 0 ezisten constantes M, k, y ky > 0 que satisfacen

ka+Mk[,+M'2§:M, kb+2M§ Z 1.

Demostracion: Escogemos M tal que 0 < 1 — 2Mc¢/7, es decir, M satisface 0 < M <
v/(2¢). Luego, escogemos ky de forma que 0 < ky < 1 — 2Mc/y. Asi, se satisface la
desigualdad. Teniendo M y k; fijos, k, se encuentra de la relacidén

ko= M — Mky — M2Z,
v
v ka > 0, pues
c

ML & Losihy ==
v 7

]

Este lema asegura la existencia de las constantes M, k, y ks, que se ocuparan en el
siguiente resultado.

Lema 10. Consideremos la ecuacion diferencial escalar
2= a(t) +vz + b(t)z + c2?, (2.5)

donde c € R, a y b estin definidas en [tp,o0), para algin to € R y v € C, con Rey # 0.
Supongamos que G(a) y L(b) ezisten, y G(a), L(b) = 0 cuando t — oo, donde

G(f)(t) = [ T ot fs)ds ¥ LD = / " Lot 9)IIF ()] ds,

tg to

con g la funcién de Green de la ecuacion z' = yz. Entonces existe una solucién z de la
ecuacion (2.5) tal que z — 0 cuando t — co.

Demostracion: Sin perdida de generalidad, supongamos que ¢ > 0 y que v € R.
Sabemos que, por variacién de pardmetros, la ecuacién (2.5) es equivalente a la ecuacién
integral

2t} = /tmg(t, s) [a(s) + b(s)z(s) + c2*(s)] ds.

o]
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Ademds, vemos que £(1)(t) < 1/|y| para todo to < t (ver demostracién del lema 2 del
capitulo 1).
Consideremos el siguiente espacio

Colto, ) = {f : [to,o0) =+ C| [ es continua y f — 0 cuando t — oo},

que denotaremos por Cg para simplificar. Observemos que Cg es un espacio de Banach con
la norma ||f|| = sup{|f(#)| | ¢ € [to, 00)}. Entonces definamos el operador T' como

oo

Tet) = / g(t, s)a(s) + b(s)z(s) + cz*(s)] ds.
1o

Luego, tenemos que T : Cp — Co (va que, L(f) = 0 cuando t = oo, si f — 0 cuando

t — oc, por el lema 2}, y buscaremos un punto fijo de T en algiin conjunto invariante.

Escojamos M, ke v ky como en el lema anterior, dados ¢, [y| > 0, y to tal que 1G(a)(t)] < ke

v L(b)(t) < kp para todo t > tg. Sean B = B[0,M] y z € B entonces parat > g

|T'2(t)| < + /OO [g(t,s)llb(s)z(.s) -+ czz(s)l ds

to

[oo g(t,s)a(s) ds
< |G(a) ()] + [m lg(t, %)mb(‘?)l |2(s)| + C|z(3”2] ds

J g

< kg + ML) (t) + cM2L(1)(2).
Con esto, tenemos que para t > I
IT2(t)] < ko + Mk + M2|~§—‘.

Asi, ||Tz|| < M. Por lo tanto, Tz € B.
Sean z1, 2y € B, entonces

0

Tz{t) — Tz (t) = [OO g(t, s)[b(s)z1(s) + czi(s)] ds— /;OO g(t,s) [b(s)za(s) + czj(s)] ds
= [ gt B (s) = ) +elG () - ) de

Luego, para t > tp se tiene
T2~ T2 < [ lole,s)| B 1 (6) — sl dst e [ gt 1=5(6) — )] ds
Jito v to

Como 22 — 22 = (21 — 22) (21 + 22) ¥ |2:1(t) + 22(8)| < 2M para todo t > tg, tenemos

T2 (t) = Tz(t)] < LO)@)]|71 — =2 + zMﬁ]z] _—

= (kb + QM—C—) 21 — 2.
17l
Concluimos que, |Tz; — Tzl < (ko + 2Mc/|v])||z1 — 22|, con ky + 2Mc/|y| < 1. Por
lo tanto, tenemos que T es un operador contractivo de B en B, y como B es cerrado en
Co, que es un espacio de Banach, existe un inico z € B tal que Tz = z. Asi, tenemos una
solucion, digamos z, de la ecuacién (2.5) tal que z — 0 cuando t — oc. J
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Observemos que si a,b — 0 cuando t — oo entonces se satisfacen las condiciones de
este lema, usando el lema 2 del capitulo 1, y ademas 2 — 0 cuando t = oc. De la misma
manera, se cumplen las hipotesis de este lema si a,b € LP (por el lema 2 del capitulo 1);
incluso a puede ser condicionalmente integrable. Por lo tanto, se pueden combinar estas
hipétesis, es decir, podemos tomar @ — 0 cuando t @+ o0 y b € LP, por ejemplo.

El resultado anterior nos da la primera aproximacion al estudio de las soluciones de (2.5).
Sin embargo, necesitamos conocer una aproximacién mejor para caracterizar la solucién que
nos entrega este lema. En busca de eso, tenemos los siguientes resultados.

Corolario 2. Consideremos la ecuacion (2.5), las hipdtesis y conclusiones de la demostracion
del lema 10. Ademds, supongamos que Rey = —a <0, a #0, dado 0 < B < /2 y K tal
que

-B-M
0<K<Cr b lc,
a-p

se satisface que
t
[ e (o=B)t=3)|p(s)| ds < K
to

para todo t > tg. Entonces z la solucién de (2.5) dada por el lema 10 satisface que

z(t)=0 (/tt e~Fl=2)|a(s)| ds) .

Demostracién: Sin perdida de generalidad, supongamos que ¢ > 0y quey€R.
Sabemos que existe una solucién z de (2.5) tal que z — 0 cuando t — oo, satisface la
ecuacion

2(8) = [OO g(t, s)[a(s) + b(s)z(s) + cz?(s)] ds

Jtg

vy ||z]| €< M. En este caso,

g(t,s) =

e—alt=s) sit>s
0 sit<s

Luego, la ecuacion que satisface z es

t
gty = [ e~ =) [a(s) + b(s)z(s) + cz?(s)] ds.
to
Tomemos la sucesién dada por zg = 0y znp1 = Tz paran 2 0, donde T es el operador

definido en la demostracién del lema 10. Sabemos que z, — % cuando n — 00, ya que T' es
contractivo. Observemos que la condicién sobre b equivale a

t
/ ela=f2|p(s)| ds < Kelo—At
Jto

para todo t > to.
Ahora probaremos por induccién que para todo t 2> to

|zn(®)| < N /t e~ Bl=3)|q(s)] ds,

lo
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para todo n € N, con

a—-p
W a—-pB+K(p-a)-

Para n = 0, 1 claramente es cierto. Supongamos que es cierto para n = k, y veamos que
sucede para n = k -+ 1, entonces

|2k+1(f)i</: == [Ja(s)| + [b(s)] [2k(s)] + €lzi(s) ]ds

_ft ~(=9]a(s) |ds+Nf “t=Ao(s)| | e Hla(r)ldrds

t s
+MNC/ g~nlin g)/ (=7 |a(r)| dr ds,
to to

/D o (t=5) |5 (s) |/ ~B(s=")|g(r)| dr ds = €~ [to /to (=367 (1) |[b(s)] dr d
ot [ [ e tecatey o) do

- f ‘*’ta(r\f e(*)[b(s)|ds dr
to

ge—atf h7la(7)| " =85 s)
to to

pero

dsdr

t
< Kc—“tf eﬁ"]a(r)|e("_ﬁ)‘ dr
t

0

t
- I"f e~B1=9)a(s)| ds;
to

y para el otro término tenemos
t Ei t t
f C—a(:—s)[ e‘ﬂ{s"'}|a(7)|d1‘d3=e"°t/ eﬁfla(rnf ele=P)s ds dr
to Jig ta T
e [*s (a—B)t
< — e’Tla(r)|e\ "™
= [ )

— 3 Bt=9)|4(s)| ds.

Luego,

|zk+1(8)] < (1+IxN+M'c. YB)/ e Pl=9)|g(s)| ds

t
<N [ e Pt9a(s)| ds;
to

ya (ue, como

a—p3
N?'a—ﬁ—l-K(B—a)—Mc’
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se tiene que

Na—-B+EK(B—-a)=- Mc)>a- 3,
N(a—-B)+ EN(B~a)—MNec> a—f,

MNc
N-KN-—""°>1.
o — 3
Asi,
MN
N21+EN+= ;.
Y N > 0 puesto que, como
K < o—f3-Mc
a—-f

entonces

a—B+K(B—-a)—Mc>0.

Por lo tanto, para todo n € Ny ¢ > £y tenemos que

t
(Bl < N / e H=9)4(s)] ds,

o

entonces podemos decir que para todo t > tp

Bl <N / 8=9]a(s)] ds
() =0 (/L:c"ﬁ(’s)ia(s}[ ds) :

Ahora si Rey > 0 en la ecuacién (2.5) tenemos un resultado analogo al anterior.

Luego,

Corolario 3. Consideremnos la ecuacidn (2.5), las hipdtesis y conclusiones de la demostracion
del lema 10. Ademds, supongamos que Rey =« > 0, a #0, dado 0 < 8 < a/2 y K tal que

oa—pB— Mc

0< K <
o —j3

se satisface que

f ele=B)t=shp(s)|ds < K
t

para todo t > to. Entonces z la solucion de (2.5) dada por el lema 10 satisface que

Z(t) =0 ([\3 eAl=2) |a(s)] ds) .
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La demostracién de este hecho es andloga al corolario anterior.

Notemos que la eleccién de £ depende de la eleccién de M, ya que como Mc < a/2
necesitamos que 0 < 8 < a/2, para poder escoger I{ > 0. Ademds, para los casos a,b— 0
cuando t — o0 6 a,b € LP podemos encontrar ty tal que se satisfacen las condiciones
que aseguran la existencia de z € Cg como solucién de (2.5) ¥ que, dependiendo del caso
(Rey <06 Rey > 0), se cumplan las desigualdades

f e@=B)t=1)jp )
t

ds < K

¢
/ e'(“"ﬂ)“"s)]b(s)] ds < K

tg

para todo t > t4, donde
a—f8—Me

a—f3
El siguiente lema tiene relacién con condiciones integrables y nos presenta un desarrollo
de la solucién de (2.5) como una suma de términos donde cada término tiene una propiedad
de integrabilidad.

0< K <

Lema 11. Consideremos la ecuacién (2.5) y las hipdtesis del lema 10. Supongamos que
a,b € LP[ty,0). Entonces z € LP[ty, 0), donde = es la solucidn que nos entrega el lema
10. Ademds, sip € (m,m + 1] con m € N\ {1}, podemos escribir z de la siguiente manera

m~=1

.‘:(t) = Z 0 (t) + tm (t)’
=1

donde -
01(t) =/ g(t, s)a(s) ds

to

yparal > 1

- i—1
0i(t) = f g(t, s) (6(5)91_1(3) + cZﬂk(s)Hz_.k(s)) ds,
k=1

to
con 6 € LIk | = 1,2,...,m—1y,, € LP/™,

Demostracién: Sin perdida de generalidad, supongamos que v € R. Sabemos que si
a.b € LP[ty, 00) entonces para todo £ > 0

b(e lal), (e, |a]) € LP[t, 00) N Co[to, 00).

Luego, se satisfacen las hipétesis del lema 10 y podemos escoger ty de tal forma que se
satisfacen las conclusiones de la demostracién del lema 10 y hipétesis de los corolarios 1 y
2, dependiendo del caso (y < 0 6 v > 0). Asi,

(=0 ([Dmga(t,sJ

]

a(s)| (ls) 5



CAPITULO 2. ECUACION DE ORDEN 2 35

con 0 <a<|y|/2y

ts) e~*(t=9) sit> s
G &) = .
Gall, 0 G &

cuando y < 0, y

G 5) = 0 sit> s
AR DI sit< s

cuando v > 0.
Por otro lado, tenemos que

o u]
| at9las)lds € L7t ).
to
Asi, concluimos que z € LP[fg,00). Notemos que z es acotada, luego z € L*[tg, 00) con
ft 2 p.

Para la otra parte, tenemos que si p € (m,m+ 1] (m € N) con m > 2 entonces
bz, 22 € LP/? y asi, podemos escribir z como

z(t) = 61(2) + (1),

donde e
6rt) = [ 9lt,s) e s,
to
01 € LP y ¢, € LP/2, Luego, si m = 2 estd demostrado el resultado. Supongamos que

m > 2, entonces reemplazando z en la ecuacién integral tenemos

Sy

2(8) = 61(6) + [ " 9t 9) (0(5) + Ba(s) + cxba(s)) (Ba(5) + hals)) ds

to

=0;(t) + [Oog(t,s) (b(.s)el(s) + 6[91(5)}2) ds

Jtg

+ [}o g(t, s)(b(s) + cOi(s) + cz(s))a(s) ds.

L0

Asi, podemos escribir z como
z(t) = 01(t) + 02(¢) + ¥a(2),

donde

it = [ " gt 5) ()1 (5) + B ()]P) s,

to
oo
ialt) = [ glt,5)b6) + cB1(s) + ca(s)) (s} ds
to
¥ 9276 LP? 4ps € LP/3. En general, usando induccién, supongamos que podemos escribir z
como

k
2(t) = r(t) + Pre1 (), con @i(t) =Y 6i(t),
=1
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donde

Gl(t):/mg(zﬁ,s)a(s)ds, Gg(t):ft:jg(t,s)( s)6i—1( +LZB )01 —: ( )als

to

patal > 1,k < m—-1, 6; € i g = i@ oo & v Wiy € Lp/(k+1) Sustituyamos en la
ecuacion integral para z, luego,

A0 =006+ [ 9(6,9)B(s) + opn(s) + et (o)lpn(s) + v (9] ds

Jio
oo

=0i(t)+ [ glt,5) [B(s)gn(s) + clir(s))?] ds

Jig

K /tm g(t,5)[0(8)Prs1(5) + cor(s)Prr1(s) + cvhir(s)2(s)] ds.

Ademis, bf; € LP/U+1) para todo 1 < [ < k; 68, € LP/6+3) paratodoi+j < k+1y
6:6; ¢ L»/(5+2) para todo i+j > k+2, yaque ¢ > k42— j luego, p/i < p/(k+2—-3), ¥
como 8; € L7 para todo ¢ > p/i (puesto que 6; es acotada), §; € LP/(F+2-3),

Por otro lado, d¥re1 + @rtit1 + Yey12 € LP/(+2) y tenemos que

k-1
bk + clor)? = Z(bg = CZG[H, :+1) + b8y + CZMW rte Y 66,

1=1 =1 i+7>k+1
/ glber + clwi)?] 291+1 + Bt +f ge Z 0:0;,
Jto i=1 o ii>kt1

e Lpl(k+2)

donde tomamos 64, = jt g (b6 + Zt L 010ky1-1). Asi, podemos escribir z de la siguiente

manera,
(t) = @g(t ) + 9L+1{f) ﬁ’k+2(t)a

donde 6; € LP/f, i =1,2,...,k+ 1y thrys € LPIFF2,
De esta manera iteramos el proceso hasta llegar a k = m — 1 y obtenemos

-1
Z £) + (¢
donde 8 € LP/* k=1,2,....m— 17y 1, € LP/™, []

2.4 Teoremas asintoticos para la ecuacion de orden 2

Aqui veremos los resultados para la ecuacion de orden 2. Consideraremos sélo la
situacidn cuando las ralces carateristicas de la ecuacién no perturbada (2.1) son distin-
as. A partir de esto, tenemos dos casos:

1. Las ralces caracteristicas tienen parte real distinta.
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2. Las raices caracteristicas tienen parte real igual.

Deduciremos los resultados usando la ecuacién de Riccati escalar mostrada en este capitulo.
También aplicaremos los resultados presentados en el capitulo 1 a la ecuacién, llevddola
previamente a un sistema de ecuaciones diferenciales.

2.4.1 Raices caracteristicas con parte real distinta

Ahora estamos en condiciones de demostrar una version generalizada del teorema de
Poincaré para la ecuacién de orden 2. Para eso usaremos los resultados presentados ante-
riormente para la ecuacidn de Riccati.

Teorema 5. Considerernos la ecuacion (2.2). Supongamos que

1. ReA; > Reldy, v = A — Ay, donde \;, i = 1,2 son las raices caracteristicas de la
ecuacion (2.1);

2. Li(ro), Li(r1) = 0 cuando t — oo, para cada t = 1,2, donde

L)) = / R £} ds g E-z(f)(t}=./ " R £(5)| ds.

Jig t

Entonces la ecuacidn (2.2) tiene un sistema fundamental de soluciones y;, 1+ = 1,2, tales
que

Demostracién: Sabemos que la ecuacién (2.2) tiene un sistema fundamental de soluciones
de la forma (2.3), donde z;, 1 = 1,2 satisfacen respectivamente las ecuaciones (2.4}; luego
fenemos que

yilt) = wi(t) (A + z(2)),
entonces si demostramos que para cada ¢ = 1,2 existe z;, tal que z; — 0, cuando t — oo,

habremos probado el resultado. Ademads, debemos verificar que y;(t) # 0 para todo t > tg,
para algiun #p € R, y asi|

yi(t)
zi(t) = = = Af
yi(t)
Usando las hipdtesis 1 v 2, tenemos que, para cada 7 = 1,2, se cumplen las condiciones
del lema 10, con a = —rg — Ajry, b= —r; y ¢ = —1. Las ecuaciones para z;, i = 1,2 son

2ty = —[ g Hit=—a) [rg(.s-) + M1 (s) + ri(8) 2z (s) + 22

to

(%)] ds

z(t) = /ﬂ = ortt=s) [ro(s) + Aar1(s) + r1(s8)22(s) + 25 (s)] ds

respectivamente. Asi, existen z;, ¢ = 1,2 tales que z; — 0, cuando ¢ — oco. Luego, como
z; esta definida en [tg,00) ¥ %(t) € C para todo t > tg, tenemos que y;(#) # 0 para todo
£ to.

Por lo tanto, hemos demostrado el teorema. O
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Observemos que la condicién sobre ry se puede relajar a Gi(rg) — 0 cuando t — oo,
t = 1,2, donde

Gi(f)(t) = [ N f () ds 7 Galf)(E) = / " M9 £(5) ds;

aplicando el lema 10 a la ecuacidén (2.4). Por ejemplo, rg podria ser condicionalmente
integrable.

Este resultado generaliza el teorema de Poincaré, que pide r; — 0 cuando ¢ — oo; y
aqui usamos el hecho que £(r;) — 0 cuando ¢ — oo, es decir, aqui se consideran muchos
mds casos. Una condicién mds general que pueden satisfacer las perturbaciones es

t+1
lim / iri(s)| ds = 0.
t

t—roo

Sin embargo, dependiendo del tipo de perturbacién se puede obtener una férmula mejor.
De hecho, para el caso dado por Poincaré tenemos el siguiente resultado.

Nota. Observemos que

t t
/ [ o=7(s-7) d.Td.s—// (s=7)p. )dsdr:/ e'*fr(r)/ e " dsdr
to to to T v bo T
—e—s |t t =T —t
:f e"”r(r)( ° )d,r: / e’ r(r) ({' = ) dr
fo ’}’ T Jig ‘}I ’Y

t t
— lf r(s)ds — l/ e”’“’(t’"s)r(s) ds.
Y Jig Y Jito
Andlogamente

14 1 o0 00
/ / (=) (1) dr ds = S / r(s) ds+ -/ =) (s) ds — 5/ e"to=9)r(5) ds.
to Js T Jio TSt Tty

Teorema 6. Consideremos la ecuacidn (2.2). Supongamos que

1. ReA; > ReAy, v = A — Ay, donde A;, © = 1,2 son las raiees caracteristicas de la
ecuacidn (2.1);

2. ri = 0 cuando t — oo, para cada 1 =0, 1.

Entonces la ecuacion (2.2) tiene un sistema fundamental de soluciones y;, ¢ = 1,2, tales
que satisfacen (2.6). Mds atn, se tiene que

£

(¢ .
lim M = /\f
t—=co yi(t)

yi(t) = (14 o(1))eNl~ *“exp((}ly f [ro(s) + Airi () + r1{s)zi(s) + 2(s))] ds)a (2.7)
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donde "
zi(t) =0 (/ e rg(s) + Ay (s)] dS)
to

z(t) =0 (/ €= ro(s) + Aary(s)] ds) ,
75
con 0 < o < Revy/2.

Demostraciéon: Sabemos que £;(f) — 0 cuando t = oo, si f — 0 cuando { — oo para
i = 1,2, donde £; son los operadores del teorema 5. Asi, tenemos que se satisfacen las
hipdtesis del teorema 5 y luego, se tiene la existencia de dos soluciones y;, ¢ = 1,2 que
satisfacen la ecuacién (2.6). Ademads, tenemos que

yi(t) = exp (/tt[/\,- + zi(5)] d"‘v) ;

0

donde z; — 0 cuando ¥ — oo, i = 1, 2 y satisfacen

t
z1(t) = —/ g~ t=3) {7'0(5) + Airq(s) + ri(s) = (s) + zf (a)] ds
zo{t) = /roo e7(=9) [ro(s) + Azri(s) + r1(s)2a(s) + zg‘(s)} ds

respectivamente; entonces

/f: Zil)ds = Tl (31 (t) + /t: [ro(s) + Arri(s) + ri(s)z1(s) + 23 (s)] d.s)

[: z2(8)ds = % (z~2 (t) — z2(ta) + ,/:: [ro(s) + Agra(s) + ri(s)z2(s) + zf(s)} ds)

usando la nota anterior. Luego, por las hipétesis 1 y 2 se cumplen las condiciones de los
corolarios 1 v 2, para la ecuacién (2.4) (usamos el corolario 1 para z; y el otro para z3),
con b = ry, entonces

0 (/t e~ =)y (5) 4+ Ay (s)] ds)

ty

]
e
—_

4+
—

I

Z2 (f) = O ([m Ca(tks)['l"o(S) + A'ZTI(S)I db) .

Ahora, sin pérdida de generalidad, escogemos z3(tp) de tal forma que se satisfaga

exp (]:; z2(5) d.q) = (1 + o(1)) exp (:1; /t: [ro(s) + Azri(s) + ri(s)z2(s) + 25 (s)] ds) ;

Por otro lado,
I
y;(t
zi(t) = u) _ Ai
yi(t)
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}7
I
: vl (t)
it m(0)+2(0) = L2,
vi(t)
luego, como z! — 0 cuando ¢ — oo queda demostrado el resultado. O

Notemos que para obtener una estimacién de z;, 1 — 1,2, usamos solo el hecho que
r; — 0 cuando t — o0, entonces el resultado anterior se tiene asumiendo que G;(rp) — 0
cuando t = o0, 1+ = 1,2 y r; = 0 cuando t — o0. O sea, ro puede ser condicionalmente
integrable.
Nota. Observemos que la férmula obtenida aqui también se tiene, salvo por la estimacién
de z;, 1= 1,2, para el teorema 5. Entonces

(1) / [ro(s) + Air1(s) + r1(s)zi(s) + 2 (s)] ds) .

to

yi(t) = (1+ o(1)) €M) exp (

Ahora estamos en condiciones de demostrar un teorema tipo Levinson.
Teorema 7. Consideremos la ecuacion (2.2). Supongamos que

1. ReA; > Rely, v = A\ — Ay, donde A;, i = 1,2 son las raices caracteristicas de la
ecuacion (2.1);

2. ’."z'ELl, =0, 1.

Entonces la ecuacidn (2.2) tiene un sistema fundamental de soluciones y;, 1 = 1,2, tales
que satisfacen (2.6) y mds adn, se tiene que

Bilt) = (14 o(1))eX(-10).

Demostracién: Sabemos que £;{f) — 0 cuando t — oo, si f € L' (por lema 2) para
i = 1,2, donde £; son los operadores del teorema 5. Asi, tenemos que se satisfacen las
hipdtesis del teorema 5 y luego, se tiene la existencia de dos soluciones y;, ¢ = 1,2 que
satisfacen la ecuacién (2.6). Ademads, tenemos que

yi(t) = exp (/t[f\i + z:(s)] df") )

to

donde z; — 0 cuando t — o0, ¢ = 1,2 y satisfacen

t
z(t) = [ ¢~ (t=3) [ro(s) + Airi(s) + ri(s)z () + zf(q)] ds

¥
22(t) _/t 7= [ro(s) + Aari(s) + ri(s)za(s) + 23 (s)] ds

respectivamente. Entonces probaremos que para cada i =1, 2 z; € L'. Usando las hip6tesis
1y 2, vemos que se cumplen las condiciones del lema 11 para la ecuacién (2.4) (para: = 1,2)
conp=1,a=-rg—A\ri,b=-riye=-1. Asf, z; e L' y

/t zi(s)ds = ki + o(1).

to

¢ .
Sin pérdida de generalidad, podemos escoger k; tal que efio (94 = 1 4 o(1), luego queda
demostrado el teorema. O
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Otro tipo de teorema es el de Hartman-Wintner, que considera perturbaciones en L¥
con p € (1,2]. Ahora veremos un resultado de este tipo para la ecuacién (2.2}.

Teorema 8. Consideremnos la ecuacion (2.2). Supongamos que

1. ReM; > Rely, v = A1 — Ay, donde A;, 1 = 1,2 son las raices caracteristicas de la
ecuacion (2.1);

2. rel?,i=0,1ype (L2

Entonces la ecuacidn (2.2) tiene un sistema fundamental de soluciones y;, i = 1,2, tales
que satisfacen (2.6) y en particular se tiene

1 t
) = (L o)M= exp (28 [ o) + Aira (o) as).
to
Demostracién: Como £;(f) — 0 cuandot — oo, si f € LP con p > 1, entonces se cumplen
las hipétesis del teorema 5. Asi, existen 2 soluciones y;, ¢ = 1,2, de la ecuacion (2.2), de
la forma (2.3), donde z; — 0 cuando t — oo y satisface (2.4), para : = 1,2. Entonces
probaremos que z; € LP. Usando las hipdtesis 1 y 2 se cumplen las condiciones del lema 11,
para la ecuacién (2.4), asf 2; € L? y como z; es acotada, z; € L* para todo p > p. A partir
de esto, tenemos que ryz;, z2 € L', ya que si p € (1,2] entonces el exponente conjugado
q=p/(p—1) € [2,00). Asi, para z; tenemos

z1(s) ds = %l (zl () + / [ro{s) +Ari(s) +ri(s)z(s) + zf(s}] ds)

g to

= 2 (e o+ [ ote) + (o] )

Y to
1 t
=7¢ +o(l) - - [ [ro(s) + A1ri(s)] ds
Jig
y
t 1 t -
/ z(s)ds = = (Zz(t) — z2(to) +[ [ro(s) + Aira(s) + ri(s)z2(s) + 23 (s)] df")
t to
0 1 ;
- j}/- (c2 + o(1) +f [ro(s) + A1ri(s)] ds)
L
- 1t O
=c+o(l)+ = [ [ro(s) + Arri(s)] ds.
.r . to
Luego, escogemos ¢ y ¢ de forma que e®1tol) =14 0(1) y ef2to(l) = 1 4+ o(1). O

Podemos generalizar la idea anterior y considerar perturbaciones en cualquier L?, p > 1.
Teorema 9. Consideremos la ecuacion (2.2). Supongamos que

1. Red; > Reldy, v = Ay — Ay, donde \;, 1 = 1,2 son las raices caracteristicas de la
ecuacion (2.1);
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2.r;,€lP,i=12ype (mm+1], conméeN\{1}.

Entonces la ecuacidn (2.2) tiene un sistema fundamental de soluciones y;, 1 = 1,2, tales
que satisfacen (2.6) y en particular, se tiene

m—1

BEAY t .
yi(t) = (1 +o(1))e™ i(t=t0) exp <( ’Yl} /f |:f‘0(8) + A\iri(s) +ri(s) Z 9,(1)(5)

=1
m =1 ) )
+ Z Z Hgl](S)GEi}J(s)] ds),

=2 j=1

t y o0
o () = — / e ro(s) + Arro ()] ds, 0 (¢) = /t =) rg(s) + Agra (5)] ds,

o

" -1
000 =~ [ () + L8 (0 ) ds
to k=1
Y

oo -1 ; ;
Bﬂmzfcwﬂﬂwwﬂ+§%ﬁmﬂm)w
t k=1

para { > 1.

Demostracién: Como £;(f) — 0 cuando t — oo, sl f € LP con p > 1, entonces se cumplen
las hipétesis del teorema 5. Asi, existen 2 soluciones y;, i = 1,2, de la ecuacién (2.2), de
la forma (2.3), donde z; — 0 cuando t — oo y satisface (2.4), para ¢ = 1,2. Entonces
probaremos que z; € LP. Usando las hipdtesis 1 y 2 se cumplen las condiciones del lema
11, para la ecuacién (2.4), asi z; € LP y como z; es acotada, z; € L¥ para todo y > p. A
partir de esto, tenemos que podemos escribir z; como

m—1

z(t) = o) + 9P (#), con Wl ij donde

=)
—

i
V) =~ / e =) (r () + Airi(s)) ds,
Jig

para l > 1,

vparal >1

o _ -1 ._
91(2)(75) = [t e?(t=s) (Tl(-ﬁ)ﬁ’;(i)l % 29£_2)(S)91(i)k(8)) ds.
k=1
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con 9,(:) eIplk k=1,2,....m—1y 1]1,(;;] e LP/™_ Asi, para z; tenemos

-1

'/t\:z’l(-ﬁ')df": (zl(t)+/t[ o(8) + Arri(s) + r1(s) 21 (s) + 22(5)] ds)

4 to

= i(f)(ﬂ-&-/*[ o(s) + Ay (s) + r1() (0 (s) + 91 (5))

i to

+ () + v (5)) m)

B 1 i m -1
_CH_O(l)—:// {?‘0(3)4-,\1“( ) + r1(s) 8 ( +ZZ’91 i J(b}
to

=2 j=1
ft:zz(ﬁ)ds: % (zz(t) —zz(to)+/m[ o(8) + Aara(s) + ri(s)22(5) + 3 (s)] ds)
= %(CZ+O(1)+[0[ ( )-}-/\lrl( )-|—r'1( ){{191(::)( )+?j)m 1( ))
+ (eP(s) + 2, (5))?] d.s)

B 1 ¢ m I-1
2024‘0(1)4‘;]‘ [To(b‘)‘*‘)\m( s) + (s ‘Pm +ZZE ]"’53

to =2 j=1

yva que
71(951:1 + 71/5171 ) { 1(:1) £ 11[)1(1?)2 = 7‘1(,95;) + (Sar(n)) + T‘lij),( + ‘)(,O T/bnn [1/)'(;;)]21

i@ + 20090 + [p]" € ',
m -1

D D WAL L

=2 j=1 J+k>m

1) q(i 1
3 66 e L,
Jt+k>m
puesto que p/m < p/(p —1). Asi, z/rm e Lr/(P=1) (notar que Bl{i), ;b,(,i} son acotadas para
i=1,2,1 <1< m=—1). Luego, escogemos ¢; y ¢; de forma que toll) = 1 4 o(1) y
o) = 1+ of1). 0

Una afirmacion que se ha hecho en todos los teoremas pero que no se ha demostrado es
que y;, ¢t = 1,2 forman un sistema de soluciones. Esto se deduce facilmente calculando el

wronskiano de y;, i = 1,2

Wiy, ] (t) =
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Ademas, y (t), y2(t) # 0 para todo tp <ty

{yé(t) vi (B)

lim

y2(t)  w(t)

Luego, existe ¢; tal que Wy, y2](t1) # 0. Asf, y;, ¢ = 1,2 son linealmente independientes.
Ohbservemos que esto sirve para todos los teoremas.

J:,\z—,\ﬁéo.

2.4.2 Resultados via sistemas

Ahora veremos las férmulas que se obtienen para la ecuacidén (2.2) usando la teoria
presentada en el capitulo 1. Veremos sélo las férmulas para los casos r; — 0 cuando t — oo
v r; € L? con p > 2, debido a que en los otros casos las férmulas son las mismas.

Tomemos la ecuacién (2.2) y llevémosla a un sistema de la siguiente manera:

y' =y
(¥")' = —(ag + r1(t))y — (a0 + ro(t))y-

Podemos escribir este sistema de forma matricial como

( y )I: K g >+ ( ) =t H ( v ) |

Y con una notacidén mas reducida tenemos

y' =(A+5(1)y, (2.8)

£ ( Ezj’ ) A= ( —?’Jo —L ) voosm= ( ""{;(t) —T‘?(t) )

Como Aj, 7 = 1,2 son las raices caracteristicas de (2.1) entonces son también los valores
propios de la matriz A. Ademads, como son distintas podemos diagonalizar esta matriz. Sea

(7 la matriz dada por
1 1
= . Z,
o=} 1) (29)

Entonces tomando y = {}x obtenemos

donde

Qx' =y = (A+5())y = (A+ S()Qx

Asi
X' =Q7 A+ S(1)Qx = (QTTAQ + Q7'S(H)Q)x.

Pero,

| _ 1 Ay —1 0 1 1 1 . A 0 _
@ AQ_»\Q—/\l(—)\l 1 )(—ﬂo _ﬂl)()\l )\2)_( 0 A =4
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Q7'S(HQ = ,\21,\1(_)\;1 “11>(4r2m ) (n f\lz)
1 ( rolt) + Aari(£) ( +)\2r1 (t) ) R(t

= /\2 — ,\1 —f‘g(t) — A]T‘l (f) —T‘O - )\2?1
Ahora tenemos el nuevo sistema
= (A + R(t))x. (2.10)

Sobre este aplicaremos los resultados mostrados en el capitulo 1. Pongamos v = Al — Ag
v que Re~ > 0. Suponiendo que r; — 0 cuando ¢ — oo tenemos que el sistema (2.10)
satisface las condiciones del teorema 1. Luego, existe un sistema de soluciones x;, 1 = 1,2
de la forma

0=y )ooloo-r0 BB 20 )

%3(8) = ( 0(11) )exp()\z{t = B /! t[ro(slf_Af\zl(s) + "“{S}\T_A/‘\zl{s) vg(s)] d.s),

a

donde

ww=0([ : = =lrg(s) + Mars (8] ds)

vz(t)ZO(/tm =g (s) + Agra(s)| ds )

v 0 < a < Re~. Y para la ecuacién (2.2) tenemos un sistema fundamental y;, 1 = 1,2 de
soluciones de la forma

(1)

+ Air1(8))va(s)] ds),

/l[rﬂ(-‘i) + /\irl(s) + (ro{.s)

to

- /\1 sit=2
A = . .
Ay sii=1
parat1=1,2

Ahora, suponiendo que r; € LP[tg, 00) para 2 < m < p < m + 1 tenemos que el sistema
(2.10) satisface las condiciones del teorema 4, entonces tiene un sistema fundamental de

yi(t) = (14 o(1))eMt~ fo)php(

donde

soluciones x;, i = 1, 2 de la forma

0= (P19 ot [ [Pt ]

0

v
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donde los 8;;. pueden ser obtenidos por las formulas

t (s A s
011 (t) = / o 1(t=3) M ds,
to 1= 2

: 2 A
bft) = [ oo ZRIER TR0 6,5

Jig

t 2 5 | . it
buu(t) = / emti=e) 2ol + Qa £ )iy g
t

9 )\l = Ag
t jeg o
_ [ ety To(8) T AamE) ]
/foe ; X —hs 01i(s)01—i—1(s) ds
* = J +A27‘1(3)
i =[ ) role) ds,
21 (1) : v
= 2r9(s A
922@):/ i) 2008+ Qa2 (®) o oo
t )\2 _ )\1
y
e 2ro(s A1+ A t
O (t) = / i) 20008 F Oukd)n(®)
t /\2 _ )\1
=P +)\ r )
—/ e - 02 (8) Bat—i-1 (5) ds
1=1
para ! > 2. Y para la ecuacién (2.2) tenemos un sistema fundamental y;, ¢ = 1,2 qe

soluciones de la forma

yi(t) = (L4 o(1))eN ¢ ‘“’exv((_vl)l/[f‘o(s)Hm(s) + (rofs) + Aira (s Zﬁla )

to

Suponiendo que r; — 0 cuando t — oo y ri € Ll[ts, o0) tenemos que el sistema (2.10)
satisface las condiciones del teorema ?? entonces existe un sistema fundamental de solu-
ciones x;, 1 = 1,2 de la forma

xi(t) = (e + o(1)) exp (/t: B ds) ’

donde p;, + = 1,2 son los valores propios de la matriz A + R(t). Y para la ecuacién (2.2)
tenemos un sistema fundamental y;, i = 1,2 de soluciones de la forma

m><Hwnm%£umw)
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2.4.3 Ejemplos

1. El primer ejemplo que mostraremos, es una perturbacién que no estd en LP pero si
estd en L9 para g > p. Consideremos la ecuacion para p > 1

Aqui, tenemos A =1, g =-1,7=2,r1 =0y ro(t) = l/tl/”. Notemos que rg ¢ LP,
pero 7o € L9 para ¢ > p. Para 1 < p < 2, podemos aplicar el teorema 8. Entonces,
existe un sistema fundamental de soluciones de la forma

. 1 /81
- (t—tg) = L
p(t) = (1+o(1))e =" exp( > f 5177 dé)

1 —(t=t0) nvy ! Lid,
y2(t) = (L + o(1))e eXp | 3 S/ 5.

Para p > 2 podemos aplicar el teorema 9. Tenemos p+1 € (m,m+1]y m € N\ {1}.
Entonces existe un sistema fundamental de soluciones de la forma

m -1
i () = (1+ o(1))e“=") exp —‘f [ 7 7 }ds
¢ =2 9=1
ST
1 m -1
y2(t) = (14 o(1))e~ %) exp ;/ [ 1/p+229(2) ()6 (s ] ,
“ i =2 5=1
donde
(U —a(t-s) L , (D) ey 2(t—s)
gy (1) /;Ue =7 ds, 8,”(t) /t g ds,
-1
000 = - [ e S0P ds
to 1
91(2)(t) / 2t Zgiz) 1 ;. (s) ds,
para [ > 1.

Veamos las férmulas para algunos valores de p. Para p = 2 tenemos

t 5 2
0 ) = @ +o)eexp (=3 [z ([ et 1ar) s
2.t0 sl/2 s
1 t 1 oo 2
2 (t) = (1+o(1))e ) exp | = —+ 2T U2 g ) N ds |
20 s1/2 ’
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Para p = 3 tenemos

t—t . 1 [t I ’ —2(s—7) _—~1/2 ?
Y1 (f) = {1 + O(l))(’( 0) exp (—5 " ::1/'_2 + y € T dr
8 g T 2
+2 [ e~ Homm) =12 g f e~ 2s=7) [[ g BTEE Al dg} dr} ds
Jig to Jtg

_ sl 171 = ae=r)_—1/2 g
y2(t) = (1 +o(1))e EXpP | 35 172 + € T T
to L*¥ s

oo fos) oo 2 2
+2/ 2e—m)r=1/2 dr[ 62(5_")[/ GAr=Ele=1y3 dé] d'r) }ds).

. Un ejemplo, que es bastante interesante es considerar una funcién que tiende a cero
pero que no pertenece a LP con p > 1, aunque su derivada pertenece a L!. Consider-

y' - T o y=0.
logt/°

Aqui, tenemos Ay =1, Ay = =1, vy =2, ry = 0y ro(t) = o/ logt. Notemos que rog — 0
cuando ¢ — oo y para cualquier p > 1, ro ¢ L, ya que

1
B
ptt/r = logt

}T

o

emos la ecuacidn

para todo t > e.

Entonces existe un sistema fundamental de soluciones de la forma

(6= 1+ o)t ey (4 [*[ 24 200 )

to Llog s
Yy
nlt) = (1 + o) exp (3 [ |2+ as
#2 ” 2 Jy, Llogs 44 !
donde

t o0
A(t) =0 ([ oBl-s) L ds) v sl =0 (/ Ble-s) L ds) ,
Jto log s : log s

con 0 < 8 < 1/2, v esto resulta de aplicar el teorema 6. Observemos lo siguiente

t 1 —B(t-s) 1 t te—B(t-s)  _1
p1(t) —/ ¢~Al=) ds="° —/ - 7, 0s
" - to I} slog® s

log s g logs
—3(t—tg t
= L E ( )+lf =B (t=3) 1: ds
Blogt Blogt B Ji, slog?s

v andlogamente

= 1 1 i [ 1
T = B(t—s) i _ _/ Bt—s) :
pa(t) /t c log s ; Blogt 2 J, ¢ siogz s o
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Notemos que
1
() = T
pill) = oy + (0

con ¢; € LP, i = 1,2 para cualquier p > 1. Con todo esto podemos decir que

t 5 t 1
z¢(s)ds =0 —ds | .
/;U 2(s) ds (/:U Iog? 5 ?)

Por otro lado, como rfy € L! podemos aplicar el teorema 7?. Luego, existe un sistema

fundamental de soluciones de la forma
t
Ui(t) = (14+0(1)) exp(/ pi(s) ds), =il 2,
to
Aqui podemos hacer la siguiente observacion, en este caso se comprueba que

5 (0%
HE) = (— -1 ,i]_—— == 2
.U'L( ) ( 1) logt! G 1

y se tiene el siguiente desarrollo que en los dos primeros términos coincide con las
férmulas obtenidas en este trabajo

1 v —1 v L0 1
logt 2logt log?t/)

Podemos ocupar la idea del teorema 9 para precisar un poco mas el comportamiento
de las soluciones y;, ¢ = 1,2. Nos referimos a los sumandos f;, aunque en este caso
aparecerd una término que sélo podemos estimar. Entonces podemos decir que

Y (t):(1+0(1))€(t"t°)cxl) _ift " [SE_Z(S—T)  dr 2
1 > 2 S log s o log 7

5 s T . 2
+2/ g~2e-r) 2= dT/ G_Z(S_T)[/ T rlc} dr + ¢1(s ] ds
to ]'OgT to 4] logg » d)l( )
¥

v () = (1 + 0(1)) e exp lf « /mez(s_f) o
: " 2 Jiy Llogs s log 7

o0 . fae] 00 g 2 2
+2/ 62(371—)1—({'—:—7_ rlf/ CZ(S—T)[/ eztr”e]logrdf} d‘!‘) +¢72(8)J ds)

¥ i =0(z)

3. Un ejemplo que sigue la misma idea del anterior es la ecuacion

it sent
—-(1- = (.
/ ( logt) p=0
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Aqui, tenemos A\ = 1, Ay = =1,y = 2, r; = 0y ro(t) = sent/logt. Sin embargo,
aqui no podemos aplicar el teorema de Eastham (el teorema ?7 del capitulo 1}, ya

que
sent)’ . cost sent
logt ) — logt tlog?t

No obstante, existe un sistema fundamental de soluciones de la forma

1 (1) = (14 o(1))e!*) exp (_(1)/1 [Sens T zf(s)} ds)

2 Jy, Llogs
y t
. 1 sen s
ya(t) = (1+ o(1))e(t70) exp (5 ];0 [10g3 + zg(s)} ds) 3
donde

t oo
3 _ —B(t=s) |sent| - _ / B(i—s) | sen ¢ )
z(t) =0 (fto € Togs ds| 'y =z2(t)=0 t € Togs ds |,

con 0 < A < 1/2. Notemos que rg € Cg, para cualquier p > 1 rg ¢ LP y rg es
condicionalmente integrable ya que

t
t coss cost t coss
- . ds = cose — = 2 ds
. e S log % IDg t e S IOg s

v recordemos que la funcién ¢ € L1, donde g(¢#) = 1/(tlog*t). Luego, podemos decir

. sen s COs S

8=

log s Bl log s

=

que

()= @+ o) Wexp (-3 [ 27 ds)

= 0

1

nl0)= (L + o) e (3 [ A(6)ds).

Aqui podemos mejorar la formula como en el ejemplo anterior pero no las pondremos.

4. Otro ejemplo bastante particular es considerar la funcién r(¢) = cos(t?). Esta funcién
tiene las siguientes propiedades: r ¢ Cg[0,00), para cualquier p > 1 ry € LP v es
condicionalmente integrable en [0,0c) ya que

t t . sen(s2) |* t son(s? sen(t2) 1 [t sen(s?
[ r(s)ds = f cos(s?) ds = sen(s”) +lf sen(s”) ds = sen(t )-}-—/ sen(s) ds
0 0 2s 0 0

z s
Usando lo anterior y el lema 2, podemos considerar la ecuacidn

o 2 52 Y 2 52
y" — (1 —cos(t?))y=0.

" Aqui, tenemos Ay =1, Ay = 1,y =2, r; = 0y ro(t) = cos(#?). Ademds, por el lema
2, G(ro) — 0 cuando t — oo, donde

G(ro)(t) = /t g BlE~5] cos(s?) ds.

to
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Entonces existe un sistema fundamental de soluciones de la forma

ai(8) = (14 0(1))e(¢—t0) exp (“% /t: [cos(sz} + 212(-5)] ds)

}f

t
ya(t) = (1+ o(l))c*[“t”) exp (%f [cos(sz) - z?_(c)] ds) ,

to

donde

t o
#(t)==0 (/ e~ Bt=3)| cos(s?)] ds) vy z()=0 (/ P1=9)| cos(s?)] ds) ;
Jig t

con ) < 8 < % Pero, como rp es condicionalmente integrable, podemos decir que

yi(t) = (14 o(1))elt=) exp (—%/ﬂ 22 (s) cls)

' () = (1 + o(1))e~ ) exp @ '[t: 2(s) ds) .

Aquif podemos mejorar la férmula como en el ejemplo anterior pero no las pondremos.

2.4.4 Raices caracteristicas con parte real igual

Aqui usaremos un resultado puesto en el capitulo 1 para el caso en que las raices
caracteristicas de (2.2) tienen la misma parte real, es decir, Re{A; — A;) = 0, donde A,
j = 1,2 son las raices caracteristicas de (2.1).

Consideremos el sistema (2.10). Luego, tenemos que la ecuacién de Riccati asociada a
este sistema

vl = (=1)7 T‘o(tj‘-% /\i?‘l(t) n |:(_1)J'(/\] ~ )+ (_l)j—lg"o(t‘) +,\{,\; -i/;/\-z)r;(t) "
L= A2 1 — A2
j-17 t) 4+ A () .
+ (- 00,
{2.11)

donde
o A oslg=2
)\J: : J 1
Ay sijg=1
para 7 =1,2.

Sabemos que conociendo una solucién de esta ecuacién para cada j = 1, 2 obtenemos dos
soluciones del sistema (2.10) x; = (z1;, 22;). Luego, por el cambio de variables obtenemos
dos soluciones del sistema (3.8) y; = @x;. Asi, tenemos

(3 1) ()it
/ Al Az T2j Mz + Agmy; )
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Para j = 1, 23 = v1211, luego

- Y1\ Ty + Uiy ) - ( (14 v1)w11 )
. i A1z11 + Azv1Z11 (A1 + Aguy)zy
v ademas,

“Tro(s 1(s)  rofs o (s
z11(t) :exp()\l(t—' to) +.[0 [ oA 3\:__/\;: () + i ))\:_—/\)\1 ( )U1 (b):| ds).

Y para j = 2, 12 = U223, luego

Y2 = ( Y2 ) _ ( Va2 + 22 ) _ ( (1+ vz)za2 )
2 Yh A Uaay + AaT a2 (Aqvg + A2)waz

y ademas,

/t [’“0(3) + dara(s) | rols) + Aara(s) 1}2(5)] (15).

L2a(t) = eXP(A'z(t —to) + Al — Az A=A

to

Aplicando el lema 5 a la ecuacién (2.11), obtenemos para cada j = 1,2 una solucion.

Luego, obtenemos un sistema de soluciones del sistema (3.8). Con esto encontramos un
sistema de soluciones de la ecuacién (2.2).

Teorema 10. Consideremos la ecuacidn (2.2). Supongamos que Ay = o+ 13 y Ay = Ay,
donde \;, j = 1,2 son las raices caracteristicas de (2.1). Ademds, supongamos que las
siguientes integrales eristen y que existen a1, as : [to, 00) — (0,00) tales que

B 25
N

Entonces eziste un sistema fundamental de soluciones y;, 7 = 1,2 tales que

< a;(t)

a?(s) ds = o(a;(t)).

faes -1)7 [ ~—
3i(8) = (1+ o(1))eM (=) exp ((zm) | ros) 4 Agra(s) + () + Ko () ) 45) ’
> e
i (2.12)
donde v; = O(a;).
Demostracién: Sabemos que tenemos un sistema de soluciones de la forma y; = (1 +

v;)x;;, donde

Zag(t) = €xp ()\j(t — to) + }\(1—1);2 / [ro(s) + Ajri(s) + (ro(s) + A1 (s))vs(s)] ds)

to

v v;, j = 1,2 satisfacen respectivamente (2.11). Verifiquemos las hipétesis del lema 5,
poniendo v; =

i—170(t) + Am1(t)
A= Ay !

s—12r0(t) + (A1 + A2)ri(?)

Alt) = (-1) T

B(t) = (—1) (A~ A2)+(-1)
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})’
,  ro(t) +Ar(t) o
t,z)=Ct)z?= LT "g2%
fit,a) = C(t)s? = TR,
Notemos que en este caso tenemos A\ — Az = 2if y A\; + Az = 2. Y con esto podemos decir
que
i-1ro(t) + A (2)
23 ’

roft) + Ajr1(f)

A(t) = (-1) =

Ct) =

2ro(t) + 2ar (1)
25

= (—1)1'?:[25 L rolt) | ani(®)

= [— J() —1)4-1
B(t) = (~1)72if + (=1) e+
La funcién de Green de la ecuacién &’ = B(t)z es, en ambos casos,
G 0 si t>s
(t,s) = .
(t: ) exp (f: B(r) (lr) si t<s
Dado M > 1 tenemos a; : [tg,00) = (0,00) y por la siguiente desigualdad
£t 21(8) = f(t22(2))] = [C(1)23(t) — CO=21(B)] < [CB)] |21() - z2(B)] (22 (B)] + [22(2)])
tomamos kp(t) = 2Ma;(t)|C(t)|. Asi, si |z1(t)], {z2(t)] < Ma;(t) entonces

[f(t 21 (t)) = F(t,22(0))] < kar(F) [22(2) = z2(B)]-

[ oo [ 52 2] ) 20

< a;(t)

Ademsds,

/100 G(t, s) A(s) ds

a

v _
ro(s) + Ajri(s)
28

a’(s) ds = o(a;(t)).

./% |Gt 5)] aj(s)kn(s) ds = ~[tm

to
Por lo tanto, existe para cada j = 1,2 una solucién de (2.11) tales que v; = o(a;) y ademads,
v; — 0 cuando t — o0, ya que

- o _1yiirt[ege el e () ro(s) + Ajri(s ro(s) + A1 (s
v;(t) = (—1)“1/ N N e df[ o(s) + Agri(s) | rols) + Agra )"032'(5) ds.
' t AL — Ay A1 — Az
Asi, queda demostrado el teorema. O
Notemos que aqui XJ- = -A-; En este resultado pareciera que las hipdtesis son muy

rebuscadas, sin embargo, si nos fijamos bien en la ecuacién (2.11) podremos ver que las
condiciones son razonables. Ademds, este resultado incluye perturbaciones rj € L, j = 0, 1.

Podemos desarrollar la desigualdad que aparece en este teorema para obtener hipdtesis
més concretas sobre los r;, j = 0, 1. Luego, debemos verificar que existen ay, ay : [tg, 0) =
(0, 00) tales que
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o0
J
donde Ay = Ay = o+ 8.

Para simplificar pongamos

.ﬂs)zexp(c—nfgif[mg”-+”Tgfq ar) LIS

Con esto tenemos que

o _(_1).1'7_,'“#3) &) i o qNi: t . ?‘O(T) (}ET‘l(T):I ) 710(3) ¥ ’\jrl(s) ‘
/; e f(s)ds —ft exp (( l}sz5 l2[5+ 3 +—-—ﬁ dr 25 ds

N (—fl()?Zi T (—11)3'25 ]t el f(s) ds

_ S P LT (cudnite-s) gy gs
T (192 4 4/t ‘ 7 s)ss

ro(s) + Xjri (s)
253

a'j-(.s-} dsi="ofm;(E}],

wsando que f, f/ — 0cuandot — oo. Para esto debemos pedir que Py P Ty ~F D
cuando t = oo, 1o, 74, 71,71 € LE y rf,r{ € L'. Ademds, tenemos que

“Wﬁmﬂ%gﬂ%%“(%+Ma+quu

- L2 (ot Aron + adrd]).

Fiis)=e

! ! !
[3rory + 2argry + argr]

f(s) = oV o o e  ar (Tg + ey (FP

25 232
+ Ajrora + 2A rery + 3a)\jr1r'i]),

_ rel(®) + A (#)]
- 253 :

£ |F O] < eallrb @]+ 1Ar1 () + eallro(®)] + [\ ()

\’T

LF(8)] < es((rg(s)] + [Ari (8)]) + eallro(s)ro(s)] + [ Azra(s)ri (s)] + [ A ra(s)ri(s)
+ [ 2 ()Pt ()7 + es(Ira(s)] + | A (s) )

Luego, tenemos que

/ e(—l)j‘zi(ﬂfs)f{s) ds
t

donde las constantes ¢;, i = 1,..., 5 son positivas. Entonces tomamos

FOL L POl 1% e
<P +5[ £/()] ds,

o5(6) = o Irot)] + Pyma 8]+ 1)1+ Drt O + (o)1 + Pora )
+ [ I+ sr{ 8]+ Iro(s)rh(e)] + Asrole)rs 9]

+ [Ajro(s)r ()| + [MFri ()P ()] + (Iro(s)] + [Aara (9)])7] dé‘)
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Abora pedimos que

+ [ Ajri(s)])as(s) ds = o(a;(t)).

[t

Un caso sencillo es cuando ry v 7 son decrecientes. De hecho, si rg, 7y son decrecientes,
ro, 1 — 0 cuando t — oo, ro,r; € L? v tienen segundas derivadas entonces rf,r; — 0

cuando t — oo, rhri € Ly rf,rf € L'. Ademds, a; € L? para j = 1,2 ya que

A
ro, Ty, — 71; 01 1>0V

0i(t) = cb(lw )+ ar (8] + 1 @)] + A (01 + (ro@)] + A (9
+ [ I+ i)

+ [Agro()ri(s)] + IXjra(s)ri(s)] + (Iro(s)

+ |ra(s)ra(s)] + [Ajra(s)ri(s)]

()] ds )
= co{rolt) + Pl (9) = 16) = I8+ (ro(0) + st ()
b [ I + ) = rolo)r(9) = Polrafe)ri (o)
~ lrals)ri ) — R S)rE6) + (o) + Dl ()% ds )

A

Cs(?‘o(f-) +[Alra(8) = ro(e) — NP0 + (ro(®) + [Aslra(8)* = o) = [Aslr (2)

. T

+r3(0) 4 2Dlrolo)ra )+ X PrE) + (olt) + 1Asdra(0) [ (o) + Plra(s))?ds

Por lo tanto, en este caso rovj, riv; € L' y tenemos un sistema de soluciones de la forma

yi(8) = (1+ 0(1))e¥=10) exp ((;1,8) JACCRRYC) d> '

De igual manera se deduce lo mismo si rg, r; son crecientes, ro,r; — 0 cuando t — oo,
ro, ™ € L? v tienen segundas derivadas.

Ejemplos

1. Consideremos la ecuacién
v+ (alt_ﬁ} W+ (1+ apt™)y =0,

. dondo < Bi1,Bp < 1. Aqui, tenemos que A; = i, Ay = —1 son las raices caracteristicas
- de la ec uarlon no perturbada z” + z = 0; ri{t) = ait™™ y ro(t) = apt™. Luego,
tenemos que rg es creciente si apg < 0 y decreciente si ag > 0 y lo mismo para rq, es
decir, r; es creciente si @y < 0y decreciente si oy > 0. Ademas, rp,r; — 0 cuando £ —
00, ro,r1 € L? y tienen segundas derivadas. Por lo tanto, se verifican las condiciones
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del teorema 10 v asi, existe un sistema fundamental de soluciones y;, j = 1,2 tales
que

) St
y(t) = (1+ o(l))e'“"to) exp (% [ {aos*ﬁ‘) -+ ia;s‘ﬁ‘] ds)
Jtg

_ t
y2(t) = (1 + o(l))cﬂu_t“) exp (212‘/ [Q‘DS—‘BD + (—i)als"ﬁ‘] ds) ;
t

0

2. Otro ejemplo que podemos considerar es la ecuacion

logt logt
" =) ! =] -
Y (Q—ﬁ—tﬂl )y+(2+ t%)y—o.

Aqui tenemos que la ecuacién no perturbada es ' — 22" 4 22 = 0, que tiene raices
caracteristicas Ay = Ay = 1 + i. Ademds, r;(t) = logt/t*, j = 0,1. Claramente, ro y
r1 son funciones decrecientes, rg,r; — 0 cunando t = 00 y 1o, 11 € I? s ]5 < o, <
1. Entonces se tiene un conjunto fundamental de soluciones y;, 7 = 1,2 de la forma

. r t D"_' S
yi(t) = (1+o(1 e(1+iE=to} oxp i g + (141 log s ds
2/ s 1

= 0

; y L l " 5 5
2 (8) = (1 + o(1))e@=D(t=t0) expy (_1/ [D%*Hl_i)loﬁ] dS)_
to 5 s



Capitulo 3

Ecuacion de orden 3

3.1 Introduccion

En este capitulo veremos los resultados obtenidos para la ecuacién de orden 3. Estos se
obtienen de dos maneras, la primera es con un cambio de variables que reduce el orden y
la otra es llevar la ecuacién a sistemas y usar la teorfa presentada en el capitulo 1. En el
primmer caso necesitamos estudiar una ecuacién de tipo Riccati. Asumiremos que las raices
caracteristicas de la ecuacién no perturbada son distintas. Se tienen tres casos que son:
todas las raices caracteristicas tienen parte real distinta, dos raices tienen parte real igual
vy todas las raices tienen parte real igual. Sin embargo, estudiaremos el primer caso: todas
las raices tienen parte real distinta.

3.2 Preliminares
Consideremos la ecuacidén de orden 3
@) 4 aoz” + a1z’ + agz = 0, (3.1)

donde a; € R, 1 = 0,1,2. Diremos que el polinomio P(A) = A3 + a3A? + a3 A + ag es el
polinomio caracteristico de la ecuacién (3.1). Si A;, 4 = 1, 2, 3 son las raices de P entonces
diremos que A;, # = 1, 2, 3 son raices carateristicas de la ecuacién (3.1).

Tomemos ahora una perturbacién de esta ecuacién

v+ (ag + 2 ()Y + (a1 + 1 (8)y + (a0 + ro(t))y = 0, (3-2)

donde rg, 71 y 9 son funciones definidas en un intervalo de la forma [tg, 00), para algin
tg € R y localmente integrables.

Lema 12. Consideremos la ecuacion (3.2) y supongamos que las raices caracteristicas, A;,
i =1,2,3, de (1) son distintas. Entonces se tiene un conjunto de soluciones de la forma

gl = exp([t[)\,: + % ()] d.a-), i=1,2,3 (3.3)

0
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donde z;, 1 = 1, 2, 3 satisfacen respectivamente las ecuaciones

2 4 (BN 4 az) 2l + (3A? + 2a5); + a1)zi + ro(t) + Airi () + A2ra(t)
+ (2A;ra(t) + () 2 + r2(t) 2 + 3zizl + (BAi + ag +ra(t)) 2} + 27 = 0.
(3.4)

Demostracién: La demostracién consiste en verificar que y;, ¢ = 1, 2, 3 satisfacen la

ecuacién (3.2), pongamos
t
fi{)= exp(/ A+ z(s)] ds)
to

para simplificar la notacién, donde A es una raiz caracteristica de (3.1), luego

v(t) = exp( JaS=t) ds) (A4 2(8)) = y(O) (0 + 2(8)

y"(t) = y(t) (A + 2()* + y(£) 2 (1)
y () = y(t) (A + 2(6)® + 3y(t) (A + 2(£))2' (1) + y (1) 2" (),

entonces

y® + (a2 + r2)y" + (@1 + 1)y’ + (a0 + o)y = y(A + 2)° + 3y(A + 2)' +y=" + (a0 + o)y
+ (a1 + r)y(A+ 2) + (az + r2)[y(A + 2)* + y2]
=y[(A+2)° +3(A+2)2' + 2"
+ (a2 +r2)[(A+2)" + 2T+ (@ + 1) (A + 2)
+ (ao + o))

Por otro lado, tenemos

A +2?+3(A+2)2" + 2" + (az + r2)[(A+ 2)° + 2T+ (a1 + r1) (A + 2) + (a0 + 70) =
AP 3M22 43022 + 2% + 302 + 322" + 2" + agA? + 2a30z + 6y 2?
i 4 2ryAz r232 a2+ g Ataiztrm At riztas+ro=
24 (BA+ a2) 2 + (3A% + 2a2) + a1)z + ro + Arp 4+ Ay 4 (2hry + 1)z
+r27' 4+ 322"+ (3A+ ag + r2)2* + 27 = 0.

Por lo tanto, y es solucién de (3.2). Como las raices caracteristicas son distintas tenemos
tres ecuaciones para z, dependiendo de A; luego, tres soluciones z;, para i =1,2,3. O

Este lema presenta de otra forma el cambio de variables z = 3;—’ — A, cuando las raices
caracteristicas de (3.1) son distintas.

Ahora estudiaremos la ecuacién (3.4) para conocer el comportamiento asintético de las
soluciones de la ecuacién (3.2). De hecho, conociendo soluciones de (3.4) parai=1,2, 3 se
obtienen soluciones para la ecuacién (3.2). Para esto debemos conocer como se comporta
la parte lineal no perturbada de la ecuacién (3.4), es decir, conocer las raices caracteristicas
de la ecuacién

2+ (3 + az)z + (3)\2 + 2a2A + aq)z = 0.
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Lema 13. i las raices de P, \;, i = 1,2, 3 son distintas, entonces A; — A;, 1 # J satisfacen
la ecuacion
A2 (3 4 ag) A+ 3X + 2a2) + a; = 0.

Demostracién: Basta verificar que satisfacen la ecuacién, luego
(== /\,‘)2 + (3A; + az)(A; — Ai) + 3)\? 4+ 2a9A; + a1 =
A2 2XAg 4 AT BAA; — 3AT 4 azd; — apdi 3N 4 2000 + g =
)\? + XA+ ,\? + a9+ a2A; + a,
pero si 4 # j entonces A; — A; # 0,
AP azA? +a1di+ag=0
v
)\? + a:-z/\? +a1A;+ag =0,

luego, restando esta ecuaciones y dividiendo por A; — A; # 0 se obtiene que

)\? + AiAj + )\;-2 +aA; + agAi +a; = 0.

3.3 Ecuacidén tipo Riccati

Aquf estudiaremos una ecuacién de tipo Riccati. Ademds, ocuparemos algunos resulta-
dos ya expuestos en los capitulos anteriores.

Consideremos la ecuacion diferencial " + biz’ + boz = 0. Sea Q(A) = A% + by A + bgA
el polinomio caracterfstico de esta ecuacién y i, ¢ = 1,2 las raices de Q,con v # V2 ¥
Rev; # 0, ¢ = 1,2. Definimos la funcién g como

{6—01(5—5) - 8702(3—3] sit > s

glt,s) =
9(t9) 0 sit<s

cuando Rey1,Reyy < 0, 11 = —qq ¥ 12 = —aa,

emalt=s) sit>s
g(t,s) = ent=s) st <s

cuando Rey; < 0, v1=—a3, Rey2 > 0, ¥

e sit > s
g( 1“’) - e-yz(t—é’) _ e'h(t—s) sit<s

cuando Re vy, Revy; > 0. Diremos que ¢ es la funcién de Green de esta ecuacion.

En estricto rigor, la funcién de Green deberfa contener un factor 1/(y; — Y2); pero se
puede omitir ya que lo podemos eliminar con un cambio de variables.

Notemos que para la funcién de Green tenemos 3 casos. Veremos un resultado para la
ecuacién tipo Riccati que considera los tres casos juntos. Sin embargo, se mencionardn los
distintos casos cuando corresponda.
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Lema 14. Dados k1, ky > 0 ezisten constantes M, kq, ky y kg > 0 que satisfacen
ko4 Mky + M?(ky + kg) + M3ky = M,  ky+ 2M (k1 + kg) + 3M %k, < 1.
Demostracién: Escogemos M tal que 0 < 1 — 2k M — 3koM?, es decir, M que satisface

—21’%‘] —+ \/4.’\7% + 12]&2

0< M < 6%

Luego, escogemos ki, y ks tal que kp 4+ 2keM < 1 —2kiM — 3koM?, y podemos ya que
primero tomamos 0 < ky < 1 — 2k M — 3k, M? v luego

1
0< k< —(1—2ki M — 3kaM? — k).
f 2M( 1 2 b)

Asi, se satisface la desigualdad. Teniendo M, ky y k¢ fijos, ks se encuentra de la relacién
ko =M — kyM — M*(ky + ky) — ko M3,
y ko > 0, pues
M(ky + kyg) + 2k M? < 1 — ky — M(ky + ky) — koM
a

Este lema asegura las existencia de las constantes M, k4, ky ¥ ks, que se ocupardn en
el siguiente resultado.

Lema 15. Consideremos la ecuacion diferencial escalar
2" b2+ boz = a(t) + b(t)z + c(t)2' + 122" + (e + F(t)) 22 + e32°. (3.5)

donde b; y ¢j, 1 = 1,2, j = 1,2,3 son constantes; a, b, ¢ y f estdn definidas en [0,00).
Sean 1, 4, las raices del polinomio Q(A\) = A% + by A + bo; v supongamos que v1 # 72,
Re vy, Revy; # 0, G(a), L(b), L(¢) y L(f) — 0, cuando t — oo, donde

[ otsras+| [T X
to

3{ s)r(s)ds
coyo = [ (a9l +|3

) el ds,

con g la funcion de Green de la ecuacion " +bjz’ + bgx = 0. Entonces eziste una solucion
de la ecuacion (3.5), digamos z, tal que z,z' — 0, cuando t — oo.

G(r)(t) =

to

(“)

Demostracién: Sin perdida de generalidad, supongamos que ¢; > 0,1 =1,2,3y v; € R,
1 =1,2.
Sabemos que la ecuacién (3.5) es equivalente a la ecuacién integral

z(t) =/m9(t,b") [a(s) + b(s)2(s) + ¢()2/(s) + e12(5)2'(5) + (e2 + f(5))2%(5) + e32°(5)] ds,

to



CAPITULO 3. ECUACION DE ORDEN 3 61

por variacién de pardmetros. Ademds, notemos que para todo £ > #g

L) € — + 42,

=l el

va que en el primer caso (Re+;, Revy, < 0) tenemos

e = [ (ot |+|8 9]) as

0

i
= [ (‘8_0’1(5—3) _ C—cvz(i—s}‘ Ja |a,2€-o:2(t—s) _ ﬂlﬂ_al(t_s)D ds
Jig

4
<f (6_01“_5) +€—n;{t—s)+a2€—ag{t—s)+ale—al{t—s)) g
t

0

1 1
B momrtiEyne O

q (a5}
y para los otros casos se deduce de manera aniloga.
Consideremos el siguiente espacio

Ci[to, o0) = {2 : [to, 20) = C| 2, 2’ son continuas y 2,2’ — 0, cuando t — oo},

que denotaremos por Cj para simplificar. Observemos que Cl es un espacio de Banach con
la norma

Iz[] = sup{|z(t)| + [="(t)] | t € [to, 00)}-
Entonces definamos el operador T' como
Tz(t) —[mg(t 5)[a(s) +b(s)2(s) +c(8)2'(s) + 12(5)2'(8) + (ca + £(5))2°(s) + e32°(s)] ds,

luego, tenemos que T : C} —= C} (ya que £(r) — 0 cuando t — oo, si r € C§, por el lema 2),
v buscaremos un punto fijo de T en algin conjunto invariante. Notemos que

o8]

(Tz)'(¢) = %( t,s)[a(s)+b(s)2(s)+c(5) 7 (5)+e12(s)2 (8)+(catf(5)) 2° (5) +e32’ ()] ds.

Jig

Escojamos M, kq, ky ¥ ky como en el lema anterior, con

1 1 1
ki = (c1 + c2) (—+ +2) y ka=c3 (T‘“-%- +2)
vl |2l vl |el

v to tal que |G(a)(#)| < ka, L(B)(t) + L(c)(t) < kp ¥ L(f)(t) < ks para todo t > tg. Sean
B=B[0,M]y:= E B entonces para t > tg

/ :° g(t, s)als) ds
+ [Tl e+ )0 + 075 ds
[ st saras) + [ ot 1106)
+ [Tlot (e + £l

)
Jig

T=(t)] <

+f o(t, 9)I[b(s) 2(5) + e(8)2'(5) + er2(s)2'(5)| ds
to

%

()| + le()1'(s)] + elz(s)]12'(s)]] ds

z(s)[*] ds
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Ooa (o]
@rors| [~ Paaa+ [ |50 B+ + aso @] s

to

+‘[t:°[";t(f )

—(t, s S —(t
% (¢, s)a(s) ds +/:0 Bt( , S

Jig

fi
0

T2(t)] + |(T2)'(2)] < L(a)(t) + MILB)(E) + L) ()] + ca MPL(L) () + e MPL(1)(2)
+ M2L(f)(t) + esMPL(1)(2)

|(c2 + F(5))22(s) + c32°(s)| ds

[[6(s)]1=(s)| + le(s)]12"(s)]] ds

~—

IA

49

5t [el2()]12/(8)] + (e2 + 1 F () 12(5)1* + ealz(s)[] ds,

t,s)

Con esto tenemos,
IT2(8)] + |(T2) (t)] < ka + Mky + kM2 + Mk + ks MP.
Asi, |Tz|| € M. Por lo tanto, Tz € B.
Sean zi, 22 € B, entonces

Tz () - Toalt) = [ ™ g0t 9) [b(s) (21 () — 22(5)) + c(5) (Z4(5) = #(s)) + e1(z1 ()5 (5)

— 2(5)2 () + (e2 + () (21 (s) = 23 (5)) + eal21(s) — 23(5))] ds

Luego, para t > tp se tiene

T2 (1) T~z?‘)l<f 0t N [B(|1(5) = z2(8)] + 1e(3)124(5) — #(5)]
(o4 () - () L)+ (cz + £ ()12 () — ()

Como
21 (1) 21 (1) — 22(H)25(t) = 21 (8) (21 (1) — 23(8)) + 22(8) (21(8) — 22(t)),

() — 23 (t) = (21(t) — 22() (21(t) + 22(2)),
2 (t) — 23(t) = (21 () — z2(8)) (7 (t) + 21 (£)z2(t) + 22 (1))
|z1(2) + za(t)] < 2M

y

|21 () + z(t)] € 2M,
tellqtrios

T z1(t) — Tz2(2)] <<[OO lg(t, s)|[|o(s)] + le(s)] ds+2€1M[m lg(t,s)|ds

+°Mf 1966, )l [ez + | £(s n]arwacmf |Jts|ds)nmzn
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Analogamente para (T'z)' tenemos

(Tz1)'(t) — (Tz2)' (1) = 5 (8:9) [2(5) (21(5) = 22(5)) + e(5) (71 (5) = 22 (9))

Luego, para t > ¢ se tiene

[(Tz1)'(t) = (T22)'(t)] < /loo %(f,s) [B(s)IIz1(s) — z2(s)| + le(s)||21 (s) = 23(s)[] do
—}-/tw %g(t,s} [erlz1(s)z1(s) = z2(s)25(s)]

+ (2 + £ ()1 (s) = 3 ()] + eal2i(s) — 23(s)|] ds

oo ag . 00 @ )
g(f 20 )|l + e s+ 211 [ 5209 s
9y
+2M E(tas) (e +1f(s)]) ds
to
5 [ |0g
—|—3_M2/ —(t, & ds)z—z- .
oM™ | 5 (1 8) |21 — 2|

Asl,

Tz () — Tza ()] + [(T21)'(8) — (T22)' (8)] S[L()(E) + L{)(t) + 2M (e1 + e2) £(1) (2)
+ 2ML(f)(t) + 3esM2L(1) ()] {21 — 22!
< [ko + 2M (k1 + kg) + 3kaM?][| 21 — 2],

pero ky + 2M (ky + kg) + 3k, M? < 1.

Con esto tenemos ||Tz; — Tz < U"b +2M (k1 + ky) + SkgMZJ ||z1 — 22]|. Por lo tanto,
tenemos que T es un operador contractivo de B en B, y como B es completo existe un
nico z € B C C} tal que, Tz = z. Asi, tenemos una solucién, digamos 2, de la ecuacion
(3.5) tal que 2,2’ — 0 cuando t — co. O

Observemos que si a, b, ¢, f — 0 cuando t — oo entonces se satisfacen las condiciones
de este lema, usando el lema 2, y ademds z” — 0 cuando t = co. De la misma manera, se
cumplen las hipdtesis de este lema si a,b, ¢, f € LP (por el lema 2). Por lo tanto, se pueden
mezclar estas hipétesis, es decir, podemos tomar a,c — 0 cuando t — oo y b, f € L, por
ejemplo.

Ya sabemos que existe una solucion de (3.5), digamos z, tal que z, 2’ — 0 cuando t = co.
Ahora podemos precisar el comportamiento de esta solucion, dependiendo de las condicion
sobre v;, i = 1,2; tenemos tres casos, y para cada uno de ellos un resultado.

Corolario 4. Consideremos la ecuacién (3.5), las hipdtesis y conclusiones de la demostracion
del lema 15. Supongamos ademds que Reyy, Reyy < 0, v1 = —ay, 72 = —a, dado

o
Y

0 <
<5_2
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donde a = min{Re ay,Re az}, y K tal que

. a—-fB—(ctez+ MM
0< K <
(a—-B(1+a+B+ M)

se satisface que
t
/ e~ (@=AN=2)|p(s5)| ds < K
to
para todo t > to; y que para ¢ y f se satisface la misma desigualdad. Entonces z la solucion
de (3.5) dada por el lema 15 satisface

(1), Z(t) =0 (/;:e‘ﬁ(t_s]!a(s}l ds) .

Demostracién: Sin perdida de generalidad, supongamos que ¢; > 0,1 =1,2,3,71,72 € R.
Sabemos que existe una solucién de (3.5) que satisface la ecuacion

z(t) = foo g(t,s)[a(s) + b(s)2(s) + c(8)2'(5) + €12(8)2'(8) + (c2 + f(5)) 2% (5) + €3z’ (s)] ds

to

v ||z|]] £ M. En este caso

C—a;(f—s) _ Ej‘ﬂii[f_s) sit > s
g(t,s) = <

sit<s'

luego, la ecuacion que satisface z es

#if) = /.(f"” (t=2) _ ct_“2(t_s)) [a(s) + b(s)z(s) + c(8)2'(5) + c12(8)2' (5) + (c2 + f(s))zz(c:)

to

+ e32°(s)] ds.

Tomemos la sucesién dada por 2o = 0y 2,41 = Tz, para n > 0, donde T es el operador
definido en la demostracién del lema 15. Sabemos que z,, — z cuando n — 0o, ya que T es
contractivo. Observemos que la condicidn sobre b equivale a que se satisfaga

t
f ele=B)s|p(s)| ds < Kela—Pt
£
para todo ¢ > fg, y se tiene lo mismo para cy f.

Ahora probaremos por induccién que para todo t > g

t
lzn (B < N Ekﬁ(tms)la(s)i ds

to

t

|z, (1) < (e +az)Nf e~B=9) 45| ds,

to
para todo n € N, con

;
N>24+KN(1+ar+az+ M)+ M(c) + c2 + czM)

o .
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Para n = 0,1 claramente es cierto. Supongamos que es cierto para n = k, y veamos que
sucede para n = k + 1, entonces

lzk41 (£)] < / (e (=) - emalt=9)) Tla(s) | + [b(s)| 2 (s)] + le(s)] 12k ()] + calz(s)] |2k (s)]

Jto

+ (e2 + | F(9)]) |z (s)|* + calzs(s)’] ds

s[ <=9 (o) + NI I[ ")ldr

+ (a1 + a2)Nle(s)] | e— *la(r)|dr + s MN [ e P6"Da(r)|dr

Vo

+ (g + f(s) MN/ (=7a(7)| dr + csM? N [ e P=7)|q(r)|dT| ds,

tg

pero

t
/ gt 3)\11 )\ (e—7 Ia{ ) drds =™ f / a~fi)s ﬁf| (T)||b(s)| dr ds
t to /1o

h - /[ 1287 a(7) [b(s)] dr ds

i 4 /tn ﬁwa(r)[/ ela=P2|b(s)| ds dr

T

¢
i I{e_“t] eﬁr|a{r)|e(“_ﬁ)t dr

to

t
:K/ e A=) q(s)| ds;
to

y para ¢y f tenemos la misma desigualdad; ademas

t 5 t ¢
/ 6‘“(‘—3)/ e_ﬂ(s“r”a(r)ld‘rds:cﬂ"t'/ eﬁﬂa(‘r][ ela=8)s go dr
Jig ty to Jr

e—at

a— g,
1 ‘_ﬁ
_ n-—f?/zoe a(s)| ds.

() el dr

Luego,

s . N
|zr41(8)] < (2 + KN+ (o + ) KN + M(cy + Cg) y

N
+KMN+M‘(:3 6)/ =B |0 (s)| ds

<N ft: (t=3) [q(s)

ds.
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Y ahora para la derivada tenemos

t
|21 (B)] < f (aze2 =) 4 ayem (=) [Ja(s)] + [b(s)] |2i(s)] + [e(5)] 12k ()]

to

+ ez (8)| |z ()] + (e2 + [£(8)])]2 k(5)[? + cslzs(s)*] ds

< (e [ et @+ N [P Natrldr el + o + eallts)

to

+qM+@+U@MLHmFﬂm
Luego,
2501 ()] € (1 + @2) (2 + KN(1+ oy +az+ M)

N
+ M(ci + ez + c3M) —B)] A=) a(s)| ds
t
< (o 4+ ag) N e~At=2)|a(s)| ds.
to
Por otro lado,

v 2o~ )
“a-B-K(a—pB)(1+ o+ az+ M) — M(cy + cz) — M?c3

y se tiene que

Na— 8- K(a-B)(1+ a1+ az+ M) - M(er +¢2) — M?c3] > 2(a—B)

1 1
N(l—ff(l+(¥1-|-O£2+M)—M(C]_+C-2)a_..—MZC:_:, )22

N =] I{N — ((1'1 + Oé'z)I\'_N — A’I(Cl + Cg)

-
2+ KN + (a1 + ag) KN + M(er + ) — —5+t KMN + M?c3—

D
'U.:

Notemos que N > 0, ya que

a—pB—(ci+cy+esM)M
(= B)1+ o +oay+ M)

K<

Ademds, tenemos que

’ a1 vy vy 1 2
x—0> =2 = - M 2M (c . M
‘ﬂ )d_g _2N1+a2+2a1a2>2(3c3 -+ I((‘1+C2))>(Cl+(22+03 )M

usando la desigualdad que define a M en el lema 14 tomando

ki = (o1 4c2) (]_;|+m+) y ky=cs (]’;]-{—ﬁ_y‘))
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y con esto K > 0. Asi, para todo n € Ny t > to tenemos que

t
ds y 1740 < (0 +a)N [ e als)]ds,

to

2t <N f e==9]a(s)

entonces podemos decir que

O] < N [tc—ﬁ“—s’la(s)ws v 171 < (@ +a2)N /te'ﬂ“—s)m(snrzs.

Luego,

2(t) =0 ([ c—ﬁ(t")[a(s)ms) vy Z(t)=0 ([ e~ Pt=9)a(s)] ds) .

Ahorasi Revq, Reyz > Oenla ecuacién (3.5) tenemos un resultado andlogo al anterior.

O

Corolario 5. Consideremos la ecuacion (3.5), las hipdtesis y conclusiones de la demosiracion
del lema 15. Supongamos ademds que Re 71, Re -y, > 0, dado

(43
O<ﬁ§§1

donde o = min{Rey1,Rer2} y K tal que

a — ﬁ — (C; + ¢ + Cgl\/I)ﬂ/I
(a—ﬁ)(l+(¥+[ﬂ+M)

0< K <

se satisface que
o0
f ela=A)t=s)|p(s)| ds < K
t

para todo t > to; y que para ¢y f se satisface la misma desigualdad. Entonces z la solucidn
de (3.5) dada por el lema 15 satisface

z(t), Z'(t) =0 (/;00 =) |a(s)| ds) ;

La demostracién de este resultado es andloga a la de el corolario anterior. El ditimo
caso que vamos a cubrir de la ecuacion (3.5) es cuando Revy; <0y Rey2 > 0

Corolario 6. Consideremos la ecuacion (3.5), las hipdtesis y conclusiones de la demostracion
del lema 15. Supongamos ademds que Revy; < 0, 1= —a1, Rey2 >0 dado
«
0<pB< _2_1
donde a = min{Reay,Rey2} y K >0 tal que

a? — B% — (c1+ ¢+ caM)(3a = B)M
3(a? - B2)(1+a+ B+ M) ’

0< K <
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con M satisfaciendo
3o

ﬂ/f((:-} + C2+ C';M) < I‘O',

se satisfoce

t
f e~ (=A=2)p(s)| ds < K,

to
/ ela=B)(t=3)p(5)| ds < K
t

para todo t > to; y que para ¢ y f se satisface lo misma desigualdad. Entonces z la solucion
de (3.5) dada por el lema 15 satisface que

| 0, 76 =0 ([ ste 9latolas),

donde

(1t e=BU=8) gt >
D 5] = 5
ol 5) eBli=8) it <s

Demostracién: Sin perdida de generalidad, supongamos que ¢; > 0,t=1,2,3, 71,72 € R.
Sabemos que existe una solucion de (3.5) que satisface la ecuacion

o = /f ot 5) [a(5) + b(s) () + c(8)2'(5) + c12(5)2(5) + (2 + F(6)22(5) + caz®(5)] ds

v ||z]] € M. En este caso

e~oilt=3) it >
gt 8) = emalt=s) it <’

luego, la ecuacién que satisface z es

¢
1l = / em =50 [a(s) 4 b(s)z(s) + es)2'(s) + c12(s)2'(s) + (ea + F(5))2%(s) + caz®(s)] ds

+ /L"O e (=) [a(s) -+ b(s)2(s) + ¢(5)2'(s) + c12(5)7' (s) + (2 + f(5))2*(5)
+ ¢32°(s)] ds,

Tomemos la sucesién dada por zo = 0y 2441 = Tz, para n > 0, donde T es el operador
definido en la demostracién de lema 15. Sabemos que z,, — z cuando n — oo, ya que T es
contractivo. Observemos que la condicidn sobre b equivale a que se satisfaga

t ,
/ el B)|p(s)| ds < Kela—Bt

ta

[ e~ (a=)s|p(s)| ds < Ke~ (0P
Ji

para todo t > tp, ¥ se tiene lo mismo para ¢y f. Ademds, notemos que

H i
/ o~ (@) (=9 b 5)| ds 5/ e~ (@ =B)E=9)p(5)| ds < K
to

to
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!

/ B elatB)t=9)p ()| ds < / 7 la=B)(t=3) |b(s)| ds < K
t t

puesto que 8 < a/2 < o — B < a < v+ . Asi, concluimos que

t
/ (@+B)s|p(s)| ds < KelotAlt
to

/ e~ (0488 |p(s5)| ds < Ke(o+B)
t

para todo ¢ > tg, v se tiene lo mismo paracy f.
Ahora probaremos por induccién que para todo £ > ¢y

I%WSN(E%mﬂmmm)

m¢mﬂmwnm),

to

37
|z, ()] < (o1 +72) N (

para todo n € N, con
N{a? = g2 = 3K (a* - B (1+ a1 + 72+ M) — M(c1 + e+ c3M) (3 — f)) > o — 57

Para n = 0, 1 claramente es cierto. Supongamos que es cierto para n = k, y veamos que
sucede para n = &k + 1 entonces

VMJW|SlmJ@S[W(N+W()RMﬂ ()] 24(5)] + erlze(s)] 12()
+ (e2 + | F()) () ()] ds

< [Tt 9 fat 1+N[ 85, 7)a(r)] dr {15(s)] + (o1 + e2)le(s)|
+ e M+ (2 +f{s))ﬂ/I+C3M2}] ds
S/to“e_aums) [M(S)Hlvft:o lovlalr)] dr ([bls)] & (on Los)lels)

+ 1M+ (co + f(8))M + csM?} | ds

# [T e a4 [ ol ar () + o1+ ale(s)

Jig
.

+ ey M+ (ep + f(8))M + caM?} ds
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pero

[f i) | qber)la )]drds:ftc"‘(“sﬂb(s)l " 8= |q(r)| dr ds

4 ft e at=3)b(s)| / Ble="|a(r)| dr ds,

para el primer término ya tenemos una desigualdad y para el segundo tenemos

/ = [ ﬁ‘”'“)‘dqu"c“‘[f le+8)7¢=87|a(7)|b(5)] dr ds
_o [ [ e atr o do

-{—e“'tf / olatB)s =BT\ q(7)||b(s)| ds dT
:e*“tf ¢ o gl (“+3)51b(5)1d3dr
+e™™ [Ooe'ﬁ’\a( ) “+f”slb( )| dsdr
t

t
<™ f e—ﬁf|a(r)|ﬁ'c(°+ﬁ)f dr
to

-1—6'“‘[ e'ﬁ"la(r)H{e(“*‘ﬁ)th
t

t o0
_x [ et a(mldr+ K [ oo i
to t

Asi, tenemos que
t 00 t o0

/ cﬁ“(t"ﬂ)\b(s)\f <b(s,r)|a(1‘)|drds < K[ e'ﬁ("_s)]u(s)lds+1{] (,b(t‘s)la,(s)lds.
tp t to to

Q

Anslogamente, tenemos que

[me““-ﬁ’lb(snf(b(m)la(rndrds=[ =9 (s if B(s=)|a(r)| dr ds

+ f =) b(s)| f ¢A=a(r)| dr ds,

t
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v nuevamente tenemos

[T et [ e Peardrds = e ff (@48 87|41 |b(s)] dr ds
Jt to

- M/aoj ~(atB)s BT | o (1) ||b(s) | ds dr
et ] / ~(0 )1 687 |a(7) | |b(s)| ds dr
:c“*f e?Tla(r {f —(@tB)s|p(s)| ds dr

+ e“ff eﬁf|a(,-}|/ e~ (@tB)s|p(s)| ds dr
2 T
£ e“t/teﬁﬂa(fﬂ Ke~(@t8)t gr
ta
+ e foo eP7|a(r)| Ke~ (@A) dr
t
= ft e P="la(r)| dr + K[B e*=a(r)| dr.
to
Asi, concluimos que

[ et [ ot matrilards <5 [ Aot ds 1 [ ote ot

Y para c y f tenemos la misma desigualdad. Ademads,

t o0 t oo
fe"“(t_s)/ eﬁ["’"'r)|a(r)|d1'ds:e'“tf[ e(aJ”ﬂ)se”ﬂfLa(T)ldes
) 5 to 5
i T
= cm/ -/ fj(“+ﬁ}sc_ﬁf|a(r)|dsd‘r
to
_—m/ / (a+3)s -,B'rla( )ldeT
to

:c-af/ —AT\a(r )1[ elotBs g dr
to to
(=] t
-{-c_“t/ e*ﬁfla(r)] elath)s go dr
t to

t (a+8)T
< e““‘/ e PTlalr ¢ dr
<o [ S5

pent [T et S d
e t a(r Py T

- aiﬁ (/i e“(tr)la(T}IdT-i-];w eﬁ(‘-fﬂa{r)idr),
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y analogamente
e.¢} 8 o0 S
f c“(i_s)/ e~ B6=|a(7)| dr ds = c“t/ j e~ a5 BT g (1) | dT ds
i to to
= ai[ ] —(a+B)s¢ ’Bf\a( Y dsdr

[ / —(a+P)s BT \g(7)| ds dT

= e“f’f e\ a(r) |/ e (@+B)s dsdr
to
+e“‘f eﬂfla(r)I/ e~ ()8 dsdr
t JT

E'—(a'h(j)t

t
2 g [ eArla(T dr
< [ el g
C—(CY'Jr,ﬁ}T

o]
+€at./; E'BTlCL(T)I—E—_*_—E"dT

e et (f e P \a(r)| dr + /-oo e(t="a(r)] d‘]’) )

ﬂ+ﬁ to

Por lo tanto,

2 1
) < (1 +3KN + (o +72)3KN + MN (e + ¢2) (m e — ﬁ)

|2k

+3KMN +c3M3N( iﬁ e 5)) : b(t, 5)la(s)| ds
sN[jMnMMﬂM&
Y ahora para la derivada tenemos que
%ﬂ:#] el [a(s) 4 () =(8) <) (8) + a2(8)7'(5) + (e SN
dw+£m7 (=9 [a(s) + b(5) (5) + () (8) + €12(9)'(5)

+C‘34 [
4 (cp + F(8)F(5) + a2’ (9)] ds,
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[ (1)) < /n»‘f) [la(s)! + 15(s)] 2 ()] + ()] 24(3)] + el ()] 124(5)]
¥ (e LF) () P+ eslzx()F] ds
[ 0 ()] 1006) 21(6)| + o) 1408 + x5 1)
T (2 + DIl P + slza(s)]] ds

<o [ )l + 8 [ s, la(r)l 7 ()1 + (o + 7)1
+ e M+ (c2+ f(s))M + c;z,Mz)} ds
b [ e a4 [ glo,lalr) dr (D)1 + (o 7))
+ et M + (cp + f(s)) M + c.-p,M?)} ds

Luego,

. — 2 1
|21 (0] < (a1 +72) (1+ 3K N + (a1 + 72)3KN + MN (c1 + ¢2) (a iy +t oo ,8>

: 2 1 o
{ s M2 N b(t, s .
+3KMN + e3M*N ( y: ﬂ))/tg &(t, s)|a(s)| ds
< (a1 +7)N [ ¢(t, s)lals)| ds.
Jtg

Por otro lado,
N(o? — 8% —3K(a® — B3 (1 + a1 + 72 + M) — M(ci + 2 + sM) (3a — B)) > o® — 32

v se tlene que

v
—

2 1
N (1 —3K(1+ ) +v2+ M) —Mcr + c2+ csM) (m—(— a—ﬁ))

IV
=

2 1
N-3KN(1+ o + 72 + M) — MN{c;+c2 + c3M) (—ﬂ—:{-_—ﬁ—l'— oo )

5 1
14+ 3KN(1+ a1 +v2 + M) + MN(e1 + ¢ + c3M) <Q+/3 a—ﬁ)

N.

A

Notemos que N > 0 ya que

Gdz o ‘82 = (Cl + c2 + C3A/I)(3(1 - ﬁ)ﬂﬁr
3(a - Y (1+a+ 8+ M)

K<

l

ademds, tenemos que

(a=B)a+p8) > (cn+ea+esM)(3a— )M
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puesto que si 0 < 8 < a/2 entonces

a? - 5% 3«
>___ ’ .
e w10>(61+C2+C3M)M,

y con esto K > 0. Asi, para todon € Nyt > 3 tenemos que

lzn(t)] < N [tm ¢(t,s)la(s)lds y |zp(t)] < (ea+72)N mfﬁ(f: s)|a(s)| ds,

o to

entonces podemos decir que

lz(B)| < N cmfﬁ(tn'*)lﬂ(»'?) ds y |z < (a+72)N oodﬁ(t,S)Ifb(S)ldS-

Jig to

Luego,

=0 ([ stolalds) v Z0=0([ stolatids).

to to

O

Notemos que la eleccion de § depende de la eleccidon de M. En los corolarios 1y 2, M

satisface
| Rey1 Re v,

| Re 71| + | Rey2| + 2| Rey; Re v

2(c; + )M + 3c3M? <

v en el iltimo corolario
Ja

(1 4+ e+ esM)M < 10
y necesitamos que 0 < f < «/2, para que sea K > 0. Es facil ver que si M satisface la
segunda desigualdad entonces satisface la primera. Ademas, para los casos a,b — 0 cuando
t = o0 6 a,b € LP podemos encontrar ¢y tal que se satisfacen las condiciones que aseguran
la existencia de z € C} como solucién de (3.5) y que, dependiendo del caso (Re~;, Rey, < 0
6 Rev;,Rey; > 06 Rey; <0y Revyz > 0), se cumplan las desigualdades

/ el =PE=9) p(s)|ds < K

t

t
f e~ (@=B)t=3) ()| ds < K

to

i o0
f e~ (@ A=p(s)|ds< Ky f @ =BNE=3) ()| ds < K
t

to

para todo t > fg; v lo mismo para ¢y f, donde

. a—-fB—(cg+ec+esM)M
0< K < @-B)(1tatBtM
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- - (a+e+taM)(Ba-pM
3a? - B (1+a+p+ M)
El siguiente lema tiene relacién con condiciones integrables y nos presenta un desarrollo
de la solucion de (3.5) como una suma de términos, donde cada término ticne una propiedad
de integrabilidad.

0<K <

Lema 16. Consideremos la ecuacion (3.5) y las hipdtesis del lema 15. Supongamos que
a,b,c, f € LP[tg,0), con p > 1. Entonces z,z" € LP[ty,00), donde z es la solucién que nos
entrega el lema 15. Ademds, si p € (1,2] entonces podemos escribir z como

z(t) = 0(t) + ¥{t),

[e.u]

6(t) = q(t,s)a(s) ds,

to

§ € LP[ty,0) y ¥ € L[tg,0). Y sip € (m,m+ 1] con m € N\ {1}, podemos escribir z de

la siguiente manera
m—1

= Z 9! (t) + I/)m(t)
=1

donde

6 (1) = [ gt s)a(s) ds,  0a(t) = f " g(t, $) [()81(5) (58 () +-c161 ()8, (5)+eab?(s)] ds

to

Bf(t)—f g(t,s)[b( Y611 + c(s)8]_4 ( +c129k $)0)_ i ( 4-@29L )61k (
|44

Zﬁ’k )0i_1-1(8) + c3 Z 9,-{5)93;(.9)9;;(5)] ds,

i+j+k=l
con O, 8, € LP/*[tg,00), k = 1,2,...,m =1 y Py, ¥, € LP/™[tg, 00).

{

Demostracién: Sabemos que si a,b, ¢, f € LP[ty, 00) entonces para todo £ > 0

ﬁl(la[?gu '): Bz(](ll,g, ) S Lp[tl)aoo) ﬂCD[tO,OO)

v lo mismo para b, ¢ y f. Luego, podemos escoger tq de tal forma que se satisfacen las
hipétesis del lema 15 y de los corolarios 1, 2 y 3, asi

3 Z =0 5 K 5| ds
[t), (t) (/to Q’ﬂ(t, e}]a( )l g) )
con ”y = min{|Rey1|,|Rey2|}, 0 < 8 <v/2y

(t.5) e Blt=s) sit>s
ga(t,s) = .
f 0 sit<s
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cuando Rev;,Revy; < 0,

(t,5) = e Blt-9) git>s
A3 = pli-a) i ¢ <s

cuando Revy; < 0, Revyy > 0,

(t, 5) 0 sit> s
18 _— -
96 eBlt-s) sit<s

cuando Re~;,Reyy > 0.
Por otro lado, tenemos que

ftm 95(+, 8)|a(s)| ds € LP[tg, 00).

0

Asi, concluimos que z,z’ € LP[tg,00). Notemos que z y z’ son acotadas, luego z,2’ €
L#[tg, 00) con u > p.

Ahora si p € (1,2] entonces p’ su exponente conjugado pertenece a [2,00), y como
z,2' € LH[tg, 00) con i > p se tiene que z, 2’ € LP'[to, 00). Asi, bz, ¢/, 22/, 2% € L[tg,00) y
usando el hecho que z y 2’ son acotadas se tiene que fz2, 2% € L![tg,0). Luego, concluimos
que

g(t) = /;m g(t,s)a(s)ds

L&

~

delLr

+ /t-m g(t, s) [b(s)z(s) + ¢(8)2'(s) + e12(5)2'(s) + (ca + f(8))Z2(s) + c32°(s)] ds

~ »l

= 0(t) + % (2),

donde

§ € LP[tg,00) y 9 € L[tg, 0).
Para la otra parte, tenemos que si p € (m, m + 1] entonces bz, cz/, zz', 22 € LP/?[ty, o0)
y f22, 28 € LPP[ty, 00). Asi, podemos escribir z como

z(t) = 01(t) + a(t),

donde -
6 (t) = f g(t, s)als) ds,

to

0, € LP[tg,00) ¥ 9y € LP/2[t0,oo). Luego, si m = 2 esta demostrado el resultado.
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Supongamos que m > 2, entonces reemplazando z en la ecuacidén tenemos

2(t) = 61(t) + [ " 9(t,5) [B(8) (B1(5) + P2(s)) + c(5) (8 (5) + i(s)

to

+e1(81(s) + 12(s)) (61(5) + a(s)) + c2(61(s) + w2(s))?] ds
- / g(t,8) [f(5)2%(s) + c32°(s)] ds

tg

= o)+ | " g(t,5) [b(5)82(5) + c(5)01 (5) + 161 ()84 (5) + calf (5)]7] ds

to

+ [00 g(t,5) [b(s)p2(s) + c(s)¥a(s) + erb1 ()3 (s) + €1 (61 (s) + ¥3(s))¥a(s)

+ 2¢26, (8)1h2(8) + cath3 () + F(5)2%(s) + c32°(s)] ds;

tomamos

0a(6) = [ 0(t,5) )81 () + ()81 () + crbu()61(5) + calta ()] s

y 13 como el resto; y tenemos que f; € LP/Z[tU, o), s € L”/3[t0, o0) y podemos escribir z
como

Supongamos que podemos escribir z como

k
2(t) = r(t) + Yrps (B) con @r(t) = Oi(),
=1

donde

b1 (t) = jm i aals)ds, )= / " 0(t, ) [b(5)01 (5)+<()8 ()16 (5)0, (5)-+a62(s)] ds

to to

y paral>2

oo -1 -1
018 = [ 06,9 011 + (1 (5) + 1 30O (9) + 2 3 u(5)hei()
Jtg i=1 1=1

1-2
+f(s) 29;(.9)9;_1_,-(3) +c3 Z Gi(s)ﬂj(s)ﬁn(s)J ds,

=1 i+7+n=l

k<m-1,86,6 ¢ LA ty, 00) ¥ kg, Py € LP/ 1)t o0, Sustituyainos en la ecuacion,



CAPITULO 3. ECUACION DE ORDEN 3 78

luego

() =0, (1) + ] " 06, 9) [0() (0(5) + Pres1 (8)) + €(5) (@ () + Bfpr (5))

ty

+ €1 (0x(8) + Yrrs () (@k(8) + Bhyr (8)) + c2(0x(8) + Yrt1(5))
+ £(5) (pr(5) + Y1 ()% + eslior(s) + Prga(s))’] ds

=6:(t) + foo g(t,5) [b(s)x(s) + e(5)0k(s) + crou(s) i) + calor(s)]* + £ (s)[ox(s)]

to

2

(e o]

+eslor()F1 ds+ [ gt 5) [B(8)rra(s) + c(s) Bl () + C169k() Vs (5)

to

+ c1(h(8) + Phyr (5)) Yht1 (5) + 220k () i1 (5) + calora ()2 + 2£(5)pw (5) a1 (s)
+ £(5) [t ()1 + 3ealon(8)]*rs1(5) + 3ear(s) (Ve (s)) + calthrsr (s))°] ds.

Simplificando la escritura tomamos by + e} + c1oxpk + cat + foi + capy = A, que
es el segundo término, luego tenemos

k
A= (b0 + ct) +c1(2296, Y 99)

I=1 =1 i=1 i+>k+1

k { k-1 1
+ ¢y (229591-1‘4.1 + Z 9{%) + f(ZZ 8:01—ip1 + Z 9:'9;')

i=1 i=1 iti>k+1 =1 i=1 i+7>k+1

3k
+ c3 (Z Z 91'93'9:1)
=3 i+3+n=I
k-2 i+1

= by + b} + c1610] + caf} + <b9[+1 + el F ey 0 _iys
=1 1=1
i+1

+QZ991 z+z+f29 O_it1+c3 Z 9593'91.) + bl + cfy,
i=1 i+74n=I4+2
k—1

+clzeek ,+1+622951. i1+ Y Oibiites Y 6:66n

=1 i=1 i+j+n=k+1

Z 99 + ¢ Z 9{9j+f Z 9,’8_7'—}—03 Z 9,‘9_7'8,1

1.+_1>L+| i+i>k+1 i+ k+1 i+j4n>k+1

492—}-231_,_24—9;_%_1—{—61 D it >, 66+ f > 6if;

1+7>k+1 i+1>k+1 i+3>k+1
+ c3 Z giejans
i+74n>k41

donde tomamos

k—1
9L+1_bt9k+(9k+c1289k ,+1+c2233L_,+1+fZ¢99L,+¢3 Y 68,8,

1=1 =1 i=1 i+j4n=k+1
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Ahora notemos que b6y, ) € LP/(+1) para todo 1 <1 < k, 6:8;_,,,,0:0—;41 € LP/(+D)
para todo 1 < i <Il+4+1lconl <1<k, f8;8_;41 € LP/0+1) para todo 1 < ¢ < I con
1< 1< k-1y0,0;0, € L*/* paratodoi+j+n =lconl<i jn<l-2y3<I<k+1. Para
lo otros términos tenemos que 9593, 0:0; € LP/(:+2) para todo i+ > k+1, f0:6; € Lr/(k+2)
para todoi+j > k+ 1y 8;0,0, € Lr/(k+2) para todo i+ j+n > k+ 1.

Por otro lado, para el tercer término de la sustitucién tenemos que b4, ¥y, ki (s
@qu’bk+1: 1/);\'{-1 d}k+11 ‘Pk"/)kq-ls 1/}£+1 s f@k’d’kJrl 1 fwj%.p] 1 (P.f:’d)k+1) ﬂ'okdj,%.*.] ) T/’}ZH € Lp/(k+2)'

Asi, considerando como 42 la suma de todos los términos que pertenecen a pritesa)
podemos escribir z de la siguiente manera

z(t) = @r(t) + Or1 () + Prs2(2),

donde Bi & LP/i’ 1= 11 21 teel w24 k +1 ¥ ﬂ’k-{-'l € Lp/(k-i—'Z).
De esta manera, iteramos el proceso hasta llegar a £ = m — 1 y obtenemos

m-=

f) = Z 8[ + wm

donde 8, € LP/I, I=12,....m—1y, € Lpim, O

Nota. Usando el resultado anterior observamos que si iteramos una vez mas el proceso, es

decir, reemplazamos
m—1

Z 3! “}’ d’m

en la ecuacién integral, podemos encontrar f,, y 41, donde

m—1

Hm(f.) - /\mg(t,s) [b(S)Hm 1 -|—C( e 1 +C1 Zﬁk m-—L S)—]—cz ZGL(S o k( )
Tto Rt
m=2
f(s) Z Ok (8)0m—1-k(5) + ca Z Gg(s)ﬂj(s)ﬂk(s)] ds,
1+3+k=m

8, € LPI™ y 1 € L. Asi, podemos escribir z de la forma

m

Z(t) = Z H!(t) + T!’m+l (t):
=1
donde

6= [ a(t,als) ds, 0a(e) = [ 9(6,5) (o601 () +el5)04 (5) 101 (564 () et ()] s

Jig to

[es) -1 T=rh
ew):f g(t,s)[ ()01-1 + c()81_1 () + e1 Y Ou()0)_i(5) + c2 Y O (s)O1_k(s)
k=1

to k=1
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-2
+£(s) Zek(ﬁ)gl—l—k(s) +c3 Z 0i(s)0;(s)0k(s) | ds,
k=1 it j+k=I

con 0,0 € P to,00), 1=1,2,...,m ¥ Prms1s Phy1 € Lto, 00).

3.4 Teoremas asintéticos para la ecuacion de orden 3

Aqui veremos los resultados para la ecuacion de orden 3. Consideraremos sélo la
situacién cuando las raices carateristicas de ecuacién no perturbada (3.1) son distintas
y sus partes reales son distintas. Deduciremos los resultados usando la ecuacién de Riccati
escalar mostrada en este capitulo. También aplicaremos los resultados presentados en el
capitulo 1 a la ecuacidén, llevidola previamente a un sistema de ecuaciones diferenciales.

Ahora estamos en condiciones de demostrar una versién generalizada del teorema de
Poincaré para la ecuacién de orden 3. Para eso usaremos los resultados presentados ante-
riormente para la ecuacién de tipo Riccati.

Teorema 11. Consideremos la ecuacion (3.2). Supongamos que

1 RE/\l > Re Ay > Re As, Y1 = Al —Ag, T2 = A —A3 yy3= Aa—A3; donde )\,‘, 1=1,2,3
son las raices caracteristicas de la ecuacion (3.1);

2. Li(rj) = 0 cuando t — oo, para cada 1 =1,2, 7 =0,1,2; donde
t oo
L= [ Nl v L= [ Il
to t
con v = min{Re~;, Rey3}.
Entonces la ecuacion (3.2) tiene un sistema fundamental de soluciones y;, 1 = 1,2, 3, tales

que
H
. St ;
- =), lim vi (1) = )2, (3.6)
t—o0 y;(t)
Demostraciéon: Sabemos que la ecuacion (3.2) tiene un sistema fundamental de soluciones
de la forma (3.3), donde z; satisface la ecuacién (3.4); luego tenemos que

yi(t) = (M + 2i(t))wi(t)
\
y' () = y() (A + 2(8))* + y(t) 2 (t)

entonces si demostramos que para cada 1 = 1,2,3 existe z;, tal que z;, 2! — 0, cuando
t =00, habremos probado el resultado. Ademas, debemos verificar que y;(t) # 0 para todo
t > to, para algin tg € R, y asi,
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Sf
. (t)

A+ o=zt g8t :y-‘-(—.
Usando las hipétesis 1 y 2, tenemos que, para cada ¢ = 1,2,3, se cumplen las condiciones
del lema 15, con

bo — 3)\3 + 2[12/\{ + a1, bl - 3)\: + ag
a(t) = —ro(t) — Niry (1) = Alra(t),  b(t) = —71(t) — 2hira(t),  c{t) = —ra{t),
e1=-3, cz=-(BN\+a) ,ft)=-r(t) vy e3=-1

Las ecuaciones para z; ¢ = 1,2,3 son respectivamente

B ¢
z1(t) = L f (e*"““_s) - e_”(*“s))fl (s,21(s)) ds,
Y1 — Y2 Jig
_1 £ (e ]
e e [ O, )
z2(%) o (/tn e fa(s,z2(5)) ds + ] e fa(s,z2(8)) ds
Y ] o
#35(t) = / (e""‘(t_s) - e”"z“_s))f,g(s, z3(s)) ds,
Y2 — 73 Ji
donde

filt,2) =~ [ro(t)+/\,-r1(t)+/\frz(t)+(r1(t)+2/\,-7-2(t))z+r2(t)z’+3zz’+(3>\{+a2+r2(t))z2+z3}.

Ademds, claramente se tiene que Revy; > Revz y Revys > Re~q, luego v < Rew; para
i = 1,2,3. Verificando las hipotesis para z1, tenemos que claramente las rafces del polinomio

A2 + (3/\1 + [12)/\ + 3,\% + 2a9MA1 + ay

son distintas y con parte real distinta de cero por la hipétesis 1, puesto que las raices de
este polinomio son —vy; ¥ —72; ademds la funcion de Green es

{e'”"“‘” —e—ralt=e) giE> g

‘9 — t,s) = 5
(v2 =) g(t,s) ey

%9 s)a(s) ds

+ 7
Jiy 8t(

luego, tenemos
f g(t,s) a(s)ds

Gla)t) = | |
L"(c“”“{t‘s) - 6_7'7(1_’)](7'0(5) + Arri(s) + Mira(s)) ds

_ L (
l”/l—%![ >

t

/ (e 1278 — 51 =D (rg(5) + Aari (s) + Afra(s)) ds

Jig

1 t o . <

= I — el (/ (e Remlt=s) 4 e=Remli=al) g (s) + Auri(s) + Afra(s)
A\

t
U / (Iyale™ Rem(E=2) o |y fe™ Ren (=) g (s) 4 Arri (s) 4 Afra(s)] d)

to

2 o [ .
i / e” Ren =) (171 2 |ra(5)| + [Aallra(8)] + [ro(s)]) ds
|7] _Tzl tg

MUMV&(H)M + AL (1) (8) + La(ro) (B)]-
71— 72l

+

ds
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Ast, G(a) — 0 cuando t — oo.

Anélogamente,
* dg
ey = [ (lot o)l + |50 9] ) bis)lds
to
- 1 | t(|€-—‘n(i‘8) ]
Y1 = V2| Jio

a0 — 00y 5) + 2Agra o) s

< 2+ ml+ Il
l71 = el
Asi, £(b) — 0 cuando ¢ — oo. De forma mads directa se obtiene que £(c), £L{f) — 0 cuando
t— 00, yaque ¢c= f = ry.

Para zy y 23 se pueden verificar las hipétesis de la misma manera. Asi, existe z; para
cada i = 1,2,3 tales que z;, 2] — 0, cuando t — oo. Como z; esta definida en [tg,00) y
zi(t) € C para todo t > tg, tenemos que y;(t) # 0 para todo t > tp.

Por lo tanto, se ha demostrado el teorema. O

[2[M] L1 (r2) () + L1 (r1)(2)].

Observemos que la condicién sobre rg se puede relajar a G;(rg) — 0 cuando ¢ — oo,
t=1,2 3, donde

(10 = ——(

B |72—'Yl|

/t [6_71 (t—s) _ C—wz(t—s)J f(S) ds
ty

t
¢ / [72)6_72“_3) - ‘716"7‘“’*3)] f(s) ds )

i o0
gz(f)(t)—m[um) / e =) f(s) ds| + (1 +71) f c'”‘*-”f(s)ds};
_ 1 = v3(t=8) _ _v2(t—s)
o=y ([ ) o

_.|_

/ 126779 — ysem(t=9)] f(s) ds

t

)

aplicando el lema 15 a la ecuacién (3.4). Por ejemplo, ry podria ser condicionalmente
integrable.

Notemos que, usando las ecuaciones (3.6) podemos deducir el comportamiento asintético
de y! e y’. Entonces tenemos

vi=ito)y eyl = (A +o(1)w

Este resultado generaliza el teorema de Poincaré, que pide r; — 0 cuando t — oo; ¥y
aqui usamos el hecho que £(r;) — 0 cuando ¢t — oo, es decir, aqui se consideran muchos
mas casos. Una condicién mds general para ry, i = 1,2, 3 puede ser

t+1
- / i e
t—co ¢

Sin embargo, dependiendo del tipo de perturbacién se puede obtener un férmula mejor. De
hecho, para el caso dado por Poincaré tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 12. Consideremos la ecuacidn (3.2). Supongamos que

1. Red; >ReXy > Relds, 1 = A=Az, 2= A1 —A3 ¥ 73 = A2 —Ag; donde A;, 1=1,2,3
son las raices caracteristicas de la ecuacion (3.1);

2. r; = 0 cuando t — oo, para cada t = 1,2,3.

Entonces la ecuacion (3.2) tiene un sistema fundamental de soluciones y;, + = 1,2,3, tales
que sotisfacen (3.6) y mds ain, se tiene que

i yi'(t)
1
t—-yo0 1Y (t

— A%,
yi(t) = (1+ o)M= 1( [T Q=207 [ Fils,zi(s) 1) (3.7)
FEN(H) to
donde N (i) = {1,2,3} \ {1},
filt,z) = — [m(t} + X (8) F AErg () + (ra(2) +2Xir2(8)) 2+ raft) 2 + (3)\i+a2+r2{t))z2+z3],

322l =000), i=1,2,3 con

YA
Fl(t):/ == ro(s) + A () + A2ra(s)] ds,
to

t oo
7 (t) = / e~ =) po (5) + Agri(s) + Aira(s)] ds + f =) |po(s) + Agry(s) 4 Adra(s)| ds
lo

¢
malt) = / (=9 ro(s) + Asr1(s) + Ajra(s)| ds,
t
v =min{Rev,Rey3} v 0 < o < /2.

Demostracién: Sabemos que £;(f) — 0 cuando t — o0, si f — 0 cuando ¢t — oo para
i = 1,2, donde £; son los operadores del teorema 11. Asi, tenemos que se satisfacen las
hipétesis del teorema 11 y luego se tiene la existencia de tres soluciones y;, 1 =1,2,3 que
satisfacen las ecuaciones (3.6). Ademads, tenemos que

yit) = exp (]t:{/\i + zi(s)] d-"')
yi"'(t)

W (Ai + 2i(1)2 4+ 30 + ()2 (E) + 27 (1),

donde z;, 1 = 1, 2, 3 satisfacen

~1 : - -5 = —s
z1(t) = — ’)’z/ (C " (t=s) _ o—72ft ))f1(81 z1(s)) ds,
to

O ( / e £y (5, 25(s)) ds + / et (5, 25(5)) ds)

71t Y3 Vi £
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1

Z3(t) - =S

j;oo(ﬁ‘?s(lwﬁ) _ enlt=s )fS( ,z3(s)) ds

con

filt,z) = = [ro(t)+Air1 (t)+/\?7'~2(t)+(r1(t)+2/\gr2{t))z+r2(t)z'+3zz’+(3)\,-+a2+r2(t))zz-&—z?’].

Entonces

B e b TR e vde T ernlils te il dq)
/:g 41(5)45—72_7] [% (ftu fi(s,21(s)) ds /;06 fi(s, 21(s)) de
- %(l: fi(s, z1(s)) ds+ /;0 e 2073 £ (5, 21(8)) (LS‘)]

et [(i—i) fl(w())dsiro(l)]

Y27 "1 T2
1 t
= — fi(s, z1(s)) ds + o(1),
Y172 to

[moae= T (s [t
+ %([tt Fals, 22(s)) ds + /tm en(t=9) £y (s, z9(5)) ds

- / * nlto=s) fa(s, z2(9)) d.q)]

e 1 1 t )
N ’Yl+’}’3l(—+’7) fals, za(s ))d5+0(1)+"v1:¢

ffz , Za( ds+0()+k
’Y1'Y'1

}T

./t:zs(s)ds" : [:3( Ot ())d“rfwb” =) fa(s, z3(s)) ds

/tomﬂﬂo %) fa(s, 23(s) _)——(/ fals, z3(s)) ds
+f°° (5, 24 >}d~—/m =) £ (s, ())czs)]

J(i""l") fals, 23(s)) ds + o(1 )+k2}

72— Y3 Y2
1 L.
f3(s, z3(s)) ds + o(1) + k2,
Y23

2 20 2k
5 ==y 20 =c+o(1).
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Luego, por las hipdtesis 1 y 2 se cumplen las condiciones de los corolarios 1, 2 y 3 en los
casos correspondientes a los 25 con b = —r; — 2A;ry, ¢ = f = —ry, entonces z, z; = O (7).
Ademais, Rey; > Reys, Rey, > Rey; vy v < Rey; para ¢t = 1,2, 3. Verificando las hipétesis
para 21, tenemos que las raices del polinomio

32 + (3)\] -}-—CL;)/\-l- 3/\% + 2azA; + aq

tienen parte real distinta de cero, por la hipdtesis 1, puesto que Re vy, Revys > 0. Ademds,
la funcién de Green es

e—'ﬂ(t—s) - 6—72(1_5) sit> s

0 sit<s’

(r2=m)g(t,s) = {

luego, tenemos que las hipdtesis del lema 15 se cumplen (visto en la demostracion del
teorema 11). Ademds, como para todo £ > 0, 1 = 0,1,2 £;(r;,&,-) = 0 cuando ¢ — oo,
dado 0 < o < v/2 y K tal que

y—a—B3+3\ +a+ MM

0< K <
(v — a)(1+ |ml| + |7yl + M)

existe tg tal que para todo t > tg

t
f e =) g (5) + 201 (s)] ds < K

ty
v lo mismo para r,. De la misma manera se verifican las hipdtesis para z; y z3.

Por otro lado, de la ecuacién (3.4) se deduce que z;’ — 0 cuando t — co. Asi, se tiene

" yi(t)
11m
t—oo y;(t)

que

= A3

Aqui, podemos notar que
yi' = (A +0(1)yi.

Ahora estamos en condiciones de demostrar un teorema tipo Levinson.

Teorema 13. Consideremos la ecuacion (3.2). Supongamos que

! ReAI > Re )\2 > RB)\;;, "1 = /\1 —/\2, T2 = /\1 —Aa Y Y3 = )\2—/\3; donde A,‘, = 1,2,3
son las raices caracteristicas de la ecuacion (3.1);

2. r;,eL!,i=0,1,2.

Entonces la ecuacidn (3.2) tiene un sistema fundamental de soluciones y;, 1 = 1,2, 3, tales
que-satisfacen (3.6) y mds aiun, se tiene que

vi(t) = (14 o(1))eNlt-10),
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Demostracién: De la misma manera que en el teorema anterior, tenemos un sistema
fundamental de soluciones de la forma (3.3), donde z; satisface (3.4), entonces probaremos
que para cada ¢ = 1, 2, 3 existe z;, tal que z, zi = 0 cuando t = 00, ¥ 2 € L'. Ademis,
sabemos que £;(r) — 0 cuando t — oo, si 7 € L' parai=1,2, donde L; son los operadores
del teorema 11. Asf, tenemos que se satisfacen las hipdtesis del teorema 11 y luego se tiene
la existencia de tres soluciones 1;, © = 1,2, 3 que satisfacen las ecuaciones (3.6).

Usando las hipétesis 1 y 2, vemos que se cumplen las condiciones de los lemas 15 y 16
para la ecuacién (3.4), luego, las del teorema 11, con p =1,

bg = 3}\3 + 2a9A; + a1, by =3+ az

a(t) = —T'Q(t) = )\i?‘] (T) = /\f’n’z(i). b(t) = —7‘1(t} — 2;\,‘?'2@), C{f") = —?“g(t),
ci=-3, ca=—-(B\+a) ,flt)=-nrlt) vy a=-L
Asi, existe z; tal que z,z, — 0, cuando ¢ — co. Entonces z € L' y asi ffo zi(s)ds =

1
t -
¢+ o(1). En particular, escogemos ¢ tal que R +0(1), luego queda demostrado
el teorema. O

Otro tipo de teorema es el de Hartman-Wintner, que considera perturbaciones en L?
con p € (1,2]. Ahora veremos un resultado de este tipo para la ecuacién (3.2).

Teorema 14. Consideremos la ecuacién (3.2). Supongamos que

7. Red; >Redy > Reds, i = M=o, 2= A1 —A3 Y13 = As— Az, donde A, 1=1,2,3
son las raices caracteristicas de la ecuacion (3.1);
2 relP i=0,1,2ype (1,2).
Entonces la ecuacidn (3.2) tiene un sisterna fundamental de soluciones yi, © = 1,2,3, tales
que satisfacen (3.6) y en particular se tiene

t

i(t) = (1 + o(1))NiH) exp( IT (=207 [ Tro(s) + Ara(s) + Mra(o)] l)
JEN(3) -
donde N (1) = {1,2,3}\ {z}.

Demostracién: Tenemos soluciones de la ecuacién (3.2) de la forma (3.3), donde z; satis-
face (3.4), para i = 1,2,3. Vemos que se cumplen las condiciones de los lemas 15 y 16 para
la ecuacién (3.4), con p € (1, 2],

bg = 3,\? + 2aqA; + ay, by = 3A; + ay
a(t) = —ro(t) — Miri(t) — Alra(t),  b(t) = —ri(t) — 2Aira(t),  c(t) = —ra(t),

cr=-3, ca=-0BAit+a) ,flHl=-rnt) v a=-1

Entoneces existe z tal que z;, 2/ — 0, cuando t = 00, ademds z;, 2{ € L? y podemos escribir
z; de la forma

zi(t) = 69 (&) + $0(8),
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donde

6 (1) =f gi(t, s)al (s) ds,

to
6t) e Lr, o) € L' y g; es la funcién de Green para cada 2, ¢ = 1,2, 3, es decir,

e~ (t=s) _ o=n2lt=5) gif > s

0 sit<s’

(v2 — M)aa(t, s) = {

—13(E=5)  git >
— (71 +73)g2(t, ) = ‘ e
enflt=e)  sit<s

}f
0 sit> s

en(t=s) _eml(t-3) git<s

(72— 73)g3(t,s) = {

A partir de esto, tenemos que

t t .
/Zi(é‘)d&':/ 09 (s) ds + ¢; + o(1)
to

to

Explicitamente para cada caso tenemos

: 1 f1/r ‘ 1
fe“)(b») ds = [—U aV(s) ds — / e~ n(=9)g (1) () ds) __“(
fo Y2z — 71 LY \Jg Jto T2

t
+/ e~ (t=2) (1) (5) ds)]
Jig
t
ook Kl _ l)f o (s) ds+o(1)],
T2 M Y1 72 to

. ft a(V(s) ds + (1),

Y172 Sy

t
/ afV(s) ds
to

“{:’12 /r,o’ [7“0(3) + Arry(s) + )\?rg(s}] ds + o(1),

‘o) —1 (1] @ L —w(t=e) 4(2) L[ o
§'<)(s) ds = — /(L' sdfs/e_"3 A ds)+—(/ ds
[ o Ylm[%(m @ds- [ @ ds)+ ([ o
+[ e (=) (2) () ds—/ 7 (o=5) (2} (5) ds)]
Jit to
- | 1 1 £
= s /a(z)sds-i—ol —i—k]
Y1+ Y3 [(’h 71) to (5) g 1

—q /t ) 2
— a'“(s)ds 4 o(1) + k
Y173 Jig (<) ) !

1 £ )
= = [ Trols) + dar(9) + M) ds o) + o
3 Jitg




CAPITULO 3. ECUACION DE ORDEN 3 88

{ i oo
f 6C3) (5) ds = L {i ([ a®) (s) ds + / e =506 B) (6)) ds
to Y2~ Y3 LY3 \Jig t
oo 3 (o]
- [ e (to=2) g B) () ds) - i(/ al®)(s) ds+[ e (=943 (s) ds
Jtg T2 NJto t
- /'00 72 (t=5) (3] (5) cls)}
to

il 2) [

1 t 3) -
= — a*?(s) ds + o(1) + Kk
Y273 Jtg () () :

1 t

= seradu [r o(5) + Asr1(s) + Adra(s)] ds + o(1) + ks

usando la observacién 2.4.1. Asi, tenemos que
t ¢
[ zi(s)ds = H (A — )\,-)_"/ [—ro(s) — Xira(s) — Alra(s)]ds + € + o(1)
580 FEN(3) L
Luego, escogemos ¢; de forma que e5+°(1) = 1+ o(1) para i = 1,2,3. O
Podemos generalizar la idea anterior y considerar perturbaciones en cualquier LP, p > 1.
Teorema 15. Consideremos la ecuacién (3.2). Supongamos que

i. R(’f\l > ReAz > RE‘A';, T1 = )\1—/\2, Y2 = )\1——A3 Yy = /\2—/\3, donde A“ 1= 1 2 3
son las raices caracteristicas de la ecuacion (3.1);

2. reL? i=0,1,2yp€ (mym+1], conm € N\ {1},

Entonces la ecuacion (3.2) tiene un sistema fundamental de soluciones y;, i=1,2,3, tales
que satisfacen (3.6) y en particular se tiene

yi(t) = (1 + o(1)) X exp(/: 3 P as ),

0 I=1

donde

4

65 (t) = / T Gt 9) [~(n<s) + 202 ()81 (5) — ra(s) (687 (5) — 3637 (5) (617)' (s)

— (83y4-63) [ei”(s)}z} ds
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k
{—1 1—2
— (3Nt az) >8P ()80, () — rals ()30 ()62, ()
k=1 k=1
-y 9‘”(-s)«9,£”(s>9$;’(s)] ds

J+k4n=!

para | > 2

Demostracién: Tenemos soluciones de la ecuacién (3.2) de la forma (3.3), donde z; sat-

isface (3.4), para 4 = 1,2,3. Vemos que se cumplen las condiciones de los lemas 15 y 16, y
del teorema 11, con p € (m, m + 1],

bo = 3A7 + 202 + a1, by =3X 4+ az

a(t) = —ro(t) — hir1(t) — Afra(t),  b(t) = —r1(t) — 2hira(t),  c(t) = —r2(t),
c1 = —3, Cy = —(3/\,' + &',2) ,f(t) = *T‘g(t) N C3 = —1.

Entonces existe 2; tal que z;, z0 — 0, cuando t — co y 2z € LF, y como z; es acotada, z; € L¥
para todo g > p. A partir de esto, tenemos que podemos escribir z; como

z(t) = (1) + (), con (¢ ZB{ donde

Hgi)(t) = — /OQ gil(t,s) [fro(s) + Ari(s) + /\"131'2(5)] ds,

to

o) () = [ gilE.s)

| penaa—|

—(r1(s) + 2Xira(s))87 (5) + 7a() (617) (5) + 360 (s (817)'(5)

0= [ st s)[ (r1(5) + 22172 (), + raf +336 )
-1 -2
+(3A +a2) S0 ()87, (5) + r2(s) D 60 ()81, i ()
k=1 k=1
D S CLUETEISI e,
jtk+n=l ‘

con 9}5) g LA | = 109, om Yy ‘t;'?,(:;) € L' y g; es la funciéon de Green para cada z;,
i=1,2,3, es decir,

e~ M (t-s) _ e—'rz{i—s} sit > s

(v2 =)ot s) = {

0 sit<s’
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e1l=s) sit>s

ent=3)  sit<s

~(71+73)92(ts s) = {

sit> s
glids

t t
[ atshas= [ e ds v it o),
to to

v ahora escogemos ¢; de modo que e i+o(l) = 1 4 o(1) parai=1,2,3. O

0
(72 = 73)gs(t,s) = {ew(t—s} — eva(t=s)

Asi, para z; tenemos

Nota. Observemos que para el primer término de la suma, en cada caso, tenemos

t t ¢
[ 8(1 Iij-_(f (L(l)(b’) dsﬁf e”'”(t_s)a(l}(s) d&) _ i(/ afl)(s) ds
Ba! to 72 Nt
t
+/ e_wu_s]a(l)(s) ds)]
to
t
e Ki _ i)f A (zs+o(1)],
Y2— 1L\ 72 to

- [t o (s) ds + o(1)

Y172 Jig
—1

= /"[rﬂ(s} + A (8) + A2ra(s)] ds + o(1),

Y172

t o) -1 [1([ @ f —lt-s)(2) L[ @
8:“ (s) ds = —/a sds——/e”"’“ ~#hgl sds)-i——(/a s) ds
[ o ([ e | ds) + ([ o)
-i-foo e {t=5)g () () ds — /00 e (t0=5) g(2) () ds)l
t

. 11
— 4+ — a(? ls-{— k:l
‘Y]Jr’h[(’h 7) (s) ds+o(1) + b

_ ¢
W /n,(' (s} ds+ )-l—kl

71?3

:%173f [ro(s) + Aari(s) + Adra(s)] ds + o(1 1) + &y
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v

t
/ 01 (5) ds =
to

[l( {3} (s) ds+ /»oo e'vs(t—s)a(3)(3)) ds — fm e‘Ya{f-D‘*s)a(:s](s) db)
g t to
1 o] (o]
(/ s)ds +/ e"2(t=9) () (5) ds — f e72(10=2)g () (5) ds)]
t to

- B (s) ds + 1+E
'Yﬂsf ()S O() :

t s
_ f [ro(s) + Aar1(s) + A3ra(s)] ds + o(1) + &z
Y273

usando la observacién 2.4.1. Y asi cada uno de los términos de la suma tiene una expresion

en términos de los r;, i = 0,1,2 y de los 9[(') anteriores.

Una afirmacién que se ha hecho en todos los teoremas pero que no se ha demostrado es
que y;, 1 = 1,2,3 forman un sistema fundamental de soluciones. Esto se deduce facilmente
calculando el wronskiano de y;, ¢ = 1,2,3

Y1 Y2 Y3

Wiy, yz,usl = | ¥1 vh v | = wnilvavs — v5us) — valvivs — vivs + vslyiys — vi'va)
vi vy y;’{

yl y yh’ JI yn’f yl yl' y:!! yf yh' yﬂ yn'

Y2 Y3 Y2 Y3 Y1 Y3 N1y Y1 Y2 Y1 Y2

Ademas, yy(t), y2(t), y3(t) # 0 para todo tg <ty

"ol

. ,‘l T” n o, .l H',tl I ' v "
i [J_ZJ_S _%lb Wi¥s Wb ¥ N ”2] (t) = Aa—=A2)(Az= A1) (Aa= A1) # 0.
t—oo Y2 U3 Y2 Yz M1 Y3 Y1Ys YiYz Wi Y2

Luego, existe t; tal que Wy, y2,ys)(t1) # 0. Asi, y;, i = 1,2,3 son linealmente independi-
entes. Observemos que este sirve para todos los teoremas.

3.4.1 Resultados via sistemas

Ahora veremos las férmulas que se obtienen para la ecuacién (3.2) usando la teoria
presentada el capitulo 1. Veremos sélo las férmulas para los casos r; — 0 cuando t = oo y
r; € L? con p > 2, debido a que en los otros casos las formulas son las mismas.

Tomemos la ecuacion (3.2) y llevemosla a un sitema de la siguiente manera:

||
<

Y
() =
(") = —(az+rz( NY" = (a1 +71(1)y = (a0 + ro(t))y-
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Podemos escribir este sistema de forma matricial como

v\’ 0 1 0 0 0 0 y
¥ | = 0 0 ! + 0 0 0 Yy’
y" —ayg —a; —ay —ro(t) —ri(t) —ra(t) y"

Y con una notacién més reducida tenemos

y'=(A+S(t)y, (3.8)

Y 0 1 0
y= y , A= 0 0 1
y" —dp —di; —dp

0 0 0
7 S(t):( 0 0 0 )
—ro(t) —ri(t) —ra(t)

Como Aj, 7 = 1,2,3 son las raices caracteristicas de (3.1) entonces son también los valores
propios de la matriz A. Ademds, como son distintas podemos diagonalizar esta matriz. Sea

@ la matriz dada por
1 1 1
Q=1 M X Az |. (3.9)
AMOAL A

Entonces tomando y = (Jx obtenemos

QX' =y = (A+S5(t)y = (A+ 5(1))Qx.

donde

Asi,
X' =Q7(A+S(1)Qx = (QTTAQ+Q7'S(1)Q)x.

Pero,

1 MM =M A=A M- 0 i 0 1 1 1
Q'AQ = — | MA3—AMAZ AZ-AF A - 0 0 1 AMA2 A3
PYPY:

2= )\?/\2 )\% = /‘\% A-_g - /\1 —ag —a;p —az )\% /\% )\%

Q]
M0 0
=1 0 X 0 |=A,
0 0 X

donde |Q] = (A3 — A2)(Az — A)(A2 — Aq) ¥
Q™IS (H)Q = (ri;(t)) = R(2),

donde
ro(t) + A;ri(t) + A3ra(2)

MienyPe =)
v N(j) ={1,2,3} \ {j}. Ahora tenemos el nuevo sistema

rij(t) = -

x' = (A + R(t))x. (3.10)
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Sobre este sistema aplicaremos los resultados mostrados en el capitulo 1. Pongamos
ReA; > Redy > Redsz, 11 = A1 — A, 2 = A1 — A3 ¥ v3 = A2 — A3. Suponiendo que
ri — 0 cuando t — oo tenemos que el sistema (3.10) satisface las condiciones del teorema
1. Luego, existe un sistema de soluciones x;, 1 = 1,2, 3 de la forma

to

1 t
x1(t) = ( o(1) ) exl)()\l(t—tn)+/ [T11(9)+Tu( s)vi1(s) + ria(s)vai(s )] )

0

o(1) t
x2(t) = 1 QXP(/\z(t — to) +f [r22(s) + rai(s)vi2(s) + r23(s)vaa(s)] ds)
¢

o(1) ¢
x3(t) = ( o(1) ) exp()\a(t—to)-F/ [r3a(s) + ra1(s)via(s) + raz(s)vas(s)] d5>,

to
t

o)) =0 ([ eIl as),
0

t 00
’Uj-z(t) = O (/t. G_a(t_s)ng-)_(S)i dS +/t Ea(t—s)h‘gg(s)l db) ¥
0
iat®) =0 ([~ e raaolds),
t

y 0 < a < min{Revy(,Rev3}. Y para la ecuacién (3.2) tenemos un sistema fundamental y;,
t = 1,2,3 de soluciones de la forma

donde

vi(t) = (14 o(1)) N~ fﬂ)exp(—« II (Ajwm‘l[[ o(s) + Air1(s) + Afra(s)]

FEN () to

+[[ i(8)v1i(s) + ri(s)v2i(s)] dq)

Q
donde j = min M (i) y k = max N (7).
Ahora, suponiendo que r; € LP[tg,00) para 2 < m < p < m+ 1 tenemos que el sistema

(3.10) satisface las condiciones del teorema 4, entonces tiene un sistema fundamental de
soluciones x;, 1 = 1,2 de la forma

xi(t) = ( Lii.él) ) exp()\l(t —to) + f:: [1‘11(3) + <(112 ,T13(s iﬁlk >] ds)
- (5ot Ym0 [ o+ (ot Sucs)] ),

Y.

x3(t) = . }E%l) ) exp (Aa(t —to) + /t: [’"33(5) & <("'~12 »T13(s igu >] )
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donde los ;. pueden ser obtenidos por las férmulas
t
9;]{t) = Gl( ) ‘Lz}( ) dS, 812(1&) = Gl {t, S) {Rgz(.&') ] ?‘11(S)I) 911 (.5) dS,
to to
t
8ll(t) = G](t,.‘v‘)(RQQ(S) = 1‘11(8]I) 3“_1(8) dS
to
-2
$) Y (Ria(9), 01(5))01—i1(s) ds
=1
O (¢ / Colt A Relel ds, gl =] Galtys) (Hasls) = ras(s)T) Bralo)ds,
to
fa(t) = Gz(i, §) (Ras(s) — r22(s)1)021-1(s) ds
Ji
’ -2
(t,5) Y _(Ras(s), bai(s))Bai—i1 (s) ds
=1
931 (t) = G;j(t, S) R43(b) (ES, 332(t) = f G_’;(t, S) (R.M (5) == ?’33(8)I) 931(8) dS,
Jt t

B = ft Gl ) TN ~ s B (s

-2

= f Ga(t,s) > (Raa(s), 03i(5))031—i-1(s) ds

t 1=1
para [l > 2. Ademas,
Ry = ( ' ) , Ry = ( 758 I ) , Rua= ( "H )
31 T3z T33 ™13
T12 11 Ti3 21
ae(3) e (3 32) e (32)
= ( 32 ) 48 ( T31 T33 ) 23 r23
v 1‘
R43= ( 13 ) ’ R-M = ( ™1 Ti12 >’ R34 — ( ‘31 ) ’
23 T21 T22 32
a(Az=—Aq)(t—s) 0
€
Gi(t,5) = ( 0 (As=A1)(t=3) ) uotzs
0 s t<s
0 0 .
0 ela—d)i-s) | S E2
Gg(t, S) — E(Al < 5s)(E=4) 0
s1 t<s

0 0

94
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0 si t>s

Galt,s) = { [ eM—2a)=s) 0 o
0 (Oamda—s) | B TSS

Y para la ecuacién (3.2) tenemos un sistema fundamental y;, ¢ = 1,2,3 de soluciones
de la forma

yi(t)=(1+o(1))e*"“‘“’"exp(“ [T =27 f [ro(s) + Aira(s) + Aira(s)] ds
FEN () fo

+ [;: <(T‘,‘j(3);rik(5))=§ 9"‘:(5)> ds) '

Suponiendo que r; — 0 cuando t — 0o ¥y 1} € Lto, 00) tenemos que el sistema (2.10)
satisface las condiciones del teorema 77 entonces existe un sistema fundamental de solu-
ciones x;, ¢t = 1,2 de la forma

t

x;(t) = (e; + o(1) ) exp (/I pi(s) ds'),

Q9
donde j1;, i = 1,2,3 son los valores propios de la matriz A+ R(t). Y para la ecuacién (3.2)
tenemos un sistema fundamental v;, ¢ = 1,2 de soluciones de la forma

1) = (1+ o) oxp f puls) ds ).

Observemos que para este caso es bastante complicado deducir una férmula mejor, es decir,
precisar el comportamiento de los y;, ¢t = 1,2, 3.

Ahora podemos resaltar la ventaja que tiene estudiar la ecuacién (3.2) a través de una
ecuacién de tipo Riccati, ya que via sistema los cdlculos y las expresiones a considerar son
bastante complicadas de manejar en comparacién con las férmulas (3.6) y la que aparece
en el teorema 15.

3.4.2 Ejemplos

1. Aqui seguiremos las mismas ideas de los ejemplos del capitulo 2. Ademads, incluiremos
més de una pertubacién en cada ecuacién. Consideremos la ecuacion

1 sent
.fH_ 1_ i - .
/ ( logt)y +logty 0

Aqui, tenemos Ay =1, A =0, s =-1L,n=713=1,712=2, 12 = 0, r1(t) = 1/ logt
y mo(t) = sent/logt. Notemos que ro,r1 — 0 cuando t — oo y para cualquier p > 1,

rg, 1 & L7, ya que

1 ¢ 1
ptl/p = logt

para todo t2>e

|sent| _ |sent]

> €
7 = Togt para todo 1t >«
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. Entonces existe un sistema fundamental de soluciones de la forma

_ 1 [t [sens 1 1 .
(0 = A +o)etexp (3 [ (1024 e+ () +353(0) + 21(0) )

t[sens 1 ;
[log = qu("Q) + 323 (s) + z%(s)jl d,'s)

nlt) = 1+ o) ex ( |

0

y’

1 [*[sens 1 i ;
ys(t) = (1+o(1))e~ 1) exp (—5/; [log ¢ Togs + logszg,(s) +323(s) + zg’(s}] ds) ,
. : -

donde z;, 2! =0 (ry), ¢ =1,2,3 con

t [o5]
F1 (f) — / E_ﬂ(t—s) dS, ;"-’3(t) :/ e““"s)
to t

¢ oo
rg(t) = / e—“(t_s) j&sl ds + / Cn(t—s] I sen S| ds
o log s t log s

sen s i

sen s 1

S5,

logs logs logs logs

y 0 < a < 1/2. Notemos que ] € L', pero r{ ¢ L', o sea no podemos aplicar el
teorema 77. Sin embargo, podemos dar una férmula para las soluciones. Como rg es
condicionalmente integrable, entonces podemos decir que

1/t 1 1
y1(t) = (1+ o(1))el'~®) exp (5 f [mgq  oga )+ 321 (s) + z?(s)] ds) :
iO ~ v L

y2(t) = (14 o{1)) exp (/t: [IO; - 23(5) + 325(s) + zg(S)] (ls)

y

logs ~ logs

(0 = (@t o)e = emp (= [ | = oot o) + 33060 + (9] as)

2. Consideremos la ecuacion
y" -y + cos(t?)y = 0.

Aqui, tenemos Ay =1, Ao =0, A3 =-1,m=vm3=1,v=2,1m=0rn=0y
ro(t) = cos(t?). Entonces existe un sistema fundamental de soluciones de la forma

y1(t) = (14 o(1))elt=%) exp (ift [cos(s?) + 321 (s) + 2{(s)] ds) ;

(®) = (+ o) exp ([ [eos(e?) +3:3(6) + ()] s )

to

ya(t) = (14 o(1))e™ =) exp (‘é f [cos(s?) +323(s) + 23(5)] ds) ’

¥ tO
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donde 2,2 =0 (7;),t =1,2,3 con

t
() = / g )
Jig

i o0
Falf)y= / e~ %) cos(s?)| ds + f Ca(tfs)l cos(s?)| ds
Jig t

cos(s?)| ds, F3(t) = ] (=9 cos(s?)| ds,
4

v 0 < a<1/2. Y como rg es condicionalmente integrable, entonces podemos decir

que
t
y(t) = (1+ o(l)}e“‘_t”) exp (% /a [3212(%) + zf’(Q)} ds) :
n(® = @ oyenp ( [ 3200 + 300 ds)
;

ys(t) = (1+0(1))e " exp (‘% / [323(s) + 23(5)] d) '

2 Jt,

3. El dltimo ejemplo que mostraremos es una perturbacién que esta en L9 para algin
¢ > 1. Consideremos la ecuacion para p > 1

1
" ! _
yo—y + At = 0

Aquf, tenemos Ay = 1, A =0, A= -1, m=13=1, 12 =2 ryra =0y
ro(t) = 1/t/?. Notemos que rg ¢ L? pero rq € L7 para ¢ > p. Paral < p <2
podemos aplicar el teorema 14. Entonces existe un sistema fundamental de soluciones
de la forma

v 1t 1
yi(t)=(1+ o(l))c(t to) exp (9 /;0 mds) g

stalf) = [+ o(1)) exp ([ % ds)

—(t- N |
ys(t) = (L+o(1))e (t=t0) expy <_§/.;0 3_1/_pd8) ;

Para p > 2 podemos aplicar el teorema 15. Tenemos p+1 € (m,m+1]y m € N\ {1}.
Entonces existe un sistema fundamental de soluciones de la forma

y1(t) = (1+ o(1))el"") exp ([: o1(s) d%) y2(t) = (14 0(1)) exp(/t: B)(s) dS)
y

t
y3(t) = (14 o(1))e (%) C’-XP([ @3 (s) ds):
Jig
Con
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donde ,
1 ] 5
95 (1) = ~/to (e (t—s) 2(t-5)) oy ds,
£ ;
ol (t) = / (e=(t=9) c*z(tf’}){ 3010 () (817 (s) — 3[637( )]2] ds,
tg
s —2(t—s 1) v/ 1 1
6 (t) = /(L (t=5) _ g2t >)[ 35600 (5) (61) (s) =35 00()8{% ()
to k=1 k=1

. ~L f f 1 = 1
952)(]&) = o (/f e—(t=s) = T ds 4 /t elt=9) 7 ds) ’
F4 fo “ =

o 1) = — ( f o9 360 () (07)'(5) ds+ [ T elt=0) _ 367 () (87)(s) ds) ,

t

t -1 . . ; »
9}2)(t)—~1<[ o= (t=5) [43291"(5)(9&)’(3)- 3 ag‘)(s)gy)(s)g,(;)(s)} ds

k=1 j+k+n=I
. joid
+/ = | 235 00 () (00) () - Y 6] ()65 (s) dS>,
t k=1 jHk+n=l

953}(1‘) = [ [E(t_'s) = 62“_3 )S]IIP d-S:

o0 = [ T (el - 209 [—36&""(8) (657)" () + 3[9?’(8)]2] ds

Hl(q)(t) :/t (G(f,_s) (t—s) I: 329 8(3} +3ZB 8(3

PR UOLIOLS (3}] ds

j+k+n=l

para | > 2.
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