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Resurnen

Cousidi:ranros 1a ccu¿r.ciórr diferencial linc¿il est:alar

!1" + (ot + "r (i))y' + (a¡¡ + r¡(t))y = g

v estucliar¡ros el conrporta.nicnto asintótico tle I¿s solucioles bajo i¿¡'s concliciores

R.c,\1 > Re )2, cloncle );, r. : l,'l sor la,s ¡aíces del polinornio P()) = ,\'? + ot ) + ¿0

v r; + 0 cuanclo f -+ DC l)ara ¿ = 0, 1. Obtereuros los result¿i,clos dados por Poincaró .-

Pcrr-ou, r'rlejoratnos la fórrnula, ¿usirtótir:a,. Aclerná.s, cor la-s t,écni¡:a"s usarla.s se cleducer i:co-

romas a,sintóticos nuy generalcs. Ta,rnl¡ién lllostraruos un ¡estrlt¿rdo cuaudo Rc l1 = Ri: )2,
bajo rxrrrclir:ioles sobre la.s pertulbacionc:s rrt/r"s generales (lue ri € ¿1.

De I¿¡, urisr¡ra lIIanela, pa,ra, la ecuación cliferenr:ial lileal escala,r

tl') + (o, + rz(t))y" * (c1 * r1(t))v/+ (o0 + r0(r))v = 0

olrtenernos k¡s lcsultatios daclos por Poincaró y Perron, y acletuás tttejorii,rlos la fórrnuia
asiutótir:a.. Las <:oudicioles sou anáiogas ¡ri r:aso atttctio¡: Re,l1 > Re )2 > Re 43, clotdc );,
i = 1.2.3 son ia,s laíces del polirornio P()) = )3+o2)2 1 n1) 1a6 y r'r + 0 cuanclo t -+ co

l)¿ta,=u,f j.
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Abstract

Wc consicler the scalar linear differential equa.tion

y" * (o, + r:(t))yt * (ao * ¡'o(¿))y: 0

and we study the a"svrnptotic behavior of its solutions under conditions: Re,\1 ¡ Re)2,
where );, i = L,2 are the roots of the polinomial P(,\) : )2 a o1,\ { n6 and rd -+ 0 as

t + m for r. = ¡, 1, 2. We ¡ecover results due to Poincaré and Perron, ancl we improve the
¿Lsylnptotic forrnula. Furthemrore, with the ide¿ used we obtain more general asymptotic
theorems. We show a result when Re )1 = ftg ,\, and rnore general conditions than r; € ,Ll.

Iu the sa,rue wa,y, for the scalar linea¡ clifferential equation

yG) + (o, ¡ r2(t))yt' * (a1 f 11(ú))y'a (¿o * ro(¿))s : 0,

1l'e recol'er re¡ults due for Poincaré an<[ Perron, and we improve the a.symptotic formula
The conditions are: Re)1 ) Re)z ) Rel3, where \¡, i = 1,2,3 are the roots of the
polinourial Fi,l; :,l' + a2^2 + ¿rl * ¿o anrl r¡ -+ 0 as ¿ -+ m for i : 0, 1, 2.
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Abstract

Wc coitsicler t,ite scala.r liirear diffr:rential equation

Y" + (a¡ + 11 (t))Y': ((¿o + ro(¿))?r : 0

a.rrl rve strrtl¡r tlic a.svutptotic behavio¡ c¡f its solrrtiols ttltlcr colditions: Re)1 > Re)2,

where )¡. i : 1,2 arc tite roots of the 1;oiinolniai P()) : A2 a n1) * r¿o arrrl ri -+ 0 a"s

f -+ oo for i : 0. 1,2. We rccover r.osLtlts clrre to Poilr:aró ancl Perron, altil we irr Provc the

as"vlrrptotic fc¡rr¡ula. FrLrtherllore, u,ith tlLr: itlea rrsecl ¡ve obtain more gcncrai a-synPtotic

theor.clrrs. \\ie sho¡r, a result when Re )1 - pq ¡, arrcl ruorc gerera,l cotditions thtr,n r; € Il.
Il the sarne wav, for thc sr:¿rla,r linear cliflerentiai ecluittion

rt?) + kL2 +,2(t))u" * (a1 * 11(f))y/ + (as * 16(t))y : 0.

rve re(:over results chLe tbr Poilca¡é and Perron, arrrl r'e iutltrove tire a^sytnptotic forrtrula

Thc cortlitiorrs are : Re )1 > Re )2 ) Re.\3. rvltere );, i = 7,2,3 arc the roots of tlte
polirrorrrial F1.l'1 :,1'¡ a2\2 1.r.1,\+ o0 anri r; + 0 a.s f -+ co fbr í : 0,1,2.
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Introducción

CorLsiclr¡rertos 1a er:ua.cióu diterencial linea.l hourogénea escalar de ordcn r¿

,¡- ]

.,,1") + \-,,.r(j) : o.

?-.''
cloudo los coeficicnics r¿i son constantes. Direuios que la ecuilr:ióu

y(',) + I(o, + ri(f))y(i) - 0

r:s tna ytt:t'trt.rbar:t rht cle (l) ó que la"s fiurcioncs r;, i - 1, ...,tt- l sol.las Ttert.urbacior¿e.s cle

la. ccuaciór, con ¡i loc¿i.lrrrentc iIrtcgrablcs.
E:i 1835, Poilcaré [12], establcció la existencia rle una solución 17 de Ia, ecuar:ión (2) tal

t¡uc '¡1'fy collverge crraldo t -+ oo, liirjo lir"s liipótesis: toii¿-s ia.s raíces );, í = 1,. . ., n de 1¿r

oc ir a t'i rtr l

)".t!n¡);=o
tierrerr lrirrte real clistinta v ¡i -+ 0 cu¿l,nclo t -+ ca. para i:0,...,tt 1. Perron [9], a

prilcilrios clel siglo XX. rnejoró este resultatlo. bajo l:us misura-s hipótesis, aseguraudo la
cxist,errci¿i rlc r¿ soluciones y¡. i : 7... .. r¡ rle la er:ua-ci¡jn (2) talcs <1ue glfy; convcrge a ,\;
cuanclo f -+ co 1rar¿r to<lo i:1,...,n. Sil embargo, en ¿urbos ca^sos rro dan una fórr¡lula
nrá"s plccisa. para cl t:orrrportalr)iento a.sintótico cle l¿s solucioues.

Utta urancla cle estu<liar ia, cr:rtar:ión (2) r,s ller,ánclola a, ul sisteur¿¡, cie ecuacioles ciifcr'-
elciales. es cit r:ir'.

u'= A(¿)u,

dc¡ncle .4 es Lllra llatliz r¿ x r¿ cle litnciones cle 10, oo) a C y u cs un vecto¡ cle rr coordenadas,
¡' aplicar los distiutos lcsultados que sc cotrocetr. Algunos clc ellos so¡r ios tcorem;Ls : de
Lo'irrson [3] (ieorcura 2 cl el r:a,pítulo 1), dc Harirnan-Wintncr [5, teo. 1.5.1] (teorenra3cnd
capítrrLo 1) y uuo clc E:¡.stira"ur [5, teo. 1.6.1] (teorenra 5 en ei capítulo 1). Sin elibargo, estos
rosrrltaclos ¡ro consicler¿rl pcrturbaciones rlue tienrlen a cero. Pa¡a, estuclia,r perturbacioncs
c¡ue tierclen ¿L ccrol el rrr sistetrra dc ccu¿r,ciones diferencialcs, hay una nucva técnica (ver

110] Y [11]), corsisterte cn u¡r car¡rbio <le v¡rriablcs que lerluce el orrit¡n rlei sisterna, pero a
caurbir¡ cle esio obtenerrros una ecuación de Riccati generalizacla,.

Los ¡¡rstLltatlos altti:s urcncionarios (cle Levirson v rlc Hartnlan-Win tner). considcra,lr
si¡teur¿¡,: a.:i n t ó iir'¿unerte dia¡¡orrales. es decir, un si¡terla, de la, forrn¿

(2)

(1)

(3)

u/= (^(¿) + ,?(r))u, (4)



íxnrc¡ GENER.q¡

<lonclc A(f) : cLiag()1(f). .,4,,(¿)), l? tr ¿r', con p:7y p € (1,2] respectivamcntc; y A
r:uurple corclicioles de dicotouría, distintas en cacla uno de ios teoreula.s. Por su parte. Harris
v Lutz [t, 1] extienrlcn cstc rcsultado pirra p > 1, inciicando un métoclo pnra obtelcr ura
fórtnula para las solucioues. Todos ellos asegrrra,r la, existenci¿ rie un sistcrna furrlaurcntal
<lr. soLrrr:ioues t'l;. i : l. 2, . . , , t¡,, tales que

/ ft - \
r',qtl c¡¡¡{ - / l,r.l,/. }- ,,.

\ Jrn /
cuando ú -+ oo;

clir:ho ¡lc ot ra forrua

(5)

clordc );: I,();.11) t, r:; trs e] l¡ector (Ile en stt coolrlcnada. i-ósiura tiene valor 1l'el e1

resto 0.

Orro teorr.rl¿r. irul)ortarrte va lnenr:ionarlo cs clc Ea.sthanr [5, teo.1.6.1] e¡r ei cual ¡je supone
qLl e

(l/ - )r)-1¡ -+ 0, crrando I -r cc ¡, l(A, )i)-'R]' e L1 , i,'+ j.

Sin embar'go, cstc rcsult¿,tlo ticnc uIr¿], desventaja, prres eu 1:l fcirmula asirrtcitica (5), Io. (.
i : 1, . ... r¿ son lcis va,lores ProPios dc .,\ f l?, k¡s cuales Porlrían ser difíi:iles tle calcula.r.

Llua. ilcsvcnta.ja dc usar csta, tcoría, par;i estucliar (2). es clue al }lervaria ¿¡. uu sistorrra
tli:l¡errros rliagola,liz;ir L¡r, matrlz involucr¿rd¿ (r,cr sccciorrr:s 2.4.2 y 3.a.1).

Otra lllarLr:r;r clc cstutlia,r l¿i, ecrt;x:ión (2), rie la cual poco se conoce, es cr¡u cl ca.utl¡io iic
r,;¡rial¡les ,: (A'/y) - ), col ) algrina raíz cle la ecrració¡r (3) (ver [2, cap. 6]). A pa,rtir dc
esto. Ilega,uros a ula ecrra,ciót de tipo Riccati de o¡dcr r¿ - 1. Para cstudia,r csta ecu¿¡,ción es

uecesario colocer la-s raíces caractcrístic¿s clc Ia "partc lincal", quc puedcl scl c¡rcontratlas
rle ¡riaueLa algtbraicir.

\/arios rosrrltarlos son nrostrados por Bolhtral cu 12, cap. 61, tsando el r:iiurbio dc vari-
abies alteriolrlente merrcionario, para la er:rraciól de orclen 2

y"+(t+d(¿))y=0. (0)

No obstautc. estudia peltrirbacioues con concliciones iltegr.lbles para el ca-so con siguo
positiro v pcrturb;rr:ioucs rluc ticnclcu a ccro para, cl otro ca"so, rionclc aclcrnás picle ry' € 22.
\, (:on csto olitiene rrla fórrrnrla. ruás precisa. Tarubién consicle¡a la hipótesis qb' € Lt, <1:r.e

de algrLta lllancra se ¡elar:iola con el teorerna ¿¡,ltes come¡rtado de Ea,sthar¡r. Sin enrbargo.
para, la ecuai'iól de orden 3 rrsa, el canbio <le variables tipo Riccati, y colno no conocc l¿r"s

laír:es c¿r.L¿r c terÍsticas de la parte lilcal, lrc¡ r¡btiene ¡r:sultados.
En 1.1] cxistcn rcsultaclos para la ccu.rción cle orden 2. específicanrente par:r. la ecuacióu

(lr1t')' + Vu = 0,

estalrler:iendo un erluir':ilenr:ia. a.siniótica cntre (6) y csta últinra, para deducir estos resulta-
dos aplir:;i el teorelrra cle Lcvinson.

Hr¡uros ostrrrlia.rl¡ 1a sitrració¡r darla por Poirrt:aró v Perron, o sea, Ia, er:ua,ciól (2), paLa"

Lrs cilsos ¡¿ : 2.3; usando una er:u¿¡,ción de Riccati 12, r:ap. 6] para, n:2 y ula ecua,ción clue

,;(r) - (.; * ,(r)) "-,, (,[" .r,1,¡ a,) cua..clo r + co,



Ít¡orce GENERAL

iiaruiiuros tle iipo R.iccati piira ?¿ - 3. Hemos obtenidc¡ una fórrnula. urás explÍcita v precis:r
pa,ra, el r:ourportamiento a,sintr5tico dc las soluciones c1e (2).

Algunas dc L:rs hipótesis clue consiclcranios ltara el ca.so ?¿: 2 son que Re(), - )1) I 0

ó Re()2 - )r) :0, <londe )1 y )2 sor la"s raices r:a¡at:tc¡ístic:us dc (2). Para el ca"so r¿:3
peclirnos rlrre las raíces ca,rar:terística,s, )t, )z I )3. de (2) tenga,n partes reales ciistitrta.s,
o sea. R.e(), - ),) l0 para toclo i I j. Et otra-s palabra-s, se tiene clue para ca.da i, el
con.iui1l,o,\,'(i) - {1,2.3} \ {r} sc escliba co¡rrr¡ urií¡r¡ (le dos conjuutos disjuntos, ,((r) r,

.\i2(i), tales que Re()r - ),') > 0,si 7 e ,r\r1(i); y Re(), -.\;) < 0, si j e Nz(ü.
Junto con estas conciiciones están IILS disiirit¿s pcrturbaciones : ri -) 0 cualldo ¿ -+ ca.

t'¡ ( LI' o ?'i colldiciolialmettte iutegrable, i : 0,..., z - 1, para el priurcr ca,so. Para el ca.so

rr - 2 r. R.e()2 - )r) : 0 cs lecesario urancjar cr:irlados¿urlcnto cada térrnino, pues apa,recetl

cxprcsioucs <ic la fornra e;r. Sin etrbargo, hernos obteniclo ul result¿i,rlo clue colsidera
roridicio¡res rná.s geuerales (1uÉl ¡i € -L1, lier,:rndo la ecuacirin i1 un sistenra de ecuaciones 1,

rus;urrlo rrna idea rle F¿¡"rkas [6] err la ecuación de Riccati generalizarla.
Por citro Iaclo, ia ccuación (1) ticnc un sistcrla furdaruental de solucioues de la fb¡ma

rr(f) - .^i¿. i - 1,2,. .., ?¿ corl )i raíz dc (3), cuaudo ia"s raíccs so¡r toda.s clistiuta.s. Lucgo,

1rara. 1a ecuar:irin (2) r:on it. = 2\3 sc tenclrá un sistern:r fundarueutal cie solucioles de Ia.

[' ,] r'r:, 
/ lt \

e,(t) : ox1, l/ l,(') /"1,
\ Jin /

dontlc i; : i;(^;, 7?), i:on R = {r;}j'='. Dcpcntlicntlo rle l;r condiciór qluc sa.tisfaga,n las
p ertu rba cio rtr:s r;, i = {),..., rr, potlertros conocer tLe urauera ba.stantc prccisa cl cornpol-
i;rrrricrto asintótico cle );. Por ejeruplo. iieuros obterriclo ur¿r fórurula ex¡rlícita para el caso
r'; € I7' pa¡a cual<1uier p ) 1, rlejorando el rnétocio irdicaclo por Harris y Lulz.

EI trabajo esta cstr¡.rcturado cle la siguiente nl¿uier¿. En el prirner capítulo apareceu los
t{,rorcrna.s rrrá.s inrport:utes en la teoría tle integraciórr a.sintóiic¿ c¡r sistcl¡r¿s <lc ccuacioncs
cliforencialcs colno son el teore¡la de Levinson (tcorcrla 2 del capítu1rl 1) y cl dc H¿lrtrrr¿ru

\\intncr (ieoreura 3 del capítulo 1). Adernás, sc rr]uestra una lueva forma de estucliar
cl coru lror t anricnto a.si1il,ótico cle ias solur:ionr,:s er un sisternil de ecu¿rr:iorres difelerrci¿rles
lileaLrs a.sintótica,ruente diagolal. Esia, ft¡r'rrr:1, es l¡, través dc una, ccrracióu clc R.iccati gen

er'¿rlizacla. Con csta herrarnienta se mejor:r. el teo¡erra de Perron [7](teorerrra 1 del capítulo
1) v r.1 rr:sultaclo rlaclo por Ha,¡ris v Lrrtz (teorerla,l rle,l c;rpítrrio 1). Todo lo rnostlacio en
este capíru1o a.vucla a coruprcnder de rluc forrna sc estuclia la ccuación (2) y que tipo de

r-csullarlos (.spcraulos coirseguir.
Eu el sr:gunclo r:lpítrrlo urostranros lc¡s result¿dos conseguidos para la ccuaciórr tle orclen

2. cs rlcr:ir'. I;i crta¡iól (2) pala n - 2. Estos sc r:onsigrrcn cle clos n¿lcra,s: usando l¿r tt¡orí¿r

prcscttarla ct r.l capítulo 1 r' 1a, otra, es us¿¡ndo una ecuaciólr ile R.icr:ati rlue sc obticnc col
c'l i:arrrl,irr rlr: r,i¡.riables ; - (y'/y) - ), corr .l algrrrrir, ra.íz cle l¿r ccuaciór (3) pala n : 2. Esta
riltina sig-rrc l¡rs irle¿rs preseutadas en 12, cap. 6] ¡- en el cztpítrrlo 1 para Ia ccuacióu de Riccati,
inilrlrre iiquí corrsirlcr¿¡,¡nos l¡r, er:uacióu (2) para r¿ : 2 <lrre es urá.s gcncral r¡ue la ecua.cicil
(6) <luc a.parr:r:c r:n [2, ,:ap. 6] (cic hecho. tiene clos 1>erturbaciorrcs) y ro usaulos ta,nta^s

concLi¡-ioues sobre la,s peltrrrlta,cioues (ver secciiin 2.,1.1). Sirr erubargo, urra desvelta,ja ile
esta té('ni.¿r, Érs (lue lo sc rlcriur:crL i¡uerr¡¡s resrrltacios itar:r el caso Rc()1 - ):) = 0; il-Llllcluc ctl
e1 caso coutrario. es clecir, R.e(,\1 - )2) f 0, se deducen uLojores resultacios q11e 1)or sisternas.
Dcbirlr¡ ¿l osta clesvcrttaja us;rruos l;r tcoria de sistcrnas para obtener resultarlos er¡ el ca.so
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R.e () r - )2): Q.

Ett el i::rpítrtlo 3 uiostrauos los rcsult;rrlos consegLriclos 1tara. la ecu:rción de orderr 3, es

iiercir'. l¿r cr:uirciól (2) pa,ra, ¡¿ - 3, Estos se r:olsigucrr clc rlos uranera.s: Lrs¿¡,uclo la tec¡ría
prcscrtl;rd:r cri cl ciryítulo 1 y l;r otra, es usariclo una ecuaciól de tipo Ricc:iti que se obtiere
con cl ca¡nbio clc variablcs z = (y'/y) ), r:on ) alguna ¡aiz de la ecuación (3) para n = 3.

Sólo cousicle¡¿rruos ei caso R,e(); - I;) f 0 para rorlo i I j. Obtenemos resultados aná1ogos

¿r los urc¡st,r'¿rricis en el capítulo 2, a, pr:str,r cle la, apa,riercia poco arnilble de la ecrraciórr de tipo
Riccati. Aquí, poclemos obse¡var rluc usando Ia teorí¿ dc sistcnias sc (lcd[ccn rcsuliadc,s
con 1é¡rrml¿rs rlás r-ornpiicadas qrre la.s clue se rleduccl con la ecuación cle tipo Ricca.ti.



Capítulo 1

Integración asintótica

1.1 Introducción

Err este c¿rl)ítulo. verelllos algLuros resultaclos irui)ort¿uita,s en intcgra,cióti asitrtótir:a, pat a

sistr:¡r;rs cie ccui¡t:ioues clifercrr r:ia les 1ilea1cs. Algunos de ellos sou: el teolerla, dr: Levil
so¡r. el teorer¡ra {c Hllrtnran-Wiutuer, el tcorern;r, cle Pc¡ron y ttn sistcnta, a-sittóticatttettte

di;r.gonal cou unit 1.ri'tt ttrbar:ión qtte Pertenece a.Ll' con 2 ) 1, que fue cstucliado por Har-

¡is v Lrrtz. Adenlás, luostralrlos un resultaclo que tltcjora el clzr.do por Perron, v para esto

iltr.odtciulos el estutlio cle utia, ecuación de Riccati genera,lizacla,. Cott Ias técnica's usada"s

¡,borclalrros r:l prol.,lerna resueito por Harris y Lutz v rnostrarnos ttn resttlt¿rdo distinto qrre

tnejora cl rcsulta,do a.rltcriot llrcnte noulbrado. ya clue obtenernos una fórmula oxpiícila ltara
.l , t,trrl,o¡'l,rltli'':rlo ,1f. l¡.' iolricionp,'.

L.2 Preliminares

Prirnt:to ve¡enos a,lgurias tlefiniciortes para siurplificar el

¡iotir,¿¡, cL cst¡rdio de rrna er:riación de Riccati generalizada.

Cr¡usiclcrcutos el sistetna tlifererrcial

x,= A(t)y.

doncle.,1(t) - (o;i(t)) €M,,(A) para catia I e JR.

La 11ol1lr;r dc utia, rla,triz 7r¿ x 1¿ selá

lenguaje y un resultado que

(1 1)

L rl \- \- t.,t''u- /-1,t",tt'

Definición 1. Se¡ ,ri Ia matriz fitnclamcnt¿l del sistema. (1.1). Dirernos que la ccuar:iórL

(1.1) tiene Dicotctm,ía Ordir¡,o,¡'io, si existc una provección P: C" + C", con 7'2 : P l'utr
¡oal Ii ) 0 tai quc

l-r(¿)Px-'(5)ll < ñ, vt ).s.

ll-r(r)(r-P)x 1(s)11 I 1r, vr <.s.
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Definición 2. Bajo las Inisrna.s corcliciores q1le er la, rlcfinición anterior, direuros quc cl
sistcrna (1.1) tiene rrrr¡r. Dicotomío. Er1torutt ct al si ticletrás cxiste una real 7 > 0 ta,l que

llx(r)P-f,-r (§)ll I lie-r(¿-'), Vr ), ¡.

ll-\ (r)(/ - J,)l' -r (.') l( h,r(¡-"). Vf (s.
El cstr. caso cliremos rlue ei sistelria tiene dicotoniía cxporrcncial con constaltes Ii v 7.

Es clar,¡ que clicotornía exponenr-ial implica dir:otornía ordinari¿. Adcrnás, cn cl cir,

so cxponclcia,l, sc prrecle verificar fá,ciLnente cirre la-s soluciones ¿rcoiarla.s tienrlen a cero
exporlenciallnente.

Definición 3. Daclo el sisterna (1.1) corr rlir:otornía orrlinaria o exponcncia,l, dcfinirnos la
función G r:ouro

G(r,.s1= {.Illll-'-lil. . . ú)'s
[.\rt)r/ - Pl.Y-rt.'). i r "

1, 1¡ ilarnareruos Futu:iórt rk: Grr:e.n dr:l sisti:rn:r (1.1).

Adr:rnás. si cler:iruos rlrre G es la, funr:iól de Green rlel sistcnra (1.1), suponclrcrnos im-
1rlíi:itaurcnte clur: i:l sistcrna (1.1) ticnc dicotoulía, orcliuaria o cxponencial.

Por coruodicla.rl, cLirernos qrre el conjrrnto dc vectores {.¡.}i=, C 1R.", rlonde c¡ tiene el
r'¿rlor 1 eir la coorden¿lcl;¡, ,(:-ósir¡ra v r:eros cn l¿r.s ot¡as coorcletracla.s. es la ba.se ca,nónica elr

R".
Por otro lii.<lo, si r = (rr,.....¿,,) y y : (yr, .... i7,,) defililros

+\:r.a)= 2r"tkyk.
[=1

Dircrnos rlrrc rrra lirrcil-rl r defilida en ft,r,oo) es condir:ionalnrente integrtr.ble cn lt¡, co)
si cxistc la intcglal

/ ,'(s) r/s

pero r ( I'ft¡. oo).
Vca,rrros ahora el sigrrielte resultado que nsareulos rnás a"<iclantc.

Lema 1. Consid.e:rem,os el, siste¡¡ta diferencial (7.1). donde A(t) : (arj(i)) €M -(R) para
carla t. Erttonc<:s s¡: tiet¡,e urt coniuntct de- solucic¡nes x¡. A : 1, ...,n, rle la t'orma

at..tt . = t,r. r ¿r.r r.rf j ) nr,, ( /'¡nrr.,'1 t- ( 4r.t. r r.r.,1.r..t)],1,,)
\ J¡o /

clortdc L¡. - (.1.¡r¡,) e:s u.na m,cttt'i,z (z - 1) x t¡. cr.¡rt ro,Lt¡t r:s

(t i: i< t¡
Il;rr:11 i=7f 1>1,
( 0 Ltt ¡otlo.a Lu.c ttlt os t'usls

u rk so,ti,sÍo.« La, e.cuo,ción di,t'erencial

(1 2)

u/ : At+t^ f (A.t+rr+r - a¡¡I) u - (A¡¡,.1, tr) u, (1 3)
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dcntde

Ar¡+r (¿) : (a¡1 (t). o¡r(r), . . . . c¡¡_1 (t), opr+, (t), . . ., or,,(¿)),

-,lr+ .(f) : (u,r,(¿), 
":r(¿), 

.. .,,,r_,r(f), a¡11¡(f), . .., 
""r(¿))

am.bos en R"*r para cada t y A¡¡1¡¡1 (¿) = (¿ijt(¿)) €M,,-r (R) para cada t con

!rt,-1

Demostración: La clernostración consiste erl veriñ<:ar clue la frr¡rción clada por (1.2) satis
f¿¡.cc l¡¡ ecrral'ión rlilerencial (1.1). Luego,

,tu - lL ¡ut¡* (c¡ * r'¡t,¡) (a¿( + (,{aa+1, u¡))l exp (Í,,r,rr+ (a*rar, u¡)l) .

Por otlo l;r,tlo. tenernos rluc

I¡.u1. + (er. { I¡u¡)(o¡¡ 'l' (,'ltr.+r, rr¡)) =I^.4r*,u l Z¡(A¡-¡1¡11 - a¡¡f)u¡

- I,r(-4.t1+r, ua)¡t + €a¿at * c¡(A¡¡a1, o¡)

! L¡u¡rt¡¡ f .L¡u¡(.{¡¡11. r-r¡)

: tr*l*+rt f tr¡A¡11¡11tr¡ f etal¡: * c¡(A¡¡a1, u¡)

= .4ct * -4L¡r¡ : ,4(e¡ f tr¡r;¡),

1a rlttr: Z¡.'l¡-¡L¡ t c¡a¡¡ = Ac¡ r' Z¿A¡11¡1rtrr. + c/,(ArA+r, uA) : A¿rt.Á.
Por 1o tauto.

y'o: A(e¡* .L¡,¡)exp (1,"U'** (.4*+r,,n)l) = -avo.

tr

Obscrvarros tluc cl cnunciado es exterso, sin enrbargo, su cleuiosiración cs l¡a,statte
corta. A pcsar rLe csto. este rr:sulta,:lo es ba.stante intportante, plles no:j da una forrn¿r de las
soiucir¡rrr¡s (1a, ecuirción (1.2)) de (1.1) colocieldo la-s soluciones dc (1.3). Lucgo, analizanclo
1a. ccuar:irl¡L (1.3) se pueden obtener propietlacles de (1.1) y (1.2) Sc l.rucclc cousitlr:rar que Ia
ccuaciór (1) separa la cliagoua,l clel rcsto.

Notelnos rlrre la ecuaciórr (1.3) cs un;l ecu¿rr:ióu tle Rir:cati generaliza,da.
SesrLl¡entien<ler¡rellcur¿lqrrecuanclol,:1ol:r¿lostórrninos[-1vA-]-I

re§1)ec tivan r elite, sigrrifica quc la"s cxpresiorles con €sos sultintlices rro ¿l,parccctr.

1.3 Operaclor I
Ahora veteruos un operaclor cltte se usará cn el cstuciio cle la ecuación r1e Rir:calti geler-

aiizatla. cl Ia ecrración de Ricca,ti presentacla en el capíttlo 2, en ia ecuación de tipo Riccati
dcl ca,pítulo 3 v cn I;¡, clenrostración de clos de los teorcrna.s asiltóticos mostrados el este
ca,pítLrlo. Estr. opr:rarlor involucra rlistintas situaciores que podenos rcsurlir err rrl sólo
rcsultaclo.

(,,,t¡r 1 1|-i.j!t,-1
l,i,,frÁ.(i) L< ¡¿ -1.kaj1,.ilr)= < '
1,,, r,r.(/l Á ( i. ¡, - I. 11.r

[,,,-,,-,^,,¡ t r i.j -rr-1
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Lerta 2. Scan,

tt¡' t,t) : .['",,-''l'-;t 
rg) rl,s u

i,(r..i.tt - /-.rtr-"t,.¡.¡ .7-J, ' '''
ytlt ^l > 0 y r rr.rt.u t'tntcitht. de.finirLa eri [i¡, oo) y lctcahn ertte integrable.

1. S'ir -+0 ¡:u.an,rlo t +a, entornes Í,(,',f,.). (.2(r,t,,.) +0 cuan,d,o t + cx,.

2. Si,r ¡:¡ c:¡t¡ ¡¡Li¡:ion aLn¡,e¡¡,te húeqral)le en lto. cx) cntonce:s (.1(r',1,.),12(t,1,.) +0cuando
¿ -+ ao,

,?. Sire Z?'[l¡, cc). 1t) ). erttortces lL(r,f,.), h(,',^t,.) + 0 cllar't(Lo ¿ + óo; y (.t(r,1,.),
|..¿lr,^t,.) € lq[t6.c.), para torlo q)> p.

Dernostracióu: Plirnero obsen emos que

[' , -,,, ",,/r- I ,-'r'''o) . I .. /',.,r,-,,,/,_ ]

para lodo f ) fo, r' rlrrc irnrba.s clesigualda.cles ro dependen dc i¡. Adeurás, sin pérdida de
gerrelaliclad, pocleuros suponcr qre r(l) ) 0 para todo f ) ¿0; por Ia siguicntc desigualdad

l11 (r.7,r)l -).1,", ,, "r '(") ¿"] < 
r[',,-,('-") ¡.1"¡ a..

lt2(r,1,t)l- l./-,,,r'-"r 
,(,) .1sl < l,* ,,',t,-"t lr(s)lrls.

Dario ¡ > 0 existe 7l ) t¡ tal quc r (s) < 1e /2 para torlo .s ) 71, ertonces para, ¿ > ?1

[' ,_".,,-",r,r.]./._ [r' ._,,,_., -,..,.,. [,
J,o ' "':.1," 

i -''ri-" r(s) '''*.1 ,,' 
-rrr-") 

''1'; '/'
rL ^- tt

1 I . 'fl -r) , (-) ,1- + f: I , -1r/-"r rr.
J to ' .lTt

.-, ., [''.r" ,.(..) d., - 1.
.tto :

escoiaruos airola 72 ta1 cluc

,. .,, ['' r," rf .s),1., ( i
Jro - 2

para ¿ > ?2, eutour:es para ¿ > rnax{Ii,72} tctreulos

[' " tt, "t,.{.,)r1.* < ¿.
J,"

Y para la, otra integral escogclrro¡j 73 tal clrre r(s) < 7a para toclo .r ¿ I] etltotlces

/" , .,, -., /.(-) r/.- r. /- , ,rr-.r¿, : .l, - '- J,
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para t ) 73.

Por' 1o tanto. se conclut e que 11(r, 1, .), fr(r', f , .) -+ 0 cuando f -+ m.
Ei punto 2 se rlecluce cle 1o sigrLiente

fl
trtt '..11- / , --{'-'l r'1...1 r/'

.t u

=. ,, ( ,"," l.* ,¡,) * ,,,* 1,"1,'," Í"- ,.(,),1,,t")

:,- .t (-crr"{- ,,", ris + clto /"-',', a" + l'"r,t" l"* r(r) ¿r ds)

- t- r(s) rl.s -¡ (-1(t-.ta) 
/1 , ,., o, *', ['".-'"'-'' r[- ti) rlr r],s

(' ' l. "''a'l- l,' ''-''"/-' '''".,")
(n'' l,- r(s)rrs- l,-,u"'" l"-,t l0,,,")

r(s) rrs - ^, 
.[,*,'«-"t l.*,i¡ a, a".:1,

t'2(.r.1,t) - .[,- 
;,t''"t r(.s) rJs -c-l¿

L r,9,,. ¡,or ,,1 l,'¡r.r., I .,, rior.,,.

Para cl pnuto 3 birst¿r. supoucl qrrc r(s) ) 0 para toclo t ) t6. Sea q tal clue

| + ] = t; por I'Iólclcl ol¡tcncuros

/' , , ,-., ,.ts) ¡:- z ( [* ,-,r,-"',r.-') '" I /'¡,1.11,,¿.)'/''
.t ¡ \/, ) \J, /

v esta lrrnciirr tielicle a cero cu¿rrdo t tiencle a infinito. Aclcurás,

[', 
-,',-.,(.sr,/s.- ,-+ ["' r(.]r/.- + // ,-rrr-,r r,..1 ,/s

J,n l,n J,/,
.. t t tl/2, f' t¡/p,,-á("-,") ( I l,r,r1,',¿-1\ z ,/ \.//n /
/ ¡t \'/,, "- ,)/t'

+ [ l,-',qri-.)J.) [ i [","r),,a.)' 
\"/,7, ) \ 

',,, 
/

<itte la.rrbión ticntlc a cero.
Para ver cada l; (r, 1, .) € L'|lto, rc), i = 1, 2. g ) 2, ba-sta ver <1ue están en Lpffo, m),



U .- U:.' 
-' "-"t rtu t'"')''''')"''

di¡u<le

-A.deui ás.

¡

L.4 Ecuación de Riccati generalizada

Aquí r:sturliarrLos uua, cr:raciórL cle R.iccati generalizaci;r,. arrnqrre a,lgunos resultados se

pucdcl obir:ler l)a.ra 11la ei:uar:ión de 1a fbrrla

:r' = A(t) + B(f) r + .f (f. ¿) (1.1)

Estos tieuel (lile ver Lrorl el cornportiluriento ¿¡-sintótico clc rtna sohtción de la. er:rración (1..1).

Lema 3. Co¡t,súlerentosl,aectut.ciór¡,diJerrttcial(7.1).cottA,Byf(..r).paro.codatqC".
rl,c.fi,rt.i.rl.rr,s soór'r: [f¡, ,:x:) u Local,m,cnte 'infu:qro.blt:s, ¡to.rn alQún lo € ]R. ,Sr¿por¿g¿rnos (l .e :

r. /(f, 0) - 0 p¡tra tulo t e lto.ú.).

2. Pora cad,a \7 ) 0, etiste A:¡7 : [t¡. oo) + [0, cx) tal qu,e para torlo f ) t6 .se lien e qtr.e

| /(t,r1(t)) - /(t, r,(t))ll I ar\i(f)Ll11(¿) - ,r(¿)ll, si llrl(t)ll, ll,:(¿)ll I t,I para totto
r)fo

, ¿(l rllL), L(A: ¡a) -> A cuanrlo t -+ ., para tod,o lI > 0. rLo¡ule

/ DL:

It¡¡t)= / llc{i...)il ,r,.,] /".
Jtn

rnrt G kt fu,tt ciótt cle Grt:cnt rk:l sistetna / - B(t\ y.

C.\PÍTTIL) 1, INTEGR-{C]ON ÁSTN"ó?/CA

va qrle sou ar:ot¿¡das. Ustrlos la dcsigLraldad de l,Iinkoivski y ol¡teneuros

10

= (1. (/:, 1("-rori(¿- s-F¿c.r) a.,)' a,)""

'- | "'''-'" U,'lr:(r -'a¡url'"i')'/' ¿"

: l (f t,r,r,r")"',

¡(f)-{,f] iil:;

{ .:{s tor /.r/ + s - ro,,lr)' ar)'/''
/t
, | /t'

'{ I [,(r fs-i¡7]i/i),t.
\ Jio /

., [- ".''r "- '"

(l: U- c,(¿-,)r(¿) o")" ")''' - (l: (l:

. | (/-t.r"rrr")"'
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Erttortces existe u.ttu soluczótt:t de lu ecuaciót¿ (7.4) tal tpe t -+ 0 cuattdo t -+ cx.

Acluí clcnotarnos rluc

¿0ál)(r) = / llG(r,'')llllA(.)lld.,.J¡

Dernostración: Sa,berlos quc G es Ia. tirni:ión rlo Greer del sistctrta, y' = B(t) y. Luego,
por variacióti <le pa,rárnet,ros tenÉruios que la ccuaciól diferencial es etluivalente a la ecuación

ir-r,,-:¡',,I 
r.r(t): I G(r,.,)[A(s) a /(.,."("))] ds.

Por otrr¡ laclo, observernos qLrc 1¡- 2 itrtplican

l/(t, r1(t))ll < a,y(t)llr1(t)l < YIkM(t)

tour¡trrdo lrz = 0.

Cc¡rrsirk:rernc,,s el espa.cio vectorial C[t6, co) = {g , lf,r, -) -+ C" g es corttittu¿t y acotada,}

r:r¡¡r la norrn¡r rlel supreno, cs clccir',

ls l* =.,p{lr(t)ll i f € [to, -)].
-A.hora tlr:finaulos el operador T corno

r,,(t¡ : [- G(i,.s)[4(.,) + /(s, ](s))l ¿.s.

Clariunente ? esta bien definida, cs ciccir, daclo ¿ € C[¿0. ñ,) cntonccs 7:¿ € Clfo, oc), va

cltrc si lr - = N, se tiene

lr.r,il . / lGU..',1 ,.t..-r ¡/1...,r..¡ lrls
J tn

r'_ t lGtt..¡ ,l -r\s.) l¡i.+ \' / llGlt.'r lAr (..),is
J,n .lta

: ¿(l .11 )(¿) + Nr(i,¡)(r).

enton.es pt,,r' la. iripcitcsis 3. 7 csia bien tlefinitla. Supong;rtttos rtrre :¿: g B[0, i,I] cDtorces

lir¿(¿)ll I ¿(l All)(t) + 
^I 

L(kM)0).

-{cLonr;is, si :i-1. .r2 € B e tonces
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Ah¡¡¡¿ toruar¡ros t0 tal que ¿( lAl )(¿) + lIL(LM)ft) ! ilI y L(l;¡1)ft) ( a < 1 pirra, toclo
f ) f¡. Col esto, terrculos (lue

llrrll- : l[ v )lTt:1- '?.r21]- < allrl - 12ll-.

-{sí, 7'(A) |= B :'T cs fontractivo. Por 1o tanto. existe un írnico ;¡ € B tal quo

,,e) : I G(r,.,)[]r(") .r /(.\ ¡ts))l d.s.

Atlernás, i¡: -+ 0 cliando f -) ca puesto qrLe

llr:(r) I < L(1.4 )(t) + M¿(r,\r)(¿).

n

Noterlos (llre este resrrlia,do t¿lnrbiéu se obtiene srponiendo que §(,4) -+ 0 cu¿r,ldo f -+
c.¡. tlolde

e ( {) = / G(t. s) A(s) r1s.

.A.hora :ipliquenos este resultado a la ecu¿rció¡r cle Riccati generalizacia

¡J = A(t) + (¡r(¿) + B(l)):r: f (C'(t),;r)n. (1.5)

Corolario l. Con,sirlcrctruts la ecu.acúítt (7.5) xnt. A, B y C deJ tú1,as ert. lt¡, cx:) y loco,L-

n*:n,tc i,ntt:grabl,es. Stqnngulrtos (rue L(ll.a]|, LllAl ) y t(]lClD -+ 0 cuando t -+ cn, rlond.e

C1r 11i 1 = I tGtt...) l, (..; ,/s,

cc¡¡t. C) la t''u.rtciórt de Greer¿ tlel sisterna ut = B t ft) y . Entottces erilite utta solución r de Ia
t:t:tt,a,r:i,ót¡, (7.5) l,o,l, qtl,c x) + 0 at,o,r¡,d,o t ) ¡>:.

Demostlación: Basta. vcrificar la"s hipótesis cicl lena alterior para 1a, furciól
f (¿..¡) : B(t) t: ¡ (C(f ), rr)r. Lttego, teneuios:

1. Clarar¡reutr: /(¿,0) = 0 P;ara toclo f e [t¡¡. oo).

2.

lf(t,r:1(r)) - /(¿.¿r(f))ll - la(¿)(¿1(¿) - xr'(f)) + (c(r)..rr(t)):r;r(f)

- (C'(t). r;1(r)) :r1(t)il

I liB(r)l ljL;1(/) -.r:r(t)ll
+ iC'(r)l llrl(r) :r.¿(t)ll (llr1(r)l + li:1,(t)ll)

,A.si. para r-¿rd;¡".1.f ) 0 torlarnr¡s

,Lri1(¡) : lB(,)11 + 2¡.Il c (t.)l

1'cntollCes

ll/(r.r1(r)) - /(¿,r;r(¿))ll I A,V(¿)lr1(f) - rr(t) l

pii,ra toclo f ) f¡, si ll¿1(f)l v llrr(t)]l < il para toclo I ) fs.

72
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3. Arlerrrás, L(.],:¡a ) -+ 0 crrando ¿ -+ .o i)rlesto que l(l;¡a) - L( )Bl) + 2lvI L(llcl).

tr

Ah¡¡La vr:¡lrrros urr r-esrrltado rlue rros cla rur¿r, esiirrra,l:irirr r1e 1a soltrr:irin (lue rIo¡j enLre¡la

r:l colol¡,rio.

Lenra 4. Cr.,n,s idere:¡n c.,,s lo, ectmci¡ír¡, (1.5) y los hipóte.sis del coroLario 1. Supongarnos r¡u,e

A I 0, d, si,stetn¡t ut : 81ft)y tict¡,e d,iqto¡nía erponencio.l con constantes Ii 11 1, tla,rL"

0<o<luIito,lr¡t,e
¡-1,-- 1

31f + 31i -11 '

rlortde:r e:.; lo, sol,tciltt¡, (l'u,e r¿os o.sclllll e el, con¡ktr'ir¡ I y ]lr]l- ( l,f. se satisface, que

/' .-{-,-"rr,-,r ¡1]] (.,-) ll rrs 5 ñ-,
(1 6)

r{r-";tt-,1,,o,",,1 rls I i

y q1L(: puro, C st satisJar:ert la ¡ni,s¡¡¡,os desigurlLrladns, part todo t )_ t6. Ente»rt:s t lo sc¡hrciór¿

d,e: (.L.5) ry,r: r¡.os etltrcgo c;L cc¡¡-olario 1 satisJace r1u.e

r(t) = o (.[^ 
^r,5)llA(§)ll 

ds),

d.c¡rde
f, .rr-"t .sit) s

r/,ff..r) : {
|\¡^t¡_s] n-i r ._ s

Demostración: Saberlos rlue existe rna solrrción r; LIe (1.5) tal que i¿ -+ 0 cuanclo t -+ co,

s;ttisfacc la ccua¡:ión

,\t): I G(¿.§) [/.(.,) f ]l(s);(s) + (c(s),e(s))r(s)] rls
.l to

v l;r ]-- < ,1{.

Tonrerrrcrs la srrcesiól dacla, por Jr¡ = Q v .r.n+j = Tr".,t pa,ra ?¿ > 0. clr.¡lcle 7 es el

opcra.dor ilcfinirlo en la clernostración clel lerna 3 con / (f , :r) : A (f ) z + (C (t) , u ):r. Sal¡culos
(lue r¡,¡ --+ .¡: cuarr(io r¿ -+ oo, ya <1ue 7 es coltractivo. O]¡scrvcnros cluc la conclicióu sobre
B ec¡rrir.a,le a clrre se sa,tisfaga

fl -/ r I '- ')"r B .. r ,/.. 4 ¡r', /r- 'tt
.1,"

/-,, t., ";,¡1a1")l rls < l-.:-(r-")¿
.t,

1)ara ¡.r(1o ¿ > f0. v se tiene 1o nrisrrro Para C'. Atlenrás, notenlos quc

rl rt

J,.,-"-'''"-" lar'¡ ¡,'... ./ ,-tr-"tri-') af..r ,1..- li
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-t' r\ r!
/ ,r-i"tr, "'17t._tl ,t^. ¡ rr- "r,/ ",llB{s)l¡ ,l,t ti,l

.11 J¡

puesto.luc 0 < 7 o ( 1( 7f ri. Así, r:onclrrinos rlue

ft

J,",''' ""1 D.-t ,t' 1 Á--, 
rr'")t

,/, '-t'-'t", Br''tIrt- - /i' r''''lt

para tocio t ) to, ¡, se tiere 1o rnisrrro para C.
-A.tlcmás. tcrclnos qrre i G(f , s) < p(t,.s) para todo (t, s) € lR.z donde

,,rr..r - f I' 1"-'' :-lt ' 
s

[1i,.,t'-'t si i(s

Airora probir.rerttos por iurlucclón (luc p¡,ra torlo I )' f¡

i.r,,1rJ r . (i" ,r, ^)l +r"rll,r")\J," I

para tociri r¿ € N. r:oli

N>

t4

Par¿¡,'¡¿ = 0. 1 cl:rra¡rtcntc cs cierto.
sucecle para ¿ - k + 1, entonces

1 3r{ñ- - Jr{ ii L.I'
Supongauros que es cierto para ?¿: l, 1. veatnos que

l:r;¡*, (i) < / t cli,'llt iA(.i) + B(.s).,-(s) + (c(..), r(s))r(s)ll rls

a [ ,rr,s) [lA(s)l + ]lB(§)llll,u(.")ll+ llc(.s)llllr¡(s)ll'?l rl-.

< [* n¡.,s) ].1(.t) | a' + I /- n(t, ")llB(") ll /- !r(", r) llA(r)ll rrr rls

+vN l* nfts)lc(§)ll .l: rr",r)lA(r)llrrrds

.. 
l',rr,-',r-r¡á(s)ll 

rls+ N l',,--,u-"t./- cr(",')lle(,) lrlrll B(il1

+ Mllc'(.s)lll ¿, + 
.1,'- 

.¡¡.r(r-")lle(s)ll rl.s

n 
"./-,,-Q- 

n 
I 

* 
r,f (s. r) ll-.r(r) li dr []1, (§) | + ;\1 lc(s) lll ¿.s

pnao

.[,.,'",-^'('-ailal,)l /-,,rf,,r)llA(r) I ,t,,t"-.['o.-'](¿-')llE(s)li 
1"",-"G-n¡,+¡,¡¡a,a"

.[" .-1(¿-")llr(s)ll/ ."(,-.)llA(r) I dr rts.
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Para el priruer tértlino tenernos^;;:;;-,,,,a 
/'"-'*' A(r),)rd-s "),,i,,:,,;: 

",,;ll^:]llff][::
= "-,, I)"e"'llA(r)il f .n-"''il,{")ll ""
< ñ-c_,, /r r^, ¡¡e1 r tl¡e 

(, -.), ar
_ 

Jro

- ft !,'""-a'-allÁ(s)ll 
ds;

v ltara, el segunclo tenemos

7 "-;;-";;r,")rr/- ""t"-"rtta 
i)ttrtrrts =t- I".l: e(r+"t'"-'""''')illl,(s)lldrrrs

,_ 
"-,' Í'./' "r,*"r,,-"'lla(r)ll 

llE(s)ll rrs dr

* "-,' l,*;t' .t'*r""-""lla(r)ll llr(s)ll dsdr

- u-n 
I',e-"'ltA(r)ll ;[' "t"*"1'1141'¡1¡ 

a' a'

*"-,, L* 
e-""lla(r)ll /',t",*'''llat')li 

a'a'

: u',' 
I"e-""lla(r)ll 

{¡"(t+a)' ¿'

* "-,' lr* 
e-"'ll.a(r)ll l{et"t+d\t dr

- l< l',;'\'-nlia(r)ll 
r'Jr

* f, l,- €"(¿-")llA(r)lldr'

Así, tenemos que .t
,(,_,) 

ll,4 (s) ll d§
ó(.., r)flA(z)lf d'r ds 3Ii J,.e-'

- t ('(t' s)llA('s)ll ds'* Ii 
J,"

1'"--,t'-ollaG)ll /-

4nálogrrrente, teneluosi.;,:;- - 
f- ru, ",,'on, \ a, a, = l,* {t¿-ollB(s)ll ;f''-'t'-"t lle{')ll a' a'

+ /- .'t'-'rilr(")li / e'("-')ll¿(r)ll¿r ds'
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v iluel,a rentc par;l cl segundo térntino tenenlos

l,' 
,.',-" o,.,,.{ r^(. -,1,.{{ rtllrJrJ.,=,., l,-,{',, 

.,r',)"¡'',r.r;rr)rl 
.r 81..)., ,/rrl.

= , '' /- [' ,'-''*",",-"']l¡r,rll llB(sr.l ,/s¿/rt. t.

= t:r /Ñ' "'"' 
t"

Jt trrt.l J, 
, {--'-"')'llA(s)ll ,is /T

7 lr','" ¡- r -"',¡Ai.,1llc{ ' "r/r/r- J,

- ,a,/' , ^rr ')ll,'41s¡l¡ /s:

y para ei priurer t,érmino

/',.,i-. ls\,,r [",-"''. ,,t.41r¡1,Jrt):-,',' [* /',-,','',",''',l.4r.rllBr-rll ,1,¿.-
.l , .ltn Jt .lta

_,.,[, /-,_,.,,",,,", l.a1r1 llDrsril ri,.dr
1," l,

+,.,, / /-.-r-,*"r".""¡¡A(r)llllr(.r)ll rlsrtr
JL .l .

rt r@
-,',, J,.,., 

r_{{,lll 
/, , rr't"r"l B¡slllds,/r

-,,' /-,^', 
rN

.tt ,l'|trt J, ' 
-r't^rslB('t l'/,.'rr

tl._,", 
1,",", l_+t, r¡ if,-i'r.r,¿,

r.,t fd, '' ]Aqrrl¡.¿i-, -r1-e'' ¡iT
J,

. i; [' , - "' ') l.{i..tllJr
1,"

+ i; .[,' 
, '{¡ ')ll,lr;11 r/r.

Así, colcluitnos clrte

./'.- 
r'rrr-"r¡lr(sl¡./- of ",'lt .4(r)lldr rls

para, C,' tclcrnos las la rriisnia desigrr:r.ldad. Luego,

.r'¡.a¡1/tl r IirI -3,li^ -efi.UVt/'

:1, l,- eo(¿-')11.4(§)ll .i§

. f Í: qr(t, s)ll.a(.s)ll rrs.

. ,r./: qi(r,.s) lÁ(s) l¿s.

,i (t, s)llá(,s)llas
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Por- otr-o l¿rtlr.

,u, ****j=.._-=-
1 - 3-ri( - 3I{ Ii 1,1

y sc ticnc qrLo

N(1 3rrri 3ririM) >r
N - 3h1{.N - 31{^-MN >1(

Ii + 31i1i.\-- 3^'í'.\/.Y _ \'

NotcrrlosqueN>0yaque

-1¡,. L- .'
31i + 3ñ ¡t'

aclcnrás, tencrlos que

t)<3r(ñ-+31i¡i¡,r<1
- -.-i- ^--;--,y cor csto 1 31i1i - 31i/i-11 > 0. Así, para toclo a e Nyt > to terrerrlos (iue

ertollces porleruos clecir qrro

Lrri:go,

,(t) : ¡1 (/- oft, "tl,t"lla")
D

Obselvenros qrre la clefinición cle r| clepencle de la proyección P que a.irarece el la fuución
rlc Grr:crr. Lucgo, si P: 1 cltonccs convcncireuros cn poner

l.-"t,-'l si t)s
,,,f/..\l : ( -

[U sr I <.\

j, si P - 01;oudremos
(^
I U sI ¡ > q

,,r{¡,s) - 1,"r,_.r "¡ ,1,,.\-
pl sigLriente resulta.clo se usará cn r:l ca.so que l)o se tenga una, clicotouría, ex1>onenci:rl.

Atlrrí sc or:upa una idea de Farkas [6] pa,ra la ecuacii.rn (1..1)

Lerna 5. Con.qi,deretnr¡s lo earuciór¡. diferencial (1.1), cr-nt, -4, B y f (..t:) rleJinidas sctbre-

¡ts. xt¡ para o,lgúrt t¡ ( R. Supctngo.rnos qru: :

1. f (t,0) = 0 puru, todl t e lto. dr).

).7

,(r) < ,/" ó(t,s)lo(.s)lrls.
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2. Para ttt tlo, \l > 1 e¡isten ¿ : [r0.oo) -+ (0,m) y l; ¡1 : lt¡, u:) + [0, m) tales que

pa,ra, todo I ) t6 se tiettc qu.e ]/(¿,¿r(¿)) J(t,rr(t))l < A¡7(t)llz1(t) - er(t)il, sz

llrl(t)1, llrr(t)ll !,}[a(f) para cadat) t¡, dotxLe-

ll /' cr, -1,r¡.1,r'll .,,ir1
lJr" Ll

,. ,) lG{ , t)]lr¿ts)[¡r(s) ,ls - o(!t) cuan tLr¡ {. -+ ,:n , dort'tle G es lo función' r],e Greert

,lil .qi."Íen,a | - B(t)v.

Er¡tor¡,rt:.s eristt u,t¿ct sol'Ltción' ,r, rlt: la e-crtnciótl (f .4) tal qtLc :t: O(a)'

Demostración: Sa,l¡r:lios que Ia ecuacióu riifcrerrci:rl (1..1) es cquivalertc a Ia ccuacióti

i:'to1:'al 
ro

t:ft) = | G(r,.,.)[.4(..) { /(.'. r(..))] rrs.
Ju

Por otro Lir.rlo, ,rbservetttos qrre 1 v 2 ittrplical

I /(¿, ¿r (t))lL < LM(f)ll¡1(r)ll ! NIa(t)k¡1(t)

¡oulanrlo r¡:z = 0.

Colsidcrclios el esprio vectorial

A = {9 , [¿0. m) -+ R." | ¡7 es colrtilrua y !] = O (a)]

con la lon¡ra,

llgtl. :,,,p 
{-r"# , i e t¿0, m)} .

Ahora defin¿lrnos el operador 7 cotno

r,,¡t1 -- [" G(t, ")[.4t.*) + .f (.,,,(.-))] d.,.

Clalarlcnte ? esta l:¡ien clefnicla, es clecir, Tr € .{ ya qlle sl lltll. : N se tiene

I r^ ll r.
lrr,,r; 1¡ a;r/..)Ar.),/..11 - / llGti.srlt/{s.""{,s)l //'

l.l tn ll Jio

' n¡r) - -Y / lC ,..lll rrlslAr (s) ¡/s

clrton{:es pol l:r. hipótcsis 3, ? esta bien ilcfinicla. Su¡rongalnos quc i¿ e B = Bl0' NII
,.¡tl,,t¡,,,.

lLr,q(¿) | I a(¡) + ,11 / lc(t,,)ll a(..),(¡r(.r) rl-s,

Ader¡rá^s, si 21, 12 € B etttonces

ll":xl(i) -rr,(i1Jl S /'llci,..lll ll/(","'(.)) -/(r,(s)) lrl-s

- /' , 
",,. '),j rv(") ll", ¡(.-) - r,(..)1. Js

: /'llGi/ .r)1, o(s)t'¡y¡'7 ,/.. ¡l.r¡ - ,r2l¡,.

18
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Elr t .,rr¡"s lol[a¡,ln 
/o.

.1,, ""'')' 
u1"¡411{s1 J'< /ir

para to(lo t > ¿or tenelnos que

ll?rL ,, ( 1+ lirM y ll7r, - T:r2ll" ( Ii2 | z1 - :rril"
-A.lror'¿¡., usaldo la hipótcsis 3, tourauros fe tal que 7 + IizYI < l,t y I{2 < 1. Con esto
tcirelrros qrre 7(B) e B y T es contractivo. Por Io tanto. existe iru rinico ¿ € -B tal que

,,,(r) - |: G(t, s)[.r(r) f /(..,-, r(.,-))]rl.s.

tr

Lita consccrrerrr:ia, inruerlia,ta cle la ilesi¡lualdatl de Hiil<ler r.s el siguierte ¡esLrlt¿¡tio,

Lerrra 6. Darlo,s f e Lt'y {l e L'| cott p,r1 ) | entottces f ll e Lt' cort. p: pr1/(p¡ q).

Ahora r.earnos rrn caso cle la, ecu¿r,ción (1.a). Aquí llsareulos e1 lerna 6.

Lema 7. C¡nt,sid¡:retnos La c¡:t ación. (7.4). Supottgornos ryr.c el sistcrna yt : Bt(t)y tiqte
dicot¡nn,ía et:portertcial con cot¡,stantes I{ y ^i. y qu.e .4. B,C e Lplto, d)). E?Ltonccs:r, e
¿r'[¿0. co), d¡ntde t cs la solución qlle tlos etúrega r:l ¡:orolario 1. Arletnás, sz 2 € (rn. rn * 1]

con, n¡. e I§\ {1), 2oderno s escribir t cle la sigu,ierrte rnaneta

,¡_1
i:(¿) - » d¡(t) + r,,,,(r),

/=1

dtn dt':

t¡ ¡ttru, l>2

f\ , !1 \
at(t - I C(,.,1( al..tat r(sl -f (a (s),ár(s))ár-r-r(.,r ),i*,

J,o \ ¡:Í /

trtn 0¡ Q 1'/t'. ¡; = 1.2. ..., rrr, - I y ti:,,, E ¡,t'/"'.

Dcmostración: Por el leuli¡ 2, snbeurcis que si A, B. C' € ZPft¡,,:c) crtonces para toclo
s>0 / r.

l,a,"r]l J.'. / ,'' -"',áts¡,i ,/s. LI'11¡.^c1 r-Culfo.m).
Jt J.

Y par-a B v C'se l,ie ne lo nisruc¡. Lriego, se s:r,tisfaceu la.s hipótesis del r:o¡ol¿rio 1 y pocieilos
i:scoger fo de ta1 tbrrna, clue sc satisfaccn 1a.s conclusio¡rcs de la clernostración del corolario 1

r'hiirótcsis clcl lerna .1. Así,

19

o,ft) = l- G(t,.s)A(-s) rls.

e,Ol = l* c;A,.s)a(s)d1(.i) d.s

,(t) : o (Í) ,n,")ul(ut¿") ,
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rlolde

20

[,_arr_"t sif )s
",(r,.) 

: 
l..rr_,r *i rI._

v0<o'<1'.
Pol otrr¡ laclo, tcnemos qrre

/* t 'l l.4r*),1,/.- r rP[r,,. x 1.
.l ta

-A.sí. r:orclrrirur¡s que r € ¿I'[¿0, co). Notenos cluc ¿ es acota(la, luego ¿ e .Lr'[f 6, co) con

tl > P.
Ptrra Ia otr;r 1ra,rte. terernos que si 2 € (nz, rn.| 1] (lr € N) con r¡¿ ) 2 erttottces Bx € Ll'/2

r, (C, r) e ¡t'lz. por el lenla 6. Así. poclellos cscriirir :r couro

r(r) : d1 (r) + dz(t),

r lotitle
0,1,1 : /- G(r, ") ..1(.),t.,

01 ¿ Ll' y tit2 e Lrl'). Lucgo. pa,ra, l¡. : 2 cstá clellostrarlo el result¿rdo. Supongautos rlue

¡¡¿ > 2, cntorrccs Leeruplazanclo :¡r cn Ia. ecttación integral icnetttos

¡(r) : dl(t)+ / G1i..-1[B(s)(d1(s) +,r,r(s))+ (C(s),2(s))z(s)]rls
J,n
f'

- drtrl r I Gfr ,) 8(.-)d,(.-)d' L / G(i..-t[Bt..t,2rsr ¡ ((-(sJ../r.)).¡r.,)] //s.
./ to ,l ¡a

Así. potlenos escribir ¡ corno

r (t) : 01 (f) 1 É, (f) + /: (f),

, lo r 
',1,'

e/t) : I G(/, .'tB(.)€r (.§) r/.,-,

,r':(t) : / G(t, i)lB(s) q/,r(s) + (C(s), r(s))r(.")l rl.s
J t.

:' 02 e LPl2, r!4 ¿ [,r'l:\. Eri general, usarrlo inclucció¡r, supollgaulos que po<lernos escribir z
colllo 

I
r(t) : y¡(t) *{,¡..1(t), r:on e¡(i) - Ir,(,),

'1"r"1" 
otlt t /^ ct,. -lrt.l ,,..

JLn

u,\t) - I Gl¡. "lB(s)dr(s) /¡
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1'pala 1 > 2

,t\t) /-t(,.-, (u¡,n,.,q.1 r f1c¡.1.u¡¡.¡¡e¡-¡-,1"7) a..
J,o\E] /

A<r¡r-I,0iQLt li, i:1,2,...,Ay r+r QLP/(k+t). Sustituyamos cn la ccuación intcgrai.

lra.r a r;. Iur:go,

r,r -A1(r)+ I C(i.¡)lB/s)(rÁ(.) -, r.r(,))
J t.

+ (C(s), p¡(s) + ,.,*+r (")) (pr(") * ,rr+r ("))l d.'

: dl (i) + / G(i,.s) (B(.s)er(.') + (C(.'), e¡(s))e¡(.s) rl.r
J tn

rñ
+ | G¡r,.¡ [r1.1¿¡*,(s) + (C(.r), r¡,¡*1(s))r(s) + (C(s),,¡¡(.s))r¡i¡11 (s)] ds.

J tn

Aclerrrils. Bet e LPI(+I) p;r.ra toclo 1< / < A; (C,e)et € Lt'/(¡+r+t) para torlo i+ j.- k
v (C',e)0¡ e LP/$+2) para todo i*r 2 A* 1, ya qrre <C,li) € LPI(+|), / > l:+1- t
hego. pf j Ip/(k+ 1-r), y corno d., € I'l par:r toclo r/ > ¡r/j (puesto que ái cs acotatla).
er € L1'/U'+1-i).

Por otro laclo. Br,r*¡r * (C. {,¡,¡1)r t (C, p¡)t/,¡*, e LPI\k+2) y ter}ernos que

[-L ¡ I l-I
Bpt )- (c',p*)q*: B0t *L,(rr,+ !(c,dr)di-r ) * rru * \\c,¡.t¡o*-r

+ \) \c',e¡¡e,,
,+1>t'+1

irrego.

, r\ T k'1, ¡-l \

I c,n;r-r('pr),:r,- / clsa,+t(sr,-f<c.0i0, t) - BlL
.tt.t,aL=í\ñ)

l-l .t ¡c!

-f<caio*,1 -l G f {c.n,74,'lt,L
l . l +),kr|

I 
"^,-a,->_0,-rut+l G I (c.d,)¿r,

¡r/>t'Íl

clonclc torrr;rr¡icrs du+r = jil G(.80t, * 2f-r1c,e,¡euor-'t). Así, pocleuros escribir ¿ rle la
sigtrielte rnartera,

¿(4 : f*(r) 1_ d¡,¡1(r) + qrr+.2 (f),

clon,lc d; e LP/i,l; = 1,2,..., A'+ 1y ¡i:t+2 e LPlk+2.
Di. i:sta ru¿¡,lera iiera,rlos el proceso ha"sta, ilegar a l: - tn, - 1 y c¡bteueuros

'¡¡ I

r(r) : ! o,¡t¡+,i,,,,(tS,
/=1

rlorrclc d¡ 6 ¡t'/k,li: -1,2,...,n¿ 1-v tit,,,E tt'/"'. tr
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1.5 Teoremas Asintóticos

En esta sección veremos los teorernas asintóticos nombrados y usaremos todo lo visto
anteriormente. Para esto consideremos el sistema diferencial

y/: (^(¡t) +.R(¿))y (1.7)

dondc A(l), Il(f ) : (rrj(r)) € M,,(R) pa,ra, ca<la. r, y ,,\(t) : diag(Ar(f), . .., ),,(¿)).
Usalclo el leura 1 para el sistcrna (1.7), tcncmos un conjunto de soluciones de la forura

, ft \
rirli I = l,r- l¡r.,¡.¡t)7"xi, ( / [,]¡i'.1 -r r'¡¡(.7 t (Pg+r(..). ur(.,1)] /r )\Jr' /

(1.8)

clollcle tr¿ es como en el leIia 1, ltero

fig+r (f) = (rrl (¿),.rr(r), ..., ''g_r (f),.**+, (t), ..., 
"r,,(¿)),

fir+r.r(¿) = (r1Á(¿), "2a(f),..., rr_1Á(r), ra+1^(¿),..., r,,^(¿))

y nl+r*+r (¿) - (i;.r¡(r)) coll

rr': I?l+rl * (Al+r - )¡,If .R¡11¡11 - r¡¡1) u - (J?¡¡11, o) u (1.e )

clortcle l\¡11 : diag()r,..., )r-r,).t+,,...,),,). Observernos que csta. ccuación es rle 1a for-
ma (1.5 ).

-A"r1uí tettr:rtLos un¿¡, cxtcnsión del Teorerna de Poinca¡é ltara sistcnra"s, dc hecho este
lr¡suliaclo sirve pilla clenrostr¿r,¡ el teorelra cle Poilcaró paLa ccuar:iones cliferenciales linea,les
cscalarcs. La prituera parte de este ieorellr¿r es urr ¡i:s¡¡ltarlo clc Pcrror, o sca. la.s ecu¿r.cionr:s

(1.10). La segunci;r. pítrte es nuev¿r.

Teorer.na l. Cottsidt:rr:rr¡.os el sistenta diferencial (7.7). Su.pottgarnos r¡te :

1. etiste 1) 0 tal qr.a par\t todo i I k ]Re ();(t) - )r(¿))l>.t, pora tctdo ts 1t;

2.. R. es l,ocalntetrte itúr;grtttlr: R. -+ 0 ¡:u,atulo t -+ cx:.

E¡tton.cc:s c::ri,sfu: tnt. si,stt:rrut t'utt do,rn ental de soluciones y¡(i) - (yrt(t),...,y,,r(¿)), [ :
1.....n. lal,e:s que

(r;,¡ltt l-\i.j't -l
I

l.i;+r(¿) 1< i<A-1. [< j 1tt-1
,,, /t l¡l _ f

l,'tn,;(i) k1i1n - 1. 1< j <k-l
Ir'¡*¡;,.¡lt) l <r.j< r, .L

Y Iil corrcspolclicltc ccuaciól pa,¡a r)t es

,u,, ("i^".' -.1¡1r;)-o yp,ru j *Á- tir, 'rt(i I -0./ . \rll,.(/t / i-+\ ,1.((r)
(1.10)
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Más prt:cis ar t t t:rt tt:.

Jond,e 1,. - f .-,. c,.

t, --tt-.t si r ) s

[t.(,-"1 .qi¡ < s

v¡(t) : (c¡+ iro(i))*, (./'t,\ut"l + r**(s) * (,?¡¡-¡1(-"), ur(."))l rls) ,

1'a(¿) = o (1, ,,, .')llnr1,l(s)ilrrs) ,

cr(¿,..) :
y 0 < o < -1 .

Demostración: Por el leura 1 tenenos rtn sistella' cle soluciones <le 1¿r, forma, (1.8) y ur

satisfai:e la r¡r:uación (f.9). Lucgo, clebeuros a.nalizar la ecuación 1)ara u¡ y conciuir el

rr:sultaclri. La ccu¿lcirj¡r para 1ra ticrr{] 1a, tbrrna tlc la ccrr¿rción (1.5), con A : I?l+rt, nr -
,\¡.1-y - )¡I, B: (Ilt+rl+r r¡¡1) y C: frre+li entonces piirzr r:acla A: 1,...,tr ba"sta

r,erificar la.s coucliciones riel corolario 1 Para tener existc u¡ tal que r¡ -+ 0 cuandr¡ t -+ oo.

Consiclererrtc¡s cl sistet¡ra riiagonal tr' = B(t)¡,lrtego por la colclic-ión 1 se tiene que estc

sistcrla tir:lc dicotorní¿r cx1;onencial coIr constantes Ii ¡. 7. Sea G I¿r frtnción clc Green ciel

sisterna, cntonces debernos vcrificar que ¿(ll.4ll), ¿(l E l) y ¿(l]Cl]) -+ 0 cu¿rnclo t -+ oc,.

Noteuros q1r.c

¿(ll.1ll) (¿) ! rr p1 (llAll, i, t) + ¿'(1lAll, 1, ¿)1,

cion<lc [;, r = 1,2 sou los opcradores riel leura 2; y se tiene la tttisuta desiguaklad para B

¡' C'. Lrrego, por Ia r:on,:iir:iól 2 y cl Ierna 2 se cuntplen la-s hipótesis del corolario 1 p:rra

la tr:uación (1.9). Por lo tanto, se r:ont:ltiye que existe u¡ tai que ut -+ 0 cuarldo t -+ co.

Acleuiás. tcncrros que

yr.r(i) = "o, (/'l^uf "l a r'¡¡(s) * (Ru+, (.,), r,r(s))l .Js)

vpalaTfl

, tt \
lrri/ a¡l,orp( / [1u,., + r'¡¡rst L (,á'¡¡1¡{.{i./t(,r))',/,- )= e1 1¡y^u¡i¡., \Jtn /

Así qrre.

!í, ,¡\
ya¡,(¿i = )¡ (f) f r'¡¡(t) l (Ilg+r (t) rr¡(f))

!41: oe) itt'
l/tr (¡l

y cr¡rno -R -+ 0 r-uarclo f -+ co. se dcduce (1.10).
Para Ia otra pa,rte, usarcuros el letua, -1. Sc verifir:a <1ue el sistema r'= Bt1¿¡, ti"n"

riico¡orrrí¿r expoucncia,l y por el lcrrta 2 se puede escoger f¡ <1e forma que se satisfagart ia,s

ilesigrralclades (1.6) para B y C. Pr¡r lo talito. tenenlos que

u¡(r) = Q (ll ,U,..)lnr+,*(s) lds) .
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La indepenrlencia lineal se <le<luce fácih¡rente usanclo el segundo límite de Ia ecuación

fl.t"oi v ..ri.i.r;" "l 
*'on'Liuno át la"s soluciones y¡' i': l' ' ' ' ' 

rr' Luego' tenenros que

lll u,1,7 . ,r,,,,),1_1,,il;,, ""u).:i" "' :lllí:: 
\wlyr ...Y,,1-- i : : il-l : : ... ,",, i

I o''' lrnz ' ' '"" 
| | o\7)Y11 o.l7)s22

I t o(1) " '(l) l

1,,1, i . 
,,i, 

\=u,,r,,. 
y,,,,(L+o(r)).

= tttts.zz" ''"" 

l 'u., o(1) " r I

Entonces, existe 
'1 

tal que I4l[y1' "'' yJ(¿,r) I 0 y se concluye que y;'

un sisietna firlclamental de solrrciones'

Nota. Enel caso <1tte tuvieramos que eúste. k.tal que Re(f;(t) - )r(¿)) I

;';;; ;Ñ ,,do i I k entonces po<le,tos decir que

u¡(r) = o ( /' "-"t'-'lllnua¡¡(s)l¡ 
ds)'

'-"\J. /

Análogarnente, si existe /c tal que Re(,\¡(t) -)¡(¿))>7paratorlof)f6yparatodoilk
entonces Podeuros <1ecir que

u¡(t) : o(/* ""t'-'rtln**,*(")ll 
d")'

Esto clebido a la proyección que aparece en la función tle Green cle la ecuación ¡' = B1(t)t'

;.;;, i, ecuación r/- (A¿11(t) - )¡(ü)/)z'

Otro teorel¡ra inlportanie tl"nt'o d" Ia integración a-sintótic¿r es el Teorema de Levinson'

oue consitlera perturbacionas "í""f'*""tt" 'irtegrable" 
del sistenra cliagonal' A través del

len,a 1 v rlol estrrtlio tr" It "t";;;; i1'ó¡ "u 
pu"i" obtener otra det¡¡ost¡acióu cle este Teo

reura. Sin eurbargo, la or¡ritiremos'

Teorema 2. Consideremos cl sistetna (1)' Stpottgotno's tyte

1. Para todo i f l; se tiene que Poro t > s

/'n"(^,(r)-^u(r¿)) rJu < r(r 
' /'*"1^'1'¡-'\¡(z))du -r -m cuorul'o t -+cn

t Jlo

' o bi'et¡' 
/' R" (^'(t') - )t(')) rtu 2 I{2'
t"

2. n € ¿ 1 
[¿0, oo) '

i=1,...,nforman
ú

-'y para todo
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Entoncas cristc u¡t sisterna de soluciones il*(¿) = (yrt(¿),..., y,,t(¿)) tales r1ue

rr(r) = (r,¡ * o(1))exp (/" 
^-,,, 

,l (1. 11)

La couilicirjrr cle dicotornía c¡ue sa.tisfacen los ); Ia llaurarernos Dicotornía de Lcuittson.

Otlo teoretlla rlrre sc pucclc ticr¡lostra¡ cor Ia ecrración rlc Ricca.ti gercralizatla es el dc

Hartrrann Wiltrrer, qrre consiilera pcrturbaciones en -Lplf6, m), con 1 < 7t ( 2-

Teorema 3, Consi.derernos el si.stemo, difextt cial (7.7\. Su,potryarnos c1u,e :

1. ctista j > 0 tal q1t,e para todo i I k ]Re ();(t) - )*(r)) > ^¡ pnra tod,o t ) t¡;

2. R.e L|'lto,:<,). 1<2{2.

Er¡,tonl:t:s czlistt u.n si,¡ten'¡,o d,¡: .s¿.)lu;.ion es xu(t) : (utl(t). .. ., y,,l(t)) tur.k:s qrt t:

v¡(t) : (c¡ + o(1))exp (/'t^rf"l + ru(-,)las) (1.12 )

A lrirrtir- dc r:sto. se puecle 1,,uecle estudiar cl r-a-so r:u¿ttclo R. e Ll'lto,rc) para. ¡,, ) 1

¡rrlritrario. Rccorrlcrlos qrLe Hilrris y Luiz había,l obtenido un result¡rtlo para este caso.

Siu emlrargo. sólo indir:¿r.r irn urétoclo conro obtene¡ la, fiírnrula,. En el sigLricntc rcsultaclo
ertr{)Íjarlros rrrra fórruula, explícita para la.s soluciones.

Teorerna 4. C¡¡¡lsille:t r:¡ ¡¡,t¡s ¡:l sistetno, dit'et-ertcial (,1.7). Su,pongo,mos que :

1. cristc 1) 0 tal que Inro todo il k lRe();(t) - )r(t))l>_t [)ara todct t. ) t¡;

2. R.e Lt'lto,,:c),2 1! nr <?<i¡t+7.

E¡¡,t.r¡n«:s t::r.i,.ql.i r,n, sis*tnrt de s¡:¡lu.t:iottes yi(t) : (yrr(¿), .. , y,,t(¿)) tales qu.c

u*(ri) : ¡..,0 i o(1)) i:xp (/'t^*t"l 1 r¡¡(.i) l- (Ár*+r ('), d1¡(s) * "'+ ,,,,r(.s))l .r")r.rr,

¡Jottd¡: los Ai^. ?ulien st:r ¡tbtuti¡los por las fónnukts

d,^(r) :1"-ci¡.(r,s) l?¡a1¡(.s) rl.,-, ,r-O: l: Gr(¿,§) (n^+1a+1(s) -r¡¡(s)r) d1¡(s) ds,

e,u{tl = .[* cot.r, s) (ll¡ ¡1¡11(s) - r¡¡(s)1)á¡,1¡(s) rls

r! I )

/ Gr lr. ',1 ) 1.1?rr-r\s). P¡r(.{))dr-¡-rr({) d-
J lo i=1

para I > 2.
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Demostración: N[evarnente tenetnos soluciones de ia fbrtna (1.8) v debemos ana]iza,r' la
ecuaciótr(1.9).TorlanrosA:l?t+rl,Br=Ar+t-)t1,-B=(-t¡11¡-¡1-r¡¡I)yC:fig+t.
\¡crifiqueruos la-s cc¡rrdir:iones cicl corc¡i:¡,rio 1. Debiclo a, la conrliciól 1, el sisterna r' = 61 1¿¡,.
ticle dicotornía expolencia"l. Sea G¡ la, frrnción de Green <lel sisterrra, eutoltccs debcrnos
vcrilic;ir quc ¿(iÁll),¿(]f]l) v f(llC'l ) + 0 urarrdo t + oo. Notcuros que

¿( lAl )(¿) < ¿1(iAll, 7, ¿) + r'illell, 7,r),

clonde ú;, r = 1,2 .o, los opera<lores del lema 2; y sc tiene la misma desiguaiciacl para, B y
C. Lrrr:go, pol la corLtlición 2 y cl leura 2 se curnplen la"s hipótesis tlel corolario 1 para, la
c¡:u¡rióll (1.9). Con esto exisic or tal (lur-'irr -+ 0 cuan(Io ¿ -+ oo.

Por otro laclo, conro A, B v C € .Lp[f¡, co) tenernos r:tue uÁ € ¿¡'[¿0, ca) por el lena. 7.

Pcro u¡ ) 0 cLra,ntlo ¿ +oo entotre,.s ¡,t € tr"lfo,o¡) Plr;ltodop)2. Ademiis, por el lema
7 poclerDos escrlbir ut colno

¡¿-1

ur(r) : »drr(¿) +q),,a(¿),

rloucle 0¿¡ € LPll. t : 7,2,....¡¡t - 1y estár clarlos por 1as lórruula"s altes puesta.s: y
, ,,,,, € Zr' "'. -{l.ora. .i ¡¡¡ .. 1¡ ¡,, * -t prrronces 1t/to ' q. do,r,tn 

;), + } - 1. L,roco.
r¡,,,,¡ É I'l[f¡, oo). va c¡rre ?r¡?¡Á es a,cotacla. A partir cie esto, pocicrlos cscri]iir

"*u (r['1*no*,1§), r,,,r('))¿s) - c * o(1)

va ilrrc (l?¡¡..1, ¡l',,r) € ¿1[¿0, oo). Finalrucntc. cscoge¡uos ¿: : 1 y Po<lcntos escribir (1.8) crr

la fbrrna (1.13).
L;r irrdeperdencia line:r-l se deduce fáciluente us¿rnclo el seguncLo línite cle la ecuación

(1.10) y ,:alcrrlalclo c1 r'r'orsliiaro cic 1:¡.s solucioncs y;, i = 1...., n. Lucgo, tcncrros qte

riorLcle

,1,¡(t) [)¡(s) + r¡¡(s) * (]?¡¡-¡1(.s), d1¡(.s) * ..

Eutonr:cs, existr: t1 tal que I{'-[y1, ,y,,](¿t) l0 y se conrlu¡'e que y;, i:1,...,r¿ for¡t'¡a¡r
rrn sisterua firn<lameltal dc solucioncs. n

Otro teorcura que rnencionarernos es urro de Ea.sthanr, c¡ue sigue Ia, idea.s dei tcorema cic

Lcr.ilsou. Aclcurás. consiclc¡a pcrturbaciones qire tientlen ¡1 cero, pero con ntra coldicióu
rluc relaciona la pertrrrba,ción con los )¡:

26

wly1,. - -,y,,):
ltt ¡,

!l)"

.. !1,,,,,

1 + o(1)
o (1)

:

o(1)

aa Anz

:.i!1.i)2.. 4r,, (r + o(t)),

!111 lt t¿

ll)t lJ¿¿

.+ d,,,r(-,))l¿5) .= "",(/"



Capítulo 2

Ecuación de orden 2

2.L Introducción

En es'te capítulo vcLeuros los resrrlt¿dos obteniclos para ia ecuación cle ordel 2. Estos se

ol¡tiencn clc clos rna,nera,s, Ia, primera es con ulr ca,urbio <le variables que reclrtce el ordel y l;r,

ot¡¿¡. es llevar la ecua,ción a un sisterla clt¡ ecuaciones diferenciales y usar la, teoría presenta,da

r:rr cl c:rpítrrlo 1. Nuevar¡rcnte necesita,uros estudiar ur¿r. ecuació¡t de Riccati. La situación
clue considcra,rcrrlr¡s es cuauclo las ra,íces característica"s cle Ia ecuación no perturbacia son

clistinta,s. Adcur¡is. sc tienen dos casos c¡ue son: raíces característic¿¡-s con parte ¡e¿rl clistirrt¿r

v raíces ca ra cierí-stir:a,s con parte real iguai. Para el ca.so pa,rtes rc¿r,lcs distinta,s aPareccn

r.arios resrritaclos y par¿ paltes reales igua,lcs uno.

2.2 Preliminares

Corrsidrlr'crnos l¿ er:uaciól diferencial lineal hourogónca con coeficientes coustantes de

orclen 2
r"¡a1t'fa¿z:0, (2 1)

tloude ri¡, ¿1 € lK. Direuros <1ur: el polittoniio P. rl;r.clo por P()) : .\2 + r.¿r ) t r¿0, t's el

polinolrio caractc¡ístico cle I;¡. ci:ttación (2.1). Si );. i - 1. 2 sor l¿us ¡aíces clc P e¡ttotices

rlirr:nos rlre ,\,. i - 1, 2 sc¡n r¿íces cara,ter'ística"s dr: la ecuación (2.1).

Tonrcrlr¡s ahota utta perturbaciórt rlc e-.t¿l ecuaciril de la, fr¡¡r¡ra

y" * (n,. + r1(.t))yt -l (oe + rs(r))u : 0, (2 2)

ciourle r'¡ y rr sor furlciones defilidas en un intervalo cle la fbrlna [ts, co), pa,ra a1gún t¡ ( R
y lor:a.luiente integrairlcs.

Lerrra 8. C¡¡r'¡.si/cr¡tnls la ecttación (2,2) 1¡ suportgarnos rlue las raícr:s caracte.rísticas, A;,

i - 1.2. dc (2.1) son distitttas, entonces sc tien<: d,os solucioncs de- Lo. fonrru

rlorttle :¡, í. - l.2 sat'isfacen, respcctiuo,mente lo,:; t:¡:tt ¡.t cic¡tt es

z', + ro(t) i );r1(r) * (o1 12);),,¡ * 11 (ú):, 1:r2 = o.

:l

(2.3)
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Demostración; La, tlcrnostlar:ión cottsiste en vcrifir:a,r rlue u;, í - t,2 satisfaccn Ia ecuaciól
(2.2). Polgarnos

a1r1 = cx1,( /'¡^ * .1.,.11 ,u)
\ .,/,n t

pala sinrlrlilicar la notacióu, cionde A es raíz i:aractcrístic.r tL: (2.1). Luego,

/ rt \
v/(f) : c\f( / l^ + ;(,)l a' )(.r +;(t))

\ ./io /

= ?(¿)() + ,(r))
y,,(t) : u(t)(^ a:(t)), * ¡1(t)2,(t),

errtoncc-s

y" + (ot +r1)y'+ (a¡+ r0)y = u()+ :)'? t y;' + (a¡+ rr)v()* :) * (a¡ -¡ r6)v

: y[(,\ + .)) + .' + (o1 { 11)() { z) -l ao * ro].

Por otro laclo, tenetlos tlue

() +:)'z+ z' + (t,t + r1)() * z) + ú0 + r0 -,\2 + 2); + z2 + r'* (a1 f 11)()+ z) +o0+r0

=,\2 + r¿l)+ ao I z' +r¡ f .\r'1 l. atz + 2^z

*rt;*z)
:0

Por lo tanto. 37 cs solucióu ilc (2.2). Cr¡rrro l¿r,s raír:r,s ca,racterística"s son tlistinta"s ttrnelnos

clos i:crracioncs ¡ra.r:r :, clepctrclicndo dc ). Ltrego, dos soluciones z;, i = 7,2. Z

Este lerna i)resenta cle olLa lttaneta el callll¡io cle v¿r,¡lables -: = 1 )ti cuando \ I )r'
Aclerriás. srlponeulos iutltlÍcitatnente I¿r existetcia de z¡, i.:1,2.
.ly'ol¿. Las r¿ríccs r1e P satisfacerr r¿r * -\r .}- )z:0, ya que

() 11)(l- )r) - )2 - (Ar +.\r))+)r)2: 12+¿r)+ oo.

A pa,rtir cle r:sto, las ecu¿rcioues quc sittisfacen z;. i :1,2 son respectiva,lliente

;í = -(r0(r) *);r¡(r))+( 1)'(.\1 - A¿),,- r11t)z;- z! , i=l'2. (2.4)

Aho¡a estrrcli:rreuros l¿¡. ecu¿rr:ióti (2.4) para conoccr el coulport,antiento a^sintóiico de la"s

sohrcioucs rle la r.i:uacióu (2.2). De heciro. conocienclo solucioles dr: (2.4) para ri : 1,2 
".'

obtiercu solui'iones palir, ia ecrración (2.2).

2-3 Ecuación de Riccati

Acluí e5tudiarernori una ccllaciórr dc Ricr:ati y octlllitrelrlos a,lgunos resultaclos ya cx-

l)lrestos cr cl capítttlo antcric-r¡.

S;llrr:r¡ros (lrrc urla ecuació¡r dr: Riccati tiene ia fortna

z' = t,(t) + b(t). + c(t):).
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Aquí estudiarerrrori ur ca"so particular cle esta ecuación.
Co¡rsicierenos la ecua,ción diferencia.l tt¡ - lÍ con Re7 f 0. Definiuros la, función _q

coIIl()
[o-.1r-,1 .1 ,¡.

e(f , s) = { -
[U srf (s

cuaucio Rc7 ( 0, 7: -n y

lo sit)sglt's) = 
[_cr{r-,r si r ( s,

cuando Re7 ) 0. Diremos que g es la fulción de Green de esta ecuación.

Lema 9. Darlos c, 1 ) 0 enislen cottstantes M, l;, y k6 ) 0 qu,e satisfacen

k,+ Mkb* M2! - M, k¡'12M9 < t.

Demostración: Escogemos M tal clue 0 < 1- 2Mcf1, es decir, ,\1 satisface 0 < M <
7/(2c). Luego, escogemos li6 de forrna que 0 ( la ( 1 - 2Mc/1. Así, se satisface la.

dcsigua.lclacl. Teniendo -4,1 y ,(6 fijos, ,to se encuentra de la relación

k. = n'I - Mh¡ - M2!,
^l

y /|o > 0, pues

l"r9<t-kt,-M9.
¡

Este lema a"segura la existencia de la.s constantes M, k^ y ,t6, que se ocuparán en el
siguiente resultado.

Lema 10. Consid,eremos Ia ecuación d.i,ferencial escalar

z':a(t)*12*b(t)z!¡72, (2.5)

rlrndecqlR,cyáestánd,eJinid.a.cen[t¡,a),paraalgúnto€]R17^¡€C,conRe7l0.
Supongamos que 8(a) y L(b) existen, U A@), L(b) -+ 0 cuando t --+ a, dond.e

aO$) - f* ilt, ")fG) 
as y L(f)(t\- /- lrtt,,lllrt")l a",

con. g Ia función, d,e Green de la ecuación tt : .fr. Entonces existe una solución z rle la
ecu,¡¿c-ión (2.5) tal que z -+ 0 cuando t -+ x¡.

Demostración: Sin perdida de genera.lidarl, supon€lamos que c ) 0 y que 7 € IR.

Sabernos que, por variación cle parámetros, Ia ecuación (2.5) es equivarlente a la ecuación
intcgral

:(t) = I .q(t,.s) [a(.s) + t,(.,)z(s) + cz2 (s)) d5,
Jta

29
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Arlcrnás, vcrnos que ¿(1)(¿) I lfl¡ para" todo á6 ! f (ver deurostración del le[r¿r 2 dc]

capítulo 1).

Ct,r,.i,lrl¡rr¡,r,J -igrriot.t n o. ¡,a,'io

C¡[t¡, cc) - {/, ltu, m) + C lJ es contiuLa y /-+ 0 r:u:tlclo t -+ cc}.

qllc deltotarelllos Por.C0 1)ata sirrrpllfir:ar. ObserverDos (lr1c C0 es un espacio cle Baltach colt

la rroLtrta lii | : sup{ f(¿)| lf € l¿n'-)}. Entonces defillalrros el opctaclor 7 r:olttcl

r:¡t¡= [- y(i,s) lr¿(") i ú,(s):(s) ar;2(s)l rl.s.

Lrrego. teuernosclue?:C¡ + C¡ (va, quc, l(/) -+ 0 cran(lo I -+ oo, si/ -+ 0 cuando

I -+ oc. pol el lcrna 2), ¡. bttscarerrtos u¡1 punto fijo dc ? en :rlgún corrjunto invaria'nte'

Esr:oi¿¡.rnos ,11. Ao v l¿ L-olrlo cn el leura antcrior, daclor c, lil> 0' i'io tal clue e (a)(f)l< i;.
v f(ú)(t) .1 l;¡, Para. toclo f ) f¡. Scan B = Bl0';1{] y;€Beutoncesparat)f¡

l7"z(t)j ! /-r(t,"),(')r"i- /: lr(.,s) lá(§).2 (s)+ c;2(.s)lrrs

< Qtu)Q) * /- ,tr, .l f Ü(.)l (')l + cl;(s)l2l rls
,l¡n

! L:,, + tl L(b) (t) + cM ) LO) (t).

Corr esto, terlcrlos rlue para I ) f¡

1r-'{r) < t" +,lfl¿ + -1121-1
Así, f : jl { I,1. Por 1(] tanto, ?: € B.

Scau ;1 ,;2 € B, elltonces

r\:
f lrr' T.'r1t 1= | ,Lt.'l lüt")-'rr.r-":l('1,,/.* | ilt..'l[Ü1s1:2(st- "tj1'tl a"

.lt, ' J to

= [ gV,-) ló(.s)(.:1(s) - ;2(.s))* c(:f (s) - :;(-'))] d5.
J,n

Luego. para f > fo se tiene

I:1rt1- f-¿tttt. I ltttt ..t i;i-1 l:.¡{') :2t.')lr/. ' ' /- llt'.'rl --,rr"r - :j1-11'/'
.ltn ./io

Conro:f - zj: (21-;r)(:r *;r) v l:1(t) +:2(¿)l < 2,'}1 para todo t ) ro, telienos

Tzllt) - T.r(t)l <r(b)(r)li;1 - ;rll + 2114; l:r - .:rl
t1t

(oo-:r¡r:)l:r j2,1.
\ 71,/

Cc.¡¡rcluirrrr¡s que, 7;1 -f "ll! (kt,+ZlvtcláD lr, -t,], con A6 12ltIc/11' < 1,. Por

1o tanto. tenerrlos que 7 es ttn operador contractivo de B en B, y cono B es cerrado eu

C0, quo es u[ cspacio de BaIracli, existe un rinico; € B tal que Tz: z. Así, teneulos un¿l

sol¡rr:irl¡l, cligauros .:, cic la ecuación (2.5) ial que : -+ 0 cualldo ¿ + oo. fl

30
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Observentos que si a, ó -+ 0 cuando t -) m eltonces se satisfacen las condiciones de

este leua, usando el to"' z a"i *ii'tiü i' y a,d"'r'ás z' -+ 0 cuaudo t -r oo' De la misuta

rnanerar se curnplen f" f'lpOt"'i" ti" este lema si a'b e LP (por el lema 2 del capítulo-l);

incluso r¿ puede ser .on¿itlonoí""nt" iti"g*Uf"' Por lo tanto' se pueden combirar estas

lripótesis, es clecir, podeuros t;;;; -t o iuuntlo Í -+ co y b É L? ' Dot ejemplo'

El resrrltado anterior nos tríiulJ"'"" up'oximación.al estudio de Ia's soluciones de (2'5)'

Sin errrbargo, ,r"a""i,u,rr.o" "oni"i',r"a "rrr""ir"*i¿n 
rrrejor para caracterizar Ia solución que

tlos entrega cste lema' On u'"* t]c 
"soi 

ten""ro" los siguientes resuliados'

Corolario 2. Conl¡iileretnos la ecuación (2'5)' las hi¡sótesis y conclusiones de la d'emostración

d,el lemo 10. A.ern,,s, o'r*'ioin"-ou" R" 7'- -t' <0' o*0' d'ado 0 < 13 < al, y I{ tal

que a-B-Mco<rf<--;:B ,

se satisfuce q'tc 
/' , -'^-'tt'-"t16(s)lr/s l h

Jro

para totlo t ) ts Etltonces z la soluciót¡ iLe (2 '5) d'ad'a por el lema 10 sati'sface que

z(t) - o(1i' "-nt'-'r1,,rot 
a')'

Dernost¡aciónr Sin perrlicia, de generalirla<l, -supon8arllos que c > 0 y que 7 € )R'

Sabetuos que existe ttno "oirri¿" 
z de (2i:'5) tal que '' -+ 0 cua'ndo f -r oo' satisface la

ccuaciólL
,A) = .[: e(t, s) [a(s1 + b(s):(') + cz2('s)] rl's

y ll-:ll I .l,/. Eu estc caso'
I "-"(r-"1 si f ) .s,(,,"):t; "ir<,

Luego, la ecuació¡r que satisface z e's

,(ü = l:".-.,(¿-3) 
[¿(<) + b(s)z(s) + cz2('')] rJs'

Tornetnos Ia sucesión clarla por zo: O y z,.+r := Tz¡r para ?¿ > 0' <londe ? es el operador

definido en Ia clel¡rostr¿ción del lem¿ 10' Sabelros (lue z'¡ -) : cuando ?¿ -+ co' ya que 7 es

contr¿ctivo. Obse¡vetnos qrre Ia conclición sobre ó equivale a

.t
/ 

" 
c("-r),1óts)lds ( /ic("-art

Ju

pará.todotlt6.
Ahora protraremos por in<lucción que para todo ¿ Z ¿o

1,,,(¿)l < r,r /' .-'t'-"llo{'')l a'',
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para todo ? € N, con

ya que, corno

32

ft-B
" = (,-A+X¡¡l-o)-Mc

Para r¿ = 0, 1 clararnente es cierto' Supongauros qrte es cierto para n: 'L' y veamos que

sucede para r¿ = ,t i 1, entonces

lz*+r(r)l < 
l'";"r'-"t [],(")l+ lt(.s)llz¡(s)l+ clz¡(s)1'?] d's

5 
7tr "-"rt-"r 

1a1") I d." + N 
J[' 

c -o(i-') 
lb(s) I 

1", "- 
a G-' t ¡o1'1¡ a' a"

n uN" ['.-"r,-", /' {ut,-,\lo(r)ldr ds,
I t" J,o

pero

e-pG-np¡)ldr ds = e--nt 
l'" 1"",a-n""o"la(r)llt,(.s)l 

dr ds

= u* 
I:" l,' "r.-ot" "o.loqr)llá(s)l 

r/s dr

= n* 
I:""É'¡o1,11 l,' "t"-at"pq"¡1 

a" a,

, n* 
l'"eP'lo.(r)l l'""a-a"¡'1")l 

a" a,

s rii "' I:"¿'lu(r)lc\"-b)t(Lr

= r l'""-u'-"t la('s)lrl.s;

v para cl otro tórmino tenel)los

r,""-^,-rr"""_oa_,t1o¡,,0,0":.J""ilr,,,r,r,,,! j,"_r0,,,,,,)*
_ «_ D J¡

=:.A l'"" 
Bei1o¡"¡1a".

Luego,

/rN + Mc-{;) /'.-0,, ,)¡ais¡lrrs
a _ p / Jto

¿-ri(ú-6) lc(s)l ds;

a- §

1'"-"r,-"rp{,)l/"

¡,*n,14¡ 5 (t *

,* I:"

N>
-a - I + Ii(P - a) - Mc
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sc tie[e q1rc

A(n-13+I{(li*n) * i'frr) ), - t|,

N(a - il) + IiN(P - (}) -MNc>tr-P,
tuINrN-IiN- -)1.Q-ll

Así.
,1,r \-r

^I 
¿ 1+Ifr'\¡+ a._ r3

Y N > 0l)rlosto (111c. col]]o
a - B - l,[ ¡:It<-'-...------._.a- l)

e1lto tI(:cs

rr -, + Ii(/l - n') - l,fc > 0.

Por lo tanto, para torlo n € N v i >,0 teneulos que

tt
,:,.1/.), .\- / , -//ir "t1,¿i.,)l,is.

J¡

cniolr(:es podernos clet'lr quc para todo f ) fg

tl
l-rill. -\" / , -J(r-'),,rr.') r/'.

.l tn

L rr ',¡o. , ¡t
zlt)=o( l' " ")1ni-11a')'

\./ fo /

33

tr

Ahora, si Re7 > 0 en la ecuar:ión (2.5) tenenros un rr:sultaclo an¿ilogo ¿rl anterior.

Corolario 3. Consideretnos la e:¡t-ra¡:ión. (2.5), los hipótr:sis y cetrrclusiones de la demostraciórt
del lctnt, 10. Además, s'u.porLqarrlos tlur: Pte^¡ =rv) 0, al0, dado0<ll!a/2yI{ tal que

O<IL< a-P Mc:

a-p
,:r: so,tisfo,cr: c¡te

/-,,r"-,,rr,-,t¡¿¡sr ,1', { riI'
\n,nt, l.orltt t )> tt¡. Enfct¡t¡:¡:s z Lo, sc¡hr:iór¡. de (2.5) dada por el lem.a 10 .so.l.isface rlue

:(t) - o (rt-.ot'-"r1,f.t a") .
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f,- "t"-ata-tlils)ld.s < ¡¡

€-(.-pX¿-") ló(s)j ds < r(

,n-t
,(¿) = Ilt1)+t,,,,(t),

para todo t ) ú¡, donde

0<.Ii< et-lJ-Mc.
a- p

El siguie,te ,e¡,a tie'e reración con condiciones integrables y ,.os presenta un aesarrollode la solución de (2.5) co,ro una surr¡a.e términos doniá ...o ié.,nino ,t""; ;;;;;;;;;de integrabilirlad.

Lema 11' cons'ideretnos ra ec"'.ación (2.s) y tas hipótesis d,el rerna 10, supongamos quea'b e LP[to,,x). Entonces z g Zp[¿o,m), dinde " ," la s;oluciót¿ c1ue nos entrega el lema10. Adernás, sip E (m,rn¡7) con nt € I\\{1}, podemos 
"rrr¡bo, de la si,guiente nanera

L¿ demostración de este hecho cs análoga al corolario anterior.
Notenros que la elección .e li.epen.e cle la el".l.;in i" ttl, ynque como Mc < a/2necesitarrrosque0(flaf2,parapoderesco¡1er.Il>0.Adetnás,puralo".*""r,¿]O

cuando t -+ xt ó a,b € zp por.ler,os ur.ortru. ú6 tal que se satisfacen las condicionesque a"seguran l¿ existencia d,e z e Co como solución ae (á.S) y qu., dependienJ" a"i.*.(Re7 < 0 ó Re7 ) 0), se currrpla,n lius desigualdaclc" ' -

["

¡lon ¡l,e

yparal)L

0{t) - l* ,l{,s)a(s) ds

,,t@ - f* oQ,s)(r1,;a,-,1"; +.f an14a,_o¡4) a",

con 0¡ e Lp/k. k = 1,2,...,nt * I g 1/,ñ e Lp/n.

Demostración: Sin perclitla de. generalidad, supongarros que 7 € lR. Sabemos que sin,.b e LP[to,x) entonces pa,ra todo e ] 0

t1@,lal), !.2(e,lal) € ¿,,[¿o, oo) n C6[ú6, m).
Luego' se satisfacen ra,s rripótesis ael le¡¡ra 10 y pocleuros escoger ,o de tal fo,,a que sesatisfacen ,a.s conclusiones de la,.e,rostra.ción .el'lema iO y t ipit""i" ,1" 1", .r;;l;¿;i;2, dependiendo del caso (7 < 0 ó 7 > 0). Así,

z(t) -o (f* s"tt,obatta),
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colr 0 < rr llillZy

r:uandol(0,y

crrarrdo i') 0.

Por otrr¡ lado, te'uerrios qrre

/'r,,. sJ ,,\.c) ,/.- € LI'li ¡.o..1.
J,n

Así. tprclLrirrLos ciue : e "Lplú¡, m). Noternos qrrc : os acot¿rrla. Irrego ; € .Lt'[f¡, m) con

¡L )> p.
Para la otra parter tercrnos quc si 2 € (rn., rri + 1] (nr € N) cor i¡¿ > 2 entonces

¡.,.. ,'z u Dt/z v así, poclcrnos escril¡ir .: coruo

;(r) : r,r(f) + ¡/lr(t),

rlon r le

9, (r) : / ,/ (t, s) r¡ (sl ds,
J tn

91 ¿ L» 1, ti'., ¡ lt'l), Lrrcgo, si r¡¿ = 2 erstá rleruost¡arlo el ¡csultaclo. Su1>ongarnos que

rl > 2, entonces reemirlaza,nrlo ; en 1a, ecu¿ción iutcgral teticlrtos

r!-(.t):0r\t) + I y(f,§)(ó(.s) + cdr(s) +cq,r(s))(ár(s) +{,2(-"))d.-
J,u

= 01(i) + / e(r,.r) (ú(§)9r 1s¡ + cfa,1,.¡1'?) as
.lto

rn
+ I e1r. s)(l.r(s) +.dl(s) + c-:(-s))rl2(s) d-s.

Jtn

Así, poclernos escribil z r:orrro

zlt): e1ft'¡-F d2(á) .]- rir:r(i),

tlouric
/,r$) : I c(t, s)(b(s)e¡(s) + .ldr (.')]') d§,

lt.(f) = / y(r, "){r(") + .ár (.§) + c--(s)){,r(s) rls
J,n

j, 0z e Lt'l),'tl)3 € LPl3. En gcruera,l, usanrlo inducciórr. suporlgarrros <1ue podernos esc¡ibir :
aoilto 

I
z(t) = ek(t) * ,/,r+ r (ú) , con e¡ (t) : D,o' @ ,

35

ít ^tt') ni ¡>.'
v,tt,.) : to "i r < "

lo sit >.*
.,.t"{t.') = 

l."rr-"r si r <.s
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rlorrdc

r\ /-l \
011t1= | a(r.srur.{) /... Htú) I ltr¡ ,'l( t,1.';41-,(^l + r't //r(r)á,-,1..¡ ),1".

.l ta J,o ' 
= 

/

par;r I > 1. [ ( r¡¿ -7,0; e ¡r'li, ¡ = 1,2,...,fry rlr+r e Lp/&+t). Srrstit¡y;rmos en Ia
ecuación intr:gral pa"ra ;, luego,

:(¡) : d1(¡) + / ,(t,,i)[ó(,i) n ca¡(,s) + «/,r+ r (s)]lrr(.") + {r-¡r (s)] d.s
.lh

= 017tt - I :tU..-t fl,t'r9¡.t"¡ -r .(prr")1']] {/r
J tn

rñ
I I y r t . . ¡ | 

Ú I ..r , L ¡ - , I .r ) r i )'*{s)r'r. t(.§) - .¿'(. r r (" ): {s )] r/s.
,l ta

AcLerrrás, bet e Lt'llt+l) ira,ra to<lo 1! I ! A; 0;0, E Lr'/(i+i) para todo r+j < k+1y
eieje LPllk+)) pa.ra totlo i+J > f +2,yaquei)l:t2 j luego, p/i < p/(l;+ 2 - f),:'
corno á; € Z' 1;;rra loclo rJ ) 2/i (prresto que 0i es acotatla), e; € LP/(k+2 t)-

Po¡ oilr¡ ladc,, 1,,'¡r¡¡1 t fld¡+r + 1!)k+tz e Lt'llL+)) ]' tcrcrlos que

l.r, *

-/Lt,¡ ,r¿¡t2 =)'(uo,+,.Llúi-t, , )+aau +r>- etlk+t-t -" I 0,0,.
i=1 \ t=l ' l-1 i+i>t+l
I, I ¡\

I d.L,r ,lstt'l - f n,, , - Au-t I
''l 

'=t 
)la

s, » a¡91,

t+j>[+ 1

€LP llk+2)

rloricle torra.rrros 0¡¡1 = |i 9(b0*+ !l=, A¡eu*r-,¡. Así, porleuos escribir : clc la siguieute
1Il allÉ]ra

x(t): ft;(ü + dÁ+r (f) * r,)¡a2(f),

rloricle d¡ € LP/i. i: 1,2, . .., A + 1 -v il)*+2 e Lp/t'+2-
Dc csta ruancra iter'¿rrrros r:l proceso ha-sra, llegar a k: nt. 1 ¡'' obtenentos

n-l

'(t) = » fr¿(¿) + r,,,,(¿).
l=1

rlonde d¡ e Lr/*. A: - 1,2,...,r¡¿ 7y tlt,^ ¿ ¡r'/'".

2.4 Teoremas asintóticos para la ecuación de orden 2

Aquí r,ererlos los rcsuLtados para Ia ecuación tle ordcn 2. Considelarernos sólo Ia
situar:ión r:rr¡"nrlo la,s raír-es r:araterísticas cle la ecuar:ión no perturirada (2.1) son distiu
ta,s. A Partir (lo esio. teneuros clos casos:

1. L¡r.s ¡¿¡íccs ca r-a r:terístir:a.s tienen parte re¿l distinta.

36
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2. Las raíccs caractcrísticas ticuen lrarte real igual.

Declucircuros los rcsulta.rlos irsa,nrlc¡ Ia ecuación dc R.iccati escal¡rr r¡rostracla en cstc capítulo,
T¡r,nlbión ;rplic:a,rerlos los resultacios presentatios en el capítuio 1 a ltr, ecuación, llevádoL¿r

previaniente a un sisl;erna cle ecuacioncs clife¡encialcs.

2.4.1 Raíces características con parte real distinta

Ahor¿r cstarlos en conclicioncs de dernost¡ar una vcrsión generalizada dei tcorcma tie

Poirrr:aró para 1a ei:uación cle orclen 2. P¿rra eso nsarelnos ios rcsult¿r.tlos preseota.dos arte
riorncntc para ia ecuar:ión de Ricr:ati.

Teorema 5. Cc¡t¡,side¡-entos la ecu.ación (2.2). SupongatrLos clue

-1. R.c.\1 > R.c)2, 1 : )r - )'2, donde );, i :7,2 so¡t. la.s raíces caractertsticas cle kt
trrt a,ción (.2.1):

2. L;lr¡). L;(r1) -+ 0 cu,attdo t + c:., para ca¡Ja i = 1,2, rJonde

t:rff)(t)= ./',, 
o"-,t'-"t 

lf @)lrLs y Lt(f)(t) = ./*."',t'-'l¡¡1"¡1a.".

Entor¡,r:es lo, t:¡:tto,ción, (2.2) tiarn un sistetna fun darnen tal d,e sohLcioncs y¡. i. : 1.2, ta,les
(11[e

37

Demost¡ación: Sabenios rlue la ecrra,ción (2.2) tiene un sisteura firnclaulcntal iic soluciones

rle 1a forni¡r (2.3), cloncle z;. i = 1.2 satisfacen respectivalnerte i¡¡"s ecuaciones (2.4); lrrcgo
telrernos (lue

ul(t) = ?i i (r) (A + :; (ú)) ,

eutou(:es si rlernostr¿rrrc¡s que ptura r:acla i:1.2 existe;;, tal quc;t -+ 0, cualdo ¿ + oo,

lra1¡r'ernos probado el resultado. Adeurás, del¡euos verificar clue yift) + 0 para todo f ) t¡,
p:r"ra algrit f¡ e K. -v así.

l' f i)-.ff)-::r--)..
v, (t)

Usa"ldo ias iripótesis 1 y 2, tenernos quc, piir¿ cacla i = 1,2, sc curnpleu I¿¡.s condiciones
del lena 10. con r¿ -r0 );r1, ó: -r1 v c = 1. La.s ccriacioncs para ;;, i = 1,2 son

^:(r) = /- , 
.rt, ,) 

lr¡(.s) + )2r1(.r) * r1(s)22(.s) +:;(§)] ¿.,
Jt

reslrectiva,rnelte. Así. existen z;. i - 7.2 tales clue ;r -+ 0, clrar(io I -+ rx,. Lrrego, cono
:, esta ,:lcñnida en lt6, c<,) y -z;(t) € C para to<lo f > fo, ton{xnos que y¡(t) f 0 pa.ra todo

(2.6 )

tr
f)to.

Por 1r¡ t;¿t,rtto. ]t¡:nios riernostraclo cl tcorerna.
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Observeuros rlrre la conciiciril sobre r0 se puecle relajar a 9;(r¡) -+ 0 cuír,rido f + oo.

i = 1. 2, donde

ft r-
Qt,lt,r ¡= I ,-'tt-stlt,)J. v Q21J1¡1 = | ,''ri-')J¡.),/^:

Jtn .l¡

aplir:audo cl lcura 10 a la cr:uación (2..1). Por cjr:ruplo, r0 podría scr concliciou¿riurente
irttr:gr;r,blr:.

Esir. rcsultario gcueraliza ei teorema de Poinr:aré, que pide ri -+ 0 cuarr(io ú -+ co; y
aqrrí usaurc,s r¡l hccho quc l(r';) -+ 0 cuarclo I -+ oo, cs rlccir, aqrrí se consiclelan nluciros
rnás r:asos. Ulra i¡ndición rlás general qric pucdr-,rr satisf¿icer la-s ¡rertrrrbaciones es

Ii,,, /'*t r¡(.s)l{is = o.

Sil crnbargo. tlcpenrlien<lo del iipo de pertrrrbación se puerle obtener una fór'ntul:l rrrejor.

De hccho, pala cl c:rso dado por Poilcaré tcuentos el siguiente resultaclo.

y'y'ola. Obscrvernos ciuc

ft f. "t lt
I I , - ' ' ' r ¡r 1 i r ,l .- = | / ,-'t'-'r,1r¡ ,t'd; - I ,1'rlr) | ,-'' dst)r

1,. .1,. J," J, .lto l,
ft t -. 1"lr ft /t-1t ,-1r\

- L"rtrtl L l,lr= 1,1'r{rl l - ldt
.1," '\ 1 l,/ .l¡o \ -. 1 /
1 ¡L 1 ¡l

l / .,.,o'- : l {'{/-s)I{')Jr.
I Jtñ I Jlñ

Auálogaruentr:

[' [',''"-"t .)rtr,t--1l',,-,./" I /',]rr"r¡.t.),,.-'l'¡)(¡o-')rt..) r/..
J,,.i " ',.1, '. Jt ', Jto

Teorenra 6. Con,si,derernos la ecuació¡¿ (2.2). Su,Ttott¡Tarnos que

l. Rc,\i > R.e)2, 7 = lr - )2, donde )¡, i:7.2 sot¡. Las raíces característica s d,r: lrt.

e,cltaci.ón (2.1) :

2. r¡ -) 0 qtat¡in t ) a>:.t, ptro co,d,o, i - 0.1.

E¡úr¡¡¡.ces Lu erltoci¡jn. (2.2) til:ne u,¡t siste:r¡¡,o funtlatnerú.oL clr: soLucic¡nes y¡, i. = 1,2, ta.Les

r1u,r: sa.lí,sfo,rrn. (2.6). Mrís o.úrt, sc. tie.rte clue

,/,(t\lir Ll_l__ : )¿
'-- ü, (f )

!t

tr,tt\ - 17 I orI |, \''r-r'".*,, ( ' ,')' /'¡rn,",- l¡rf {,)+ ¡.r(..);,r.) +:lf."l] ,/s) . (2.;l
\ -/ J,n' /
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rJc¡t¡dc:

''t t) - ()( /"-""-'t,','-) -''\r"r''''/,.)
t J,o )

v

.t¡t¡ . o ( [- '"" s] r¡t-) +,1r"1r.*r¡,./") .

\./, /
cott0Io<-Rl:^¡f2.

Demostración: S¿r,bc¡¡los qrre f,;(./) -+ 0 cuarclo t -+ co, si / -+ 0 cuando ¿ -+ co Para
i - 1,2, cioncle Z; sol los opcrailores (lel teorelrla 5. Así, teueuros quc se satisf¿lcel las

hipcitesis clcl tcororla 5 y lrrego, se tiene la existerlcia rle dos solut:ioncs t7;, i = 1,2 qrre

s¡rtisfacel la ccuaciórr (2.6). Adcurrís, tenernos clue

,, (r) : exp ( [' f^, *.,t.)l ,l') ,\Jr¡ /

rlourle:; -+ 0 cnanclo f + oc, i:1,2 y satisf¿rcet

lt
11(i) = - | ,-1lt-4116(s) t )rrr(s) -¡ r'1 (s)21(s) + zi (.,.)] ds

,l t.

]'
:.¿lt1 : | , r(t-") [r¡(s) f )211(s) f 11(s);2(s) +;;(.')] ¿."

.lt

rcspcctiv¿lrlente: erltonces

ttttft\
/ ,,(.)J. - i (,,1f) + / lr.r¡.-,1 +.\r|ris)+/r{.\):r{.) + --í{s)] /")
J," -, \ J,o' ' /

]'
lt I / rr. , ,.\
/ :.,q.-¡,1"= - (:.,¡r¡- :.r{/0J- / [t,,(.r+ )2t.rl.:1 - rl(s)¿z(.) t -'ít't] a')

.lta 1 \ J,n- /

Lrsando ia, nota iutcrior. Luego, por la-s hipótesis 1 y 2 se crrrnpielt la-s condicioles dc los

corolarios 1 y 2, para Ia ectar:ión (2.4) (usarlos el co¡olario 1para.;1 y cl otro pa,ra z2),

r:r¡n ó: r'r, ento¡1ccs

:rli I-o ([' '-'''- " 'ot'r 
*)¡r'¡1'.1 

'/..)r./¡o /
I , r' \

t'tlr =o (./''(' ")l'o(')r l:r/r{')l11{)'

Ahora. sir pérdicla, de gcneralidad, escogemos ;2(f0) de tal fo¡rna clue se satisfaga

, rt \ / 1 rt . \
nx¡, { / ,r¡.7,/.r) (l -r,(l,)J.xt,{ / l,¡(.-) t )2r'¡1..1rr'¡{s):y{-)-:jt.rld.-}.

\./rn / \'/.1 ta' /

Por r¡irc¡ la,clo.

-,n, -4!1 -t-¡ \' / 
y '(t)
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l'

,10

+,3(")] d")

(^, + --;(i))'¿ + iO =!t!'(t) ,

1/, l¡/
Irrcgo. r:orrro :l -+ 0 cuanclo f -) m rlueda dernostratlo cl ¡estrltario. !

Noiernos qlle para ol¡tclcr urt:i. estiniar:iól cle.:;. i - 1,2, ttsamos sólo el hecho c¡rrr

?1 -+ 0 cuiuraLo ¿ -+ ür, entorccs c1 rcsultaclo alterior sc tit:nc a.sumienclo qrre Q;(rg) -+ 0

crrando t -+ oc. i=1,2vr1 -+ 0 r:rrando t -) co. O sca, r0 puede ser condicionaltnenie
iltcgr:lblc.

por la estinacirirr1y'ofr¡, Ol¡sr:rvernos clue la 1ó¡¡nula. ol¡tenicla arlrtí taurbién se tic[c, salvo

do ;;, ri : 1. 2, par;l cl teoterna, 5. Eutottr:r's

tt t¡i rl
r;(r) : (1+ o(1))er,(¿-¿o) ,,xl'(- / l.r(') +.\,r1(s) *11(s)-:;(.s)

\ 1 Jtn'
Ahora esta.rnos en coucliciones tlc cler¡tostr¿r un tcorelna tipo Levinson.

Teorerna 7, Co¡¡.si¡l,et e¡t¡,r¡s Io, e.cttctciór¡ 12,2'¡. Sttpotryarrtos t¡t'e

7. Re )1 } R.e )2, 1 : )r - )2, dortrl,e \;, i = 7,2 sott las raíce-q características ¡le lo.

e,cu,at:i,cír t, 1.2.1'¡ :

2.t;eLt,i-0,7.
E¡¡,totr¡:es l,rt, ccu,tción (2.2) tiene ut¿ si,stenta t'u,tttlatnetttnl de solucior¡,e:s y;, í : 7.2, to'Les

qtr,r: ,s a,tisfo.ce.r t. (2.6) y rná.s o,tírt,,.;t: tierte qu.e

ui(t.) : (7 t o(1))¡li(r to).

Derrrostración: Sabernos qu" 4;(/) + 0 clran(lo f -+ m, si f e Lt (por leura 2) para,

í. : 7.2. donclc l; son los operaclorcs dcl teorenra 5. ,{sí. tenctlos cluc se satisfacel la"s

liipriti:sis ck:l teorenra 5 ¡, lucgo. se tiene la existeuci¿r. dc dos soluciores yi, ?: : 1.2 que

satistacen la ecuaciór (2.6). Ademá.s. tetielllos .luc

e;(,) : exp (/'i^, *,i(")l ,ls) ,

clontle ;; -+ 0 cuan(lo i + oo. li = 1,2 y satisfacen

fl
rr(i) : I ,1(t-, [r¡(.s) +)111 (s) 111(.'-).:1(s) +;?(.")] ris

.t tñ

]'
t-:tlt) : I r1(i-") [r.0(.,) f )2r1(.s) * r1(.,);2(.s) + 

"ir(.,¡] 
a"

Jt

reslrectiva.urente. Entouces probalcrrros que para cacla i - 1,2 z; € tr1. Usando lzrs hipótesis
1 r' 2, r.eruos clue se curnplen la"s concliciones del lerna. 11 para ia ecuación (2.4) (pa,ra i : 1,2)
con Jr - 1. e--rt)- );r1. á = 11 y c= -1. Así, z¡ € 11 y

Sin pérclida de geleraliclacl,
rlr:urosLr¿rdo el teiirr:rua.

;¡ (s) ds - /,i * o(1).

queda

n
potleuros escoger A; tal q*e c/,'o;;(s)ds - 1* o(1), Iucgo
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Otro tipo de teorerna es el de Hartrran-lVintrer, rlue consiclera pert'rirbacioncs en I1'
con p e (1,2]. Ahora vcrelnos url resultado cle este tipo para la ecuación (2.2).

Teorema 8. Co¡tsi,tl,eremos la ecuaciótt (2.2). Supongarncts que

7. Rr:)1 > R.e)2, 1= )r - )2, dorttle )¡, i = 1,2 sott las míces características de la

ecuaci,ón, ('2 -1,) :

2. ri € L|'. i - 0,1 Y P € (1'21.

En.tonce.s la ecutc'iórt, (2.2') tiene. ult sister¡'ta JuttdarnentaL de sohtciones y;' i: \,2, tales

tluc so,ti.sfacen, (2.6) y en particular se tierte

tt ltt lt \
,¡rrl -(I- n{ l)),};ri-l.)*r( , /"l,ol.r+.l,rr(")l/") 

.

Demostlaciónr Cornol;(./) + 0cua,ndot -+ oo, si f €LPconp] 1, eutonces se curnpler

1as lripólc.sis rlel tcorcrna 5. Así, existen 2 solur:iones y¡, i - 1,2, de Ia ecuación (2.2), de

la forrria, (2.3). donde zr -+ 0 cllando f -+ co y satisfa"ce (2.4), para i:1,2. Eltonces

lrrolrirrenros c1\c z¡ ( LP. Llsaucio la,s hipótesis 1 y 2 sc cunrplen la"s conrlicioncs del lema 11,

para ia, ecrracióiL (2.4), a-sí z; e LP y corrro ;i es acotada, z; e Lt' par¿ todo ¡r ) p. A partir
(le esfo, tcuelnos qr.re r'l;i. z'l e L1 , va clue si ? € (1,2] clrtonces ei cxponente conjugado

q : pl (p - 1) e [2, x). Así, para ;i tenemos

ft r I rt \
| .tt.-t,1.- = .- (.-r,r,- / f,',,('r - \¡r¡{..1-rrf .)¿rlr)-:ífs)l J')
.it\ / \ J," /

-- .' (", r n, 1rr./'[,",., r-.\rr'¡r..r]./")

- ct ,1.1) - 
1 

/'¡,01.,-.1¡r¡(sllri '

.1'

Lrrego, cscogturos i.1 y 72 rle forrna que €ir+o(l) : 1f o(1) v ¿iz*o(l) : 1+ o(1). n

Poclenos gcneralizar la idea ¿¡.trtcrior y colsiderar perturbaciones en cuaiquier Lp, ¡t ) l.

Teorenra 9. Co¡*idcretnos la ecuación (2.2). Supon'garnos que

ecut c:ión (2.1):

1l

.l',zt;lr" = 1 (rttl - z2(t¡) *1'[-r"t f .\¡12(s) r 11(.s);2(s)+ ';(,)] d-")

= + (" + o(1) + 
l'"L,ol4+ 

)r.r(s)1,1,)

:vz * o(7)* 1 
/'l-t,l 1 )111(.s)l rls.
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2.r¡e Lr.i.=1,2ype (nt,,ml7), con trt € N\{1}.

E¡úo¡t.ce.q Lo, ectteción (2.2) tiotc u,n, siste¡na fu,rxlarncrttal de solucio¡tes y¡, i : \.2, talcs
qtr,e sati,sJo,u:tt, (2.6) 1 ut. po,rf,i,cr.l,o,r, se tien r:

t, t,t ¡l T m-l

stttt_ tl r¿{ IJtr)iri '",.*,,(' ,'' / lro,., -,\,r'¡(.)-,,,..t I df"r..,
\ 1 t, I l- r

1' I-1

+ t t ¿rl')t,lBll.f ,ll ¿,),

=7." 
J /

clent cLe

rt .... f-ni''(rr- / , ir''")f/,,(..1 * )¡r.¡q..)l ,is. 0'," (,) - / ,'r'-")[r'o{"t * lzrrls)] ,/s.
' .l t J¡

,. t-,
a,," \t t _ _ l', .,,, -.t (,. 

1 t,tl,l_',, ll. oL,, r -lajl,u r ^l ),1.'Jto'¡;/

U

t',."1, )- [' , r'-''( ,,,.,á]'', lal''r'ral';,.r),1..J, \ Í," '*'J
paro, I > !.

Demostración: Couro l;(/) -+ 0 crranclo t -+ ccr, si f e Lp c.on p ) 1, ertonccs se cuurplcn

l;rs lripritcsis clel teoretua 5. Así, existcn 2 solrrciolcs y;, i : 1,2, clc 1a ccuación (2.2)' de

la forrrra (2.3), cloudc ;i -) 0 cuan(lo I -+ 03 y satisface (2.'1), para i = 1,2. Entonces

probari:rrros quc ri € ¿¡'. Llsan(1o ia"s hipótcsis 1 y 2 se cuurpletr la^s condiciottes de1 lema

11. para Ia, ecrra,ción (2.,1), así zi € Lt y corrlo ti es acotacla, z; e Lp pata todo ¡r ) p. A
pa.rtir cle csto, tenelllos clrte podelnos cscriitir,:; cotlto

:'(¿) : !,lr(¿) +-x,li)(r), .on,pf;)1t1 : §af'r1t; clo.cle
l=1

rr!r)ri r- [', '"'-"' r,,,r"r-¡ )rrr{sJ),/s.
'Itn

pj ,,,,.- - [' ,-.,,-.,( .¡1,,¡ajr', -faBl',,.,4]ll r..,),r.' Jt \ í':,' I

pala I > 1.

vparal>1

r'r' ''(, ¡1'r0)lr, + | u[''t.-roflit,r) a..
\u]

o\') (t) :./- c,t' ')1.,,1"; f )2r1(,r)) rls

oQt ft) = [*
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.,,n of 
ir 

e ¡t'l*, ¡. - 1,2,. .., ¡n, - 1 y ,r,,q) € ¿Pl"'. Así, para z; teneuros

1 ¡tr "' I I 'l

-i. o,r, ', 
I^1,,,r., -.1,,,i.1+r'rt.r,¡Ílrt.r -If aj"r.rofl)r,"r] ,;,

l-2 j-l

.,'! -L o.7\ r I /' [',,-, * )2r'¡ (-r I r'¡1s]pf,jrrs¡ + !ia;''r.raJ']r"rl,1,.'./rol t_2 )=t " I

fl 1 , rl \

.1,..,,..,,, 
: , (,,," J,.[r',1-r 

¡ A¡r'¡r'r]-/r{.'r-rr,r,+;i{^l] ,/..J

l/ ft"
= a ("irt + ./. l,o(') +.\1rr (,') + 11(s)(pf,l)(s) + 1,l,ll, ("))

- r .,1,1'¡.., + , ),1-,i., r'l ,1.) .

,1¡

Í'".rr,r;, = I (-r1t; - ;2ft¡1) * 
J,,"Vrturf 

)2r2(s) + 11(s)22(s) + 
";1";1 

a")

: 
+ (" . ,1r1 * /' ¡- 1"¡ * )2r1 (.s) + r1 (s)(ef,j)(s) + r,,!il, (r)

+ (el,l) (") +.,r1,'1, t"¡¡'1 a")

f.ir (lue

.'(y1,1) +,ilil) + {rl,i) +,,/,1:))' :',rÍi) + (rÍ,1))'a.1,,1,,,(j) + ze!;),¡,(;,) + tllil1z,

,,¡,!;) +z,pl¡tl¡,!;,t -¡ [¿§)]') e Ir,
m l-1

@9)' :DL,tl"l!' + | e\n e{')

I B(,)B(i) . ¡_ 
t.

Z)J^-

presto (tue plrr. < plb - 1). Así. ,¡,(') ¿ ¡r'/G'-r) (lota.r r¡re dft), y',|'.) 
"ou 

o.otatla^s para
i:1,2, | 1l'.nt. -1). Lucgo, escoge¡irori ñ vñ2 de for¡ta que fcr+ó(l) - 1+o(1) y
c;2+o\t) -_ 1+ o(1). tr

Ula, afirruación que se ha hecho cn todos los teorelna-s pero que ¡ro se ha clcrnostraclo es

<1ue 17;. I : 1,2 forrlan un sisteura tlc soluciones. Esto se detluce fácilnlcntc calculando el

n'rorsliiarro cls x;, i = 1.2

I4'fur, y.:l(t) - iiiil 'r;iii | 
- ri, (t)u!(ir - v't.rv,(t) : v,(t)v2(t) iffi #]
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Aclcnrás, !h(.t),y2ft) f 0 para toclo t¡ ! f y

h,,, lril,l _ úfl : \, _ \, + o.r .c ly.,(r) :rr(f).1

Luego, existe t1 ta1 que l,Vlyr,yr)(ti¡ 10. Así, y;. i:=7-2 sort litrealtnr:nte ildcpcnclicrrles.
Olrs¡:rvenros (lue csto sirvr: para todos Ios tcorcua.s.

2.4.2 Resultados vía sistemas

Ahcira vcrerrnos las fólrnulas que se obtir.nen para I:r ecttaciótr (2.2) usaudo la teorí¿r

prescntacla r:rr el capítulo 1. Verernos só1o 1a-s fórrnul¿r.s para los ca^:os rt -+ 0 cua[do ¿ -+ oc

v r¡ ( Lt) con p > 2, cicbido ¿ cltte en los otros ca.sos la.s fóunuiir-s sol la's tnislltas.

Toruernos la ccrtación (2.2) v llevérl,-,sla a trn sisterna de la sigrLientc tuanera:

Y'-li
it')' - -lor + rr (¿))?/' - (oo + ro(¿))y.

Poclcrnos r,:scribir cste sistenla (le fbrtna trLatrici¡rl cotrto

l', \'-ll o r\*/ o o \'/s\
\;'i - t\ 'u -"' )- \ -'',(i, ',u) ))\ / )

Y con rrna uotar:iri¡r rl¿is reclucicla, telrerllos

y' : (A + s(¿))v, (2 8)

don cle

,=(t ) .,-/ (r r) . s,tt-( o o )
" - \ ,i 1 '- \ -,,0 -,,, ,i '* \ -¡n(/) -t't\t t l'

Corrro )r, j:7.2 son las raíces r:aracterísticas de (2.1) entonces son tautbiótl los valores

proltios rie la ura,¡¡iz .4. Adernás, colrro son distinta.s podelros cliagona.lizar est¿¡" ura.triz. Sea

Q la rnatr-iz cl;rrla por'

a-( ,'',) (re)
\ ¡t ¡¿ /

Entollces torrr;lnclo y = Qx obtettetnos

()x' : 
"' 

: (A + 5(¿))y : (A+ S(i))Qx.

-{sí.'
*' = Q-'(A + S(t))Qx = (Q-t AQ + Q-1S(¿)Q)x.

Pero,

\ l\/ 0 1\/1 1\ /^,0\o-).4o_ I ^! lt lt l_l ^, ." l=^lr-\r \-.\r l,i \-u, -r, ,/\\t )r) \0 ÁrJ

44
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.,]
r.,-,S(¡)e * _

A-2 A1

1

)¿-)r
Ahora, tellenlos cl nuevo sistema

de la fornt¿r

/ I \ /. /'1,,,(.1 +)rrr(^)xrr/) \, , ,. / "xr'\^rrt ,u,* J,.L ,1,, ,r, t )z-)r ,, ("1] a")

)"",(^,r, -^) - [,tq=#a. ¡l#i4,,,r"r]a")

r'1ttt=OU", ""-"' ,,t..r I)¡.¡ts1l,is) .

u2(t) : o (rt-."r'-"rt,'ots) +.ru r-r(s)lrls) ,

v 0 < o ( Re7. Y para la ccu¿ción (2.2) tenenlos ur sisteura funclantental y;. i =
sc¡lricir¡nes c1e la folura

ri(r) :(1 +o(1)).)r(¿-ro)n*p(!:1f /'¡,,n,.,, *.\,,1(s)f (r'o(s) +I¡11(s))ur(.")]

'l"rr'ln 
' 'f ^' 

'j I - 2

'-l^, si i=1

( -)i, ,')(-,i,,, -,1,,, ) (^', i )

( ':ill,-^ililil) "::1i,1^;;Jl1l, ) n",

x/=(A+fr(r))x. (2.10 )

Sril¡re c-stc a1tlir:arcr]}os Io¡ resultados rlost¡arlos cn e] capítulo 1. Pottgatttos 1' = )1 - )2

v clrLe Re^¡ ) 0. Su1;rttLienclo tlLte r; -+ 0 cttanrio f -+ co tenelllos que el sistcrna (2 10)

satisf;rcr:las ¡otrlir:io es clcl tcorel¡ra 1. Lrrego, ttxiste rtn sistertta tlc solttciolcs x;, i:1.2

*,rl - / '(1)-\1

cl onrie

.Y

/ ,,tlt \
xr(t) :l ;., I

\ ii-rl1r) /

r¡ (.s) + )2r1 (s)

7,2

^),

para i = 1,2.
Alrora, sul;onientlo quc r; e trt'lts, cc) par:r.2 ( rtr < p < 77?. + l telleluos c¡rtc el sisietna

(2.10) sa,tisfar:e las cotdir:iones rlel tcore¡n¿¡ 4, entonces tiene un siste¡n¡r fuldaurental de

solrrciones x;. i - 1,2 cle la fontra

*,,,,- I I F'.' 1r )n*,,1^,,. ,, f'f'o{-)*A¡r¡(s) , ruf .'l +)2¡r('r) ir,^,..,.1 ,r,-)
\ o'tr / '\ '' 'u'* J,oL t, 

^, 
r' .\2 /\t r=r- ) /

"*r(.t,1, ,",-1" 
I
r¡ (s) + )2r1(.s)

)1 \z
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donde Ios 0;t pueder ser obtenidos por las fórlutrlas

46

f ' rt¡-¡) ¡ u{¡) -r )rrl(') .¡ .Htt\ft-Ii'''--(1s.
Jtn Al - Ar

0t,ut - .['o, 
'', ", 

2''''-l-]11q 
0¡¡1:1rl...

t)r,, - [',-){/-', 
]'n{.r l-!\ r-'\z)/ rl/ld¡1-¡1.,r,/.

J tn  1

^, I 2

-/.rrr-s) \-
llJ

J la ¡-l

d1; (s)d11- ¡- 1 (s) d.s
r (¿)f )zr

,J,
(")

,\

7'0

á2;(s)á2i-;-1(.s) ds
(4rl

1

*)r
,-)

9
)

ro(- I rr(i-') t
.11 -

. f^ -,,_., ro{.*) * lrrll.),1^.
dttltt=.¡, { l, ),

B ,\, = [ , "-'' ]'o''-L:'lL l'l'111 
92¡1.Jrls,-- J, l,¿- Ar

,,rft) = l, c ,-(¿-,) 2¡b('s) +-i\ t )2)11 (¿) 
á2¡-1 (.s) rl.s

lrirra / > 2. Y para la ccua,ción (2.2) telerlos un sisteln¿r fuucla,¡rcl¡t¿l y;, i : 1,2 clt'.

solur:ir-¡nes r1e la forrna

./¡ttl - \1-,,( l)),t" '"'o-*,,('-" /',,n,',-)t,r(') l-(i 0(')+^¡/r(srif a,^',..,1 a')\ r .l ta E, _ /

Srrlroricndo (lue ri -+ 0 cua,nclr¡ f -| oc y r', e Llltn, cc) tettetttos qtrc cl sistema (?.10)

s¿iisface la.s condicioncs rlcl teorerna ?? entonces existe un sistetn¿ fundarnetital cie solu-

ciores x,. i : 1,2 tir: Ia forui¿r

x¡(/i -,i ¡ - o{l )r.*¡,( /',,,,..,,1-). .\Ji" 
/

clonilr: ¡-r,;. ri - 1, 2 
"o,, 

los r.alc¡res Proplos tlc I¿ utatriz r\ + n (¿) . Y para la ecrración (2.2)

tcuclros 1111 sisterua fiincl¿unentill i7¡, i : 1,2 de soluciones de ia forrtta

' y¿(i) :(1+o(1))"x¡(/',,,t.1 ¿r)., \./,", ., i
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2.4.3 Ejernplos

1. E1 prirncr ejemplo <1uc rllostrale¡Ilos, es trna perturliitciól que

cstá r:r Iq pa,ra rJ ) p. Cousiclerernos l:r ecuación para p ) 1

47

no está en trP irero si

/ t\
ri"- (1 *)u=o

Arluí, terri:ruos )r = 1, )z - -1,7 = 2, 11 = 1¡ y r6(t) = 1/f l/r'. Notemos rlue rs f -L¡'],

pero r'¡ € L'1 ¡tarit c1 ) 2. Para 1 < p I 2, podeutos a.plicar el teorema 8. Entonces,

cxistc ¡.ru sistern¿r frrldarncrrtal de soluciones rie la fo¡rla

er(i I - t1 + or1))' t'-tor"-l' ( -: /' *'')'\ 2Jr" -'/P /

"\'

r/z(/) - (l I o¡17;r " rol^rr'(l /' ',. ")\IJ,o s'/I' )

Pa,ra2 ), 2 poclcmos aplÍcar el teorerna 9. Teneutos.¡r+1€ (?¿,nr.f 1] y r¿ € N\{1}.
EntorLr:r:s t:xiste un sisteura furrclaruerl,al cLe soluciones tle I¿r forna

ltt,tt - r-orr¡¡rri-ro)n*,, (-: t'l+-f iaj"r.,rall,r",]' 
\ rJioLr'/¡' f17',

,i,(t) = (1-1- o(1))c-(¿-ro)*, (l [ [# l' f i a1''i"ral1]t,l]
\ " '" t=¿ r=1

af 
r rr - - -[,", "'-"'i,,,, 41'Z'rrr = l,* ,'r'-'t-_,,t'.

ll
-zt, ") IBI')("lpÍ|)of"l ¿" y

¿,1

.r(/-s)\- r.¡Í2) r" ráÍ'l t,,l ,1".

para / > 1.

Vearnr¡s ias fórnmlas para, irlgurros v¿rlores clc p. Para p : 2 teuerrtos

, ,?l \
.tt.t qJ -o¡117,'¡-ro'," 

I I t'l I / f',,'( ,./" L.;, - ( J,^,-2('-')r-'/'r,) lr")
v

,")

,,,

clol de

al')(,) : -

ol') (r) -

t:".

t-

(t t'
l¡ / ,rf" "lr-rtr rrr)')u2(t) : (t f o(1))c (t-to)"t,, lJ.(/- ,r)
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^. \ ]I 1 ( l' -tt,-,: 1/2 ¡.

l-- ( 1,.'-"'-''r ""tr)

-* -" 
I Í :" e-Zt- e) €- 

1 / 2*]' r,] r,

"v

q2lt) = (7* o(1))r: (¿-r.' /7 lt I I I t- 'a f)r' tl2 ¿r'' 'xi': \ñ /," 1.,,/, 
- \ J.

-, i ', ¿t.-rtr-t/¿,,, [- ,,,. ',I f- t2tr-€'c-t/2,,¿.l 'r.') 'l ,r.') .-t, J" L./, -t /) )

2. Un ejernplo, <,¡ne es bastirnte interesante es consiclcr¡rt una fiLlción que tiende a cero

pcro qrre no pertcncce a Z1'cor;p ) 1. autquc su rie¡ivacla, I)ertenece a .L1. Colsidcl-
ernos Ia ecuar:ión

,"-(, J-)r:o
\ li)g ¡/

-A.c1uí, iclornos.\r :1, ).¿ = -1.7:2. 11 = Q y 16(t) : n/ iog i. Noteuros que r¡ -+ 0

cu¡rnrio f -+ co y par¿ r:ual<1uier .p ) 1, 16 f It', ya qrrc

l- a -' rr¡ra torlo I ) r.
¡,¡t/t, 

_ l,rt*t

Elt,oncr:s existe url sisietna funtlaureltal dc solttr:ioles cle 1;r fortna

r,(/l - [r-,(r17rr-o'n*1,{. I /'l+ +,f1"tl a")'\ ! /," lloqs ' I t

l''

u,t17 (I -'oqi¡;, -ri '"'"*n (.1 ['l: r .j1'r] a") .

\ j Ji. Lr()8s ) /
clon de

:t\tt=o([',-t"'".L,,.) , -,,r¡-o([* '' 1 \
\./i" 1,,s. J \./, l,rP. 

dt)

con 0 ( D ! tl2, y esto resr.rlta r1e a.plicirr cl teorerna 6. Obse¡vc¡¡ros lo siguiente

,. r, ft .-,tt-., 1 ,/.,-' ''i '"] 1 ' - [" -'t'-"] -,,, 
¿..Íttttt .1,' l.-""-"'- J l.srl," -./,. ,J rluq2.- '''

,# ;:_;' .:, Í:, -., r-' -r,-
v anáLog,arnente

Par;rp-3telctr os

llr (i l-(1 or lJJ,'/ '"'.tr,(-t, I

-2 [- , '',' 't --t/' lr [" ,

.r ta .r t.

! [*,,,r,-,t- r ¡".
,t .lt 51og- s
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Notcnros que

49

.1
,r (f) = _ +o¡(t,)

lr log ¡

con (ri € Lt'. í = 7,2 p:tra cualquier p ) L. Cor- todo esto pocletnos dccir clue

[' !,,,,," o([' .!r.)
'l " 

' \ /¡o 1""-r '' I

Po¡ otr-o la,rlo, como rl, € I1 poclelros aplicar el tcor.eura ??. Luego, existe un sisten¿r

lirndarni:lt¿rl cic soluciortcs de 1a fo¡tla

ñ(r) = (1 nn1i11oxp( /'i,,t'l ¿-)' i:1'2.
\./rn /

Arluí podeurcrs lta,r:er la siguielte observar:ió1, etr este círso se conpruella que

¡i;(t) =(-1)'-r ,lr-=,, t=7,2
\/ Io3 t

Y se tiele cl siguientc clesarrollo tlue en los dos plirlreros térurinos coi.ricicle con La.s

fórurul¡is obtcnida-s er cstc tr:r,ba.jo

Poclerrrr¡s or:upar la idea clcl teorerla 9 para ¡trecisilr un ltOco rná.s CI COn porta,tltiento

rlr: la,s soluciones y;. i = 7.2. Nos referirnos a los sulnaticios d¡, a,un<¡tte en este c¿LSo

erpa,recr:rii una téruritto que sólo ltodetnos cstilrl&r. Entonces poclelnos ciecir <1ue

t_lll " _( [",-,,.-,, " ,t,\'r/l,rr- l1- u(I\\," '0','rt) (-t/," 1,.*_- 
. \J,., l"er,,, )

r' . - n r,[',,,"-,,1 [,-,,,-tt,1.,,,1';,-,,1.r1a,); J,,''""-'' to*' l'" lJ'o lot'' r 'r /

:,¿,t1 -, r -¡¡{r,r, (/ ¡o'ir.\r, (l /" t#. (/',''r"-',,- -,/r

rr / ,,,' ,'!-,t, /-,','-',f /^,,,' c'. " ¿{l 
'¿,)'

-.1 . Ios. .1" lJ, t,'Yr ) /

.v (r, : O(:-).

Un ejernplo quc sigue Ia ntistna iclea del anterior es la ecuación

+ O,i"l] a")

3.

,'- ('-H),:'

,Fá ' #¡*n(#)
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Arluí, teneuros )L:1, )z - -1, i :2, tt -- 0 y r¡(t) : scli¿/log¿. Sin emi-,argo.
a.r1rrí no pocletios aplicar el teorerna de Eastir¿¡.ur (el tcorem:r. ?? del capítulo 1), va.

quc

/ "on 
f \' cos f sp:r t

\l"sri - t"n, - tio¡t
No otista¡rte. existe lrn sistclia fundanental dc solrtciones cle la forna,

.qLttr (1-o1I)1,'|' /o'o\t' ( 1 /'It:l r -ír.r.] ,1.)'\ I./¡" lioss ' l /
v

!,,t) = tr',,(1r),' /-/0,',,( : /'f,:l'+,Í,' 1 1..)
\lJioLluP. .l /

ilr¡ lrcli:

:1tt1 () ( /', ',,-',1 'nrl,,-1 J- --¿ i r- "( f ,,,, ,, l.'úr.).
\J," loq.- J \J, Jog r )

con 0 ( I < 112. Notenos que r0 € C¡r para. cualquier p / I rn f Lp y r¡ es

conrlir:ic¡rr¿ihuettc iltcgrablc va, que

/' ."r, .. c"=.li _ /' .' ,,.. ,/., _ cos, _ r'o..f _ /' .o.:- ,"
"/, ,,..'"= - 1,-,*..,,.- J. ,¡n-r-"' 'u¡'-lo{/ J, .. Io¡-"

.v lecorclerrros <1ue la función 9 e tri, tloucie rt(t):1/(tlog'¿t). Luego, podetnos cler:ir

qufj

ur{/l = (1-,,t1)1¡rr-ior.-t, ( : /'.1r11,1.)I !'/r" I
! ,, ,,

l12ttt = \I -r otl)tt -'t-¡d"-,, (l/" .Í,'r a.-) .

-A,r1rrí pocleruos nreiorar Ia fiirtnrrla couro r:n el ejenplo anterior pcro lo las ¡rondrenros.

,1. Otro cjcurplo birst¿i,nte particular es considcrar la funciól r(t) = r:os(12). Esta funciól
tierre l¿us sigLricntcs propiedades: r f C¡[O.co), pa,ra cual<1uier ¡r ) 1 r'¡ f Le y cs

r:oldicir¡nalrncutc integrable en l0,oo) ya quc

[',r"1,t..- /'.o.1.,,1,i.='"r|"] '+: [' 'o"1;"',,.-t"',f,")-l /i''o:r(ir,,.-J¡ .lo 2s n'2,/o '2 21 2Ja '¿

Usa,nclr¡ 1o alteri.or y el letna 2, podentos cotrsirlera¡ la ecuación

y"-(.t-cos(t'?))s/=0.

-tc1rri. tenernos )r : 1, ): : -7, ^/:2, 11 - g y ro(á) - cos(Í2). AdeDlás, por el leua
2. Q{r¡) -+ 0 cLla,nclo I -+ oo, rloncle

g (/ o )(i) = [' '-"t-"tcos('2)r1s'
Jrn
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,,- (^' l, ) ( ll; ) -( ^;l;lll:,, )

51

Eutonces existe un sistema frrrtlalricntal cle soluciones tle 1¿¡. for¡na

u1(r) : (1 * o(1))eri-io)"-n (-1 /' ¡""i.';+ '11-.¡] 
a")

\ t Jt. /

] ,' ^, \
tt2ttt - tt -,,rtrr( tr io)cxp (i f, k*,;, ..r'r.t] ,1.) .

clo rrcli:

'.t .. \ /l' \
t\t t-()(l, ilt-'1 .orr.'') ,/. ) v .,\t)-ol I ,'(' ''i'o=(")1,/').

1./r" / \J, '
con 0 ( ¡1 < ]. Pero. corno r'0 es condicionalurente irrtt:gra.ble, poclemos clecir qrre

4r t¡r -rl-l .rIri,r' r0)n\tr( 
l1'.t,',,,';

.Y

,t¿tt)- tt-¿, lr)r-'r-i.i"-, (j 1..;i.,¿-)
Aqrrí podernos rle.jorar la fórmrtla coruo err el ejelnplo antcrior peto tto la-s ¡,ondrerItos.

,,; :1-r¡,-''b(tI1 U'(i) + 
l{-i),{.1, - 

A.,) + (-1)r-1 )r - )z )"1
, r ,, - . / nr/ I + ), / t l1) ..1ii-ri' - \ \ l.r

rl _ /\t
(2. r.r;

rlondo
Il,\, sr ¡ =:)\)',,, _ .|,t., 

si l_1.
para- i : 1,2.

S¿rl¡r'rrios clue r:olor:ienclo u¡ra. solrrcióu de esta ecuación para, cacla j - 1, 2 oi¡tenentos clos

soiur:iorrcs rlcl sistena (2.10) x¡ = (xtj,rzj).Luego. por el calnirio de variablcs obtenenlos
rlo¡ solrr:iorcs cli'l si¡ti:rna (3.8) yj - Qxr. Así, tenenlos

2.4.4 Raíces características con parte real igual

Aqrrí usarcrlos un ¡esultarlo puesto cu el capítulo 1 para cl c¿LSo en que las ra,íccs

caractcrísticas cic (2.2) iienen la. nisrna parte real. es clecir, Rc()2 - )1) :0, cion,.1c )r,
-/ - 1,2 son 1¿r,: raír:es cara,cterísticas de (2-1).

Corisiricrcrnos el sistelta (2.10). Luego, iercrllos rlue la ecuación dc Ricc¿ti asociada a.

(]stc si:iterrra

216(t) + (,\1 + )r)11(t)
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Para j : 1. 121 : ¡r¿rr, llsgo

.. l:rt\ ( J'rr-"rJ¡, \:f rl r'¡Jr¡¡ \,'-\rí / \^,,,,-)2o¡x¡, /:\t,t, tAzutlrr)

v arlcrtá.:.

I lt lr,,qs¡ - ),¡r ¡(..).,.|(/)= nxr,\Ar(f - ,o) - l,nl l- ¡ +

Y para j :2. Ít¿: r,2r22. iuego

,, l';;,) =(.' i:,i:,:,.\:,',,,) =( i,',ii'^,;:,,)
y a,clerlás,

52

* )zl r-'
2- AL)

.o( ,, (,i] a") .
(r)

Aplir:a,rLcio ei lcrna 5 a, Ia, ecu¿rción (2.11), obtenetnos para cacla j : 1,2 una soittción.

Lucgo. obienerlos un sisietna cle soir.tciones dcL sistetna (3.8). Con esto encontralllos un

sistema clc soluciones rle 1a ecuación (2.2).

Teorema 110. Con,sitleremos kt. ecttación (2.2). Supongatnos qua 11 = o f r,j U A, =i,
rlonrLe )i, i :1,2 sor¡. kts raíces cernctetí.sticas de (2-l). Atlcntás, suport'go'ntos cyte los

siqrientt:s i,ntegt-o,Ies erislcn y que e,:ri.sten ú1 . o? : [¿0. m) + (0, co) taLes ryte

,:22(t) :.,*n(^,1, -'ú * .["tc+=#t - u1fiP*r,r] a")

l,*

/- "o, (, ttit l"'lzt* * * =P] ,,.) d{#d' (t' < (1,\t)

Entor¡.ces e-:xiste u,r¡, .si.stenr,o" fu,nrlarrt t:ntal tle solu,ciortes uj. j : 1,2 tt e-s clue

,t)tt -tI+¡,{ r1l,\''i/-/0r..t,,(';lj'l'1,0,.,, ,lJ/rr,-)+i,0(,{,-l 
^'r'r{..,),j(.,)]Jr).\ l/ /r ./i 

,'_1rr,

dort dc r', : O (o.¡) .

I)elrrostración: Sal¡emos que terletnos un sistettra rle solrtcioncs de 1a fortua. yt = 17 *
i,, )rr-r. doncle

/ t-1\J lt . \
.,',, /r-"x¡,{ \rrt-loI- ,' '', / 

-,0,.') 
| 

^r 
¡ r {.* ) * ( ¡ 0 {.. t + lj/ r{sJJ',;t.)],is 

J' \ lr f,.¿./¡n t

v u7. j - 1,2 satisfacer lespectil'anrente (2.11). \i'riliquerrtos l¿¡"s hipótesis de1 lerla 5,

pouiertrLo l, : .t;

.r1/1= 1 1r, ,'"(1],rllLtf; . Btt)- ( .1)r(Ar-A,)+(-I)J-r2¡o(1) --l)r -)z);rlt)' )r'\, lr -,\.r



,Y

J \t t) = ('¡t ¡ r¿ = 1¿[!!\r'r(r) 
'r'Ar 

^ 
2

Notenros quc er1 cste caso tcnernos )1 
^2 

:2iP y )t * A: : 2o. Y con esto podcmos tlecir

CAPíTULO 2. ECUACIÓN DEORDEN 2

que

Aderlás.

r,+. ¡ 1,r-1rr'rfJ- \rrrl/). C,. _ ,ol/)j-f,¿Ú)
/l1 (Il = (-11" 

-_

'!t,1 2tl1

L/(t, ¿r (¿)) - /(f, rr(t))l ! l.,¡¡(t) lri(i) - :rr(t)1.

)'
' tn: r ' ,.,-r l'o{fl + ?nrllt)

Dttl l- 11"-:/.)* { rJ ,n = ¡-t¡;rlzrt- # r tP]
La iirnciórr tle Grccn cle Ia ecrtación | : B(t)r es, cn arlbos cit"sos'

(o 'i i \'"
c1l '1 = 

1 nt,, l i' Dtrt,t;\ .i / 1 s\ '\'' /

Dailo M ) 1 tenetuos o, : [t¡, o:) -+ (0, m) y por la siguiente tlosigu:r.1d:rtl

j/(¿,¿,(t)) - f(t. r,(t))l : c (t)x;'a(t) - c(¿)ri(t)l < c(¿)llr¿r(r) - zr(t)l(l11(t)l+ l¿,(¿)l)

torlralros aM(¿) :21'ro¡(t)lC(t)1. AsÍ, si lri(t)l,lr'r(r)L< Mor(ú) cntonces

lÍl "u,§).'r(,)d.'l 
: l/- "., (t ,r'o/'1,,. ,P _' =P] ,.) sajlu r'l

3 "¡(t)

l* Cv's)lo;(.r)l,vr(.s) ,,"= [,*
rs (s) + ),rr1 (.s)

"jG) 
a" : o(a¡(tl.

tales que uj - o\aj) y aderná-s,Por lc¡ tanto. exisie Pirra cada j : 1,2 una solución de (2.i1)
,, - 0,rlilll,l,, ¡ - rc. \'¡,lllo

¡.,r/ - tr' '7t-,'-""/lf'' 
-"' - 

"'- 
Ir' ['"''i;*]ii"'' tSjir;,.,1 ,l'

-{sí, cluccia clentostrack¡ ci teoreura. tl

\.terr',,.,lu{, ir¡Lrr i, t El, e¡t. rosrrlr¡,1., p.rrociot'a ,¡rrc la-. iri¡róresii so¡r lrrrl\'

rebrisc;ttl¡rs. sin crnbargo, si nos fijiltttos bien en la ecttaciól (2.11) podrenios vt't que la"s

c¡rur-lir:iones son razc¡lables. ,A.tleur1us, este rcsultaclo incluyc pcrturllaciolcs r, e -L1, i = g, 1.

Po¡lclros clesa,rrolla,r' ia, desigrraklarl (l¡re apalccc cn este teorenla pa,rzr obtenel hiptitesis

tnás coucte[as so]rre Los ?.¡' i : 0, 1. Luego, tlcbcllros verificar rlue existen n1, n2 : lto, co) -+
(0. ro) talcs rlrre

2A
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ro (s) + frr (s)

dontLe )1 : ,\z : rr f i/j.
Pa,rii siurplifi r:a,r po¡1gaulos

Cott esto tcrrernos que

51

2lJ.[,* "j {"1 a": o(a¡(t)),

d.s
2p

Lrrego. tererrtos qrrc

1," 
,J-,t',,r, ").F(.s).r§ a {Ü * qlf . 11- ,",",,r,,

dolilc las collstantcs c;, ri : 1,...,5 son positir';r"s. Entonces to¡rlauros

/
a,(i) - r,,( ,0(¿)l + l^j?i(,)L+ lrá(t)l+ l)jri(¿)l+ (Jr0(r)l1l),r1(t)l)'?

t",, ,,.* .1, [1.íi,)] + l),ri(s)l + lro(.s)ri,(.s¡1 + l)¡r¡(s)rj (.s)l

+ l);r¡(s)r',(s)l+ l)jr1(')rl(s)l + (lr6(s)l + lljh (.)l)3] /')

/(s) = exp (t-,1,i/' l+ -;F] ,) ro(¡)+-'f'rr(s)

./* "r 
,,,,,r,-"rr(..),,": 

,1 ""r, (f -rl,;/'lra.Ú!* -P] ,.) 16 (s) * ,\¡11(s)

= , /g]^ + _l.= /-c( 1),,i(¡-,)//(") d.s
(-I)./:i t lt'2i .lt -

_ .f(t) _ f,ttJ _ 1 /-.r ,)J,,¡(i_s)//(!) d<,=r rl'zi- 4 -¡'l 
'

u.sirirclo cluc f,f' -+ 0 r:uando f -+ oo. Para esto clebetttos pcdir qric r'6,rf,'11'r/, -+ 0

c.rrarrclo t -+ cc, ¡ir, r',.,, r1,r\ e L2 1- r('r'\' € tr1. Además, tenernos que

.f,l,t ,,-rr,,1. lr,-'--!:-'^ -]r' (tL- \¡tl, 
F 

(- l-)J'ri').r -¡ qo r.\r)r.orr . 
^Ar,íl).\:.,'Lr't

.¡,,1."; = .(-1)".1.'[,0+'ft+a9] ,r' 
('íí 

+- 1\.,'i' + L1I1¡l¡.[ a 2,rrlr1 a arsrl

*.\,r'l,r'¡ -2),rur't f 3")r.r.]l) .

¡1¿¡¡ '¡(r) tlr'r(t)1, l/'(r)l < c1(iri(r)l+l)rri(¿)l) +cr(l16(t)l+l),rr(r)l)?./ \'/r .-¡ B

L.f"(.')l < ca(lr((s)l+ l.r;ri(s)l) + ca(lr¡(s)r[(s)l+ ])¡16(s)r',(s)l + i)116(.s)r',(s)l

+ l);rr (-,)ri (s) l)2 a c5 (l16(.t)l + l);, 1 (.s)l)3.
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Ahor-a pr.cliruos que

55

/-f L-t"lL+ ),rr(s)l)¿:(.s) (1s: o(ej(t)).
.ll

Lln caso serni:iLlo cs cu¿nclo r'0 )¡ rl son cler:reciertes. Dc hecho, si r'¡. r'1 sott clecrecietrti's.

10,¡r + 0 crra,tido t + co, r'¡,tt e L2 \- ticnen scgrtntl:us clerivacla.s elltotlccs r'1,, r'i -l 0

crr¿rntlo I --+ rc. rfi, r\ e L2 v r'1, r'l e .Lr. Aclelrás, «., e L2, Para j : 1,2 ya que

r'¡. r'1 . -r'/1, r'r, ri!, r'1' > 0 !

a,¡r¡ = ,,,(17,,(r)J+ ,\,rr{t) + rá(r)L+ A,r1 (¿)l+ (lr0(¿)l+ l,\;r1 (t)l)'?

+ /- tl.ít-l -¡ \,,'i(s)l + lro(,.,)ri(..;l + ),r¡(.s)r',(s)l
.lt

+ ),r0(..)ri(s) + )jrr(s)rl(.s)l+ (lr¡(s)i+ l),rr(s)l;3] /")

=,,c1,.0(r) * lA,lr'1(t) rl(¿) - )rlri(f) + (r0(¿) + l.\rlh(r))'z

+ I f.ifi'1 a l,l,iii'1s) - r¡(s)ri,(s) - l);lr¡(s)ri(s)
.lt-

l), r¡(s)ri(s) - );l']r'1(s)r'i(.s) + (16(s) + l), r1(,s),131 rl")

< t1,(r'e(t) * ), r¡(r) -.6(r) - L)jiri(t) + (r¡(t) + l),,.r(¿))'- rá(r) - l)il|i(¿)

-. jlir , I \, /nt.'/r,t)- lrl',i,fl -rr0(li I lA, r¡(i ))./',rn,',- ^¡r,,t-ll',i')

Por 1o ta,rto, eu esie caso I'otrj,,11rJ € Il y tenernos trlt sistelna, cle solucioncs de la forura

:t.ttt, -,1 ¡ ,rr Ilr, \rr¡-¡0)ext, (+:' [' l,nr., );,,r*l] J.) .

\ l/i) '/¡. /

De igrral urallcra se decittr:c Io llrisrrto si I'oi I l son crecicntes, r¡. t'1 -+ 0 cui¡rtdo f -+ co.

t'11,r'1 ( L2 l' ticnen seguntlir.s clerii,a-tlas.

Ejemplos

1. Considere¡nos Ia, ccuar:iótt

y" + lr"ü t" )y' + (t * a6t-/'o )r7 : g,

'clorrdo]¡¡11 
,ilo < 1. Acltrí, tertetttos que ,\1 =i.)2= -ri son la"s ¡aíccs c¡rracterística.s

cle la clrr¿ción no perturbacla r" ¡'t:0i rl(¿) : o-1t-dr , f0(¿) - ooi-Bo. Luego,

iene¡rro¡j (luc ¡0 cs creciente si o¡ { 0 ¡. cle,-:recicnte si a6 > 0 y }o tnisr}lo Pa,ra ?'1r us

dcr:ir, r'1 es creciente si tr1 < 0 y dec¡ecientc si n1 ) 0. Adentás, rs, 11 10 cltanciof -+
co. rjljr'r € tr2 y iicncn segund;us clerivacl¿r-s- Por lo t:r.nto, se vcrifican la.s concliciones
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clel teorc¡na 10 y así, cxiste ur sistent:¡ fuldarnent:¡.l dc soluciones y¡, j = 1,2 tales

rll ¡' 
/, ft \

;r¡ rrr -/1 u{ 1)lr;rr-ro)"t,,(a./. l"o' '" +,nls 'Jr lr/:)

e 
, I fl - \

,t¿tt , =\l - o{ Irr, ¡('-l )r'tP(;,/. l',,. 'o I t i),',* "')'l')

2. Otlo r:jeruplo <1ue poclemos r:onsitlcrat es la et:ilación

(, l:^"'),r r (:i Y:i) r-0.\ r^, ,i \ /', /

Aquí t,crreuios <1tte 1a er:uaciól no pertrirbittla es r" - 2:¡! * 2t = ¡1, r¡rrc ticne ra'íccs

características )1 = t: 1 + i. AdeüIá"s. ri(t) -logt/t'j ' 7 : 0, 1' Claratnerte, r¡ v
rl sou fiirlrtionos der-:tecicntcs, r'¡,?1 --) 0 c¡¡alrdo t + co l'r'0,r'1 ( -L2 si | ( 

':16,r}1 
<

1. Entouces sc tiene un corjrLuto frrrda iertal rlc soirrciones Ut, j = 1,2 cle la forrna

r,,(¡ -rI utrrr,rr-¡'{¡-'i I .-, (; /" [S- r. ;,1::i] '/")

' ¡/ Tr -.¡ lre.-l \
r2¡i, = r,J'-r- ol l)"'r-'r'/ " ,.*r'(-1 / ll""-'- 

'' 
;'"':: I '/')\ I./," L'' '"' .l /



Capítulo 3

Ecuación de orden 3

3.1 Introducción

E¡ cstr: capítslo vcrernos los resLrlt;rclos obtelticlos para 1a ecttación cle orclett 3. Estos se

qbtic¡et cle rios trra,nera,s, Ia, ltrimera €l§.on llu calultio rle ¡,,arial:¡les <1rre lccluce el ordel y
la r¡t¡a es llevar la i:cuaciól a sisteuras y usar la teoría presenta,cla crr el capítulo 1. En ei

pr.iurcr caso tccesit¿Llros estirclia,r trla ecu¡r,ción de tipo R.icca,ti. Asurli¡c¡utos rluc la-s raÍces

ca¡ar:ter'Ísticas cle Ia et:uar:ióu uo iterittrbacla son rllstinta"s. Se tienen t¡es ca"sos qlLe soll:

t,gclas la.s raíces car¿rcterísticas tienen parte rcal disiint¿¡,, clos raíces tlenetl parte le;r,l igrral

v torla.s l¡¡-s ra,íces tienen patte ¡ea1 igual. Sin crrrbargo, estucliarcr¡rc¡s el primcr caso: toda"s

l¡rs ¡¿ríces tieucl 1t:trte ¡eal clistint¿¡,.

3.2 Prelirninares

Cr¡nsiclererttos 1a cctia,r:ión de ordeu 3

,13) ¡ rL.2:r." I cr..1t! ¡ rror :0, (3 1)

clorrclc c; e lR, i:0, 1,2. Dircrnos que el polinotrtio P()) = )3 + az)'2 + ar) -F ¿o es c1

poliuorrrio l:aracterístir:o tie la ecttación (3.1). Si )i. t : 1. 2. 3 sou la.s raíces tic P entonces

rlircrrros rlue l;, i = 1. 2. 3 so¡r ra,íces c¿¡,ratcrístir:¿"s dc la ecuaciól (3.1).

Tolrcuros a,hora ula perturbaciriu cle esta er:lr¿rciól

,¡1\:t) ¡ l«2 + ,r(t))y" + (c¡ a 11(t))y'+ (¿0 + ro(t))y = 0. (3 2)

ciolde ro. r'r v ?', son fituciolers rleliIriclas el un irtte¡valo de Ia forlrr¿r ff¡,cc), para algrirr

fo e R l. lr¡r:alrrrcntc intcglables.

Lema 12. C¡r¡,sid,¡:rr:tnos la rt:tt,o,¡:i,¡1tt (3.2) y st4xnryarnos que las raíces c¡tt'actctísticas, ),¡.

¡ : 1 , 2, 3 , dr ( 1 ) s rn L, listi.ttto,:. Entottces se tiette u¡t conjrtttto de -*r.¡htcic.¡tr:.q tl.c' la f onrto

,,(r) = "o,(l.l.r; +,¡(")1,r"), i = 1.2,3
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donde z;. i. = 1,2.3 so,tisfacen resper-.tiaarnente las ecuaciones

z';' + (3);+ a2)ztn + Q\! +2a2\;+ d)zi+ re(t) { );r1(t) ¡ ),1r2Q)

* (2\;r2(t) +rr(¿))zi +r2(t)z!*32;z!l (3,\;* «z +r2(t))z:iz + r! :0.
(3.4)

Dernostración: La demostraciótr consiste en verificar que yi, i : L,2,3 satisfacen la
ecua.ción (3.2), pongauros

,(,) = *, (/" t.r + z(s)l a.")

para, simplifictr.r la. uotación, dondc ) es una raíz característica cle (3.1), Irrego

,,¡t¡ -- u*p(/'l.r * .{")la-,)i.r + --(ú)) : y(¿)() + z(¿))
\ Jro /

y"(t) : u(t)(^+ z(t))2 + aO)z'(t)

v(3) (4 : i/(¿) () + z(4)3 + 3e(¿) () + z (t)) zt (t) + v (t) z" (t),

entonces

uG) ¡ @z + rz)U" * (ar + r iut + (ao + ro)y - y(.\ + z)3 + 3y(^ + z) z' + A z" + (as ¡ rs)y

* (¿r +rr)y()+ z)¡(a2¡ rr)[y(l+ ,)2 +ar')
: y[(.\ + z)3 + Z(^ + z)z' + z"

+ (a2 + 12)[() + z¡2 + z')+ (¿1 + 11)(.1 +z)
* (46 f rs)l

Por oiro laclo, teneuros

() + z)3 + 3()* z) z' + "" * (oz + r2)l(), + z)2 ¡ z'l¡ (a1+ rr)() + z) f (a6 ¡ 16) :
.\3 + 3¡22 + 3^z'2 + zs * 3)z' a 3z z' + z" + 0,2^2 + 2a2\z ¡ a2z2

+rz\'2 +2rz\z + r2z'2 | a2zt + rzz' + arl+ s.rz + 11^+ rtz + ao + ro :
,"+(3^+a2)zt+(3)2+2¿2¡+a1)zl16{)r1 } )2r2 * (2)r2 ¡ ¡r)7

*rzz'+3zz'+ (3,\*¿z + 12)22 + z3 - o.

Por lo tanto, I es solución de (3.2). Cor¡¡o la.s raíces característica,s son distinta-s tenemos
tres ecuaciones para z, dependiendo de ); Iuego, tres soluciones z;, para i = 1,2,3. n

Este letna presenta de otra fomra el carnbio de variables , : t - ,\, cua.nclo las raíces
característica.s de (3.1) son distinta.s.

Ahora estudiarernos la ecua,ción (3.4) para conoce¡ el comportarniento asintótico de Ias
soluciones de Ia ecuación (3.2). De hecho, conociendo soluciones de (3.4) para i = 1,2, 3 se

obtiénen soluciones para la ecuación (3.2). Para esto debemos conocer corno se comporta.
la parte iineal no perturbada de la ecuación (3.4), es decir, conocer las raíces cara,cterísticas
de la ecuación

ztt + (3\ + a2)z' + (3^2 -f 2az) * a1)z : 0.
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Lema 13, S'i las raíces rle P, A¡, i - 7'2,3 son distintu.s, e'ntonces,\; - )¡, i f j satisJu'cet''

La cctnr:iór¡,
)2+(3)i+r¡2))+313 + 20?^; * c¡ =¡.

Demostración: Basta, verificar rltte satisfacen l:r, ccuación, luego

(r; - );)' + (3)i + "'¿)(li - ),) + 3^i l2tL2A' I t' =

^: 
:4,^r + ): *34,,\, - 3Á2; +a,), - 0,2)'; | 3)l *242); f nr =

)l + 
^i^r 

+ )l +,.2), + o.2)i + rr1,

¡icro si ri f j entouces .\; ); I 0,

^? 
+ ¿z)? * ¿r ); * r¿o : o

]'
Ál+o,z\jan1);*oo:o,

Iuego. restatt<lo esta ecrta.ciotes v rliviclicndo por ), - ); f 0 se obtiene cltte

)? + )i)J ¡.\f 142), + 02)r + ri1 = o.

n

3.3 Ecuación tipo Riccati

Aqrrí r:strr{ia,reuros ula ccrración de tipo Riccati. Aciernás, ocllPa[ernos alguttos resttita-

clos ya expucstos en los ca,pítulos allleriores.
Corrsiclerr:rnos 1¿¡. ccuaciór difererr:ial r" + bp'* úo¿ = 0. Sea Q()) = 

^'? 
+ ól) + á0)

cl ¡rolinorrrio caractcristico cle esta ecttación y 7i, i - 1'2la-t taíces ¡lo Q cort '¡, *',2 y

Re i; I 0, i = 1,2. Definirnos la frtnción g como

[, - '. rr -"r ( 4,{r-:) :-i / \ ..

'rl'')-10 .i r..\-
r:uartlo Re11.R.efz < g. 71 : -41 y ^t2: -(\2i

[, -.¡ti-,t .i ¡ ;, .*.,t+ -\, - )v1¡,'., - l..rl, ,r sit <.
crtaudo Re 1¡ ( 0. 1r1 : -o1 , Re 72 > 0, Y

lo si t >.'
g(t.s\- l,-,r,,_", t-,U_,) "i l]s\-

cr.r;ludo Rc 11. R.e 72 ) 0. Direuros clue g es la función de G¡ce n de esta ecuación'

Elr cstricto rigor, lir función de G¡ecl (lebería contelter un f¡rctor 1/(71 - 72), pero se

puede ourilir ¡ra clue lo podetnos elimin¿ir con ul c¿lmbio cle variables.

Noternos (lr1er para i¿l función de G¡ecn telemos 3 c¿sos. Vereuros un rcsultado para La"

ecu:rciól iipo Riccati tlue consiclcra los tres ca^sos juntos. Sin etnbargo, se ureucionarán los

tlistittos c¿rsos ctr¿rnclo correspoltcla,.
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Lema t4. Dad,os k1, k2 ) 0 eristen constantes M, k",kb y k¡ > 0 rlue satisfacen

l;" + Mkt, + M2 (l¿t + k) + M3k2 - lú, h6t2M(k¡+kr)+3M2k2<7.

Dernostración: Escogerrtos M ta,l rluc 0 <l-2krM -3k2M2, esi decir, M que satisfa,ce

Luego, escogemos k6y k¡ tal que L¿ *2k¡M < 7 -2ktM - 3k2M2, y podemos ya que
prirrrero tonra,rnos 0 ( k6 ( | - zkLM - 3k2M') y fuego

o < k¡ 1 lg - z*ru - 3k2M2 - kb).' 2M'
Así, se satisface la desigualdad. Teniendo M,k6yk¡ fijos, &o se encuentra de la relación

k, : M - kbM - Mz(U + kr) - k2M3,

y Ao > 0, pues

M(kt + k¡) * 2hM2 1! - ko - M(ht + kr) - k2M2 '

¡

Este le¡¡ra a.segura la"s eistencia de la.s constantes M, k", ko y &1, que se ocuparán en

el siguiente resultaclo.

Lema 15. Consid,eremos la ecuación diferencial escalar

z" *btzt *bsz - a(t) +b(t)z + c(t) z' ¡ c1zz' * (c2 -t J (t))22 ¡ caz3. (3.5)

d.ond,e b; lt cj, i: L.j2, j :1,2,3 son constantes; a, b, c y f están d.efinidas en [0,m).
Seo,n 11,72, las raíces d,el pol'inornio 8()) : )'? * ár) * üoi y supongarnos eue T * 7,¿,

Re 71, Re72 { O, Q(a), L(Q, f@) g L(Í) -+ 0, cuando t -+ o<t, donde

c(r)(t) =l/-rr,,"l r14 asl + j/- ffr,,"1,r,1 *l
v

L(r)(t) :/- (ur,, "lr. l#n, rl) lr(s)l rr.s,

con, g la función d,c Green, de lo" ecuación rtt¡blttlbot = 0. Entonces ex'i^ste una solución
de la ecuación (3-S), digamos z, tol que z, z' -+ 0, cuando t -+ cn.

Demostración: Sin perdida de genelaliclad, supongarnos que ci > 0, i = 1,2,3 y 7i € lR,

Saber¡ros que la ecuación (3.5) es equivalente a la ecuación integral

Í(-
"(t): I e(t,s) [a(s) +ó(..)-(s) * c(s)z'(.s) a clz(s)z/(.s) +(c2+ Jglz2(s) +caz3(s)] ds,
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por vari¿r,ción de paráructros. Aden.rís, rotcrlos qlre par.L todo f ) fe

11
r(1)(f) <-r-fr,

7r I 11¿

v¿r (111c cn cl prirnel caso (Rc 71 , Re 72 ( 0) tenemos

ffr,,"rl) ,"

lrzft))!

61

¿(1)(¿) : /- (trt,,"rt*
rl ,

= / t 
-o ri 3r - ¡ o2rr-s) t In2c-"i'-"t - n,' -^rii-''l) ds

[' (,-""'-"t i -4?r/-sr 1 ^tt 
-a')tt-st 

-,,1, ^'rr-'r ) ,/s
J,.,
11< +-+2;(r1 tr'2

y para los ottos ctusos sc clcduce cie rn¿rnera análoga.
C',r,.i,lolnrro¡ ol :ig rier,t c o.¡,acin

Cáto, -) = {; : [t6, co) -r C | :, ;' son continna.s Y z, z' -+ 0, cuanclo t -+ co].

rluc denotalemos por Cl p;rr;,. sinplifltcar. Observemos que C,l es ur esptrcio de Bauacli cot:

la lorrla
l: I = sup{l;(i)l + l:'(¿)i I i € [r¡,co)].

Ertolce; dotluaruos el opcrador 7 t:orrio

¡ñ
T:t,t1: | 17(t.¡) [(/(..) *ó(s);(.s) *c(s);'(s) +c1.-(s):'(s) * (cr*/(s))2'?(s) +c:;3("1] ds,

J¡
hrc¡¡o, ienernos cluc ? :Cl -+ ril (ya que l(r) -+ 0 crrando ú + m, si r' € ÚJ, por c1 lema 2),

¡, brrsc¿tcrtnos un punto fijo dc ? el algírn conjrtnto inv¿rrialte. Nr:iteutos clue

. t^ i)o
\.T:itr,- I ""t. r, .r , 

i 
¡¡ \ . r + [, | .c ) : I s ) .,-¡¡)¿/{r)+.1:tsi:'{.-)+{.2+/{..1):21.¡ ..3.2J1s¡l r/..

'l ¡n Ot

Escojantos XI, k". h y [7 cotno el el le¡ra anterior, r:orr

/1 r \ /1 r ^\r'1 =1r'¡ -,.) (-¡,tr,, *rJ y r.¿-r.r\,,, -lrr-rl .

v f¡ ta.l ciuc S(o)(r)l < l;", L(b)(t) + L(c)(t) 1k¿, y L(f)(t) ! ll¡ p:r.ra. todo t ) to. Sean

B = Bl0.l'1] 1' ; e B crtortcc¡ para f > ¿0

./- r(r,,)o(,) ,"1 - /: le(t, s¡lla(-")z(s¡ -r c(s);/(.s) + c1z(s):'(s)i rJs

+ /- l..r{t,")lli.: + f(s));'z(s) 1- ca;3(.,)lr/s

sl/-o{t,n,(,¡r'l- Íl le(r,.s)1ilr,(s)ilz(,s)l+lc(.*)ilz'(s)l+c1lz(s)ilz'(s)llrr-s

+./- lr{t, ")l[i.z + l/(s)l)lz(s)1'?+ calz(s)i:r] rls
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"v

l(7'')/(¿)l I

Iuego,

r:(t)l+lQz)t(t)l 1t?)Q) + Mt¿(¿,)(r) + l(c)(r)l +c1M2L(t)(t)+ c2M2L(t)(t)

+ ¡'[2LU)(t) + c3¡{3¿(1)(t)

Col esto tenerlos,

Tz(t)l+l(Tz)'(t)l < t;"1Nth¡,1 a1M2 * NÍ'2t;¡ +t;21'I:r'

-{sí, | 7;ll ( .t/. Por 1o tiurto, 7; € B.
Sca.n :¡, ;2 e B, entonces

7--r(f) - T:,1.t) - / l(t,") lr(s)(;r(5) -;2(s))+ c(i)(zi(s) -;i(s))+ c1(;1(s):i(s)
.l to

- zr(.s).:lr(s)) + (c,: + /(s))(zi(.') - ,;(.')) + ca(:i(§) - ,l1s¡;] a-"

Luego, pa,ra t > ro se tielc

lI;1(l) - ?;,(r)l < / lg(¿,")l[ll(")11,,(") -:,(.')l+ lc(s)]lzl(s) - zi(s)l
./ t.

t c1 ;1(.i)zl(-s) - ;r(s);!(,r)l + (c: + l/(s)l)l;?i'') -'i(rl
+ cal;ir(s) - "i1,;l] 

a"

Conro

:1 (t);i(t) z2(t)zt(t): z'(t)(:i(t) zi(t))+ z;(t)(21(t) -;r(t))'
,i(t) - ;i(t) : (;1 (r) - zzft))(ztft) + :., (¿)).

'i(¿) j(r) = (;r (r) - zr(¿))(z?(r) + 4ft)22(t) + ;3(t)),

:r (4 +:r(¿)l < 2M

v
irir ':irtl'' :tt'

lellcttlos

, r.,
7':¡¡r1 - -t:t.r t <( | ¡y'r ..1 lt,r.tl-,r(s)l] ¡i5 *2ry)t I ly(i.s)1,/.- \'/' ' J'o

r\ r§' \
2M I ytr '.'ll-,- /i.rllr-is-l-3c¡-i12 / rvtt "rld')ri:r :2ll'

J,, Jto /
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lÍ) *,,,.,),(')d-.1 . [^ l#n'";] ¡41."¡'1."1* c(,s):'(-s) + c1:(-s)'z'(s)lrrs

. [^ \*n'o] 1t" * /(.s)):'?(-s)+ c3:3('s)lds

I [,,, #u s)r¿(, ¿,] - [- l*n, rl Itb(s)ttz(¡)l 1 lc('s)l]z'(s)ll rr's

. /- lfff 
,,"ll lr:1lz(s)ll;'(s)l + (cz + l/(s)l)lz('')1'?+ cal;(s) 3l rrs,
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Arálogaurcnte para (?z)' tenelrros

{'ir.1 ¡r,q,,1¡",q.-) ?r(")) | rl,-)(¿í(r) .r(ü.))l7--rYff) - (T:r)'(i) =.1," u,

f c1(21(s)zl(s) - z2{s)z'r(s)) -l- (c, + /(s))(zf(,s) ,3G))

+ cr (:f (s¡ -;j1s¡;] a'

Lue¡io. para ¿ > ro sc ticne

tr: i,t, rr--zr'(i )l '. [" l*t, "rl ll¡t.lll.,r.l - :?{s] +'11s¡'al 1-)- -'ir''rl,/c
-.J t" ut l'

- /. l#,'',1 [c¡l:1('1:i(s) - z2(s)z'2$)l

+ (c, + lf ('s)l)lzi (.'.) - i(rl* r:31;f (s) - "i1s;ll 
a,

' (l: *""rllla''rt+lr{.)ll'1s+2.'\1 /'1ff"''''"
+2tr I l?,,, "ll (c, { l/(") )rr.sJt. lút I

* 3cjM2 /- l?r,,"rl ¿,) t --, - ,,t.' 
.l t,, lJt ) /

Así.

1r.t(t) - r zzft)l -r l(r z1)'(t) - (T z2)'(t)11[¿(b)(i) + r(c)(t) ! 2],1(c1+ cr)¿(1)(¿)

+ 2lI L(f)(t) + scaNÍ) L(t)(t)lll', - "rll
< [ti, + z,rr1t, *k¡)+31;21v12) ]., - rrll,

pero [6 -l- 2-i\,f (k1 + kJ) + 3kzl1t2 < 7.

Ccirr estc¡ tcucuros lTzl-Tz2ll < 1i,,,+:.f¿(1, +l;¡)+3krl'12)llr,-.rll. Porlo ta.nto.

tcrlerllos que 7 es tut opera,tlor conttactivo de B en B, ¡, couro B es coniplcto exisie un

rirrico; € B C C¿ ial c1ue, Z;:;. Así. tenelnos una solttción, diga.utos ;, de 1a. ecuación

(3.5) tal qrio :.:' -+ 0 crralrlo I -+ cc. tr

Observetuos que si a,b.c.f + 0 cu¿r,ndo ¿ + c.: entonccs se satisfaccn la"s cottdiciones

cle cstc lcrna, rrsanclo ci lerna 2, y aclculá.s ;" -+ 0 cttantlo f -+ c!. De la lnist¡¡t llla er¿I, sc

currrplerr las hipótr:sis de este lcura si o. ó, c, / € ¿I' (por cl lema 2). Por lo i;rrto, sc pucclctt

irrr¡zr:l¿¡,r estas hipóiesis, es tlecir, porlernos tolll¿u r¿.c + 0 cuando ¿ -+ oa y b,f e Lt'. por

cjenrpio.
\h sabeuros que cxiste una solución ck: (3-5). digaluos z, tal rlue z' z' -+ 0 cuando t -l c<¡.

,A.h,:r.ra poclr:uros precis;lr ci coulportarricnto cle esta solrrción, dependienrlc.r dc las condiciól

-sol)ro ^r,i, i = 1,2; teneutos trcs c¿sos, v pa¡a, c¿¡,ci¡r urro cle ellos tttt resrtltatlo.

Corolario 4. C¡¡nsiricrc¡nos la ecuació¡t (3.5), los hipóLt:sis y ccntclusiotrt:s de la d,entostm,ciótt

rlel k:tna 15. Su,pc.tn.¡¡arnos adctnás qu.e Rc71, Re72 ( 0. 71 = -rrt,7): -a2, dado

a0<á(=,- 2',
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don,rLe ,r - rrirr{Rt:,:t¡, R.c o2}, y Ii tal que

o < Ii < 
a - i .(ct + cz+ ::¡^I.)y'' (n-.1;11 t o-,J+.\/)

se satisJa.cr: r1u,e.

[ , ,^-rt,,-', ó(s)]rt,r < Ii

paro. torLo t Z tr¡; ll q1¡.e para c y f sc srttist'acr: lo' n¿i.vtta tlesi,g'Lt"aldad. E¡tto¡¡,ces : la soluc:i'ótt

d,r: (3.5) d,o,da por el l,erna 15 satisfacc

/ .t \
:1i7.'/ti ) o(l ' 

-''rr-'rl'¡l'r) ¡/sI'\./r" ., /

Demostración: Sin perclirla r1c generalidad. supongalllos quc .i > 0. i = 1.2,3, 7r,72 € R'
Sal.¡cmos rlue existc utia. sL¡lttción de (3.5) que satisface 1a ecuaciólt

:rr I 9ti...1fa1s¡ ür.-):(.r lr(sl:'{'J - cr--(s);'(.{) + {rz+/{")J--7{s] I ,.r":3i")] ds

:r, | ;l I M En cste c¿r.so

( , .,.rr-', (. ",?tr-i, *i ¡ . .-

IÚ.s) = j ,i r ]..

lrrcgo. la e,--rracióu clue s:rtisface z es

:lt) : l(, d ri-') ( o,ri-s)) 
fo.(s) +ó(s):(.s) *c(s);'(s) f clz(s):'(s) + (cz + /(.s)):':(s)

+,.,3;'](s)] ds.

Torrrcrlos h s¡.rccsirin rlacla, por ;o = 0 -v 2,,¡1 : T;,u para rt. ) 0, dondc 7 es el ollera"clor

dcfinido en l¡r clcllrostración clel lent¿r 15. Sabeuros qne .:¡¡ -+ ; ctlanclo 7¿ + ooi va, que ? cs

contritcti\,(r. C)bsclvcr¡ros rlue 1a. contlir:iótt sobre ó cqttivale a <ltte se satisfaga

1,1

/ ,'"-,,. 11,1 ,ls I I'r,i-.,)t

pa,ra totlo ¡ > fo, y se ticnr: Ic¡ tuisttto para c v /.
Ahora probarentos por iurlucción quo Para todo I ) to

fl
l-,,ttt / .\' / , 'ii-') ,r1..¡, ,/-

J tn

'' rt
l;f,ii,t < i", +,'.:)-\'/ . 'rtr-srio(s)lrJs,

.l ta

pir,ra toclo n É N, r:ou

N>2+1iN(i+nr+e2+rVI) + r1'f (.1 + cz + c;l{):\.n- p
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Para ¡¿ - 0, 1 clararnente es cierio, Supongamos <1ue es cierto para ?¿ : L. y veamos que
slrcede l.ra.La. r¡, = A * 1, cntorrccs

ft
:r+r (i)l < / 1.-",t'-"t +, -^,(¿-")) ll,(")1+ It,(s) l:¡(s)i+ lc(s)ll;[(.s)]r c1 z¡(s) l;i,(s)

Jn

+ (c: + l/(.s)l)i;r(.')12 + calz3(s) n] ds

. [' ,-,,,-.' [ ,,r"1, 
'- 

vr¡t,,1 /", J,.-,,t,/rr] (./r
- .l ta L Jto

* (a1 * o2)Nlc( ;1 1"", 
tt"-'t¡'i)lrlr + c1r,IN 

.[",

+ (r:: + /(s)).r,1¡/ .1"",, 
oG-'l1o¡,¡l cLr + cttt'N 

.[""

e-a(",)lai)l(Ir

,-lt"-"t1a¡7 a,)a",

pcIo

v pa ra

l'",.-"u,r a1.¡ 
,['.-rr"-i1oq,¡1a,d":-", l:"1",0@-0t",,,,1,,¡r)]ló(s)llrrrs

_ , ,, [' [' ,,^-..r",r, ,,¡r;l]1,i".;, d. ,/'.
J," J.
rtrl-

- , '' 
.l ,", 

" arrt 
f , 

, I '' c)' 
¿¡1s11 Js ,/r

fl
i K, -"' 

J,","lo,r¡1,1^-'tt 
tlr

ft
= li r/" "-""-'' n('.)l,./'.;

terenos la rnisrna. clcsi¡3-u alcl ad; adeurás

,-,,,,-, [", -.,,"-,ror¡ 1 ,lt,t..=, ", [' ,., ,,\r) [' ,(.-rrs JsJ¡1," 1," J,
--,r¡ .t

:' . I,"'1,1,¡1,r'-.'t',,,ft _ i1 .lt.
1. lt

- " -, l,o' "lnt''¡o''

.:t.,tt)'z (a*U.a' t{¡r r,¡,r.¿'-\' 1-\.1(,r1,.,,-A -- \ o-.,

- ^ 
\/ \'- r12..n ]- ,) /', 

J{¡-',irrs)trl.

(: t' .f

t:"

Luego,

a ,1r /' .-or,-")1,1s;1as.
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Y aho¡a para la derivada tenemos

¡l
l:i*,(¿)l I | 6r"-'.t'-¡ +rrre-or('-e)) [lr(.')l+ lü(s)llz¿(s)l+ lc(s)llz[(s)l

' J to

+ crlzr(s)l lzi(s)l + (c: + lJ(s)l)lzr(s)|'?+ 'slzr('')13] 
d'

< (rv1 * crz) 
l'""-^'-"1[trf"lt 

* N 
1"""-oa-'t¡'(')l 

r'r{ ló('r l + (ar + az)lc(s)l

+ ctM +(cz + l/(s)l)M + "=u2\)a",

l,i+,(t)l I (.h + rl2) (, * rarit * at * az * M)

+ M(ct + ",+,.M)J4) /'"-B('-o¡,1"¡1a,

< (r, + "r)N /' e-B(t'")la¡)l d's'

Luego,

Por otro lado,

a_ p)
N>

ñM)-M(c1 ¡c2)-M2ca

y se tiene que

N[. - p - Il(a - B)(1+ ¿v1 * a2l M)' M("r+ c2) - M2ca)

,^,, (r - ii tr + (vt + ot2 + M) - M (cr + "r);\ - *'"r*)

¡l - IIN - (o1 f o2)1(N - M(", + "»* - I{ M N - *r' ""h

2 + I{N + ((}r + o2)rN + M(ct + cz)\ + I{ MN + U'"rfi

Noternos que -l[ > 0, Ya que

r{<

22("- F)

<¡{

Aderuás, ienemos que

^ - t)> ! 2L n'n:.- >7^(l"ru'*ZM(ct+"r)) > (cy+ c2+ uM)M- - 2- 2at I az*2atoz 2'

usando la desigualdacl que defrne a M en el le¡¡ra 14 tourando

a-13-(q+c2+caM)M
G-Bltt*(lrra¿*rvr)

&1: (c1f c2) (#. #.r) ! kz:* (#. á.')'
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v col esto Ii > 0. Así, para toclo z € Nyf > ¿o tenemos que

Luego,

67

"¡ ft
r:..(rr, (, ¡r.. ;ri-"r¡ots)¡ds v l.:(t), I (or-.,2)N / e-d(r-'],u1..¡l'is'
,-,¡\'/l -:- Jro- Jto

el)tonces Podctnos decir que

l,(t)l<N l:".-r(r-')¡o(s)lrl-. 
v l:'(r)l <(n,+n,)N Í'"''-tt(t-")ltt(s)lrts'

z(t) : o(;l'.-ar'-'rl"i")la") v ;'(t) : o (l'""-au-ab(")ld')

tr

Ahola si Re11, Re72 ) 0 en Ia ecrtación (3 5) tenemos un resultado análogo al anterior'

corolario 5. consid,e_retnos La c,cuación (3.5), Ias ltipótesis y. conclusiones rle La d,ernostración'

iá- u*" 15. Suponounos ad'etnás que Re7r, Relz ) 0' dado

0<ps;,

dond.e- a :r.nin{Re 7¡ , Re 72 } y Ii tal que

0<1{<

se salisJace que * 
"{"-o){r-")¡ó1s)lrJ.s 

! Ii

p&m, todot) toi A qlle para c y f se satisJoce la mi'sma desigualdod" Entonces z lo solución

de (3.5) r)arla por el lema 15 satisface

z(t), z'(t) = o (1,*,0{r-")¡a(s)lrls) '

La demostración de este resultaclo es análoga a la cle el corolario anterior' El últino

.^"o.r,r" va,n)os & cul>¡ir cle Ia ecuación (3 5) es cua'ndo ReTr < 0 y Re72 > 0

Corolario 6, Consi,d.ere'mos la ecuación (3.5), los hi,2ótesi,s y t"'onclusi,ones de la demostraci.ón

ía'il. ,i s,i;;;"*,"" adem'ís que *": 
:'J' 

= -a1' r"e12) 0 dado

0<t3 lr,
d.onde a -min{Recr1,Re72\ A I{ > 0 tal que

n2 - 82 -(,-, *cz * etM\(3a - ts)M
o<.11 <@

a-D-kt+c2+calrM
("-B)(t+a+B+M)
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t nn. ]I s0,t'is¡o,ci,e.n (l,o

l,[ lc¡ | c.21' c31,1) (

se, sotisfo.ce

68

3¡r

10'

,n, : j," r7(/ s)l,r(')+ ó(s);(s) * c(.r);'{s) f r:1;(s):/(s) + (cz +/(s));'z(s) + ca;3(')] d''

l lr .l/. Err "-tp ¡a:o 
l, _,,,,_., .i i >..

,i(i, s) : 
1,..,, ., "i r 

< . ,

I (,-t"-n)l ") ,f.,11,1" < ri.
1,"

/-, r"-.,tt, ") ór"ll¿" < ri
J,

prLrt, torl,o t. > to: It qlte pa.ra t: .y f se satisfur:e, la tni.s¡na dc.siQualda(1. Et¿to¡tces z l,a se.¡l,trciórt

rir: (3.5'1 dada por eL lemtt 15 satisftce que

.(t). 2'(.t) = 
" 

(.Í: .r(¿. s)lo(§)l ds) .

,1",,,1, 
l¡_,r¡-"r .{r / .t,r(/...)-1 ;rr ") .,r<,.(-

Demostr¿rcióu: Sin perdida clc gereraliclad, supotrgalllos clne c; ) 0, ri : 1,2.3. ^/1,12 € R'
Sabcrlos cluc cxiste nra solución dc (3 5) qLrc satisface la ectt¿rciórt

lrLcgo, 1a ecrri¡,ción que satisface .; cs

:i) = I {-'rri ")f,,(s) +ü(.r)z(s) 1c(s);'(s) ac1;(.s);'(s) -{- (c2 + /(.s)):'?(s) +car3(s)] d..
l¡,.

/\
. I .rzti .rfa(sJ a i,(.r);(s) * c(..-):'(s) -l- c1;(s);'(,i) + (c, + /(s));'?(s)

,lt

+ ca:'r (s)] d",

Torrrcruos la sur:esiór cla,da, por;0 = 0 
"Y 

;,,+1 = 7;,, Pa¡a n ) 0, donde ? cs cl oPeradot

ilr,finiclo cr la cicrttostracióli r1e letrra 15. Sa.lleInos que :,¡ -+ ; cttarrclo ? -+ oor ya que ? cs

contra,ctLvo. Olrsr:rvernos tltte la contlicióu sobre ir r'<1uivale a que se satisfaga

./l".,, 
,," ü(._)l/. I Árrn-r)i

l'

/- "-r"-ar'¡41"¡lrls 
< rie (" rr)¿

.11

Para tocio t ) f6, v se tione Lo tuisnto pa.ra r: y /. Aclelriis, Itotetttos qrte

tt rl
I ,_,"- ,,., .)l¿(..1 ,/,- 1 / ,_, ,- i)r_",,ú¡s.;l /s r /r.
.rt" _ 

J,o
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t'
¡N a+
/ r r',- ' ('-')r/,r ..t,,t, , I , rn-.r)(r-s),¡(-) //- .' ,rr-,1, J,

pueijto que ! <a/2<a {J Sir! o-f iJ. Así. coucltrirnos que

e(«+rr)"1á(§)l ¿! < IL..(a+rr)¿

-Y

/*" t.*r,t,¡41"¡ld§ < ri.-(.+/J)¿
Jt

ptr|a todo I ) io, y se tiere 1o urisuro para c y /.
Ahora probarcmos por inclucción que pa.ra. toclo t ) f¡¡

;,,(t)J ! ,r' (.[- ",, .rt"(,)td,)

69

l,i,G) < (.,, + r,)N (/- ,f ,, "lt,f"li *) ,

para todo ri e N, colt

N(,"'- r'- 31((a2 /i2)(1+a1 +12+ lf) - M(r, + c)+c3M)(3(! - tJ)) >,i'- i¡'

Par¿¡, r¿ : 0, 1 clar:rnrente es r:ierto. Srrpongarnos clue es cierto Para. r¿ : L, v vearnos que

succrlc ¡rar:r r¿ : A: -l 1 entorccs

l;r+r (t)l < / y(¡, s) | rr(s) + ló(.s) l:¡(s)l + lc(s)l l;i(s) f c1 z¡(s) l;i(.s)
.t ¡o

+ (r:: + l/(s)l)l;r(s)1'?+ c:lz¡(.')13] ds

/o' I r'
1," u',..', 

I 
atr' - A /" c'{s.;)lo(¡rlJrilÜ( ') llo¡ -n,) r('.)l

. r¡.1/ - 1r.., - /1s11-\1 . ,.,.t1'11 ,f.
l

. [' ,-^,,-.,[,,,., - r /'.,,. ,) ütrt.tr{ t,r..rl r {r,¡1r,2rlrr..). 
,I ,,, L J,N

- r¡ \/ -¡ (rr r /(..)).11 , ,-U')l a.
l

| [' , 'r' "'f ,,,. - v /'r,". r)ttt7) ttr{.ú('1. - qn¡{n,¡irq.s¡t, L /,"

- r'r i/ - 1r.., - /q.7).\/ +, ,f ¡'il ,i.-
I
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Pero

/i. "r¿-"rlú(,)l /
Jto rta

{(.s, r)f a(r)l d, d": 
l'"c-'(t-") 

lb(s) I t""" 
P!-nln('\ a' a"

+ /' "-"r'-a ltt";1 ;[- "ot'-'l ¡o(r) | dr ds'

para el primet término ya tenenos una tlesigualclarl y para el segunclo tenemos

;l* 
.-"«-olr{")l l"* "rt"-..tyo1,¡ld.r 

ds : t"' l:".|:-"@+il"¿-e"la(r)lló(s)l 
dr ds

=u* l:, l'o "@*o\" "-0,lo(r)llü(s) 
| ds rtr

*n* l, l'""@*p)" 
r-e"lo(r)llb(s) | ds dr

= n* I:""-*t,t lt l)"e(.'+'p)'lb(s)l 
ds dr

* n* Í,* "-th la(r)l ;[' "t"+ol'1t'1s¡1 
as ar

<,-^, [' ,-o,1oqr)l ¡;r(o+o)r ¿,
- Ju

* -* L* "-0"1a(r\\ 
¡¡"(a+tt)t ¿7

- x 
l',"''t'-nlo(r)l 

dr + r l,* "Pt'-tlu(')l 
d'''

Así, tenernos que

/'1¿-"('-")lb(")l/-0i",,)1,(,)l 
o'a*<L 

l,l"e-B(¿-")l¿(§)l 
o"*" l* @(t's)la(s)ld"s'

Análogarnente, teneulos que

+ /- ."{'-")lt,{.,)l/- "ot"-'rl'i 
r)ld'r d's'
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J/ 1r]rcl:a,mcl]tC tcnellros

/',", 'lr(.tl / ,-''" 'rlrr r),,tr,t.;: ,"' [' f ,-{ 'rrrs(r¡ln{r)'rüi.)1,/;,]"
.1, ' 'J," Jr l,o

: ,", [' [ 
' , ,^,.,,,.,,¡uirl] ü1s7 ri../r

J," l,
- , ,, [- /- , -,-_ ,,.,", ..,¡r ¡, b¡s¡111, Lt:

Jt J,

-,", [',1,1,1r). [- , -t",,,,1ü¡..1,,/. ri r
1," ' "Jt

, ,", [^ , " ntr] [ , -rr-d)' b1.1lJ..rtr
lt J,

fl
:, "/", "¡ur;l hr-l'+")r,/¡

_ , ,, [* ,.,,],r(r) ,rir -t^- 1,r 
tJr

J,

Así, coni:luilros clue

.p(¿-")l¿(r)ldr) ,

: x 
l'",-aa-,tlae)ldr+ 

t l,* ""0-n¡t¡¡1a,.

./-."r,-"r¡lqs;¡./-0t.,,,)lo{') 
,1,,1,<ri l,* r.d(¿-")l¡1(.s)l {ls+I{ l- /(r,s) a(.s)lds.

Y p:r,ra c t'/ terrcmos la uristrla dcsigualdati. .A'dcInás.

['",.-^u 'l ,[*.r'r'-'l ai) ctr rt' = -"' ["/-.i"*'r'. 
r'¡o¡,7¡a*1"

-, ", l:"1",a*ct", 
B,¡,¡,¡1a"a,

* , "' l,* l'",,'*ur"r-o' 
a(r)ltls tt,r

: ,,-* 
Í:".-d'¡oi.; f" co+il" as ar

+ t:-ú l, ,-i' o(,)l 
f'""('*ot" 

,1, a,

r¿ -(n*rr) r. ,-"' l , r' ,r1r1l 
- 

J-
L O -+- L)

ro. .lñr,')t
t t-nt I , -J' ,r¡;;.' 

- 
,1,

Jt ^ t P

' t ft_r (l, "tt .)la(r)tdr L Irl-r) \J/o Jl
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y análogalrente

/- ¿^r,-,i [" ,-oa-'tlolildrtls: cnt Í,* [,"'*'"ea'b(r)ldrdsl' J'o 
= o", [' [; , -o*al'ro.1o(r)l d s dr

J,n J,

+ r", Í, l* "-e*at" "o'la(r)l 
ds ttr

= ",, ['.d'lo(,)l [* ,++ot" a",1,
Ju Jt

* n, l, ,0"1a(r)l !,* "-t^+a\" 
a" a'

"t --(o+d)¿
1 {' J ,^'t'P'(r)l:---- 

dr

*"'' l, "P'1a1'11ffi*

= L- ( | "-ot'-'tla(r)1,1, 
+ Í, '"tr-"i14(r)ldr) 

'
- o+É \J¿"

Por lo tanto, 
/ 2 L \

l,*+,(¿)l < (r*,"'* (crr *zz)3/(N*MN(ct + o) (;+f + ; 4 )

t 3rf,vlN + caM2 N (h.#)) /-'t'', 4lot")l'"

. ¡u I- ó(i's)lu'(s)l ds'
- t,

Y ahora para la derivada tcneluos que

z,(t\ : - /t are-"' tt-') ¡r(s) + l(s)z(s) a c(s)z'(s) * c1z('s)z'(s) + (c'7 + /(s))2'?(s)

lu
+ca23(s)] a"+ 

lr* 
rrtr'(t-") [a(s) + ü('s);(s) + c(s)z'(s) * c1z(s)z'(s)

+ (cr +,f(s))2'z('") + "."('")l 
d'"'
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lt
l.i+,(r) < / oi, "1(r-') la(.s)l+ lá(s)llz¡(s)l+ lc(.s)ll:i(s)l{ c1 l:¡(.s)ll:i(s)l

.t tn

-l- (cz + l/(¡)L) ;¡(s)1'z-F cal.z¡(s)13] d.s

+ / i,,'"r'-') []o(.,) + ló(s) l;¡(s) + lc(s) lzi(.";l+ c1l:¡(s) l:i(-s)l.lt''
+ (¡,2 + l/(s)l)lzr(-')i2 f c¡l,r(-')13] ¿-'

n, [' ,- 'r'-", frq"ll . r- /- rr". ;l ,t1r¡ltlr (ltrs) * {,¡r -r rrrl.r..)l,J,. L J,O

' , ,)l lct-r /'. rt.1/ + .r-ff '1] .1.'

-., / 
' 

, ^,,-", [1,,,.) r /'or -. ;ttu\r) tr( ú,{"rlr(nr r.2i .rs).'J, L J,"

, r¡-\.f r 1c1 | f t, ¡ ¡ )l[ -f , r-\/ I )] J^

Lucgo.

t/)\..i*, i,l - ,,,r - r.r](L , rl,,.r - ,.r -.2)31i-\- -.\/.\'{r¡ ,,., (;1.., . ,, _-)

+31íMN+c3,rr2-\ ( - * -1-)) /-,,,1,,"¡¡,1";¡a"
\(r f /' tt lt/ / Jta

t-
1 1n¡ -.r, \' / .,q1.s¡la(.-) r/s.

.l ra

Por otio Iac1o.

\¡lo2 - J2 3/((rr2 - r,)(i +,l¿r -¡i2-f l,I) - rl,f(cr * cz * c:M)(3(} - .'¡1 > a')- !1)

r¡ sc ticrre <lrre

-r'lL-¡ti, I ,r¡-¡-.2- .tr¡ )trcl I tr+,,.\/) (*-rf.,)) =,
N - 3r¡/(1+ ar +tr + J\1) -,\'1li(c1 t cz t c¡\,1) (# - *) a t

1+3r(N(1 +al +^i)*tr1) *I{N(c¡ *cz*c¡if) (#- *) a 
^'

Notemos qur: A¡ > 0 1'a rluc

-- (\¿ il' (c1 f c2 * cjlf)(3a - P)it[!''@l

adernís. tcrrorlos rlte

(o - /J)(o,+/J) ) (c1 ¡ r:.2 | cal,I)(3a - ll)l[
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puesto que si 0 < É < af2 enlotces

a2 -82 3o
3"-P>*>(rr +c2+ caM)Mi

y con esto Ii > 0. Así, para todo 7¿ € N y , > ¿0 tenemos que

r'x f@
l:"(¿,1 <N/ d(r,s)la(s)lds y 1z'"¡t)ll(nr rzz)1/ I 6¡L,s7lu("11as,

Jto Jto

e[tonces podemos decir que

/.oo rco
lz(r) <N/ O(t,"¡¡"1s¡¡ds v lz'"(t )l < (nr * zz)Iú / d(¿,r)lo(r)1a".

JLa Jto

Luego,

z(t) - o (/- af,,"lt,f"lf r") y z'(t): o (l- oA,s)t¿(s)lds) .

tr

Notemos que la elección de B depende de la elección de M. En los corolarios I y 2, M
satisface

2(cy¡c2)M¡3caM2 <ffi
y en el irltimo co¡ola¡io

(cr +"2+ xgu <ff
y necesitarnos que 0 < p 1af2, para que sea I( ) 0. Es fácil ver que si M satisface la
segunda desigualdad entonces satisface la primera. Ademiís, para los casos a, ó + 0 cuando
ü -+ oo ó a,b É LP podernos encontra.r ú¡ tal que se satisfacen las condiciones que asegu¡a,n
Ia existencia. de z e CI co¡¡o solución de (3.5) y que, dependiendo del caso (Re71, Re72 < 0

ó Re71,Re72 > 0 ó Re71 ( 0 y Re72 ) 0), se cunrplan las desigualdade.s

/- 
"t.-ott,-"r¡61s)l¿Js 

< Ii
Jt

6

c_(¿,_r,)(¿ ,)ló(,")l d, < Ii

para, todo, ) ¿oi y Io rnismo para c y /, donde

o < ri < a - P -..(ct + c2+ fM.)Y' (a-ll)(1 +a+ArM)
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o
n2 .t2 tc, - c., - c,Mlf 3rr - Bl,ll

3(., l7r)(i +o + l.t + lvI)

El sigrricnto lorn¡¡. tiene rel:ición con c.ondiciones irtcgrables y nos presenta un desarrollo
clc la solución de (3.5) corrro una sunt¿ de téuninos, clonde cada térflrino l,'r¡lc ura propiedad

de integrabilirJ ac1-

Lema 16. Con.sidcrentos la ecu,aciót¿ (3.5) y las hipótesis del le¡na 15. Supongamos que-

r,,b.e:,f € ¿t'[to.m), cortTt) l. E¡:ttottces z.z'e Lt'lt¡, x), donde z es la solución que nos

entrcrlo, el l¡¡n,o, 15. Aderntís, .si ¡ e (1.2] entonces potlerncts escribir z corno

;(¡) : 0(¿) + it(r),

COT¡,

eft) = I 17(t, s) n(.') ,/s,

ee LPltol-) yr',e ¿'[¿0,o.). Y sip 6 {.m,nt,l1] cott trt e N \ {1}, podernos escribir z d':

l.o, sigu,i.erúe nmnera
rn-1

,(r) : » dr(¿) + d,,,,(¿),
l=t

¡lcnt¡le

,,ft)- l: e(i,.s)a(s) rls, e,A): Í- gA,s) [i,(s)4,(s)+c(s)ái (.,)+crd,(s)ri(s)+c,áf(s)] a-,

| '-' 
11

0L1t 1 : I e(¿.s) ló(5)dr-1 + c(.s)ái-, (.s; + c1 »0r(s)0í-u(.') 'l-,2!á¡(s)á1-¡(s)
'I ta L *=, *=1

l_.2

+/(s) Ial.(s)ár-r-*(') +., ! a¡1.,¡a,(')rr(')l ,1-,

A=1 ¡+r+A=l l

cort r.¡.,0'¡. a ¿zlt[t6, m), k :1,2,..., r¡¿ - 1 u l)^,ú1,, e Lt'/'"ltu,.x)).

Demostración: Sabeuros clue si a, b,c, J e Lt'lt¡. rx:) entonces para, totlo e ) 0

11(l«1,e,.), l,:(l¿i,¡, )€ l¿'ff¡. oc) nC0[¿0,oo)

t lo lrisrni¡ Para ó, c v f. Luego, podcrrrcis escoger ¿0 cle tal forr¡ra que se satisfaccr la"s

hipótesis clel k:rl¡r 15 y dc los corolarios 1, 2 y 3, ;usí

:(i /.:'(/r - O( [' o,,r.r ,q.,¡,r.)\Jr" )

con r- : miil{ I Re 71 l. I Re 1'2 }, 0 < l.i < ^i /2 :,

. ¡., -rr,_.) si i > ..
,,J (¡, ,\) = { -tU sr ¡ < s
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cuando Re 7i , Re f2 1 0,

76

f.-g{r-") .1 ¿¡"
ooft,s)=\catt.") si¿Is

cuando Re71 < 0, Re72 > 0,

se(¿, ") 
: 

{:e(,-,)

siü>s
sit(s

cua.ndo Re 71, Re 72 > g.

Por otro la.do, tenemos que

l* rvul''s)la(s)lrJs € trP[ú¡, oo)'

Así, concluimos gttt. z, z¡ € trp[ú6, m). Noternos qre z y z' son acotadas, luego z, z' €

-Ll[t6, m) cor p / p.
Ahora si p e (1,21 entonces p'su exponente conjugado pertenece a [2,m), y corno

z,zt e Lpltn,cx) con p,/p se tiene que z,zt e Lt'lts, ú). Así,b2, cz', zz'., 22 e trI[t6,m) y
usando el hecho que z y z' sor- acotada^s se tiene que f "' , "3 

É ¿l [to, oo). Luego, concluimos
que

,lt) -- .l* o|,s) a(s) rl.s

+/-r(t,s) la(s)z(.s) +c(s)z'(s) 1c1z(s);'(s) +(c2+ f (s))2'z(r) +.:13(r)l ds

- 0(t) + 1b(t),

e$1= l* sp,")a(.s)ds,

0

v

€ ¿¡'[¿¡, oo) y l, € ¿1 [ro, m).
Pa.ra la otra parte, tenemos que si p € (nt,m*Ll entonces bz, cz', zz', 22 e LPl2lto,ú)

f ,2, 13 e ¡t/:tlto, a). Así, podemos escribir a cono

z(t):01(t) + tbz(t),

/oo
01(t\ : I e(ú, s)c(.s) ds,

Jta

, trtltlts, @). Luego, si m : 2 está de¡nostrado el resultado.

do¡rde

donde

¿ ü'lto,,x) y 1,2

0eL,,

l,eLl
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Supolganos que ??? > 2) entonces reemplazando z en Ia ecuación tenemos

;(r) =á1(r) + /-e1r,s,¡ [a(s)(a1(s) +1,:(s))-¡c(s)(01(s) +1,;(s))
Ju

r c1 (d1 (s) ¡ /, (s))(di(s) + úá (s)) + c2 (rr (s) + ,/'2(s))'z) rls
t.,.t J," olt.s)lf(s)'2(s) + c¡23{.")]d.'

roo
= á1 (r) + / s(¿, ,) [á(u)Br (§) + c(s)0i(s) + c1á1 (s)ái(s) + czl01$)]2) d,s

J¿o

r'ro
+ I ,(r,§) [¿](s)/,r(..,) + c(.s)/i(s) | q01(s)tl/r(s) + c1(Bi(s) +,/,L!)),bz(s)

J ¡o

t 2c201(s)92(s) ¡ c24t|(s) + /(s)z'(s) + caz3(s)] ds;

toma )os

rcoer(q: I e(t,.s) [ó(s)d1(s) + c(.s)ál(.s) +crdr(.s)a{(s) * czl01(s))2)rts
Jto

y 1y'3 corno el resto; y tenemos <¡ue d2 ( trt'l2lt¡,a), ú2 e Lp/3lto]Crc) y podemos escribir z
conlo 

z@) - o1(t) + gz(t) j- úz(t).

Supongarnos que poclernos escribir z como

k

z(t) = pk(t) * d,r+r(¿) con rp¡(l) = Ip,(0,

donde

i,rp¡ = [* sg,.s)o(s) r/.s,
Jto

yparal)2

e,Q) : f 
* 

uft, ") [ú(s)dr (s)+c(s) e\g)¡c101(s)0'|r(s)+cr0] (s)] as

I l-r ¡-r
et$) : I s$,s|lb1s¡0¡-1+ c(s)di-r(., + .| l0;@¡e',-r(s) +cr!a¡(s)a¿-;1s¡

't to L ,=1 i=1

,r

'¡11"1 ! a,i'¡4,-1-i(..) +., f d;(")d¡1"¡e,,(s¡l as,
i=1 r+r+ñ=¡ 'l

k <.m.-7,0r,ele ¡r'/tlt¡,cn) I ,!*+t, tl,,¡.,16 ¿rl(*+t)[t6,oo). Sustituyarnos en la ecuación,
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Irtegt.r

I=l

. *c: » o¿o¡a*,

. i+i+¡.>t+r

donde tornar¡ros

*

78

/oo
;(f) =dl (r) I / 4(f,s) [b(s)(pÉ(s) +l,r+r(s))+c(.s)(ei,(s) +y',i+'(r))

J to

* cr(,pr(s) + drr+r("))(pi(") +l,i+r(")) *c2(e¡(s) + rh*+r("))'

+ .f(")(sr(") + ,/,r+r (.'))2 * ca(9¡(s) a r/¡,.1 (s))3] ds

= 01lt) + / s1r, s) lá(s),p,,(s) + c(s)ei(§) + cler(s)ei.(s) * cr[e¿(s)]2 + l(s)lqr(s)]'z
Jta

+ ca[e¡(s)]3] a"+ /-o(t,") [ú(s)ry'r+r(s) + c(s)r/i*, (s) + clpr(s)lri+1(§)
Jro

+ cr (,pi,(s) + d,í"+, (r))1,¡+r (s) + 2czpt(s)4++1(s) + c2[Ty'¡11(s)]'? + 2/(s),p," (§)1rr+1 (s)

+ ,f(s)[úr+r (s)]' * 3ca[9¡ (s)]2t¿¡*r (.s) + 3cs(P¡ (s)U,t+, (r)12 * ca[ry'¡a1 (s)]3] ds.

Sirnplifican<lo la escritura tornarnos bv** cpL + c§*pL+ czvl * f pii + 
"rv3o = A, que

es el segundo térrnino, lue¡9o tenettros

k /k Ir: Iri,a, +c,lí)+",(IIa,rí-,*, , L ,§',)
t=l . t=r i=r i+i>t+l

/k , \ /k-t I \+.,(!!a,a¡-¡*,- t e,e¡)+flIIr,á,-,*,+ f e,e¡l
\r=l i=r ;+F+r / \¿j.= ;-.r+--r /

*.r(i ¡ a,o,a,,)-/
. ¿=3 i+r+,¡=r

k-2 t l+l
= b0 1 + c0\ | cy? fi\ ¡ c202, + I ( ¿0,*, ¡ cli¡ ¡ * r rl 0;0!-,*,

i-Í \ ¡=,
¡+1 I

- "rf 0,0,-,*, + f f 0;0¡-¡¡¡ ¡,, t a¡o;a,,) + b0* * clL
i=r i=r i+j+n=t+2 /
t ,{ t-l

+ c1»0i0L-i+t + cz I á¡0¡-;+r -t f l0;0¡-; ¡ c, » 0;0¡0,,
i=r ;=l i=r i+j+n=t+l

+¿r » 0;0'¡*cz » 0i0j+f I e;e¡+u » 0¡0¡g^
t+J>t+r i+i>r+l i+j2l+l t+j+¡>¡+l
k-2

-gz*Dl+r+ár+r*.r D g¡gti*c2 » 0;0¡+f \ 0;e¡
¡+j>t+l i+r>t+r i+j¿,C+l

i l-1
0¡¡y:ltT¡l c:lt¡ttlLertL-,*r¡ c2T 0;0¡-;¡1 + f \e;eo-,¡", t 0;Ar0,,.

i=l i=l i=l t+j+¡-[+r
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Ahora notemos qte b0¡, c?t, e LplU+r\ para todo L < t < k,0¡0!_.*r,0;0u;+t e Lpl(+1)
paratodo1<i<l+1con1<¿<l;,f0;0¡-¡¡1 € Lt'/(t+r) para todo 1( i ( J con
1<I<li-1 y 0¡0¡0^ e ¡ttlt p¿ra todo i* j*¡t. -_ IconL !i, j,n < t-2y 3 ( i ( k*1. Para
Io otros tórrninos tenenos qrc 0¡0t¡,0¡0¡ e Lpl&+2) para toclo i+ j > k+1, f0;0j e LPI(k+2)

para todo i+ j > h*1y 0;0¡0," E t¡/$+t) para toclo i* j*¡t>[+1.
Por otro lado, para el tercer térmilo de la sustitución tene¡nos qu e brlt¡¡1., ctf¡nr, g*t\'¡¡¡,

P'¡itx+r, l,'¡¡1r/t*at, Vxltx¡t, tbf;¡¡, i p*t!\+t , f ,!?*r, V\r!*+t, p*rl'i¡, ,/Í¡ € Lpl(k+2) .

Así, consiclerando corno r/¡-¡2 la surna de todos los té¡minos que pertenecer a Lel$+2),
¡rodcruos escribir z de la siguiente na,nera

z(t) : 9¡(t) -f 9r+t(t) *,!,*+z(t),

donde á;, ¡r/i, i - 1,2,...,k + L y 1rk+2 € LPIG+2).
De esta rnalera,, iterar¡ros el proceso h;r"stn" ilegar a l; = m, - 1 y obtenemos

'¿- I

z(t)- ! |tG)+t,,^(t),
I=l

rlonde á1 , trnll, t:7,2,.--,,ttt - t y 4,,^ e Lp/'n. tr

.l{ofo. Usando el result¿do anterior observamos que si iteramos una, vez rnás el proceso, es

decir, reentplazamos
,¡_1

,O:»É.lt) +1,,,(t)
l=l

eu la ecuacióu integra"l, podernos ercontra.r á- y y'r,,,.".1, donde

rcó t ,¡-l '¿-10,"1t): | ,(t,.") ló(s)d,"-r+c(s)0i,-,(s) *"'D 0¡g)0',,-n@)*", Id¿(s)0--r(s)'l1a L Á=t É=1

tn-) .l

+/(") Dá¡(.s)á,,_1-¡(s) *cr » 0;(s)0¡(s)d¡(s) lds,
,t= I i*¡*.t=¡¿ l

0,- ¿ trt'/"' y l¡,^+t € tr1 . Así, podeuros escribir z de la forr¡ra

z ¡t¡ - i e, 6¡ +,/,^+ t (t),

donde

t,,)e,U): l. ,(/,s)o(s) dr, e2(t) = I e(ú,s) lü(s)dr(r)+c(s)di (s){c¡ á¡ (s )0,1F)+ c2e? G)) ds
. .llo Jta

I r-l t_l
, (i,,.) 

I 
á(s)á¡-l + c(.,,)dí-r (s) + ct I e *¡s¡e!-¡ (s) * cz ! ao 1."¡ a¡-¡ 1s;L r=r t_l

t,U): 
"[:

79
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l-2
+f(s) tdr(.,)0¿-,-¡(s) * ca

l'= I

c.on 0¡,0t¡ € Lp/tUo, @), t = !,2,. . ., m y 4)rr+t, ú',,+t € ¿1[¿0, m).

3.4 Teoremas asintóticos para la ecuación de orden 3

Aquí verernos los resultados para la ecua.ción de orden 3. Consideraremos sólo Ia
si¡u¿ción cuando la,s raíces caraterística-s de ecuación no perturbarla (3.1) son distintas
y sus partes reales son distintas. Deduciremos los resultados usando la ecuación de Riccati
escalar mostrada cn este ca,pítulo, Ta,¡nbién a,plicaremos los ¡esultados presentados en el

ca,pítulo 1 a la. ecuación, llevádola previanente ¿ un sistema de ecuaciones diferenciales.
Aho¡a. esta,mos en condiciones de demostra¡ una versión generalizada del teo¡ema de

Poilcaré para Ia ecuación de ordel 3. Para eso usaren)os los resultados presentados ante-

¡iormente para, la ecuación ile tipo Riccati.

Teorema Lt. Consid.eremos la ecu,ación (3.2). Supongomos que

1. Re)1 ) Re)2 ) Re)3, 'Yt: \t-\2,lz: )r-)g y13-- \'2- ),3; donde \;,i-1'2,3
son las raíces ca¡'acterísticas de la ecuaci,&t (3.1);

2. L;(r¡) -+ 0 cuando t -+ @, pal'a cada i : 1,2, j - 0,7,2; d.on d,e

ft .. roo
LJf\Í)= I c-1u-4lf(.s)ld.s y rrU)(t\= I e'v(¿-")t/(s)lds.Ju J,

con7:min{Re7r,Re7¡}

Entonces la ectnci¡ht (3.2) tiene un sisterna fund,amental de soluciones y;, i : 7,2,3, tales
que

¡i,r, Yl¿) 
= ¡,, ,,u, Yí'ilJ 

= ,rl.i--+- y¡(t) " r-+o" y,(t)
(3.6)

Demostración: Sabenros que la ecuación (3.2) tiene un sisterna fundamental de soluciones
de la fornia (3.3), donde zr satisface la, ecuación (3.4); Iuego tenerlos que

yÍ(¿) : ()i 1 z¡ (t))y; (t)

yt, (t) _ y (t)(^ + z(t)Y + ao) z, (t)

entonccs si rlernostraruos quc para cada i = 1,2,3 existe zi, tal que z;,zj -+ 0, cuando
t -+ oo, irabrcmos probtrdo el ¡esultarlo. Aderrrás, debenros verifcar que Ui(t) * 0 para totlo
/ > to. I)ala algrirr /o € )R. y iusí.

ullt),.1+\ - ",' , _ \.-, r.r _ 
y; (f)

80
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.v

Usando las hipótesis 1Y
clel leuta 1i. cr.,tr

,J'U)
(.\;,:;(t))r i --l(i) - r-

lt;lt ¡'
2, teneluos qne, para ctr,tla i = 1,2,3, se crrrll>leu l¿us co¡r<liciorros

81

¿ro = 3)l * 2a)¡ * th, br = 3,\i * a:

a(t) = r¡(t) - );r1 (f) - )lrr(t), Ü(¿) = -r1(¿) - 2A¡r2(t), '(4: r2(¿)'

cr = -3, c, : -(3), -l- a2) ,l(t) = -rr(f) Y c: = -1'
Las cctlaciottcs parir z; li : 1,2,3 soll respcctiv¿uIlellte

. ft
-l' / ¡- rL(r-")¿l\tt 

- 

- 

, \(
1t - it Jtn

z2(t) - 7r *f¡
-1 (r[r. r.{t-"r¡r1.,.,r1s;¡

:J(i ) = --L /- 1,'."-'' - , rrit s))/:{s.;3(slJ ds.
1z - iz Jt

dorrdc

f ¡(t. z) : - f 
r¡ (t)]-,\rrr (t)*.\irz (0+ (rr (¿)+2 s;r2(t)) z+rz(t) z'i3zz'+(3)¡+rtz+r2(l)22 + z3) '

Aderuás. cl¿rrarrrente se tieno que Re 72 > Re 13 y Re 72 ) Re 71 , luego 7 ( Re 7; pa'ra

i = 1, 2, 3. \¡c¡ificatclo la.s hipótcsis pa,ra ;1r tenenos rlue clararrentc las ra,ícr:s riel polilrc.rnio

^2+(3)r*r¿:))t3)l 
+ 2o2)r * ar

sou clistinta.s y c.or P¿l,rtc lea.l distitita clc cero por lzl hipótesls 1, pucsto que la's raíccs dc

cste poliuomio son -?t Y 12; adonlás la firnciól cle Grcen es

hrego. tencrrtos

e(n)(t) = l/-rr',"t,1.,; 
asl + l/- ffr,,"r,r"r o,]

¡r; r¡(l/'f,.--,(¿-,) - e--,,(, ,))(ro(.,..) + ),r,(s) + )irz

+l['"Ar" 'tz(t-") -r,,-,(r-"))1ru1s) r )1rr(s) + )]rr(s))

: ffiff'f¿'-Re^i,(¿-§) 
+ r'-Rc1'?(¿-"))l16(s) + )rrr(s) a )f12(s) ds

I

[¡- rtr-st -{-121¡ 
sr 

"] f>.-
¡)z_-r)rri...r = 

{u .; /:.

.-1,(¿*,))/1 (s, ;1 (.s)) d.s,

,k + l,* "-r' 
(r-")¡, (s, 

", 
(s)) ,J-,)

(.r)¿,1

,"1)

-Re1,(r,s) f 7, j¡-R.rr(t-;))Jr0(.s) +,\1r1(,) * )lrr(.s)l

l', [' , t,, ',,r,-"r(lArl, ¡..],s)l + l^rr rr(.-/l+ l/0 .l').i"
J tn

1"..1

-'''l,,\, 'f,,r'¿rrr) i ¡,\¡ f¡'/ rl{/) l fr(¡u)(i )].

/ ( r,l"

+ 711 +
l^t, - 1',,

+li'rL+
lr, ^t )

+

2

2

.r")
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AsÍ, 9(a) -+ 0 cuando ¿ -+ oo.

Análogaurente,

82

: --L - [' (1,--r-,, -.-7,(r-e)l
11, - 721 J,. \'
* lv2e-tz{t-,) - ,, e-r, ('-,)l) 1.1(s) + 2)112 (s)l ds

,'-¡#\Ppl \11 L v e ) Q)+ ¿, (rr ) (,)1.

Así, f(ü) -+ 0 cuando f -+ oo. De fornra. urás tli¡ecta se obticne que L(c),L(f) -+ 0 cuando
ú-|m,yaquec:f:rz.

Pata z2 y ;s se pueden verificar las hipótesis de la ruisnra rnanera. Así, existe z; para
ca,cla tl : 1, 2,3 tales q\e zi, zti -+ 0, crrando á -+ m. Couro z; esta definida en [ts, oo) y
z;(t) eC para to<lo, > ¿0, tenernos <1ue y;(t) f0 para todo ¿ > to.

Por Io tanto, se ha denostrado el teoretna. n

Observemos que la, condición sobre r¡ se puede relaja,r a 9;(ro) -+ 0 cuando ú -+ co,
i = 1, 2, 3, doncle

cr( fl (¡) - 

---]-(l 

/' ¡.-,,,'-', - c-r,u-")l /(s) dsl

''i;,',''\lJ"L , ',.,.'
- | / lrr¡"-"t'-") - ,,c-'rr{t-') | /(s) d"l )lJto' ) l/

az(fltt) : ir+, lrr 
+ r,r l/r 

e-r.tt-"r¡1s; asl + (r + zr)

L(b)(t) -/- (rrr,,-tr* 1ffr,,'rl) t,r"lro"

L2ff)ft)= -L_=(
172 - 731 \ ,[- [r",,-", -,-r,-o] tG)asl

l, l",r*"u-"t - 7re-n(r-")] /(")r"l),
aplicauclo el lema 15 a Ia ecuació, (3.4). Por ejernplo, r'o podría ser conclicionahnente
integrable.

Notemos que, usando las ecuaciones (3.6) podemos deducir el comportarniento asintótico
t),e y! e y!'. Entolces tenemos

ví : (,\¡ +o(l))y; . a:' = (): + o(l))y,.

Este resultado generaliza el teorema cle Poincaré, que pide r¿ -+ 0 cuando ¿ -+ m; v
a-quí usarnos el hecho que l(r;) --+ 0 cuando ¿ -+ oo, es decir, aquí se conside¡a,n muchos
más c¿usos. Una condición más general para r¡, i = 1,2,3 puede ser

f¿+l

,!gl lr;(s)lds: o'

Sin enbargo, depencliendo del tipo de ¡rerturbación se puede obtener un fórrnula rnejor. De
heclio, pa,ra el ca,so darlo por Poiucaré tene¡ros el siguiente resultado.

7*,,r'-,rff"ia,l] ,
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Teorerna 12. C o¡t sid,ere¡no.s la ecuaciótt (3.2). Suytcr,,garao.s qtte

7. Rl:41 ) R.c.\2 > Re)3,71 = A1 \¿"¡z= lt -l:l l/ 7" = )2-'\3; tlotttle A;, i:1'2,3
son. Las Ktí(:es car\rcte7ísl;k:ús d,e La ecuo,c'iórt (3.1);

2- t¡ +0 cuund,¡¡ t +.J). ?olu t:o,do i:7.2,3'

E¡ttor¡.ces la eantción. (3.2) tic:r,e un sdsten'tl, t'u,ttdatnt:nt0,l tle soluctc¡¡tes y¡, i: l'2,3' taLes

qu,r: .;o,tisfí"crtt, (3.6) y rnás a1.í11, se ti'(:lle' qlle

.. y"" (.t) \ 3

r-ñ ,¡ l¡)

!t;,tt .,1,1,r1)),\,,""'.*t,( il ,^, 
^,t' [1,t,'..,r.-1¡,1.) . {3,r

t,ái,, J'o /

r]otul,r: N(.i) = 11,2,3) \ {r},

/;lt ,) = -fr6(t) + );11(t) +.\:rr(¡) + (rr (¿) + 2)ir2 (¿))z + ¡'2(t);/a (3)¡ 142 a r2(t))22 + 23).

'¡1 :;,;t,-O (.1¡) i =L,2.3 ccttt

rr(ü: J,",-'ti ")¡ro1r1 l.\1r'1(s) + Alr2(s)ld.s,

r' f '
i',t.- I ,-óri I)l/,,{.r ¡A,tt1s1 - )j',,r')ld'-1 / .-'i -")llo{"1+^r'r{')- )'lr2\'1 l'' J, - 

't ¡

fr(ü - J, 
,"('-")1i,,1"){ A3r'1(sJ f t?r2(s)ld.s,

-1 
: ulin{Rc71. R"l"} u 0 < a < 1/2.

Dernostración: Sa.bemos que l,(/) -+ 0 cuando f -+ ca, si / -+ 0 cuando 
' 

-+ co para

i -- 1.2. rlolcle 4; so¡ los operaclorcs del teorelra 11. Así, teneuros quc se satisfacen las

irilrótesis tlel teo¡erna. 11 y hrcgo se tlcne I¿r existenci¿ de tres soittciones y;, i = 1,2,3 <1ue

s¡rtisfa,r:er lit.s ecua.ciottes (3.6). Adeurás, tenelrlos quc

ttl 
\

u, (t) : cxp { / [r' + --, t.- l] ¿"
\Ji. )

t4!: (ri t;;(¿))" * 3(); a :;(t))z:(t) + z'i'G),
ui(t')

doltlc :;. i : 1.2,3 sa,tisfa.ccrr

. ¡l
:1 (r1 : 1 / (c,-.,,(t-") -r.-i,(¿ "))/r (5, :1 (.s)) ds,

'lt ^t'¿ .J ta

:rrrr --] ( / ,-.Jr/-s)/ (s.:r{"lt¿/.'-l / ,r'ti-sr/rf..:rrsJ)ds)
ir +r.r \Jrn Jt '
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j-,rq

:1r/rr, I / (¡1.rt-¡) , 
-.:/t-");rfr',s.::r(.),r/.r

'¿-'.tJt

,,1.,; a,, -rj, [i (/" ,," u 1(.:)) rrs - I'",,-"u-' ,,(.,, 
.-i (s)) a.,)

+(l:"11(s';1(s)) 't" 
+ .l'0"-"('-")n 

(', 
"' {"t) 

a")l

= -,1;[( ] i) [:"i"' "t't,r'-' i]
- ' [' i, ¡.. r',,.77,/.r I oq1r.

^t t't l .l tn

l' ".,@r" 
= ,j' l; ( [," 

t^",:2 (s)) rr.s 
l'n,,- 

u"')/, 1", :, 1,) ¡ r?,)

-r;(/" /,(i,;,(s)) o'"* .[, "-rr(t-")¡,('s 
;2('s))rl's

.l:.,'','" ")f,t", at")) a")]

: r*l(;. i) l'"t,t"',,t"»¿., 
+ u(r) + r,]

r rt-
t- l''//¡s -r{')J'l'1 a{11 - l ¡

.[',^t"l 
o"= i\l*U. ,," :j(s))rr.',-¡ /- r'^r'{/-')¡',1s,23(s))rrs

_ 
./- .^* {r. -,r ¡. (s, ;3 (.s) ), ") 

_ 
*( I :".r,, (.", ;3 (.,) ) rrs

+ l,- ,,,u-"t ¡.r(s,;3(s)) ¿" - l-.t{t'-')¡r1.",;r(s)) 
ds)l

- *t(i ;) /'ñ{"'""{")) 
ds+ o(1) +fr'?]

-l /'¡.,," --ri.r1ti.f o(rr-Al2.
1z't t J to
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f 
16(r)+);rr (t)+A?r',: (¡)+(rr (i)+2I ;r'2(t)) z+r'2(t) z'+3;;/+- (3)itr¿21-r', (¿));'7+:3] '

L:O 11

f;(t. z¡ - *
E r ton ccii

,.1

I

rrsarrrLo L¿ observ¿rr:ión 2.4.1, c¡re f¡(t, z) = f;(t,:) - 3z:' y rlue

/'.,.1,',,r,i., 1''] -+-+ =c'-ott1.
'ttn - la
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Luego, por las hipótesis 1y 2 se cumplen Ias condiciones de los corol¿rios 1,2 y 3 en los
cn"sos correspondientes alos zi; con ú- -rt 2\;r2,c: f :-rz, entonces z;,2!-6(7r1.
Acletniís, Re72 > Re73, Re72 > Re71 y7 ( Re7; pa,rai:1,2,3. Verificando la,s hipótesis
para 21, tcne ros que la.s raíces del polinourio

)2 f (3)r + 0r)) + 3\l + 2a2\r + ar

tieneu pa.rte real distinta de cero, por la, hipótesis 1, puesto que Re71,Re72 ) 0. Además,
la función de Green es

(¿-.r,(r-") -( 12(t-s) ci f>r(rr_r,).s(¿,,)= 1o si ¿< s,\-
luego, telernos <1ue la"s hipótesis del lema 15 se cutrplen (visto en la deurostración del

ieorema 11). Adeurás, como para todo e ) 0, i : 0, 1,,2 [1(r;,e, ') -] 0 cuando ¿ -+ oo,

daclo 0 < a I l/2 y Ii tir.l que

0</i<'l*.v-13+3^1 + a2+ M)M
'' - (r - n)(1+ irrl t- lr:l + ¡z)

existe ús ta1 quc para totlo t ) t6

ft
i e_ 

(.y_a)(¿,s) 
lh (s) + 2)1r2(.{ ds S K

Jr"

y Io nisnro para ? 2. De la misrna nanera se verifican la-s hipótcsis para z2 y 23.

Por otro larlo, de la ecuación (3.4) se deduce que zj'--+ 0 cua.ndo f -+ oo- Así, se ticne
que

ttr,, r/i li/ - .ll.
r +oo .y;(t)

ú
Aquí, podernos nota.r que

y,,,,:(A!+o(L))y;.

Ahora est¿unos el concliciones de der¡rostrar un teore¡na tipo Levinson.

Teo¡ema 13, Consi,d,eremos la eatación (3.2). Supongamos que

./. Re)1 > Re)2 > Re)3, \: )t-Á2, ^tz: \-Át'!t1s: \z-\t; donde)¡,i:7,2,3
son las raíces caracteústicas de La eutaci,ón (3.7);

2. r; € Lt , i, = 0,7,2.

Entonce.e la ecuq.ciótt (3.2) tiene un. sistetna fwulanental d.e soLuciones y¡, i: L,2,3, tales
qrr,e. sat'isf o,cen (3.6) y más atín, se tiene qu,e

y;(t) : (1 + o(1))elr(¿-h).
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Demostración: De ia urisnla rr1..Il]cril, (lue el el teotema anterior, tcnen]os un sistenla

fulicl¿¡mental rlc soluciones <ic la forma (3.3), donde :; satisface (3.4), entonces proliirreuros

quÉr para cacl¿r I = 1,2,3 existtr ;;, tal cltte z¡,2! -> 0 cuarclo ú -+ oo, y zi C Z1' Ademlis,

sabeuros qrrc ,C, (r) -+ 0 cuarrdo f -+ m, si ¡. € -Ll para ¿ = 1, 2, dolde ¿r son los operarlores

clel tco¡ema 11. Así. tenernos rlue sc satisfhcen la"s hipótesis de1 teoreura 11 y luego se tierre

ia cxisterr.:ia ¡lc t¡es solucioles l/i, i : 1.2' 3 que satisfacen la"s ccrraciones (3 6)

Lisanclo las hipótesis 1- y 2, vernos <1ue sc crrnplcn la.s condiciones de los lelra.s 15 y 16

para la ecuacióu (3.4), luego, 1as clel teorettla 11, con 2: 1,

¿,0 : 3): { 2a2)¡ | a1. ür : 3); * az

o(f) = -r¡(f) -.\;r, (t) - )lrr(t). ó(t) = -r1(t) - 2)¡r2(f), c(i) = -rr(i).
cr - -3, c2 = -(3)¡ f a2) ,l(t) : -rr(t) v c3 : -1'

-A.sí, r:xistc .:i tal que z;,zl -+ 0, cuauclo I -l oc. Entonces z; e L1 v así L¿. z¡(s) ds:
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¡ f o(1). Eu pa,rt,ir:rt1ar, escogelttos r: ta,l rltlc .L'"';("1't"
cl teorcrrr¿r.

Otro tipo (lc teorern¿r es el clr: Hartrua[-\\¡intner, que COnsiclera l;crturbacioles eu -LP

c-on p e (1,2]. Ahor'¿¡, r'eremos un resultaclo de estc tipo para la er:uación (3'2)'

: r + o (1). Iuego queda clentostrir'clo
tr

Teorema 14. Cottsi,dercrn,r¡s la ec:tt'aciót¿ (.3.2). Sttportgatrtcts que

-1. R.clrlR.c).:>Re):,71 =)1 -.12, ')2 = )r -)'r 3/7:: ):-'\lli d'on'r1c )¡' i:1,2'3
sott las ro,íces «tra c:teríst'ic¡t s tle la ecuuctótt' (3-7):

,.!. ttCf t. / -0..1 .: J1l€ ll.2l.

Erttrnt¡:t:s lt, ec'Lmciórt (3.2) tzene n'tt, sistetno fu,r'tdatnetttal rle sol,u'ci,ortes y¡, i :1,2,3, tales

EL.r: satisfo,ct:tt, (3.6) y cn parti,cular se tiertc

i/i(r) :(1 +o(1))c)i(¿-.")"*,,( 
,,"-T,,,^r-r¡¡-1 ./'¡,u1"¡ 

*A;r1(s) +.r1,r191 a-.) .

d,on.dt: N (í) = {1. 2, 3} \ {i}.
Der¡ostración: Tc¡er¡os solircioucs rle la ccuación (3.2) de ]a forrrr:r. (3.3), doutle ;; satis-

facr: (3..i). para I : 1.2,3. \'ouos qrre sc curtrplen la.s condiciones de los lem¿us 15 y L6 para

la er:uaciól (3..1), r:ol 2 € (1.2],

áo : 3)i + 2c2^, + q, ór = 3A; * r¿z

' 
í(t)(r) : -r¡(/) *.\;r1(1) )lrr(t), ó(¿) : 11(t) - 2)¡r'r(t), c(r) : -r2(¿),

q: 3, c.z: (3A, * l:) . /(t) = -r r(t) I c¡ : -1.
Errt,onr:cs cxist,e z; tal rlue ;;, .zl -+ 0, cuando t -+ oc, adetnás z;, z', e L]' y poclemos cscribir

;r Llc la fornlil
;;(t) = a{') 1t.¡ + /,(i)(¿),
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0\;) ¿ ft', ¿¡(;) 6 ¡r

-A. par-iir de csto. tenclrros c¡.ic

[' '''"' '''' -
J,,

Explír:iiamente para, cada, c¿LSo tel)etnos

a.') 
1 r r = 

J ," ,t;r r. '),/ ') r, ' 
l,.

y g; es la funcióii r1e Grr:en para catla ;¡, ti : 1,2,3,

[, -',, '' "' ¡ -i2rr-"r .i / > .
r',', - 1r ),1,r/ ' i tt si i ( ,., 

'

\

(, -isrr-'t si 1 t .
,l _ )_, ltj ),1,y2r¡.., .\,.,,,,.) 

.¡i t(.,l.'

lo si r "').¿ -.,)q,1r...) -1,,",,-., _r.1,r,_¡) ..i ,_ _\-

es decir,

/' ,,,,,., trs -r c; i c¡(t)

l',^',,",r": iU,-.,,1+(1","',,, 
,1."- 

.['o,-''t'..";,{r)1s)rls) +(l:",(1)(s)rr's

+ 
.['or-"('- 

"),,(" ("),,)]

: r\[(; ;) l'"""'¡',a''+o('t)],

- 
I 

ft,.,rr),s7 r/. ¡ ¿1 1¡
it1z .l rn

- ' [' fi¡(') * )irr(s) + )frr(s)] r1s + o(1),
'tt1t J ¡,'

.l',^,,,n 
o" = # ,l*(|""o,,", u" ./'. 

.r'-"ra{zr1s;¡as)

+./-.,-,,t'-',tor,)1.,¡ as - ./- "",i'.-'r,,r'lt") a")]

- +, l(i j ) f'' '',^,'" + ,,r't1 + t,]

). [' ,,,,q.,,/., ,,r r, - i.,
i 111 .i ro

- fr /'t-f "l r )2r1(.i) + )jrr(s)l rls + o(1) + ir

* !( ['ú(z)(s) /s
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v

/i.,,,,,,..,^ 
: ,= [i (./. ,,',,", a., + 

.1,- 
c'"(¡-')r¿(3)(s)) rrs

- .[-,.,"t 
0-"t,,r.,r,r a.) +( t:",,{r)1s) 

rrs * /- e-,,(t-")a(:)1.,; as

, 
l* c',,lLo-l,t1',(r) r")]

: *[(i i) l:.,''',.,,r'+o{r)+r,]

't t') I '14

- ' [' f r'6(s) -t- )3r'r (s) + Xrr(;)] rls ] o(1) * i,
^l¿13 J t. '

usautlo la c,,bservar'ión 2.'1.1. Así. ielculos quc

/',,'r,r'= ¡ r,-A;) r/'t--,', -l,rrr'l -'\ir',1,.¡l 11^'¡i, o{ l)
.t t. ,€.\.(i)

Luego, cscogeutos ?; cle forura tlue cai*o(l) : 1 + o(1) ¡rara i = 1,2,3 tr

Poclenc.,s gencraliz:rr la irlea a,nterior y colsiclcr:tr pertrtrbaciolcs el cualquier 7r', 7t ) 7-

Teorema 15. Consid.e-retnos la ecuaciót¡' (3.2). Snpcntoamos qne

/. R,'^l - Ile,\¿ 'RcA'r.-,r=Ar tr2. lz -)r-)r l/ir- lz-)¡; rlc'rtde )', i-123
son las ru,íces caructcrísti,ctts rle la eutación' (3.1);

z. t.tt: Lt'. i=0. 1.2 lt p- \.tt.tttl1l. cort ¡/, C N\{11.

Etrtr¡¡rces la ¡:cu,o,ción. (3.2) tiet{u,tt s'iste¡na fitrtdrttnental de soluciott'es y;, i = 7'2,3, tales

ryt,t: sotisfo,ccn, (3.6) u cn part'iatlar sr tiene

d.or¡,d,r:

'e!,it 
¡t¡

ds,

- :al'r 1s; 1e{rr;'1"¡

efi)1t; = - .[* l,lt,s) [r'6(s) + );rr(s) + )?rz(.,)]

- .[- o,n'') i-(,,{") 
+ 2)¡r,(s))dli)(") - r,('")(á1;))'('")

(¡r, + ,r) lal') (.,)]'] ¿"

88
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. t'. I t l

H',"rt ' l-- o,r, -,i -,,,,..,, ' 3.\,r'2r')táj", -,'"t.tl0l-t)'r.r-3f o.i)r*,{ail*t'r't,
'tt" L ¡. r

l-t I 2

- (31; *,,)I ol')(")allu(.s) - 12(.s)f afr1,¡ail,-*1,;
A=1 t=1

t oli'r-roli'r-,0;;rr..¡l a.1- J',/^
t -¡,.l 'l

vara I > 2.

Derrrostración: Tcnernos soluciotes cle la ecu¿ciól (3.2) de la fbnna (3.3), donde :i sa.t-

i§fa,(re (3.4), para i : 1.2,3. Vcnos clrrc se curDplcn las condicioues dc los lenas 15 V 10. y

clcl l,eorcura 11, con /) e (1r,. rn * 1],

Úo : 3)i | 2t.t2); I rt¡, ól = 3); * ¿:

o(t) = -r'¡(t) - l;r'1(i) - )lrr(t), Ú(t) : -r1(t) - 2);r'2(1), c(t) : -rr(f),
{,1 - -3. c: : -(3); t ¿z) . /(t) : -rr(t) }' c3 : -1'

Entorrces cxiste ;¡ tal (lLle ;i,,tr| + 0, cuattdo f -+ co l' ;¡ € LP, y colllo ;i cs ¿t'cotacla', ;; € 'L!
para todo p ) 7r. A p;rrtir cie esto, tcncrllos clnc llodetnos escribir ;; couro

:,(r) = ?1}(¿)+ {il,l)(r), .on ef!1t¡ : f af')it¡ ao"a"
l-1

89

olirlrl : /-y,tr .) l-,,,(") +2)1rr(,,-))d{')(s) +rr1.,¡ (ali))'1..) +30|)(.,) (d1'))'(.,
" .tt L

i r3)| - rr,ln]"r..tl'l ,i..,]
I-t

0)'t¡t1-l'r,r,,'.,ll (,,(')12)1rr(.s))ájl,ar,1s)(aj],)'(s)+a!a[')1-,¡1offu¡'1"1' J,o L *=r
t-1 I*')

* (3)1 1 o)!al')1"¡eflo(s) + 12(s)¡ al:)1";afL,-u(.')
[=1 *=1

I I a;'r"rail',"rali'r.rl /"
J1l't 't-L 

I

i'o, 0f 
i) e ¡'lt, ¡ = 1,2...., m , 0,,,[) e "Ll ¡' 9¡ es 1¿r. función tie Grccn parzr cacla' ;;,

i :'1.2.3, r's clecir',

al')(r) :./ o,(t,") lr¡(.r) t)r.r(.") +)frr(.,)] l.-,
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l( _,J,r_sr si t > ,s

-{11 a,¡)r721i...) - {,.,,¡r_", rii <.t'"
lo ,.1 i >s

., - ..r)y!(t.", 
i,-.,, sr (-2rr ., .i ¿ < ,r.('

Así, p:rra :i tctrcllos

Í:" 
z;(,s) ds = l'"rl:,, torls * ¡:i * o(1),

l. ahora cscogernos c; cle ttrorlo qrte c"i+o(l) : 1 J o(1) para i = 1,2,3'

.ly'ofr¿, Oir-.erveDros que para el prlr]]er térnino tie Ia stlna, en cada caso, tcnell)os

.[,,u'i,tr,,1,,=*i[*(/.,,"',', 
,],,- 

f'0,-'"''-"r,,rr)1-,¡ds) +(l:"o(1)(s)rl-s

* 
.['o"-"t'')'(1)(s) 

¿")]

:*[(i i) I'"""',r,r"+o(1)],

='- [' ,r' I r1. 
r t/.., -r orI )

- /1-t 2 ,11,,

--1 ['fr'¡1.,) * Alrr(s) + A]rr(s)] rl.sao(1),
i l'¡ll /io '

.[,"u\',r"rr"=fi.[i(/,.,',,", ds- 
l'",'-'"t'-")ot'7r1s)r].s)-+U.,('?)(s)rls
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v

["t\"r"rr':n\l+(/.,o',", o"* [,- e'v'(¿-4o(3)(s)) d"- Í- els{¿o-")o(3)(s)d.s)

- L( [' r(3)(5¡¿s* /Ó.Tr{r-sto(:ti"I¿,- [*.rz(ro-"tr(at1"1 ¿r)]
?z \Jr" J, Ju / )

= 1 lf 1 - 1) /',,.,,,, ds + o(1) + rrl
zz - t¡ L\z¡ tz/ J," ' ' 1

- ' [' ,(r)1.s.¡ ds * o(1) + i2
'y213 J t.

=- l /'¡,{") f .\3r1(s) +)lr,(s)] dsao(1) *iz
^tz-ls J t.'

usando la observación 2.4.L. Y así cada uno de los términos de la suma tiene una expresión

en términos cle los r¿, i : 0,L,2 y de los dji) anteriores.

Una afirrnación que se ha hecho eu todos los teoremas pero que no se ha demostrado es

que yr, i = 1,2,3 forrnan un sistema fundaurental de soluciones. Esto se deduce fácilmente
calculando el wronskia,no d,e y;., i : 1,2,3

Ur Y2 Yi
wlvt,v'¿,ltz1 = yt yL aL I = y,Lyiyi - viy,i - yrlylyi utih + wly,tyi - yillil

ai vi v'l

I v', v'J ai !r'3 vi vL vi vi , vl ví vi' !tL1

LA2 W A2y3 At W yl W yt A) yl y2)

A<[enrás, At(t) , Az(t) , ys(t) I 0 para todo t¡ ( f y

ri,,, lúuí - úú * a't' vL - ujs'i * a't !'l - úúl Ul= ()3 - )2) ()3 - )1 ) (), - )r ) I 0.t'o. LY2 h Y2 A3 Y Aj Yt Ys 9t A2 llt U2)

Luego, existe t1 tal que Wlyr,yz,lli(tr) I 0. Así, y¡, i: !,2,3 son linealurente independi-
entes. Observeuros que este sirve para todos los teore la.s.

3.4.1 Resultados vía sisternas

Aho¡a. verenos las fórmulas que se obtienen para la ecuación (3.2) usando la teoría
presentada el capítulo 1. Vereuros sólo l¿s fórmula"s para los casos ri -+ 0 cua¡do ¿ -+ co y
ri e LP cotr Z ) 2, debido a qrre en los otros ca.sos la.s fórrnula.s son la-s rr isrr. as.

Tomeulos Ia, ecuación (3.2) y llevemosla a un sitema cle Ia. siguiente rnanera,:

a' : !J'

(!)')' : v"

\u" )' : - \o, * r2(t))v't - (ot + r lt))v' - (¿o + ro(¿))v.
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Poden¡os escribir este sistema de forma, ma,tricial coruo

(il=l( L { -i,)-(-,1,,, -.i,,, _.1,,, )] (i)
Y con una nota,ción rnás ¡educida tenemos

v': (A + S(¿))y, (3.8)

donde
/v\ / o 1 o \v=li'!, A:l o o 1 I" \;, I \ -,0 -,, -n, )

y s(,=r 3 3 3 )
\ -'o(¿) -r1(t) -r2lt) /

Couro );, j = 1,213 son las raíces caracte¡ística"s de (3.1) entonces son tantbién los valo¡es
propios de la matriz Á. Adenr:ís, co¡¡ro son distintas podernos diagonalizar esta ¡natriz. Sea

Q la ma.triz dacla por
/ t 1 1\

a=l ^, ^, ^, i. (3.e)

\)? )i )?/
Ertonces tourando y = Qx obtenernos

Qx'=y' - (á+S(t))y: (a+s(i))Qx.

Así,
x' : e-t (A + S(¿))Ox : (e-' Ae + e-t S (t)e)x.

Pero,

, / ^r¡'i-^3^j ^3-)3 
)r-,\r\ / o 1 o \ / 1 1 1 \

Q-'tQ- n(i;i;-i+ií ii-ii il-i: J(-0., -0., -:, J()+ ); |¿)
/)r o 0\

=fo rz o l=^,\o o ¡,J
donde lQ : ()3 - Ar)()3 )1)(), -.\1) y

Q-t S (t)Q = (rrj(¿)) : n(4,

donde
16{f) f Arrl (t) + )}r2ft)

,;¡irr = __¡;r[l.r¡ _ÍJ .

y N(j) = {1,2,3} \ {j}. Ahora tenenros el nuevo sistema

x/: (Á f I?(ú))x. (3.10)
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Sobre este sisterna aplicarernos los rcsulta.dos rnostrados er el capítulo 1. Ponga,mos
Re)1 > Re)2 ) Re)3, 7r = )r - Az, tz: )r - l¡ y ^ls: \z -.\3. Supo¡iendo que
ri -| 0 cua,ndo, -+ oo teuemos que el sistema (3.10) satisface la"s condiciones del teoreura
1. Luego, existe un sistenra de soluciones x¡, i = 1,2,3 de la forma

x1(f ) :

93

,.,(,) = ( :1i; ) 
*r1,l,,, ,,) * 

l:"[r11(s)* 
r¡2(s)u11(s)1r13(.s)u21(s)]

u¡r(i) = o ( /t.-"r'-'r¡.,'1"11 a.") .

\Jro /

u¡2lt) = o (["-""-"' ,r('s)ld'< r /- ""rr-"r¡rrr1s¡las) '

un(t) : o (rt- ""t'-'r¡.r.1"1ta.,) ,

y 0 < ft < urin{Re71,Re73}. Y para la ecuación (3.2) tenemos un sistema funclarnental y;,
i -. I,2,3 de soluciones de Ia fo¡rna

37;(r) :(r+o(1))¿r,(¿-t")e><p(-_If)(),-,r,¡-,;['[,'o{4fA;r1(s) +,\frr(s)]

f¿ \
+/" [t,:(s)ur;(s) + r;r(.")ur;(s¡] ls,) ,

dondc j:rnin,A/(r) y *: rnax,Al(i).
Alrora, suponieudo que r; € trPff6, m) para 2 I nt. 1 p 1r¡¿ + ]. tenemos que el sisterna

(3.10) satisfa.ce las condiciones <Iel teore¡¡ra 4, cntonces tiene un siste¡¡ra fundamental de
soluciones x;, i : 1,2 de la forma,

/o(l)\ / Í
",(') = ( ,á, ,) ".0(^,,' 'ot' J,"[r22(s) 

I rzr('')u'2(') + rza(s)uzz(s)]

/o(t) \ / rt.
"rttl = 

[ 
ortt 

/ 
exv(lsti - ru) +;/. fr3i(s) + rr¡(s)u13(s) * r3r(s)ur3(...)]

donde

('lii" ) 
*'1^'n -^). Í:["'(4 + (('"(")'"'("))'É''^'')]

( ';:ii" ) "*1^,," -'") * I:"1"'(')+ (("'('')'"'("))'p"-t'r)]

(,íii,, ) 
*'1^'" -'") * I:"1"'(') + (("'(")'"s("))'É"^'"')]

d"),

d,),

d"),

,¿")

d"),x".f i) -

x" l¿) : .r") ,
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dondc los lr;r- plreden ser obteni(los por la.s fórurulas

fl ft
0|\t) - lG¡(r,s; Il2¡1s¡ r/s, 0)2lt) = I Cr(¿,,,)(n22(') - 1.u(s),1)á¡¡(s) r/.*.

Jto Jh

etrp¡: l,^ cr(ú,s) ,t?a3(s) rJs, en6¡: l,* ct1r,s) (-Raa(s) -r3,(s),r) á31(s) rls,

ft
0il(t) - I Gr(¿,.r(rsrr(§) -111(s).I) 0¡a(s) d,s

Jto

It l-2

- / c,{t, 
") !(Er,z(r), á1;(.s))á1¡-¿-1(s) rts

J to ,=l
roo

0il(t) = I G2(ú, s) .R32(.s) ds, 0229) : I G2(r, s) (83(s) - r22(s)I\ 021l.§) d.s,
Jto Jto

l,yp¡ = [* cr¡r,.s) (.833(s) - r22 (s)r)82¿-1 (.s) ri.s
Ju

f@ l-2

- I c, (¿, s) »(-R,.(.c), dr¡(s))á2¡-¡-1 (s) ds
r¿O ¡=t

/"- \,,,=(;l: 
)

",,= (;::)

"rr= 1:::;)

) ., ,-"
/

si ú<s

si ú)s

si t<s

)

)

)

)(¿ -,)

(

(

(

-,)

J, 
G3(l,s) (Ra.¡(.s) - r33(s),1)d3¡-¡(.s) ds

¡_.

- | G.(¿..*) f (R"4(s). á3;(s))á3¡-¡-¡(s) rts

para, I > 2.

ht(t)=

Aderniís,

, _/,r,\,.rr- 
\ ,.a, ,i

,rr= (;::)

no.=lt"),
\ r23 

'/

tr(r,")= {(
Io

Rzz : r22 r23
r3z ,'33

rll rl3
r3l r33

r1t rD
r2t r22

0

6()r-)r

(/o o

I t o 
"t.\s 

-)z )(t-s)
L'2(t,,r,/ - ] / "{r,_,r,)lr_"t ¡t\ 0 0

R¡s :

R¡t =

¡ (,\r - rr )(t

0



CAPÍTULO,. ECL'ACIóN D.U ORDEN J

v

95

[o si t>'s
Gr1/,s7 {¡"^' ^'""r 0 \

l(t o ''^'-'r,'t'-"'/ 
si tls

Y para la ecuacióIi (3.2) tcneuros utl sisteur¿ fttndatnental y;' i - 1'2'3 tle soluciolcs

tlc 1¿¡" fr¡ruta

y,(¿) : (1 + o(1))c^i(r-¿o)"'o(-.,.[,,,^, 
^,)-' l:[16(s) 

+ l;r1(s) + )]rz(s)l ds

¡ll¡n\\

- / (t,,,r'),r,¡1.'17 f 0,¡i't ),i').J,o\ i: / /

supoiLir:Icio (lue ¡.i + 0 cua,rrclo f -+ c§ y r" e Lllts,cc) tcneuros que cl sistema. (2.10)

satisfacc la"s col]diciotrers clel teorerna, ?? errtonces existe trl sistena fundameltal cle solu-

cioncs x;, ¿ = 1.2 dc 1a fortna

xi\r/ - (,, -,(t ¡1,'1¡,( /'¡,,r.r,i.)..\J¿" )

dondr: ¡;, rl = 1,2, 3 son los lalort's plol.rios cle Ia urat¡iz '{ + n(¿) Y par:l la ccua'ción (3 2)

tÉrnr:nros utr sistern¿r frtnda¡¡rental y;. j : 1,2 de solttcit¡nes de la forln¿t

,,(i)- \l , ,,r tr)"x1,(/',,,'.,,1.).\Jro I

Ol¡se¡r,crnos qlrc para este ctuso cs ba"stante cornplicatlo deducir una fó¡nrtla tlcjor, es decir'

precisar e1 co utp or ta,tnien to <le los 4;, i : 1' 2.3.

Ahora po¿cruos rcsalta,¡ la vcntaj:r clue tiene estuiliar Ia ecu¿ciórt (3.2) a, través cle una,

ecuaciór de tipo Riccati, ya clue vía sistema los cálculos y la.s exprcsiones ¿l consiclerar so¡l

l)a,stalite coutPlicaclas cie maneiar cn r:oluparzrción con l¿s fó¡tnul¿¡"s (3'6) y 1¿ que aParqle

crr cl trlr¡rcnr;r 15.

3.4.2 Ejemplos

1. Acluí seguirsr¡os l;rs rnisnra,s itlca.s de los ejeruplos tlcl ca"l>ít'uio 2. r\cicrniis, i¡iclitirentos

rrrás cle una pcttubación en cacla ecuació1. Consirlererlos Ia' ecuacióu

/ 1 \ sorLf
,"'- f 

t - ¡*, )! + 
roAi r = o.

Acliií, tcnetrtos )t:1, lz = 0, ):: -1,7, :'3=7'^l)=2, 12:0, r1 (¿) : i/1oSt
'y.o(t) - scut/logt. Notcnrt¡s (luc ¡'0, ?1 + 0 cuando ¿ -+ oc' y para' cua'ltluier 2 ) 1,

. ¡'a, t t ( Ir', ya tltre
l- I 

r,irra to,lo / ,

¡fit lt - \¡1o ¡

lsen fl Isen il¡ -' < r--l--' rrarr toLlo />r
ptt /v - logt
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. Eutonces existe un sistetra funclarnental de soluciones rle la forma

y1(r) = (1+o(l))e('-io)exp (; /. tffi *.L * fi,"r"r + 3zi(s) +,ir,l] a"),

y,(t) = (L* o(1))exp (/. t;* + fra{.4 + 3z2r(-§)*,it"l] ,')
v

u3(¿) : (1+o(1))e-(¿-¿o)exp (j i" tffi - # - 6|,,(.,)+ 32,2(s)+,lr"l] a") ,

rlonrle z;, zi : O (f;), i : 1, 2, 3 con

i,(i=['"-"r,-,r1""1 " 1I f"".(,-")l-:j-llr",
J« ¡,ogT 

+ tog."ld"' '"lt) = J, " ¡rog" Iogsl

v,ft\ = ['.-.1'-"¡l¡9111 ¿"* /-""{,-"rl:"n"1 ¿.
J," logs Jt Iogs

y0<a(1/2. Noternos que rl € trl, pero ,'o 4 L', o sea no podemos aplicar el

teorerna ??. Sin enbargo, podemos dar una fórmula para las soluciones. Como re es

condicional¡nente integrable, entonces poclemos decir que

r,(¿) - (1+o(l))e(t'"'*, (i/. l#* #',,s) +3zi(s) *'i(")] d'),

y )(t) = (t+ o(1)) exp (/. [a¡r,", + szi¡)+ .it,l] a")

v

e3(ú) = (1+o(r))c-tr-Io)*r(-ii" t #+.f,,i"r+32i1.+) +,3r"r] a").

2. Consirlerenros la, ecua"ción 
U,,, _ !), + cos(tr¡y : g.

A<1uí, teneuros )r:1, )z = 0, ls = -7., 1t = ^ls = l, ^lz:2, ¡'z:0, 11 =gy
ro(f) : cos(l). Entonces existe un sistena fundamental de soluciones de la forna

,r (il - (1+ o(1))€(¿-¿o)"-, (l /" Icos1."2) + 3z?(s) + ,?t")] d') ,

y,(t) = (7* o,(r))exp (f f -"f,'l +322,(s1+,j1,;l a.)

y3(r) : (1 + o(1))e -(¿-¿o) e", (-;/" Icos(.s2) + 3zlQ) +,3(.r] dr) ,
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clonrlc :,, -'i= O (.r), ri = 1,2,3 i:on

de l¿r fbrrna

,,,,,- 
.['", 

4r¡'s'r,,,..,.rr,,/.. ;", 
I,'{i "]lcu.{s7rl,i-

,.,rt) - [ , o.1"'/;],1.- t [ "'')l,os{s2r 
,/.. .rtn rt

l. i) < a < 11,2. \ colu.r r0 c,s condiciona.lmente irrtegrablo, entonces pc.rdemos decir

rlrln 
/r lt \

r/r(/,-,r-n, Ir),r¡-io'nxr'(., /" [r.it-t , -'fr.r] 
,r")

y¿ttt = tr- o{ I ¡¡,'r¡, ( [' lr.i,., ' ]r"rl a.)

]' / r t't, ., ., \
r/.,r¡r-.1 ,,, 1ll,-{' 'o'"xI,( ,, /" lr.;,..) -:r'l')la.'J .

3. EI írltilno ejeurplo clur: rnostrarerrros es una pertLlrbaciól qte esta en .Lq para algrir
q ) 1. Consitlcrculos la ecuación para p ) 1

ti" - u'- fi,,:u.
Aquí, tr:ueuros )r - 1, )z = 0, ,\3 = -1, 71 = 73 : 1, l: : 2, ¡r,r'z : 0 )'
roft) : l/tt/P. Notemos rllle r'0 f ¿¡' pcro ¡'o € trq para q > 2. Para 1 1 p < 2

podeuros a,¡riica,r el tcorcnra 14. Eutonces existe un sisteura funcl¿rurental de solucioles

97

?il(¿) = (1+ o(1))c(¿-to)"-, (; /. # r, ,

,,(r) : (1+ o(i))exp (/" + r")

?,r(¿) : (1+ o(1))c-(,-,0)"",(-] Íj"**) ,

Para 7-, ) 2 pociernos aplicar c1 teorerna 15. Teneruos 2f 1 € (rn, rrr.f 1] y rn. e N\ {1i.
Er.toufcs existe lrn sistcrtr¡, firllclarnc[tal cle so]ttr:iones cle l¿r fo¡¡ua

,/rri. - rlToil/r,ri -'o'"-,,( /'rl,l',.,¿.) y¿tr) -t I r o(1r)"ri,( /',,1;'1',a.")\J¡o I \Ji /

'v
ri:r(r, = 11 -F o{ I ¡¡¡ rr rotn*,' ( /i .'r'r' 

\

\ ri" ... ._),1- 
1

col)

el,i)(¿): IrÍ')(,),
l=l
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cloncle

: ¡al') 1";1'] a",

af ')1r¡ = l'"{tt'-"' - .-'l'-'t; -f ¿",

(c-(r ,) - c-2(¿ s))l-lal'r1"; 1al'r;'1'1 -o!') (t)

ol')(r) --z(i-s) \

lt
- r¡af )1,¡efl*{.,)

/-1
(rlÍ1)u)' (") + : f ol') 1"¡ af]o 1'¡

A=1

f-a f; ei', r.r ¡alll r'r.rLrl
oflr1"¡]a.-,el')(roll)(.')

:t:,

t
J+

ef,)1t¡ = + (1,".-{,-"t-L n,* .[,-.t'-"r-1 
a"),

+ (l:"c-(r s) - :o{')1.,¡1ol');'1¡ a"+ l,*,t'-"t :al')1,¡1el')1'{')4"),

^,( [',-,, ",f rl,.,i:,,.,ra]!*r'r.,- I alirr.rali',.re;;'r,.rl ,r-
-: \.//o I r-r Jrtt,..-t -]

'- f ,' [-riÉ1" .r(r';"r)'{'r- f ¿r,i""rr'l]'r''ra;,''r'.'l '')t, | /.-l ¡tl'*n=l -l

B1')(,) : ./- {.,'-', -,,'t'-'l¡ S,t*,

e!,r) 1r1 : /- {.,, ",,,,(,-,1) 
l-¡01') 

(") (ol''))'(.,) + : ¡a!') 1"¡1'] a'

pl') (¿) -

ol') (r) :

- 11

l-:)- al')r.r
Lr=

I
-1dj;'ri-¡l,t^aj') {")el') {

of') {t) (c(¿-s) - €2(¿-s))

par;i I > 2.

)-
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