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INTRODUCCTON.

En este trabajo determinamos los planos proyectivos de orden
27 que admiten un grupo de colineaciones isomorfo a PSL(3,3) (Teo-
rema 6.3.). Por razones de notacidn, si (R,L) es un tal plano, su-

ponemos que PSL(3,3) es un grupo de colineaciones de (R,L) .

En la Seccidn 1 introducimos Tas notaciones generales que usa-
remos en las otras secciones. Ademds definimos plano proyectivo y
subestructura de un plano proyectivo. En general suponemos conocidos
algunos hechos elementales sobre perspectividad (véase por ejemplo

[ 4, Chap. IV])

En la Seccién 2 obtenemos algunas propiedades de la accidn de
PSL(3,3) sobre el plano proyectivo (R®,£) de orden 27. Probamos
que PSL(3,3) estabiliza un subplano de (®,L) y obtenemos infor -
macidn sobre el estabilizador en PSL(3,3) de cada elemento en
R u L . Damos especial importancia a Tos subgrupos de orden 13 de
PSL(3,3) (Grupos de Singer en PSL(3,3)), y a una cierta relacion
que existe entre las subestructuras fijas de dos de ellos. Esto nos
1leva, en Seccidn 3, a estudiar las relaciones de conjugacién de los
subgrupos de orden 13 de PSL(3,3) (Teorema 3.6.), lo cual nos per -
mite, en Seccidn 4, caracterizar la relacion entre las subestructu -
ras fijas por dos subgrupos de orden 13. Hay en este caracterizacion

una indeterminacidn, como explicamos en la Observacién al Teorema 4.2.



1.
de Seccion 4, Ta cual da origen, en Seccidn 5, a un plano proyecti-
vo de orden 27 no desarguesiano. (Este plano no es isomorfo a algu-

no de los planos proyectivos ya conocidos).

Finalmente, en Seccidon 6 probamos que hay, salvo isomorfismo,
s6lo dos planos proyectivos de orden 27 que admiten a PSL(3,3) co-

mo un grupo de colineaciones.



1. DEFINICIONES Y NOTACIONES.

Definicidon 1.1. Un plano proyectivo es un triple (&,L, I) que con-
siste de dos conjuntos ® y £ , y una relacidn de incidencia

I C®xL que satisface los axiomas.

(i) Si P,Qqe® y P #Q, entonces hay exactamente un elemento

L€l tal que PIEL y QI£ .

(ii) Si a,be L y a# b, entonces hay exactamente un elemento

P€ ® tal que Pla y PIb .

(ii1) Existe un subconjunto X C & tal que |X| =4 vy

X {Pe® | PI&} | <2, para todo £ € L .

En general designamos por |X| al nimero de elementos del

conjunto finito X .

Sea (®,L) un plano proyectivo. Dados A,BE®R y A # B,
denotaremos por A:B al Gnico elemento de L incidente con A y
B;ysi a,bef , a#b, entonces anb designard al {nico
elemento de ® dincidente con A y B . Si A€ & , denotaremos por
[Al al conjunto de todos los elementos de L incidentes con A ;
ysi £ €L , entonces (€) designard al conjunto de todos los ele-
mentos de ® dincidentes con £ . En general identificaremos £
con (£) . A los elementos de & Tlos nombraremos puntos y a los de

L rectas.

E1 grupo formado por todas las colineaciones (o automorfismos,

ver [1, p. 118]) del plano proyectivo (®,L) serd denotado por



Aut(®,c) . La imagen de un elemento xe& ®uU £ por una colineacidn
g la denotaremos por xg . S H< Aut®,) y Ae ®, g€ L,
entonces H(A) designard al subgrupo de H formado por todas las
perspectividades (o colineaciones centrales, ver [1, p. 30]) en H
con centro en A ; y H() denotard al subgrupo de H formado por
todas las perspectividades en H con eje £ . Ademas, si

xe &uU L , entonces Hx ={g€H| xg=x}.

Definicidn 1.2. Sea (®,L) un plano proyectivo y ﬁo C &, £0 ek .
E1 par (GO,EO) es una subestructura de (R,L) si tiene las pro -

piedades
(1) Si A,BE® y A#B, entonces ABE L

0 0
(ii) Si a,b € £0 y a#b, entonces anbée ﬁo

La subestructura (ﬁo,fo) es un subplano si satisface, ade-

mas de (i) y (ii), la condicidn

(ii1) Existe un subconjunto X g,ﬂo tal que [X|] =4 y

|Xn¢g] <2, para todo £ € £ .

Los diferentes tipos de subestructura de un plano proyecti-
vo son determinados en [2, Th. 3.2] , por ejemplo. En especial, di-
remos que una subestructura (ﬁo,ﬁo) es del tipo (DZ) S
= = [= (%4 = =
161 = L] =3 yspara LE€L , [(£) N& | =2 . Una subestruc
tura de este tipo también serd 1lamada tridngulo.

Si X € Aut(®,L) , denotaremos por ®(X) al conjunto de pun-

tos fijos por X ; por L(X) al conjunto de rectas fijas por X ,



y por F(X) al par (&(X) , £(X)) , el cual es una subestructura
del plano proyectivo (#,L) . Si X = {g} , se anotard F(g) en
Tugar de F({g}) .

Finalmente, ademds de las notaciones anteriores, mantendre -
mos las siguientes. Designaremos por G al grupo PSL(3,3) ~SL(3,3) ,
y por (&,L) a un plano proyectivo de orden 27 que admite a G co-

mo un grupo de colineaciones, i.e. G < Aut(®,L) .



2. RESULTADOS PRELIMINARES.

En esta seccidn daremos algunas propiedades de la accidn de
G sobre el plano proyectivo (&,L) . En la obtencidn de ellas usare-

mos las siguientes propiedades conocidas de G .

4 .3

Teorema 2.1. (i) G es un grupo simple de orden |G| = 27.37.13

(ii) G contiene una clase de involuciones (elementos de orden 2)

(iii) E1 centralizador C(g) en G de una involucién g € G es

isomorfo a GL(2,3)
(iv) G contiene dos clases de elementos de orden 3.
(v) Si H<G, |H =13, el normalizador N(H) de H en G

es de orden |N(H)| = 39 . Ademds C(H) = H .

Nuestro primer objetivo es probar que G debe estabilizar un

subplano de orden 3 del plano proyectivo (&,C)

Lema 2.2. Sea X C Aut(®,L) y N(X) el normalizador en G de X .

Entonces F(X) es estable por N(X)

1

Demostracion: Sea h&€ X y g€ N(X) . Entonces g "hg € X y si

ue ®(X) U L(X) , entonces ug = ugg *hg , de donde ug € R(X) U £(X)
Lema 2.3. Cada involucidn en G es una homologia de (&,L)

Demostracidon: Sea g€ G, |g] = 2 . Por el teorema de Baer sobre

involuciones se obtiene que g es perspectividad (pues 27 no es un

cuadrado), y, como 27 es impar, ¢ es homologia.



Llema 2.4. Sean x # z dos involuciones en G tales que Xz = ZX .

Entonces F{{x,z») es del tipo (DZ) )

Demostracion: Observemos que por Teorema 2.1.(iii) hay x,z2€ G con

la propiedad requerida. Por Lema 2.3. se tiene que x es una (A,a)-
homologia y z wuna (B,b)-homologia; y por Lema 2.2., el grupo

(x,z) fija el centro y el eje de cada involucidon en (x,z)> . Si
A=B, entonces a=b y {(x,z) es semi-regular en los puntos de
una recta £ dincidente con A , distintos de A y £ M a , de don-
de 28 = 2(mod 4) , lo cual es absurdo. Asi A # B y, consecuente -
mente, a # b . Ahora, puesto que |xz| = 2, xz debe ser una
(anb, A-B)-homologia, lo cual termina la demostracion del Lema

2.4.

Lema 2.5. Sea x una (A,a)-perspectividad no trivial de (&,L) en
G . Si G estabiliza un subplano (ﬁ0,£0) de (®,L) , entonces

e ® e L
A s y a 5

Demostracidn: Sea B,C € ﬁo V[{A Y (a)] tales que B & A-C . En -
tonces Bx , Cx € &o y B.Bx , C-CxE€ £o , de donde A € ﬁb :

Andlogamente se puede probar que a € £o y
Teorema 2.6. G no estabiliza punto, recta o tridngulo de (&,L) ,

i Y

pero s1 estabiliza un subplano (ﬁl,ﬁl) de orden 3. {,$

Demostracion: Notemos que en el Lema 2.4. los puntos de Ta subestruc-

tura F({(x,z)) son los centros de las involuciones X, Z, XZ de G,
y las rectas de F((x,z>) son los ejes de dichas involuciones. Ahora,

considerando el Teorema 2.1.(i1) y el Lema ya citado, se concluye que



G no fija punto o recta de (R,L) . Por otra parte, siendo G un
grupo simple no abeliano, G no estabiliza algin triangulo de (R,L) .
Por Gltimo, es sabido [ 3, Th. 1.1] que si T es un grupo de colinea-
ciones de un plano proyectivo con las propiedades: contiene perspec-
tividades no triviales; no estabiliza punto, recta, tridngulo o sub-
plano, y T contiene un subgrupo normal isomorfo a PSL(3,q) ,

(g # 2) , entonces dicho plano proyectivo es de orden q . As1 G
debe estabilizar un subplano (ﬁl,ﬁl) de orden m . Puesto que

2

m- +m< 27 , los valores posibles de m son 2, 3 06 4 . Consideran-

do los Lemas 2.3. y 2.5. se concluye que m = 3 .

En To que resta de esta seccidn reservamos la notacidn
(ﬁl,Cl) para el subplano del teorema precedente. Es sabido que, sal-
vo isomorfismo, el plano proyectivo desarguesiano PG(2,3) es el

inico plano proyectivo de orden 3.

La existencia del subplano (ﬂl,ﬁl) nos permite realizar una

particidn de los conjuntos ®& y £ en clases /[~

Definicion 2.7. &, = {P € | \ ﬁl | PE £, algin £ € £ﬂ

=
I

3= {PE€ ® | PE L, todo £ € £1}

()
1]

{besLN L | PeEL, algin PE ﬂf}

2 ' 1
L,={L€L | PgL, todo PERY
Observemos que i = (Rl UR UK L=L Ul UL (un'iones

Z 37 1 2 3
1

disjuntas); y que cada uno de los conjuntos Gi y L.,

;o lz2isg3,

es estable por G .

Nuestro objetivo ahora es obtener informacidn sobre el estabi-



lizador en G de cada elemento en ® U L ., Para ello el Lema siguien-

te, de facil verificacidn, nos serda de utilidad.

Lema 2.8. Sea me L

(1) Si m& L, , entonces Im N 81| =4, |mn ﬁ2| = 24
(1) si me L, , entonces [mn&| =1, [mn&| =29
(iii) Si me £3 , entonces |m N 81] =0, |mn ﬁzl = 13

3 = = (R = = .
Ademas |cﬂl| |.1:1| 13 , |21 iﬁzj 13-24

8] = |£4] = 2433,

Nota: Llamaremos "Lema dual del Lema 2.8." al que se obtiene del Le-
ma precedente por intercambio de las palabras "puntos" y "rectas"

(obviamente implicitas en Lema 2.8.).

Teorema 2.9. (i) Sea H < G, |H| = 13 . Entonces H es regular en
ﬁl y en L, . Ademds F(H) es del tipo (Dz) , &(H) C 83 y
L£{H) € L

3 -
(i) si u€® UL , entonces 6, es regularen & y L.
(i11) si ve &, UL, entonces |GV| = 13

Demostracidn: Puesto que |ﬁ3l = 3(mod 13) , H fija al menos tres

puntos en &, . Si H fija un punto en & , entonces & < &(H) y

3 |
F(H) es un subplano de orden mayor a 5, lo cual es imposible. Asi

H es regular en ﬁl y, de aqui, regular en £1 . Considerando aho-

ra la definicidn de GZ y £, se concluye que ®&(H) C ﬁs y

2
LlH) < £3 . Notemos ademds que si u € ﬁl U £1 , entonces

s, |

H* <G, |H'| =13, H' #H, tal que H' fija w . Entonces

24.33 | Supbngase ahora que hay w € &(H) U L(H) vy



T=(HH"Y fija w Yy, considerando que w no es fijo por alguna
involucién en G , se tiene |T| = 313 . De aqui, por Teorema de
Burnside, T es resoluble y debe contener un 3-grupo normal N .
Pero entonces N C Gu , para algin u € 63 U £1 y, por Lema 2.2.,
ﬁl c ®(N) , de donde F(N) es un subplano de orden mayor a 5, lo
cual es imposible, Asi F(H) n F(g_ng) = (¢,4) para todo

g € G\ N(H) . Ahora, considerando que el nimero de subgrupos de or-

den 13 de G es 27.3° ; que |[®&(H)| >3, [L(H)] >3, y que

]ﬁ3| = 24-33 , se concluye que F(H) es del tipo (Dz) lo cual ter-
mina la demostracion de (i). Notemos también que si v € 83 U £3 5
entonces 13}\GVI . Para completar la demostracidn de (ii), supbngase

que hay 1 # g€ Gu que fija un elemento w € ﬁs U £3 . Entonces hay

H' <G, |H'| =13, que fija w y g€ N(H') . De aqui, |g| =3

y ya que 13 = 1(mod 3) , (g fija al menos un punto en 81 y una
recta en £1 . Considerando ahora que F(H) € F((g>) , el Lema 2.8.

y su Lema dual, se concluye que F((g>) es un subplano de orden ma-
yor a 4, y, por consiguiente, g =1 , contrariamente a 1o supuesto.

Esto termina la demostracion de (ii) y también nuestra demostracidn

del Teorema 2.9.

Lema 2.10. Sean A € ﬁl y a€ £1 . Entonces existe una (A,a)-pers-

pectividad no trivial de (6,L) en G .

Demostracion: Sea x € G , |x| =2 . Por Lema 2.3., x es una

(B,b)-homologia en que, segin Lema 2.5., B € ﬂl y b€ £1 . Por

4 .3

Teorema 2.9.(ii), ]Gb1 = 2'-3" y de aqui, y del Teorema 2.1.(v),

se concluye que hay g € Gb . gl =3 ,9¥ h€G, |h| =13 , tal



que g€ N(Ch»). Si g fija B , entonces g fija la recta P-B

para algin P € b N ﬁl , ¥y por lo tanto fija todo elemento en

P-B N Ml ; pero entonces 1 ¥ gh"lgh e (h) fija un punto en Rl 4

contrariamente al Teorema 2.9.(i). Asi Bg # B . Ahora, dado que

g "xg es una (Bg,b)-homologia, se obtiene que t = xg_lxg es una
(C,b)-elacibn, en que C = B-Bg n b . (Notemos que |t| = 3). Por
Teorema 2.9.(1), hay hy € H tal que Chyeb ,y hilthl es una
(Chl,bhl)—elacién, de donde se obtiene que para cada P € b , hay
una (P,b)-elacidn no trivial de (®,£) en G , lo cual implica que

para cada Q€ @y \ (b) hay una (Q,b)-homologia no trivial de

(R,£) en G . Esto termina nuestra demostracidn del Lema 2.10.

Teorema 2.11. ST u €, UL, , entonces b = G(v) , en que v es

el Gnico elemento de Hl U £1 incidente con u . Ademéds WGUI = 18.

Demostracion: Sea u € @2 . Por Lema dual a Lema 2.8.(i1), hay Gnico
S £1 tal que u e v . Observemos que si g€ G es perspectividad
de eje v , entonces g fija u , de donde G(v) g,Gu , ¥ una cuen-
ta sencilla hard ver que |G(v)| > 18 (véase el Teorema 2.10.). Pro-

bamos a continuacidon que |G | = 18 , para lo cual es suficiente pro-

ul
bar que G es transitivo en MZ . Sean entonces A,B € ﬁz v A#B.
Por Lema dual a Lema 2.8.(ii) y el Teorema 2.9.(i) podemos suponer,

y 1o hacemos, que m = A-B & L, . Ahora, por Lema dual al Lema 2.8.(ii),

hay mysm, € LS , tales que A€ My s B e m, » y por la transitivi-
dad de Gm en £2 (Teorema 2.9.(i1)), se concluye que G es tran-
sitivo en &, . De aqui G, = G(v) . E1 caso u e L, se puede demos-

trar de manera andloga.
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Teorema 2.12. (i) Si A€ ﬁz s entonces G, es regular en [A] N

3
(ii) Si me £2 , entonces G(P) es reqular en m N M3 , en que

PEmMN ﬁl

Demostracién: (i) es consecuencia del Lema dual al Lema 2.8.(iii),

el Teorema 2.11. y el Teorema 2.9.(iii). La parte (ii) se puede pro-

bar analogamente.

Teorema 2.13. Sea g€ G, |g| =3 . Hay H<G, |H =13, tal

que g € N(H) , si y sdlo si F((g>) = ({P}, {£}) , para algin

Pef » LEL y PEL.

Demostracidon: Es consecuencia de los Teoremas 2.1.(iv), 2.11. y 2.9.

La seccion siguiente tiene por objeto clarificar la situacidén
siguiente. Sea H < G, |H| =13 . Por Teorema 2.9.(i), hay S € ﬁ3
y s € £3 fijos por H tales que S ¢ s ; y por el Lema dual al

Lema 2.8.(iii), hay b € £3 tal que S€b y b noes fijopor H.

Ademas, segln Teorema 2.9.(iii), hay K< G , |K| =13 , que fija

b . Nos interesara decidir si s nb € Mz 0si snbeR lo

3 3
cual, como se vera, tiene relacidon con los elementos del conjunto

HK .
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3. RELACIONES ENTRE SUBGRUPOS DE ORDEN 13 DE G .

En esta seccidon especializamos los resultados de la Seccidn
2 al plano proyectivo desarguesiano PG(2,27) . Designamos por F a

18 L
la extension cabica del cuerpo GF(3) , y por — al automorfismo de
F definido por x - X = x3 . Denotamos por © a una de las raices

(en F) del polinomio X3 - X-1.

Representamos un punto de PG(2,27) por (v) , en que
v E F3 , v#0 , y (v denota el F-espacio vectorial generado por
v . Una recta de PG(2,27) 1la representamos por (ut> en que
ue F3 , U#z0 ,vy ut es la transpuesta de u . Un punto

.. t 2 P
<(x1,x2,x3)) es incidente con una recta ((yl,yz,y3) ) si y sélo

si X + X * X3¥3 = 0 . Denotamos por & al conjunto de todos

Y1 " X2
los puntos de PG(2,27) y por £ al de todas las rectas.

Dados T € GL(3,27) , A=(W ER, £=(u") e, defini-

mos Al =«(vl» , LI = <r_lut> . En especial se obtiene que, como es

sabido, G es un subgrupo de Aut(PG(2,27)) .

Definicién 3.1. Un punto ¢ (x;,X5,x3)> € ® (una recta
((xl,xz,x3)t> €L )esderango i, i€ {1,2,3} , siy sélo si el
conjunto {xl,xz,XB} genera un espacio vectorial de dimensidn i

sobre GF(3)

Denotamos por &, (resp. £4) , 1=1,2,3, al conjunto de

todos los puntos (resp. rectas) de PG(2,27) de rango i .

Observemos que (@l,gl) es un subplano de orden 3 de
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PG(2,27) estable por G . De aquf, el conjunto @1 (resp. £ co-

L)
rresponde al conjunto ﬁl (resp. Ll) definido en Seccién 2, y no es

dificil verificar que para cada i € {1,2,3} , el conjunto @i (resp.

£1) corresponde al conjunto ﬁi (resp. Li) definido en Seccidn 2.

En 1o que resta de esta seccion, al referirnos a un teorema o
lema de Seccidon 2 se entenderd que es la especializacidén al caso de

PG(2,27) .

Denotamos por p la colineacidon de PG(2,27) inducido por

el automorfismo de F . Notemos que pg = gpo , todo g€ G , ¥y

que F((p>) = (&.L,).

Lema 3.2. Sean K1 y K2 dos subgrupos distintos de G de orden 13.
Si un punto fijo por Kl es incidente con una recta fijo por K2 5

entonces hay una perspectividad g de PG(2,27) en G tal que

1

g Klg - KZ ;

2

Demostracidn: Sea S =<¢(1,0,07)) . Puesto que S & @3 » por Teorema

2.9(iii) hay (nico H< G, [H] =13 , que fija S ; H también fi-
2

ja los puntos Sp y Sp° , de modo que H fija 1a recta definida
1 0 0

por éstos, que es s = <(1,62,@}t) . Considerando q = {1 1 0| , se
0 0 1

tiene que q es perspectividad de PG(2,27) en G y que S E€ sq‘1 .

Ahora, considerande que H es transitivoen snN @2 (pues es regular
en £,), que |[SI n£Ly] =15,y que G es transitivo en & (teo-
rema 2.9(iii)) se concluye el Lema 3.2.



13

Lema 3.3. Sean K, y K, dos subgrupos distintos de G de orden
13;

Sea a una recta fija por Kl , b una recta fija por K2 « 5i
A=anbe @3 » ¥y A noes fijo por K, ni K, , entonces hay
g€ G, |g| =13, tal que g_lKlg = K2 . Ademas para algin

k1 €KY k2 €K s k1k2 es perspectividad no trivial de PG(2,27).

Demostracién: Puesto que G es transitivo en @S s Suponemos

A:((1+®+@2

, 0+ 2, 1)) . Ademas, ya que A no es fijo por
Ky ni K s hay H <G, |Hl =13, que fija A y K #H#K

(por teorema 2.9.(iii)), de donde, considerando que H es regular

en las rectas de £3 incidentes con A , distintas de las fijas
por H , se concluye que hay h1 € H tal que ah1 =b y, por Teore-
ma 2.9.(i11), hi'kjhy = K, . Sea ahora c = ((1, 0+ 2, (0+ 2195
0 1 0
y k=10 0 1] . Un sencillo cdlculo hard ver que ¢ € [A] n £3
1T 1 0]

y que (k) fija ¢ perono A, y, por los argumentos precedentes,

no se pierde generalidad al suponer ¢ = y K1 = (k> . Calculando

a
0 1 0}
nuevamente, se encuentra que h = |1 O 11 fija A , donde H ={(h),
R 1 0 0 :
y que x = |2 1 0f tiene la propiedad: x “hx = h? , x kx =
1 1 1

Calculando una vez mis {(hay que tener paciencia), se encuen-

2 0 0) 0 0 2
tra que k8-h_1kh = |0 2 O ¥ kll.h-zkh2 = son pers-
2 2 1 1 0 2

pectividades de PG(2,27) .

8, -1

De la primera, con y = k'h "kh , se obtiene
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_ly . w139 8 X-nyz = kllh'3k3h3 . Ademds

12 12,512 -1\ 4 46,4

Yy ® hy "h = =k 1

3

-2 2 10 Il =i

y%© = k7+h .h"“kh“ , se ob-

tiene x lpx = k872, xZpx? = kT 83n6 p, = p11,-1p1t .

—10k2h10

. De la segunda con p =k

h

_ k12_h—11k2h11 , X—lplX - k4h—8k5h8 , x—2p1X2 - k1Oh—7k6h7 .

Asi, para cada i, 1< i <12 , hay k'e€ K1 y
I<1 € h—1K1h1 tales que k'k; es perspectividad no trivial de

PG(2,27) , lo cual termina nuestra demostracién del Lema 3.3.

Lema 3.4. Sean Kl N K2 dos subgrupos distintos de G de orden 13.
Si hay una elacién g de PG(2,27) en G tal que g"lxlg = K2 .

entonces N(Kl) N N(Kz) es no trivial.

Demostracidn: Por Lema 2.5. el eje de g pertenece a £1 » ¥y dado
que los subgrupos de orden 13 de G son conjugados en G y cada

uno de ellos es regular en gi » sin pérdida de generalidad suponemos

0 1 0
K. =<¢hy , en que h = {O 0 1} ; ¥y que g es elacidn de eje

1 1 1 0 f
¢ (1 0 0
£ =¢(0,0,1)") . Consideramos ademds x = {2 1 0| , que tiene las
1 1 1
{

propiedades: x € N((h)), &x=£ y x fija el punto

P=1¢(1,0,0)) . Ahora, si el centro de g es P , entonces

(1 0 QO
gec|0 1 0> y gec(x) , dedonde x> = N(K) n N(gK;9)
1 01
Si el centro de g no es P , entonces para algin X; € (x) se

tiene que p = xilgxl es elacién de centro ¢(1,2,0)) , de donde

(1 0 0 1 0 0)
pe(|0 1 0|>.Para p= |0 1 0| , se obtiene
2z 1 1 2 1 1
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thh_7 € N{{x) ), de donde 5 . N(Kl) N N(p~

1

1
Klp) y

N(Kl) N N(g Klg) es no trivial, lo que también ocurre en el caso

1 0 0)-1
de p = [O 1 O] . Esto termina la demostracion del lema.
Z2 3 1

Lema 3.5. Sean K1 y K2 dos subgrupos distintos de G de orden 13.
Si hay ge G, |g| =2, tal que gKlg = K2 , entonces hay

k1 = K1 y k2 S K2 tales que k1k2 es perspectividad no trivial

de PG(2,27) .

Demostracion: Puesto que los subgrupos de orden 13 de G son conju-

1 1 0
K, es transitivo en £, (Teorema 2.9.(i)) , suponemos que el eje

01 0
gados en G , suponemos Kl =(h) , en que h = [O 0 1} 3 Y ya que

de g es £ = ((0,0,l)t) . Al iqual que en la demostracidn del Le-

1 0 0
ma 3.4., consideramos x = [2 1 01 , x fija £ y el punto
1 1 1

P=¢(1,0,0)> . Dado que ¢x) es transitivo en las rectas de

1Pl m £1 , distintas de ¢ , suponemos que el centro de g esta en

la recta ((0,1,0)t> , 1o que nos 1leva a analizar los casos
2 0 O 12 [2 1 0
i) g=1|0 2 0| . Entonces h "ghg = |0 1 0| es homologia
c 0 1 LO 0 2
de PG(2,27)
2 0 0 " 02 1)
ii) g=1{0 2 0| . Entonces h ghg = |2 0 1| es elacidon de
1 0 1 1 1 0
PG(2,27)
2 0 0 2 2 0 0
iii) g=|0 2 0| . Entonces h°ghg = |1 1 2| es homologia
2 0 1 0 0 2

de PG(2,27)
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Esto termina nuestra demostracidon del Lema 3.5.

Teorema 3.6. Sean K1 y K2 dos subgrupos distintos de G de or-
den 13.

Entonces hay g€ G , |g| = 13 , tal que g—lKlg =K, .0 bien hay
una perspectividad no trivial g de PG(2,27) en G tal que
gulKlg = K, . Ademds, si lgl =2 6 |g| = 13 , entonces hay

kl € K1 Y k2 = K2 tales que klk2 es perspectividad no trivial

de PG(2,27) en G ; ysi |g| =3, entonces N(K.) N N(KZ) es no

1)
trivial.

Demostracidn: Sea a una recta fija por Kl y b una recta fija

por K2 .Si anbe @2 , entonces, por teorema 2.12.(i), hay ¢
perspectividad no trivial en G tal que ag = b , de donde, por Teo-
rema 2.9.(i11), g—lKlg = K2 .S anbe @3 y anb es fijo por
K1 0 K2 , entonces por Lema 3.2. hay una perspectividad no trivial

ge G tal que g_lKlg = K2 , ysi anbe®, noes fijopor K

3 1

ni K2 , entonces vale el Lema 3.3.

Por Gltimo, notemos que si g € G es homologia de PG(2,27) ,
entonces |g| =2 , ysi g es elacidn, entonces |g| =3 de modo
que la parte final del teorema es consecuancia de los lemas 3.5.,

3.3. y 3.4.

Observacién: Si g € G es perspectividad no trivial de PG(2,27) ,
entonces |gl = 2 , en caso de ser homologia, u |g| = 3 , si es ela-

cion. Sea ahora (&,£) wun plano proyectivo de orden 27 que admite
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a G como un grupo de colineaciones y sea 1 # g € G una perspec-
tividad de PG(2,27). Si |g| = 2 , entonces por Lema 2.3., g es
homologia de (®,L) ; y si |g| = 3 , entonces g es elacidn de

(R,L) . Esto G1timo se deduce considerando los Teoremas 2.1.(iv),

2.11. y 2.13.
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4. RELACION ENTRE LAS SUBESTRUCTURAS F(K Y F(K DE (R,L)

p) 2)

CORRESPONDIENTES A SUBGRUPQS K1 X K2 DE G DE ORDEN 13.

En esta seccion continuaremos el desarrollo de Seccidn 2.
Nuevamente, (#®,L£) denota un plano proyectivo de orden 27 que admi-

te a G como un grupo de colineaciones.

Lema 4.1. Sean Kl y K2 dos subgrupos distintos de G de orden 13.
Sea A un punto fijo por K1 y b una recta fija por K2
(ae®R, beL). ST AEDb , entonces para cada 1 # ky € K1 y

1 # k2 = K2 5 k1k2 no es perspectividad de (&,L) .

Demostracidn: Supdngase que hay 1 # kl € K1 y 1#%# kz € K2 tales

que k.k, = x es perspectividad de (&,L) . Entonces Ax = Ak, € b

y, por teorema 2.9.(iii), A # Ax , de donde b = A.-Ax Tlo cual impli-
ca que b es incidente con el centro de x . Pero, por Lema 2.5.,

el centro de x estd en @1 y, por Lema 2.8.(iii), b N ﬁl = ¢ .

Teorema 4.2. Sea K un subgrupo de G de orden 13. Sean S, S,, S

23

los puntos fijos por K en (®L) y s = 82-53 . Sea b€ £3 no

fijo por K tal que S € b . Entonces hay una (P,£)-elacidn

3

g€ G tal que sg = b . Ademds hay x € N(K) tal que

F(x) = ({P} , {£}) y gx = xg .

Demostracion: Por Teorema 2.9.(i1), hay h € G tal que sh =Db , de

donde K, = hLkn fija b y K; # K. Por teorema 3.6., la Observa-

cién de Seccidén 3 y Lema 4.1., hay una elacion g de (&L) en G
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-1
tal que g "Kg = Ki ¥ (x)= N(K) n N(K,) es no trivial. Sean

1/
Pe GH y L& Ll el centro y el eje respectivamente de g en

(R,L) . Sean B = Sg B, = Szg , B3 = S3g los puntos fijos por

K1 . Es claro que P =B-Sn 82-52 = 82-52 n B3-S3 . Puesto que (x?

es regular en ®(K,) (Lema 2.2. y Teorema 2.9.(iii)), suponemos

1

Bx = B2 s Bx2 = B3 s ¥y yaque g no fija recta en ‘63 , resulta

gy = h = 82-83 y Se 82w83 , de donde Sx € B3-B y, como x € N(K) ,

Sx = S2 y Sx° =S, . Ahora, Px = Bx:Sxn Bzx-Szx = B,S, N8B =P

22 U8
y Sgxg = = S, = Sx , de donde gxg_lx-l fija P y S, por lo cual
gx = xg (teorema 2.9.). De aqui x fija £ y, por teorema 2.13.,

F(x) = ({P},{0}) .

H=<(h) es un subgrupo de orden 13 de G y x € N(H) , |x| =3.

C 0 1)
Observacion al Teorema 4.72. Sea h = |1 O 1J y x =
0 1 0

(R
O = O
— O

Sean S y s un punto y una recta, respectivamente, fijos por H

y Sé¢& s . Sea £ la recta fija por (x> (Teorema 2.13.) y

Q =£ns . Considerando que H es regular en s N ﬁg , del Tearema
4,2. se infiere que b = Q.S € £3 , ¥ por Teorema 2.9.(ii1) hay dni-
co Hy < G 4 |H1| =13 , que fija b . Por Teorema 4.2. hay g e G
elacién de (®,£) tal que gang =H ¥y gx==xg . Ahora, el cen -

tralizador de x en G es un 3-grupo abeliano elemental y hay soélo

1 0 0
dos elaciones de (®,L) que conmutan con x , a saber p = [1 1 O]
0 0 1

y p_l . De aquf resulta que H; es p“al 0 pHp'1 . De la demos-

tracién del Lema 3.2. se infiere que si (®,L) es PG(2,27) , enton-
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1Hp , no disponemos de un modelo

ces H, = pHp_JL ; pero si H = P
en el cual se realice esta condicion. Esto Gltimo motiva la construc-

cibn que presentamos en la Seccidn 5.
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5. CONSTRUCCION DE UN PLANO PROYECTIVO NO DESARGUESTANO DE OQRDEM ?27.

En esta seccidn retomamos las notaciones, definicién y con -

vencion de la Seccion 3. Ademas fijamos las notaciones siguientes:

Denotamos por H al subgrupo de orden 13 de G generado por
0 0 1

h = [1 0 1] ; por (x> al subgrupo de orden 3 de N(H) generado
0 10

1 00
por X = [1 1 l] , ypor p a laelacion de PG(2,27) en G ,
2 0 1

1 0 0
1 1 O] . Los puntos fijos por H en PG(2,27) son
0

0 1
i 2 i B B2 15 22
S =¢((1,0,067)) , S2 ={(1,0,067)) , S3 =¢((1,0,6%)) , y una de las
rectas fijas es s = 5,.S;5 = <(1,®2,®)t> . Notemos que Sx =5, ,
2

Sx~ = S3 ; y que Sp € s . Ademds p € C(x) . Ponemos Q=4&M s ,

n

en que £ = ((O,I,O)t) es el eje de p (Tuego (x) fija £).

1 g 05 o [2f &
Anotamos T = |1 8] , I' =20 20 26

OUOID

1 & 8° 2 2 2

\

en que f = 02 + 2 . Ademds si u es un punto o recta de PG(2,27

* o ow=l -1
y g€ G, entonces wu = ul :

*
, g =1TIql
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En lo que resta de esta seccidn no volveremos ha hacer refe-

rencia a los siguientes hechos que usaremos:

i} Si g€ G fija un punto o recta de PG(2,27) fijo por H ,

entonces, por teorema 2.9.{(iii), hay h1 e H tal que g = h1

1) Si 9gqs9, € N(H) son dos elementos de orden 3 y

(gl> # <92> , entonces 999, = h1 , algin h1 €H.

i11) Si 1# g€ G es perspectividad de PG(2,27) , entonces g
no fija punto o recta fijo por un subgrupo de G de orden

13.

iv) p & N(H)

Observacién 1. Puesto que H es regular en sn@&, , se tiene

S 2 {th | h1 € H} . Por otra parte Sp€ s , y si
Sp = 52 Sx , entonces px_l €H y pe€NH) , 1o que es falso.
Luego Sp # S, ¥, analogamente, Sp # 53 . Asi s N @3 =

2

= {Sx, Sx", Sph, | h, € H} .

1 1

La construccién que haremos consiste en "deformar" una parte

de cada recta de rango 3 de PG(2,27) .
Si EC® y g€ G, definimos Eg = {ug | u € E}

Sean D = [sn &1 U S, , €= tsp7thy | hy €M)

=DUC y L=1{zg| g€ G}

Lema 5.1.(i) Si z, € L , entonces |z;] = 28

14 ) Si me€e £& y z. €L, entonces |mn 21[ =1
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Demostracién: Puesto que H no fija Sp se tiene |C| =13 , y co-
mo |D| = 15 , es claro que para probar (i) basta con probar gue

DNC=¢ , lo cual se puede probar de manera analoga a 1o hecho en
Ja Observacidon 1. de esta seccidon b, respectoc a Sp = S2 . La parte

(i) de este Lema 5.1. es trivial.

Observacién 2. Es claro que z n s =D . Ahora, si g€ G fija z ,

i.e. zg =12z , entonces Dg=D y sg=s5 . Lluego gEH ¥y claramen-

te H fija z . De aqui |L| = |{3] .

Lema 5.2. ST me L, y z; €L , entonces mooz | =1.
Demostracién: Sea g &€ G tal que zy = zg y sea my = mg—1 . Proba-
mos primero que \ml N z| > 2 no ocurre. En efecto, si

1m1 N z| > 2 , entonces se cumple una de las siguientes

i) [my 0 D| > 2 . Entonces |m1 ns| > 2 1o cual es imposible
ii) 1m1 n C| > 2 . Entonces hay h;,h, € H tales que
Sp‘lhl em Sp'lh2 em v Sp_lhl 4 Sp"1h2 . Por Teore-
ma 2.12.(ii) hay q € G perspectividad de PG(2,27) tal
que Sp_lhlq = Spﬁlh2 . De aqui h3p—1h1q = p_lh2 , algln
hy€H , y de ésta se obtiene qq = h4ph3p_1 , donde

1

- -1 _ - . :
qq ~ hlq h1 A h4 = h h1 . Puesto que Sp € s , se tiene

5qp € SD_1 , y como Sq; 7S € sp"1 resulta $-Sqq = sp'1
de donde 99 fija spkl que es una recta de rango 3, 10

cual es imposible.
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1i1) |m nNDl =1y |m nC| =1 . La segunda condicién implica
que Sp 1h1 my s algln h € H. Sean {P} = my N ﬁl ;
R=m ns, P =¢(1,0,0)> 5y h,€H tal que P=Ph,.
Suponemos primero que R € @2 . Entonces hay h3 € H tal que
_ -1 :
R = Qh3 . Puesto que Sp h1 R Plh2 " Qh3 son colineales,
también 1 EL L, B E. = spin
ambién lo son E; , E, , P, ;enque E; = Sp 4
. #ind s -1 j -1
E2 = QhY donde h' = hlh2 , hd h3h2 . Ahora, ya que
x =2=i * J ==3
E, = < (20',0%861,6%')) , E, = <(0,2687,80")) ,
* =
Pl = ((f,F,f)> , para algln A,u €F, Au# 0, se debe te-

ner (f,,F) + A(2®1,®2561,5251) = 1(0,2089,687) .

De aqui, considerando que fo =1 , 080 = 1 , resulta

@1

1 "
= - Y
1+ o 2u1® (1)
A
1+—_i‘=111@ (2)
)
= M
en que uy = 5.
Aplicando el automorfismo — dos veces a (1) se obtiene:
6 . _2r (3)
-i =
O U1+r

donde r = 13- . Ahora, de (2) y (3) resulta ?;1 = ul(r + ;1) . Des-

pejando de ésta r + ﬁl , obtenemos en (3): v = 2v , donde

v = r“1@1 , 10 cual es imposible.

Asi my ns debe ser un punto de rango 3, y por lo tanto
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my N D es un subconjunto de QB . Si Sx € my s entonces, ya gue

Sp_lh1 = my » por Teorema 2.12.(ii) hay g una perspectividad no

trivial de PG(2,27) en G tal que Sxq = SpT'hy y de aqui ,

xq = th—lh1 , algin h, € H . Ahora, Sq_lx2 = Sphé1 € s , y como

«

Sq ~ # S € sx se tiene que S-Sq_1 = sx , 1o cual es imposible.

Asi ]m1 nz|l <1.Sa {P}=mn @l y
X={Lnz | £€[P] n {1}. Es claro que |X] =4 ,ysi Re€z\ X

entonces R-P € L, de modo que [{R-P | REZ\ X}]| = 5 -3 y del

lema dual al Lema 2.8.(i) se sigue que |m, Nz| =1.

1

Lema 5.3. Sea g€ G . Si |znzg| »>2 , entonces z =29 y gEH.

Demostracion: Suponemos ¢ ¢ H y analizamos los ocho casos diferentes

a que da origen esta hipotesis:

Caso 1. |D n Dg

| v

2 . Entonces |s Nnsg| >2 , de donde g€ H . Con-

tradiccion.

Caso 2. |D n Cg] 1

| v

2 . Entonces Sx = Sp_lhlg y g = Sp~

. . -1 2 -1 .
algin hl’hZ € H . De aquf h3x =p hlg Y h4x =p hzg , algln

_ o , y _ -1 -1
h3’h4 € H . Eliminando g de éstas, se obtiene h,x = p h2h1 ph3

i
Lohils = hoxhol € niH) , de donde p lhonIip e H , por lo cual
2™ 4Ny = ’ = 2™ » P

h2 = h1 s pero entonces Sx = sz , 10 cual es falso.

hzg .

y p

Caso 3. |DnDgl =1 y |Dncgl =1 . La segunda condicidn implica

Ex = Sp_lhlg (o Gy° = Sp—lhlg que puede ser analizado de manera

analoga), algln h1 € H . De aqui hzx = p_lhlg , algin h, € H ; de

2
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donde g = hilphzx . Ahora, la condicién |Dn Dg| = 1 es equivalen-

tea |DnN Dpxzi = 1 (notar que x € N(H)), pero se€ sp_1 y
S e sx2 de modo que Sp € sn spx2 y como px2 = x2p , ¥ Spég b

se obtiene |D N Dpx2| = 0 . Contradiccion.

Caso 4. |Cn Dg| > 2 es equivalente al Caso 2.

Caso 5. |Cn Cg| > 2 . Entonces Sp"lhl = Sp'lhzg y

Sp_lh3 = Sp—1h4g , algin hy,h,,hyshy € H oL De aqui h5p_1h1 = p_lhzg
1

- _ -1 ’ _ " :
y h6p h3 =D h4g , algun h5,h6 € H . De la primera se obtiene que

8g = Sph5p_1h1 y como SpE€ s , resulta Sge sp"lh1 . Andlogamente

1h3 . Como S € ssp-1 re-

. <. -1 . -1 _ -1
sulta S-Sg = sp h1 sp h3 y de aqui h7p h1 p h3
h, € H . Pero entonces ph./,p_1 €H , de donde h, =1 y h

AsT sp7thy = spthy, v CnCgl <2 . Contradiccion.

de la segunda iqualdad se obtiene Sge sp
, algln

= h

1 4 "

Caso 6. |CnDg] =1 y |CnCg|l =1.De la primera condicidn se

obtiene Sp'lh = Sxg (o Sp—lh1 = szq , que puede ser analizado

1
analogamente), algln h1 € H . De ésta se obtiene th_lh = xg ¥y

1
g = h3x2p_1h1 , donde h3x2 = x2h2 . Ahora, la condicién |C N Cg| =1

es equivalente a |C N szp_ll =1 y ésta implica que

-1, _ .-l 2 -1 _ 3 -1, _ -1 2 -1
Sp h4 = Sp h5x p =, algun h4,h5 € H . De aqui h6p h4 =p h5x s
algin hg € H . Como Sp € s , se obtiene prh;1 = Sh:,_ilphtsp-1 =

= Sph6p_1€ sp_1 , de donde S-prh;1 = i—;p_1 . Por otra parte

prhg1 €sx y SEsx demodo que sx =sp - y xp€H, lo cual

es imposible.
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Caso 7. |[CnDg| =1 y |DncCg| =1 . La primera condicitn implica

sphy = sxg 5 SpTthy - Sx%g , algin h, € H . Si Sp~th, = Sxg

i 1
(la otra posibilidad puede ser analizada de manera andloga), enton -

ces hay h2 € H tal que th_lh1 = Xg , de donde g = xzth—lh y

1
2 ll

la condicién |D n Cg|l = 1 es equivalente a |D N Cx = 1. Es-

'S

ta condicidn origina dos casos

(1) sz = Sp—1h3x2p_1 , algln h3 € H . Entonces para algin h4 € H
. 2 -1, .2 -1 -1 _ -1 -1.-1
se tiene h4x = p h3x p , de donde h4h3 p h3p h3
fija al menos un punto o recta de PG(2,27) . Asi h4 = h3 y
o -1,-1 _ -
p = h3p h2 por 1o cual h3 e N((p») ¥y h3 1s p=1,

Contradiccidn.

(ii) Sx = Sp-1h3x2p‘1 , algin h, € H . Entonces hyx = p hoxp
algin h4 € H . Ahora, ya que Sp € s , se tiene

Sx = thil = Sphélp € sp , ¥ Sp_1 € sx* . Como ademis

5 & %2 y S # Sp_1 , resulta S'ng1 = sx% 1o cual es impo-

sible.

Caso 8. [DnDg| =1 y [CnCgl =1. Deesta Gltima se obtiene

Sp—lhl = Sp_lhzg , ciertos hy,h, € H , y de ésta h3p'1h1 = p‘lhzg g

algun h3 € H ., Asi la primera condicién |D n Dg| =1 es equivalen-
1

tea |Dn Dphgp- | =1.Sa A=sn sph?’p_1 . Analizamos primero

A e ﬁs . Entonces D n Dph3p~1 C ﬁa y como Sx' # Sx]phapul , para

2 1

i=1,2 , se tiene Sx = Sx ph3p" (o sz = Sxph3p—1) , pero enton-

ces XPhBD—l € H 1o cual es imposible. Ahora, si A € ﬁz » entonces
1

Qh, = Qhephp™' , donde h = nt . ho=nd . h,=h . Consideran-

do que Q =<(v)> , siendo v = (0,0,2) , para alguin pn€F, w# 0,
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se debe tener (vhep)* = i (vhephy)* , de donde ' =659 |
=7 =K~ J L K
0 =10 09 . De éstas se deduce que @F%—-e GF(3) y como el deter-
e

minante de (h1hKh'J)* es 1, resulta ®1eK = @Y y por lo tanto

" o _ -1 -1 .
h6h3 = h5 . Asi Qh6 = Qh6h3ph3p . Puesto que h3ph3p #1 (sino
se 1lega a contradiccidn) y Qh6 € @é » por Teorema 2.11. hay q
perspectividad no trivial de PG(2,27) en G tal que h3ph3p—1 =q .

Pero entonces Sq = Sph3p_1 esta en la recta sp"1 y como S & sp'1
¥ &5 » resulta S-S54 = spﬂl lo cual es imposible. Esto termina

el Caso 8 y la demostracidn del Lema 5.3.

Lema 5.4. Sea A€ ® . Entonces [{z;eL | Ae 23 = 1Al Fl£3[

Demostracién: Observemos primero que si z, € L , hay Gnica b e £6

tal que z; N & =bn @2 » ¥ vice versa. De aqui, el Lema es verda-

dero si A e & ,ysi Ae @1 es trivial. A continuacidn analizamos
el caso A =S . Notemos que S pertenece a los conjuntos zx ,

zx2 3 zph1 , para cada h1 € H . Ahora, si zph1 = zph2 » algin
hih, € H , entonces por Lema 5.3. se tiene phy élp_l
solo puede ocurrir si h1 = h, . Por otra parte x € N(H) y

Z
xp_l ; xzp‘l no estdn en H , de modo que |{z1 € L|S € zl}l > 15 ,

€ H Jo cual

ysi S€ Zy s algin 2 € L , entonces para algin g € G se tiene

2

Sg € z , de donde Sg € {Sx, Sx°, Sp‘lhl/h1 €H y, de aqui, S

2

pertenece a alguno de los conjuntos zx , zx° , zph (h1 € H) .

1
Considerando el Lema dual al Lema 2.8(iii) se concluye que el Lema

es verdadero en el caso A =S y, yaque G es transitivo en @B >

también para cualquier A € §3 lo es.
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Sean L = LyuL,u Ly P=®.Dados VeP y £Lel ,
diremos que V es incidente con £ si y sbélo si Ve ¢ . E1 siguien-
te Teorema es consecuencia de los Lemas 5.1., 5.2., 5.3. y 5.4., y de

la definicién de L y P .
Teorema 5.5. (P, L) es un plano proyectivo de orden 27.
Teorema 5.6. E1 plano proyectivo (P, L) es no desarguesiano.

Demostracion: Coordenatizamos el plano siguiendo el método descrito

en [ 4, Chap. V.] . Escogemos el cuadrdngulo definido por
0=1¢(1,0,0)) , X=¢(0,1,0)) , Y = ((0,0,1)% & I =+¢(1,1,1)) 3
y el conjunto K = GF(27) , mas el simbolo extra « , para coordena-
tizar. Puesto que cualquier elemento £ € L tal que

[ £ (® V&) > 1 esuna recta de PG(2,27) , obtenemos la corres-

pondencia:

(1) <= () 5 ((0,1,0)) <= (-x) , donde X\,u€ K . Coordenati-

zamos Y por () .

Definimos una operacidn ternario T en K segin
[4. Ch. V, Section 3] , a saber, para a,b,c,y e?eméntos de K;
T(a,b,c) =y siy sdlo si el punto de interseccion de la recta OY
y la recta definida por (a) y (bc) es (Oy) . Definimos ademéds
dos operaciones binarias en K: x +y = T(1,x,y) , x-y = T(x,y,0).
Mostraremos a continuacion que (K,+,-) es el cuerpo GF(27) . Res -
pecto a la operacidén + notemos que (1,0) << (1,1,0)) € @1 , de mo-
do que la recta m definida por (1,0) y (x,y) pertenece a

L, v L, . Por otra parte QY € £, - Asi, considerando a m y OY



30.

como rectas de PG(2,27) , el punto de interseccién de estas rectas
es ((1,0,x +y)» (aqui, x + y es la suma en GF(27)). Respecto

a la operacion - , sea m la recta definida por (x) y (0,y) .

Si mé€ L , entonces hay una Unica recta £ en PG(2,27) de rango
3 tal que mn @2 = LN @2 , de modo que el punto comin a m y OY
resulta ser el punto £n QY de PG(2,27) , y como

L0 0Y =¢(1,0,xy)) , se tiene x.y = xy ({(producto en GF(2,27)) .

Si me {1 u {Q , entonces trivialmente x.y = xy .

Respecto a la no linealidad de T , notemos que z N @2 =
=snN®, yconsiderando que hay puntos incidentes con z en (P, 1)

pero no incidentes con s en PG(2,27) , se concluye que T es no

lineal y por consiguiente (P, L) es no desarguesiano.

Nota: Se puede probar (no lo haremos aqui) que el plano proyectivo
(P, L) noes (V,0)-transitivo, cualesquiera sean el punto V y la
recta £ . Ademas el grupo (total) de colineaciones de (P, L) es

PSL(3,3) x {(p)> (p definida en Seccion 3).

Observacion: Con respecto a la Observacion del Teorema 4.2. de la Sec-
cién 4, notemos que en (P, L) el subgrupo H fija el punto S y
la recta z y que S & z . Ademas el subgrupo H1 = p_al ahora

fija la recta zp y que S € zp .

Teorema 5.7. E1 plano proyectivo (P, 1) es autodual.

~
Demostracion: Denotamos por ~ al automorfismo de G , g~ g , en

~

que g designa al inverso de la transpuesta de g . Dado que H

fija al punto S = ((1,@,@2)) y la recta s = ((1,02,6)t

Yy de
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A

PG(2,27) , el subgrupoc H de G fija el punto A = ((1,@2,6))

ot 2 0 0
y la recta a =¢((1,0,6%)"» de PG(2,27) . Tomando k = {0 0 2

0 2 0
se obtiene Sk = A, sk = a . De aqui, por Teorema 2.9.(iii),

H = kHk . Ahora, en (P, Ll) 1la recta z es fija por H Yy conse -

~

cuentemente la recta A = zk es fija por H . Un sencillo cdlculo
hara ver que hkp_lk = bh ,» hkxk = xh 1o cual origina que

/\2 AN ~ ~

A={an @2) U {Ax, Ax°, Aphl; hl € H}

Para probar que (P, L) es autodual definimos una aplicacidn
@ : (P, L)~ (P, L) -que transforma puntos en rectas y rectas en pun-
tos- de la manera siguiente: Si R =<(u) es un elemento de ﬁl U @2 5
entonces R - <ut) , pero si R = Sg , algin g € G , entonces
R — Aa (recuérdese que G es transitivo en @3 y en L). Si
m = (ut> pertenece a £1 U £€ , entonces m-=>(u} ,ysi meLl

b1

entonces m - Ag , en que g es un elemento de G tal que m = zg .

Es trivial verificar que o es bien definida y que si
EePU l y ge G, entonces Eg - Edg . Probamos a continuacidn
quesi Pe P, me L y Pem, entonces m € P% .

Notemos primeramente que si P € z , entonces de la definicidn

o

de z, £ y o se deduce que z% e P . Ahora no es dificil veri-

ficar que si P & g% s 2 L y Pe Zy entonces z? e p* . Con-

sideremos ahora P € @2 . 2y € Ly P&z . Sea g € G tal que
2972 . Entonces Pge z y como Pg € @2 se tiene que Pg € s
{en PG(2,27)). De ésta se deduce que A€ P z% e P% . Por

dltimo, sean PeP , me L, UL tales que P em .

1
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Si Pe® UR, , entonces trivialmente ntept.si PER
(luego m & £2) , entonces para algn g€ G, P=sg V¥

Sg €Em = (uby . De ésta se infiere que (u) € aa (en PG(2,27))
y ya que (u) = m € @2 y ZE€ ﬁz =an ﬁz , se obtiene n> e p* .

Fcto termina la demostracidn del Teorema 5.7.
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6. ISOMORFISMOS.

En esta seccidn probamos que si  (6,L) es un plano proyec-
tivo de orden 27 v G un subgrupo de Aut(®,L) , entonces (R,L)

es isomorfo a PG(2,27) o a (P,L)

Notemos primeramente que si g € G es una homologia (resp.
elacién) de (®,L) , entonces g es homologia (resp. elacidn) de

PG(2,27) y de (P,L)

Lema 6.1. Sea (@O,£O) un plano proyectivo arbitrario. Sea p una
(A,a)-elacion de (ﬁo,£o) vy gq una (B,b)-perspectividad de
(Gb,fo) . Si pag es perspectividad de (ﬁo,ﬁo) , entonces A =B

-

6 a=b 0 ambas.
Demostracion: Es consecuencia de [2. Lemma 5.1]

Lema 6.2. Sea p € G una (A,a)-elacién de (®,L) . Entonces p es
una (A',a')-elacién de PG(2,27) (resp. (P,L)), y los elementos de
G(a) tienen o el mismo eje o bien el mismo centro en PG(2,27)

(resp. (P,L)).

Demostracidn: Notemos que del Teorema 2.11. y su demostracidon se in-

fiere que si q vy q; son (B,b)-elaciones no triviales de G en
(R,£) (6 PG(2,27) 6 (P,L)), entonces 4; = 4 6 q; =g~ . Aho-

ra, el Lema 6.2. es consecuencia del Lema 6.1.

Observacidn 1: Sea p € G. Supdngase que p es una (A,a)-elacidn

de (&,£) y una (A',a')-elacion de PG(2,27) (6 (P,L)).
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G(a) = G(A') . Si G(a) = G(A') , entonces G(A) = G(a') vy, conside-
rande el plano proyectivo dual a (R,£) , se tiene G(a") = G(a') ,

En que a" es el eje de la elacion P , considerada como colineacidn

del plano dual a (®,£) .

En To que resta de esta seccidn denotamos por H al subgru-

0 0 1
po de orden 13 de G generado por h = (1 O 1 5 ¥y por (x) al
0 1 0
1 0 0
subgrupo de orden 3 de N(H) generado por |1 1 1f . Designamos
2 0 1

ademas por P al punto y por £ a la recta fijos por (x) en
(®,£) (Teorema 2.12.), y por P y £ al punto y la recta, respecti-
vamente, fijos por (x) en PG(2,27) (o en (P, L)).

Por la Observacion 1. de esta Seccidn 6, y por la autoduali -
dad de los planos proyectivos PG(2,27) y (P, 1) , suponemos que
G(£) = G(£) . Puesto que G(£) <« G£ y G(£) <4 GK » por Teorema 2.2.
se tienen que si g e Gﬁ » entonces g fija el eje de cada elemento
en G(¢) , de donde 9 , considerada como colineacién de PG(2,27)

(

9 , considerada como colineacién de (R,£) , fija £ . Asi (abusando

O

P, L), fija ¢ vy, andlogamente, si g e G fija £ , entonces

de la notacién) Ge = GE también se tiene G(P) = G(P) vy GP = G

p -
Sean S 'y s un punto y una recta, resp., fijos por H en

(R,£) tales que S ¢ s . Segln lo expresado en la Observacidn al

1 0 0
Teorema 4.2. de Seccidn 4, hay p € <(1 1 0}> elacion de (R,L)
0 0 1

tal que Sesp y xp = px . Ademis { eselejey P el centro
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1 0 0
de p . Puesto que p € ([1 ! OJ) se debe verificar una de los
0 0 1

siguientes:

1 0 0
faso I. p=41 1 0
0 0 1
1 0 0
Caso II. p=12 1 0
0 0 1

A continuacidn analizamos el Caso I, pués el Caso II se pue-

de tratar de manera andloga.

Anotamos P. = &, (1= 142,3) s+ Ly =L

1 Le =&

1’ 2 27
L3 = L (Ver Seccidn 5).
Sean S un puntoy s wuna recta fijos por H en (P, 1)

tales que S¢& s y Sesp (por las Observacién final de la Seccidn

5., lo anterior tiene sentido). Sean Q=4£2ns e R Q=2ns€eP

2 * 2’

re=pSed, , r=PSel,.
Considerando que G es transitivo en ﬁi y .51 s 1= 1,2,3 4

definimos B : (®,£) - (P, L) de la manera siguiente: Para ¢ € G

Pg ~Pg, Qg->Qy, Sg-59g; £g—-Lg, rg—>rg , sg—sg.

Puesto que Gj = GE_, Gﬂ = Gﬁ_,

P
S g » 6, =H= G, » ¥ que, por Teorema 2.11, GQ = G(e) ,

GQ = G(g) G, = G(P) , B = G(P) 5 £ es una funcion que induce

biyecciones de ® en P y de £ en L . Notemos ademds que si

G(P) = G(P) , G(&) = G{&) .

Xe®ul y ge G, entonces (Xg)B = XBg .

Probamos a continuacién que si Ae®, tel y A€t ,
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entonces AB = tB )

+

Sea t€L talque Pet . Si te £1 , entonces t = fg ,

algin g< G . Puesto que (x> s6lo fija al punto P de £n ﬁl y

gue, por Teorema 2.10., hay perspectividad de (®,L) en G que fi-

ja £ perono P, se tiene que Gf es transitivo en £ N 81 » por

lo cual hay k€ G, tal que Pg_1 = Pk , de donde g'1 = kk o, al -

) ) ) . : B B
gln k1 = GP . Como ademas GP GE_’ Gﬂ G{_’ se obtiene P & t" .
§9 teLl, ,entonces t=rg,algin g€ G, de donde Pg'1 Er y
Pg'1 = P . Considerando que G, = G, , se tiene pbe tf | Asi, por

1a transitividad de G en ﬁl , 51 AER tel

1 3
entonces AP e tP | Es claro que si t € £3 , entonces A€t y

AP e P

1U£2 y A€t ,

Sea ahora t&€ L tal que S€t.Si te £2 , entonces hay

h1 € H tal que P € th1 (Teorema 2.9.(i)), y th1 = r , de donde

SB € tB .S tef, y H fija t , entonces t =5sx 06 t = sx2 Y

3
gP B

en cualgquiera de estos casos, €t” .S H no fija t , entonces

del Teorema 4.2. se infiere que t N s & ﬁz Yy, considerando que H

es transitivo en s N MZ , hay h1 € H tal que Q = th1 N s . Como

ademds Se€sp y Qp =0, resulta sp =S5-Q y sp = th1 . Ahora,

en (P,L) se tiene S€sp, i.e. gt B

P e sﬁphi1 = P

€ s'p , de donde
. Es claro por otra parte que si t € Ll , entonces
sgt y s8¢t por ditino, la transitividad de G en &, impli-

ca que si A€ Q3 , tef y A€t , entonces AB = tB .

Finalmente, sea t€ £ tal que Q€t . Si te€ £3, entonces
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por Teorema 2.12.(i) hay q € GQ = G(£) (Teorema 2.11.) tal que

tqg = s , de donde DB

e tf .57 tE £1 » entonces t ={¢ y

Q8 € t8 = £ . Puesto que G es transitivo en @2 ,» s A€ ﬁz s
B

ted, v £2 y A€t , entonces AP e t” . Sea ahora t € £2 N

1
Q € t . Considerando el lema dual al Lema 2.8.(ii), el Teorema 2.9.

(111), y el Teorema 2.11., se obtiene que IQl N Ly = {sq | q € Gy}

Q
B g

Por otra parte, si u € [Q] N £3 s, entonces t™ nu" e P2 . Notemos

ademds que HQBE L, = {uf | uEe Q) n L1 ]HQSH r113| =18 vy
g &

que, por Lema 2.8.(ii), |t F\P2| = 9 . Esto prueba que QB =

¥, s1 A€ GZ s LE £2 y A€t , entonces AB = tB ”

En resumen, hemos probado que si Ae®, tedl y Aet,

f

entonces A" € tg , ¥y por consiguiente (®,L) es isomorfo a (P,L)

En el Caso Il se puede probar, de manera andloga a hecho en

el Caso I, que (6,L) es isomorfo a PG(2,27)
Terminamos esta seccidn y este trabajo con

Teorema 6.3. Sea (®,L) wun plano proyectivo de orden 27 que admite
un grupo de colineaciones isomorfo a PSL(3,3) . Entonces (R,L)
es isomorfo al plano proyectivo desarguesiano de orden 27 o bien es

isomorfo al plano proyectivo (P,L) .
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