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I N i R O D U C C I O N.

En este trabajo determinamos ios planos proyectivos de orden

27 que admiten un grupo de colineac'iones isomorfo a PSL(3,3) (Teo-

rema 6.3.). Por razones de notacjón, si (dll) es un tal plano, su-

ponemos que PSL(3,3) es un grupo de col ineaciones de (Cl) .

En la Sección 1 introducimos las notacjones generales que usa-

remos en las otras secciones. Además definimos plano proyectivo y

subestructura de un plano proyectivo. En general suponemos conocidos

algunos hechos elementales sobre perspectividad (véase por ejemplo

t4, Chap. IVI )

En la Sección 2 obtenemos algunas propiedades de la acción de

PSL(3,3) sobre el plano proyectivo (df ,r) de orden 27. Probamos

que PSL(3,3) estabiliza un subplano de (&,f ) y obtenenos infor -

mación sobre el estabil.izador en PSL(3,3) de cada elemento en

ó1 u -C Damos especial importancia a los subgrupos de orden 13 de

PSL(3,3) (Grupos de Singer en PSL(3,3)), y a una cierta relación

que existe entre las subestructuras fijas de dos de ellos. Esto nos

lleva, en Sección 3, a estud.iar 'las re'laciones de coniugación de los

subgrupos de orden 13 de PSL(3,3) (Teorema 3.6.), lo cual nos per -

mite, en Sección 4, caracteri zar la relac'ión entre las subestructu -

ras fijas por dos subgrupos de orden 13. Hay en este caracterización

una indeterminación, como explicamos en la 0bservac'ión al Teorema 4.2.

i.



ii.

de Sección 4, la cual dá origen, en Sección 5, a un plano proyecti-

vo de orden 27 no desarguesiano. (tste plano no es isomorfo a algu-

no de los planos proyectivos ya conocidos).

Finalmente, en Sección 6 probamos que ha.y, salvo isomorfjsmo,

sólo dos planos proyectivos de orden 27 que admiten a PSL(3,3) co-

mo un grupo de colineaciones.



1, DEFINICIONES Y NOTACiONES.

Definición 1.1. Un plano proyectivo es un triple (6?,J, I) que con-

siste de dos conjuntos ,fl y J , y una relac'ión de incidencia

I c dl x Í que satisface los axiomas.

(i) Si P,Q e ft y P I Q , entonces hay exactamente un elemento

Le! ta1 que PfI y QI¿.

(ii) Si a,b€J y a I b , entonces hay exactamente un elemento

p € úl tal que pla y p]b

(ijj) Existe un subconjunto X c ó? ta1 que lXl = 4 V

lX n {P e ó? | PI¿} I :Z , para todo !-e!

En general designamos por lXl al número de elementos del

con j unto f i n'i to X

Sea (ú1,J) un plano proyect'i vo. Dados A,B € ó1 y A I B ,

denotaremos por A.B al ún'ico elemento de J incidente con A y

B;ysi a,b€J, a I b, entonces anb designará al ún'ico

elemento de 6l j¡sidsnte con A y B Si A € ft , denotaremos por

llAll al conjunto de todos los elementos de f incidentes con A ;

y si L e Í , entonces (l) designará al conjunto de todos los ele-

mentos de úi incidentes con Z . En general .identificaremos t-

con (¿) . A los elementos de dl los nombraremos puntos y a los de

J rectas.

El grupo forrnado por todas las col'i neacjones (o automorfismos,

ver t1, p. 11Bl ) del plano pr"oyectivo (rf?,i) será denotado por
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Aut(¡r¡) La imagen de un elemento x € 6tu J por una col .ineación

g 1a denotaremos por xg Si H,.. Aut(Gl) y A€ú1 , !_€t,
entonces H(A) designará a1 subgrupo de H formado por todas 1as

perspectividades (o co'l ineaciones centnales, ver [1, p. 30] ) en H

con centro en A ; y H(l ) denotará a1 subgrupo de H formado por

todas las perspecti vi dades en H con eje Z Además, si

x€Ñul, entonces Hx={ge Hlxg=x}.

Definicjón 1.2. Sea (dil ) un plano proyectivo J &o 9 e, , !09{
E1 par (ólolo) es una subestructura de (dll) si tiene las pro -

pi e da des

(i)

(ii)

si A,B€d?o y AIB

Sj a,b€"80 y alb, entonces anb€
o

&

La subestructura 0lo,ro) es un subplano si satisface, ade-

más de (i)v (ii), 1a condición

, entonces A.B € J

(iii) Existe un subconjunto x

lxn¿l 12, Para todo

tai que lXl = a y

Í.

cdi
-o
xe

Los diferentes tipos de subestructura de un plano proyecti-

vo son determinados en [2, Th. 3.21 , por ejemplo. En especial , di-

remos que una subestructura (*o,ro) es de1 tipo (D2) si

ldiol = lJol = 3 y, para Le Ío , l(¿) n dlol = 2 Una subestruc-

tura de este tipo también será llamada triángulo.

Sj X c Aut(d?,1) , denotaremos por rll(X) a1 conjunto de pun-

tos fijos por X; por f (X) al conjunto de rectas fijas por X,
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y por F(X) al par (dr(X) , ,(X)) , el cual es una subestructura

de1 plano proyectivo (dt,.C) . Si X = {g} , se anotará F(S) en

'lusar de r({S} )

Fjnalmente, además de las notaciones anteriores, mantendre -

mos 'las siguientes. Designaremos por G a1 grupo PSL(3,3) - SL(3,3)

y por (úf,J) a un piano proyectivo de orden 27 que admite a G co-

mo un grupo de col'i neac'iones, i.e. G < Aut(d?,f )
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2. RESULTADOS PRELIMINARES.

tn esta secc'ión daremos aigunas propiedades de 'l a acción de

G sobne el plano proyectivo (d?,1) En la obtención de ellas usare-

mos las siguientes propiedades conocidas de G

Igq.elq ?.r. (i) G es un grupo simple de orden ¡e1 = 24.:3.t:

(ii ) G contiene una clase de involuciones (elementos de orden 2)

(iii ) El centralizador C(g) en G de una involución g e G es

isomorfo a GL(2,3)

(iv) G contjene dos clases de elementos de orden 3.

(v) Sj H<G, lHl =13,e1 normalizador N(H) de H en G

es de orden lN(H)l = 39 Además C(H) = H .

Nuestro primer objetivo es probar que G debe estabilizar un

subplano de orden 3 de1 plano proyectivo (ú1,J)

Lema 2.2. Sea X ! Aut(fr,l) y N(X) el normalizador en G de X

Entonces F(X) es estable por N(X)

Demostración: Sea heX y ge N(X) Entonces g-1hg. X ysi
u e o?(X) u.r(X) , entonces ug = ugg thg , de donde ug € 6t(X) u "C(X)

Lema 2.3. Cada involución en G es una homología de (úf,J)

Demostración: Sea g € G , ls] = Z Por el teorema de Baer sobre

involucjones se obtiene que g es perspectivjdad (pues 27 no es un

cuadrado), y, como 27 es impar, g es homología.
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Lema 2. 4. Sean x

Entonccs F (t x, z )

2.4.

Lema 2. 5.

G Si G

¡e oi y
0"

I z dos involuciones en G tales que xz = zx ,

) es de1 ti po (Dz )

Der¡ostración: 0bservemos que por TeorerLia 2.1'(iii) hay x,zeG con

x es una (A,¿)-1a propiedad requerida. Por Lema 2.3. se tiene que

homologÍa y z una (B,b)-homologÍat y por Lema 2.2., e1 grupo

lx,z) fija e'l centro y e) eje de cada ir¡volución en ( x'z) Si

A= B, entonces a=l¡ y (x,z) es semi-regular en los puntos de

una recta Z jncidente con A, djstintos de A y Lña, de don-

de 28 = 2(mod 4) , lo cua'l es absurdo. Así A I B y, consecuente -

nente, a I b Ahora, puesto que lxzl - 2 , xz debe ser una

(a n b , A'B)-homología, lo cual termjna la demostración del Lema

Sea x una (A,a)-perspectividad

es lab i li za un subolano (ólo,Jo)

a€!
0

Sea B,C

no

de

trivial de (Út,J) en

(C,J ) , en ton ce s

EII -Denrostración:

tonces Bx , Cx € dio

Aná l ogarnente se Puede

tales que B F A.C .

, de donde A t fio

€ éio \ [{A]

y B.Bx ,

probar que

u (a )1

L. ' t_x e ¿

o

Teorerna 2.6. G no estabiliza punto, recta o triángu1o de (dt'J) ,

pero sí estabiliza un subp'lano

Demostraci ón : Notemos que en e1 Lema 2.4. 1os puntos de la subestruc-

) son 1os centros de las 'involuciones x, z' xz de G ,

de F(( x,z) ) son ios eies de dichas 'involuciones. Ahora,

el Teorenra 2.1.(ii)y e1 Lema ya cjtado, se concluye que

tura F(( x,z)

y las rectas

cons i deran do

(et,rf) de orden , 6-)
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G no fija punto o recta de (¿f J ) por otra parte, siendo G un

grupo simple no abeliano, c no estabjl iza a1gún triángu1o de (dl l ) .

Por último, es sabido t3, Th. 1.! que si T es un grupo de colinea-

cjones de un plano proyectjvo con las propiedades: contiene perspec-

tividades no trivia'l es; no estabiliza punto, recta, triángu1o o sub-

plano, y T contiene un subgrupo normal jsomorfo a PSL(3,q) ,

k I Z) , entonces dicho plano proyectivo es de orden q AsÍ G

debe estabilizar un subplano (d1111) de orden m Puesto que

,2 * r. 2l ,los valores posibles de m son 2,3 6 4. Consideran-

do los Lemas 2.3, y 2.5. se concluye que m = 3

En 1o que resta de esta sección reservamos la notación

(n1 ,.c1) para e1 subplano del teorema precedente. Es sabido que, sal-

vo jsomorfismo, el plano proyectivo desarguesiano PG(2,3) es el

único plano proyectivo de orden 3.

La existencia de1 subplano (fit,rt) nos permite real'izar una

partí ci ón de I os conj untos dl y f en cl ases

Definición 2.7. ó..=,pcdt\ 6i, Ipc ¿, alqún (e{.}
Lt1

G:={pe dtlPgt,todo 2e fr}

Lr= {L € f \ -C1 | P € {' , algún P € fiy'

J3= {le .c ]PÉ.¿, todo pe 6lr}

Observenos que dl = ót1 u fi2, &3 , J = Jl u l,u f,3 (un'i ones

d'jsiuntas); y que cada uno de los conjuntos 
"i Y Ii , 1< i < 3 ,

es estable por G

Nuestro objetivo ahora es obtener informacjón sobre el estabi-
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Iizador en G de cada elemento en úl u "C Para ello el Lema siguien-

te, de fáci1 verificac.ión, nos será de utjl'idad.

Lema 2 . B. Sea nr € .c

(i) Si meJr, entonces lm nfiri =4, lnnRrl = 24

(ii¡ Si ¡¡e lr, entonces lm nó?rl =1, lmnúrrl =9

(iii) Si me l' entonces lmndf, I =0, lmndirl =13

Además ldl1l = lJll = 13 , ldl2l = lJ2l = 13.?4 ,

ld13l = lr3l - 24.23

Nota: Llamaremos "Lema dual del Lema 2.8." a1 que se obtiene del Le-

ma precedente por intercambio de las palabras "puntos" y "rectas"

(obviamente implícitas en Lema 2.8.).

Teorema 2.9. (i) Sea H<G, lHl = i:, Entonces H es reguiar en

oi1 J en l, Además F(H) es del tipo (D2) , e(H) . fi3 J

J(H)cf3,
(ii) Si u € ú11 u Jl , entonces G, es regular en &3 y J3

(jii) Si v € dl, u J, , entonces leul = t:

Demostración: Puesto que ló?rl = S(mod tf) , H fiia al menos tres

puntos en d13 . Si H fiia un punto en tlll , entonces el c dl(H) y

F(H) es un subplano de orden mayor a 5, lo cual es imposible. Así

H es regular en fit y, de aquí, regu'lar en ,1 Considerando aho-

ra la definición de dt, y .C, se concluye que di(H) c óf3 y

J(H) c ,3 Notemos además que si u e ó1, u J, , entonces

lorl = 24.:3 Supóngase ahora que hay w e 61(H) u J(H) y

H'<G, lH'l=13, H'lH,ta1 que H' fija w. Entonces



T = ( H,H') f ija w y, considerando que w no es fijo por alguna

involución en G , se tiene Ifl = :i13 De aquí, por Teorema de

Burnside, T es resoluble y debe contener un 3-grupo normal N .

Pero entonces N c Gu , para a1gún u. t trt y, por Lena 2.2.,

o?, c dl(N) , de donde F(N) es un subplano de orden mayor a 5, lo

cual es imposible, Así f(H) n F(g-1tlg) = (41,O) para todo

g e G \ N(H) Ahora, considerando que e1 número de subgrupos de or-

den 13 de G es 24.32 ; qu" lfi(H)l >3, ll(H)l l3,yque
ld?3 1 = 2'.3" , se concluye que F(H) es de1 tipo (Dz) lo cual ter-

mina la demostración de (i). Notemos también que si v e ft, u J, ,

entonces 13]lGvl . Para completar la demostración de (ii), supóngase

que hay 119 € Gu que fija un elemento we ÚlruJ3 Entonces hay

H'.G, lH'l =13,quefija w y seN(H') lle aquí, lgl =¡
y ya que 13 = 1(mod 3) , (g) fija a1 menos un punto en dl, y una

recta en f, Considerando ahora que F(H) c F« g) ) , el Lema 2.8.

y su Lema dual, se concluye que F(( g) ) es un subplano de orden ma-

yor a 4, y, por consiguiente, g = 1 , contrariamente a lo supuesto.

Esto termina la demostración de (ii) y también nuestra demostración

del Teorema 2. 9.

Sean A € &1

no trivial de

Lema 2.10.

pecti vidad

Demostración: Sea x€G

(B, b )- homol og ía en que,

Teorema 2.9.(ii), ]G¡]

se concluye que hay S

y a e "Cl Entonces existe una (A,a)-pers-

(úl,J) en G

, l*l = 2 Por Lema 2.3., x es una

según Lema 2.5., B€&1 y bef, Por

= 24.s3 y de aquí, y del Teorema 2.1.(v),

tGb, lsl =s,v h€G, I¡rl =t¡'tal
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que g€N((h)).Si g fjia B, entonces q flja la recta P'8,

para algún P c b n fi, , J Por l0 tanto fija todo elc¡rento en

P'B n úil ; pero entolrces I I gh-lgh r. r h) fiia un punto en dt1 ,

contrariamente al Teorema 2.9.(i). Así Bg I B Ahora, dado que

g-1*g es una (Bg , b )- horno 1 oo í a , se obtiene que t = *g-1*g es una

(C,b)-elación, en que C = B'89 n b (l'io'r-emos que ltl = 3). Por

Teorema 2.9.(j), hay h, e H ta1 que Ch, e b ' y frlltn, es una

(Chr,bhr)-e1ación, de donde se obtiene que para cada P e b ' hay

una (P,b)-e1ación no trivial de (dl/) en G ,lo cual implica que

para cada Q € nl \ (b) ha¡' una (Q 
' 

l¡ ) - homoI og í a no trivial de

(fi,"f ) en G Esto tertnina nuestra denostración del Lema 2.10.

Teorema 2.11. Si u e ú12 Lr .f2 , entonces G, = G(v) , en que v es

de úi1 ! .11 incidente con u Además ]Cul = 18.

D,.nrostraci ón: Sea u c rii, l-'or Lema dLral a Lema 2.8. (ii), hay único

v c,t1 tal que u É v Observenlos que si g e G es perspectividad

de eje v , entonces g fiia u, dedonde C(v) cGr,yunacuen-

ta sencilla hará ver que jG(v)J -'. 18 (véase ei Teorema 2.10.). Pro-

bamos a continuación que iGul = it, para 1o cual es suficiente pro-

bar que G es transjtjvo en oi, Sean entonces A'B € di2 y A I B

Por Lema dual a Lema 2.8.(ii)y e'l Teorema 2.9'(j) podemos suponer!

y 1o hacemos, que m'A'B E.t1 Ahora, por Lor¡a dual al Lema 2.8.(ij),

hay rn1,rn2 -EJ, , ta'1es 9ue A c IIrl , B€nlz, y por 'la transitiv'i -

dacl de G, en .lZ (Tecrenia 2.9'(ii)), se concluve que G es tran-

sitivo en ó'i, De aquí Gu = G(v) El caso u . lZ se puede denos-

tra r de manera aná1oga.

el úni co elemento
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Teorema 2.12.

Teorenra 2. 13. Sea

que q e N(H) , si

P€ó11 ' le !1

(i) Si A € d?2 , entonces GA es regular en

c ,12 , entonces G (P ) es regu.1 ar en ¡ n dl, ,

IIA]

en

I I ¿^
J

que(ii) si m

p€¡tnúi,

Demos traci ón : (i ) es consecuencia del Lema dual al Lema 2.8. (iii),
el Teorema 2.11. y el Teorena 2.9.(jii). La parte (ii) se puede pro-

bar análogamente.

s€G, lsl =3.Hay H<G, lHl =r:,tut
y só10 si F(< g> ) = ({P} , {¿} ) , para a1gún

Y PCL

Demostrac.ión: Es consecuenci a de los Teoremas 2.1.(iv),2.77. y 2.9.

La seccjón siguiente tiene por objeto clarificar la situación

siguiente. Sea H<G, lHl =13 Por Teorema 2.9.(i), hay S€&3

y s€.C3 fijos por H tales que Ses;yporel Lema dua.l al

Lema 2.8.(iii), hay bc"C3 tal que S€b y b no es fijo por H

Además, según Teorema 2.9.(iii), hay K < G , lKl = 13 , que fija
b Nos interesará decidir si snbcdl2 osi snb€út,,1o
cual , como se verá, tiene relación con los elementos de) conjunto

HK.
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3. RETACIONES ENTRE SUBGRUPOS DE ORDEN 13 DE G

En esta sección especializamos los resultados de la Sección

2 a1 plano proyectivo desarguesiano PG(z,21) Designamos por F a

la extensión cúbica del cuerpo GF(3) , y por 
l-Lal 

automorfismo de

F definido por x -' i = x3 Denotamos por o a una de las raíces

(en F) dei polinomio x3 - x - t

Representamos un punto de PG(Z,27) por ( v) , en que

veF3,vl0, y (v) denota el F-espacio vectorial generado por

v Una recta de PG(2,27) la representaro, po. ( rt) en que

ueF3, ul0,y ut es 1a transpuesta de u Un punto

< (x'x,x,)) es .incidente con una recta ( (V'V,Vr)tl si y sólo

si ^l!7 
* *z!Z * *3Y3 = 0 Denotamos por E al conjunto de todos

los puntos de PG(2,27) y por q al de todas las rectas.

Dados l€ GL(3,27) , A=(v)€úi,
mos At = < vTl , tr = < T-1ut> En especial

sabido, G es un subgrupo de Aut(PG(2,27))

L

SE

t-, ^=(u)eI,oettnt-

obti ene que, como es

Defi n ici ón 3.1. Un punto ( (x'x.xr)) € ft (una recta

, .t. _ ^ ,
< (x,x.x,)') €J )es de rango i , ic{1,2,3}, siys6losi e1

conjunto {x1,x2,x3J genera un espacio vectorial de dimensión i

sobre GF(3)

Denotarnos por qi (resp. qi) , i = 1,2,3 , al coniunto de

todos los puntos (resp. rectas) de PG(2,27) de rango i

0bservemos que (ql ,q1) es un subplano de orden 3 de
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PG(?,21) eslable por G De aquí, el conjunto t1l, (resp. {f) co-

rresponde ai conjunto ú?, (resp. "r,) definjdo en Sección 2, y no es

difícil verificar que para cada i c {1,2,3} , el conjunto 61, (resp.

!i ) corresponde a1 conjunts ú1. (resp. ,r) definido en Sección 2.

En 1o que resta de esta seccjón, al referi rnos a un teorema

lema de Seccjón 2 se entenderá que es la especialización al caso de

Pc(Z,27 )

Denotamos por p I a col ineaci ón de PG(Z,27 ) i nduci do por

el automorfismo de F Notemos que pq=gp,todo geG,y

que F({p)) = (Er,4r).

Lema 3.2. Sean KI y KZ dos subgrupos dist'intos de G de orden 13.

Si un punto fiio por K1 es 'incidente con una recta fiio por K2 ,

entonces hay una perspectividad g de PG(2,27) en G tal que

-1g 'K1s = K2

Demos t rac i ón: Sea S

2.9(iii) hay único

ja 1os puntos Sp

= ( (1,0,02 ) ) Puesto que s

H<G, lHl =13,quefija
y sp2 , de modo que H fiia

edL_J

S;

la re

q=

Gy
&^(
-¿

sitivo

, por Teorema

H tambi én fi-

cta defi n ida(too)
lr 1 ol , se
lo o 1l .Tque 5esq

pues es regular

en q (teo-

por éstos, que es s = ( (1,02,0¡tl Cons'iderando

tiene que q es perspectividad de PG(z,27) en

Ahora, consjderando que H es transitjvo en s ñ

en Jr), que l[sn n q:l = 15 , y que G es tran

rema 2.9(iii)) se concluye el Lema 3.2.
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Leina 3.3. Sean K j Y K2 dos subilrupos distintos de G de orden

13.

Sca a una recta fija Por

A=aób.li:,y A no es

g € G , i-ql - t: , tal que

kt-K1 y l¿-KZ,l1k2

K1 , ir una rccta fija por KZ

fijo por K1 ni K, , enlonces

g-1Kl!l = K, Además para a1gún

es perspecti vi dad no tri vi al de

SJ

hay

PG(Z ,27 )

!g¡t-o_s t¡3 q 1ql1: Puesto que G es trans i'i- j vo en [1 , suPonemos

A=((1 +o+02,0+2,1)) Adernás, ya que A no es fijo por

K1 ni KI hav H<G, lHl =13,quefija A y KtIHIKZ

(por teorema 2.9.(iii)), de donde, considerando que H es regular

en las rectas de f,3 'incidentes con A , distintas de las fijas

por H , se concluye que hay hl t H tal que ah1 = b y, por Teore-

_l
ma 2.9.('i ij), nrlrrn, - K, Sea ahora c -((1 ,t)+2,1e+ z;21t1

ta I (]l
y l = ]0 U 1l Un sencillo cálculo hará ver que c e tiAl o !,

11 1 0j

y que ( k) fija c Pero no A

no se pierde generalidad al suPo

nuevamente, se encuenira que h

(1 r) ol
y que ^-12 1o] riene 1a p

[i I 1]

' v"

ner
fo=1
i1

ropi

p0r

1

0

0

edad:

los a l'g umen to s precedentes,

a y K. =(k) Calculando
0i I
I. iija A , donrle lt = r h) ,
0l

-l o -l ox 'hx - h' , x -kx = k

ciencia),
foo2l\c t cl
1r o ?

Cal cul ando una vez

o , lz o

rrd (luc 1,".h-'kh - lo ?

t"
pecti vi dades de PG(2 ,27 )

s (hay que

y 111.h

tener pa

_))
se encuen-

son pers -

ma

ii

De 1a pr imera, con
a1

y = l"h 'l.h , se obtiene



-1 1 . -9.9.) -2 ?{ yx' ( .n K n , x y^

Y1 rY-in-l I 
l2'h-1215h12

-2 2 i0,-102. 10x'l1\ - l.'".h'r'h^" De la

. -1 ,8,-5,9,5 -2ttenp x px : I n K n ! x

.1? .-11 2. 11 -1 , _ k4h= h .n I n , x pj

Así, para cada i, 1<i
l.,,. h-'rrr,i Lale. que k'n.L P,

PG(Z,21) , lo cual termina nuestra

14.

11 ? ? ?
K n in Aoemas

-r t -t A L, -yl* I h 'k"h' 
,

11 -2..2SeqLnod Lon P = \''.'r 'kh' , Se ob-

2 l.-h,3,b ,-11 -1,i1l/ I n t n , p1 = n p n =

-8.:.8 -L 2 10. -1 .6.1. n o1, - ( I k r

<i2,hay k'€K1 y

perspectr'vidad no trivial de

demostraci ón del Lema 3.3.

Séan Kl y Y,Z dos subqrupos distintos de G de orden 13.

elación g de ?c(2,21) en G ta1 que S-1frS = f, ,

N(K1) n N(KZ) es no trivial .

l!!ci.,t
Si hay una

entonces

D.'ro:, Lr ac iórt: Por Lena 2.5. e1 cle de g pertenece a {,,ydado
que 1os subgrupos de orden 13 de G son conjugados en G y cada

uno de ellos es regular en .C1 , sin pérdida de generalidad suponemos

0Iu
Y1- h) e'l oue h .0 - 1, I y .u^ r; e.' clación de ejc
' Ll I Lli

I = r (0,0,1)t) cons i.l.ramo, u,l.rás - = i] ? sl , que tiene 1as

It 1 1l

pr opiedades: x.ll((h)),lr-.1 y x fiia el punto

P = ( (1,0,0)) Ahora, si e1 centro cie g es P , entonces

rr o o)
n.,]ó i 9],y sec(x) ,dedonde (x)=ri(K1) ntl(s-l«rs)

l1 o 1l

Si el centr o de g no es P , entonces para a1gún xl € ( x) se

tiene que p = *r1O*, es elación de centro ( (1,2,0)) , de donde

lr 0 0 1 0 0r
o ( o I oll P¿ra p io 1 ol ,se obriene

t,? 1 1l lz I tl
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h2 ph-7 e N(<x) ) , de donde h-'7, r¡ h7 = N(11) n N(p-iKlp) y
lll(fl) . N(q 'Kru) es ro lrivial , lo que Larnbién ocurre en el caso

{t 0 0 -1
de p = l0 1 0l Esto ierni na I a demostraci ón del I ema.

i2 i 1l

Lerna 3.5. Sean Kt y KZ dos subgrupos di stjntos de G de orden 13.

Si hay g€G, LS] =z,ta'l que sKlg = KZ, entonces hay

k1 u Kl I kre K, tales que kTkZ es perspectividad no trivjal

de PG(z,27 )

De!-q:!Igcjú, Puesto que 1os subgrupos de orden 13 de G., son conju-

gados en G , suponemos Ki=(h),enque f,=lO r, 1l tyyaque
[r 1 o]

K1 es transitivo en "C1 (Teorema 2.9.(i) ) , suponemos que e1 eje

de s es ¿ = ( (0,0,1)t, 
,.1, ¿n,Bl 

que en 1a demostración del Le-

ma 3.4., consideramos * = l: 1 0 , x fija 1. y e1 punto
r1 1 1l

P = ( (1,0,0)) Dado que t x) es t-ransitjv0 en las rectas de

ll Pil ¡ 1, , distintas de t' , suponerros que e] centro de g está en

la recta t (0,1,0)t) , lo que nos 'l 'leva a analizar 'los casos

? a 0 r : I0
i) u - l0 ¿ Ul lrloncé' l"',¡no ,o 1 9l es homología

,o 0 I u 0 2,

de Pc(Z,21)

12 0 0: , t1 ? ll
ii) s-10 2 0l fntoncc\ huqhl l2 0 rl es elación de

Ir o rl 11 1 ol

PG(Z ,21)

,? 0 0r ., (2 0 0l
ii i) ct - l0 z 0] . :nronces rr'ghg - l1 I 2i es homología12 a tj '- Iu a 2)

de PG(Z,21)
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Es to termi na nuestra

Teorema 3.6. Sean Kt Y Y.Z

demostraci ón del Lema 3.5.

den 13.

EnLon-es hay 9 G n.1l ,tal
una perspectividad no trivial g de

_1
9-'K.,9 = K, Adenás, si lsl = z ó

k1 ' Ki Y k?' KZ tal es que lirk,

de PG(Z,?l) en G;ys1 ]Sl -:,

tri vi al .

dos subgrupos distintos de G de or-

1

rLe l'Yf - l. , o bien hay

PG(?,27) en {1 tal que

Si = 13 , entonces hay

es persoecti vi dad no tri v'ial

entonces N(K1) n N(K2) es no

Demostraci ón: Sea a una recta fija por Ki y b una recta fija

, entonces , por teorema 2. 12. (i ) , hay s

en G ta1 que ag = b , de donde, por Teo-

K2 Si anb€83 y anb es fijo por

Lerna 3.2. hay una perspecti vi dad no tri vj al

K2,ysi anb€!i: no es fijo por K1

Lema 3.3.

por K2 Si ¿nbe dl,

perspecti vi dad no trj vi al

-lren,r 2.q. (iii), q -Kt9

K1 ó Kz , entonces por
1g(-G tal que g'Kt!=

ni K2 , entonces vale el

entonces lS ] =

ción. Sea ahora

de PG(Z,27) ,

= 3 , s'i es ela-

27 que admi te

Por último, notemos que si g € G es homología de PG(Z,27)

entonces lg =2,ysi q es elación, entonces LU] -: de modo

que la parte final de'l teorema es consecuancia de los lemas 3.5.,

3.3. y 3.4.

0bservación: Si g € G es perspectividad no trivial

2 , en caso de ser hornología, u lSl

(ól,J) un plano proyectivo de orden



l1 .

a G como un grupo de colineacjones y sea 1 I g e= G una perspec-

tividad de PG(2,27). Si ]Sl - Z , entonces por Lenra 2.3., g es

homo'l ogía de (ri,l) ; y si ]Si ,.3 , entonces g es elación de

(tii,I) Esto úl t'imo se deduce considerando los Teoremas 2.1. (iv),

2.71 . y 2.13.
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4. RELACION ENTRE LAS SUBESTRUCTURAS F(K1)

C0RRESPONDIEIITES A SUBGRUP0S K1 Y Kz

Demoslración:

que krk, = x

y, por teo rema

ca que b es

el centro de

Teorema 4.2. Sea K un subgruPo de G

Y

DE

F(K2) DE (dr'r)

G DE ORDEN 13.

En esta sección continL¡aremos el desarrollo de Sección 2.

Nuevamente, (0t,f ) denota un piano proyectjvo de orden 27 que admi-

te a G como un grupo de coljneaciones.

Lema 4.1. Sean Kl y KZ dos subgrupos distintos de G de orden 13.

Sea A un punto fijo por Ki y b una recta fija por Kz

(a€li, b€.C). Si AÉb, entonces para cada 1l k1 .K1 y

I I kZ<- K, , klkZ no es perspectivjdad de (dl,,l)

Supóngase que hay 1 I ki c l(t y 7 I k?e K2 tales

es perspectividad de (d?,J) Entonces Ax ' Ak, € b

2.9.(iij), A I Ax , de donde b = A.Ax 1o cual impli-

jnc'idente con el centro de x Perr:, por Lema 2.5.,

x está en oll y, por Lema 2.8.(iii), 5 n dl, = I

1os puntos fiios por

fijo por K ta1 que

ge G tal que sg=b

F(x) = ({P} {¿i) y

de oiden 13. Sean S, 52, 53

s = S2'S3 Sea be J3 no

hay una (P,¿)-e'l aci ón

€ N(K) ta1 que

K

S€

gx

en (6i,.C ) y

b Entonces

Además hay x

= x9

Demostración: Por Teorena 2.9.(ij), hay h e G ta1 que sh = b ' de

1

donde K1 = h 'Kh fiia

ción de Sección 3 y Lema

b y K1 I K Por teorema 3.6., la Observa-

4.1. , hay una elación g de (,1i,1) en G
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tai que ,-'*n - o, J ( x) = tJ(K) . (K1) es no trivial. Sean

P i- di, y .l c,C1 el centro y e1 eje rr:si¡ectival¡ente cle g en

(ri,c ) Sean B - Sg , l\Z - S2g . 83 = S3!,1 1os puntos fijos por

K1 Es c1aro que P = B.S ¡, B?.SZ = BZ.SZ n 8,.S, puesto que ( x)

es regular en r11(Kr) (Lema 2.2. y Teorema 2.9. (iii)), suponemos

Bx = 8. B*2 = 8, ; J la gue g no fija recta en .C, , resulta

sg=b-82'83 y S€ B2.B de donde Sx. B3.B y, como x € l,l(K)

Sx = S, y Sx2 ..S, Ahora, Px = Bx.Sx n B2x.S2x = BZSZ ñ B3S3 = P

y Sgxg-1 = S2 = Sx , de donde gxg-1r-l fija P y s , por lo cual

gx = xg (teorema 2.9.). De aquí x fija { y, por, teorerna 2.13.,

F(x) = (iP],{{rl)

lu o r, 1.] o o,
Sea n 11 0 It y x = lt 1 1

lc I 0l 12 0 1

0bservaci ón al Teorema 4.2.

H = ( h) es

Sean S y

un subgrupo de orden 13 de G y x e l{(H) , x] = 3

s un punto y una recta, respectivamente, fijos por H

Sea 1l la recta fjja por ( x) (Teorena 2.13.) yv s+ s

Q={n s Cons iderando que H es reqular en 5 n (i, , del Teorema

4.2. se jnfiere cue b - Q.S e ,1, , y por Teorema 2.9.(iii) hay úni-

co lli(G, Ht =13,quefiia b Por Teorema 4.2. hay g€G

elación de (dl,.C) ta] que ,l-1no = l, I gx = xg Ahora, el cen -

tral izador de x en G es un 3*grupo abe1 iano elemental y hay só10

dos el aci ones de (,1?,.e )

y p-l De aquí resulta

tración del Lema 3.2. se

[r o ol
lue conm rLdn con x . a saber p = ]1 1 0l

[o o l.J

-l -1que 'l es u -l-r, ó ouo ' De la de¡ros-

infiere que si (ór,,f ) es PG(Z,21) , enton-



2A.

1

ces H, - D"D ^ : ncro si
L

en el cual se realice esta

ción que presentamos en la

, no disponemos de un modelo

Esto últinro motiva la construc-

_1
ll1 = p'llp

ccndición.

Sección 5.
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5. CONSTRUCC1ON DE UN PLANO PRO\ECT1\O NO DI.SARGUI,SIANO DT. ORDI.N 2I.

En esta sección retomamos las notaciones, definjción y con -

vención de la Sección 3. Además fijamos las notaciones siguientes:

Denotamos por H a1 subgrupo de orden 13 de G generado por

r0 0 1l
h = l1 0 il ; por ( x) al subgrupo de orden 3 de N(H) generado

lo 1 o.J

fl o ol
por x=lI 1 1l ,ypor p a 1a elación de PG(2,27) en G,

l2olJ
(1 0 0)

p = l1 I Ol . Los puntos fijos por H en PG(2,27) son

[o o rJ

s = < (r,o,o2)> , s, = { (i,ó,é2)> , 53 = ( (r,6,é2¡) , y una de las

rectas fijas es s = sr.S, = < (t,o2,o)tr Notemos que Sx = S, ,

sx2=s3;yque Sp€s Además pe c(x) Ponemos Q={ns,
en que Z = ( (0,1,0)tl es el eje de p (luego ( x) fija ¿).

,. -Ir o oÍ) (z¡ zT 2-rl
Anotamos r = lt A ail , ,'-t = lzo 2a 261

[1 o o'J [2 2 2)

es un

9 = I'gr

en qu e

y ge

f=a?+ 2 Además si u

G, entonces ü= ur-1 ,

punto o recta de PG(2,27

-1
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En 1o que resta de esta secciírn no volveremos ha hacer refe-

rencia a los siguientes hechos que usalerios:

i) Si gcG fija un purrlo o rcc1.a (:1e PG(Z,?7) fijo por H,

entonces, por teorema 2.9.(iii)' hay h1 € H tal que g = ht

i i ) Si S1,g2 € N(H) son dos elementos de orden 3 y

( 91) I ( 9r) , entonce. 91g2 - h, , al9ún h1 . H

iji) Si 1lS€G es perspectjvidad de PG(2,21) , entonces S

no fija punto o recta fijo por un subgrupo de G de orden

13.

iv) p + N(H)

0bservacjón _1 . Puesto que H es reguiar en s rr E, , se tiene

.ntZ= it)h1 lh1 €H] Por otra parte Spe s,ysj

sp= s2= 5x, entonces p*-1 tH y p€N(H) ,loquees falso'

Luego Sp I SZ y, análogamente, Sp I S, Así s ' 8: =

)
= S.. Sx',,phl hl H

La construcción que haremos consiste en "deformar" una parte

de cada recta de ranqo 3 de PG(2,21)

Si t.ql y !l É G, defjnirnos Eg-{ug]ucEi

Sean ¡-lsndirl u {Sx,Sx2i , c = {sn-1n, nre u

z = D u C J L = Izq ' g . G]

le¡{!.(i) Sj 21 € L, en¿onces lzrl -Ze

ii) Si ,n e 41 Y rl'L , entonces lm n z', 1 = 1



Demostración: Puesto que H no fija Sp se tiene lC! = 13 , y co-

ro lD] = 15 , es claro que para probar (i) basta con probar que

D n C = ó , lo cual se puede probar de manera análoga a lo hecho en

la 0bservación 1. de esta sección 5. respectc d Sp = S, La parte

(jj) de este Lema 5.1. es irjvjal .

23.

. Ahora, si gÉG fija z,

-s Luego geH Y claramen-

0bservaci ón 2.

r.e. zg- t

te H fija

Lema 5.2. S i

Es c laro que

enton ces Dq =

. De aquí 1t

zns = D

y sg

l¿31 .

D

z

ne .C2 y zl r- L, entonces zrl = 1l* "

Dernostración: Sea g€G ta1 que

rros prirrtero oue ln., ' zl - ¿ no

]rt ^ ,l >- 2 , entonces se cumPle

i)

jj)

21 = zg Y sea nr1 = mg-1 Proba-

ocu rre . En efecto , s i

una de las siguientes

]m, n D ,_ 2 Entonces lm, rr s :' 2 'l o cual es imposible

Jm, n C -> 2 Entonces hay h1,h2 . H ta'les que

sp-1h, e m, , sp-1h, e ,, y sp-1hi I sp-lh2 Por Teore-

ma 2.12.(ii ) hav q r., t] perspectividacl de PG(Z,?7) tal
,1 ,l

oue Sp-'hrQ - So-'h, De aquí h, 'hr.r - p '\z ' a1gÚn

h3 c 11 , y de ésta se obtiene c, = honhrl-1 , donde

lr - hro-1nr , n;'- nrnl' . Puest.o que Sp e s , se tiene

Sqre so-1 , y como SqrlSesp-1 resulta S'Sq, = 5r-1

de donde ql fija sp-1 que es una recta de rango 3, lo

cual es imposible.
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iii) lmrnDl =1y lmrnCl =1 La segunda condición impl ica

que Sp-]h, e m, , a1gún h1 € H Sean {P} = m, n úL ,

R=mrns, P1 =((1,0,0));y h2e H tal que p = prhr.

Suponemos primero que * . Ee . Entonces hay h3 € H tal que

* = Qhf Puesto que sp-lht , Pthz , Qhs son colineales,

también lo son É1 , tZ, ü, ; "n 
qr. Et = Sp-lr,i ,

E, = Qhi donde trj = trrt;1 , hi = nrni'.Ahora, ya que

É, = < {zoi,o2éoi,ó26i)), É, = «(0,26éi,oéi)r,
*
Pl =((f,f,f)), para algún l,ueF, Iul0, se debe te-

ner (r,f,f) + r(20i,u266i,é2-i) = p(0,2éói,é6i) .

De aquí, considerando que fO=1, OOO = 1. resulta

Ái -iI + Y; = 21r.,OJ (1)
^t 1
U

;i =iI + v= = p,oJ (2)-t I
U

llen que ut=6.

Aplicando el automorfismo - dos veces a (1) se obtiene:

;i
J=ü; (3)

donde " = l= Ahora. de (2) y (3) resulta =rui = ur(. + fir¡ Oes-
OJ

pejando de ésta . * u1 , obtenemos en (3): i = 2v , donde
i

v = rplo , lo cual es imposible.

Así m" n s debe ser un punto de rango 3, y por lo tantoI



¿3.

,1 . D es un subconjunto de d! Si Sx. m1 , entonces, ya que

-1sp'h, e ¡n1 , por Teorerna 2.12.(ii) hay q una perspectividad no

tr.jvial de Pc(2,21) en G tal que Sxrl = 5,,-1n, y de aquí ,

*q = nrp th., , o11Lin h, . H Ahora, so-l*2 = sp',)1 . , ! y como

Sq-1 I S. r* se tiene que S'Sq-1 - sx , lo cual es imposible.

A'i lr,.r' I So¿ P ,, Ñ. y
I-1

X= i{n zl i'e [J P]l ..r1i. Es claro que lXl =a,ysi Re z\ X,
entonces R.P€!Z tle modo que l{R.PlRe z\ X} =:3-: y del

lema duai al Le¡ra 2.8.(i) se sique que Inr, n zl = 1

Lema 5.3. Sea geG Si z e¡ zgl > 2, entonces z=zg y g€H

Demostración: Suponemos S I ll y analizamos los ocho casos djferentes

a que da origen esta hipótesis:

Q§gr. i0 n 0sl >2 Entonces lsnsgl >2,dedonde 9e H con-

tradi cci ón .

[aso 2. D 'g 2 EnLonces Sx - sp-lnr9 y \*? So-ir,r9 ,

alg1n n'n- " H De cquí hJ, ,-thlo v h4v = o-lh2g , a1gún

h:,h4 . H El iminando g de éstas, se obtiene no, = o-1nrf,r1nn,
_t I 1 -1 _',]

V n 'h,hr'p - "4xr3 \('r\ d. dorr l. p 'lrrnr'o H , oor lo cual

hz = hl , pero entonces Sx - Sx2 ,lo cual es falso.

Cqsg l. lD.r Dg] = 1 y lD. CS - 1 La segunda condición implica
1)l

Sx = Sp'hl9 (o Sx'- Sp'htg que puede ser analizado de nranera

análoga), a1gún ht€H De aquí hrx - n-1hr9, a1gún h2€H;de
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donde S =

tea Dn
.?
5 € sx de

se obtiene

Caso 4.

Caso 5.

nllnf,rx Ahora, la condjción I D ñ Dgl

op*2i -1 (notar que xe ll(ll)), pero

nodo crue sp e s n spx2 y como pxZ -

lon opx2] =o Contradicción.

lC. Dgl :'2 es equivalente al

=1

se
?xp

es equi val en-

-1sp y

,v sp+D

sP-1h. ' sp-1r,os , a1gún h1,h2,h3,h4 e
tl

Y ho, 'h, - r' 'h49 , o1gün n'hu H

Sg - SPhuP-1n1 Y como SPe s, resulta

'Cr Cg 2 Entoncec tn-l.,

Caso 2.

-t= Sp -hz9 y

-1 -l- De aquí h5p 'h1 - p -hz9

De la primera se obtiene que

-1Sg :' 'h, Anál oganent"

de la segunda iclualdad se obtiene Sg o ,p-1h, Co,no S € sp 1 re-

sulta S.Sg = 5o*1¡, = sp-ih3 y ce aquí t',rn-1r,, = p-1h: , a1gún

h7€lr Pero entonces phrp-1 e H,dedonde h:=1y ht=h:

Así sp-lh1 = sp-1tr, I lCncgl <2 contradicción.

Caso 6. lC. Dgl = 1 y ]C. Csl - 1 De la primera condición se

obtiene Sp-1h, = 5*o (o Sp-1h1. - Sx2g , qre puede ser anal'i zado

análogamente), a1gún h1 . H De ésta se obtiene r,rn-1ht = *s y

) -1 2 2g hJt'0-'r,, . dondc I ,x' - "' h2 I"otu, la condición .L Cg' - 1

es equivalenre a 1C. c*2p-1 = 1 v ésia implica que

. 1 -1 -1 2 -1
Sp-'h¿ - S'-'nnx'p-' , a1gún n4.h. l' De aquí h6o 'h4 = p 'hUx-P '

¿lqún hO l. .ori o , .o obl i , o :orfril - 't',Olf f Uo-1 
-

r 1 -1 l

l ,,n' -' . de rjotrd" \'\l ('irr \p ' Por otra p?rte

Spxnul e 5¡ y se sx de modo que sx=sp1y xp€H,locual
es imposible.
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Caso 7. lCnDg] =1y lDnCg =1 La primera condición implica

sp-1h, = s*g ó sp-1n, = sx2g, algún h1 cH Si Sp-1h, = s*g

(1a otra p0s jbi'l idad puede ser analizada de manera aná1oga), enton -

ces hay h2 € H tal que r',rn-lr,, = xg , de donde g = x2h2p-iht y

la condi ción lD n Cg ,= 1 es equivaletrle a In n Cx2p-11 = 1 Es-

ta cond'ición orjgina dos casos

(i) s"2 = so-1h,x2p-1 , algún h3 c H Entonces para a1gún h4 € H

se tiene ho*2 = p-1hr*2p-1 , d. dondu norr'= o-1r,ro-1r,;1

fija a1 menos un punto o recta de PG(2,27) AsÍ h4 = h: y

n = t,n-1t11 por 1o cual h3ÉN((p))y h:=1, p=1

Contradicción.

,1 )(ii ) Sx = So 'h-x',J

a1gún hr € H

-lSx - Sxh.' =
+

2s .. s\- y s

s i bl e.

,1p',a19ún h3u

. Ahora, ya que

_l
Soh^'o.- sD . v,J

1

ISp',resuita

_1 t _1H l-nton( es n^X - D n^X D¿+3
Sp e s , se tiene

1)
5p ' € sx' Como además

_t )
5'Sp ' - sv' lo cua'l es inpo-

Caso,.8. ]DnDgl = 1 y lCnCsl = 1 De esta Írltima se obtiene

sn-1r',, = sp-1hrs , ciertos h.h, e H,ydeésta r'ro-1t'', = p-1r'rs ,

a1gún h, e H Así ia primera condición lD n Dgl = 1 es equivalen-

tea lD.uph3pl =1 Sea A=s¡spt ro-1 Anal izamos primero

o.g:.Entonces o n uph,p-l cdl y como s*i I s*iphrP-l , para

i = 7,2, se t'iene sx = sx2ph,¡p-l (o sx2 = sxph3P 
1) , pero enton-

ces xphrn-1 -- H 'l o cual es irnposible. Ahora, sj A n q , entonces

Qh6 - Qh5ph3p-1 , donde ho=hi, hu-n', nr=no Consjcleran-

do que Q={v) , sjendo u= (0,0,2) , para a1gún }r€F,lrl0'
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se debe tener (vhul)" = ¡r (vhuphr)* , de donde 6i = ,n\ri

ói = uoKéi De éstas se deduce qr. +e GF(3) y como e1 d ete r-

minante de (r,ii,K¡-j¡* es l, resulta oioK = oi y por lo tanto

huh, = hu AsÍ Qh6 = Qh6h3ph3p-1 puesro que irrnn,o-l I t (sino

se 11ega a contradicción) y QhO. EZ , por Teorema 2.11. hay q

perspectividad no trivial de pG(Z,27) en G ta1 que hrRh,p-1 = O

Pero entonces Sq = Sphsp-1 está en la recta ,p-1 y .oro S e sp-1

y S I Sq , resulta S.Sq = 5r-1 lo cual es impos.ible. Esto terrnjna

el Caso 8 y la demostración del Lema 5.3.

Lema 5.4. Sea A€dt Entonces l{zre L lA€ 21}l = l[An nq3l

Demostración: Observemos primero que si z1 € L , hay única O e 4:
tal que ,lnEZ - O n EZ , y vjce versa. De aquí, e1 Lema es verda_

dero si A € d?2 , y si O. Et es trivial. A continuación analizamos

el caso A = S Notemos que S pertenece a los conjuntos ZX ,
,zx" , zph, , para cada h1 € H Ahora, si z1h, = zph, algún

hrh, e H , entonces por Lema 5.3, se tiene Otrtrrio-l e H lo cual

só10 puede ocurrir si ht = he . Por otra parte x e N(H) y

xp-l , *'r-' no están en H, demodoque l{zre ¡¡S€rr}lrls,
ysi S€21 , algún zleL, entonces para algún g€G se t.iene

sg € z , de donde Sg e {sx, sx2, sp-lnr/rr, e H} y, de aquí, S

pertenece a alguno de 1os conjuntos zx , zxz , zphl (hf . H)

Cons'iderando el Lema dual al Lema 2.8(iii) se conciuye que el Lema

es verdadero en el caso A = S y, ya que G es transitivo en fi, ,

también para cualquier A € 6, lo es.
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di renos que V es incidente con I si y sóio si V € .¿ E1 siguien-

te Te0rema es consecuencia de los Lemas 5.\., 5.2., 5.3. y 5.4., .y de

'l a definición de lL y 1P

Teorer¡a 5.5. (P, L) es un plano proyectivo de orden 27.

Teorema 5.6. Ei p'l ano proyectivo (P, L) es no desarguesiano.

!qLo: t-!gd q[: Coordenatizamos e.l planc siguiendo el método descrito

en [ 4, Chap. V.] Escogemos el cuadrángu'l o riefinicJo por

0=((1,0,0)) , X=((0,i,0)), y-((0,0.1)) e r=((1,1,1));
y el conjunto K = Gf(27) , más e1 sírnbolo extra - , para coordena-

tizar. Puesto que cualquier elemento t € L i.tl que

.l . ({il u ói2) r' 1 es una recta de pG(Z,Zl) , obtenemos la corres-

pondenci a:

( (1,,r,1r)l .' (.t,r) , ( (0,1,I)) -- (-), ) , rtonde 
^,ir 

e K Coordenatj-

zaDos Y por (-,) .

Def in j¡ros una operación ternario T en K según

I 4. Ch. V, Secti on 3l , a saber, para a,b,c,y el enentos cle K:

T(a,b,c) = y si y só'1 o si e1 punto de intersección de la recta OY

y'1 a recta definida por (a) y (b,c) es (0y) Oef;n imos adenás

dos operaciones binarias en K: x + Y = T(1,x,y) , x.y = T(x,y,0).

l'lostraremos a continuación c¡ue (f,*,.) es ei cuerpo GF(27) Res -

pecto a 1a operación + notenros que (1,0) - ( (1,1,0)) € ó11 , de mo-

do que la recta m definida por (1,0) y (x,y) pertenece a

Lt" \. Por otra parte O, . {t Así, considerando a m y 0Y

Sean lL=J.,JJ"uL y IP lrr Dados V,lp v (elL.



como rectas de PG(2,27) , el punto de intersección de estas rectas

es ( (1,0,x + y)) (aquí, x + J es la suma en GF(27)), Respecto

a 1a operac'ión , , sea m la recta definida por (x) y (0,y)

Si m € L , entonces hay una única recta .[. en PG(2,27) de rango

3 tal que ,,-.l{Z ta6lZ, de modo que e1 punto común a m y 0Y

resulta ser el punto ¿ n 0Y de PG(2,21) , y como

l.n 0Y =( (1,O,xy)) , se tjene x.y = xy (producto en Gf (2,21))

Si m € J1 tr J, , entonces tr.ivialmente x.y = xy

la 0bservación del

I-) e1 subgrupo H

Además el s u bg rupo

6 zp

30.

n&" =

en (P, L)

T es no

Teorema 4.2. de la Sec-

fija el punto S y
,1

Hr=p'Hp ahora

Respecto a la no linealjdad de T , notemos que z

= . n (2 y considerando que hay puntos incidentes con z

pero no incidentes con s en PG(Z,27) , se concluye que

lineal y por consiguiente (P, L) es no desarguesjano.

Nota: Se puede probar (no lo haremos aquí) que el plano proyectivo

(P, L) no es (V,2)-t-ransitjvo, cualesquiera sean el punto V y 1a

recta ¿ Además e1 grupo (total ) de col ineaciones de (P, n-) es

PSL(3,3) x ( p) (p definida en Sección 3).

Observ3ción: Con respecto a

Teorema 5. 7. E1 plano proyectjvo (P, L) es autodual,

c'i ón 4, notemos que en (P ,

la recta z y que S#z

fija la recta zp y que S

Demostraci ón: Denotamos por

que i aesigna al inverso de

f.ija al punto S =((1,o,02))

al automorfismo de G, S-i,en
'la transpuesta de g Dado que H

y 1a recta s = r (t,o2,g)tl de



PG(?,?7) , el subgrupo il ¿. G fija el punto A - ( (1,2,u),
lzof]ly 1a recla a-t(1,..')". de DCI?,?/) Torr¿ndo t-10 A 2)
Lo z a)

se obliene Sk = A , sk = a De aquí, por Teorema 2.9.(ijj),

H = kHk Ahora, en (P, L) la recta z es f'jja por H y conse -

cuentemente la recta L = zk es fija ¡ror il un sencillo cálculo
, -1hará ver que hl'p 'l ph , hr'xk = xh lo cu¿l origina que

¡ = (a r {2) r., .,Ar, Ax', AphIi hl e H'

31.

Para probar que (P, f-) es autodual definjmos una aplicación

r., : (lP, ¡-) - (P, L) -que transforma puntos en rectas -v rectas en pun-

tos- de la manera siguiente: Si R = ( u) es un elemento de ó1, u dl, '
entonces R-,(utl , pero si R=Sg,a1gún ge G, entonces

n - ¿á (recuérdese que G es transitivo en 43 J en t). Si

m=(ut) pertenece u g1 t42, entonces m',(u) ,ySi m€L,

entonces n, - Ag , en qu. g es un elefiento de G tal que m = zg

Es tri vi al veri fi car que

E€Pu lL y geG, entonces

que si P€ P, m€ n- y PÉ

u es bien defjnida y que si

tq ' L"g Probamos a cont in¡ación

m , entOIlCeS m -- P

Notemos primeranente que si P e z , entonces de Ia definición

de z , a y c se deduce que zt' e P'' hhora no es difícil veri-

ficar que si 0.8:, 11 .L y Pezl , entonces ,le ro con-

sideremos ahora ,.82 ,7.L y P€21 sea g€G ta1 que

zlg- z Entonces Pgez y como Pg€82 se tiene que Pges

(en PG(?,21)) . De ésta se deduce que A € P{la y ,lt Pü Por

últ'imo, sean PGIP, m€12u"C1 tales que P€m



Si Pe 6i1 u dl, , entonces trivialmente mou Pt S.i Ptq

(1uego m "q) ' entonces para a1gún g€G' P=sg y

Sg c n - ( ut) De ésta se infiere quc ( ul e a! (en PG(2'21))

yya que iu) - m{r erli, y zc[2-a¡[2 ' se obliene *o€Po

Esto termina la demostración clel Teorema 5'7'
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6. 1S0t40RF1S¡40S.

En esta sección probamos qu-a si (ó1,J) es un plano proyec-

tivo de orden 27 v G un subgrupo de Aut(rJi,J) , entonces (ú1,J)

es isomorfo a PG(?,?7 ) oa (P jt)

llotemos primeramente que si q € G es una homología (resp.

el aci ón ) de (,1t,f ) , entonces g es homol ogía (resp. e'1 aci ón ) de

PG(?,27) y de (P tr)

Lema 6.1. Sea (%,f o) un plano proyectjvo arbitrarjo. Sea p una

(A,a)-e1ación de (úlo,ro) y q una (B,b)-perspectividad de

(ño,fo) Sj pq es perspectividad de (no,ro) , entonces A = B

ó a-b ó ambas.

Demoslración: Es consecuencia de [2. Lemma 5.11

L_ema 6.2. Sea p € G una (A,a)-e1ación de (l-l,f ) Entonces p es

una (A ' , a ' ) -e] a c i ón de PG(2,22) (rcsp. ([,,L)), y 1os elementos de

G(a) tienen o el mjsmo eje o bien el mismo centro en PG(z,27)

(resp. (P,L)).

Demostración: Notemos que de1 l-eorema '¿.77. y su demostracjón se in-

fiere que si q y q1 son (S,b)-elaciones no tri viales de G en

(dt,.c) (ó pc(Z,27) ó (F,L)), entonces 91 - 9 - q1 q-1 Ar,o-

ra, e.l Lema 6.2. es consecuencia del Ienta 6.1.

Observación 1: Sea p e G. Supónqase que p es una (A,a)-elación

de ((il,.C) y una (A',a')-elación de PG(.Z,27\ (ó (P,L)).



Por Lema 6. 2.

G(a) = G(A,)

rando el pl ano

en que a¡, es

del plano dual

se tiene (abusando de la notación) G(a) = G(a,) ó

Si G(a) = G(A,) , entonces G(A) = 61u, ) y, cons.ide_

proyectivo dual a (n,.f ¡ , se tiene G(a,,) = c(a,) ,

el eie de la elación p , considerada como colineacjón
a (n,r)

punto y una

Según 1o ex

En 1o que resta de esta sección denotamos por H al subgru_

po de orden 13 de G senerado por r, i? 3 lj , y por ( x) arlo I ol "'-
subsrupo de orden 3 de N(H) g.n.ru¿o po,. tl ? ?i Desisnamos

adernás por p a1 punto y por r a ra recta':,r:.:1. (x) en
(ll,r) (Teorema z-tz.), y por p J z ar punto y ra recta, respecti_
vamente, fijos por ( x) en pc(2,27) (o en (p, L)).

Por la 0bservación 1. de esta Sección 6, y por la autodual j -
dad de los planos proyect.i vos pc(Z,27) y (p, L) , suponemos que

G(¿) = G(¿) Puesto que G(¿) < G¿ y c(¿) _4 Ga , por Teorema 2.2.
se tienen que si g € G¿ , entonces g fija e1 eje de cada elemento
en G(¿) , de donde g , considerada como colineacjón de pG(2,27)

(O (P, L)), fija ¿ y, análoganrente, si g € G fija I , entonces
g , considerada como col.ineacjón de (dt,J) , fija I_ Asi (abusando

de la notación) cl= Gt también se tiene G(p) = G(p) y Gp = Gp

SeanSysun
(di,f ) tates que s É s

Teorema 4.2. de Secc"ión 4, hay p € (

tal que S e sp y xp = px Además

recta, resp., fijos por H en

presado en la 0bservac.ión al
(1 o ol
l1 1 0i) elac.ión de (dt,J)
lo o 1J

{ es el eje y p el centro
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de p Puesto que 0.,[i ? 3.] , se debe verificar una de tos

srguientes, lo o ll

lt 0 0)
p = lr 1 oi

[oor]
(l o o). v=lz t ol
10 0 1,t

Q!! f.

Caso I I

A continuación anal jza¡nos el Caso I, pués ej Caso II se pue-

de tratar de manera aná1oqa.

Anotamos pt = Ei (i = 1,2,3) , Lt = lt Lz- Lz ,

: L (Ver Secci ón 5 ) .L3

Sean S un punto y s una recta fijos por ll en (P, L)

tales que S f s y S e ¡r (por.1 as Observación fjnal de la Sección

5.,]o anterior tjene sentido). Sean Q = 1l n sedlr, Q =¿ns e IP2 ,

r = P.S e J2 , r = P.S e L2

Considerando que G es transjtivo en {i., y f.i , i = 1,2,3 ,

definjmos B : (ót,J) - (P, L) de la manera siguiente: Para g € G

Pg,l_s, Qs-'QS,Sg--S_gI ¿g-.lg, rg-!9, s9-q9

Puestoque Gp=Gp,G¿=Gt,G(P) =G(q) , G(¿) =G(4,
Gr=H=G= Gr-H=G.,yQue, por Teorema 2.11, GQ= G({) ,

Gq - e ({.) , Gr - G(P) , G. - G(l) ; i, es una función que induce

biyecciones de dl en lP y de "C en IL Notemos además que si

X€óiu.[ y g€G, entonces (XS)i] = Xllg

Probamos a continuación que si Acúl , tef y A€t,
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entonces A3 . til

Sea 't€Í ta1 que P€t Si tEJl , entonces t=llg,
a1gún g€G Puesto que (x) só10 fija al punto P de ¿n 6i, y

que! por Teorema 2.10., hay perspectividad de (ifr,J) en G que fi-

ia I pero no P , se tjene que G{ es transitjvo en ¿. d\ , por

'1 o cual hay ke G¿ ta1 que lg-1 = Rk, de cionde g-1 =krk,al -

gún k1 . Gp como además Gp = Gp ' G{, = G, , se obtiene P§ e tB

Si lÉ Í2, entonces t=rg,a1gún g€G,dedonde Pg-1 .. y

Pg-1 = p Considerando que Gp = Gp , se tiene PB e ¡B Así, por

la transitividad de G en ó?r, si A€{t1 , t€lluÍZ y A€t
entonces ABe tB Es claro que si te J:, entonces AÉt y

nBetts

Sea ahora t€.C ta1 que S€t Si te!2, entonces hay

h1 €H ta1 que PGthl (Teorema Z.g.(j)), V thr= r,dedonde
rp

Sbe to Si ¡e {r.y H fjja t, entonces t=sx ó t=sx2 y,

en cualquiera de estos casos, SB. til Si H no fija t , entonces

del Teorena 4.2. se infiere que t n s € úi, y, considerando que H

es transiti,yo en s.l¿i2, hay h1 €H tal que Q=thtos Como

además Se sp y Qp- Q, resulla sp=S.Q y sp=th, Ahora,

en (P+) se tiene SÉ sp, i.e. S'. rPp, de donde

-15' r s phr' - t' Es claro por otra parte que si t E J1 , entonces

S É t y sri + ttl Por último, la transitividad de G en ó1 impli-

ca que si Ae ñ3, te ,l y Ae t, entonces ABe tB

Finalmente, sea r€! ta1 que Qet Si ¿ e J,, entonces
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por leorema 2.12.(i) hay 9 € GQ = t3") (Teorerna 2.11.) ta1 que

tq=s, cledonde Q6.t si t-fl , entonces t=.L y

QB.tB=l Puesto clue G es transi[jvo en oi. si A€&2,
t€{lvlZ y Ae t, entonce: A €tf Sea ahora te fZ y

Q € t Considerando el lema dual al Lema 2.8.(ii), el Teorema 2.9.

(jii), v el Teorema 2.11., se obtiene que ll Qll n l: = {sq I q. GQ}

Por oLra parle, si u' ,Q [3 . entorrLe\ LG ^ u . ]PZ llotemos

además que [Qf]n ., rr=irB ue [Q]t nf,], lil QBI nl-, =iB y

que, por Lema 2.8.(ii), tir nlP2 =9 Esto prueba que QButB
y, si A€ü2, t €.LZ y A€ t, entonces ABe til

En resumen, hemos probado que si A€dl , te .t y A€t,
entonces All n ti , y por consiguiente (fi,.c) es isomorfo a (p,L)

En el Caso II se puede probar, de manera aná1oga a hecho en

el Caso 1, que ((1,,C) es isonrorfo ¿ PG(Z,21)

Terminanos esta sección y este trabajo con

fe o_re!! ri:1. Sea (61,.C) un plano proyectivo de orden 27 que admite

un grupo de colineaciones isomorfo a PSL(3,3) Entonces (ú1,J)

es jsomorfo al plano proyectivo desarguesiano de orden 27 o bien es

isomorfo a1 plano oroyectivo (P].)
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