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INTRODUCCION

Sea k un cuerpo finito y K una extensidm finita de k . Es bien
sabido (y fhcil de verificar) que cualquier caracter (complejo) de
Kx = GL(1,K) , Galois invariante, es decir invariante bajo la accidn del
grupo de Galois de K sobre k , se factoriza mediante el homomorfismo
norma de K. sobre k. por algln caricter de K . Mis generalmente
T. SHINTANI muestra en [ Sh] (ver también | Ge] ), de una manera en cierto
modo aniloga, como asociar a cada cardcter irreducible Galois invariante
X de GL(n,K) un cari3cter irreducible de GL(m,k) , actualmente llamado
descendido de Shintani de X , y que era el descenso (o levantamiento) de
Shintani hasta ahora conocido. Mas precisamente, sea F el automorfismo

de Frobenius de K con respecto @ k , el cual se extiende naturalmente

a GL(n,K) , entonces se define en GL(n,K) wuna aplicacién N 1llamada

m-1
norma, que no es un homomorfismo para n > 2 , dada por Ng = ggF TL gF

(g € GL(n,K) , m=[K : k), con la propiedad que Ng es conjugado en

GL(n,K) a un elemento de GL(m,k) para tode g € GL(n,K)



ii

Por otro lado, una representacidon irreducible de GL(n,K) se dice
Galois invariante si es isomorfa a su transformada por F . En consecuen -
cia para una representacidn irreducible Galois invariante 7 de GL(n,K)
existe un entrelazamiento ¢ entre 7 y R F (con at la trans-
formada, por F , de 7) , de donde Shintani demuestra que existe un finico
car3cter irreducible Xﬂ de GL(n,k) tal que el caracter "torcido", por
® , de T es igual al caracter Xw ° N, es decir traza('!rg ° $) = xﬂ(Ng)
(g € GL(n,K)) . Asi entonces se establece que la aplicacién 7 = X, es
una biyeccidn entre el conjunto de clases de isomorfia de representaciones
irreducibles Galois invariante de GL(n,K) y el conjunto de caracteres

irreducibles de GL(n,k) .

En este trabajo realizaremos una construccidn explicita del descenso

de Shintani en t&rminos de las representaciones mismas, para cuando

n=|[K:%k =2 . En su Primer Capitulo se entrega una sintesis sobre las
principales nociones y resultados de la teoria de representaciones de gru-
pos finitos (ver [ SA-1]). Ademds en el {iltimo piarrafo de este Capitulo se
ve una correspondencia de representaciones, bajo ciertas condiciones, entre
dos grupos finitos abstractos cualesquiera, que mis adelante aplicaremos a

GL(2,K) y GL(2,k) .

El Capitulo siguiente se destina por completo a la determinacidn de
todas las clases de isomorfia de representaciones irreducibles de GL{2,k) ,
de relevante importancia para el proximo Capitulo pues tales representacio
nes, especificamente sus construcciones, serin constantemente requeridas
(ver [ SA-2] ). Finalmente el Capitulo III se refiere y d3 solucidn explici-

ta del descenso de Shintani para GL(2,k) , que consiste, como se ha dado
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a entender anteriormente, en asociar a cada representacidn irreducible T

de GL(2,K) que sea Galois invariante, una representacidon de GL(2,k)

que denominaremos descendida (de Shintani) de # y denotaremos por vin] .
Especificamente, se considera el k-espacio vectorial E = {x € MZ(K)]x* = x},
donde x* es la matriz transpuesta conjugada t; de x (la conjugacidn

es el automorfismo de Frobenius extendido a M,(K) de manera natural) y

Q 1la aplicacidn determinante. Asi (E,Q) es un espacio cuadrdtico no de-
generado de dimensidn 4 sobre k , de indice de Witt 1, al cual le asocia-
mos la representacidn de Weil de GL(2,k) que denotaremos por (V,p)

con V = EEXX (X es el conjunto de caracteres de k+ distintos del ca -

]

ricter trivial) (ver [SA-2]).

Por otro lado el grupo GO(Q) de todas las similitudes ortogonales
de (E,Q) es isomorfo al producto semi-directo de un grupo de orden dos

u 0

y T' , donde T' = GL(2,K) /ﬁ- y U = {[0 u] |u € I]} . Adem3s, designa

mos por (V,o) 1la representacidn natural de GO(Q) asociada a la accidn

m
natural de GO(Q) sobre E x X (a saber vy-(x,¥) = (yx,¥ i )) donde

y€60(Q , (x,9) EExX y mY es el multiplicador de la similitud Y)
que de acuerdo a la descomposicidn de GO(Q) de mis arriba podemos consi-
derar, con el habitual abuso de notacidn, como la representacidn natural
de T' . NBtese que como ¢ y p conmutan, definen una representacidn

c®p de T' x GL(2,k) en V.

Ahora bien, para 7 una representacidn irreducible de GL(2,K)
Galois invariante (por consiguiente una representacidn irreducible de T')
observamos que la componente isotipica Iﬁ(c) de tipo ¥ de o en V

v - .
(donde 7 es la representacidn contragradiente de ) se descompone como



subrepresentacidn de 0 ® p en el producto tensorial (externo)

T e Homr,(ﬁ,c) donde Homr,(ﬁ,c) es el espacie vectorial de entrelazamien
tos entre ¥ y O . Se obtiene asi a partir de la representacidn irreduci-
ble m de T' otra representacidén de GL(2,k) en Homr,(*,O) que trans-
formamos a su vez en una representacidn que designaremos por (V[w],p)
donde p estd dada por los operadores de Weil de GL(2,k) . Concretamente,
lo anterior es un plano esquemdtico de una miquina (que podriamos llamar

de Weil) que se alimenta con representaciones irreducibles 7® de GL(2,K)
que sean Galois invariantes y nos suministra representaciones de GL(2,k)
que aparecen como ''cuocientes tensoriales", en un sentido que estd preci -

- = - - = o ~
sado mds arriba, de la componente isotipica de tipo ® de O por T .

Posteriormente se determina que las {inicas representaciones irreduci-
bles de GL(2,K) que tienen descenso de SHINTANI no nulo son precisamente
las que son Galeis invariante y viceversa, en amalogia para el caso de
GL(1,K) = K* . La dificultad en esto se centra en la descripcifdn explicita
de los espacios vectoriales V[7] que aparecen como "fibrados vectoriales"
con base un conjunto £ = GL(2,K)\E X X de representantes de la accidn de
GL(2,K) en E X X y con fibra sobre £ € Q el espacio vectorial
Fix_(Stab £) . En particular se deducer la dimensidn de los V7]

GL(2,K)
sin ayuda de caracteres.

Una vez obtenido lo anterior se procede a resolver la inquietud, que
seguramente el lector ya habri tenido, sobre lz irreducibilidad o reduci -
bilidad de las representaciones V[7] . Pero de acuerdo a la descripcidn
de €stas y sus dimensiones existen algunas que son reducibles (en suma di-

recta de dos irreducibles) correspondiendo a las descendidas de las



representaciones unidimensionales de GL(2,K) que son Galois invariante;
el resto resulta ser irreducible. Ahora bien, conjuntamente con resolver
la irreducibilidad de estas tltimas y de las componentes, se procede a
identificarlas con las representaciones irreducibles de GL(2,k) . La par-
te mis delicada aqui consiste en la identificacidn con la serie discreta
(o cuspidal) de GL(2,k) . En relacidn a lo expresado en un comienzo cabe
hacer notar que el cardcter de las representaciones VI7] son exactamente
los caracteres irreducibles Xﬂ de GL(2,k) que construye Shintani salvo
cuando 7 es unidimensional, que en ese caso corresponde al caricter de

la componente irreducible unidimensional (de GL(2,k)) de V[m]

Por descenso de Shintani de las solas representaciones Galois invarian
te de la serie principal de GL(2,K) se obtienen todas las representacio-
nes irreducibles de GL(2,k) , en particular aquellas de la serie discreta
de GL(2,k) . Ademi#s cabe mencionar que la representacidn de Steinberg de
dimensién q de GL(2,k) aparece repetida dos veces, una comc descendida
directa de la Steinberg de dimensidn q2 de GL(Z,K)‘ (Galeis invariante)
y la otra en la descomposicidn de la descendida de la representacidn unidi

mensional de GL(2,K) cuando sea Galois invariante.

Por lo demi3s cabe sefialar que para los casos en que k es un cuerpo
local, arquimediano o no, también se ha construide ya el descenso de
Shintani a nivel de representaciones para GL(2,k) (llamado usualmente

cambio de base cuadratico para GL(2,k) ; ver [ co-1 y [co-2]).

Finalmente, deseo expresar mis agradecimientos al Profesor Dr. Jorge
Soto Andrade por su apoyo y sus valiosas observaciones en la realizacidn
del presente trabajo; como asi también a la sefiora Carmen Lagos quien ha

efectuado el trabajo de dactilografia con la calidad que le es caracteristic



NOTACIONES GENERALES

[x| cardinalidad del conjunto finito X .

EX el conjunto de todas las funciones complejas sobre el conjunto X .
Sop £ soporte de la funcidn f de un conjunto X en un grupo aditivo

N , es decir el conjunto de todos los x € X tales que f(x) # 0 .
Car(G) grupo de caracteres de un grupo abeliano G .

X(G) el conjunto de los caracteres de las representaciones irreducibles

de un grupo G .

Hom(p,0), el espacio de entrelazamiento de las representaciones p y O

Homc(p,c) de un grupo finito G .

§ funcién de Dirac sobre un grupo abeliano G , centrada en el ori-

gen, que vale 1 en cero y se anula en otra parte.

p 11 el caricter trivial de un grupo finite G .

vi



CAPITULO 1

PRELIMINARES. REPRESENTACIONES DE GRUPOS FINITOS

§ 1. CONCEPTOS BASICOS.

1.1. Primeras definiciones y notaciones.

Sea G un grupo finito. Se llama representacidon lineal compleja de

G , o en breve, representacidén de G , a un par (V,p) , donde V es un

espacio vectorial complejo y p wuna accidn lineal de G en V , es decir
un homomorfismo de grupos de G en el grupo Autc(V) de todos los auto -
morfismos lineales del T-espacio vectorial V . El espacio V se suele
llamar el espacio de la representacion v el homomorfismo p se suele lla-
mar la accidn de la representacidn. Para consideraciones tedricas, se es -
cribirid a menudo sdlo p en lugar de (V,p) . En casos concretos, si no
hay riesgo de confusidn, escribiremos a veces simplemente V en lugar de

(V,p) . La dimensidén (o grado) de una representacidén es, por definicidn,

la dimensidn de su espacio.

Hay una nocifn natural de (homo)morfismo de una representacidén (V,p)

en una representacidn (W,o0) de un mismo grupe G , a saber uma aplicacidn



lineal ¢ de V en W tal que

O o & =0 o €¢
g pg (g )

Queda asi definida la categoria &(G) de todas las representaciones
de G . Notemos que un monomorfismo (resp. epimorfismo; resp. isomorfismo)
de representaciones es un homomorfismo inyectivo (resp. epiyectivo; resp.

biyectivo) de representaciones.

1.2. Unitariedad de las representaciones de G .

Una representacidn unitaria de G es una representacidén (V,p) de
G cuyo espacio V estd provisto de un producto escalar { , )} (esto sig
nifica que la aplicacién ( , ) : VX V> I es sesquilineal, hermitiana,

definida positiva) invariante bajo p , es decir tal que

(pgu, pgv> = (u,v) (u,vev ,

para todo g € G . Esto es equivalente a decir que los operadores pg son
unitarios respecto a2 { , ), para cada g € G . Diremos que una represen-

tacién (V,p) de G es unitarizable si (y sdlo si) existe algiin producto

escalar en V provisto del cual (V,p) devenga unitaria. Recordemos que,

PROPOSICION 1l.1. Toda representacidén (V,p) de dimensidn finita de un gru-

po finito G es unitarizable.

1.3. Representaciones irreducibles y completamente reducibles.

Sea (V,p) una representacidn de G . Si U es un subespacio de V

estable por p , es decir por todos los pg (g € G) , se define naturalments



una representacién de G en U (U,plU) » que denotaremos simplemente por

(U,p) , llamada subrepresentacidn de (V,p) .

Llamaremos irreducible (o simple) toda representacidén de G que no

sea nula (es decir de espacio nulo) y que no admita subrepresentaciones

propias (es decir de espacio propio); en caso contrario, la representacidn

se dice reducible.

Una representacidn se llamard completamente reducible (o semi-simple)

si se deja descomponer como suma directa de subrepresentaciones irreduci -

bles.

Por supuesto, se dird que una representacién (V,p) es suma directa
de una familia de subrepresentaciones (Vi,pi) (i€ 1) siy sblosi V
es suma directa de sus subespacios Vi (i € I) , ya que automiticamente
cada automorfismo pg se recupera como suma directa de los correspondien-

te p; (g €G) .

TEOREMA 1.1. (MASCHKE-MOLIEN). Toda representacidn de dimensidn finita de

un grupo finito G es completamente reducible.

O

Seglin lo que antecede vemos entonces que la determinacidn del conjunte
ERG) de tipos de isomorfia de representaciomes de G se reduce esencial-
mente a determinar el conjunto € , llamado clisicamente el objeto dual
unitario de G , de todos los tipos de isomorfia de las representaciones

irreducibles de G (que podemos suponer unitarias por la Proposicidm 1.1l.

~
El conjunto G sblo tiene una estructura natural de grupo si G es

conmutativo, en cuyo caso sus elementos se identifican naturalmente a los



o . X
homomorfismos @ de G en el grupo multiplicative €  del cuerpo T .

Por supuesto, dada la finitud de G , la imagen de un tal @ estd conteni-

da en el grupo de las raices n-ésimas de la unidad, con n = |G| "

La ley de grupo de C estd definida, en este caso, por

(aB) (g8) = a(g)B(g) (g€ 6,

para todo o,B € G . S1i G es ciclico, claramente G =~ € . Del teorema de
A
estructura para grupos conmutativos finitos se deduce entonces que G ~ G

(de modo no candnico) para todo grupo finito conmutativo G

Para el caso de un grupo finito G no commutativo arbitrario, no se
conoce, a esta fecha, ningln método general de clasificacidn o construccidn
de los elementos de G . Por ejemplo, se sabe obtener de manera uniforme y
elemental los elementos de G para G = GL(2,k) (k cuerpo finito) sola
mente con ayuda de métodos ''meta-geométricos' como el de la construccidn
de las representaciones de Weil de G , asociadas a cada plano cuadratico
no degenerado sobre k . Este ejemplo lo veremos con mis detalle en el Ca-

pitulo II.

§ 2. CONSTRUCCIONES FUNCTORIALES.

Para uso futuro, sefialamos aqul diversas construcciones functoriales
que permiten obtener nuevas representaciones a partir de representaciones

dadas.

2.1. Suma directa de representaciomnes.

Si (Vi,pl) (1€ 1) es una familia de representaciones de un mismo

grupo G , entonces se llama suma directa de estaz familia y se denota por




[fB I &5, pl] a la representacidn de G cuyc espacio @ v, es la
i€1 i€l i€l

suma directa vectorial de los espacios Vi (i € 1) y cuya accidn ® pl

i€T
estd definida por

[EB piJz -9 [pi]se e [

i€I i€I

EBvi],

i€I

para todo g € G . Esta construccidn goza de las propiedades evidentes de
asociatividad, conmutatividad y functorialidad. La usaremos especialmente

para un 1 finito.

2.2. Contragradiente de una representacidn.

Si (V,p) es una representacidén de G , se llama contragradiente (o

a veces simplemente conjugada) de (V,p) a la representacidn v, E) de
G , cuyo espacio Vv* es el dual del espacio vectorial V y cuya accién
B estd definida por
5= (o )" € Aur (v (8 €6G) -

-1 C

2 g

2.3. Productos tensoriales de representaciones.

El producto temsorial [@9 Vs Q@ 01] de una familia (V., pl)

: s Tl i
i€l i€l

(i € 1) de representaciones de G , tiene, por definicidn, como espacio

al producto tensorial de los espacios Vi (i €1I) y como accidn al pro-

ducto tensorial (interno) de las acciones pl (i € I) definido por

[@ pi}gt X [pi]g (g € G) .

i€l i€l



Esta construccidn goza de las propiedades evidentes de asociatividad,

conmutatividad y functorialidad.

. : —— i
Cabe notar que si uno considera una familia (Vi,p ) de representa -
ciones de sendos grupos Gi » puede entonces formar, de manera natural,

una representacidén de G = Il Gi » que se llama producto tensorial (exter
i€1

no) de los (Vi,pl) (i € I) y se denota por & Vi, & o' . E1 espa
i€1 i€1

cio de esta representacidn es afin el producto tensorial de los Vi (i€ 1),

pero la accidn estd dada por

[é@ pi]~ - (pi)gi ’

i€1 g i€l

para cada E = (g.) €EG .,

i”i€1

§ 3. ALGEBRA DE GRUPO.

La categoria de representaciones de un grupoc G (con homomorfismo de
representaciones comc homomorfismos) es un caso particular de categoria de

mbédulos sobre un dlgebra, a saber la llamada dlgebra de grupo €[ G] . Esta,

se puede definir como el dlgebra de espacio vectorial subyaciente EG , de
todas las funciones complejas sobre G , cuya multiplicacidn es la convolu
cibn, definida por
(f, » £ = Z £ W, (kK (g € G)
h, kG
hk=g

para toda fl,f2 e c® . Se obtiene asl inmediatamente una T-3lgebra unita-

ria, denotada @[ Gl , cuyo grupo de inversibles contiene a G como subgrup



via la inyeccibén g 6g con Gg(h) = &(g,h) (g,h € G) , donde & es
la funcidn caracteristica de la diagonal de G X G que vale 1 en la dia-

gonal y se anula en el complementario de la diagonal.
Ahora bien, si (V,p) es una representacidn de G , entonces V tie
ne una estructura natural de @ G]-mddulo definiendo

feov= I £(g) p (V) (f€algl ,vew
g6 &

Reciprocamente si M es un @ G] -mSdulo unitario (es decir 1l-v =v
para todo v € M, donde 1 designa el neutro multiplicativo de @[G] , es-
to es el neutro de G) , entonces la restriccién a G de la ponderacién
por los elementos de @ G] define una accién p de G en M . A menudo
llamaremos a un U] G] -m8dulo simplemente por G-mddulo. Se obtiene asi de

hecho una equivalencia de categorias entre la categoria de representacio -

nes de G y la categoria de mbdulos sobre U G] .

Cabe notar que hasta el momento se tiene que la categoria de mddulos
sobre E[G] es semi-simple, o equivalentemente que el dlgebra @ G] es
semi-simple. Todo tal mddulo se descompone entonces, de manera no necesa -
riamente Gnica, en suma directa de submddulos simples, pero si se descompo

ne de manera Unica en sus llamadas componentes isotipicas (que se pueden

obtener agrupando en paquetes todos los sumandos simples isomorfos entre
si en una descomposicidn dada cualquiera). Usaremos esta primera terminolo

gia para las representaciones correspondientes.



§ 4. ENTRELAZAMIENTO DE REPRESENTACIONES

Clisicamente, los homomorfismos de representaciones se llaman operado-

res de entrelazamiento. Describir el entrelazamiento de una representacidn

(consigo misma) significa entonces describir su &lgebra de endomorfismos,

llamada tambi&n a menudo Algebra conmutante.

En las consideracilones que siguen, designaremos frecuentemente una
representacién (V,p) de G simplemente por ¢ . Si (W,0) es otra re -
presentacidén de G , designaremos entonces a Hom((V,p),(W,U)] por

Hom(p,0) . En particular escribiremos End(p) en lugar de End(V,p)

LEMA 4.1. (SCHUR). i) Una representacién (V,p) de G es irreducible si

y s0lo si End(p) = {hl |A € €} , donde hA es una homotecia de V de

razén X .

ii) Si (V,p) y (W,0) son dos representaciones irreducibles no isomor -

fas de G entonces Hom(p,0) =0.

4.1, E1 nimero de entrelazamiento vy las multiplicidades.

Designemos, en general, por nT la representacidnm igual a la suma di-
recta de n copias de una representacidn T de G , donde n es un ente-

ro positivo.

Para cada par de representaciones p,0 de G , se define el nimero

de entrelazamiento [ p,d] de p v © por

[p,o] = dimm Bom(p,o) .



Este invariante numérico de gran importancia praictica tiene las si -

gulentes propiedades.

PROPOSICION 4.1. i) [p,0] depende s6lo del tipo de isomorfia de p y

o en 6(G) .

ii) [ , ] es una funcidn bi-aditiva simétrica de &(G) x R(G) en NN.

iii) [mp, no] = mn[p,0] para todo p,0 € &G) y m,n € N,

]

. 1 r . :
Designemos por ¥ , ..., T un sistema de representantes de los tipos
de isomorfia de las representaciones irreducibles que aparecen en sendas

descomposiciones arbitrarias de p y © en irreducibles

1 T
p ::mlﬂ ® ... @ mrw %

SO ¢ 1 T
cxm7 & ... emT ,

donde los mi y mi (1 <i <r) son enteros positivos (eventualmente

nulos).

Como una aplicacifén del lema de Schur obtenemos

|
M H
B
H

[p,al

]
™4
B

[p:p]

Ademds, se obtiene una caracterizacidn intrinseca de los niimeros oo,

que habian sido definidos a partir de una descomposicidn arbitraria de p

en irreducibles, a saber,
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m, = (25,0 =[p,n"] (1<ix<r).

Si 7 es una representacidn irreducible y p una representacidn

cualquiera de G , definiremos, en general, la multiplicidad de # en p

llamada también niimero de veces que aparece ® en p , como el nimero

fm,0] .

Esta multiplicidad no es otra cosa, por supuesto, que la longitud de

la componente isotipica de tipo 7 de p , en el lenguaje de la teoria de

mbédulos.

4.2, Criterio de completitud.

Sea G un grupo finito y sea (V,p) (resp. (V,0)) 1la representa -

cidén regular derecha (resp. izquierda) de G , de espacio V = EG y accidn

p (resp. o) definida por

L]

(Dgf) (h) f (hg) (g,hE€G, £EV) ,

(resp. (0, ©)(®) £(g 'h) (g,h€G , £€ V).

OBSERVACION. © es naturalmente isomorfa a p , via f — T (f€e V) , con

e =tehH eo .

PROPOSICION 4.2. Sea (U,m) una representacidn cualquiera de G y sea

(V,p) 1la representacidn regular derecha de G . Entonces, se define un

isomorfismo de E-espacios vectoriales

o — Hom(7,p)

asociando a cada w € U*¥ el operador lineal ¢w de U en V dado por
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‘I’w(U) t gt w(ﬁg(U)) (g €6, u€mD

O

COROLARIO 1. La multiplicidad de cada representacidn irreducible 7 de

G en la representacidn regular derecha p de G es igual a la dimensidn

de ® .

O

OBSERVACION. El mismo resultado vale para la representacidn regular izquier

da.

COROLARIO 2. Se tieme |E| <|e] .

O

COROLARIO 3. (Criterio de completitud). Sea ﬂl, ey T un sistema de

~
representantes para el conjunto G de tipos de isomorfia de representacio-

nes irreducibles de G . Sean dl’ Se ary dr las respectivas dimensiones.

Entonces
2 2
dj + ... +d_=|¢] .
O

PROPOSICION 4.3. El1 dlgebra conmutante End(p) de la representacién regu-

lar derecha de G es isomorfa al &lgebra de convolucién e .

O

COROLARIO. i) r = |G| es igual a la dimensidn del centro del Zlgebra con-

mutante End(p) .
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] -~
ii) El cardinal |G| de G es igual al niimero de clases de conjugacidn

de G .

§ 5. CARACTERES.
Se llama cardcter de una representacién p de G y se denota usual-

mente por Xp , a la funcidn compleja g = Tr(pg) sobre G .

PROPOSICION 5.1. Sean p y O representaciones de G . Entonces

i) xp(e) = dim p , donde e es el elemento neutro de G ,

ii) xp es constante sobre cada clase de conjugacidén de G , mas precisa-

mente xp(ghg—l) = Xp(h) (g,h € G) ,

iii) p =~ 0 implica Xp = )(0 .

iv) Xpecr xp+xo,

v) Xp@O Xp.XG >

]

El espacio EG , admite un producto escalar ( , ?, a saber aquel de-

finido por

1 — G

TEOREMA 5.1. Sean p y O representaciones de G . Entonces

[p,0] = (xp xo) .
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Designemos por X (G) el conjunto de los caracteres de las representa

ciones irreducibles de G .

PROPOSICION 5.2. Los proyectores isotipicos de una representacidn cualguie-

ra (v,p) de G sobre sus componentes isotipicas son los proyectores

XFEF' z x(g)p (x € £(6))

no nulos.

§ 6. REPRESENTACIONES NATURALES DE UN GRUPO G .
Sea G un grupo finito. Supongamos que G actia a la izquierda por
X~ gx (x € X, g €G) sobre un conjunto finito X (se dice entonces

que X es un G-conjunto izquierdo o un G-espacio izgquierdo). Llamaremos

representacidn natural (izquierda) de G asociada a la accidn dada de G

en X (o, equivalentemente, al G-espacio X) a la representacién (V,0)

de G ‘de espacio V = EX y accidn © definida por

(0,) () = £z 1x) (FEV,g€C, x€EX) .

PROPOSICION 6.1. E1 espacio V = EX admite un producto escalar que es in-

variante bajo O , a saber aquel definido por

1

X z f (x)f (x) (f f eEvV) .

(1 (£ ,£.) =
12 x€X

O

. X .
Frecuentemente al espacio [T provisto de este producto escalar es
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2 e ; : .
denotado por L7(X) (notacidn correcta si se piensa en la medida de conteo

normalizada en X)

OBSERVACIONES. 1) Similarmente, si ahora G actiia a la derecha por
x>xg (x€X, g€ G) sobre un conjunto finito X . Llamaremos repre -
sentacidn natural (derecha) de G asociada a la accidnde G en X a la

representacién (V,T) de G de espacio V = EX y accidn T definida por
(Tgf)(X) = f(xg) (f€V,g€6G, x€X) .

2) La representacidn regular izquierda (resp. derecha) de G es un caso

particular de representacidn natural izquierda (resp. derecha) de G .

En lo que sigue, dentro de este parrafo, X designard un G-espacio

izquierdo y (Lz(x),O) la representacidn natural de G a &l asociada.

2
LEMA 6.1. Se define un isomorfismo del E-espacio vectorial K(X) = EX
(X2 = X X X) de todas las funciomes complejas K sobre X2 » llamados

nicleos en lo que sigue, sobre el I-espacio vectorial EndE(LZ(X)) asocian-

do a cada K € K(X) el operador lineal ¢R de LZ(X) definido por

[¢Kf](X) = I K,y
yEX

para toda f € LZ(X) y x€ X . Por este isomorfismo la composicidn de

operadores en EndE(Lz(X)) corresponde al "producto de Volterra" (o pro -

ducto matricial) de nicleos definido por

(K % L)(x,2) = £ K(x,y)L(y,z) (x,2 € X)
¥EX

para K,L € K(X) .



15

PROPOSICION 6.2. Por el isomorfismo del lema 6.1, la CT-dlgebra End(o)

corresponde a la subdlgebra KG(X) formada de los niicleos K que son G-

invariantes en el sentido que

K(gx,gy) - K(x:Y) (X.Y € X)

para todo g€ G .

. 2
COROLARIO. Se tieme [0,0] = |G\ X'|.

§ 7. REPRESENTACIONES INDUCIDAS.
Dado un subgrupo H de un grupo finito G y una representacidn
(U,0) de H , quisiéramos construir a partir de ella, de modo matural, una

representacién (V,p) de G , que serd llamada representacidn inducida por

(U,0) de H a G vy denotadz por Ind (U,g) o simplemente Ind g .
- - HtG HtG

Existen diversos modelos para la representacidn inducida 1Ind g , no-
HtG

sotros daremos s8lo uno, el llamado modelo de MACKEY derecho (para otros

modelos ver, por ejemplo, [ SA-1]), de espacio V que consta de todas las

funciones f : G-+ U que son g-homogéneas a izquierda, es decir
f(hg) = o, (£(g)) (g€ G, hen)
y accidén p definida por

(pgf)(g') = f(g'g) (feVv, g,g' €6) .
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OBSERVACION. Es inmediato que el modelo de MACKEY derecho es isomorfo al

modelo de MACKEY izquierdo (V',p') , en que V' consta de todas las fun-

ciones f : G+ U tales que

£(gh) = o _;(f(g)) (g€ G, h €H)
h

(015 (8" = £lg L5 (£€V' , g,8' €0)

PROPOSICION 7.1. (Propiedad Universal). Para toda representacién (W,T)

de G vy todo homomorfismo ¢ EE_H—representaciones de (U,0) en (W,T)

existe un Gnico homomorfismo ¢ de representaciones de G de Ind 0 en

HtG
(W,t) tal que &% ¢ i=¢ , donde 1 designa el H-monomorfismo candnico

de (U,0) en Indo ,

HIG
'd
Ind (U,0) ———<=-==>» (W,T)
Ht G
i
¢
(U,0)

PROPOSICION 7.2. Hay un isomorfismo natural

Homc(lnd c,r)-;:4 HomH(o,Res T)
HtG GLH

dado por &+~ ¢ o i , para toda O € RE) v T € &G)
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COROLARIO. (Reciprocidad de FROBENIUS).

[ Ind O,T]G = [o, Res T]H .
H'G G{H

]

: 2
Nuestras representaciones naturales (L°(X),0) de un grupo G , don-
de X es un G-espacio transitivo izquierdo, no son otros que las represen-
taciones inducidas Ind (E,Tl) desde la representacidn unidad T del esta-

KtG
bilizador K en G de un punto cualquiera X, €x.

Con las notaciones de mis arriba, el resultado siguiente es una conse-

cuencia inmediata de la Reciprocidad de FROBENIUS.

PROPOSICION 7.3. Para toda representacién (U,m) de G se tiene

Hom(o,7) = FixU(K) .
O

Si, en general, X es un G-espacio izquierdo y se descompone en G-or-

bitas en la forma

X= U Oi y
i€l
- - - - 3 2
entonces, canbnicamente, la representacidn natural asociada (L (X),0) se
identifica a la suma directa

[@ 120, @ Ui} ;

i€l i€l

i : . :
en que cada ¢ es la representaci®én natural asociada al G-espacio 0i

(1€1I) .
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COROLARIO. Sea (U,m) wuna representacidn cualquiera de G y sea K. el

estabilizador en G de un punto cualquiera x; € 0i (i € I) . Entonces

Hom(o,7) ~ & Fix (K.) .
ier U7

O

OBSERVACION. La proposicién anterior (resp. Corolario) se verifica también
cuando X es un G-espacio transitivo derecho (resp. G-espacio derecho) y

la correspondiente representacidn natural asociada (LZ(X),T) .

§ 8. LAS REPRESENTACIONES Viw] .

Dentro de este parrafo citaremos, principalmente, algunos resultados
que serdn de gran utilidad en la construccidn del "descenso de SHINTANI"
para el grupo GL(2,k) (k cuerpo finito), principal objetivo del presen-
te trabajo, el cual resultari ser una aplicacidn de lo expuesto en el pre-

sente padrrafo y que pretendemos abordar en el Capitulo III.

PROPOSICION 8.1. i) Sea H un grupo finito. Sea (V,0) representacidn de

H y (U,7) representacidn irreducible de H . Designemos por Iw(U) 1la

componente isotiIpica de tipo 7 de 0 . Entonces existe un isomorfismo de

H-mddulos

ev : U ® Hom(m,o) - Iﬂ(c)
C
u®¢ = ¢ (u)

donde la accién de H en U es la dada por la representacién 7 y en

Hom(m,o) es trivial.
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ii) Sea G un grupo finito vy (V,p) una representacidn de G tal que

conmute con (V,0) , en el sentido ;:)g ® 0, =0 * pg (g€ G, h€ H)

Definimos una representacidén (V,0&p) de H X G por

(cxﬁp)(h,g)ﬂlh*’pg (h€H, g€G) .

Entonces Iﬁ(c) es una H X G-subrepresentacién de (V,0@p) vy se tiene

un isomorfismo de H X G-mddulos

U ® Hom(w,0) —~- I’r(o)
C

donde la accidn de (h,g) € H X G en U ® Hom(7,0) envia u® ¢ en

c
(W) ® (b 9) .

L

iii) Se tiene la siguiente descomposicidn

(V,0® p) = @A U':r @ Hom(w,o) como H x G-mddulos,
7EH [
(V,p) = @A (dim 7) Hom(w,o) como G-mddulos,
TEH

donde U-.lr es el espacio de m .

Demostracidn: Puesto que la aplicacidn ev es compatible con sumas direc-

tas e isomorfismos de representaciones de H para demostrar (i) basta sdlo
considerar el caso cuando (V,0) es irreducible. Luego por lema de SCHUR
Hom(m,0) =~ 6(m,0)C donde &(7,0) es la funcidn de Dirac sobre H x H

que vale 1 si m y o son isomorfas y cero en caso contrario. En conse -

cuencia
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U 8 Hom(7,0) = 6(7,0)(U B CT) ,
T (i

de donde ev es simplemente el isomorfismo canfnico U® €T =+ U
C

u® X~ Au .

Por otro lado la componente isotipica Iﬂ(c) de tipo T de O (V

general) viene dada por Iw(c) =P (V) donde P es el proyector H-iso-

tipico de tipo 7 de la representacién (V,0) ¥ X, el caridcter de

(cf. § 5, Prop. 5:2.):

Como, en este caso, (V,0) es irreducible entonces Iﬂ(o) = 6(7m,0)V ,

lo cual demuestra el isomorfismo

Para demostrar (ii) basta observar que Iw(o) es estable por p

(g € G) debido a la conmutatividad de p y o .

Finalmente la iltima asercidn resulta de las dos anteriores.

O

En todo lo que sigue, en este parrafo, mantendremos las siguientes no-
taciones, a menos que se indique lo contrario, X designard un conjunto
finito no vacio cualquiera, V = LZ(X) el espacio de Hilbert complejo, de
dimensidn finita igual a la cardinalidad de X , provisto del producto es-
calar ( , ) dado por (1); H y G grupos finitos cualesquiera con re -
presentaciones unitarias, con respecto a { o 3 5 (9.8 y (V,p) respec

tivamente que conmuten entre si.

DEFINICION 8.1. Se define la representacidn (V,a) de G por

8 F e (F fEV, g€G
pg pg() ( g )



donde f es la funcidn conjugada (compleja) de f

.

"~
Andlogamente se define (V,0)

LEMA 8.1. Existe un isomorfismo de H X G-mddulos

V,(c®@p ) — (V¥,(c 8 p))

Demostracidn: Definamos 1N como sigue

n:v-v: £ () =(2,8) ;

es immediato verificar que 7N es un isomorfismo €-lineal.

Por otro lado
(0@ p) (n,e) °ml(H) =[5 o By (D)

=(2,£) o * 0 _1
pg-l

-
= ((py ° 0, -1) (1), E)

= ?,chwg(‘f)) )

(?,(ch ° pg)(f))

n((@, ° Sg> )

[ne (6®p) (h,g)](f)

fEV, hEH, g€G.

21
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LEMA 8.2. Sea (U,m) wuna representacién de H . Entonces existe un isomor-

fismo de G-mddulos

(Hom(¥,0),p,) —> (Hom(3,m),5)

donde

(p; () (@) = p ° 0 (¢ € Hom(,0) , g € ©)
(g(®) (4" = 4" b (¢' € Hom(5,7) , g€ G) .

Demostracidén: Sea A el isomorfismo entre la representacidn contragradien-

te, () , de ¥ y la representacién 7 ; por lo tanto wh eA =2 (w:)*

(h €H) .

Definamos R como sigue

R : Hom(;,c) = Bom(a,ﬂ) . = x o ¢* o

donde n es el isomorfismo del Lema 8.1. (§ 8) y ¢* : w—w ¢ ¢ € (U*)*

(w € VY .

Ahora bien

ﬂ'h © R(¢) =

I
>
o
~~
Q
o
|
-
o
o
S
*
°
=



23

con ¢ € Hom(i,a) », h€ H . Luego R estd bien definido, y es un isomor-
fismo C-lineal.

~

Finalmente verifiquemos que R es un entrelazamiento de Py Y Py -
Para ello sea ¢ € Hom(7,0)
[pg(8) © RI() =X o ¢*one Pg-1
v
=) ° * o 1 °n
¢ Pg-1
=xe°(p °®* e
g
=[R ° p ()] ($)
para todo g € G .
El

OBSERVACION. Sea W un espacio vectorial complejo cualquiera y (V,T) ,

VvV = LZ(X) , una representacidn cualquiera de un grupo finito P . Puesto

que Tp (p € P) es un endomorfismo lineal de V a &€l le estd asociado
una funcidn compleja KP sobre X2 , llamado niicleo, dado por

(2) (1.)(x) = Z K (x,9)f(y) (fFEV, peEDP ,
P ©x P

luego podemos definir una representacidn (VO,T) de P de espacio

Vo - y accidn dada por (2), para f € v, -

A continuacifn introduciremos las representaciones V7]
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DEFINICION 8.2. Sea (U,7) wuna representacién de H ; definimos la repre-

sentacién (V[7],p) de G cuyo espacio VI7] consta de todas las funcio-

nes f de X en U tales que

e =TT ° &
Uh 1 f h f (h H) ’

Yy cuya accidén estd determinada por p segilin (2), restringida al subespacio

Vim] que es estable por p .

LEMA 8.3. Sea (U,7) una representacidn de H . Entonces existe un isomor-

fismo de G-mddulos

(Hom(3,m),5,) —» (vi7l ,p) .

Demostracifn: Recordemos que el conjunto '{Gx:Ix € X} es una base ortonor-

mal de V donde Gx (x € X) es la funcidn compleja definida sobre X
por éx(y) = §(x,y) con ¢ 1la funcidn caracteristica de la diagonal de
X2 que vale 1 en la diagonal y se anula en el complementario de la diago-

nal.

Por otro lado sea Kg (g € G) el nicleo asociado al operador p
(g € G) , entonces la unitariedad de p , respecto al producto escalar

(, ) de V , equivale a

Kg(x,y) = Kg_1(y,x) (x,y € X)
con
Kg(x,y) = (pg Gy) (x) (x,y € X)

para todo g€ G .
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Anilogamente, sea Lh (h € H) el niclec asociado a oy (h € H)
entonces
L (x,y) =1 1(y,% (x,y € X)
con
L (x,5) = (o 6)(x) (x,y € X)

para todo h € H .
Ahora bien, sea ¢ € Hom(0,T) ; entonces se define F(¢) por
F($) (x) = $(5)) x€D .

Por lo tanto, para todo x € X tenemos

Uh_l(F(¢))(X) Lh.l(x,Y)F(¢)(Y)

b
yEX

z (v,x)¢(8)
yeX g 4

4{3 (y,%)8 ]
yEX " Y

¢(0h20x))

(¢ o oh)(éx)

(ﬂh 5 ¢)(6x)

(r, © F($)) (®)

es decir



26

0,1 (F($)) =7 ° F(¢) (¢ € Hom(G,m) , h € B) .
Luego F es una aplicacién T-lineal de Hom(a,‘lr) en Vim] . AGn mis,
es inmediato que F es un isomorfismo L-lineal.

Finalmente verifiquemos que F es un entrelazamiento, es decir

o = oA (<
Py F=F¢p,(g) (g € 6)

Sea ¢€Hom(3,1r) y x€ X ;

[, » DI = Z K (x,9)F)(y)

= Z K _1(Y9x)¢(6 )
¥x 8 >

¢ [}gx K -1 (y,%) 6y]

¢ (o 1(8)

(¢ ° pg_l) (63)

F(¢ ° Bg_x)(x)

[(F © py () (9] (®

para todo g € G.
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TEOREMA 8.1. Sea H el conjunto de tipos de isomorfia de representaciones

irreducibles de H . Designemos por Uwr el espacio de 7 € ﬁ . Entonces

(V,c®p) =B U* @ vl nl como H X G-mddulos,
TEH - -
(V,p) = @, (dim m)V{ 7] como G-mSdulos.
TER



CAPITULDO 11

LAS REPRESENTACIONES DE GL(Z,]I"q)

En el presente Capitulo construiremos todas las representaciones com-
plejas irreducibles de GL(2,IFq) por descomposicidn de sus representacio-
nes de Weil asociadas a planos cuadr3ticos. También se entregardm varias

otras construcciones de la serie principal que seradn de gran utilidad en

el Capitulo III.

Dentro de todo el Capitulo mantendremos las siguientes notaciones,
k= ]Fq (cuerpo finitode q elementos), G = GL(Z,IFq) . Bo el subgrupo
de Borel de G formado de matrices triangulares superiores y To el toro

maximal de G formado de las matrices diagonales.
§ 1. LA SERIE PRINCIPAL DE G .

Recordemos brevemente dos construcciones bien conocidas de la serie

principal de representaciones de G .

28
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1.1. Construccidn de la serie principal por induccidn.

X
DEFINICION 1.1. Sean o,R € car(k ) . Designemos por [a,B] el caricter

de Bo definido por

[a,B] [g g] = a(a)B(d) (a,d €k , b € k)

Se llamarid serie principal (de representaciones) de G la familia de

tipos de isomorfia de representaciones irreducibles de G obtenidas en la

descomposicidn de las representaciones irreducibles (modelo de MACKEY dere-

cho)

(B85 Ta,p) = Tndy 4 L8l -

Recordemos que Ha g consta de todas las funciones complejas f sobre
H]

G que son [a,B] -homogéneas, es decir

£(bg) = [a,B] (b)f(g) (€6, bEB)
y la accibn T8 estd dada por

[ﬂa’B(g)f] (h) = f(hg) (f € By g » &hE G)

Como |G| = (q - 1)*q(q+ 1) ¥y |Bol = (q - 1)°q , se tiene que
dlmt Ha,B =q+1.

LEMA 1.1. Sean a,R,a',B' € Car(kx) . Designemos por K(a,8j3a',B') el C-es-

pacio vectorial formado de todas las funciones complejas K sobre G veri-

ficando la condicidn

K(b'gb) = [a',8'] (b")K(e)la, 8l (b) (b,b" €B_, g € 6)
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Entonces, la correspondencia que a cada K € K(a,8;a',B') 1le asigna el

operador QK dado por

[0, (D)) () = T K(gh™))f(h) (fF€H, ,,8€0),
HEG :

define un isomorfismo de T-espacios vectoriales de K(o,B;a',B') en

Hom(‘na 8 T B,] . Ademds, la aplicacidn anteriormente definida transfor-
Bt »

ma el producto de convolucidn de funciones complejas sobre G en el pro -

ducto de operadores.

O

Denotemos por NG(To) el normalizador de T en G y W_ el grupo

1 0

El grupo Wo actila naturalmente sobre los caracteres de To por

0 1
de Weyl NG(TO) /Tb de G . Entonces W_ {l,wo} con w_ = [ ] T, -

@,®¥(h) = (a,B) (whw=')

L}

x
para w€ Wo , a,B€ Car(k ) , h € To , donde

(a,B)[Z g] = a(a)p(d) (a,d € kx) .

Con ayuda de los resultados inmediatamente anteriores y de la descom-

posicidn de Bruhat

G =BUBwB
()
de G , se demuestra facilmente la

PROPOSICION 1.1. Sean a,B € Car(k’) . Se tiene que
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dimg Hom[ﬂa’s "’a',s'] =|iwew /@B = @,8"} .

O
COROLARIO. Sean a,B,a',R' € Car(k*) , entonces
i) Hu B es irreducible si o # B .
ii) Ha o es suma directa de dos representaciones irreducibles no isomor-
]
fas.
iii) H , ,, es isomorfa a H si y sélo si (a',B') = (a,B) &
a ’B a,B -
(a',B') = (B,a)
O

- - x - -
La descomposicifn explicita de Ha a (e € Car(k )) es la siguiente
]

= gt q
Hu,a H ®H,

donde H; designa la recta en Ha & engendrada por la funcidn compleja
2

X
o © det (det. es el homomorfismo determinante de G sobre k ) , y don-

de la subrepresentacifén irreducible Hg de dimensidén q estd dada por

: x
Hg={feﬁau/ T f(g) =0 Vtek}.
b geG
det g=t
Denotemos por ﬂé (resp. ﬂg) la restriccion de ﬁa " al subespa-

cio Hé (resp. Hg) . Luego (B&,ﬂ;) = (C,a ° det) (a menos de isomorfia).

La representacidn (H& y w&) es llamada la representacidn de Steinberg de

G asociada al caridcter o vy denotada por St(a)
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Designemos por [H{G,B}'W{G,B}} el tipo de isomorfia de (Hu ) ,

n
87 a,B
X " . . we i g
para a,B € Car(k ) . La siguiente proposicidn entrega una descripcidn de

la serie principal de G .

PROPOSICION 1.2, La serie principal de representaciones de G estd forma-

da de:

%—(q - 1)(q - 2) representaciones 7 a8 (@,2 € Car( K) , a # B) de
dimensién gq + 1 ,

x
g - 1 representaciones #3 (o € Car(k )) de dimensidn gq s ¥

x
q - 1 representaciones ﬂ; =0 ° det (o € Car(k )) de dimensidn 1.

O

1.2. La representacidn natural de G .

Dentro de lo que sigue k° indicari el plano finito k x k .

DEFINICION 1.2. La representacifén natural T de G es definida dentro del

2 X
f— b4
espacio M = Ek k por

{Tg(f)] (x,t) = f(xg, t det g~!) (6€G, €M, x€ K2, t € X)

(el grupo G actia sobre k2 por multiplicacidn matricial a la derecha).

Por de pronto obtenemos una descomposicidn evidente

M=, D = O | (oo det) ® (4,1)
o=Car(k )

donde

M®° = {f€ M/sop £ C {O}ka} s
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M={f €EM/£(0,t) =0 VEEK},

donde denotamos todavia por T 1la restriccidn de T al subespacio estable

M°  (resp. M)

Por otro lado, podemos descomponer (M,T) seglin los caracteres de

X X .
k x k como sigue

@0 = D .,
a,peCar (k) B

donde

_ﬁa 5™ {f € M/ f(rx,t(rs)™!) = a(r)B(s)f(x,t) Vr,s,t€K ,Vx€ K2}

donde designamos todavia por T 1la restriccidn de T al subespacio esta -

- e
ble ch,B (a,B € Car(k’)) .

Coloquemos

M =M _NM (a,B € Car (k)
a,B Q’B

Luego, es inmediato que

M 5= M 8 si o # B (a,8 € Car(k))

M, 1) =, > )B @ a - der) (a € car(K))
y

dimy M g=at 1 (a,8 € Car(k™))



34

DEFINICION 1.3. Para 0,B,0',B' € Car(k') , se designa por N(a,8;0',8')

el C-espacio vectorial formado de funciones complejas N sobre

x X
(k* x K ) x (k® x k ) (llamados niicleos en lo que sigue) tales que

N(x'g,t'detg'"?; xg,tdetg~!) = N(x',t';x,t)

Yy que

N(r'x',t'(r's") = srx,t(rs)=1) = a'(r")B"(s")a~ (r) B~ (r)N(x't ' ;x,t)

- X -
para cualquier r,r',t,t',s,s8' € k , x,x' € K » 8 € G . Ademias, denotemos

por N(a,B3;a',B') el subespacio de N(a,B;a',B') formado de niicleos N

tales que

N(O,r;y,s) = N(x,t;0,u) =0 (x,8,t,u € kx y X,5 € kz) .

PROPOSICION 1.3. La correspondencia gue a cada niicleo N € N(a,B8;a',B')

x —
para cualquier a,B,a',B' € Car(k ) , le asigna el operador ¢  de M

N — "a,B
en E;',B' dado por
[,(5)](®) T ON(E,MEM) (€ € k¥ x k)

TEk“xk

define una aplicacidn que transforma la multiplicacifn matricial de nicleos

en producto de operadores y es un isomorfismo del T-espacio vectorial

N(a,B3a",B") (resp. N(a,B;a',B')) sobre el C-espacio vectorial

Homfﬁ&’s 5 Mﬁ',B') (resp. Hom [MG,B s Ma',B') ) , para cualquier

X
a,B8,a',B" € Car(k ) .
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x
PROPOSICION 1.4. Sean a,B,a',B' € Car(k ) , entonces

i) Ma g es irreducible si o # B ;
]
ii) Mﬁ o &8 suma directa de dos representaciones irreducibles no isomor-
?
fas;

iii) Ma,B es isomorfa a Md',B' siy sblo si (a',B') = (0,B) &
(a‘sB') = (8,0) .

O

x
La descomposicidn explicita de M, . (a € Car(k )) viene dada por

= M! q
Ma,a IQ:EBME

donde M& es el subespacio de Ha & formado de funciones constantes, y
’

la subrepresentacidn irreducible Mg de dimensidén q estd dada por

q
M:={fEM /| £ £(1,s;1) = -£(0,1;1)} .
o a,o ey

1.3. Isomorfismo entre la representacidn natural y la serie principal.

A continuacidn demostraremos que la representacidn natural de G wvuel-

ve a dar la serie principal.

PROPOSICION 1.5. Existe un isomorfismo de representaciones de G

~H
Ma,B a,B

X
para cualquier a,f € Car(k ) .

Demostracidn: Puesto que B, 8 ::HB a (cf. § 1, Corolario de la Proposi-
kd b

¢cidn 1.1.) construiremos un morfismo no nuloc ¢ entre las representaciones
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de G HB,a y %Q,B . Como HB, = Ind [R,a] , es suficiente construir

BOTG
un morfismo no nulo entre la representacidén [R,a] de Bo y la restric -
cidn de Ha,B a Bo (cf. Capitulo I, § ?, Proposicidn 7.1.). Para ello
consideremos la aplicacifn no nula que envia a 1 € T en la funcidn
fl € Ma,B de soporte {0} x kx X kx . Es inmediato verificar que esta
aplicacidn es un morfismo entre las representaciones involucradas de Bo .
Ademds f, es claramente un generador del @ G] -mddulo Ma,B , para todo
a,B € Car(kx) . Por consiguiente el morfismo ¢ definido por f1 es un
epimorfismo de HB,a en Mﬁ,B . Ahora bien, comc dim HB,G =q+ 1=

x
= dim Ma B * para todo «,B € Car(k ) , el epimorfismo ¢ resulta ser un
3

isomorfismo.

O

DEFINICION 1.4. Dentro de lo que sigue, diremos que la representacidn

(Mﬁ 8 ,T) (a,B € Car(kx) , @ # B) constituye el modelo matural del tipo

. - X 2 q
de isomorfia ﬂ{a g} - Para o € Car(k ) , diremes que (HG,T) es el mode-
3

lo natural de la representacidn de Steinberg St(a) , a menudo denotada

también por Wg dentro de lo que sigue.

OBSERVACION. Para otro modelo de la representacidn de Steinberg St(a) ,

& & Car(k*) , ver, por ejemplo, [SA-2].
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§ 2. LA REPRESENTACION DE WEIL DE G .

Describiremos, en el presente parrafo la representacidén de Weil de

asociada a un espacio cuadritico (no degenerado) sobre k .

2.1. {Una presentacidn de GL(2,k) , k un cuerpo cualquiera.

DEFINICION 2.1. Sean

h(a) = [g 391] (a € kx) s
h'(t) = [(1) (t’] (t € k) .
wlB) = [é ‘1’] Mbek ,

J
B, = {na) /a€ K},
B = {h(t) /t €K},
U, = {u(b) /b€ K} .

TEOREMA 2.1. E1 grupo GL(2,k) estd engendrado por los generadores h(a)

(a € kx) , h'(t) (t € kx) , u(b) (b € k) ¥y w con las relaciones

(i) h(a)h(d) = h(ad) (a,d € K) ,
(ii) h'(r)h'(t) = h'(rt) (xr,t € X) ,
(iii) u(a)u(b) = u(a + b) (a,b € k) ,

(iv) h'(t)h(a) = h(a)h'(t) (a,t € X) ,

G
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(v)  u(b)h'(t) = h'(t)u(tb) bEK, tEK) ,
(vi) h(a)u(b) = u(a’b)h(a) (bEK, a€K) ,

(vii) w? = h(-1l) ,

(viii) wh'(t) = h()h'(L)w (te Y,
(ix) wh(a) = h(a™Y)w (a€ X)) ,
(x)  wu(a~!)wu(a)wu(a=!) = h(a) (a € K)

De hecho se tiene

¥

CL(2,k) =H'HU U H'HU W .
O 0 0 00 ©

2.2. Formas cuadri3ticas y sumas de Gauss sobre el cuerpo finito k = TF

Dentro de este nimero citaremos algunos resultados bien conocidos so-
bre la clasificacidn de formas cuadriticas sobre un cuerpo finito k , de
las sumas cuadriticas (de Gauss) que le estdn asociadas solamente para el
caso de dimensidn par ya que, dentro de todo lo que sigue, necesitaremos
s6lo la representacidn de Weil asociada a un espacio cuadridtico no degene-
rado de dimensidn par. En el caso de dimensidn impar se puede citar como

referencia [ SA-2] .

DEFINICION 2.2. Denotaremos por x la funcidn coordenada sobre k 1y por

x,y las funciones coordenadas candnicas sobre k° = k x k . Llamaremos

plano hiperb8lico a todo espacio cuadridtico isomorfo al espacio (k?,xy) .

Designaremos por K 1la {nica extensidn cuadridtica de k y N 1la

norma de K sobre k .
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TEOREMA 2.2. Todo espacio cuadritico no degeneradec (E,Q) sobre k es

suma ortogonal de planos hiperbélicos y de un espacio cuadratico (E',Q')

reducido a 0 o bien isomorfo a uno de los espacios siguientes:

i) (k,xz) b)
ii) (k,toxz) (si car k # 2 , se fija un no cuadrado to € k) ,
iii) (K,N)

si (E',Q") =0 5 (E',Q") = (k,x?) se dice que (E,Q) es desplega-

da (sobre k) ; si (E',Q") = (k,toxz) 6 (E',Q") =~ (K,N) se dice que

(E,Q) es no desplegada (sobre k)

Demostracidn: Es inmediata de la descomposicidn de Witt de (E,Q).

O

DEFINICION 2.3. Sea VY € Can ) ¥ (E,Q) un espacio cuadrdtico sobre

k . Se define la suma de G= StpoQ asociada a ¥ ¢ Q por
S = Z (V) )
on VEE ‘P(Qx J
Speq(® = S (tex),
v eQ
donde
‘\Pt(a) = Y(ta) (a € k+)

PROPOSICION 2.1. Sean (E,Q) y (E',Q') dos espacios cuadriticos sobre

k . Entonces, para todo VY € Car(k+) - {1},

i) Byeq ™ Sjeg? si Q=Q
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en particular, S\U"Q no depende de Y si Q es no degenerada de rango

par. Recuerdese que si Q es no degenerada de rango par, se tieme que

Q~tQ (t€K) .

ii) SwO(QBQ') = SIJJ"Q.SW'Q' (suma directa ortogonal).

DEFINICION 2.4.

1 si (E,Q) es desplegada

e(Q =

-1 si (E,Q) es no desplegada.

PROPOSICION 2.2. Sea (E,Q) un espacio cuadritico no degenerado de dimen-

sién par sobre k . Entonces, para todo VY € Car(k+) - {1} ,

S,.0 = EQIE[M2 .
weQ | |
Demostracidn: Puesto que dim E es par basta calcular S y S

yoxy
(cf. § 2, Teorema 2.2. y Proposicidm 2.1).

S oy z Y(vivz)
VXY (v, va)EK?

= Z z p(t)
€k (vl,vz)ek2

V1V2=t

= Z (q-1+ qs(t))y(t)
t€k
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Z Y(N(V))

S o
v g

= Z Yo
t€k VvEK
N(v)=t

= Z (g+1 - qb())y(r)
€k

2.3. Definicidén de la representacidn de Weil.

Sea (E,Q) un espacio cuadradtico (no degenerado) sobre k . Se deno-

tard por B la forma bilineal asociada a Q , definida por
B(x,y) = Q(x +y) - Qx) - Q(y) (x,y € E)

Dentro de todo lo gue sigue, denotaremos por X el conjunto de carac-

- - + - - - x - - -
teres no triviales de k . El grupo multiplicative k actua transitiva-

mente sobre X por

vEa) = y(ta) (tek,ack ,vEN

TEOREMA 2.3, Sea (E,Q) un espacio cuadrdtico (no degenerado), de dimen-

sifn par 2n , sobre k . Definimos una representacidn [Vq,pQ] de G,

llamada representacidn de Weil de G asociada al espacio cuadritico

(E,Q) , cuyo espacio es

vV, =T
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y cuya accidn pQ = p estd definida sobre los generadores de G por las

f6rmulas siguientes

(3) [p(h(a)) £l (x,¥) = f£(ax,V) (a€x) ,
(4) [p(h'(t)) £ (x,¥) = £(x,9° ) (e€x) .
(5) [p(u(d))E) (x,¥) = P(bQ(x))£(x,V) ®exhH,
(6) [o(wf] (x,¥) = e(Qq " ;E Y B(x,y)] £(3,¥)

para fevq,xEE, YyEX .

Por otra parte, si Y es una similitud, de multiplicador m_ , de

(E,Q) sobre un espacio cuadratico (E',Q') , entonces Y induce un isomor-

fismo o(y) de [VQ',DQ'} sobre [Vq,pQ] definido por

m
IO(Y)f‘](xsw) = f'[T*l(x),w Y] (f' € va » XE€E , ¢ € xD H

si y' es una similitud de (E',Q') sobre un espacio cuadrdtico (E",Q") ,

entonces

oly' o y) =o(y") ° o(y)

Demostracidn: Debemos verificar que las relaciomes (i) a (x) entre los

generadores de G sean respetadas por la definicidn de los operadores que
acabamos de dar. Esto es trivial para las relaciones (i) a (iv) e inmedia-

to para las relaciones (v), (vi), (viii) y (ix). Comprobemos la relacidn

(vii), para fGVQ,xEE,wEX,
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T WBGYIVEE,2EEY
y,ZEE

]

[ p(w?) £] (%,¥)

CP Loz T VBE )
£E YEE

ST £z, B[S + D)
Z<E

£(-x,¥) -
La Gltima relacidn es equivalente 2

wu(a)w = h(-a'l)u(—a)wu(-a‘l) ‘ (a € X) .
Gean a€E ,E€Vy »XE€E ¥ YEX,

ST By + 2O + BEDEEY

y,ZE

[p(w) p(u(a))p(W) f] (x,¥)

Sy gfal(B(x + z,y") + Q@NIEEY)
y',z€E

|
Na]

s (e Eo-aTiea + lEEY
VeQ o

e(@a® T wkaTlalx + 21E(zV)
ZzZEE

ya que, PoT Proposicién 2.2. (8 2),

s (a) = &( )l}zlll2 ex
veQ Q (a€k) -

Por otra parte
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[p(h(-a=1))p(u(-a))p(w) p(u(-a=1))f] (x,¥) =

Y(-a~tQx))e(@q " I Y -a~l(B(x,2) + Q(2))] £(z,¥)
zEE

e(@q " Z yl-a"lqx + 2)] £(z,0) ,
z€E

verificdndose asi la relacidén (x) . Con esto queda demostrado que la re -

presentacidén p estd bien definida y por ende el teorema, puesto que sus

dos {iltimas aseveraciones son claras.

OBSERVACION. Si se elige un cardcter e € X la representacidn de Weil

[Vq,pQ] puede ser realizada en el espacio EExk colocando

£(x,et) = £(x,t) (E€V,,x€E, t€ K) .

§ 3. LA REPRESENTACION DE WEIL ASOCIADA A UN PLANO HIPERBOLICO.

En el presente pirrafo, vamos a descomponer la representacidn de Weil
[Vq,pQ] de G asociada al plano hiperb&lico (E,Q) = (kz,xy) y mostrare-
mos que volvemos a recuperar toda la serie principal de representaciones
irreducibles de G . A modo de abreviacidén, dentro de este parrafo escribi-

remos simplemente (V,p) en lugar de [Vq,pq] 5
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3.1. E1 grupo T = GO(Q)

Pretendemos describir el grupo I = GO(Q) de todas las similitudes
ortogonales de (E,Q) . Todo par (r,s) € k? X kx define una similitud

y(r,s) de multiplicador rs , de (E,Q) , por
Y(r,s) (x,,x,) = (rxl,sxz) (xl,x2 € k)
Definamos T por
T(xl,xz) = (xz’x1) (xl,x2 € k) .
Entonces T € 0(Q) y I es el producto semidirecto del grupo

x
r+ = {Y(r,S) Irsse k } »
isomorfo a kf X k* » ¥ del subgrupo {1,T} , con las relaciones

T2 =1 y Y(r,s) e T =T o yv(s,r) (r,s € kf) §

3.2. Descomposicidn de (V,p) segin T .

Denotemos por (V,0) 1la representacidn natural (izquierda) de T

definida por
m
lo €l W) = £y @),y ) (YET, £€V, x€K?, Yy €X)

donde mY es el multiplicador de la similitud 7Y .

. x
DEFINICION 3.1. Se define, para todo a,B € Car(k ) ,

V(a,B) = {f € V/o(y(r~},s™H))f = a(r)B(s) £ r,s €K} .
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V(a,B) es una subrepresentacidn de (V,p) y se tiene la siguiente

descomposicién de G-mddulos

V= @ o V(a,B) .
a,BeCar (k™)

PROPOSICION 3.1. Se tienme, para todo «,B € Car(k’)

dimp V(a,B) = g + 1 + §(a,B)

(donde 6 es la funcidn caracteristica de la diagonal de Car(kx) b% Car(kx)

que vale 1 en la diagonal y se anula en el complementario de la diagonal).

Demostracidn: Sea f € V(a,R) , entonces

(7) f(rx,,sx,;y) = a(r)B(s)f(xl,xz;wrs)

para todo r,s € K » X ,X, €k, yeX .,

Fijemos un caracter e € X , luego es inmediato de (7) que

£(0,039) = 6(a,B)a”*(£)£(0,05¢) Ww=e", teKd)
£(x,,059) = (@87 (x)g7H()£(1,05e) W=e", x,ter)
£00,%,39) = (a7?B) (x,)a”* (£)£(0,15e) W=e",x,ter
X)Xz X
£(x,,%,59) = alx))B(x,)E(1,15 ) (xl,xz ek , Ve
m]

PROPOSICION 3.2. i) El automorfismo Op induce por restriccidm a V(a,R)

un isomorfismo de V(a,B) sobre V(B,a)
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x
ii) Sea o € Car(k ) , se tiene la descomposicidn de G-mddulos

V(a,a) = V+(a,a) eV (a,0)
donde
Vi(a,a) = {f € V(a,a) /o(T)f = £f}
con
dim Vi@@,0) =q+1 , dimV(a,e) =1 .

Demostracifn: La primera asercidn resulta de inmediato de las relaciones

y(r,s) ¢ T =T © y(s,r) (r,s € k*) y la segunda de la demostracidn de
la Proposicifn anterior, y del hecho que T permuta las T+—6rbitas
(1,0;9) y (0,13y) , y fijaa (0,0;y) y (L,1¢9) (Y €X).

]

¥ - - + - - - - > -
La representacidén V (a,0) admite la siguiente descomposicidn de G-

mbdulos:

PROPOSICION 3.3. Se tiene, para todo a € Car(k’) ,

n

V+(a,c1) via,0) @ V1’+(a,a)

con

vi,a) = {f € Vo, / = £(x ,039) = O VUeE X

X 1€k

vt a,a) = {£ € V' (a,0) [£(x ,x,59) = 6(x )£(0,059) Vx,x €k, V€
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- - - +
(donde 6 es la funcidn de Dirac sobre k , centrada en el origen, que

vale 1 en O y se anula en otra parte).

3.3. Isomorfismo entre (V,p) v la representacidn natural.

. - - X
Puesto que existe una correspondencia biunivoca entre k y 3, po-
: s L= kX
demos realizar la representacidn natural de G en el espacio M = (

con accifén definida por

det g'l)

(1) (x,¥) = £(xg, (FEM, g€G, xEK?, PEN .

TEOREMA 3.1. La aplicacién F de M en V definida por

[F(D)] (x,,x,5%) = Z f(x,,s;9)P(-sx,) (FEM, x,,x, €k, Y €X)
s€k

es un isomorfismo de (M,T) sobre (V,p) y la restriccidn a %a B es un
]

isomorfismo de Mﬁ B sobre V(a,B) , para cualquier a,B € Car(kx)
>

Demostracidn: Se verifica facilmente que F es un operador de entrelaza -

miento y que emnvia M g V(a,B) , adem3s su inversa viene dada por
;]

[F1END] (x,%,59) = @8 Z £'(x,,s;0)(sx,) (' €V, 2,2, € L, PEXK
&€k

lo cual finaliza la demostracidn del Teorema.

O

De acuerdo a la Proposicidn 1.5. del nimero 1.3, del parrafo § 1, se
deduce que la representacidn de Weil asociada a Q = xy suministra exacta-
mente toda la serie principal de G , por consiguiente hemos asi obtenido

tres tipos de modelos; inducido, matural y de Weil.
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§ 4. LA REPRESENTACION DE WEIL ASOCIADA A UN PLANOC NORMICO.

Dentro de este parrafo, vamos a descomponer la representacidn de Weil
[VN,pN) asociada al plano ndérmico (no desplegado) (K,N) , donde K de -
signa la {inica extensidn cuadrdtica de k y N 1a norma de K sobre k

(c.f. § 2. Teorema 2.3.). La forma bilineal B asociada a N esti dada

por

B(x,y) = Tr(xy%) (x,y €K) .

Dentro de lo que sigue, designaremos por T el subgrupo de Kx for-

mado de elementos de norma l. Escribiremos simplemente (V,p) en lugar de

(VN,QN) .

4.1. E1 grupo T = GO(N) .

X ;
Para todo x € K , definimos

Y () = xy (y EK)
y
F(y) = y° (y €K .
Cada Yy (x € K?) es una similitud de N , de multiplicador N(x) ,
y F € 0(N)

PROPOSICION 4.1. El grupo T = GO(N) es el producto semidirecto del grupo

F+ formado de Vg (x € Kx) , isomorfo a K. , y del grupo {1,F} con

las relaciones

FF=1 y Foy =y ©F (x € K)
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-1
Demostracidn: Sea Y € I' . Entonces ¢ = (YQ(l)] -k( verifica y(1) =1

y pertenece a O(N) . Ya que N(Y(x)) = N(x) y ®¥(1) =1, se deduce de

la relacibn general
Tr(z) = N(z + 1) - N(z) - 1 (z€K) ,

la igualdad Tr(Y(x)) = Tr(x) para todo x € K . Luego para cada x € K
tenemos o bien Y(x) = x 6 Y(x) = x? . Sea x €K tal que l{l,xo} es

una k-base de K . Entonces ¢ = Id si w(xo) =x 6 Yy=F si

_ .4 - T . "
w(xo) X - De este modo ¥ Y?(l) o ¢ Yf(l) F . Por lo tanto la pro

posicibén queda asi demostrada.

O
4.2. Descomposicion de (V,p) segin T .
Denotemos por (V,0) 1la representacidn natural (izquierda) de T
dada por
"y
[o(M ] =9 = £(y7 =)0 ) (YET,f€V, x€EK, y€X.

DEFINICION 4.1. Para todo A € Car(K') , definimos

v = {f e v/ofy _,)f = AGE x €K} .
Asi los subespacios V(A) (A€ Car(K*)) resultan ser subrepresenta

ciones de (V,p) . Ademds tenemos una descomposicidn en G-mddulos

v=9
Aecar(K™)
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X
DEFINICION 4.2. Sea L una extensidn finita de k y A € Car(L ) , se di-

x
ce que A es descendible si existe o € Car(k ) tal que A=a °N (don-

L
x
de NL es el homomorfismo norma de L  sobre k) .

Si A€ car(L) entonces A9 es el conjugado de A sobre L , es

decir Aq(x) = f\(xq) (q = |k| , X € Lx) .

x
LEMA 4.1. Sea A € Car(L ) . Son equivalentes

i) A es descendible

ii) A = A9 (en este caso se dice que A es Galois invariante)

iii) A(u) =1 para todo u € IJL , donde IIL - g & Lx INL(K) - I

Demostracidn: (i) = (ii). Es inmediato de _NL = NL ° F .

X
(ii) = (iii). Sea u € IJL : por el Teorema 90 de Hilbert existe x € L

tal que u = x 9% » luego
Au) = ASA@-Y) =1 .

(iii) = (i). Sea o 1la aplicacidn compleja sobre kx definida por

a(t) = A(z) con NL(z) =t (z € L)< 5 EE kx) . Esta definicidn tiene
sentido pues NL es epiyectiva. Si x € Lx es tal que NL(x) = t enton-
ces NL(zx‘l) = 1 , de donde por hipdtesis A(z) = A(x) , por lo que @
estd biex;i definida. Finalmente es inmediato comprobar que o es un caric-

X
ter de k .
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PROPOSICION 4.2. Efi A€ Car(Kx) , entonces
dim, V(A) = q - 1 + 8(A,AY)

(con & de Kronecker que vale 1 sobre los caracteres Galois invariante

y cero en caso contrario).

Demostracidn: Sea A € Car(Kx) v f € V(A) , entonces

£y 0) = AE(y9" ) xeK, yeR, V€KX,
en particular
£(x,p) = A(x)f[l,q;N(x)] (x€K, VEN

£00,9) = 8(AADE0,Y) (Y € %

O

Denotemos en lo que sigue por QA la restriccidn de p al subespacio

invariante V(A) (A € Car(Kx))

PROPOSICION 4.3. La restriccidn de la involucidn o(F) a V(A) es un iso-

morfismo de V(A) sobre V(Aq) , cualquiera que sea A € Car(Kx) . La res-

triccién de o(F) a V(A) es la identidad si A =AY .

Demostracibn: Resulta inmediato de las relaciones F ° T =¥ g L
X
(x € Kx) y del hecho que
q q-1 X
f(x',) = A(x" DE(x,y) (fev(h), x€K, yEX).

O
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PROPOSICION 4.4. La representacién V(az ° N) (a € Car(k)) es la repre-

sentacidn de Steinberg St(a) asociada a o .

Demostracidn: Realicemos la representacidn de Steinberg asociada a ¢ por

el modelo inductivo Hg , es decir como subrepresentacidn de

H = Ind [a,a] (cf. § 1, Definicidn 1.1).
eyt B_tG

Para construir un isomorfismo de Hg sobre V(a ¢ N) , es suficiente -de-

bido a las dimensiones- construir un epimorfismo de H sobre V(a °¢ N)
" 3
Como Hcr. - Ind [a,a ], es suficiente para ello encontrar un generador
’ B 1G
o

de V(o ° N) (como & G] -m8dulo) que se transforme como 1 € L , bajo la
accidn de B, » dentro de la representacidén (T,[a,a]) de Bo (cf. Capi-
tulo I, § 7. Proposicidn 7.1.). Se verifica facilmente que todo vector

fo € V(o o N) tal que Sop fo = {0} x X tiene la propiedad requerida.

O

4.3. Entrelazamiento de las representaciones V(L) (A Car(kx)) .

Puesto que ya sabemos que V(A) = St(a) para A =q ¢ N
(a € Car(kx)) y dim V(A) = q -1 para A # I , bastard con estudiar
los espacios HomG(VA,VA ,) para A,A' € Car(k') tal que A # AY,
A #ATS

LEMA 4.2. Sea @ un operador de V(A) en via') (A,A' € Car(Kx),

A#AY, A £ Y que entrelace la accién de u(b) , b€ i (cf. § 2,

Definicidn 2.1). Entonces existe una iinica funcién 6 € V(A'A‘l) con so-

5
porte en K x X y tal que
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[8f] (x,¥) = 8(x, V) £(x,¥) (f€EV(M), xE€K, yEX.

- - 3 x
Ademds, el operador 8 es biyectivo s1 y s6lo si sop 8 =K x X,

Demostracidn: Nuestro operador 8 estd a priori definido por un niicleo

L: (KXx3 x (KX xX¥ - T verificando

1y =1 -
Y (z'y,0" ) (@™ @7 = @)U 5.9, )T (@)

para todo z,z' € K sy X,5 € K » Y ,¥ € X . Por hipStesis se tiene que @
+ .
conmuta con pA(u(b))' v pA,(u(b)) , para todo b € k , lo que equivale

a la condicidn siguiente
U (x,9),(y,p)] =0

salvo para (x,le) y (y,y) tales que lp(bN(x)) = P(bN(y)) para todo
b € k+ .
Por otro lado para (x,¢), (y,¥) € K x 3 , tenemos que
—1
LPN(X) = wN(Y) s y sblo si existe z € K tal que (y,y) = [zx, (z) ]

Asi entonces para f € V(A) y (x,¢) € K x X obtenemos

lef] (x,l’) p> L[(XAP),(Y,‘P)]HF:RU)

(¥, W)ERXX

z L{(x,'{?),(zx,le(z)-l)]f(zx,t{’N(z)-l)
K

IR L Ix,9) s ()] £Gx,9)

luego basta hacer 6(x,y) = IRXIL[(x,tP),(x,\O)] , de donde el Lema queda

demostrado.
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TEOREMA 4.1. Sean A,A' € Car(K') tales que A # A9 y A" # A, enton-

ces

i) La representacidn V(A) de G es irreducible.

ii) Si V(A) ~V(A') , entonces A' =A 8 A' =AY .

Demostracidn: Consideremos el subgrupo

_ 1 b + X
P—{[o dJ|bEk,dEk}

de G . Puesto que EndG(V(A)) es un subespacio no nulo de EndP(V(A)) 5

basta demostrar que la restriccidn de V(A) a P es irreducible. Para
ello sea @ un operador de entrelazamiento de V(A) restringida a P en

V(A') restringida a P . Como €@ entrelaza la accidn de u(b) (b € k+)
3

por Lema 4.2. (§ 4),
8f = B-f (f € V(L))

para una finica funcién 6 € V(A'A"!) . Por otro lado, el hecho que € en-

trelace la accidn de h'(t) (t€ k') significa
6(x,¢") = 8(x,¢) xeK,YeX, ter),

esto quiere decir que 6(x,§) no depende de Y € X , para todo x € K .

De esto resulta que existe una constante c¢ € T tal que
x
B(x,¢) = c A'A™H(x) (x€EK,¢9€X .

En particular si A' = A , la funcidn 6 es constante sobre

Kx x X , de donde EndP(V(A)) =L , vy as1 la restriccidén de V{(A) a P
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es irreducible, lo cual demuestra la primera parte del Teorema

Para la Gltima asercidn del Teorema, supongamos que A" #A y que @
es un operador mo nulo de entrelazamiento de V(A) en V(A') , es decir

c#0.
Puesto que
8 ° 0, (h" (D7) = ) (' (D)7Tw) = © (tex),

entonces, para todo f € V(A) vy gy € X,

(L), YT IrOEGLE = I, TIreRmOLG) (t €K,
¥EK YEK

de donde

® T QaremEay ) - T @GN MEALE )
yeK P,

+ 2
para todo t € k , pues A vy A' son no triviales sobre I . Como los
: +
t + -
caracteres ¢ (t € k) forman una E-base de Ek , para @€ X , fijo,

entonces la combinacidn lineal (8) es equivalente a

(9 . ApEadH - =T, A EL ) (x € K.
¥EK ¥EK
Tr(y) =Tr(x) Tr(y)=Tr(x)

Consideremos, para cada X € K>< , una funcidn fx € V(A) tal que

fx(l,(pr) = &(r -~ N(x)) (r € kx) , luego reemplazando esta funcién en (9)

resulta
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x
z A(y) = z A'(y) (x€K) ,
¥yEK yEK
Tr(y)=Tr(x) Tr(y)=Tr(x)
N(y)=N(x) N(y)=N(x)

es decir A + A9 = A" 4+ A0 y por consiguiente A' = A% | debido a la in-

dependencia lineal de caracteres.

O

DEFINICION 4.3. Llamaremos serie discreta (de representaciones) de G al

conjunto de tipos de isomorfia de las representaciones irreducibles

(V(A)’DA) para A € Car(KX) , h#AY

La serie discreta de G consta de %1;(q - 1) (tipos de isomorfia)

de representaciones de dimensidén q - 1 .

Habitualmente, en el futuro, denotaremos por ﬂA 8 (V(A),pﬁ] el ti-

po de isomorfia de la representacidn (V(A),pA] [A € Car(Kx)] .

TEOREMA 4.2. La serie discreta y la serie principal de representaciones de

G son disjuntas y ellas agotan todas las representaciones irreducibles de

G .

Demostracidn: Para ver que las dos series son disjuntas, es suficiente ob-

servar que todas las representaciones de la serie principal admiten vecto-
res no nulos invariantes por el subgrupo unipotente superior Uo de G ¥y
en cambio ninguna representacidn de la serie discreta los admite. Para de-
mostrar que las dos series agotan todas las representaciones irreducibles

de G basta aplicar el criterio de completitud (cf. Capitulo I, § 4, Coro-

lario 3 de 1la Proposicidn 4.3.).
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OBSERVACION. Como notacidn general, designaremos por [Vu g * wa 8)
? ?

(@,8€ car() ,a#8) , (Vo,7%) (r=1,q;0a€car(x), (V,7)

x
[A € car(K) , A # Aq] » los tipos de isomorfia (o de representantes de ti-
pos de isomorfia) de representaciones irreducibles de G , manteniendo la

X
parametrizacidén adoptada en los pirrafos anteriores. Para o € Car(k ) ,

1 1
tenemos vﬂ.,a ] ’TO‘.,G-) = (Vg ’ ﬂg] @ [va ’ ﬂa]

En la Tabla 1, denotamos por x; el caracter de ﬂ; (r = 1,q ;

X +1 -1 =
o € Car(k )) ¥y xg’ﬁ (resp. xﬁ ) el cardcter de ﬂa (resp. ™

98 f‘-)

para o,B € Car(kx) (resp. A€ Car(Kx) , A # Aq)



TABLA 1. Los caracteres de GL(2,k)

Cardcter xl = a o det Xg :(2:; X?\"‘
aB € Car(k") A € Car(x")
Representante | Parametrizacin a € Car(k") a € Car(k") afB Af Al
mod. (o, B) v (B, o) mod. A~ AY
- h
! ack o’ (a) w’(a) (4+1)08(a) (g-1A(a)
2 1 ) X 2
0 3 3 €k o (a) 0 oB(a) -A(3)
s 0 B a,d € kx
[ g i 2 #d oad) o(ad) a(a)B(d)+e(d)B(a) 0
? mod.(a,d) ™ (d,s)
0 N(x) x €K -k e ( "
-1 Tr(x) . X ~aNCx)) 0 ~A(x)-A"(x)
- mod. x ¥ x
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CAPITULO III

DESCENSO DE SHINTANI PARA GL(Z,IFq)

Dentro de todo lo que sigue mantendremos, salvo mencidn expresa de lo
contrario, las siguientes notaciones: k el cuerpo finito de gq elemen -
tos, K 1la {inica extensidn cuadritica de k

, N la norma de K sobre

k, G=GL(2,k) y XK la {inica extensifn cuadrdtica de K .

§ 1. PRELIMINARES.

En este pirrafo definiremos un espacio cuadratico (E,Q) , adecuado,
sobre k que serd de gran utilidad al econsiderar la representacidn de Weil
a &1 asociada (cf. Capitulo II, § 2, Teorema 2.3.). Ademds explicitaremos

el grupo U(2,K) y determinaremos las GL(2,k)-6rbitas de E x X .

60
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1.1. Realizacién de (E,Q) y T = G0(Q)

Designemos por F el automorfismo de Frobenius x x? de K , como
as{ también su extensidn natural a K (resp. K X K ; resp. MZ(K)) defi
nida por F(z) = 29 (z € K) (resp. F(x,y) = (F(x),F(y)) para x,y € K;

resp. F[: :J = [ggi; gg:;] con a,b,c,d € K).

Denotemos por x* la matriz transpuesta conjugada F(tx) = tF(x) de

x € MZ(K)

PROPOSICION 1.1. Sea M?(K) el espacio que consta de todas las matrices

x € Mz(K) tal que x* = x . Designando por det 1la aplicacién determinan-

te del espacio vectorial H&(K) sobre k obtenemos que (M?(K), det) es

un espacio cuadrdtico no degenerado de dimensidn 4 sobre k , de Indice de

witt 1.

Demostracidn: Observemos que para x € MS(K) se tiene

5 [;ﬂ 2] r,s € k , b € K convenientes.

Ademis

[M};(K), det) = (x* @ K, x,x, & (-N))

donde x;X, es un plano hiperbdlico (xl,x2 designan las coordenadas ca-

nbnicas de k?)
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DEFINICION 1.1. En todo lo que sigue del presente Capitulo mantendremos la

notacién (E,Q) = (ME(K), det) .

DEFINICION 1.2. Designemos por I' el grupo de todas las similitudes ortogo-

nales, GO(Q) , de (E,Q) . Ademis denotemos por m el multiplicador de

la similitud Y €T .

Observemos que sobre E 1la transposicidn y conjugacidn coinciden,

asi es

F(x) = "x (x € E)

FP=1d, , FET , m =1.

Recordemos que X designa el subgrupo de K formado de elementos

de norma 1.

PROPOSICION 1.2. Para cada h € GL(2,K) se define una similitud (fh de

Q , de multiplicador m = N(det h) , por

@ () = hex = hxh* (x € E) .

Designemos por (¢ el homomorfismo de grupos que envia h € GL(2,K)

€ entonces
&0 ffy, = Ty EDLODERE

i)y W= Ker @ = {[g 2] € GL(2,K) /u € m} )

. . . +
ii) E1 grupo I' es el producto semidirecto de la imagen I de qj y el

grupo {1,F} , con la relacién
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(10) Fol oF =¢_ (h € GL(2,K))
h

(donde h = F(h)) .

Demostracidn: Es claro que el multiplicador de (?h es N(det h)
Por otro lado, sea h € GL(2,K) tal que (Ph = IdE . En particular
hh* =1 » de donde hx = xh para todo x € M,(K) . Por lo tanto h es una

X
matriz escalar, h = c-°l c € K apropiado. Luego la relacidn hh* = 1

equivale a ¢ € U, lo cual demuestra (i).

En la demostracidén de (ii) la relacidn (10) es inmediata. Luego resta
por demostrar que el producto semidirecto T+ x {1,F} es todo T . Como

F& T+ , de (i), tenemos que

l—l

It* x {1,F}] = 2|6L(2,B) | |m|™" = 2(q - 1)(g" - 1)g? .

Por otra parte

[o(@ ] = nyfom ]|

donde oy indica el niimero de pares hiperbdlicos en (E,Q) , se encuentra
enseguida que n, = (q - 1)(q2 + l)q2 ¥y IO(N)E = 2(q + 1) (cf. Capitule

11, § 4, Proposicidn 4.1.) de donde

IT| = (@ - D|o(Q]| = 2(q - 1)(q* - 1)(g® + 1)g®
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1.2. El1 grupo U(2,K)
DEFINICION 1.3.
U(2,K) = {h € GL(2,K) /hh* = 1} ,

SU(2,K) = U(2,K) N SL(2,K) .

PROPOSICION 1.3. Cualquier h € U(2,K) , se puede escribir en la forma

h = ua ubl _ |u 0 a b
B L 0 1j|-p% af

con u=det h€ U y a,b€ K (determinados de manera @inica por h) ve-

rificando la relacién

N(a) + N(b) =1 .

COROLARIO

[su(2,8)| = (@ - Dg(q + 1)

|lu(2,8)| = (¢ - I)g(q + 1)* .

PROPOSICION 1.4. Consideremos la inyeccifn canbnica de GL(2,k) en

GL(2,K) . Entonces los subgrupos SL(2,k) y SU(2,K) de GL(2,K) son con-

jugados dentro de GL(2,K) . En efecto, para h € GL(2,K) , la relacidn

SU(2,K) = h™'SL(2,k)h

es equivalente a la condicidn
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hh* = aw

1] y a € Kx de traza nula.

con w = [_1 0

Demostracidn: Observemos que para h; € SL(2,K) se tiene que

h, € SL(2,k) siy s6lo si hwhl =w .

Por consiguiente, para h, € SL(2,k) , h, € SU(2,K) y h € GL(2,K)

x
tal que hh* = aw (a€ K) , tenemos

(b~*n B) (b='ny0)* = 1,

[hhzh_l)w(hhzh'l]* =w

es decir, h™'h,h € SU(2,K) y hh,h™' € SL(2,k) .

Reciprocamente, tenemos que para h, € SL(2,k) y h € GL(2,K) ;
* . . x
hibh =h es equivalente a h = aw (algn a € K ) . Luego sea

h € GL(2,K) tal que SU(2,K) = h™'SL(2,k)h , entonces
*_ % -1 -1 x %k _ *
h, (hh)h] = h(h™*hh) (b~ h h)*n* = nh

para todo h1 € SL(2,k) ; de donde hh* = aw cierto a € Kx .

O

OBSERVACION. En toda caracteristica de k , una solucidn h € GL(2,K) de

X
hh* = aw (a € K de traza nula) es

z 1
b= [b zb]

con z,b € Kx tales que N(z) = -1, z#1 y Tr(b) =0 .
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PROPOSICION 1.5. Los subgrupos SL(2,k) y SU(2,K) de GL(2,K) no admi-

ten vectores fijos no nulos en ninguna representacién ¥ de la serie dis-

creta de GL(2,K) .

Demostracidn: Como los subgrupos SL(2,k) y SU(2,K) de GL(2,K) son

conjugados (cf. § 1, Proposicidn 1.4.), es suficiente demostrar la Proposi-
cifn para SL(2,k) . Ademis, como por reciprocidad de Frobenius, la dimen-
sién del subespacio de los vectores SL(2,k)-fijos de la restriccién de T

a SL(2,k) (para cualquier representacidn 7 de la serie discreta de
GL(2,K)) es la multiplicidad de la representacidn trivial de SL(2,k) en
la restriccidén de 7 ; la demostracidn se reduce a verificar que la suma
del caricter de 7 sobre SL(2,k) es nula, lo cual es inmediato a partir

de la Tabla 1, puesto que lclase [g :]| =g’ -1=dimnm (a € Kx) .

O

1.3. Las GL(2,K)-Grbitas de E x X .

En todo lo que sigue, denotaremos por X el conjunto de los caracte-

- + - : s
res no triviales de k . En este nimero consideraremos la extension natu-
ral a E X X de la accidn de GL(2,K) en E definida en la Proposicidn

1.3 18 I}
DEFINICION 1.4. Sea
H=©xX,

se define la accidn

=1 -1

he (x,Y) = [h'.xswmh ) = [mh*9¢mh ]
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con mh = N(det h) , h € GL(2,K) , (x,}) € X.

DEFINICION 1.5.

H, ={[‘5 :]/u,vem ,beK},

UL(2,K) = {h € GL(2,K) /det h € T}

2

ED - (x € E/rango x = i} (i =0,1,2)
OBSERVACION.
2D _ {[g g]/se k”}t’{s[bi N&)] FoEx . ok kx} ’
EP| = @-D@@+n,
12| = (¢ - D(e? + g .

PROPOSICION 1.6. Consideremos la accidn de GL(2,K) sobre # dada por la

Definicidn 1.4. (8 1). Designemos por e un cardcter no trivial fijo de

k+ y xo = [é g] , entonces

i) OrbGL(z,K)(O,e) = {0} xX , StabGL(z,K)(O,e) = UL(2,K) ,

ii) orbGL(Z,K)(xo’e) = E(l) xX Stab (xo,e) =H

GL(2,K) s i
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(aw =e? xx,

iii) JZK OrbGL(Z,K)

StabGL(z’K)(l,W) = U(2,K) WeE X .

TABLA 2. Las GL(2,K)-6rbitas de E X X .

Representante | ParZmetro | N° de drbitas | Estabilizador | Cardinal de la
orbita
(O,E) 1 UL(Z,K) q - 1
(x_,e) 1 H, (a-1)%(q*+1)
(1,¥) pEX g~ 3 U(2,K) (g-1)q(q*+1)

§ 2. LAS REPRESENTACIONES V[]

Dentro de todo lo que sigue mantendremos las notaciones del parrafo
precedente y designaremos por I'' al grupo GL(2,K) /iﬁ , donde T es el
subgrupo de GL(2,K) formado de matrices escalares de razdm en I (cf.

§ 1, Proposicifn 1.2). Por lo tanto las representaciones de T' serdn aque-

~

llas de GL(2,K) que son triviales sobre U

2.1. Definicidn de las representaciones V[7]

DEFINICION 2.1. Sea (V,0) 1la representacidm natural (izquierda) de




69

-1
GL(2,K) asociada a la accidén £ P hef = [h-x,wmh ) (h € GL(2,K) ,

E=(x,0) €EX) , (cf. § 1, Deficidn 1.4), de espacio V = L?(¥) y accidn

dada por
(0, D) () = £(h7"+E)

para todo f € V , h € GL(2,K) y EE€H .

Es claro que (V,0) es trivial sobre X , por ende ella se factori-
za por la representacidn natural de TI'' , que con el habitual abuso de no-
tacidén denotaremos también por O , asociada a la accidn de GL(2,K) , so-

bre # , extendida de manera natural a T' .

Ademi3s designemos por [V,pQ3 , 0 simplemente (V,p) cuando no exis-
ta peligro de confusidn, a la representacidon de Weil de G = GL(2,k) aso-
ciada al espacio cuadrdtico (E,Q) no degenerado de dimensidn 4 sobre k
(cf. Capitulo II, 8 2, Teorema 2.3.).

OBSERVACION. Es claro que T = GO(Q) actia sobre ¥H , a saber & = y+f =
=1

m

= (Y(x),w i ] (E = (x,¢) €EH, y€T) . Ahora bien, sea [V,UQ) la re-
presentacidén natural asociada a esta accidn. Luego la representacidn (V,0)
de mis arriba (cf. § 2, Definicidn 2.1.) no es otra que la restriccidn de

[V,UQ) a TT via el homomorfismo @ de la Proposicién 1.2. (§ 1).

M3s general, sea (E',Q') wun espacio cuadrdtico no degenerado cual -
quiera de dimensidn par sobre k , [V',pQ') la representacidn de Weil de
G que le estd asociada, GO(Q'") el grupo de todas las similitudes ortogo-
nales de (E',Q') ¥y (V',OQ'] la representacidn natural (izquierda) aso-

ciada a la accidn evidente de GO(Q') sobre E' x X ; bajo estas notaciones
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es inmediata la siguiente

] 1 1 ]
proposIcIoN 2.1. (v',p%) y (v',6%) conmutan, es decir pg ec$ -
] 1
_ o2 . 0

€ € '
Y & (g€ 6, vy€60(Q")) .

O

DEFINICION 2.2. Sea (U,®) wuna representacidén de GL(2,K) trivial sobre

las matrices escalares de razdén en 1 ; definimos la representacién

[V[ﬂ],pQ) de G cuyo espacio vi®l consta de todas las funciones £ de

i en U tales que

£(heE) = 7 (£(E)) (h € GL(2,K) , EE€ W) ,

Q

y cuya accidn p es la accién de la representacibén de Weil de G en el

espacio ﬁK asociada al espacio cuadritico (E,Q) y a U , restringida a

vin] , que es estable por pQ (cf. Capitulo I, § 8, Definicidn 8.2. y

Capitulo II, § 2, Teorema 2.3.).

~

Designemos, con abuso de notacidn, por (I'') el conjunto de tipos
de isomorfia de representaciones irreducibles de GL(2,K) que son trivia-

les sobre las matrices escalares de razon en T

DEFINICION 2.3. Llamaremos descenso de SHINTANI para G a la aplicacidn

V7] de (F‘)A en &(G) , o equivalentemente diremos que V[7] es

~

.

la descendida de SHINTANI de la representacidén 7 € (T')

El siguiente Teorema entrega una primera descomposicidn de la represen-

tacibdn de Weil [V,pQ) de G asociada a (E,Q) seglin las componentes iso-

tfpicas de la accién de T' en V .
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TEOREMA 2.1. Designemos por U_ el espacio de * € (I'') . Entonces

4
(vio ® pQ) = @ U, ® V7] como TI'' X G-mddulos,
=T"') T
{V,DQ) = @ . (dim m)V{ 7] como G-mddulos,
7=(T")

(cf. Capitulo I, § 8, Teorema 8.1.).

~

2.2. Descripcidn de (') .

Recordemos que XK es la {inica extensidn cuadrdtica de K y N 1la

norma de X sobre K .

DEFINICION 2.4. Designemos las representaciones irreducibles de GL(2,K)

(cf. Capitulo 11, Observacidn al final del N° 4.3.) por [Vﬁ.¢ $ ﬂf\,tb]

2 2
(h,o€car®), A ¢ ¢, (v ,7}) (h€car®)) , (T, ™))

2
(A € Car(Kx)) (serie principal) y (VG) . ﬂ@) (& € Car(l(x) , B # gt )

(serie discreta).

PROPOSICIOR 2.2. Se tiene

D M€ (") siy sblo si A¢ =A% 0,6 € car(®), A #¢) ,
r A 2q X
ii) 1TA € (T") si y sblo si A% = A (r = 1,q° 3 A € car(x)) ,
2 3 2

iii) 7y € (r"”  siy sblo si 00 =66 (6 € Car(K ), @ # 8 ) .
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- - x
Demostracidn: Sea 'lTA 6 (A, € Car(K ), A # ¢) una representacidn de la

serie principal de GL(2,K) realizada por su modelo nmatural (cf. Capitulo

11, § 1, Definicidn 1.2.), luego para h = [3 g] (a € K#) tenemos que

> 2
f(ax,ca™ )

(ry 4 (b)) Go0)

= (M) (@£ (x,0)
para todo f € U\ 6’ x€K , c€ K ; es decir
(1) Lo [[g g]] = (Ad) (a) (a €K)

Observese que (11) tambi&n es vilido para w;\ (r = 1,¢% 3

X
A€ car(K )) .
. x qz
Por otro lado si “6 (€ Car(K ), @ # 8 ) pertenece a la serie
discreta de GL(2,K) realizada como subrepresentacidn de la representacidn
de Weil de GL(2,K) asociada al espacio cuadratico (X ,N) (cf. Capitulo

11, § 4, Definicidm 4.l1.), entonces

-2

f(az,@l )

(mg(hn,)£) (2,0)

]

8(a)f(z,®)
para todo f € V8 ,zE K , ¢€E Car(K+) - {1} ; de donde
(12) ”e{[g 2}] = 8(a) (a€x) .

Ahora bien, (i) y (ii) (resp. (iii)) es inmediato de (l1) (resp. (12))

y Lema 4.1. (Capitulo II, § 4) para a € T
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LEMA 2.1. Sea F el automorfismo de Frobenius extendide a GL(2,K) (cf.

§ 1, N° 1.1.). Entonces

H m e Fxm (A6 € Car(x) , A #¢) ,
A’¢ Aq q
N
iji) @, °cFx=m (r=1,q% ; A€ Car(Kx))
A Aq s )
s < x q’
iii) m_ oo F >~ (BE€ECar(K ), 8 #0807 ) .
2 &l
O
PROPOSICION 2.3. Sea (U,7) una representacidn irreducible de GL(2,K)
Entonces @ ¢ F =7 solamente en los siguientes casos
HooTe=m con A=1%;¢=¢"  (A¢€car®) , A £,
: q x
ii) ®=n con A #£A (A € car(k)) ,
AN
iii) 7 = Wl con A =A% (r=1,¢9> ; A€ Car(Kx)) .

x
Demostracifn: Sea 7 = WA ¢ (A,¢ € Car(K ), A # ¢) en la serie principal
>

de representaciones de GL(2,K) y supongamos que 7 ° F =~ 7 . Ahora bien,

por Lema 2.1. esto es equivalente a 7 iy ; de donde (A,¢) =
= (Aq,¢q) 6 ¢ = A (cf. Capitulo II, & 1, Proposicidn l.4.) lo que de -

muestra (i) y (ii).

En forma aniloga se demuestra para el caso 7 = ﬂl (r = 1,¢% ,

A € Car(R)) .
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2

. . x
Finalmente si 7 = ﬂ@ ® € Car(K ) , 8 #-Gq) perteneciente a la se-

rie discreta de representaciones de GL(2,K) tenemos que: W © F =T es
4 P q - q qz
equivalente a ¥ a __ﬂe , de donde 8 =8 2 8 =28
8 2
- : q q
§ 4, Proposicién 4.3.) que equivalea 8 =06 y é =@ , es decir

2
e = 8 : lo cual es contradictorio. Por lo tanto ﬂe o F i:ﬂe

(cf. Capitulo II,

: 2
(® € car(K), 8 # 8% )

2.3. Descripcidn de los espacios V7] (&)

DEFINICION 2.5. Sea (U,7) una representacifén de I'' . Para todo § € ¥

y todo subespacio V' -de VI7] , se define

Vvi@E) = {£E) |fevVv'} .

Se dird que V' es un subespacio saturado de virl si £(§) € V' (D)

para todo & € ¥ implica f£ ey’

En particular, para § = (x,}) € ¥

(13) vinl (E) = FixU(StabGL(z’K) E] = FiXU[O(Q) L StabGL(Z,K) x) :

. - .. . . +
Recordemos que e designa un caradcter no trivial fijo de k y
—_ 1 0O
o 0o o) °

9 9
PROPOSICION 2.4. Sean A,p € Car(Kx) , MN#¢ , A=A ¢ . Consideremos

la representacién (VA ¢ » Ty ¢] de la serie principal de GL(2,K) reali-
b ] »

zada por su modelo natural. Entonces
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i) v{wh ¢] (1,¥) consta, para todo Y € X , de todas las funciones

f € VA,¢ tales que

(14)  £(0,131) = £(1,0;1) = 8(A,AT)E(0,151) ,
(15)  £(1,da;1) = (A¢™?)(a)8A,A%)£(0,151) (a,d €K, N(a) = 1 + N(d) # 0),

(16)  £(1,uv_31) = A(u)6(¢.hq)f(1,vo;l) (WeEw, v € K fijo, N(v)) = -1),

ii) v[ﬂA,¢] (xo,e) consta de todas las funciones f € VA,¢ tales que
(17)  £(1,d;1) = &(A,A")£(1,0;51) (d€KR) ,

(18)  £(0,1;1) = &(A,AY)E(0,151)
iii) vm, ¢] (0,e) =0 .

Demostracidn: Por la condicidn A¢ = At ¢q se tiene que, A = A st y sblo

si ¢ =¢ , es decir &(AAY) = 8(6,4) .

2 X
Recordemos que V consta de las funciones f € EK K

Ao tales que

(19) £(ax;c(ad)™?) = A(a)¢(d)£G;c) (a,d,c €X , X € K?) ,

y accion T =7

dada por
A, E

(ﬂhf) (;.;c) = :E(;h;c det h-!)

-
donde x € K? , cGKx,hGGL(Z,K) ,fEVA¢ .
’
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Luego cualquier f € VA ¢ queda completa y Gnicamente determinada por
L]

su valor en (1,d;l) (d€K) y (0,1;1) .

i) Ahora bien,

V{wA,¢](l,w) = Fiva’¢ (U(2,K)) W€ X

y todo h € U(2,K) puede escribirse en la forma

- ua ub _ |u 0 a
-1 al o 1j|-p?

con u=det h€ I y a,b€ K tales que N(a) + N(b) =1 (cf. § 1, Pro-

Baor
e

posicidén 1.3.).

Sea f € ViﬂA ¢](1,1,!}) v u€ T , entonces

[n[u o £)(0,151) = £(0,151) s1y sdlo si £(0,1;u™") = £(0,1;1)
0

y

sf y s6lo si ¢(u)£(0,1;1) = £(0,1;51) ,
de donde £(0,1;1) = S(A,AY)E(0,131) .

Ademis

. = % - = : =Ly .
(w[u 0](0 _1] £)(0,1;1) = £(0,1;31) siy slo si £(1,0;u™")=£(0,1;51)
1 0

si y s8lo si ¢(u)f(1,0;1) = £(0,1;l

luego £(1,0;1) = G(A,Aq)f(o,l;l) , lo cual demuestra (1l4).
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Por otro lado sea d € K tal que N(d) # -1 , entonces existe c¢ € Kx

tal que N(c) =1 + N(d) . Coloquemos

b=-c% , as=(d)* y u€
entonces
a ub
h = [jbq aq] € U(st) ]
y

(r,£) (0,131) = £(0,1:1) siy sblo si £(-b,a" ;u=') = £(0,1;1)
siy sélo si (dA~1)(c)d(u)f(1,d;1) = £(0,1;1)

sy sélo si £(1,d;1) = (A¢~) ()¢ (u)£(0,151)
de donde f£(1,d;1) = (A¢“1)(c)6(h,hq)f(0,1;l) , que corresponde a (15).

x
Finalmente demostremos (16), para ello sea vy € K fijo tal que

N(vo) =-1 v u€ I entonces

(w[uq O]f)(l,vo;l) = f(l,vo;l) si y sdlo si f(uq,vo;u'q) = f(l,vo;l)
0 1

s y sélo si Aq(u)f(l,uvo;l) = £(1,v31)

luego

(20) f(l,qu;l) = A(u)f(l,vo;l)



Por otro lado sea c €& K> y z€ K tal que Tr(z) =1 - N(c)

locando

b = -c}

v 2z
o
a=c9(N(c) + 29)

tenemos inmediatamente que

N(a) + N(b) =1

q
c=a-vb
o

Ahora bien

a‘l

(n[ a b} £)(L,v ;1) = £(1,v ;1)
N
si y sblo si f(a - vobq, b+ aqvo;l) = f(l,vo;l)

si y s6lo si f(c,vocq;l) - f(l,vo;l)

si vy sblo si (A¢'1)(c)f(l,vocqc"1;1)

f(l,vo;l)
por (20)
si y sblo si (A¢-1)(c)A(c’c-l)f(l,vo;l) = £(1,v ;1)
si y sblo si (A“¢'1)(c)f(1,vo;1) = £(1,v_31)

de donde

78

y CO-



79

(21) £(1,v ;1) = 8(¢,AE(L,v 1) ,

por lo tanto (16) se obtiene inmediatamente de (20) y (21).

Reciprocamente, sea f € VA 6 tal que verifique (14), (15) y (16).
Luego, f € V[1rA ¢](l,¢) s y sblo si
(22) (ﬂhf)(o,l;l) = £(0,1;1)
(23) (ﬂhf)(l,vo;l) = f(l,Vo;l) s

para todo h € U(2,K)

Sea h = [_‘}D?, ‘;},’] € U(2,K) (ueE TV , a,bEK ; N(a) +N(b) =1) ,

distingamos los casos:

si b=0, setiene (m £)(0,1;1) (W™ (a)p(u)£(0,131) 3

s 8A,AE(0,151) 3

si b # 0 , se tiene (ﬂhf)(O,l;l)

que se obtienen inmediatamente de (19) v (15).

q
Ahora si A=A , (22) es inmediato a partir de las igualdades de

q
mis arriba. Por el contrario, si A # A , en (22) se tiene la igualdad

0 =0 en virtud de las igualdades de mds arriba y de (14).

q
Por otro lado, para (23) cologquemos ¢ = ua - vob que es no nulo

pues N(a) + N(b) = 1 , entonces en virtud de (19) y (16)
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f(ua - v p? y Ub + v aq; u-h)
o o

(™ ) (1,v_;1)

(A=) () (u) £(1, uc? C‘lvo ;1)

A% ()8(,0") £(1,v_;31)
En consequencia (23) es inmediato de esta Gltima relaciodn.

ii) Recordemos que

Mhg) (2@ = Pz 5 P

con

H;“{[S :}|u,ven,bEK}.

-d
Sea d § K y fe v[nA’¢](xo,e) ;s luego h = [g 1] € Hl (e U)

(ﬂhf)(l,d;l) = £(1,d;1) s1 y sélo si £(u,0;u™t) = £(1,d;1)
si y sblo si A(u)f(1,0;1) = £{1,dz21)
de donde f(1,d;l1) = G(A,Aq)f(l,o;l) » que corresponde a (17).
Por otro lado,
(ﬂhf)(o,l;l) = £(0,1;1) 81y sblo si £(0,15u™1) = £(0,1;1)
si y sBlo si ¢(u)£(0,1;1) = £(0,1;1)

de donde £(0,1;1) = §(A,A%)£(0,1;1)
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Reciprocamente, sea f € VA ¢ tal que verifique (17) y (18), observe-
3
mos que si A # A'  entonces (17) y (18) son verificadas sdlo por la fun -
cién nula de donde VIirA ¢’](xo,e) = 0 . En consecuencia basta reducirnos
L]

al caso A =AY ; luego por (17) y (18) es suficiente demostrar

(7, £)(1,0;1) = £(1,0;1)

y (ﬂhf)(o,l;l) £(0,1;1)

(para todo h € H.) , que resultan inmediatamente de (19).
P 1

iii) Recordemos que

ViﬂA’¢](0.e) = FixVA,¢ (UL(2,K)) .

Sea f € V[‘lrA ¢](O,e) , puesto que U(2,K) ¥ Hl son subgrupos de
3

UL(2,K) , f satisface (14) y (17), por consiguiente basta con determinar

el valor de f en (0,1;1)

Ahora bien, para a € Kx tenemos, en virtud de (19),
(m £)(0,1;1) = £(0,131) si y sélo si £(0,a;1) = £(0,1;1)

siy sblo si (A¢™1)(a)f(0,1;1) = £(0,1;:

asi f£(0,1;1) = 8(A,9)£(0,1;1) =0 .



x 2 2q
PROPOSICION 2.5. Sea A€ car(K) , A =A . Realicemos la representa-

2

2
cibn de Steinberg [V” 5 ﬂi ) de GL(2,K) por su modelo natural. Enton-
ces
. _
i) V[‘nA] (1,y) estd formado, para todo Y € X , por las funciones

2
f € V}]\ tales que

(24) £(1,d;1) = 8(4,A%)£(0,1;51) (dEK, 1+ N@) #0),
(25)  £(1,uv ;1) = A(u)é(A,Aq)f(l,vo;l) (WeEw,v € K fijo , N(v) = -]

2 2
. q - o . q
ii) V[irA ](xo,e) estd formado de las funciones f € YA tales que

(26) £(1,d;1) = 8(A,A")£(1,0;51) (d € K)

2
iii) v{ui 1(0,e) =0 .

Demostracidn: Recordemos que

2
vy o= {f € V(AN / T £(1,d;1) = -f(O,l;l)} "
S

Para probar (i) y (ii), basta observar que las demostraciones de (i)
y (ii) en la Proposicidn 2.4. (§ 2) perménecen viiidas también para el ca-
so A = ¢ . Luego s8lo nos resta demostrar (iii); para ello sea
f e V[ﬂ?f}(o,e) entonces f wverifica (24), (25) y (26). Por otro lado

vemos que, al igual que en la Proposicidn anterior, basta considerar el

caso A =A% .
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Ahora bien en (24) haciendo d = 0 tenemos que £(1,0;1) = £(0,1;1)
Ademis por (26) £(0,1;1) = -qu(l,O;l) , entonces £(1,0;1) = 0 ; de don-
de, en virtud de (26), f es la funcidn nula.

O

2
PROPOSICION 2.6. Sea B € Car(]Kx) , @ # @ , trivial sobre W . Considere-

mos la representacidn [V@,‘He) de la serie discreta de GL(2,K) . Entonces

V{‘ﬂ@] & =0 (EEX).

Demostracidn: Realicemos [Va, ﬂe] como subrepresentacidn de la represen-

tacidn de Weil de GL(2,K) asociada al espacio cuadrdtico (X ,N) sobre

K (M es la norma de la extensidén cuadrdtica X de K) , definida por

, A o
v = {f € e¥%/ £(zy, P

3 y =8(2)E(y,¥) z€E K ,y€ K, ¥EX

donde X = Car(K+) - {1}

Denotemos a We simplemente por 7 . Supongamos f € V[‘lre] (xo,e)

fe V[‘!T@] (0,e) , u(b) = [é 'ﬂ € Hl (beK , VY 63’2 ; entonces debe te-

nerse

(ﬂu(b)f](l,‘i’) = £(1,¥) ,

es decir

Y(b)£(1,¥) = £(1,¥) (b € K)

de donde f(1,¥) = 0 , puesto que Y # 1., vy por consiguiente f es nula.
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Por otro lado, como los vectores de V[we](l,w) (Y € X) también
son vectores SU(2,K)-fijos, resulta inmediato de la Proposicidn 1.5. (§ 1)

que VT (L,Y) =0 (WEN .

y .
PROPOSICION 2.7. Sea A € car(K') , A% = A%9 | Consideremos la representa-

cign (&, Wﬁ =N e det.} de GL(2,K) . Entonces

viml (8) = 6(A,A")e (E€X).

Demostracidn: Es claro, puesto que

EI-I z A(det h)

dim_ Vim,] (E) = |Stab
T B hesr‘abGL(Z,K) 2

GL(2,K)

y para cualquier & € { el homomorfismo det. aplica Stab £
GL(2,K)

sobre T (con fibra de cardinal constante).

La siguiente tabla nos entrega la dimensidon de los espacios V[7] ()
para los distintos representantes £ de # . En la {iltima fila se da la

dimensidn de las representaciones V[7] , obtenidas de la relacién
dimp V7] = (q - 1)dimy V(7] (1,e) + dim V7] (x_,e) + dim; V[7] (0,e)

(cf. Capitulo I, § 7, Corolario de la Proposicidn 7.3.).



TABLA 3. Dimensidn de los_espacios vinl ()

Representacion n; “Kz Ii‘g nqe:-1
| A€ Car(k") | A € Car (k) A € car(K") @@e [quz(lx)
Representante | Parametrizacion ;\2 ] Azq Az ] ,\zq TS Aquq . t,:iﬂal .
1, ¢) b € X 5(k, A% | 8(A, A s(A, M%) + 5(¢, A7) 0
(x o o) (A, A"y | (A AY) 26(A, AT 0
(0, o) s(n, A%) 0 0 0
dingVLx (q+1)6(AAY) | q6(A, AD) (g+1)6(A,AY)+(g-1)8(p A" 0

68
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TEOREMA 2.2. Sea (U,m) representacidn irreducible de GL(2,K) trivial

sobre las matrices escalares de razdén en X' . Entonces

vir] #0 siyslosi ToeF~m .

Demostracidn: Es inmediato de la Proposicidm 2.3. (§ 2) y la Tabla 3.

§ 3. DESCOMPOSICION DE LA REPRESENTACION vhrﬂl (A=a°N, qa€ Car(kx))

Sea [E,ﬂiJ (ﬂi =A ° det, A= At , AE Car(Kx)) una representa-

¢ifén unidimensional de GL(2,K) . Sea
B, = TéT- Z o(det g) pg
g6

*> - ] - ) - - 1
el proyector isotipico de tipo a © det de la representacidn [V[wh],p]
X
de G (de donde & es un cardcter de k que factoriza a A mediante
la norma N , es decir A = a ° N)

PROPOSICION 3.1. Sea (€, m, = A o det) (A=ae N, o€ Car(K)) una

representacidn unidimensional de GL(2,K) . Entonces

sop B f = {0} x X v £ x X

(B, £)(0,9) = -(q - 1)(? D) (x_,¥)

T [fw,w) - (a® + 1>fcxo.w)]

(® DO, - (B ) (x ,¥) =

s enep vex 1 5, )



87

Demostracifn: Recordemos que B0 designa el subgrupo de Borel (de matri-

ces triangulares superiores) de G , UD el subgrupo de las matrices uni-

potentes superiores de G y w = [:1 é] .

Sea f € VIﬂR] » coloquemos

g 1 —————
f = Z a(det g)p f
IGI g€B g
o

f = Z a(det g)lp f
(o] gEUo g

entonces, es inmediato que

@D EaW) = o5 8@ Y (0 €3,

£(x9) = q6(Q(x)) £(x,¥) ((x,y) € X),

- . +
donde & es la funcidn de Dirac sobre k que vale 1l en 0 y se anula en

otra parte.

Ahora bien, con ayuda de la descomposicidn de Bruhat
G=B UB W
o o o
(cf. Capitulo II, § 2, Teorema 2.l.), tenemos

(28) Pf = £ % X3 (f € Vim]) .
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En virtud de (27) y (28) es inmediato que (Paf)(x,w) = 0 cuando
x € ENGL(2,K) y Y € X . Luego basta determinar (Paf) (x,V) (Y € X

cuando x =0 y x = xo 3 para ello es necesario lo siguiente

1
byt ew = - 1 [r0w + 3, vu]eew)]
[
- 2lE0W + (@ - D@+ DEG,W) X =0
=
1 ;
:;&ww>—m2-q+nﬂ%wn x=x_ .

Por consiguiente a partir de (27), (28) y lo de arriba, se tiene lo

que se queria demostrar.

1
COROLARIO. Sea (T, m,) (A =a e N, a€ Car(K)) una representacién

unidimensional de GL(2,K) . Entonces la representacidn v[1r;\] de G se

descompone en componentes irreducibles como sigue

11 _ ylr.l LT
vim\] =vim] e vim] ,
donde

Vllﬂ!t] = {f € VIW;L] /sop £ C {0} x¥uE"? xx,

£0,9) = -(a - DE(x_,Y) , VEX



89

Vilmpl = {£ € vim)) /£(0,¥) = (¢° + DE(x_,¥) , ¥ € X

con dim Vr[ﬁfi} =r (r = 1;q) .

C

§ 4., IDENTIFICACION DE LAS REPRESENTACIONES V[m]

.

Las representaciones VI#] de G , construidas a partir de represen-
taciones irreducibles 7 de T' , no son sino otra manera de obtener toda
la serie principal y discreta de G que ya son conocidas (cf. Capitulo II,
§ 1, Definicidn 1.1. y § 4, Definicién 4.3.). Dentro de este pirrafo se
pretende identificar las representaciones V(7] con las representaciones

de G de acuerdo a los modelos dados en el Capitulo II.

Ademds cabe hacer notar que sobre la irreducibilidad de V[7] se pue-
de decir, por un lado, que resultard inmediata de la identificacidn que se
hard con las representaciones irreducibles de G que por lo demi3s serd la
demostracidén de este hecho en el presente contexto. No obstante, por otro
lado, se puede dar una demostracidn directa mediante el Lema de Schur, que
necesita el estudio de los operadores de entrelazamiento y la descripcidn
explicita de los niicleos que le est@n asociados; no seri este el camino a
seguir aqui, para evitar introducir nuevos conceptos y resultados que pue-
den llegar a ser demasiado extensos, que no es el fin, a esta altura, pre-
tender seguir abusando de la paciencia del lector. Sin embargo para mayores

detalles se puede citar, por ejemplo, a [ SA-2].

Dentro de este parrafo mantendremos las notaciones de los parrafos

anteriores como asi también las del Capitulo II.



4.1, Serie principal de G .

Recordemos 1la

x
DEFINICION 4.1. Sean «,B € Car(k ) . Denotemos por [a,B] el caracter de

Bo » subgrupo de Borel triangular superior de G , definido por

[a,B8] [; :] = a(r)B(s) (r,s €k  , t€kK) .

Denotemos por [Ha g * L BJ a la representacidn inducida
] »

I'ndBc",G [a,B] , donde

By g = 1f : 6~ C/£(bg) = [0,B] (bB)E(e) bEB , g€¢Gl}
’
- 4
ﬂ f 'Y = (g’ € : !
[ o8 1" (g'8) (f€H, ;88 €06
Para @« = B se tiene una descomposicidn de Ha o 2 saber
H =H e H
a,a a o
donde H& = L(a o det) ,
q x
H, = {f € S p> f(g) =0 VtE Kk} .
s geG
det g=t

PROPOSICION 4.1. Sean o,B€ Car(k) , A=a°N, d=a°N (a¢B)

Consideremos la representacidn [VA ¢ ° ﬁA ¢] de la serie principal de
» ]

GL(2,K) realizada por su modelo matural. Entonces existe un isomorfismo
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de G-mddulos
il m
H ’B — “ A’¢]

o 3

Demostracidn: Construiremos un morfismo no nulo ¢ de la representacidn

Ha 8 dentro de la representacidn V[TTA ¢] para cualquier o,B € Car(kx)
’ ]

(o # B) . Como H 5= Indy 4 [a,B] , es suficiente construir un morfis-

]
mo no nulo entre las representaciones (L, [a,B]) ¥y V['JrA ¢] de B

(cf. Capitulo I, § 7, Proposicidn 7.1.).
Definamos (? como sigue; sea @(1) =Cf1 en V[JTA ¢] tal que

Sop Cfl = Orb(xo,e)

x x
Sop (Pl(xo,e) =K XEKXK

con e € X fijo.

Sea g = [; ;] = h(r)h' (rs)u(tr-!) (r,s € kx , t € k) entonces
(29) Dg(lf’l) = [a,B] (8),
en efecto,
=4
G0 e (@)W = y(tsTram)g, (w4 T) ((x,9) €3) .

2
Si en (30), x € 'E(o) = {0} 6 x€ E( ) , en (29) se tiene la igualdad
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Por otro lado, de (30), se tiene

D

pg(tﬂ)(xo.e) = ¢, [rxo,e )

= @, (he(x_,e)) con h = [3 g]  N(a) = ¢ , N(Q) = s

ﬂA,¢(h)[qﬁ(xo,e)]

A(a)p(d)¢, (x ,e)

= [a:B] (g)l{?l (x se)

(o}

(Obsérvese que

[m) @ (@, (x,50)] G50 = ¢, (x;se) (ay, sy, 3ead) ™)

= M@oY, (x_,e) 7,0)

- % -
con y = (yl ,yz) (),r1 €EK) . Para y = (O,yz) con y, € K se tiene la

igualdad 0 = 0 en virtud de la Proposicidn 2.4. (§ 2)).

Luego existe qa morfismo no nulo (pues q? es no nulo) entre las re-

taci g d G.C H i duci
presentaclones ch,B v v A,¢:} e omo 2,8 es irreducible, qﬁ

es inyectivo y por dimensidn (cf. Tabla 3), (P es un isomorfismo.

O

PROPOSICION 4.2. Sea o € Car(kx) s M=o ° N . Consideremos la represen-

tacibn (T, w}\ = A o det) de GL(2,K) . Entonces existe un isomorfismo de

G-mbdulos entre Ha

. V{ﬂ}\] cuyas restricciones a H; y H'; suminis-
»

tran isomorfismos
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L o xiilat q . 9.1
Hy, = Vim) b4 By = Vmy]

respectivamente.

Demostracidn: Sea q? definida como sigue; (10(1) = (f’l en V[‘!ri] tal que
X
Sop (P1 = Orb(xo,e) » ¢, (xo,e) €ETL con e€X fijo. Obsérvese que la de-

finicién de () corresponde a la dada en la Proposicidn anterior, por esta

razfén es inmediato que
pg(¢,) = aldet g)¢, (g € B))

Luego existe q:‘ morfismo no nulo entre las representaciones ch g ¥
]
V{wﬁ] (cf. Capitulo I, 8 7, Proposicidn 7.1.). Por otro lado tenemos las
descomposiciones

H = H! @ H'
0,0 a o

vl = viml]l e v[n}]

(cf. § 4, Definicidn 4.1. y § 3, Corolario de la Proposicidn 3.1.).

Ahora bien, de acuerdo a la Proposicidn 3.1. (5 3) tenemos que

2
(Pa(ﬁ) (XO,W) = ;"‘(Lq—:-i—)* C(’l (xo,w) (0 € X) ; por lo tanto, en virtud del

Corolario de la Proposicidén 3.1. (§ 3), q’l & Im Pa Vl['n'ﬁ] v

= 1 - - 1
(Pl ¢ Ker Pa Vq[ﬂn} . En consecuencla CF aplica Ha (resp. H:L) en

vy wﬁ] (resp. Vq[wfi]) de manera no trivial; y es inmediato que estas

restricciones son isomorfismos, en virtud de la irreducibilidad de H&
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(resp. H;) y de la dimensién de VI[ﬂ;\] (resp. Vq[ﬂ’;\])

O

X
PROPOSICION 4.3. Sea o€ Car(k ) , A =a ° N . Realicemos la representa-
q

2 2
cibén de Steinberg (VA . ﬁ’R ] de GL(2,K) por su modelo nmatural. Enton -

ces existe un isomorfismo de G-mddulos

= o]

Demostracifn: Consideremos, en analogia con el de la Proposicidn anterior,

e 5, 2
q
el operador ¢/ tal que (1) = ¢, en V‘[?rA] y Sop ¢, = Orb(xo,e) con

¢, (x,,0)(0,1;1) €T, e€X fijo.

Es inmediato comprobar que (/ es un morfismo no nulo entre las repre-
sentaciones (L, o ° det) vy AV[ﬂRz] de B0 . Luego existe ({7 morfismo no

nulo en HomG(Ha 0’ V[‘lff]) (cf. Capitulo I, 8 7, Proposicidm 7.1.).
>

Con la ayuda de la descomposicidn de Bruhat
G=B UBw ,
o o o

tenemos un conjunto de representantes de coclases derechas, BD\-G , de Bo

(1 0 - (o0 1
en G formado por w = [0 1] ¥ oW, = wu(-t) = [_1 t] (t € k) . Aho-
ra bien si & es la funcidn en Hu. o definida por; 6(g) = a(det g) si

g € Bo y cero es caso contrario, se tiene que los elementos ’ra a(wt) (%)
]
(t € k,= kU {~}) forman una base del C-espacio vectorial H & ™ Ademis
]

es inmediato de la definicidn de H:L que f € H; sl y sblosi X f(w)

=0 .



2
Por otro lado designemos simplemente por 7 a la representacidn ﬂ?\ s

b

d] € GL(2,K) , en virtud de (26), tenemos

luego para h = [:

(¢, (s ) (0,151 = w(edatm )¢, (x_,e)(0,151)

donde u(c) =:1—2- si c€K y u(0) =1, m = N(det h) . Por lo que,
q

2
en virtud de dimc vi ﬂ?\ ] (xo,e) =1 (cf. 8 2, Proposicidn 2.5.), se tiene

(31) 7 (¢4, (x00)) = ue)a@)¢, (x_,e)

con h=[a b
c

d] € GL(2,K) .

Ahora bien, para t € k y en virtud de (31),

(pmt q’l] (xo,e) -

-1

1 *
- T ?l StabGL(Z,K)(xo’e) e ?Z,K) e[B(Ko’b’xoh )}ﬂh((lai (xo,e))
(32) (e, @) 0 =2 ¢ (x .0
t
1
con A= - @+ D2 ai: e(N(c))u(e) .
h=[c d]EGL(Z,K)
oyt

Para determinar el valor de )\ recordemos que Ex e(N(z)) = -(q + 1)
zEK
entonces
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I SIS T N _ 1
A q°(q + 1)? [q (q (g +1) =2 fg ; e(N(c))]
¥
ek
L
1
=TT+ D2 [qz(q +1)2(q - 1) - q?(q + 1) ce?(x e(N(c))J
=1
1
En comsecuencia, sea f = I A_T7 (w)(§) en H! O E Ry .
tEkm t a,a t o t
es inmediato que f(1) =i, y £(w) = z At .
t€k

: : ¢ . e
T =
Como Q’ es un morfismo entre Ha 5 ¥ vi A] y dlmm V[ﬂA](xo,e) 1,

b

en virtud de (32), se tiene que

@ (E)(x s =% (D) - £W) ¢ (x,,@)

Por consiguiente la restriccidn de q7 a B; es no nula, pues basta
tomar en la relacidn de arriba f tal que qf(l) - f(w) € Ex , por ejem -
plo £(1) = -f(w) € ¢ y f(g) = 0 para g€ Bo\ G - {1,w} . Ademis co-

q

mo Ha es irreducible, CP es inyectivo y por dimensidn (cf. Tabla 3), q9

es un isomorfismo.
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4,2, Serie discreta de G .

Dentro de este nimero determinaremos la serie discreta de G y vere-
mos como ella aparece como la descendida de Shintani de s8lo una parte de

la serie principal de GL(2,K)

PROPOSICION 4.4. Sea A € Car(KX) , A # A' . Consideremos la representa -

cibn (VA,Aq § KA,Aq] ‘de la serie principal de GL(2,K) (resp.

(V(A) . pN]) de la serie discreta de G.) realizada por su modelo natural

(resp. como subrepresentacidn de la representacidn de Weil asociada al es-

pacio cuadrdtico (K,N)). Entonces existe un isomorfismo de G-mSdulos

v(h) ::v{irA A':l ;

Demostracidn: Designemos a LIV simplemente por 7 . Recordemos que
b

V(A) consta de todas las funciones f en EKXX tales que

N(a)~!

£(ax, y ) = A@EG,P) (€K, x€EK, YEN

Respectivamente, VA 79 estd formado de las funciones que verifican (19).
]

Sea
S° = {(a‘d) € Kx X Kx ] N(a) + N(d) = 0} ’

entonces, en virtud de la Proposicidm 2.4. (§ 2), los elementos de V[7]

fi o

lo 1

de las funciones f en VA I tales que Sop £ C s° x Kx y
»

tienen soporte en E(Z} x X y V@] (I, [I = ] s VE X] consta

(33 £(Luv ;D) = AWV 5D) (W€ D, v €K fijo, N(v)) = -1)
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Sea 1, en VI7](L,y) (VE€X tal que o(1,v 1) € € .

Definamos un operador de entrelazamiento & de V(A) en Vvim] como

sigue, para f € V(\) O(f) =: Qf es aquel elemento de V[#] tal que

Sop éf = 0rb(I,y) vy
(34) ¢ (L,Y) = £(1,¥)u, e
Para h = [2 2] € GL(2,K) , en virtud de (19) y (33), tenemos que

(35) T () = A(h)yy,
(b + dv ) (det h)“]
con A(h) = A 2. si (l,v)h€8° y A(h) =0 si
vo(a + cvo)q J °

(1,v )h & §° .

Ahora bien, se deduce immediatamente de (34) y (35) que pg o § =

N
=<I>°pg (8€B) .

Por otro lado sea f € V(A) ; entonces de acuerdo a (34) y (35) tene-

mos
[pg . ¢]<f>(1,¢) - eWh [w - [_‘1 é] ;4 eéé]
donde
e(y) = - El—:,_—I U(2,x)|™ p> MB(I,hh*)]f(l,wmh)A(h)

HEGL(2,K)
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x
Denotemos por G(vo,z) (z € K) el conjunto formado de las matrices

a b (b + dv ) (det )
h = [ ] en GL(2,K) tales que (l,vo)h €Sy =2z ;
vo(a + t:v'o)'l

a b
entonces para h = [c d] en G(vo,z) tenemos que b + dvo = uvo(a + cvo)

algn u€ U y det h= (a+ cvo)(d - cuvo) . Ahora bien,

N(z) moe
Trl (a + cvo)(b + dvo)VZ(det n)%)

Tr(z) N(a + cvo)

-

- T (b + dvo)vZ(d - cuvo)q]

= N(d + au) + N(b + dvo) - N(d - cuvo)

N(a) + N(c) + T d"u(a + cvo)] + N(b + dvo)

N(a) + N(c) - TH bd“v‘; - N(d)] + N(b + &v)

n

q_ 9
N(a) + N(c) + 2N(d) - Tr(bd'v ] + N(b + dv )

]

N(a) + N(c) + N(d) + N(b) ,

pero B(I,hh*) = N(a) + N(b) + N(ec) + N(d)

Por lo tanto, con las notaciones anteriores
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eW) 'zlflm,x)l*‘ z : wm@lA@E ()

x

ZEK HEG(vo,z)

TR R RO N O EICRD
9 2K

T Y Tr(2)]£(z,¥)
Z€K

o |-

Lo} £ (L,¥)

En consecuencia, de (34), se tiene que pg o b =0 o p

Asi, entonces, ¢ es un isomorfismo entre las representaciones V()
y V[1rA Aq] de G, en virtud de la jrreducibilidad de V(A) y por dimen-
¥

gién (cf. Tabla 3).



