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INTRODUCCION

1. Nociones basicas.

Sea G un grupo finito. Se denomina representacién lineal comple-
ja de G , a un par (V,p) , donde V es un'Eﬁespacio vectorial vy p un
homomorfismo de grupos de G en el grupo Autm{v) de todos los automor-
fismos lineales del [C-espacio vectorial V . Sean (V,p) y (W,0) dos
representaciones de G , se denomina homomorfismo u operador de entrelaza-

miento de (V,p) en (W,0) a toda aplicacién €-lineal ¢ de V en W

tal que
o eb=9-°p (g € G)

Un homomorfismo de (V,p) en (V,p) se denomina un endomorfismo de (V,p) .

El espacio.vectorial complejo EndG(v,p) de todos los endomorfis-
mos de (V,p) provisto de la composicidn de operadores constituye un al-

gebra denominada el dlgebra conmutante de (V,p)

Supongamos que G actla a la derecha por x " xg (x € X, g€ G)
sochre un cohjunto finito. % . Dencminaremcs representacidn natural de G

asociada a la accidén de G en X , a la representacién (V,T) de G de



ék

: X s -
espacioc V = C y accion T definida por

.

{Tg(f)](x) = f(xq) fEY g€l , =€
; i 2 5
Por otra parte, consideremos la accidn de G en X definida por

(x,¥)g = (x9,y9) ((x,y) € x° g € G)

: } 3 . 2
Designaremcs por XE/G al conjunto formado por las Orbitas de G en X
Ademds, para cada { € XZ/G v cada x € X denotaremos por Cp(x) al

conjunto de todos los y € X tales que (x,y) € {

Ahora bien, se define un isomorfismo del C-espacio vectorial
2
K(X) = ¢ sobre el C-espacio vectorial Endm(v) , asociando a cada

K € K(X) el operador ¢K S Endm(v) definido por

[¢ ()] (0) = Z Kix,y)£(y) (FEEV, xE€X
i YEX

Por el isomorfismo precedente, la -algebra EndG(V;T) corresponde al-

dlgebra gG(X} formada por las aplicaciones K € K(X) gque son.G-invarian-

tes en el sentido que

K((x,v)g) = K((x,y)) (x,y) EX2 , g€ Q) .

Notacién. Sea S un conjunto y T € S . Consideremos la funcidn caracte -

ristica

definida por



2 .
Sea X € X . Para cada § € X /C consideremos

[

1 G
Ky = € K (X
) C.(x ) X X&)
2770 §2

. : . . G

Se tiene que {KQ} 5 es una base del espacio vectorial K (¥X) . Tal
T {EXT /G -

base corresponde, por el isomorfisme mencionado anteriormente, a la base
{MQ} 5 de operadores de promedio, de la C-algebra EndG(V,T) , donde

SEXT/G

[MQ(E)](X)': R z £(y)
Q(x )
Q

I

7o yEC

para tedo § € X2/G , FEV y x€X .

Para cada ,0 € XZ/G se tiene

‘C:(x )| ..
M. = Z = .2 o M-
Moy g TE I [[EgIT RO E
EEXT/G

donde

e o= llyexlty €0 1 (v,2) € o} ((x,z) € F)

Un G-conjunto derecho transitivo X se denomina un espacio de

GELFAND si el dlgebra conmutante A := EndG(V,T) de la representacidn na-

tural (v,t) de G asociada es conmutativa. Un problema fundamental de
la teoria de representaciones de grupos es, para un grupo finito G , des-

componer explicitamente las representaciones naturales asociadas a los
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distintos espacios de Gelfand para G . Se espera, de este modo, construir

todas las representacicnes irreductibles de G

Los caracteres del dlgebra conmutante asociada al espacic de Gelfand
finite (G,X) describen la descomposicidn de la representacién-natural
(V,T) de G , ascociada a la accidn de G en X , en suma directa ortogo-
nal de subrepresentaciones irreductibles. En efecto, puesto que M es un

9]

operador normal se tiene que MQ es diagonalizable. Por lo tanto, la ba-

se {MQ} 5 es simulta@neamente diagonalizable, luego existe una fami -
U EXT /G

lia F de funciones

oo X2/G > T,
tal que si

v = {£€v|u (£) = a@E, v €G],
entonces

(] V= & V (suma ortogonal),
donde cada « satisface la ecuacidn funcional

=)

G
CQ(XO)||C®(XO)| Q2,0

cg (2 ) | .
(k%) h =~ 0O

s S
“EXT /G

a(Z) = al(a(® ,

para tedo &,0 € XE/G

. . - 2 <
Ahora bien, como cada aplicacidén o de X /G en I que verifica
la ecuacién funcional precedente determina un Gnico cardcter del &lgebra

conmutante conmutativa A . (extensidn por linealidad) y, reciprocamente,



como cada caracter o de la C-dlgebra A determina una tnica aplicacidn
2 ¢ s p g
o de X /6 en € que verifica la ecuacidn funcional precedente (por res-

triccidn), obtenemos que

(¥) V=& V (suma ortogonal) ,

es la descomposicion de (V,T) en suma directa ortogonal de subrepresen-
: ; ; ; ~ i
taciones irreductibles (se designa por A al conjunto de todos los carac-—

teres del algebra conmutante conmutativa &a).

En resumen, determinar los caracteres del algebra 2 equivale a

. . 2
determinar las funcicnes escalares scbre X /G gque representan la tabla
de multiplicacién de los MQ . Lo cual equivale, a su vez, a diagonalizar

simultaneamente todos los M, .

Por otra parte, encontrar la descomposicidn (*') eguivale a encon-

trar la descomposicién

de la identidad I del Algebra A como suma de idempotentes primitives
ortogonales de a pares. El idempotente Pu no es otro que el proyector
ortogonal de V scobre Vu vy reciprocamente V& es la imagen de Pu

De hecho, la conmutatividad de A implica

Sea o € A . Se denomina funcidn esférica de tipo « a toda funcidn
K-invariante no nula de v, - Se define una funcidn esférica de tipo

tal que ¢&(xo) = 1 por



vi

o Q= ,x)) : : (x € X) ,
o

) P 2
donde Q{xo,x) designa la G-drhita de (XO;X) € X© . Por otra parte, de-

notemos por Ku al nicleo del operader de entrelazamiento POC (a € )

Entonces
Fal
W =K (?,xX a €A
I u( p O} ( )

es una funcidn esférica de tipo o , pues es la imagen de la delta de
DIRAC en el origen 6X por Pu y por ende pertenece a Vu , ademds es,
o
claramente, K-invariante y no nula.
Fl interés de las funciones esféricas radica en gque su conocimien-
to determina los \7OL . va que cualquier funcidn esférica de tipo o en -
gendra Vu como €l Gl -méaulo, y en que son generadores relativamente sim-

ples, debido a su propiedad de K-invariancia.

i § & 3 ~
Las dimensiones de los espacios vectoriales Vu (v € A) pueden
ser determinadas, de manera bastante cdmoda, como los coeficientes del de -

sarrolloc de la delta de DIRAC en el origen 5x en términos de las funcio-

nes esféricas normalizadas ¢u , & saber

1
g = Z 4a¢ ,
X XogEﬂ o o

o

doncde  d = dimensidn (v )
o &

2. Métodos inéditos para calcular funciones esféricas.

Calcular efectivamente en un caso concreto, sea las funciones esfé-

ricas ¢u , los caracteres o ; los proyectores Pa o los subespacios Va
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puede ser un problema bastante difficil. Al respecto, encontramos en la li-
teratura que los grafos distalmente transitivos han sido exhaustivamente
estudiados, via ecuaciones a diferencias finitas y funciones generatrices,
en [ 3], [4], [ 13] y‘[15]. Por otra parte, los espacios de Gelfana simétri-
cos son analizados, con bastante laboricsidad via factorizacidn de un de-
terminante, en [ 10] y [ 16]. Otro procedimiento relativamente eficaz es el

método de resoluciones de un espacic de Gelfand gque consiste en encontrar

una "resolucion"

(G,X ) = ... * (G,X ) « (G, X ) = (G,X)
(@] n n

-

de un espacio de Gelfand (G,X) por cuocientes sucesivos, con |XO| =1,
la cual proporciona un sistema inductivo de monomorfismos de representacio-
nes y este, a su vez, tomando suplementos ortogohales sucesivos, suminis-

tra todas las representaciones del espacic de Gelfand (G,X) . Naturalmen-

te, existen espacics de Gelfand en los cuales los métodos precedentes pro-

porcionan muy poca o ninguna informacidn.

En este trabajo presentamcs dos métodos, bastante fluidos y simples,

que no aparecen en la literatura, a saber:

2.1. Método de los caracteres de un espacio de Gelfand finito.

Para cada familia {go} 5 de aplicaciones biyectivas

Y uEx, eEXC /G

ey 2z E
QE de CG(XO) sobre CG(U) (u&€ X , O € X /G) , consideremos la opera-

cidn binaria en X definida, para cada u,v € X , por la relacidn

2
donde 0 € X /G e

2
4]

t S
tal que v C@(xo) "
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Las operaciones binarias en ¥ proporcicnadas por familias de
aplicaciones biyectivas, segin las consideraciones precedentes, se denomina-
ran operacicnes binarias admisibles en X . Una aplicacidn f de X en

C es un cardcter del espacio de Gelfand (G,X) si

flu)flv) = flurv) (u,v € X) ,
para alguna operacidn binaria + admisible en X
51 f es un cariacter del espacio de Gelfand finito (G,X) , enton-

ces la aplicacidén g de X2/G en @ definida por
] 2
N = = =
ag () = [Mg ()] (x ) & € x7/a .

proporciona un cardcter del algebra conmutante asociada a tal espacio de

Gelfand (verificacidn muy simple).

Por otra parte, si la operacidn binaria * admisible en X provee
a ¥ de una estructura de grupo, se dird que tal estructura es admisible.
En particular, si x" es una estructura de grupo abeliano admisible, en-
tonces los caracteres de X+ son caracteres del espacio de Gelfand (G,X)

v proporcionan todos los caracteres del dlgebra conmutante asociada al es-

pacio de Gelfand considerado.

2.2. Métodos de ruptura de simetrias.

Sea (G,X) un espacio de Gelfand finito y sea (G',X) un espacio
de Gelfand tal que G' es un subgrupo del grupe G . Designaremos por A
(resp. A') al adlgebra conmutante asociada al espacic de Gelfand (G,X)

{resp. (G',X)) .
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seda
= E — E ]
I . P& (resp. T . Pa') P
GER o'En!
la descomposicidn de la identidad I del algebra A (resp. A') como

suma de idempotentes primitivos ortogonales de a pares. Puesto gue el al-

gebra conmutante conmutativa A es una sub-dlgebra del &lgebra conmutante

conmutativa A' , obtenemos gque existe una particidn {Eu}ueﬁ de A' tal
que
p,= Z P, (0 € &)
£'CE
(64

£'ER
e}

Naturalmente, el problema radica en encontrar las funciones esféricas del

espacio de Gelfand (G',X) .

3. Algunas consecuencias interesantes.

Sea G un grupo finito y sean K,B subgrupos de G tales que G

es el producto de K por B , es decir
G=KB y kKNp={e},

donde e es el elemento neutro del grupo G . La accién de G en B de-

finida por

beg = b(bg) (bE€EB , g€ a)



donde ?}h) designa la B-componente de h € G , provee a B de una es -
tructura de G-espacio derecho transitivo. A partir de descomposiciones del
tipo precedente se puede construir, en un caso concreto, interesantes es-—

paciocs geométricos para G .

Si el espacio geométrico (G,B) es un espacio de Gelfand (lo cual
ocurre, en particular, cuando B es abeliano), entonces la aplicacidn
2 -
ux de B /G en € definida por

- = &
o () = o) p3) ¥ (u) (2 € B /G) ,
Q=" uec,(e)

para todo cardcter ¥ de dimensién 1 de B , proporciona un cardcter del

dlgebra conmutante ascociada a tal espacio de Gelfand. Utilizando sistemiti-
camente la situacidn precedente, podemos construir "bastantes" representa-
ciones lrreductibles del grupo G . Por ejemplo, para el grupo PGL(2,k)

k cuerpc finito, obtenemos de manera inmediata la serie principal de re-

presentaciones de tal grupo.

4. Comentarios finales.

Sea (G,X) un espacio de Gelfand finito. Las estructuras de grupc
admisibles en X «constituyen una subfamilia "muy pequena" de.la familia
de operaciocnes binarias admisibles en X . Un problema nc resuelto apasio-
nante consiste en precisar la generalidad del método de los caracteres de
un espacio de Gelfand, es decir, establecer si cada caracter del espacio
de Gelfand (G, X) es necesariamente un caricter de alguna estructura de

grupo admisible en X vy precisar tal estructura de grupo.
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Por otra parte, destacamos que el metodo de los caracteres de un
espacio de Gelfand trasciende el caso finito y puede ser aplicado a espa-
cios de Gelfand discretos como por ejemplo un drbol homogéneo o mas aln a

cualquier espacio de Gelfand en el cual nuestra fdrmula “tenga sentideo™.

En lo que respecta al caso continuc, destacamos gue {71 constituye
una interesante referencia gue trata las funciones esfé&ricas para el caso
en que el estabilizador de un punto es compacto. En caso contrario, no
existen referencias en la literatura; el tipo de prcblemas Que aparece se

ilustra en | 6] .



CAPITULO I. CARACTERES DEL ALGEBRA CONMUTANTE ASOCCIADA A UN ESPACIO DE

GELFAND FINITO

1. Primeras definiciones v notaciones.

1.1. Nociones basicas.

Sea G un grupo finito. Se denomina representacidn lineal compleja

de G, aun par (V,p) , donde V es un C-espacio vectorial y p una
accidn lineal de G en V , es decir, un homomorfismo de grupos de G en
el grupé AutE(V) de tedos los automorfismos lineales dél C-espacio vec -
torial V . El espacio V se denomina el espacio de la representacidn -y
el homomorfismo p se dénomina la accién de la representacidn. La dimen -

sién de una representacién es la dimensidn de su espacio.

gean (V,p) y [(W,0) dos representaciones de G . Se denomina ho-

momorfismo u operador de entrelazamiento de (V,p) en (W,0) a toda apli

cacién €~lineal ¢ de V en W tal que

g o ®d =9 0 p (geG).

El espacio vectorial complejo de todos los operadores de entrelaza-

miento de (V,p) en (W,0) serd denotado por HomG((v,p),(W,o)) . Un



homomorfismo de (V,p) en (V,p) se denomina un endomorfismo de (V,p) .

El espacio vectorial complejo EndG(V,D) de todos los endomorfis -
mos de (V,p) proviste de la composicién de operadores constituye un al -

gebra denominada el idlgebra conmutante de (V,p)

1.2. Representaciones naturales de un grupo G .

Sea G un grupo finito. Supongamos que G actda a la derecha por
X P xg (x € X, g € G) sobre un conjunto finite X . Denominaremos repre

sentacidn natural de G asociada a la accién de G en X , a la represen

. . X - -
tacidon (V,T7) de G de espacio V =C y accidn T definida por
[Tg(f)] (x) = £(xg) (fEV, g€G, x€EX

- ; X 3
Cbservacidn. El espacio V = €  admite un producto escalar ( , ) , dQue
L

es invariante bajo T , a saber

(£,hY , = £ £(x)h(x) (£,h € V)
L ®xSX

. X g 45
A menudo denotaremos por LZ(X) al espacio (T provisto del producto es-—

calar precedente.

- 2 v
Por otra parte, consideremos la accién de G en X definida por

(x,y¥)g = (xg,y9) X, vE X, 5EG .,

2 ; - 2
Designaremos por X /G al conjunto formade por las orbitas de G en X

es decir, XZ/G consta de todas las "configuraciones geométricas" posibles

de un par de puntos en el espacio X

2 ;
Ahora bien, para cada 1 € X'/G y cada x € X , consideremos el

conjunto



CQ(X) = {y = X| (x,y) € Q'} ’

el cual se interpreta como el lugar geométrico de todos los y € ¥ que

estdn en una misma configuracidn dada {  con x

PROPOSICION 1. Para cada { € X2/G , xEX y g€ G se tiene
[CQ(x)]g = Cﬂ(xg)

En particular

|CQ(X)| = ICQ(xg)| .

Demostracifn: Nétese que la aplicacidn x " xg de X en X es biyectiva

(g €G) .

0.E.D
2, Descripcién del dlgebra conmutante EndG(V,T) .
; XZ
2.1. LEMA 1. Se define un isomorfismo del C-espacio vectorial K(X) =@

L] s 2 s el
de todas las funciones complejas K sobre X~ , denominadas nlcleos en lo

que sique, sobre el C-espacio vectorial EndE(V) rasociando @ cada X € K(X)

el operador @K € Endm(v) definido por

(o, (B)](x) = Z Kix,y)f(y) (FE€V¥, x€X
. YEX B

Por este isomorfismeo, la composicidn de operadores en Endm(v) correspon-

de al "producto de Volterra" de nlcleos definidos por

(_I_(_ * _I-J_) (X,Z) = K(XIY).I-‘(YIZ) (x,2 € X) r

para todo K,L € K(X) .



Demostracidn: Para cada ¢ € Endm(v) el correspondiente nicleo K tal

que ¢ = @K no es otro que la matriz de & respecto a la base candnica

- X
de las funciones delta de DIRAC dx (x € X) de Vv=20 .

0 Eal%

PROPOSICION 2. Por el isomorfismo del Lema precedente, la C-&lgebra

EndG(V,T) corresponde a la sub-algebra 5G(X) formada de los niicleos X

que son G-invariantes en el sentido que

K((x,y)g) = K(x,y) ((x,y) € x* g€ G)

Demostracidn: Es inmediata.

Q.E.D.

Notacién. Sea S un conjuntoy T € S . Consideremos la funcién caracte -

ristica
X :8=>0C,

definida por

1 ¥ € Cm .

K, = ———
Y
‘CQ(Xo)l 2



. ; G
t : i
Se tiene que {KQ}Qixz/G es una base del espacio vectorial K (x) . Tal

base corresponde, por el isomorfismo del Lema 1, a la base de

{Mﬂ}ﬂexz/G

operadores de promedic, de la T-algebra EndG(V,T) ;, donde

)]0 =——— £ £,
|CQ(XO)| yeCq (x)

para todo (I € X2/G , €V v x€ X,

o 5 — 2 .
Observacién. Para cada {,0,2 € X /G y (x,z) € © se tiene

o

Ca,0
(KQ * KB) (x,2) = Z KQ(X'Y)K@(Y’Z) - ’
YEX leg (x ) [ legtx ) |
donde
C; 5 = l{y S X[(x,y) €ER .o (y,2) € e}| ((x,z) € 8)

’

LEMA 2. Los nimeros de interseccién C g Do dependen de la eleccidn de
r

21

2 -
(x,2) € X con (x,z) € =

. 3 : 2 = .
Demostracidn: Sea (x',z') € X con (x',z') € ¥ , entonces existe g € G

tal que (x,z)g = (x',z') . Sé tiene
{y € x| (x,y) €EQ a (v,2) € 0}g = {y' €x|(x",¥y") EQ A (y',2") €08}

Como la aplicacidén x "™ xg de X en X es biyectiva, se obtiene el re -

sultado.



Obtenemos asi el siguiente

_ , |
TEQREMA 1. Para cada §,0 € X /G se tiene

(5

|C:(x )i o
. cc M.
|c9<x0)||ce(xo)| 0,02

s€x2 /G

Demostracidn: Sigue inmediatamente del Lema 1, de la Observacidn preceden-

te y del Lema 2.

0.E.D.

3. Espacios de Gelfand.

3.1. DEFINICION 1. Un G-conjunto derecho transitivo X se denomina un es-

pacie de GELFAND si el ilgebra conmutante A = EndG(V,T} de la represen -

tacidén natural (v,T) de G asociada es conmutativa. Si X €EX vy

K = StabG(xo) , se dice tambi&n gque (G,K) es un par de GELFAND. El punto

X, € X se denomina puhto base del espacio de Gelfand (G,X) .

PROPOSICION 3. Un G-conjunto derecho transitivo X es un espacio de Gelfand

si v sblo si

©,0,5 € X°/G) .

Demostracifn: Sigue inmediatamente del Teorema 1.




Supondremos en tode lo que sigue que (G,X) es un espacio de Gelfand

finito con punto base X €EX ycon K= StabG(x ) .
o

3.2. Andlisis espectral de los operadores MQ Q€ Xz/G)

Sea {1 € X2/G . Consideremos
4 2
2 = {(x,y) € X |(y,x) € Q) .

; s 2 & i
Se tiene que {1 € X /G vy ademds el adjunto Ma de MQ queda dado por

Ahora bien, como el Algebra conmutante A = EndG(V,T) es conmuta -

tiva, obtenemos
MMY = MM, = MM, = M-
o = MMy = Mg = Mgitg

es un operador normal. Luego MQ es.diagonalizable. Por lo

t

es decir, MQ

tanto, la base { es simultdneamente diagonalizable, luego, exis-

Mofoex2/6

te una familia F de.funciones

o X2/G - T,
tal quelsi

v = {f€v|ue) -a@e, vae x/6} .
entonces

(*) V=& V (suma ortogonal) ,



donde cada « satisface la ecuacidn funcional

|C:(x )I =
5% =

(%%) 22 CQ 0 a(Z) = a(@a(O) ,
EE€xX4/G ICﬂ(xO)IICO(xo)] !

para todo §,0 € XZ/G "

En efecto, para cada f € Vu r @€ F , se tiene

(M) (£) = a(@a ()£ Q,0 € x°/q) ,
pero
ICE(x0)| =
" - EE;%/G |cqx )| legtx,) | “0,6"%
luegb

les x| .
CQ,OME (£) = a(@a(@)f .

Fex2/G legtx ) [ legx ) |

Por lo tanto

iC:(xD)l g
z = C, Q(E)If = a(Do(®Ff ,

EEX2/G 'Cﬂ(xo)|lce(xo)|

de donde se obtiene la ecuacién funcional (**)

Ahora bien, para cada o € F , consideremos la aplicacidn

definida por



am) = a@)

Q€ x°/q) .

: . G . ol . A
Se tiene que existe una (nica aplicacidon C-lineal 0 de A en C

tal que gé(MQ)

De lo anterior, se observa que

A A A
o (MQMG) = g_(MQ)g_(MG)

= a(fl) , para todo {i € X2/G 5

(2,0 € X2/G) .

Por lo tanto, gé es un caricter de la C-&lgebra conmutativa A .

Notacidn. En lo que sigue, designaremos por O tanto a la aplicacién «

- ] N ] A
como a su Unica extensidon C-lineal o

. Ademds, denotaremos por A al

conjunto de los caracteres de la C-dlgebra A .

Reciprocamente, cada cardcter 0o de la T-dlgebra A determina una

i s 2 ;= w ;
aplicacién o de X /G en € , que verifica la ecuacidn funcional (**) ,

definida por
a(f2) = a(MQ)

Iuego podemos escribir (*) como

la cual es la descomposicidn de

representaciones irreductibles.

v,

Q€ X2/G) .

(suma ortogonal),

en suma directa ortogonal de sub -

Notacidn. Para consideraciones tedricas, se designarid por ¢ a la aplica-

~

.-
cion O .
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4, Caracteres de A vy funciones esféricas.

4.1. DEFINICION 2. Sea o € & . Se denomina funcidén esférica de tipo a ,

a toda funcidén K-invariante no nula de Vu .

Notese que cada funcidén esférica ¢u de tipo @O engendra v, c¢o-

mo €[ G] -mddulo.

Observacidén. Para cada o € A& designaremos por P, al proyector ortogonal
de V sobre Va . Como los caracteres o € & proporcionan la resolucidn

espectral simultdnea de todos los operadores ¢ en el dlgebra conmutante

conmutabtiva A , 8Ba tlone

b= Z oa(d)p (€ n) .
S @

PROPOSICION 4. €X . defi ncién esféric de tipo o
0 Sea o € A . Se define una func férica ¢u p

tal que ¢a(xo) =1, por

¢u(x) = Q(MQ(XO,X)) (x € X) ,

donde Q(xo,x) designa la .G-Orbita de (xo,x) € X2

Demostracidn: Para cada funcidn esférica wa de tipo o vy cada Orbita

Qe X2/G se tiene

M. (P ) = Z BMIP, (Y ) =aMIY
8 Ta ach Q7B Ta Q"o

de donde, evaluando en X € X se obtiene, para cualquier x € X tal que

(xo,x) € 0, que

b, (%) = u(MQ)wa{xo) .
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Se ve asi que la funcidn esférica wu de tipo @ es no nula en el
punto base X € X y ademids que ¢u es proporcional a la funcién ¢u .

Q . E .D -

4.2. Para cada o € A denotemos por Ka al ncleo G-invariante asociado

al operador de entrelazamiento Pa . Se tiene

d =Tr(P) = T K (x,x) = |X|K (x_,x) ,
o o XEX 0] a o ©

donde du = dimensidn (Va)

Por otra parte, consideremos la funcifn delta de DIRAC Sx en X

Q
se tiene
[Patéx Nix) = Z K, ()6 (y) = K, (%) (x € X)
o yEX o
Por lo tanto
wa = Pa((sxo) = Ka(?:xo) ’

pertenece a Va » €s K-invariante y no nula, es decir, wa es una funcidn

esférica de tipo o .

EY 3 E = d
Ademas, como I Pa y como wa wa(x0)¢a , donde

oER
da N
q}a (xo) = Ka{xo.-xo) = "I"';;T (a € A) r

obtenemos
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(1) § = 3 y=-— 2 a4 .
X5 ofh

Notacidn. Consideremos

A= {(x,y) € X |x = y} € x%/c .

De la relacidn (1) se infiere que

(2) R @ € x2/6) .

Q g, X

donde Ga b vale 1 si a=Db yO0si a#b, para elementos a y b de
L

un conjuntce E .

Ahora bien, utilizando (2) y el Teorema 1 cobtenemos

*y 2
Tr (MMZ) = S o |X|/|C5‘xo’| 2,0 € x*/6) ,
luego
—_ 2
2 4 a@al® =38 g x| /lc (x )] (2,0 € x°/6) ,
oER e
es decir
Z 4

. = (5 X cC il
AL NCINY Q(XO'X),Q(XOJ)| /1% )

para todo x,y € X .

Por otra parte, puesto gque Pﬁpazzﬁa,BP& (a,R €R) vy Pg = Pﬁ

(R € 8) , se tiene
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(3) Z OK,(x, K (y,z) = 8 K (x,2) (x,2 € X} ,
vEX B o a,B o
(4) KB (x,y) = KB(Y'X) (x,y € X) .

Considerando x = z = X en (3) y utilizando (4) obtenemos

ygx wacngw) = 6%8 b, x)

es decir

lx|/dB (a,R € R)

Z oo (v, (y) =
yex &0 B

6(1'8
Notacién. Consideremos el producto escalar de HILBERT-SCHMIDT
(n,B) := Tr (AB") (a,B € End_(V)) ,
donde B* designa el adjunto de B .
En resumen tenemos el

TEOREMA 2. Para un espacio de Gelfand (G,X) se tienen las siguientes re-

laciones

2
(5) (Mo MY = ag'e!x\/|cé(xo)l (2,0 € X /@) ,

(6) (¢a'¢B>L2 = Su,Ble/dB (a,B € &)

En particular
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2
= E
(7) a, [X|/”¢u”L2 (0. € R)

4.3. La traza tr del dlgebra A estd definida por
Tr (9) = Tr(m¢) (¢ € n ,

donde Tr(m®) designa la traza del endomorfismo my de multiplicacidn

por ¢ del C-espacio vectorial A . Se tiene

tr(P ) = 1 (oo € 8) ,
a
de donde

(8) tr = X 0O ,

relacién usada a menudo como criteric de completitud para mostrar que una

familia ya construida de homomorfismos de A en (€ agota o

~

Notacidn. Consideremos la base {MQ}QEXZ/G de operadores de promedio no

normalizados, de la C-3lgebra A , donde

2 2
M, = |C‘Q(xo) |, Q€ x°/6) .

5. Grafos distalmente transitivos.

5.1. Primeras definiciones.

Un grafo I consiste de un conjunto finito no vacio X cuyos ele-

mentos se denominan vértices y un subconjunto L del conjunto gz(x) de

todos los subconjuntos de cardinal 2 de X , cuyos elementos se denominan
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aristas. Se dice que dos vértices x e y son adyacentes si y sdlo si

{x,y} es una arista, es decir, si {x,y} € L .

Un camino de longitud m (m€ W) de x a y (x,y vértices) en

el grafo [ es una sucesién finita z = (20,21, ce s zm) tal gue

z =X z = z € < i< - "
i P2 =Y {zi, i+1} L para todo 0 <i <m=- 1. Un grafo r
es conexo si para todo par de vErtices x,y existe un camino de longitud
m para algin m€ N de x a y . En un grafo conexo [ - la distancia

geodésica D(x,y) entre dos vértices x e y estd definida como el me -

nor m € N tal que existe un camino de longitud m de x a y en el

grafo I .

DEFINICION 3. Un G-conjunto derecho transitivo X se denomina un grafo

distalmente transitivo si

i) X estd provisto de una estructura de grafo conexe [I' = (X,L) respe-

tada por la accibn de G , es decly, para todo g & G se tieue

{x,y}E€L= {xg,yg} € L .

ii) La distancia geodésica D del grafo [ es un invariante gue clasi -

ca las Srbitas de G en X2 , es decir, para todo (x,y) ,

(x',¥y') € X2 se tiene
D(x,y) = D(x',y') > existe g € G tal que (x,y)lg= (x',¥"') .

Observacién. Notese gue un grafo distalmente transitivo es un espacio de

Gelfand.

Sea (G,X) un grafo distalmente transitivo. Para cada m € N con-

sideremos el conjuntoc Zm := {0,1, ..., m - 1} y designemos por n al



diZmetro de T , es decir

=
i

Se tiene

2
X“/6 = {Q } "
€ rEZn+1

donde

Qr = {(XiY) € leD(le) = I']'

Notacibn. Designemos

Cr(xo) = CQ (xo)
r
0
t t
Cr,s e CQ 9
r'’s

Por otra parte, consideremos la base {Mr}re

promedio no normalizados, de la Ct-algebra A . Se tiene -

Mty =My v
5 B =1~ r -~ r+1
MM = + M + C M

r 1 Cr,1 r-1 r,lTr r,1 r+1
o e ~
My = Cn,1 n-1 n,T n

PROPOSICION 5. En un grafo distalmente transitivo

2
o de X /G en € definidas por

didmetro(I) = max{D(x,y) € IJIX:Y =F <

16

(r € 2 ) .
n

+1

(r € 2 I
n

+1

(p,8:£ € 2 )
n

+1

de operadores de

las aplicaciones
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T I T S (o8 B0 |

|Cr(x0)| 1

donde las aplicaciones 0 de Z en T son las soluciones de la ecua-

n+

cidén a diferencias finitas

a(0) =1
m e r-17~ r ™~ r+17~
= ke €z ' o,
a(r)all) cr’1a(r 1) + cr'1o¢(r) + Crr1(x(r + 1) (r i r # 0,n)
a(n)a(l) = Cn_la(h - 1) + cl'1 a(n) ,
n,l n,l

proporciocnan todos los caracteres del dlgebra conmutante asociada al espa-

cio de Gelfand (G,X) .

Demostracibn. Es inmediata.

Q.E.D.

5.2. Aplicaciones de la Proposicidn precedente.

5.2.1. Consideremos como X al icosaedro y al dodecaedro, los cuales son
poliedros regulares 3-dimensionales. Designemos por M X] al subgrupo de
todas las aplicaciones biyectivas g en X que preservan la distancia
geodésica D del poliedro ;egular X , es decir, D(g(x),gly)) = D(x,y)
para todo %,y € X . E1 M X]-conjunto derecho transitivo X , dondeo el
grupo M[x] actda de manera evidente, a la derecha, sobre X , por

x & g_1(x) (x €X, g€ Mx]) , constituye de manera natural un grafo dis-

talmente transitivo.

I
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5.2.2. Caso del espacio de Gelfand (M %] ,%) , cuando X es el icosaedro.

Consideremos

Figura 1. Icosaedro

En este caso cbtenemos:

I

T(a(1) =5 + 20(1) + 20(2) ,

a(2)al1) = 2a(1) + 20(2) + 50(3)
a(3)a() = a(2)
Lueqgo
(a1 = alam]® - 1ola(m1? + 20la(1)] + 25 = 0

Por lo tanto

a(l) =5,vV5, -5, -1 .
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Las representaciones irreductibles del grupo M X] , asociadas a la

accidén de M X] en X , estdn dadas por la tabla siquiente

N(?)
funcién
esférica 0 1 2 3 dimensidn
¢, 1 1 1 1 1
o)
5 5
b, 1 F - 5
5 5
¢ i N2 ~1 3
az 5 5
1 1
¢0‘.3 1 -E-l- -g 1 5

Donde N(x) designa la distancia geodésica entre el punto x € X y el

punto base x0 .

5.2.3. Caso del espacio de Gelfand (M X],X) , cuando X es el dodecaedro.

Consideremos

Figura 2. Dodecaedro.
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En este caso obtenemos:

a(1a(l) =3 + a(2) ,

a(2)a(l) = 20(1) + a(2) +a3) ,
a(3)a(1) = a(2) + a(3) + 2a(4) ,
a(4)a(1) = a(3) + 30(5) ,
a(5)a(l) = a(d) .

Luego

[a]1® = 2la1® = 1olam? + 1elam1® « 25[a(1)]2 - 30la(n)] =0 .

Por lo tanto
afl) =3, /5, -~/5,0, -2 ,1

Las representaciones irreductibles del grupo Ml x] , asociadas a la

accién de M[X] en X , estln dadas por la tabla siquiente
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N(?)
funcidn
esférica 0 | 2 3 4 5 dimensidn
® 1 1 1 1 1 1 1
%
; ., Y5 1 1 B \
G1 3 3 3 3
¢ 1 _XEEZ 1 el X[EE -1 3
u2 3 3 3 3
1 1
cp% 1 0 -3 : B e 4
2 1 1 2
¢a4 1T =3 6 6 3 ! 4
1 1 1 1
to, o3 -3 o3 3 7 5
J

Donde N(x) designa la distancia geodésica entre el punto x € X vy el

punto base xo



CAPITULO IX. CARACTERES DE UN ESPACIO DE GELFAND FINITO

1. Primeras definiciones y notaciones.

DEFINICION 4. Sean 1,0 € X2/G . Una aplicacidén no nula £ de X en C

se denomina un [§,8] ~cardcter del espacio de Gelfand (G,X) si para cada

u € CQ(XO) existe una aplicacién biyectiva giﬂ,@]

de C (xo) sobre

0

Ce(u) tal que

f(u)flv) = f(Eu

v)) (v € Ce(xo)) .

DEFINICION 5. Una aplicacidén no nula f de X en C se denomina un ca-

" 4 . 2 ]
racter del espacio de Gelfand (G,X) si para cada 2,0 € X /G se tiene

que f es un [Q,0]-cardcter de (G,X) .

PROPOSICION 6. 81 £ es un cardcter del espacio de Gelfand (G,X) , en -

tonces la imagen Im(f) de X por f es un subgrupo ciclico finito del

P
grupo & . Nétese que f(xo) = 1.

Demostracifn: Sea f un cardcter del espacio de Gelfand (G,X) vy sea

u € ¥ . Existe € X2/G tal que u € CQ(XO) . Ademds, para cada

22
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[@,0]

2 . ; - " X
O € X /G existe una aplicacidn biyectiva Eu de C (xo) sobre

C.(u) tal que

0
f(u)f(v) = f(E[Q'e](V)) (v € C.(x ))
u 0 o
Ahora bien, si f(u) = 0 se tiene
f(y) =0 (v € Ce(u)} s

Luege f =0 , la cual es una contradiccidn. Por lo tanto £(u) # 0 .

En particular, come f es un [A,A]-cardcter del espacio de Gelfand

(G,X) se tiene
f(xo)f(xo) = f(xo)
Por lo tanto f(ko) =1 .

%
Sea x € X . La aplicacidn My z» f{(x)z (z € C) es inyec-

tiva, ademds m (Im{f)) € Im(f). Puesto que Im(f) es un conjunto fi-

f (%)

nito se obtiene que es una aplicacidn biyectiva. En particu

£ (x) | I (£)

lar, existe y € X tal que f(x)f(y) = f(xo) , lo cual demuestra la Pro-
posicidn.
OulnD

Notacidn. Sea u € X . Consideremos

s = e —
G[xo,u] = {g Glxog ul .
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2
PROPOSICION 7. Sean £,0 € X2/G v sea fE€L (X)), £ #O0 . 5i para cada

u € CQ(XO) existe g[xo,u;ﬂ,e] € G[xO,u] tal que
£(u)£(v) = f(vdl xo,u;sz,@}) (v € Ce("o” 2

entonces f es un [§,0]-cardcter del espacio de Gelfand (G,X) .

Demostracidn: Sigue inmediatamente de la Proposicidn 1.

2. Descripcidn de una férmula para caracteres del dlgebra conmutante conmu-

tativa A .

TEOREMA 3. 5i . f es un caracter del éspacio de Gelfand (G,X) , entonces

la aplicacidn definida por

2
0, (@) = —— T £ =M ()] (x) @ € x°/0)
2 e (x )| vec, (x ) . °
Q70 0o
verifica la ecuacidn funcional (**) . Por lo tanto proporciona un cardcter
del dlgebra conmutante conmutativa A
Demostracidn: Sean §,0 € X2/G . Se tiene
o, @a (@) = 1 T fEw)
Wcﬂ(xo)||ce(xo)| uEC (x )
v‘F-:C@(xO)
1 Q
" ey

1cﬂ(xo)||ce(xo)| uEC (x )

vece(xo)
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y—rte .. N — T f(w)

e x )| uScqx )| |oqx )| wecg )

2,0} 15,6l

(puesto que Ei es biyectiva y gu (C (xo)) = C.(u))

© ©

1

|CQ{XO)1 uECQ(xO)

= [MQ(Me(f))](XO) = [(MQMG)(f)]{XO)
|C:(xo)| o
- T = - E cﬂ 0 Mi (f) (xo)
HEX4/G ]CQ(XO){|C®(xO)i
lea e ¥ | s
= 2 - o 2 =
Ca,0 %)

HEX2 /G 1cﬂ(xo)llc@(x0)|

Observacidon. Se tiene que £ € L
f

; 2
En efecto, para cada x € X existe 0O € X'/G tal que x € Ce(xo}

Luego

(Mo (5)] () = —1l— T £l

|CQ(XO)1 e (x)
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1 6,8
= — by f(ii ]{v))
lcqx )| vecg(x))
1
= z f(v) £ (%)

W N P fFlv) |[£(x) = uf(Q)f(x) i
]CQ{XO)I veC, (x )

para tode { € X2/G .

- 2 ; o s
DEFINICION 6. Una aplicacidén [ de X2/G en X /G se denomina una simi-

litud del espacio de Gelfand (G,X) si

v

- 03
“cac® T o1 g,

(9)

2
o]

para todo £,0,V € X2/G "

PROPOSICION 8. Si L es una similitud del espacio de Gelfand (G,X) , en-

tonces el Gnico endomorfismo C-lineal ¢ del C-espacio vectorial A tal

que

~

M @) @ex/a

) =

es, ademds, un endomorfismo de la C-&lgebra A .
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2 ; 2 ’
Demostracidn: Para cada &,0 € X7/G se tiene

ﬁﬁ = CE _
e Eexz/c; 0,0 8
Por lo tanto
Q(;ZQ;Z@) = 3 cgg ﬁc(:)
mex?/c Y =
= z by cE ﬁ
vem(z) | 2er ' (v) Q'@} v
v ~
= C M
vex2/g LW L@ TV
= Mg(g) MQ(@) = EjMQ)EjMe) .

Observacidn. gea § una similitud del espacio de Gelfand (G,X) . Si ¢

es una aplicacidn biyectiva la relacibén (9) se transforma en

5(E)

— 2
RTORAE (2,0,E € X°/G)

=C.0

TEOREMA 4. si f es un cardcter del espacio de Gelfand (G,X) vy si (

es una similitud del espacio de Gelfand (G,X) , entonces la aplicacidn

gf°§_ es un cardcter del dlgebra conmutante conmutativa A .

Demostracidn: Sigue inmediatamente del Teorema 3 y de la Proposicidn 8.

OVE. D
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3. Aplicaciones de la formula precedente.

3.1. Caso en que G es un producto de subgrupos.

Sea G un grupo finito y sean K,B subgrupos de G tales que G

es el producto de K por B , es decir
c=x8 y kNB={el,

donde e es el elemento neutro del grupo G .

Consideremos el G-espacio derecho transitivo X , donde X = K\G ; la

accidén de G en X estd dada por
(Kh)g = Khg (h,g € G) .

Ahora bien, como para cada h € G existen finicos k(h) € K,

b(h) € B tales que h = k(h)b(h) , se tiene que

Kn = Kk(h)b(h) = Kb(h) (h € G) .
Ademis, obtenemos que la aplicacién |y de X en B definida por

Y (kh) = b(h) (h € G) ,
es biyectiva. Luego, la accidn de G en B definida por

beg := ¢(¢_1(b)g) = b(bg) (bEB, g€G) .,

provee a B de una estructura de G-espacio derecho transitivo isomorfa a

(G,X) . El G-isomorfismo estd dado, obviamente, por Y .

Por otra parte, consideremos
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C{E/R) = {f € LZ(B)\f(b) = f(b'k) , YbEB, VkE€K}.

LEMA 3. Se define un isomorfismo del C-espacio vectorial EG(B) sobre el

C-espacic vectorial C(B/K) asociado a cada K E KG(B) la apiicacién'

fK € C(B/K) definida por

£, (B) = K(be) (b € B)

Por este isomorfismo, el producto de Volterra de nicleos G-invariantes co-

rresponde a la convolucidn de funciones en C(B/K) . Es decir, el dlgebra

K°(B) de nicleos G-invariantes es isomorfa al &lgebra de convolucidn

C(B/K)

Demostracidn: Se tiene

B/K = {CQ(E)}QeBz/G '
2
fE Xc (e) C (B/K) (2 € B7/G) ,
Q
donde
~ 2
K = |c (elk =x (2 € B7/G)

Q Q Q Q

Ademds, para cada K,L € gG{B) se tiene

It

Z Kb',b)L(b,b")
bEB

(K * L) (b',b")

T £ (b'b_1)fL(bb"—1)

pER = 2
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r

(£, = fL)(b'b" )

es decir

0B

Observacidn. El dlgebra de grupo €lB] es isomorfa al dlgebra de espacio
; , : 2 . . - i

vectorial subyaciente L°(B), cuya multiplicacidén es la convolucidn de fun

ciones. Luego, el &lgebra de convolucidn C(B/K) es una sub-dlgebra del

dlgebra de grupo «f Bl

En particular, si B es abeliano, se tiene que el algebra de gru-
Po ¢l 8] es conmutativa, por lo tanto el &lgebra de convolucidn C(B/K)

es conmutativa. Luego (G,B) es un espacio de Gelfand.

En todo lo que sigue suponemos que (G,B) es un espacio de Gelfand,

con punto base X, = e €B

LEMA 4. Si ¥ es un cardcter de dimensién 1 de B , entonces X €s un

caridcter del espacio de Gelfand (G,B)

Demostracidn: Para cada b € B consideremos

glx ,bl =b € clx_,bl
Q (o]
Se tiene que
X)X (') = x(b'b) = x(b'g{xo.b]) (b' € B) ,

lo cual demuestra el Lema.
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TEOREMA 5. Sea X un cardcter de dimensién 1 de B . La aplicacibén «

2
de B /G en € definida por

Q) = —— Ty @ € B2/G) ,
X | (e) | uec (e)

verifica la ecuacidn funcional (x%) . Por lo tanto proporciona un caracter

del adlgebra conmutante conmutativa A .

Demostracidn: Sigue inmediatamente del Teorema 3 y del Lema 4.

Q.E.D.

3.2. Caso en que G es un producto semi-directo de subgrupos.

3.2.1. Sea G un grupo finito y sean K,H subgrupos de G tales que G

es el producto semi-directo de K por H , es decir

G=KH, KNH-={e},

H LG ,

donde e es el elemento neutro del grupe G , lo cual se denotard por

G=KKH.

Como, en particular, G es el productc de X por H , para cada
g € G existen Gnicos k(g) € K, h(g) € H tales que g = k(g)h(g) . Lue-
go, podemos considerar los G-espacios definidos en el parrafo precedente.

Se obtiene que la accidén de G en H definida por

h*g := h(hg) Hen, gEH ,
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provee a H de una estructura de G-espacio derecho transitivo.

Ahora bien, para cada h' €E H se tiene
heh' = h(hh') = hh' (h € H) .

Por otra parte, como H es un subgrupo normal de G , para cada

k € KX se tiene
h*k = h(hk) = k™ 'hk (h € H)

En todo lo que sigue suponemos que H es un grupo abeliano. Luego

(G,H) es un espacio de Gelfand con punto base X, = e -
3.2.2. Consideremos la accién de XK en H definida por

h*k = k hk th€n, k&K
Denotaremos por H/K al conjunto de las Orbitas de K en H . Se tiene

- g
H /G = {D\)}\/EH/K '

donde
0. = {(h,,h) € B |h.h] € v} (v € H/K) .
v 172 21
Consideremos ademis la accidén de K en fI definida por
k A
X-k=x (XEH,]{EK)P
donde

Ky = x(khk ™) (XER,kXKEK, h EH
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Denotaremos por ﬁ/K al conjunto de las Srbitas de XK en H

3.2.3. Sea V € H/K . Se tiene

O
)
i

WEHHQMEOJ=v.

Ahora bien, del Teorema 5 se infiere que las aplicaciones ux de

HZ/G en € definidas por

LI

o (0) = - (w) ,

para todo ¥ € fi vy para todo Vv €.H/K , proporcionan caracteres del alge-
bra conmutante conmutativa A . Ademds, si X1:X2 EY (Y€ fi/x) , existe

k
k € K tal que X, = X, - Luego

Q
o
I

1 1 -1
b ; T ¥ (kuk )
X v V) . X2 (U) W\)Il' “Ev 1

para todo V € H/K , es decir

= e
Xwﬁey=a% u2 | (¥ € fi/x)

. Y
Para cada Y € fi/kK consideremos Xw €Y, es decir, {X }WEQ/K

es un sistema de representantes para las drbitas de K en £ .



34

Notacién. Consideremos

aw =0 Y (Y € H/K) ,
X
by = b, (¥ € fi/x)
v
Por otra parte, ndtese que
1 A
by = Z x (¥ € H/K)

Obtenemos asi el siguiente

TEOREMA 6. Sea G un grupo finito y sean K,H subgrupos de G tales gque

G es el producto semi-directo de K por H , siendo H subgrupo normal

de G . Supongamos ademds que H es abeliano. Sea { W} un sistema
== X q;eﬁ/K

de__representantes  para_las Srbitas de K en fl . Se tiene que
Fal
A =
{-%P}weﬁ/x '
donde
1 y
o, (0 ) = Z X (),
Y
Vv Vv e

para tode Y € ﬁ/K , V € H/K . BAdemis

dimensién(va y = |¥| (v € fi/k) .
b
Por lo tanto
V= @& va .
Yeq/xk Y
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es la descomposicidn de la representacidn natural (V,T) de &

, asociada

a la accién de G en H , en suma directa ortogonal de subrepresentacio -

nes irreductibles.

Demostracidn: Nétese que

e X e, = 22y
Tl Yef/x d TETl?Gﬁ/K YEY

Q.E.D.

3.3. Producto tensorial de representaciones naturales asociadas a espacios

de Gelfand.

3.3.1. Sean (G,X) , (H,Y) espacios de Gelfand con puntos bases X, E% ,;
yo €Y . Sean (V,0) , (W,T) las representaciones naturales de G y H
asociadas a las acciones de G en X y dé H en Y respectivamente.

Consideremos la accidén de G X H en X X ¥ definida por
(%x,y) (g,h) = (xg,yh) (x€X,y€Y, g&G, h€EH)

la cual provee a X X Y de una estructura de (G X H)-espacio derecho

transitivo.

Sea (U,p) la representacibén natural de G X H asociada a la ac ~

citn de G X H en X X Y ., Se tiene

U= L2(X xY) ,
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[p(g’h) ()} (x,y) = £(xg,yh) (f €U,(g,h) EG*xH, X,) € X XY)
Por otra parte, obtenemos que
xx0%/@x 1 = 0g o Yeex?/e cev2m
donde

2
. 2 2
para todo R E€E X"/6, OE€ Y /H .

Ademds, para cada I € X2/G , 0O€ Y2/H se tiene

C (x_1¥,) {(x,y) € X x YI((xo,yo),(x,y)) = O{Q,O]} '

O q,el

H]

{(x,y) € X X YI(XO.X) € 0 ~ (y,r¥) < m

CQ(XO) X CO(YO)

3.3.2. Sean (g,h) EGXH, ¢EV, YEW. Se tiene

il

[ (ag 24 T,) (¢ @ U] (x,y) [cg(cp) ® Th(lp)l (x,v)

[ogtcp)] (x)[Thup)I (y)

1]

(¢ @ P) (xg,yh)
Como U=V ®W , la relacidn precedente implica gue

= 0g‘$ T ((g,h) € ¢ x H)
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ndemids, como Endm(v Bw = EndE(V) @’Endm(W) , se tiene que
EndeH(U,p) = EndG(V,O) @’EndH(W,T) . Luego EndeH(U,p) es conmutativa,
es declr, (U < H, X ® ¥) es un espacio de Gelrand con punto base

x ) €EX XY .
( O:YO
Notacidn. Consideremos
A := EndG(V,O') y B == EndH(W,T)

LFMA 5. Si ¢ y Y son caracteres de los espacios de Gelfand (G,X) ¥

(H,Y) respectivamente, entonces ¢ @Y es un cardcter del espacio de

Gelfand (G X H, X X Y)

Demostracidn: Sean {,0R" € X2/G ; 0,0" € Y2/H y sea (u,v) € C {(x v )
O[Q,e} (@] (e}

i e e
Se tiene que u CQ(XO) v v C@(yo)

Ahora bien, como ¢ es un caridcter del espacio de Gelfand (G,X)
[Q,0']

se tiene que existe una aplicacidn biyectiva Eu de CQ'(XO) sobre

CQ,(u) tal que

[2,0]
u

duyplu’) = ¢ (& (u')) (u' € CQ'(XO))

Similarmente, como Y es un caracter del espacioc de Gelfand (H,Y)

[e,0']

se tiene que existe una aplicacidn biyectiva Y
v

de C@'(Yo) sobre

CG,(V) tal que

[0,0']

v

PIPv'y = iy (v')) (v' € Ce,(yo))

: . .
Luego existe la aplicacidn biyectiva gig'ﬂ ] X Yi /0] de
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de C (x ,v ) sobre C (u,v) tal que
Oqr,en) ©°° %qr,00]
6 B ) (u,v) (b ®Y) (ur,v') = ¢(£EIQ'Q ] {u')wwi@'e'] (v')
= (0 Q@ w)((i[Q'Ql] X Y[G’BI])(u',v')) y
u v
para todo (u',v') ¢ (% .yo)

O ar,er]

0.E.D.

TECREMA 7. Si ¢ y 1 son caracteres de los espacios de Gelfand (G,X)

y (H,Y) respectivamente, entonces la aplicacidn definida por

B®s

. - ) = B (¢ @ U) (u,v)
®

(v ®y) 19,0 lc (x 1) | (u,v)EC (x_,y )

[0l %q,00 ° °

o

A B
Q Q) .,
u¢( mlb( )

. 2 2 T o i
para todo { € X' /G , 0 € ¥v°/H , verifica la ecuacidn funcional (*%) . Por

lo tanto proporciona un cardcter del &lgebra conmutante conmutativa é_QJE "

Demostracidn: Es inmediata.

4. Estructuras de grupos sobre X .

Para cada familia {ES}uEX'GEXg/G de aplicaciones biyectivas ES

2 -
de Ce(xo) sobre C@(u) (WE X, O€ X /G) , consideremos la operacildn
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binaria en X definida, para cada u,v € X , por la relacidn

veu = £S(V) -

2 ,
donde 0 € X"/G es tal que v € Ce(xo) . Notese que el punto base X, =

es el elemento neutro de tal operacidén binaria en X si y sdlo si

0 2
E =1 (0 € xX°/G) ,
X, Ce(x )
donde I es la aplicacién identidad de C.(x ) (0 € X2/GJ .
CQ(XO) 0o

Las operaciones binarias en X proporcionadas por familias de apli-
caciones biyectivas, segﬁn las consideraciones precedentes, se denominaran

operaciones binarias admisibles en X . Notese que una aplicacién f de

X en T es un caracter del espacio de Gelfand (G,X) si y sdlo si

f(u)f(v) = f(u*wv) {u,v € X} ,

para alguna operacidn binaria <+ admisible en X

Si la operacidn binaria +* admisible en X provee a X de una
estructura de grupo, se dird que tal estructura es admisible. Notese que

una estructura de grupo X es admisible si y sdlo si

(10) (2,00 8 % g esd € 8 QEX/G, xEX) .

Sea X' una estructura de grupo admisible. Consideremos la accién

smi iy " 2 -
regular derecha de X" en X ; las Orbitas de X en X estadn dadas por

V= {zw €xluz = x) (x € %) .
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La relacidn (10) implica que

= U v @ € %/ ,
wECQ(SQ

donde X, =& es el elemento neutro del grupo X' . Luego el dlgebra

G - ] . - - X

K (X) de nhcleos G-invariantes es una sub-algebra del &lgebra K  (X)
de nicleos X'-invariantes y por lo tanto el dlgebra conmutante A de la
representacidén natural de G asociada a la accién de G en X es una

sub-8lgebra del 3lgebra conmutante de la representacién regular derecha

de X° . Ademas

1 2
M, = Z M Q€ x /6 .
Y] Cﬂ(gj uECQ(E) Vu
Rhora bien, las aplicaciones ux de X2/X° en € definidas por
= S
ux(vx) X (x) (x € X) ,

para cada cardcter X de dimensién 1 de X' , proporcionan todos los ca -
racteres del dlgebra conmutante de la representacidn regular derecha de

L . . . . . . -
X . Por consiguiente, las aplicaciones definidas para cada carac -

a
X|a

ter ¥ de dimensidn 1 de X' proporcionan caracteres del &lgebra conmu -

tante conmutativa A . Notese que

1 2
o M) = X (R € X7/G)
Xla o IG5l

Obtenemos ademis el
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i + . -
TEOREMA 8. 81 X es una estructura de grupo abeliano admisible, entonces

+
los caracteres de X son caracteres del espacio de Gelfand (G,X) y pro-

porcionan todos los caracteres del dlgebra conmutante A de la represen -

tacidn natural de G asociada a la accién de G en X .

Demostracidn: NBtese que cada caricter del &lgebra A es la restriccién
de un cardcter del dlgebra conmutante (conmutativa) de la representacidn

+
regular de X .



CAPITULO III. CALCULO DE CARACTERES DE ESPACIOS DE GELFAND FINITOS

En todo lo que sigue, para descomposiciones del tipc G = KB ,

KNB=1{e} v G=KKH, H abeliano, se considerarid los espacios homo-

géneos mencionados en el parrafo 3 del Capitulo precedente.

A menudo es posible describir el espacio de configuraciones geomé -

i 2 . ) ) 2
tricas X /G por medio de un invariante D : X = R , con valores en un

. . . L. )
conjunto ad-hoc R . Es decir, se tendra que (x,y) v (x',¥v') en X

estin en una misma G-Srhita sf vy €616 &1 Dlx,¥Y = D(x',¥') . Tal situaeion

ocurririd en todos los espacios homogénecs que consideraremos a continuacidn.
Notacin. Sea n € NW. El conjunto 2 := {0,1, ..., n - 1} , provisto de

e i . _+ !
la operacidn suma médulo n , constituye un grupo denotado Zn , isomorfo

+ s :
al grupo (% /nZ) . Para Lim & Zn , escribiremos simplemente £ + m en

- i - X
lugar de £ + m médulo n . Consideremos ademas 2 := 25\{0}
n

1. E}_nnégono regular.

1.1. Sea n € N . Designemos por T(2,n) al grupo de las traslaciones
tp imem ot L L & Zn) y por 0(2,n) al grupo de orden 2 generado
por la involucidén J de . definida por

42
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J(m) = -m (m €& 2 )
n

Por otra parte, consideremos las aplicaciones

S B
definida por
N(m) = Min{m,J(m)} (m & ZnJ '
donde l%] designa la parte entera de %;, v
D Z2 - Z ’
[51+1
definida por
D(m,£) = N(m - ) (m,{ € Zn)

Se tiene que D es una distancia sobre 7
. n

Denotemos por Biy(zn) al conjunto de todas las aplicaciones biyec-
tivas de Zn scbre Zn y designemos por M(2,n) al subgrupo de todas

las aplicaciones en Biy(Zr) que preservan la distancia D , es decir
1

M(2,n) = {g € Biy(zn)\n(g(my,g(ﬁ)) =Dim, &}, Vv m L E zn} .

Se tiene que M(2,n) es producto semi-directo de su subgrupo normal abe
liano T(2,n) vy de su subgrupo O0(2,n) . Por lo tantec, el espacio geomé -
trico (M(2,n)),T(2,n)) es un espacio de Gelfand, con punto base la apli-

cacidn identidad T



Ademids, si consideramos la

bre Zn definida por

Ve = L

y la. accién de M(2,n) en Zn

Log = V(U (&)

obtenemos que (M(Z,n),Zn) es un

X 0 isomorfo a (M(2,n),T(2,

fo) r

por el isomorfismo de grupos abel
£ +m
-£

El espacio de Gelfand (M(

La distancia D

se denomina distancia geodésica sobre

44

aplicacién biyectiva W de T(2,n) so-

Lez) ,
n

definida por

(Kezn I} gEM(Z;ﬂ)) '

espacic de Gelfand, con punto base
. E1 M(2,n)-isomorfismo estd dado

n))

v .

ianos Explicitamente, se tiene
Lm€2Z) ,
n
(£ € 2.)
n

2,n),Zn) se denomina n-dgono regular.

y para

m, L € Zn , la distancia D(m,{)

pasos necesarios para ir de m a

1.2. Las 6rbitas de 0(2,n) en

v = {LE€z [N
r n

Luego, obtenemos

Z
n
se interpreta como el nimero minimo de

£ o viceversa.

Zn estan dadas por

r} = {r,~r} r € 2

[

= #1



Caso n par:

v =1,
l\)rl =2
l\)p_l = g
2
Caso n impar:
vl =1,
lvr| = 2

s s 2
Por lo tanto, las o6rbitas de M(2,n) en Zn

o =0 ={(m €2z°|Dm) = r}
r Ur n

Luego, obtenemos

Caso n par:

IOO| = 1n ,

lO | = 2n
r

IO I =n .

45

X

{r € 2 )

Sl =)

X
(r € Z )

estidn dadas

(r € 2

por

§a+1

X

(r € 2)

o]

’

f
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Caso n impar:

o | =n,
o
|Or§ = 2n (r € 2 n ) .
' =+
[
Por otra parte, se tiene
+ A
Z -
() {ws}SEZ
n
donde
ws(m) = exp(27ism/n) (s,m € Zn) .
- + 4 ;
y la accidn de 0(2,n) en (an\ queda entonces descrita por
W =0 =0 (s €2 )
s s J(s) n
Luego
+ .~ -
2 = "
(x )" /02,m) = {¥_} o, i
{54+1
donde
- , (s € 2
¥ {ws wJ(S)} s L)
1'2*]"‘1

Por lo tanto, obtenemos
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Caso n par:

X

(s €2 ) ;

e

I

TN
o

Il

Caso n impar:

Notacién. Consideremos

a (r) :=ay, (O ) (s,r € Z ) .
s Y Ty n
S r [+
2
Utilizando el Teorema 6, obtenemos que los caracteres del dlgebra

conmutante asociada al espacio de Gelfand (M(2,n),Zn) quedan determina -

dos por las aplicaciones siguientes

Caso n par:

ao(r) =1 (r € Zn ) .
54*1
o (0) =1,
S
1 X
a_(r) =[-2— (ws+wJ(s))](r) (rEZE) ,
2

of3)=

]
—_
1
—_
—

-
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Caso n impar:

ao(r)=‘l (rEZn ):
[3]*’1
a (0) =1,
s
) = [+ )] e 7~
as r) = 2(ms + wJ(s) (x) (r 4 0 )
[ =] +1
2
X
para todo s € Z £
[’—;—]ﬂ

Obtenemos asi la

PRCPOSICION 9. Las representaciones irreductibles de M(2,n) , asociadas

a la accién de M(2,n) en Zn , estdn dadas por la tabla siguiente

Parametro funcidn esférica dimensidn N°¢ de representaciones
(normalizada) en la familia
n
s €2 ch(w_) |{s,3(s) }| (= # 1
n s 2

mbdulo s ~ J(s)

Donde

1(w + W ) (s€z2) .
s n

Demostracién: Es inmediata.
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2. Descomposicidén de la representacién reqular del grupo de Heisenbergq.

2.1. Sea k el cuerpo finito con 9 elementos y sea n € N . Consideremos

, 1 X ¥
- O n
H(n,k) = . v x,y €k , r€kp;
0 wezis 1

H(n,k) provisto de la multiplicacién de matrices constituye un grupo, de-

nominado Grupo de Heisenberg con n grados de libertad.

1 X r
R .
Notacion. (x,y,r) := § g v (x,y €k, r € k)
[, 1
Se tiene que
(x,y,r)(u,v,s) = (x +u, y+v, r+s + {x,eY) ,
para x,y,u,v € kn , r,s €k , donde ( , ) designa la forma bilineal

- n
canonica sobre k

La representacién regular derecha P de H(n,k) estd definida por
2 2
P & H(n,k) = Aut, (L°((xM° x x))
donde

[p( ()] (x,v,r) = £(x + u, y+v, r+s+<{x,v)),

u,v,s)

para £ € 12(M? x k)
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Por otra parte, las acciones

(i) K" % H(n,k) - K"
(y,(u,v,8)) Py +v,
(ii) (k" x k) X H(n,k) > k" x k
((x,r),(u,v,8)) » (x +u, r +s +{x,v)),

son transitivas. En efecto

(i) Para todo vy,y' € k" , existe O = (0,y' - y,0) € H(n,k) tal que
Y0 = y' ;
(ii) Para todo (x,r), (x',r') € K" x k , existe O = (x'-x,0,r'-r) € H(n,k)

tal que (x,r)0 = (x',r")
Ademds estas acciones no son 2-transitivas.

Las representaciones naturales de H(n,k) asociadas a las acciones

precedentes son

.

(i) o : Hink) » aut (LC (™),
donde

[0 4y o @) =gz + v g€’ ,yex) ,
(ii) T : H(n,k) = Autm(Lz(kn x k) ,

donde
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[T (h)] (x,r) =h(x+u, r+s+{x,v)),
(u,v,s)

para h € L20™ x k) , (x1) € K* x k
Se tiene que

2 2
@ (xM? x 0,0 > e .o @ a2k,

2.2. Es claro gque

L4

2 . n
L (k) = [¢3] [
pel )M

i 2.0 ;
es la descomposicién de (L"(k ),0) en suma directa ortogonal de subre-

presentaciones irreductibles
2.3. Por otra parte, consideremos

= b 0,0 = Vg = nl r
K := stab . (0,0) {(0,v,0) |v € x"}

(n,
n
H:= {(u,0,8)|Ju€x , s €k} ;
se tiene que
n +
H(n,k) = K[XH , H> (k¥ x k) .

P n ;

Por lo tanto, el espacio geométrico (H(n,k),k % k) es isomorfo al espa-
- k] . . n

cio geométrico (H(n,k),H) y por consiguiente (H(n,k),k %X k) es un es -

pacio de Gelfand. Ademds, el H(n,k)-isomorfismo estd dado por el isomor -

fismo de grupos abelianos

Y : H— k" x k ’
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definido por

Y(u,0,s) = (u,s) m €k, s €k

2.4. Las Orbitas de K, en k" x x estdn dadas por

{(0,s)} (s € k) ,

<
Il

n {x} x k . (x € (K ))

X

+
Por otra parte, para cada B € (k f\\{l} , se tiene que

v e o (v) = gV ,

donde BV = B(?2,v)), es un isomorfismo de grupos. Ademds se tiene

[ " x T = {y ®38}
vel ™1 ee

= * !
y la accidon de K en [(kn x k) r\ queda entonces descrita por

(y ®B)-(0,v,0) = (yB7') ®8 yeluhH T ,e &, vexh
Luego las &érbitas de K en [ (k" x x)*T"  estdn dadas por
¥ = {y ®1) yela™'T ,
ro={y ®gly' €l &} @ e & \1h

Utilizando el Teorema 6, obtenemos que los caracteres del algebra
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: y n
conmutante asociada al espacio de Gelfand (H(n,k),k % k) guedan deter =

minados por las aplicaciones:

¥ (x) e &Y .

o
I

para todo vy € [(kn)+r\ ;

. (0. ) = B(s) (s € k) ,

(0 ) =0 x € (kM) ,
+ A~

para todo B € (k) \{i} ;
Obtenemos asi la

PROPOSICION 10. Las representaciones irreductibles de H(n,k) , asociadas

a la accibn de Hin,k) en k" x k , estan dadas por la tabla siguiente

Pardmetros funcidén esférica dimensidn N°® de representaciones
(normalizada) en la familia
n, 9~ n
vE[x)] vy &1 1 g
+
g€ (x {1} 5 @8 q" g - 1

Donde 60 es la funcidén delta de DIRAC en 0

Demostracidn: Es inmediata.
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Luego tenemos que

i R = t ®c1| @ ™ @

® ®
v &Y T ge! M\ (1) B

i R n .
es la descomposicidn de (L2(k X k),T) en suma directa ortogonal de sub-
representaciones irreductibles. Por lo tanto

(kM2 x x) ~ ® . ¢ ®c ®c1| e
wyel oMY |

2 o
® . C ®L (k) B¢ .
ek M\ (el o d

&

es la descomposicidn de (Lz((kn)2 X k),p) en suma directa ortogonal de

subrepresentaciones irreductibles.

2
2.5. Entrelazamiento de las componentes de Lz((kn) x k) .

p + + 3
Notacidn. Para cada U € [(kn) r\ y cada B € (k f\\{lj , consideremos

v i= ‘u:u @ L2 (k) ®c

u,B B -

. ’ n 3
Ahora bien, para cada U € k° , consideremos

v LM x> x|
(@]

definido por

['I‘u (£)] (x,y,x) = f((uo,0,0) (x,v,x)) = f(x + U eY.r + (uo.y)) .
(o]



55

2
para £ € 2 xn , Gy € @HZ xk .

Se tiene gue Tu es un isomorfismo de espacios vectoriales. Ade -
(o]
mis, para cada (u,v,s) € H(n,k) , se tiene

+

p(u,v,s) ° Tu = Tu ° p(u,v,s)
o o
2 n, 2
En efecto, para cada £ € L" ((k') X k) , obtenemos
[(p(u’v's) ° T ) (6)] (x,y,x) = [Tu (£)] ((x,v,r) (a,v,s))
o o
= f((uo.0,0)[ (x,v,r) (u,v,s)]) = £( (u_/0,0) (x,y,r)] (u,v,s))

= [ {Tu o p(u,v,s)) (f)] (X!y.rr} r
o
es decir:
. 2 n,2
'I‘u es un operador de entrelazamiento de (L (k) %X k),p) con -
o}
sigo misma.
+ + - 2
Ahora bien, para cada p €[ ™™, pe M), e

se tiene

[Tu W®d @Ry, (x,r)) = (1 B¢ BB (y,(x + u_,x o+ <uo.y>))

o}

1l

Uiy)d(x + uO}B(r + (uo,y>) = W{y)B(K uo,y>)¢(x + uO)B(r)

u

(B ©) () x + u )B(x)

u

(e ®) @¢(z +u) & Bl(y,(x,1)) ,
O



56

es decir

o]

© ug °,g

+ : , .
Como @B (B € (x fﬁ\{l}J €S un isomorfismo de 9grupos, para cada

TS [(kn)+]A se tiene

~ e pte
Vl,B“Vu,B (B€ xS\ (1}

n +n
Por otra barte, para cadga Wy €[ (k)7 + tenemos

[p(u,v,s) M8y 8Nty (x,0)) = BY @y # vyl +uye 4 g u (x,v3))

= WY + v)y(x + u) = HVY ) (0 ®y @ 1) (¥, (x,r)) ,
es decir

D{H,v,s) (n &y ®l) = H{v)y () (n & v @_1_)

- + i
Ademds, para cada ¢ € Lz(kn} y cada B € (x f\\{l} + Se tiene

(u,v,s) LB &R (y, (x,r)) = 19¢®B)(y + v, (x + Wr + s+ (x,v)))

¢(x + WB(r + s + {x,v)) = Bls)d(x + WBE x,v))B(r)

It

Bs) 92 + w)BY(2)] (x)8 ()

Bls) (1 ®[o(2 + wgY(2)] @ p (v, (x,1)) .,
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es decir

Plu,v,s) (18 BB) =B(s)(1B[g(2 + w)RY (2)] @ B)

Obtenemos asi el

TEOREMA 9. Las representaciones irreductibles de H(n,k) estan dadas por

la tabla siguiente

Espacio de la  par@metros dimensién N° de repres. accidn
repres. en la familia
. n. +,~ 21’1
e =
o youel (k)] 1 q [yl 6= @RIT,
2, n + A n B
(S - =
L (k) BE (x )y \{1} q q~ 1 T ) @

4

= 8(s)[¢(z+w) B (2)]

Donde IE es la aplicacidn identidad de C .

Demostracidn: Sigue inmediatamente del andlisis precedente.

3. El espacio euclidiano finito n-dimensional.

3.1. Sea k el cuerpo finitoc con g elementos, kn la extensidén de gra-
do n de k vy Nn la norma de kn sobre k (n € W) . Como kn es un
k-espacio vectorial de dimensién n , podemos considerar el grupo de los

automorfismos lineales del k-espacio vectorial kn , el cual sera denotado

por GL(n,k) . Ademis, designaremos por T(n,k) al grupo de las traslaciones
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tz rtwhHhw+z (w,z€ kn) y por GA(n,k) al grupo afin asociado al k-es-
pacio vectorial kn . Se tiene que GA(n,k) = GL(n,k)E& T(n,k) .

Por otra parte, consideremcs la aplicacién

D :k xk -k,
n n n

definida por
D (z,w) =N (z - w) (z,w € k_)
n n n
Ahora bien, denotaremos por M(n,k) al grupo de todas las transfor-

maciones afines del k-espacio vectorial kn que preservan la aplicacidn

D , es decir
n

M{n,k) = {g € GA(n,k)an(g(Z),g(W)) = Dn(z,W), v Z,wﬁfkn}

El grupo M(n,k) se denomina grupo de los movimientos rigidos del

espacio finito n~dimensional kn

Se tiene que el grupe M(n,k)}) es producto semi-directo de su sub -
ggupo normal abeliano T(n,k) vy de su subgrupo O{Nn) ;, grupo ortogonal
de la forma Nn de grado n . Este dltimo, a su vez, es producto semi-di-
recto de su subgrupo normal abeliano SO(Nn} formado de las multiplicacio-
nes m, z v uz f{(z € kn) por los elementos u del subgrupo Un de los
elementos de norma 1 en kn , v de su subgrupo ciclico de orden n gene =

rado por el automorfismo de Frobenius Fn de kn sobre k (grupo de

Galois Gal, (k) de k sobre k).
k' n n
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3.2. Caso del espacio de Gelfand M(n,k),T(n,k)) .

3.2.1. Se tiene que M(n,k) = O(NDJD<'T(n,k) , siendo T(n,k) abeliano.
Luego (M(n,k),T(n,k)) es un espacic de Gelfand. Se tiene
(S T (z,a € k),
z a z+a n
-1
t *m =m tm =t (z €%k ,u€&U),
zZ u u zZ u ] n n
u oz
7 -
t'F£=(F) tF£=t (z € x , £LE2)
z n n zZ n ~£ n n
Fn(z)

Por otra parte, la aplicacidn
Y : T(n,k) “*kn ;
definida por
Pt ) = a (a € kn) '

es un isomorfismo de grupos abelianos. Luego, si consideramos la accidn de

M(n,k}) en kn definida por
-1
zeg = PP (2)+q) (z € ko9 € M(n,k)) .

obtenemos que (M(n,k),kn)~ es un espacio geométrico isomorfo al espacio
geométrico (M(n,k),T(n,k)) y por consiguiente (M(n,k),kn) es un espacio
de Gelfand con punto base X, = 0 . El M(n,k)-isomorfismo estd dado por

el isomorfismo de grupos abelianos U . Explicitamente, se tiene
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zet =2 + a (z,a € k) ,
a n
=1
z'm = U =z a8k aSW) ,
u n n
2wt = 774 (2) (z€kx , L€z .
n n n n

El espacio de Gelfand (M(n,k),kn) se denomina espacio euclidiano

finito n-dimensional. La aplicacidn Dn se denomina pseudo-distancia

euclidiana finita n-dimensional. Noétese que Dn(Z.w} = (—1)nDn(W,Z)

(z,w € k) .
n

3.2.2. Las orbitas de O(Nn) en kn estdn dadas por

v = {z €k |N (z) = r} (r € k) ,
r n' n
luego
v | =1,
o
- =% S *
v =d"+qd" P v g1 = = [n} (r € K1)
r g - 1 1
g
S 0 2 ”
Por lo tanto, las orbitas de M(n,k) en kn y= kn X kn estan dadas
por
2
o =0 _ = {(z,w) €k’ |D_(z,w) = r} (r € k) ,
¥ M n n
r
luego
o | =q"
o
nin x
- r € k
lo | = q [1] ( )
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y t €
Notacion. Cr,s 1= CO .0 (r,s,t € k) .
s
Por otra parte, consideremos e :=e o Tr , donde e
n o] n o
= ;o : + o -
es un caracter no trivial de Xk fijo de aqui en adelante y 'I‘rn denota
la traza de kn sobre k Se tiene
+ A
k = ?
(k) e tw2)} o
n
Ademds, la accidn de O(Nn) en {knf\ estd descrita por
e (w2)'m = e (uw?) w€k ,u€ U ,
n u n n n
£ -f
e (w?)*F_ = e (F_(w)?) w€k ,LEZ)
n n n n n El
- . + N i
Por lo tanto, las Orbitas de O(Nn) en (kn) estan dadas por
+ o~ ]
Y = {e (w?) € (k) |wE€k N _(w =s! (s € k) ,
S n n n n
luego
el =1,
(9]
b
1‘1’|:H (s € k)
S 1
g9
Notaci®dn. Consideremos
a_(r) := ay (0) (s,xr € k) .
s b4 r
s
- € k
o, = 9y (s )
s
V.=V (s € k)
S Q
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Ahora bien, para cada s € k elijamos wS = vs ; se tiene gue

{e (w.?2)} es un sistema de representantes para las orbitas de O(N )
n s s&k n

~

+ -
en (kn) . Luego los caracteres del algebra conmutante ascciada al espa-

cic de Gelfand (M(n,h),kn) quedan determinades por las aplicaciones

St sr 2
para s,r € k , donde Jn—2 designa la funcidén de Bessel de orden ; -
2
definida por
I ) = Z e (u) [ & k)
n-2 v n )
-— t! uEv
2 1=
La funcidén esférica ¢S de tipoc s , tal que ¢S(O)= 1, estd dada
por
= = s € =
¢ (z) = a (N (2)) J o (8N (2)) ( ko, z2&k)
2
Ademés
dimensidn(v ) = |[¥ | =1,
o o
) i n %
dimensién(v ) = |¥_| = (s € k)
s s 1 g

Obtenemos asi el
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TEOREMA 10. Las representaciones irreductibles de M(n,k) , asociadas a la

accion de M(n,k) en kn , estan dadas por la tabla siguiente

Parametro funcién esférica dimensidn N° de representaciones
(normalizada) en la familia
- 1 1 1
X n
s €k N (? -
I, o(8 o SETY {1} g = 1
> 9

. Notacidn. Consideremos

—~

:: ) -
T(n,k) Galk(kn KT (n,k)
3.3. Caso del espacio de Gelfand (O(Nn) , SOV ))
3.3.1. Se tiene que O(N ) = Gal, (k) DP<3S0(N_) , siendo SO(N ) abeliano.
n Kk n n n
Luego (O(Nn)' SO(Nn)) es un espacio de Gelfand. Se tiene
m *'m_ = m {u,v € U )
u v uv n
L e
m*F =m mwmeu ,Lez) .
u n -£ n n
Fooo(u)
n
Por otra parte, la aplicacién
c 3 —
] uO(Nn) Un P
definida por
= [ ] i
w(mu) u (u Ln)
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es un isomorfismo de grupos abelianos. Por transporte de estructura, via
la aplicacién biyectiva 1 , se provee a U, de una estructura de O(Nn)—
espacio derecho transitivo. El espacio geométrico (O(Nn),Un) asi obteni-

do es isomorfo al espacio geométrico (O(Nn),SO(Nn)) y por consiguiente

*

(O(Nn),Un) es un espacio de Gelfand, con punto base uo = 1 . Explicita -

mente, se tiene
u'm = uv {u,v € Un) ,

u*F = F (u) (u€u , L€z .
n Il
Ademds, la accidn de Galk(kn) en Gn queda descrita por

£ ~
. = ve*F € =
Yo F YoF (y €U, £ z )

Denotaremos por ) /Galk(kn) al conjunto de las &rbitas de Gal (kn) en
n

k

~
u .

n

Obtenemos asi el
TEOREMA 11. Las representaciones irreductibles de O(Nn) , asociadas a la
accibn de O(N ) en u estdn dadas por la tabla siguiente
Parametro funcién esférica dimensidén N° de representacicnes
(normalizada) en la familia
1 ~

I3 z Y U /Gal, (k)
Y Un/Galk(kn) T@T‘ Y | l l n/ k( " J

YEY




3.4. Caso del espacio de Gelfand

3.4.1. Es clarc que M(n,

k)

decir, Mi(n,k) = SO(Nn)T(n,k)

K ’

=) i =
(Fn z) a

(FLt ) o™
n n

£
(Fntz) m

1l

- 3 3 n
Notacidn. Las aplicaciones pr,

- I X Ed
pr, k Zn k Zn)

y
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(M(n,Xk) ,T(n,k))

~

es el producto de SO(Nn) por T(n,k) , es
Se tiene
Fﬁt (z,a € k L€ z )
n z+a & H ° n !
+
prme (z€kx_ ,Lm€EzZ) ,
n -m n n
F " (z)
n
£
FE (€ ¥k ,aEw ; L8}
=] n n n
u z
. g X -
: kn Zn kn Zn (resp.
n ) i
- - 5 1 . - 1 i
pr, : kn kn (resp. pr, : k k) desig

~ ~

nan la primera y segunda proyeccién en kn (resp. k)

Por otra parte, consideremos la aplicacién biyectiva § de T(n, k)

~

sobre kn definida por

£
w(Fnta) B

(£, a)

(a€k ,L2€z)
n n

Por transporte de estructura, via la aplicacién biyectiva U , se provee a

kn de una estructura de

M(n,k)-espacio derecho transitivo. El espacio

geométrico (M(n,k),kn) asi obtenido es isomorfo al espacio geométrico

(M(n,k),T(n,k)) . E1 M(n,k)-isomorfismo estd dado, obviamente, por la

aplicacién biyectiva ¥ . Explicitamente, se tiene

(L,z)*t
a
(£,z) - F"
n

(£,2) *m
u

]

(L,z + a)

(£ + m,F_
n

(L,

z)

(Z,agkn,ﬁezn)r

Miz)) (z € k L,m € 2 )
nl r n r

ZzEX , uEH L2

n n n
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Ademds, por transporte de estructura via la aplicacidn biyectiva U se

~ ~

provee a kn de una estructura de grupo; el grupo kn asi obtenido es

isomorfo al grupo T(n,k) = Galk(kn) [Xx T(n,k) . Explicitamente, se tiene
(£,2) ¢ (m,w) = (£ + m,F_"(z) + w) (zw€k ,Lm€Ez) ,
i n n n
-1 £
(£L,2) = (-L,-F_(z)) (z€x , LE2Z)
n I n

~ ~

Se puede proveer ademds a kn (resp. k) de la estructura de producto

+ + + + .
directo de los grupos Zn v kn (resp. Zn vy k) , tal grupoc se desig-

P +
nara por kn (resp. k)

~ —~ ~ ~

‘Notacidn. Para tedo x € kn (resp. t € k) designaremos por x

~

(resp. t) 1la segunda proyeccidn de x (resp. t) , es decir

~

X = prg(;s (resp. t = pr2(t)) ;

3.4.2, Consideremos las aplicaciones:

N :k =k,

n n
definida por
B e n o~ A R
= =
Nn(Z) (prj(Z),Nn{Z)) (z kn) ,
D :k Xk =k,
n n n
definida por
i e e 4 o~ w__'] P~ —~ T~ o
D (z,w) =N (zw ) =N (pro(z - w),F_(z - w))
n n n 1 n
no~ o~
= (Pr1 (Z - W) lN (Z - W)) ’

~ o~

para todo z,w € kn :
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Ahora bien, las 6rbitas de SO(Nn) en kn estdn dadas por

vo={z €k |N (2) = r} (r € k) ,
n''n
X
luego "
= €
[\)(LO)I 1 L€z,
s X
vl = 3] Cev ., rer
r q
o 2 £ g -
Por otra parte, las &rbitas de M(n,k) en kn = kn X k  estan
dadas por
~ o~ r-u2 ~ ~ o~ ~ ~ ~
o.={(z,w) € kn|Dn(Z.w) = r} (r € k) ,
3
luego
n
=
IO(K,O)t ng (/E Zn) r
X
lo | = nqn [?} (r€k , r€k)
r q
~ O.
Notacidn et me’ (r,s,t € k)
hotacion. ~ o~ T ON’ON r,s,
! r s

PROPOSICION 11. El espacio geométrico (M(n,k),kn) es un espacio de

~

Gelfand, con punto base By (0,0)

~ A~ ~ ~

Demostracién: Para cada r,s € k y para cada =z € kn , se tiene

~ ~—~ ~

(x * X )(z) = Z Xv (zw_1)xv (w)

Vo Vs Ao VA 0

r s wEk r s
n
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]
4
>
Rz

=4 e

pr?(z),pr1(r+s)

Ahora bien, como (M{n,k),kn) es un espacio de Gelfand, se tiene

t t -8 e
Cr s = Cs 2 (t € k) . Por lo tanto el algebra de convolucidn
r ’

C(kn/SO(Nn)) es conmutativa. La Proposicidn sigue del Lema 3.

~

El espacio de Gelfand (M(n,k),kn) se denomina n-recubrimiento del

~

espacio euclidiano finito n-dimensional. La aplicacién D, se denomina

n-recubrimiento de la pseudo-distancia euclidiana finita n-dimensional.

~ ~

Notacidn. Consideremos las homotecias de kn (resp. k) definidas por

~ ~ ~

(pr?(ZJ,wZ) (2 € k.1 ,

i

H (2)
W

1l

hs(;) (pri(;),sr) (e &%y .,

P x
para todo w € kn y para todo s € k .

+ : . w e
Para cada w € (Z ) la aplicacién J = ®@J de k en C
n n-2 n-2
2

2

se denomina la w-torcida de la funcidén de Bessel de orden

~2 ey
TEOREMA 12. Las aplicaciones de kn/M(n,k) en € definidas por
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W w B oy P
[XS(ON) = (Jn; ° hs) (r) = w(pr1 (sr) (r € k) ,

Jn—2
% 2 2

+ -
para todo w € (an\ y para todo s € k , proporcionan caracteres del 4l-

gebra conmutante asociada al espacio de Gelfand (M(n,k),kp}

3.4.3. Primera demostracién del Teorema 12.

~

LEMA 6. Designemos por B{k;) al subgrupo derivado del grupo kn . Se tie-

ne

3(k) = {(0,2) € |Tr_(2) = 0}
n n n -
Ademas
3k Nk =k
n n

Demostracién: Para cada {£,m € Zn y para cada z,w € k= se tiene

I

[ (L2}, ()] s= (£,2) () (Boz) " (angw)

I

(0,[F£(Z) - Fm(Fﬁ(Z))] ~ [ ) - FE(Fm(W))})
n n n n I n

. i .
Ahora bien, como Trn(x - Fn(x)) = O {d & Zn , % € kn) obtenemos

Trn(przi[(£12),(m.W)])) =0

Ademds, por el Teorema 90 de Hilbert (forma aditiva) para cada z € kn tal

que Trn(z) = 0 existe w € kn tal que z = w - Fn(w) . Luego

(0,2) = (O,w = F (W) = [ (0,w),(1,0)]
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Por lo tanto

~y

3(k) = {(0,2) €k _|Tr_(2) = 0}
n n n

Por otra parte, consideremos el epimorfismo de grupos 1 % T¥ de
. ' n

o~ ~
.

+
kn sobre k . Se tiene

~

Ker(I * Tr ) = o(k ) .
n n

Por lo tanto

3k Nk ~ k'
n n

Observacién:

TEOREMA 90 de Hilbert (forma aditiva). Sean E una extensién ciclica de

F de grado n (n € W) y o un generador del grupo de Galois de E so-

bre F . Para cada B € E se tiene

TrE/F(B) =0+« J0€E mMm RB=a0a-0c()

Demostracidn: Es claro gue Ker(I - 0) = F , por lo tanto dimensidén

Im(f - ¢g) = n - 1 . Por otra parte, como TrE/F # 0 se tiene dimensién

Im Tr = 1, luego dimensidén Xer T =n -1 . Puesto que Im(I = O
' E/F ' o4 m IE/F q ( )

es un subespacic vectorial de Ker TrE obtenemos Im(I - J) = Ker Tr

/F E/F

0.E.D.



71

; ; w2 S
LEMA 7. Las aplicacicnes de kn/M(n,k} en T definidas por

w 1 w2
o (o)=T—r~E [w e (£t 2)] (0
tn T Voo ue\)w n
= n w K
= wlpr, (x))J_ _,(txr) =3 ,eoh )r),
g = ¢

~ I~ + -
para todkc r €k , t €k , w E(an\ . proporcicnan caracteres del algebra

conmutante asociada al espacio de Gelfand (M(n,k),kn)

~a

Demostracidn: La familia de caracteres de. dimensién 1 del grupo kn + pro-

porcionada por el Lema precedente, estd dada por {w @>en(t ?)}tEk , la
cual es, por consiguiente, una familia de caracteres del espacio de Gelfand

(M(n,k),kn) . El Lema sigue del Teorema 3.
0.E.D.

Observacidn. Ndtese que el Lema precedente proporciona n[ (g = 1)/(n,g - 1) + 1]

caracteres del élgebra conmutante asociada al espacio de Gelfand (M(n,k},kn)

X o~ ; ; e
LEMA 8. Para cada s € k la aplicacibn biyectiva QS de kn/M(n,k} so-

~2
bre kn/M(n,k) definida por

- et " c K
cs (0) oh £l (r k) o
Y s

es una similitud del espacio de Gelfand (M(n,k),kn)

~ A A~

- x L . * il o
Demostracidn: Para cada s € k elijamos W = Wy Para cada i,j,£ € k

y para cada x,y € kn tales gue Dn(x,y) = £ se tiene
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= D ="UANN~:F~V =
stc{z knl L (x2) =i AD (z,y) =3}

~ o~ ~

= {z' € kn|D (x',2') = h_ (i) A D (z',y") =h_(J)} ,

donde x' := Hw (%) Ty' = Hw (y) . Por lo tanto
S S
ChS(E) . CE
h (1) ,h_(3) T =
s s ’
Notese que
D_(H (a).Hw (b)) = hS(Dn(a, 1) (a,b € kn)
s s
0.E.D

Del Teorema 4 y de los Lemas 7 y 8 se deduce que las aplicaciones

/\2
de kn/M(n,k) en C definidas por

W W N
a (0 ) = (o 2 )(0) = (I e h_)(xr) ,
r r

~ ~ x + -
para todo r €k , s€k , wE€ (an\ : proporcionan caracteres del algebra
conmutante asociada al espacio de Gelfand (M(n,k),kn) . E1l Teorema 12 si-

gue del Lema 7 y de la asercidn precedente.

3.4.4. Segunda demostracidn del Teorema 12.

~ o~ ~ ~ ~

Sean r,s € k y sea z € CO (xo) . Consideremos la aplicacién bi -
¥
yectiva £ de s (xo) sobre CO (z) definida por
Z ~

S S
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[ ~r O,-...] i
r s ) o . . ™~
£ (w) = (pr_(w + 2), w + 2) (w € CO (xo))
z g

ahora bien, la operacién binaria en K definida por

lo_0]"
zew := £ ros {(w) = (pr?(w + z),w + 2) (w e C (XO)) ;

provee a kn de una estructura de grupo abeliano, a saber, la estructura

; + + -
de producto directo de los grupos Zn 3% kn . Por lo tantc cada caracter

—~ ~

+ = ;
del grupo abeliano kn es un caracter del espacio de Gelfand (M(n,k),kn)

Para cada s € k elijamos w_ € v ; se tiene que {e (w ?)}
s s s€k
es un sistema de representantes para las &rbitas de O(Nn) en (knf\
: . 2 i
Del Teorema 8 se deduce que las aplicacicnes de kp/M(n,k) en (€ defini-

nidas por

w 1 A
a(O)=T—TE[w®e(w?)]()
S 7 V. Jev
b ~
Y
= wipr, (0T (st) = @ _ o h) ()
TP AR o ISES T Ay @ g
2 2
~ o~ .. .
para todo r €k , s€k , wE (Zn) . proporcionan todos los caracteres
del algebra conmutante asociada al espacio de Gelfand (M(n,k),kn) , lo
cual demuestra el Teorema 12.
3.4.5. Obtenemcs asi el
TEOREMA 13. Las representaciones irreductibles de M(n,k) , ascciadas a la

~

accidén de M(n,k) en L estan dadas por la tabla siguiente
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Parametros funcidn esférica dimensidn N° de repres.
(normalizada) en la familia
-+
wE (2 ) w @1 1 n
n -
LN ® ¢
WE(Z ) ,s€k w®J  _(sN_(2)) H n(q - 1)
n n-2 n 1
2 ‘ 2
<o L :
Demostracidn: Para cada w € (Zn) y para cada s € k consideremos
W ;
§g 1= w @ (}JS . Se tiene

i

(&)

®

O
|
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4. pPolitopos generalizados.

X
Sea n € N . Para cada j € 2

#
T Zn+1\{0} sea HQ. N grupo

]

abelianoc de orden Qj € N, Qj > 2 . Se puede proveer al conjunto
n ‘
+ +
Tn = I HQ de la estructura de producto directo de los grupos HQ
=1 ~a

, X & + P ;
(j € Zn+}) ; tal grupc se denotara por Tn . Ademas designaremosS por

B[Tn] al grupo de las traslaciocnes bt :s»s+t (s,t € Tn) . Denota -

mos por pr. : T T HG la i-8sima proyeccidn en Tn y para todo t € T,
i

designaremos por ti la i-&sima proyeccién de t , es decir, ti = pr. (t)

X

x X x
i € Z . = 7 s=
(1 n+1) Para cada L€ P ( ) E(Zn+1

x
e Nn{¢} , donde p(z_ ) es

+1

X
el conjunto de todos los subconjuntos de Zn+1 , denotaremos por
prp ¢ T I H la L-&sima proyeccidén en T, definida por

4

N ogen 2

Egi(prL{t)) = ti (LEL, t€ Tn) '

donde pr, es la i-8sima proyeccidén en Il H (i € L) . Por otra par-

fEL .QE

X ;
te, designaremos por Em(zn+1) al conjuntc de todos los subconjuntos de

X
cardinal m de Z (m € Zn

X
) y para cada 1 € 2 denotaremos por
n+1 . I

+1 1+1

- ] 1] L) + ) -
w un caracter no trivial fijo de HQ . En general, se designara por

Q.

i i

Biy(E) al conjunto de todas las biyecciones de un conjunto E .

4.1. El paralelepipedo n-dimensional.

Consideremos las aplicaciones
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definida por

x
N (t) = {i € t # 0} =- € g
O( ) i Zn+1| . # 01 =: sop(t) (t In) 3
Y
D : T2 ()
o =""n+1° !
definida por
D (s,t) =N (s - t) (s,t €ET) .
o o n
Notese que
D ,t) = = ¢ = t 8
O(s ) (0] s (s,t Tn) '
D {(s,t) =D (t,s) (s,t €T ,
o o n
D (r,t) €D (r,s) YUD (s,t) (% ,8,% €T )
o} o) o n

Designemos poxr MO[TDI al subgrupo de todas las aplicaciones g

en Biy(Tn) que preservan la pseudo-distancia con valores conjuntos D«

deci & = . E M{T
es decir, Do(g(s),g(t)) DO(S,t) para todo s,t Tn E1l grupo Moi n}

- . =1
actla de manera evidente, a la derecha, sobre Tn , por t g (t)

(b & Tn ¢ B MO[TH]) ; consideremos t° = (0,0, ..., O0) vy designemos por
KT al Stab t®) . Como B[T es un subgrupo de M [T e
O[ nI b [Tn]( ) m R grupo O[ nf g
actila transitivamente sobre T , se obtiene gue Ml =xl[T lelT ]

n o n o n n

Puesto que B[Tn] es un grupo abeliano, se tiene que
(MO[TJ,B{TH]) es un espacio de Gelfand con punto base la aplicacién iden-

tidad I . Ahora bien, como (MO{TDJ,TH) es un espacio geométrico isomorfo



el

a (Mo[Tnl’B[Tn]) » obtenemos que (MO[Tn},Tn) es un espacio de Gelfand

con punto base t°® = (0,0, ..., 0) denominado paralelepipedo n-dimensio -
. . ¥ >< .

nal y designado por P(Qﬁ,Q2, W Qn) . Si para cada i € Zn+1 Se tiene

que Q. =g (g € N, g > 2) , entonces el paralelepipedo n~dimensional

sera designado por P(n,q)

LEMA 9. Sea g € Biy(T ) . Se tiene que g € KO[Tn] si y s6lo si
(i) (Vv t € Tn) (sop(g(t)) = sop(t))
(i1) (v s,£ €T )(sop(s) Nsop(t) = ¢ = gls + t) = g(s) + g(t))

Demostracidn: Para cada g € KOITDJ y para cada s,t € Tn tales que

sop(s) N sop(t) = ¢ se tiene No(s £ t,s) = sop(t) vy No(s + k) =

Rl

sop (s) , por ende No(g(s + t),g(s)) = sop(t) vy No(g(s>; t),g(t)) =
= sop(s) . Por lo tanto gls + t) = g(s) 4 g(t) . Notese que

sop(g(s + t)) = sop (s) v sop (t)

Reciprocamente, cada g € Biy(Tn) que verifica las condiciones
(1) y (ii) queda completamente determinada por su restriccidn a los ele -
mentos t € Tn de soportes reducido a un elemento. Por lo tanto

q = K !
- O[ Il] )
Q.E-D-

Observacidn. Notese que, en general, B[Tn] no es un subgrupo normal en

MiT]

o n
Del Lema precedente se deduce que las b6rbitas de KO{Tn] en T

estdn dadas por
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X
v, = {t Tn|No(t) L} (LEpz )

- « 2 .
Por lo tanto, las orbitas de Mo[Tn] en Tn quedan descritas porx
2 X
Yy = {(s,t) € T°|D (s,t) = L} (L €2z ))
L n' o =

n+1

Notacidn. Consideremos

w, =1,
= -

e
it

: @ w o pr (LEEX{ZX ))
1, {@EL QEJ L nt+l

& . + ”
Como cada cardcter del grupo abeliano Tn es un caracter del espa-

cio de Gelfand (MO[Tn],Tn) , obtenemos que las aplicacicnes de

2
i -
Tn/MO[ n] en € definidas por

1
T ow (t)
M L Vil e, ™™
1

o
=
i

ML | H 1
I

|
= (-1)
pemrn 2 7!

-

para todo M,L € E(Zi+¢) , proporcicnan todos los caracteres del algebra

conmutante asociada al espacio de Gelfand (MO[Tn],Tn)

Obtenemos asi el

, asocladas a la

TEOREMA 14. Las representaciones irreductibles de MO[TH]

accidn de MO[Tn] en T, estin dadas por la tabla siguiente
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Parametro funcién esférica dimensidn N° de repres.
{(normalizada) en la familia
M (2) |
X Q 1 n
M EPR(Z_ ) (-1) = I (- 2
nt mGMmNO(?)Qm ! oEM
Demostracién: Notese que
M (?) |
1 (@) |
T T [ Z, [ T Q. - nle-n © II o 1_. J =
n' [MERP(Z_ ) weM mEMMN_(?) *m ]
| (?) |
- = { (=N ° I ©_ - Uil
n' |MER(ZX, ) mEM\N_(?) ]
: | oLy rw_(2) | |
g z T (-1) il Q - 1|
ToT | yeo o C %
n M i(anﬂ) LEP (Z H) mE(MUL)\NO(J ]
MCan\NO(?) LN (2)
| S]] |
L ]
T ” XK m
n' |I€P ('Znﬁ) | |ME g mEM N_ (?) 1
-
LeN (?) MEZ n+'1\ O(?)
=6
tG



Observacidon. Nétese gue

dimensidn(v ) =

Consideremos Qi = 2 para todo

80

(M € p(z )

X
S/ . El espacio de Gelfand
n+1

m [T ]'Tn) se denomina paralelepipedo unitario n-dimensional. Notese que

O n
Elz ) =1zF 5
o n

Obtenemos asi el

COROLARIO 1. Las representaciones irreductibles del paralelepipedo unita -

rio n-dimensional estin dadas por la tabla siquiente

Parametro funcién esférica dimensidn N° de repres.
(normalizada) en la familia
MW _(2) ]
% o n
= I
M E(Zn+1) (-1) 1 2
4.2, El esquema de Hamming H(n,q)
4.2.1. Consideremos las aplicaciones
L}
. -
N1 § Dn Zn+1 "
definida por
= =
N, (£) = [N (t) ] (k€T ,
Y
2
D, P => 3
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definida por

D, (s,t) = N, (s - t) (s, €T) ,
1 1 n

Se tiene que D1 es una distancia sobre Tn

i Designemos por M1[Tn] al subgrupc de todas las aplicaciones g

en Biy(T ) que preservan la distancia D, , es decir D1(g{s),g(t)) =

= D1(s,t) para todo s,t € Tay, El grupo M1[Tn] actla de manera evidente,
-1

a la derecha, sobre T , por t® g (t) (t€1T , g€ M1[Tn]J ; conside-

remos t° = (0,0, ..., 0) vy designemos por K1[Tn] al StabM1[T ](t“)

Como B[Tn] es un subgrupo de M1[Tn] que actda transitivamente sobre

T~ se cbtiene que M1[Tn] = K1[Tn]B[Tn}

Puesto que B[Tn] es un grupo abeliano se tiene que (M1[Tn},B[Tn])
es un espacio de Gelfand con punto base la aplicacidn identidad I . Ahora
bien, como (M}{Tn]’Tn) es un espacio geométrico isomorfo a (M1[Tn].B[Tn]}

obtenemos que (M1[Tn]’Tn) es un espacio de Gelfand con punto base

LEMA 10. Sea g € Biy(Tn) . Se tiene que g € KW[Tn] si v sblp si

(i) (ve€rT) (|sop(g(t))]| = |sop(t)])

(i1) (v s,t € N, ({1})) (sop(s) N sop(t) = ¢ = sop(g(s) N sop(g(t)) = ¢)
(11i) (v s,t € T ) (sop(s) N sop(t) = ¢ = g(s + £) = g(s) + g(t))
Demostracién. Sea g € K1[Tn] . Para cada s,t € N;1({1}) se tiene

sop(s) N sop(t) = ¢ += D1(s,t) = 2
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= D, (gl{s),g(t)) = 2 = soplg(s) N soplg(t)) = @
Por otra parte, para cada s,t € '1‘n tales gue sop(s) M sop(t) = ¢ se
tiene N#Ts + t,s) = [sop(t){ v N1(5 4 t,t) = lsop(s)’ , por ende
Nq(g(s o+ t),gl(s)) = [sop(t)[ v N1{g(s + B sglE))y = Isop(s)[ . Por lo
tanto g(s ; t) = g(s) 5 g(t) . Nétese que |sop(g(s ; t))l - lsop(s)' +

+ Isop{t}| v

Reciprocamente, cada g € Biy(Tn) que verifica las condiciones
(i), (ii) y (iii) queda completamente determinada por su restriccidén a
los elementos t € Tn de soporte reducido a un elemento. Por lo tanto

g € K1[Tn]
Q.E.D.

Observacién. Notese que, en general, B[Tn] no es un subgrupo normal en

M1[Tn]

x
4.2.2. Caso en que Qi # Qj para todo i,j € Zn+1 s L #EY
Del Lema precedente se infiere que KT[Tn] = KD[Tn] ; por lo tanto
MﬁlTn] = MO{Tn] .. El espacio de Gelfand (M1{Tn]'Tn} es, en este caso,

un paralelepipedo n-dimensional.

®
n+1

4.2.3. Caso en que Q. q (g€ N, g > 2) para todc i€ 2

&

Las &6rbitas de K1[Tn] en T estin dadas por

’ X
) ° = E = } E
. c (t°) = {t €T_|N,(t) = m} m€ 2z )

i 2 i
Por lo tanto las &8rbitas de M1[Tn] en T quedan descritas por
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o
{m € 2 )
n

2 - -_—
o, = {E,1) & TnlDi(S’L) = m} 24

El espacio de Gelfand {MIETn]’Tn) es, en este caso, un grafo

distalmente transitivo denominado esquema de Hamming y designado por

+

H{n,q)

Notacidn. Consideremos
w :
e A

sz)
(m n+1

Il
(e
£
o
Lo
R
#

w $
—m : Q
m+ 1

- : + -
Como cada carécter del grupo abeliano T es un caracter del espa-
- n

2
cio de Gelfand (M1[Tn],Tn) , obtenemos gue las aplicacicnes de Tn/Ml[Tn]
en @€ definidas por
1 3
4,0 = E .
’ |cp (=) | ~ec, ()
1 : i 2-i(m) (n - m)
B Lin = -1 la =1 [i}tﬁ - i)
- = 7
(@ = D7 0
Efiip—m
s i = fi. =
T_Ef 3 (13" fg = 1] l[rj}LZwTJ )
1 E7, N2
[EJ & 7m+1 £+1
£-i<n-m
para todo m, £ € Zn+1 , proporcionan todos los caracteres del dlgebra con-

mutante asociada al espacio de Gelfand (M1[Tn],Tn) Nétese que
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cﬂ(tO) B {E7, Uﬁz +ET U ls & Tn!przx ZX (el = B N1(S‘t) = i}
* mt+1 A+ n 1’1+1\ m+1 ]
£-i<n-m pr . (t)=0

Z
m+1
N, (t)=£-1i

X
para todo £ € Z w1 Las aplicaciones precedentes se denominan polinomios
n Sy e

de Krawtchouk normalizados.

~

Los polinomios de Krawtchouk no normalizados am (m € Zn+1) tie -

nen la funcidn generatriz:

nl‘\l
(1=-2)M14+(g-121""= T g 0zt (z E ) ,
L=0 ™

y constituyen las soluciones de la ecuacién a diferencias finitas:

%(0) =1,
DT = (@1 (-GN al=1) + (@20La(0) + r)als)) (L E B
a(n)a(l) = (g - 1}atn - 1) + (q - 2)na(n) -
PROPOSICION 12. Para cada m € Z;+1 se tiene

1
¢ = Z ¢ !
% || mep (z* ) %M
m =In n+ 1

donde ¢a es la funcidén esférica de tipo Oy asociada al paralelepipedo
— i D

X
n-dimensional Pl(n,qg) (M E E(Zn+1))
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3 x
pemostracidn: Para cada m,£ € Zn vy para cada t € CE(tQ} se tiene

+1

1 i -ifm||[n - m
= Z - -
(boa (t) ‘g - (=1) (g - 1) [J [K _ iJ

N
" m+ 1 Z,E+1
s ﬂ—iiﬂ—m
Y e, Ty, R
e i
m] * Zm+1 £+1
m—lﬁp—ﬂ
1 |
= ¢ | (v)
n X o
<p (2 J
m] = =m( n+1)
Notese que
n|(L|[n - £ n|(mf{in - m1 .
= € V4 ﬂ']; - 3 L -
[EJ[i [m - i} [m}[i](ﬁ = 4 e m+1 L+ ! £L-1i<n-m,
OB D
TEQOREMA 15. Las representaciones irreductibles de MT[Tn] , EEQEiEQEE_i

la accidn de M1[Tn] en T estdn dadas por la tabla siguiente

Parametro funcién esférica dimensidn N° de repres.
(normalizada) en la familia

1 min
€z z -1 n o+ 1
m n+1 n X ¢G b [m} :
MEP (Z )M
m =m n+1
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Demostracién: Notese que

= 74
B e +1 Megm(/n+1) %
1 m
= m Z (q - 1) E ¢ CI)Ct
H mEZn+1 Em(zn-H)
“Te T @ = D n)%
\ n mEZ m
n+1
0 .ED
Observacidn. Notese que
dimensidén(v_ ) = IC (t°)\ (m € 2 )
ctm m n+1

A
Notacidén. Designaremos por Eﬂn al grupo de todas las permutaciones del

b
conjunto Z
onjun n+1

X
4.2.4., Caso en que Q, = 2 ara todo 1 &€ 2
que Q, P i€z,
El espacioc de Gelfand (M1[Tn],Tn) es, en este caso, un cubo uni -

tario n-dimensional. Del Lema 10 se infiere que

K1[Tn] = {E.E Biy(Tn)Iu & G;n} , donde
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; X 'nY
" = e {
pr.| PL (1) (i Boaq v ¥ Eﬁn) :
por lo tanto M1[Tn] = K1[Tn] D(E{Tn] . Ademds obtenemos
~ - 5
(8(r 1) fect, 20} o
n
donde e es el caridcter no trivial de H2 =Z/%Z vy ( , ) designa la
forma bilineal candnica sobre Tn = (Zﬂ/2zﬂfj. La accidn de K1[Tn] en
(B[Tn]f‘ queda entonces descrita por
L1
el t,?)) p = el (£),2)) ter ,ne S )

COROLARIO 2. Las representaciones irreductibles del cubo unitario n-dimen-

sional estdn dadas por la tabla siguiente

Pardmetro funcién esférica dimensidn" N° de repres.
(normalizada) en la familia
€ 7 L
m n+1 ¢O.'. [mJ ot
m
Donde
1 ilm n-m
etz et
o n if (N, (?) - 1
&7, Nz
" [N1(?)] e N, (2] +1 !

N, (?)=i<n-m

|MPNO(?)|
= z (=1)

2 omer (27 )
m =m n+1
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Por otra parte, definamos

s := {t € Tn|N (t) es par} ,

1

M [s ] = {g€EM

s L .I{Tn]%g(s)=s}

n n

El grupo Mlisn] actiia de manera evidente, a la derecha, scbre Sn , por

1 ; \
teg (E) & S, 1 9 €M [Sn]) ; consideremos t° = (0,0, ..., 0) vy

1

. 0 . e
designemos por K1[Sn] al stab, g ]( ) . Como B[Sn]

n

g {bt epgtl]|t€ Sn} es un subgrupo de M1{Sn] que actfia transitivamen-
I

te sobre S = se obtiene gue M {Sn] = K {SH]EK B[Sn} . Notese que

ks 1 = k[T ]
1" 'n 1" ™n
Puesto que B{Sn] es un grupo abeliano se tiene gue
(M1[Sn],B{Sn]) es un espacio de Gelfand con punto base la aplicacidén iden-

tidad I . Ahora bien, como (M1[Sn1,sn) es un espacio geométrico isomor-
fo a (M1[Sn],B{Sn]) obtenemos que (M1¥Snl,sn) es un espacio de Gelfand

con punto base t°® = (0,0, ..., 0) .

Las 6rbitas de K,[S_ | en 5, ~estdn dadas por

‘ s 2
pPor lo tantc las drbitas de M1[Sn] en §  quedan descritas por

_ €z i
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Por otra parte consideremos

Casc n impar: Se tiene

tEN;1 (2 )

{§]+1

([ sn] N = {edt,2))}

Luego las &rbitas de K1[Sn] en (B[Sn]f\ estdn dadas por

Y ={et,2))€ Bls ]|t €c (xo)} (m € 2 )
m n m

Caso n par: Se tiene

(B[sn])" = {et,?))} Ud{et,?))}

-1 -1{,n !
(= (= —
teN, (ZE) tEN, {{2}]
m&dulo t~t+t1
1 % .
donde t := (1,1, ..., 1) . Luego las &érbitas de K?{Sn] en (B[Sn])A
estan dadas por
¥ ={el(t,?)) € (B[s ]V |teE€c (t°)} m€z),
m n m _{1
¥, = fledt,2)) € @ls 1V |t € c_(t°) nddulo t ~t + t')
Z 2

Obtenemos asi el

TECREMA 16. Las representaciones irreductibles del grupo M1[Sn] , asocia-

das a la accidn de M1[Sn] en S_, estdn dadas por la tabla siguiente
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n Parametro funcién esférica dimensidén N° de repres.
(normalizada) en la familia
impar m € Z 0 H [
n A m 2
[ 3] +1 m
= 9 = B
. n q)B [m} 2
E m
a
par ~ 3 1 (n 1
Bn 2 n
5 2

- 2 . . 2
Donde Bm es la restriccidn a Sn/M1[Sn] de la aplicacién o  asociada
Donde n SSOELBUE

al cubo unitario n-dimensional (m € Z ) .
[$+1

Demostracidon: Es inmediata.

5 R

Observacidn. N&tese que para todo n € N, n impar, existe | € GE

[5]#t
tal que
4 v X
dimensioén(v, ) = Iv | (me 2 }
B H (m) n
m [—]+'I
2
Sin embargo, para el caso n € N, n par, n # 2 , tal relacidn no se

verifica.
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4.2.5. Esquemas de Hamming & Paralelepipedo.

X
) — . c
Sea {Mi}iezm+1 una particién del conjunto 2 . (m € W) y sea

{qi}iEZ una sucesion finita de nimeros enteros > 2 tales que qj # qp

(j.L € z 1 3# £) . supongamos que

(viezm)(vjEMi)(Qj =qi) F
(vj,KEMm)(j#ﬂ=Qj¢Q£) ;

(Vv j € Mm)(V i€ Zm)(Qj # qi)

Del Lema 10 se infiere, en este caso, que

(M [Tnl,Tn) :{ @ H(ni,qi)J ® (MO[TM I, ),

: i€z m Mm
m
donde n, denota el cardinal del conjunto Mi (i € Zm) v TM designa
m
al conjunto I H
jem 9
m
4.3. E1 aArbol simétrico finito.
4.3.1. Definamos
T i {0} ’
o
T rIYIl H m €z )
= m
m . . n+1
j=1 %3
n
Consideremos el arbol orientado E, = (v.L) ,donde v = U T,  esel
pigs

. - 2 . . -
conjunto de vértices y En - Vn es el cenjunto de aristas definido como

sigue
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x
(s,t}) EL < existe j €& 2 tal que s &€ 1T, , .
=n n g Fa

x
s, = t. para todo 1 € Z, .
i +1

Se denomina automorfismo del Arbol Tn a toda aplicacidn biyectiva g de

»

% tal que
s,t) €1 = g(s),gl(t & L

El grupo Aut(Tn) de todos los automorfismos del &arbol Fn no actla tran-

sitivamente sobre Vn , sin embargo, actlla transitivamente sobre Tj para

t ] € Z . N&
odo ] - dotese que
= S ] E & :
g(Tj) Tj (g Aut(Fn) . ?n+1)
El conjunto Tn se denomina el espacio de las puntas del &rbol Fn
Por otra parte, consideremos las aplicaciones
: T —~ Z F
N2 n n+1
definida por
e = ] = )
N, (t) (n + 1) - inf N_(t) =T »
donde utilizamos la definicidn inf ¢ :==n+ 1,y
D, : T2 -+ 7
2 7 n ‘n+1

definida por

D2(S,t) = N2(s - t) (s, € Tn) .
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Nétese que D es una distancia sobre Tn que verifica la desigualdad

2
ultramétrica
D, (x,t) g_Méx{D2(r,s),D2(s,t)} (r,s,t €T )
Consideremos +° = (0,0, ..., 0) como punto base del espacio geomé&trico
. T o . - k
(Aut(Tn),Tn) y designemos por KZ[ n] al StabAut(Tn)(t ) Las orbitas

de KJ[T] en T estdn dadas por
2 'n n

° = E =

c_(t°) {t Tnimz(t) m}

n
X

= {(0,0, ...,0} xH % I H
SR n-m+1 j=n-m+2 3
n-m veces
X
para todo m €2 ., donde utilizamos la definicidn H. := H. \{0} . Ade-

v £

- sy s s 2 : 3
mas las orbitas de Aut(Fn) en 'I‘n guedan descritas por

2 4
= = = € 7
o {(s,t) Tn\nz(s,u m} (m €2z )

Como la distancia D2 es, en particular, una aplicacibén simétrica, es de-

iy D2(s,t) = Dz(t,s) (s,t € Tn) , se obtiene que el espacio geométrico

(Aut(Fn),Tn) es un espacio de Gelfand con punto base t° = (0,0, ..., 0)

4.3.2. sean Lf,m € Z 4, Y sea s = CK(tO) . Consideremos la aplicacidn
(0,01
biyectiva £S de Cm(t°) sobre Cm(S) definida por
Iof,om]
’ ) = € o
ES (t) (s, + t,/5, + £, pos, Tt (t €cC_(t°))

donde
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= = = (=
c (s) = {t Tnlnz(s,t) m} m€z ., s€T) .
Ahora bien, la operacidn binaria en T ~definida por
{Oﬂ'om]
e = o a
5 + t ES {t) (s1 + t1,52 + t2, ceer S + tn) (t Cm(t )5

provee a Tn de una estructura de grupo, a saber, la estructura de produc-

+
to directo de los grupos HQ (j € Zn ) . Por lo tanto cada caracter del
J

- + - .
grupo abelianc Tn es un caracter del espacio de Gelfand (Aut(Tn),Tn)

+1

Notacidn. Consideremos

w :
-0 —

=W ° pr )

X
...U.:\m Q (mEZn
n-m+1

n-m+1 +1

: 2 -
Se infiere que las aplicaciones de Tn/Aut(Fn) en € definidas

por

1 ; 8i £ <m
= {- 17! si L =
. Qn—m+‘| ! =
0 , si £ >nm

para todo m € zn - + proporcionan todos los caracteres del 31-

+1 n+1

gebra conmutante asociada al espacio de Gelfand (Aut(Fn),Tn)



Obtenemos asi el

TREOREMA 17. Las representaciones irreductibles de

aut (T )
n

95

, asociadas a

tabla sigquiente

la accion de Aut(Fn} en T estdn dadas por la

Parametro funcidn esférica dimensidn N° de repres.
(normalizada) en la familia
- 1 1 1
« m=-1 _1
Z z 8 - - 8 i -1
s n+1£;0 ﬁ,ﬂé?) (Qn—m+1 ) m,NZ(?) Q1Q2 Qn—m(Qn—mﬂ ) n

Demostracidn: Notese que

] ( n m~1
5 » - -
| B, | \l-+ m_1Q1Q2'.'Qn~m n=nt1 1)(ﬁ§u 6.f’,N:_,(?) (Qn~m+1 1
1 n
= 1-0.0,00.Q (1-8 )+ z 0,0, -
n { 19277 nem, (2) 2= PO, ()T ey (et

1
=T 00, ... Q _ § . =6
ln[“ 124 =N, (2)0,N, (?) -

4.3.3. Consideremos n = 1 (m € N, m > 2)

y 9, =m

Gelfand (Aut(F1),T

1

.0 (Q

=1
'H,N {q)

P

n-m+1 =1 )“

n-m

gB.D.

El espacio de

) es, en este caso, un simplice regular m-dimensional.

Obtenemos asi el
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COROLARIO 1. Las representaciones irreductibles del simplice regular m-di-

mensional estdn dadas por la tabla siquiente

N(?) 0 1 dimensidn

funcidn
esférica

Donde N(t) designa la distancia geodésica entre el punto t € T1 y el

punto base t°

Consideremos ademds n =2 , 0, =m (m €N, m>2) y Q= 2 .

),T.) es, en este caso, un pelitopo cruza-

El espacio de Gelfand (Aut(T2 5

do m-dimensional. Obtenemos asi el

COROLARIO 2. Las representaciones irreductibles del politopo cruzado m-di-

mensional estdn dadas por la tabla siguiente

N(?)} 0 1 2 dimensidn
funcién
esférica
) 1 1 1 1
o)
O
-1
d 1 -(m~1) 1 m-1
o
1
¢ 1 0 =1 m
By
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Donde N({t) designa la distancia geodésica entre el punto t € T, y el

2
punto base t° .
5. Biblioteca de la Margarita con n libros.
5.1. Sea n € N . Consideremos el grafo Fn = (Vp,gn) , donde L es el
; ; 2 -
subconjunto del conjunto " definido por
. k] X . .
(s,t) € L = existe i € Z , i#1, tal que & = L(11) ,
N n+1
donde (1i) es la transpesicidn que intercambia 1 e 1 .
Es claro que (s,t) € én implica (t,s) € L_ , per lo tanto el grafo Fn

es no orientado.

Designemos por Aut(Fn) al grupo de todos los automorfismos del

grafo Fn , es decir, al grupo de todas las aplicaciones biyectivas ¢

en Biy&ﬁn) tales que

(s,t) € L. ™ (gls),g(t)) €L .

Ademés, denotemos por BM}n] al subgrupo del grupo Aut(Fn) formado de

L]

las traslaciones bS : t P st (s,t EfESIJ .

Consideremos t° = e , donde e es el elemento neutro del grupo

an , comc punte base del espacio geomé&trico (Aut(Fn),Ezn) y designemos

T ) o) « P 5t =3 es un subgrupo de
por KJSSHJ al StabAut{Fn)(t ) uesto que B[L’n] u grup

Aut{?n) que actila transitivamente sobrefggn se obtiene que Aut{?n) =
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LEMA 11. El grupo K[G;ﬂ] consta de las conjugaciones kU: L= O’tO_1

(t E(E;n) definidas para todo 0 € lel tal que 0©(1) =1 . Por lo tanto
K[ ] es isomorfo a 65 -
n n-1
Demostracidn: Sea O Efégn tal que G(1) = 1 . La relacidn
= -1 _ . x
ot(1i)o = cta (1o0(i}) (1 € Z )
n+1
implica que kG es un elemento de Aut(Tn) . Ademids, como kg(to) 2 e

obtenemos que ko & }déng

Por otra parte, cada elemento de Kﬁgﬁn] permuta entre si a las

X
transposiciones (1i) para tode 1 € Z , 1 #1 , por lo tanto

n+1
KIGSn} posee a lo mds (n - 1)! elementos diferentes. Notese que cada

elemento de K{ng] que fija cada una de las transposicicnes (1i) ,

i& Zn+1 , 1 # 1, se reduce a la aplicacidn identidad de 65?1

Observacidn. Del Lema precedente se infiere que

mt( ) = KF ] K& ] =& _ XS,

LEMA 12. Dos elementos s y t QE_EQSD pertenecen a la misma KKEfn]—

érbita en ngn s v sdlo si

(1) s y t son conjugados en 6; n

(1i) el orden del ciclo que contiene a 1 es el mismo para s Yy para

Demostracién: Es inmediata.
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PROPOSICION 13. El espacio geométrico (Aut(Tn),QSH) es un espacic de

Gelfand con punto base t° = e , denominado Biblioteca de la Margarita

con n libros.

Demostracidn: Ndtese que

”

V(s,t) €<E§i , dgE Aut(Tn) tal que (s,t)g = (t,s)

4 D » "
= ¥ (s#t) t(E;n , Jg€ Aut(Fn) tal que g 1(s) =t y g 1(t)
~- 2 - -1 -1 =
= Vv(s,t) thjn » 49 € Aut(Fn) tal que (bt_qg bs)(s t) =t s
(b _g b () = t°
y 19 P =

= g y E(Egn , 9 ne€E K{G;n] tal que h(r) = r

; ; =i ;
Ahora bien, para cada x E(an se tiene que r y ¥ verifican

las condiciones del Lema precedente, lo cual demuestra la Proposicidn.

O.E.D.

5.2. Caracteres de la Biblioteca de la Margarita con 4 libros.

El nUmero de K[6;4]—6rbitas en 6534 es 7. Sobre la figura 3 he -

mos representado el grafo T4 , donde para cada elemento de Q§?d hemos

indicado el indice i de la K16541—6rbita en G§§4 a la cual pertenece

(1€ 26)
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Figura 3. Grafo ascociado a la Biblioteca

de la Margarita con 4 libros.

En este caso obtenemos:

Caréacter fo del espacio de Gelfand (Aut(F4).G§;):







102




103

Cardacter f5 del espacio de Gelfand (Aut(F4},é§4}

Cardcter £, del espacio de Gelfand (Aut(T4);€g4)

Mas arriba se designa por W a una raiz clbica primitiva fija de la unidad.
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Cbhbtenemos asi el

; ; ; - ;
TEOREMA 18. Las representaciones irreductibles de Aut(tgd) , asocliadas a

la accién de Aut(654) en (% 4 estan dadas por la tabla siguiente

K[ 4] ~Grbita d
S
o0 ND y 0 1 2 3 4 5 & dimensidn
funcién
esférica
1
9, 1 1 1 1 1 1 1
Q
9, 1 +1 1 &l 1 & 1 1
!
1 1 1 1
b R - e 3
2
1 1 1 1
i, —— _.'1 qosy s, —
By 3 3 3 3 1 4
3
1 1
1 B owma 0 1 s AT 4
¢u 2 2
4
2 1 1 1 1
By ! T & ° 3 "3 "3 6
5
2 1 1 1 1
—i =, 0 o L ot -
%6 1 ) 6 3 ¢! 2 8

Donde G, es el caricter del algebra conmutante asociada al espacio de

A4
Gelfand (Aut(F4),Eﬁ4) proporcionado por el caracter fi del espacio de

Gelfand (Aut(T4),Gg4)

Demostracién: Es inmediata.




CAPITULO IV. PROBLEMAS NO RESUELTOS

1. Planc de Poincaré finito.

1.1. Sea k el cuerpo finiteo con g elementos, kz' la extensidn de grado 2
de k , N2 la norma de k2 sobre k vy F2 el automerfismo de Frobenius

de k sobre k . Si k es de caracteristica distinta de 2, entonces

existe a € k tal que k es cuerpo de descomposicidn del polinomic

2
2 . B g .
pix) = x" - a€k[lx] . si k es de caracteristica 2, entonces existe
a € kK tal que k2 es cuerpo de descomposicidn del polinomio.
plx) = x2 + x + a € kx[x]

Supongamos que k2 es cuerpo de descomposicidn del polinomio

p(x) € k[x] vy elijamos una raiz € € k, de tal polinomio, entonces k.,

es un k-espacio vectorial de dimensién 2 con base {1,e} . Para cada

z € k2 consideremos

z =: (Re z) + (Im Z)¢ (Re z, Im z € k) .

El grupo GL{2,k) de todos los automorfismos lineales del k-espa -

cio vectorial k es el producto de su subgrupo abeliano K formado de

2
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las multiplicaciones m, x P zZx (x € kz) por los elementos z del
X ;
grupo k2 , v de su subgrupo B formado de los automorfismos lineales

L : x* (Re x) + (Im x)w (x & k2) definidos para todo w € k2\k
W

Designemos por PGL(2,k) al grupo Z(GL(2,k))\GL(2,k) , donde de-

notamos por 2Z(GL(2,k)) al centro del grupo GL(Z,k) . Notese que
X
Z(GL(2,k)) =k I,
2
donde I, es la aplicacidn identidad de k2 . Consideremos ademis
2
[g] 3= glen{2:k) )y by & GLIZ. KN

Para un subgrupo H del grupo GL(2,k) designaremcs por [B] a1
subgrupo del grupo PGL(2,k) formado por los elementos [h] € PGL(2,k)

con h € H . Notese gue

PGL(2,k) = [KI[B]

1.2. El espacio de Gelfand (PGL(2,k),[B])

1.2.1. Para cada g £ GL{2,k) se tiene

[gl =[m b ]
g™ g

Por lo tanto, la accién de PGL(2,k) en [B]l estd dada por:

(w,y € kxk)

2

ademas
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Caso en que k es de caracteristica distinta de 2

X
[bw} '{mz] = [b(Re )k L Z)a] (w € k2\k g B E k2)

(Im z)w+ (Re z)

"

Caso en que k es de caracteristica 2

[b }-[mz] = [b{

X
& ; =
L ] (w € k\k , z k)

(Re 2)+(Im z)]w+(Im z)a
(Im z)w + (Re z)

Por otra parte, consideremos la aplicacidn biyectiva  de [B]

sobre kz\k definida por

wt[by]) =y (v € k\k)

Por transporte de estructura, via la aplicacién bivectiva | , se provee

a kz\k de una estructura de PGL(2,k)-espacio derecho transitivo. El es-
pacio geométrico (PGL(Z,k),kz\k) asi obtenido es isomorfo al espacio geo-
métrico (PGL(2,k),[B]) . El PGL(2,k)-isomorfismo estd dado, obviamente,
por la aplicacidn biyectiva W . La accidn de PGL(2,k) en kz\k esta

dada, explicitamente, por:

w-{by] = (Rey) + (Imy)w (w,y € kKAK)

ademds

Caso en que k es de caracteristica distinta de 2

(Re z)w + (Im z)a
{(Im z)w + (Re z)

) X
i &= ;e &
w lmz} (w&k\k, z €k,)
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Caso en que k es de caracteristica 2

. Cl(Re z) + (Im 2)]lw + (Im 2)a . ®
v [mz] N (Im z)w + (Re z) (w € k2\k , 2 € k2)

Aln mas, por transporte de estructura via la aplicacidn biyectiva | se
provee a k2\k de una estructura de grupo, el grupo (kz\k)- asi obte -

nide es isomorfo al grupo [B} . Explicitamente cobtenemos

w*y = (Rey) + (Imy)w (wdﬁikék)

1.2.2. Consideremos las aplicaciones:
*
n: Nk =k o= (kN {1h U {=},
definida por

w - E .
N2[;T2(E)} si we€k\NkVI{F,(e)h

n(w) = <

definida por
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z - w | .
Nz[mJ si z # Fz(w)

co si z = F2(w) ;
2

para tedo (z,w) € (kz\k)

Las 6rbitas de [k] en k,\k estdn dadas por

¥ o= {w € kz\kln(w) = w} (r € k")

En efecto, la familia {vr}rek* es una particién [ k] -invariante de k2\k

tal que

<
1]
—_

v | =q+1 (r € x\(1}) ,
ademas

|Stab[K] €| =[xkl =q+1,

Istab[K] (F e | = [[kl] =q+ 1,

lsum[m(w)[= 1 wE€k\k , w#e,F,le))

P P 2 .
Por consiguiente, las &rbitas de PGL(2,k) en {kz\k) estan dadas

pPoxr

o = {(z,w) € (kz\k)2|d(z,w) = r} (r € k) ,
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luego
2
ol =@ -a,
lo | = (¢~ @@+ e x\ 01 .

Como la aplicacin d es simétrica obtenemos que el espacioc geomé-
trico (PGL(2,k),k2\k) es un espacio de Gelfand con punto base wo = g

denominado plano de Poincaré finito. La aplicacién d se denomina pseudo

. Designemos por 3[(k2\k}-] al subgrupo derivado del grupo (kz\k)..

Se tiene
ol kA 10 '] = {w € k\k|Tm w = 1} .
Adem3s
ol xAK) N kAKX
2 2 o
Chtenemcs asi la

2
FROPOSICION 14. Las aplicaciones de (kz\k} /PGL(2,k) en € definidas

por

1
cx(o)=——T 2 ¥(Imw)
X r Wur wevr



X
B z ¥ (Im w) si r €x\{1}
g+ 1
= < [W—E =¥
2 w—Fz(E)
| X (=1) si r =c°,
XA & -1 . i
para todo ¥ € (k) modulo X ~ X s proporcionan caracteres del &lge-

bra conmutante asociada al espacic de Gelfand (PGL(2,k),k2\k) .

Demostracidn: Es inmediata.

1.2.3. Caso del ecspacio de Gelfand (PGL(E,k),kz\k) cuando g = 3 .

La extensidn cuadrédtica k, del cuerpo k es, en este caso, cuer-

]

» 4 " 2
po de descomposicién del polinomio p(x) = x  + 1 € klx] . E1 grafo conexo

I'= (k,\k,1) , donde L es el sunconjunto del conjunto Ez(kz\k} de to -

dos los subconjuntos de cardinal 2 de kz\k definido por
{ZJW} S Iy &= d(z,w) = -1 ,

es un octzedro. Explicitamente obtenemos
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Figura 4. Octaedro.

Nétese que la distancia geodé&sica del grafo conexo I es un invariante
que clasifca las Orbitas de PGL(2,k) en (kz\k)' . La Propcsicidn 14

proporcicna la funcién esférica no trivial siguiente

la dimensién de la representacidn correspondiente es 3.



Por otra parte, consideremocs

|

Las operaciones binarias admisibles en el octaedro guedan determinadas

por la tabla siguiente

0 1 2

" e Yy z u v

0 e = X v 4 u v
\\ ‘\\\ e S s \ \\ \\\ )

M ™ i
pe X e e\\\\ e ~_e M. x°

X S — e e
~ S

para cada permutacidén de cada columna del rectdngulo achuradc. En particu-

lar obtenemos
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0 1 2
. e X Y z u v
0 e & x Y z u v
b4 x y e v z u
y y e X u v Z
1
Z z u v e X Yy
u u \% 7 v e x
2 v v z u X A% &

la cual es una estructura de grupo no abeliano, a saber, el grupo simétri-
co 65 3 - Notese que el grupo (kz\k) es, en este caso, el grupo simé -

trico 65 5 Ademds

0 i 2
. e b v Z u v
0 e e X Y z u v
X X u \Y v e z
¥ Y v X e z u
1
zZ Z Y e u v X
u u e Z v b4 v
2 v v z u X Yy e




1da

; + 5
la cual es una estructura de grupo abeliano, a saber, el grupo 23 % 22
Tal estructura de grupo proporciona todas las funcicnes esféricas del es-

pacio de Gelfand (PGL{2,k),k2\k) cuando g = 3 . La funcidn esférica no

trivial restante esti dada por

la dimensidn de la representacidn correspondiente es 2,

Observacifn. N&tese que cuando g = 3 , el grupo PGL(2,k) actiia en el
octaedro como el subgrupo de las rotaciones de SO0(3,R) gue transforman
al octaedro en si mismo (el centro del octaedro se considera en el origen

del espacio Eﬁ)

1.2.4. Caso del espacio de Gelfand (PGL(Q,k),kz\k) cuando g = 4

La extensidn cuadritica k del cuerpo %/2%Z es cuerpo de descom-
g . . 2 .
posicidén del polinomio p(x) = x + x + 1€ Z/2Z[x] ; sea &§ € k una
raiz de tal polinomio. Por otra parte, la extensién cuadratica k2 del
cuerpo k es cuerpo de descomposicién del polinomio

2 - B — - 0 .
px) =x" + x+ 68 EKk[x] 7 sea €€ k2 una raiz de tal polinomio.



El grafo conexo T = (k2\k,g) , donde L es el subconjunto de

E(kz\k) definido por
{z,wl €L <= diz,w) =6 ,

es un icosaedro. Explicitamente obtenemos

O
—
M

+ &g

Notese que la distancia geodé&sica del grafo I es un invariante que cla-
- B 2 e

sifica las orbitas de PGL(2,k) en (k2\k } . La Proposicidn 14 propor -

ciona la funcién esférica no trivial ¢a (ver parrafo 5.2.2. del Capi -

3
tulo I):
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Ui —

la dimensidn de la representacidn correspondiente es 5.

Sea f un caracter del espacio de Gelfand (PGL(2,k),k2\k) cuan-—
do g = 4 . El orden del subgrupo ciclico finito Im(f) de € es un di-

visor de 12. Ahora bien, como ~/ 5 @& Q(Q12) , donde [ designa al grupo

12

de las raices 12-&simas de la unidad, obtenemos que las funciones esféri -

cas ¢ 5 ¢@ (ver parrafo 5.2.2. del Capitulo I) no son del tipo
1 2

MQ(w 7}(f) para algin caracter f del espacio de Gelfand considerado.
) 7
O

En particular obtenemos gue las estructuras del grupo abelianoc de orden

12 no scn admisibles.

Observacidn. NOtese que, cuandoe g = 4 , el grupo PGL(2,k) actila en el
icosaedro como el subgrupo de las rotaciones de SO(3,R) gque transforman
al icosaedro en si mismo (el centro del icosaedro se considera en el ori-

3
gen del espacic 1R)
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Denominamos serie principal de representaciones del espacio de

.Gelfand (G,X) a la familia de representaciones irreductibles de G, aso-
ciadas a la accién de G en X , proporcionadas por caracteres del espa-
cic de Gelfand (G,X) . Un problema no resuelto interesante consiste en
determinar una fdrmula que proporcione las representaciones irreductibles

de G , asociadas a la accién de G en X , gue no pertenecen a la serie

principal de representaciones del espacio de Gelfand (G, X) .

2. Comentarios.

Sea (G,X) un espacio de Gelfand finito. Las estructuras de grupo
admisibles en X constituyen una subfamilia "muy pegquena" de la familia
de operaciones binarias admisibles en X . Un problema no resuelto apasio-
nante consiste en precisar la generalidad del método de los caracteres de
un espacio de Gelfand, es decir, establecer si cada cardcter del espacio
de Gelfand (G,X) es necesariamente un caricter de alguna estructura de
grupo admisible en X vy precisar tal estructura de grupo. El problema
precedente aparece ya, de manera no trivial, en la Biblicteca de la Marga-

rita con 4 libros (ver parrafo 5.2. del Capitulo III).

Por otra parte, destacamos gue el método de los caracteres de un
espacio de Gelfand trasciende el caso finito y puede ser aplicado a espa-
cios de Gelfand discretos como por ejemplo un drbol homogéneo o mas ain

a cualquier espacio de Gelfand en el cual nuestra férmula "tenga sentido".
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