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II.ITRODUCCION

1 . Nocionrls bási c.rs .

sea c un grupo finito. Se denomina represenlación lineal compLe-

ja.te G,aunpar (V,p) , donde V es un c espacio vectorial y 0 un

homomorfisrno de grupos cle G en el grupo Aut0{v) de todos los automor-

fismos lineales del o-espacio vectorial V . Sean (v,p) y (l{,o) dos

repre sentacj-ones de G , se denornina homomorfismo u operador de entrefaza-

miento de (v,l:,) en (w,o) a toda ¿Lpl:Lcació¡l 0-Iineal if de V en !i

ta1 que

oo.0 = Q.0n (ct É G)

Un lic¡momorfisrno de (v,f,) en (V,p) se denomi¡la un endomorfis¡io de (v,p)

E1 espacio vecLori.¿11 complejo Endc(V,p) de todos 1os endomorfis-

mos de (V,p) Irrovisto de Ia composición de operadores constituye un áI-

qebra .lenomin.rd.r e1 álgebra cormutante .le (v,p)

Suponlfamos que C actúa a l-a derecha por x r-' xg (x€X,g€G)

sobre un conjunto finito. X Denoninaremos represenLación naturaL de G

asociada a la acción de c en X , a Ia represenhaci6n (V,T) de G de



I1

xespacio V-0"' yacción r definida por

lr (r)l (x) = f(xq)
s

Por oLra parte, consideremos 1a acción de G en x2 definida por

(x, y) g = (xs,y.j) ((x,y)€x2,gec)

Designaremos por x-2/c ¿rI coniunfo formaclo por las órbj-tas de G "n x2

Además, para cada l¿ e x2/G y cada x € X denotaremos por C!(x) al

con jr¡rrto dc l¡¡o:j lo..i y € X ti1l¿sr qrLe (x,y) C: f?

Ahora bien, se define un isomorfismo del C-espacio vectorial
2

5(x) = aX sobre eI C-espacio vectoriaf Bndc(V) , asocianclo a cada

[,¡.. trrl txl -= I r(x,y)f (y) (f € v , x € X)
' l^x -

-r ..I isornorfisro frsceden'e, l- (.-átgcr r, Lr"lClV,.) c^l IesponJ. ¡l

-C
-á1,¡,-l,ra K"(X) furmada por las aplicaciones K € K(X) quc son G-invarian-

L(s r n cl ser.t ido 1.r.

x( (x,y) S) = t<((x,y)) ((x,y) €x2, g. c)

Not.rción- sea s un conjul-,to y 'I' C S Consialerenos La función caracte -

rístioa

^J T

(¡ C V , 9 € C , x € x)

K t K(X) eI operador 0O € Endn(V) definido por

defini.da por
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x,(x, = 
l.

si x € T

Sea x ex, Para cada fJ e x2,/c consi clere¡ros
o

\¿'o =
_- ')

donde

.-^= ly€x (",y) Éfl^ (y,z) €O} ((x,z) cE)
,",t)

Un G-conjunto dcrectlo Lr:ansitivo X se de¡romina un espacio de

Glil,llAflD si e1 álgebr.r conrnutallte A := EndG(V,T) de la representaci6n na-

tural (V,l) de G asociacla es conmutativa. Un problem.r fundamental de

La tcorÍa de repl:e¡i entaciones de grllpos es, para un grupo firiito G, des-

c.irnl)oner cxplÍci t.!ncrLte las repre sentac i-one s naturales asociadas a los

.-ii;rn',tc,xr

Se t-ieue que lo,,r1 2 es uua base def espacio vectorial oG(r) 'rul
i'l X '/(i

base corresl)onde, por e] isomor:flsmo menoio¡lado anterior ente, a la base

.l'1. 2 
q- , ¡cr.dorrs Ju ].rumcüi ', .re lr 0- 'l.rtl r¿ Lrrd"tV,., , J'.-rL'

"" \ e x-,/c

Ir,r,,(r)l(") = lc+f 
"..]r,ol 

r(o) ,

par¿r todo t¿éx2/c, f€v y xex

P.rra cada 'i,t) a x2 1c se tiere
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disLintos espacios de Gelfand para G . Se espera¿ de este modo, construir

todas las repre:; entacione s lrreductibles de G

Los caracteres del áigebra connLltante asociada aI espacio (le Gelfan.l

f j.nito (C,X) describen 1a cles con4>os i ción dc 1a representaciórr natura.L

(V,'r) de G , asoci-ada a la acci"ón de G en X , en suma directa ortoqo-

nal de subr epre sentaciones irreductibles. ltn efecto, pucsto que Ma es Lrri

operatlor normal se Licrie que Mr¿ cs (li 1r,t 11iz.,ble- por lo ta¡tto, 1a b.1-

es simuttáneamente diagonafizabfe, luego exi-ste una fami -

lia I de funciones

)
tt: X-lC-¡C,

tal que si

vü = {f € vLMi., (f ) = cú(i)f , v l't e x2/c}

{'e}*rzr"

entonce s

(.)

d.rnde cacla ü

ü€r
(suma ortogonaf),

sati s f .lce 1a ecuaci-ón funcional

\-

'-- ::t_X /C

I,.lrJ to.lo ll , L € X- /C

c- (xo) 
I

ü (3) = o(!l)ü(0) ,
lcn txo) | lca txo) |

Alior:a bien, como cacla aplicación o rle x2/c en c que verifrca

l.r ecuaciórr funciona] precedenLe detcrmrlla urr único caráct-er cle 1 álgebra

coru¡utante conmutativa A (extensión por Iirrealidad) y, recíprocamente,

u,u



como cada carácter ti de ]a C-á]gebra A determita un¿t únlca apli.cación
2ü de X /G en C que verifica 1¿,r ecu:¡ción fulcio¡ra1 lrececlenLe (por res-

t¡icci ó¡r) , olJtenemos qlle

(*') (suma ortogonaf) ,

es La de s cornpos;lció¡l cie (V,T) en suma clireclar ortogonal de subre¡:resen-

taciones irre.lucIibLes (se designa por i a1 corijunto c]e todos .Los car.rc-

teres del álgebra conmutante conmutativa A) .

En resumen, determinar 1C)s caracteres d(:1 álgebra A equlvale a

Lletcrrninar las f¡-rnciones escaf¿lres sobre X2 /C que representan la t.1bLa

de nultiplicación de los Mi T-,o cuaf equjvale, a su vez, a diaLlonafizar

siirLu Ltárreame¡rLe todos los lla)

Por otra parte¡ encontrar 1a descomposic]órr (*') equÍvale a encon-

tr.1r la descomposición

I=

OV
ü€A ü

de l¿r identidad I del álcjebra A como suma ¿le idempotentes

ortogonaLes de a pares. E1 idempotcnLe Pü no es otro que e-I

orlo(ronaf de V sobre U,, y recíproc.rme.a" ui, es 1a ima!¡en

De hccho, 1¿1 conmutatividad de A impllca

scP
ücA

primitivos

proyec tor

deP
i,t

Sea tr€Á se denomina función

I(-lrrvariante no nuLa de Vtr Se deflf¡e

t.LL qus l, (x I : I t,<,r_(lo-

esférica de tipo 0, a toda función

Lrno fun.idn erféri^¡ oe r ip, .l



,i (-\) = tl(Il. . )Lr l¿(xo,x)

designa la G-órbita de

¿r1 lúcleo del ope raclor

(x e x) ¡

)(x ,xr C X" - Dur oLrd Jdr l(, d, -o-

cle eotrelazamiento P (ft € Á)(I

K (?,x )

es una funoió esférica de Lipo tx , pues es la imagen de la

LIIRLC en el oriqen d por: F. y por errde pertenece a V- x - u -- - (x
o

claramente, K-invariante y no nula.

(Lr e it,

delta de

, además es,

como los coeficientes deL c1e -

en términos .le l , rrr ciñ-
x

do¡rde fi(x,x)
o

1ro Lemos rlo r K' rl

EntonceS

Llalcul ar

ricas {o , Io=

'Jro 
=

f . L,t-r6r .- :as l -TCrotr.s es áric rS ra,ri a en qrre s.' or,u^inian-

to dctenilina los V , ya que cualqu:ier f¡.¡nción esf.érica de tipo Ll en -
LT

gendra v. como «:[ cl-módulo, y en que son generadores relativamente sim--(1

p1es, debido a sú propiedad de K-invarianc,La.

Las dimensiones de Los espacios vectoriales Vn (cr € Á) pueden

ser determilla.l¿s, de 1l.lucr,,i bastar)te cónoda,

sarrollo de la delta de DIRAC en el origen

res: esférir:as nor¡ralizadas 0o . a saber

düct(}

rlrrrrrtl rl : ¡lirrrrrrr iórr (V )rtü

'1s¡x Xlo"oeA

2. uótodolr iuérlitos a cal cL11ar. funcio¡rcs esféricas.

efectivamente

caracteres ü

en u¡l caso concreto, Sea laS

; Los proyeoLores Po o los

funciones es fó-

subespacios Vo
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puede ser urr probfema basLante difÍcil . A1 respecto, enconlrat¡1os en fa ll.-

tel:¿iLur:a que 1os Er;rfos distalmente lr¿_Lrlsitivos han sido exli.lusLiv.lnt.rte

csLuJaaLlos, ví"r ecu;icio¡res a dj.ferancias finit.rs y funciones qenexat-rices,

en f:] , [¿] , I l:] y I f5] . Por .itra parte, los es¡:acios de Celfand sirnétrr-

cos son ainalizacios¡ corr bastante l.rboriosadad ví.1 f.lctorizacicjn cle un de-

terr.,ina¡te, en Ilo] y [16] . otro proce(limiento relativa$ente eficaz es el

rLritodc¡ cle resolllciones de un espaojo de Gelfand que consiste en encontrar

ur-La " r:e so luc ió¡r "

(c. xo ) +- - rC,x .' ' ir^,X \ (C,Xr
n- I n

.le un espacjo de Ge.If a¡rd (C,x) por cuocientes sucesivos, con lx J = I ,,o

la cu.rl propoi:cic,,na un sistem.r inductivo dc monomorfismos de represertacia-

t',: r o.te, J !- vcz, Lor.arr,lo -ul lcner,l o.' -lLoJ.r,-l¡s s,rcorivos, s- Ln..-

t1a to(las l¿ts repre s entaciones def espacio de Gelfand (G,x) Naturalmen-

Le, cxisterr oslr.rcir-rs de Geflarrd e¡r los; cru¿rles los nái-odos precede tes pro-

porcion.lri muy poca o ninguna inf orm.¡ción.

Eri este trabajo presentamos dos métodos, bastante fluidos y simples,

qrLe no aparecen err la literatura, a saber:

Z.l. ltó!q!S,+_lg: caracteres de urr espacio de Gelfand finito.

Para cada fami lia ./ r- ,p Li, ., i<,r,u: bj ye t lv..
uex,l EX /c

;l] a. cu(x^) sobre c0(u)

ción binari-a en X definida,

''u = t3r"r '

)(uex,0ex,/c)

Para cada u,v € X

cr¡¡rsideremos la opera_

por 1a re Iac ión

'.)_

donde Oex /C eifa-Lquev€C(x)-UO
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L,as operaciones binarlas err X proporcionadas por famil.ias de

aplicaclorres bryectiv.rs, según las co¡rs ide raciones precedentes/ se derromirra-

r:árr oper.rciones bj.narlas adnislbLes eli X Urla ¡rp1j-caciór] f dc X en

C es Lur carácLer det espacio cie Celfand (G,X) si

f (u) f (v) = f (u.v)

p.rr.¡ .tlgLln.r operaciórr binarj,a . admisib.Ie en x -

(u,v (. x) ,

Si f es un car-ácter del espacio de Geliand finito (C,X) , enlo¡r-

.-es I¿! ¿rl)lic.¡ción u, de X2 /C err 0 definida por

ü, (!)) = [ r"r,, {r)} {x,r) 1¡ € x27c) ,

pro¡]orcioria un ca¡ácter del ál.gebra conmlrtante asoci.lda a hal espacio de

ceffand (verificaolón muy simple) .

I'or otra p¿¡rte, si la operación bi¡rar-La ' admisillle en x provee

a X de una estructura de grupo, se dirá que taf estructura es .rdmisihle.

+l. j-rLLc.r.t, si I e5 und rsLrLrLLui- or ¡rupo lb-l i.r,o .Jnisif,Ie, c,,-

l,onces Los caLacteres de x+ son caracte]:es del espacio de Gelfand (C,X)

y propor:cion;lrt todos los caracteres det álgebra conmutante asocj.ada al es-

pacio rle Ceffand cr¡nsiderado.

2.2. I'{ótodos de rulltura ale simetrías.

sea (c,x) un espacio de ceffand finito y sea (c',x) un espacio

de Cclfand t-.11. que es un subgrr,rpo ile} gr:t-{ro C, Designdremos por A

(res¡.,. A') al álgebra .iónmutanl-e asocrada a1 espacio de Gel-fand (G,x)

(resp. (G' ,x))
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Sea

0.
(res1,. I = i t, ,) ,

,:r ,€Á , u

[.r desconrp<-rs ic ión cie Ia idenLidad I dct álgebra A (l]esp. A') como

s L1¡¡a de idempotent-es prirniLiwos ortogonales de a pares. puesto que e.l áf-

qcbr.1 conmutarrte conmutativa A es ün,,r sub-áfqebra del álgebra conmutanLe

cor!¡utativa At , obtenenros que existe una partición |toloaÁ U" f t]l

que

Lin lrarLicul¿rr, obtenemos relación

-)-at rl
a'eE

,, 1

'".r X da,
[ 'É.I ]

(r

((x€Á)

((IeA)

las funciones esféricas del

0

Ia

¡lJtui:illmer-rt-e, e I prob.lema raclica e¡r encontrar

es¡racio de Ge 1f .rrrd (c',X)

3. Algunas co¡rsecuenci.is interesantes -

SEA G

es el produc to

grupo f inito

KporB¿

y sean K,B subgrupos

es decir

de G Lales que cun

de

clond e

li.n i-d a

c=KB y K n U = {e} ,

e

por

clcmento neutro de1 qrupo G La acci6n de C en B cle-es eI

b'q = b (bq) (b€B,g€c),



donde b(h) designa la B-comlonente de h € G , provee a B de una es -

LrLlclura de G-esp.tcio rlerecho tra¡isitivo. A partir de descomposicio¡es .1el

111.. I I-,'_nc,.l. ^' Ir,.(,ic on.'_ r. i¡, '.r, L' .dqo -on¡ rF1 , lnl .r, :'Jnl :' --

pacios geornéL ricos pata G

Si el espacio geométrico (G,R) es un espactio .le Gelfan.t (lo cual

ocurre, en p.rrtir:ular:, cuarrdo B es abe l-iano) , entonces 1a aplicaciórr
2, lu cn [ .]ef Ll.:ü. I-r

¡.

**(r)) = T-rr5r,..ii.r x(') (Q, e e2 /c) ,

pard to.lo ca¡áci:er X de di¡rensíón 1 de B , profJorciona Lrn carácLer dcl

álqcbr:a oonmuL¡rnle asocia<la a ta1 es¡raciQ de Cclfand, Utilizan.io sistemáti-

cannenire 1a situación precedente, podenos construir "bastantes" representa-

ci¡.rLtr-:r; jrr:crLuct iblcs ric L gr:u¡ro C l,or clcrrrplo, ¡rara cl c¡rupo t,cl-,(2,k) ,

k cuerpo finiLo, obtenenos dc maner¿¡ inmec'iiata la serie princ-'rp;rl de re-

presentaciones de tal lrrupo.

,11 . Conentarios finales.

Sea (G,X) un espacio de Gelfarnd fir¡ito. l,as estructuras de gr-r1po

Jrlfti sijbl es en X corlstituyerl \rn¿t subf ¿t¡i1ia "ntuy pequeira" cle 1a f ¡,rrni Lia

.le operaciones bi ari.:rs admis.ibles en X . Un problema no resuefto apasio-

nalni e consiste en prccis.u la generalidad de1 método de 1os caracteres de

un espacio de Gelfand, es decir, establecer si cada carácter de1 esp.rcio

de celfand (G, x)

grupo admisible en

ES

x

necesariamente u¡t carácter de alguna esLructura de

y precísar ta1 estructura de qrupo.
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Por .)tra pi¡rt.- , dest¿rcamos que e I rnetro.do de los car¿rcteres de un

espaclo ale Gelfanal trascj.ende el c.rso finito y pue.le ser ¿rpl tc.rdo a eslra-

cios de Gelfand disc-rctos cono poi: ejenplo ur ár:bof homog6neo o más aún ¿r

cu;rlqrrier espdcio .1e Gelf arld en ef c--ua I nuestra fórmula "Lenga ser-lt1.lo" -

I:lr1 10 clue rcspeot¿ al caso conlínuo, ilesLac¿¡nos q.l" Ill c.rnsl-i.Luye

Llna irILeresaIt.i referencia ql]e traLa Las funciones esféracas para el. caso

en qlre ef erjtabilizador de un punto es colnpacLo. En caso contra¡:io, no

cxiste¡r rcierencias en la literaLura; el. tipo de problem;rs que alrarece se

ilusLlla e¡r I t,l .



CAPITUIO I. CARACTERES DEL ALGEBRA CONMUTANTE ASOCÍADA A UN ESPACIO DE

GEIFAND ¡'INITO

'l . Primeras definiciones y notaciones.

'1 .1, Nociones básicas.

Sea c un grupo fi-nito. Se denomina representación lineal compleja

de c, aunpar (V,p) , donde v es un o-espacio vectorial y p una

acción lineal de G en v , es decir, un homomorfismo de grupÓs de G en

el grupo AutC(V) de todos los automorfismos lineales del c-espacio vec -

torial V . E1 espacio V se denomina el espacj-o de 1a representación y

eL homomorfismo p se denomina la acción de la representación. La dimen -

sión de una representaci6n es Ia dimensión de su espacio.

Sean (V,p) y (f^lro) dos representaciones de G . se denomina ho-

momorfismo u operador de entrelazamiento de (u,p) en (I{,o) a toda aPU-

caclón c-linea] 0 de V en W tal que

o.é=0"0gg
(s€c)

E1 espacio vectorial complejo de todos los operadores de entreLaza-

miento de (v,p) en (w,o) será denotado por Hom"( (V,p), (w,o) ) un



homomorfismo de (v, p) (V,p) se denomina un endomorfismo de (v,p)

El espacio vectorial complejo EndG(V,p) de todos 1os endomorfis -

mos de (V,p) provisto de Ia composición de operadores constituye un áI -

gebra denominada el álgebra conmutante de (V,p)

1.2. Repre sentaciones naturales de un grupo G

sea c un grupo finito. Supongamos que G

x » xg (x € X, I € G) sobre un conjunto finj.to

sentaci6n natural de c asociada a la acción de c x,alarepresen

tación (v.T) de c de espacio v = oX y acción 'r definida por

lrn(r)J (x) = f (xs) (f ev, gec, x€x)

observación. E1 espacio V = 0x admite un producto escalar ( , ) 2 que

es j-nvariante bajo T, asaber

actúa a 1a derecha por

x. Denominaremos lepre

(f,h)^= I f (x)h(x) (f,h€v)'2 r- :€x

)Y
A menudo denotaremos por L'(x) al espacio C" provisto del producto es-

calar precedente.

Por otra parte, consideremos fa acción de G en x2 definida por

(x,y) g = (xq,yg) (x,y € ¡ , s € c)

2---2
Designaremos por Y,'/c a1 cónjunto formado por las órb.itas de G en X

es decir, x2/c consta de todas las " configuraciones geométricas" posibles

de un par de puntos en e1 espacio x

Ahora bien, para cada 0€ x2/c y cada x€x, consideremos el

conjunto



cn(x) r= {Y e xl(x,Y) e 0} ,

eI cual se interpreta como el lugar geométrico de todos 1os y € x que

está¡ en una misma configuración dada Q con x .

pRoPosrcroN 1. Para cada 0ex2/c, x€x y g€G se ti-ene

lcn txll 9 = ce(xs)

En particular

lcntx)l= lcnt*sl I

Demostraci6n: N6tese que Ia aplicación x » xg de x en x es biyectiva

(s e c)

Q.E.D.

Por este isómorfismo, Ia composición de operadores en Endn(V) correspon-

de al "producto de Volterra" de núc1eos definidos por

(r * L) (x,z) = X «(x,Y)¡(Y,z) (x,z e x¡ ,

Yex

para todo K,L € K(x)

2. Descripci6n deI álgebra conmutante Endc(V,T) .

X
2.1. LEMA 1, se define un isomorfismo de1 c-espacio vectorial {(x) = a

)
de todas 1as funciones compl-ejas K sobre X' , denominadas núcleos en 1o

que si$re. sobre el c-espacio vectorial Endc(V) , aserlgBo 3-sgge K € K(x)

eI operador 0,, € End^(v) definido por
l!U

[o,.(f)l(x) = X K.(x,y)f (y) (r€v, x€x)
:: yex



Demostraci-ón: Para cada Q € Endn(v) eI corr espondi-ente núcleo K taL

que Q = O,- no es otro que Ia matriz de 0 respecto a la base canónica.K

de 1as funciones delta de DrRAC 6r. (x € x) de v = cx .

Q.E.D.

PROPoSICION 2. Por eI isomorfismo del Lema precedente, La C-álgebra

End- (v,T) corresponde a la srb-álqebra K"(x) formada de los nác.leos K

que son G-i"""ai""ta" 
"" "I 

t

((x,y)€x2,9€G)

Q.E.D.

Notaci6n. Sea s un conjunto y T c S . Consideremos 1a funci6n caracte -

ras1:rca

K( (x,y)q) = x (x.y)

Demostración: Es irunediata.

definida por

ET

FT
r'" = 

{. ",
)

2.2. sea x € x . Para cada Qe x'/G consideremos
o

1Cr^= ' X € K"(x)
" lc^tx ll \l' \¿ o'

4



es una base del espacio vectorial 4"ir) ta,Se tj.ene que {*n}ff rZ,rc

base corresponde. por eI isomorfismo del Lema 1, a Ia base

operadores de promedio. de la 0-álgebra EndG(vrT) , donde

[14,, {r) l tx¡ = -I-- 
¡ f (y) ," lce (xo ) I Y€ce(x)

2pard Lodo \¿€X'/A, f€V y x€X

Observacj-6n. Para cada Q,0,3 € x2/e y (x,z) € 3 se tiene

(K0 * KO) {x,z\ =
c;^

¿- K^(x,y)K^(y,z) = 
---)!:!/-., \l - U - , r l)ex " o cn{*ol l]cotxot I

{un}*"2r. d.

donde

LEI4A 2. Los nimeros de j-ntersección Ci ,. no dependen de 1a elecci6n de5¿'u _--
)(x,z) € x- con \x,z\ e i

Demostraci6n r Sea ¡*',"'¡ e y2 con (x',2') € 3 . entonces existe g € c

taI que \x,z)g = (x' ,z') . Se Ljene

1ye xi {x,v) € Q ^ (y,z) € O}s = {v'€ x|(x',y,) €Q ^ (y',2') € O}

Como Ia aplicación x » xg de x en x es biyectlva, se obtj-ene eI re -

sultado .

Q.E.D.



obtenemos así e] siguiente

TEoREMA 1. Para cada Sl,O € x2/G se tiene

vJ*z 7" lca?ol I lcatxol I

lc-t* I I

Mf¿Mo

Demostració!: Sigue iruflediatamente del Lema 1. de Ia observación preceden-

te y del Lema 2.

Q.E.D.

3. Espacios de celfand.

3.1. DEFINICION 1, Un G-conjunto derecho transitivo x se denomina un es-

pacj-o de GELFAND sj el áIgebra conmutante A J tndc(v,l) de 1a represcn -

taci6n natural (v,T) de G asóciada es corunutativa. 9! *o t * y

K = Stab (x ) , se oice Lambién que (C,K) es un par de GrLFAND. Ll ounlo- - -C O --: --,=---:---:-: -

x C x se denomina prrnLo base deI espacio de Ge.lfand (G,x)

PROPOSICÍoN 3. Un G-conjunto derecho transitivo x es un espacio de Gelfand

sí y sóIo si

"4,0 "o,a

Demostración: Sigue innediatamente de1 Teorema 1.

(n,0,3 € x2 /c)

Q.E.D.



Supondremos en todo 1o que sigue que (G.x) es un espacio de Gelfand

finito con punto base *o a , y con K = Stabc(xo)

3.2. Análisis espectral de los operadores M..
2(u e x /G)

2Sea !l e X,/G . Consideremos

ó ,= { (x,y) e x2 | {y,x) € e}

se tiene que Ó, e x2 /c y además el adjunto ufi ae un queda dado por

Ahora bien, como el álgebra conmutante A = Endc(v,T) es conmuta -

tiva, obtenemos

I4oM:=MoMy=MxMo" r¿ \l ""
=r#n,

es decir, M0 es un operador normal ' Luego \¿ ." diagonaliza-ble ' Por lo

Lanto, la base tMnleax2/" es s inru I táne¿rmcnte diac¡onal izable, Iuego, exjs-

Le una familia F de funciones

2q: X/G+C,

M^=M--l¿0

taf que si

enlonces

(*)

vo= {r e vlun(r) = o(Q)f , vQe x2/c} ,

V= O V
-0,o¿ct'

(surna ortogonal) ,



lc- tx I I

t**) » : o ' ,^:
!€*rro ¡no¡ ¡ao¡ 

c;,. '(3) = o(0)'(0) ,

2para todo Sl,0 e y-76

donde cada o, satisface Ia ecuaci6n funcional

En efecto, para cada f €Vo, oep, setiene

(MOMo) (f) = o(0)o,(0)f

I c" {ro) |

h'o = 
=.*\rn lcn t"ol I lca t"ol I

)(s¿,Ucx/G),

pero

luego

Por 10 tanto

-o a"; ,

_t
.ñ,n{ (r) = e(n)0(o)r["

liexz/cl rl(x
rl
co

(x
o

,il

t^
lL:

ce (*o

[-;r" #ffi 'fi''.'=']' = q(Q)o(o)r'

de donde se obtiene Ia ecuaci6n funcional (**) .

Ahora bien, para cada o, e F . consid.eremos J,a aplicaci6n

definida por

o, {un}r2.*z7c - c ,



o(M^) = e(0)
- \¿

(Q e x2 /e\

se tiene que existe una única aplicaci6n o-Iineal oo d. A en c
A.ral que s'tunl = o(Q) , para todo Q € x-,/G

De lo anterior, se observa que

¡¡¡q" (M^M^) = 0" (M^)0" (M^)

Por 1o tanto, *A u= un carácter de Ia tl-álgebra conmutativa A ,

Notacj.ón. En Io que sigue, designaremos por q tanto a la aplicaci6n o,

como a su únlca extensi6n G-tineal o,A ademá", denotaremos por A al

conjunto de los caracteres de fa a-á-fgu¡.u I .

Reclprocamente, cada carácter o, de Ia o-álgebra A determina una

-aaplicaci6n o de x'/c en 0 , que verifica Ia ecuación funcionat (**) ,

definida por

(Q e x2/Gl .

Luego podemos escribir (*) como

Ia cual es ta descomposición de (v,T) en suma directa ortogonal dé sub -

representaciones irreductibles.

Notaci6n. Para consideraciones teóricas, se designará por o a Ia aplica-

(Q,O e x2 /c') .

(suma ortogonal ) ,

o(O) = o(nn)

V= O V-
o¿ei o

ción c¿ .

9
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4, Caracteres de A y funciones esféricas.

4.1. DEFINICIoN 2. Sea o € A Se denomina Función esf6rica de tipo o. ,

a toda funci6n K-invariante no nula de Vo ,

Nótese que cada funci6n estérica Qu de tipo d engendra ,o co-

mo o[ c] -módu1o.

observación. Para cada o € A designaremos por Po aL proyector ortogonal

de V sobre V . como los caracteres ct € i proporcÍonan 1a resol.ución
CX

espectral simultánea de todos los operadores 0 en et álgebra corxnutante

coruurl t oI i.vi A / rJsr l-l ú¡lcr

0 = » 0(0)p (}
O,EA

(0€A)

pRoposrcroN 4. sea o, € A se define una función esférica 4,c, de tipo o,

tal qLre 0^ (x ) = 'l , por

ó (x) = 0(M^. .)'(} \l(xo,x)
(x€X) .

don<le 5¿(x-,x) desiqna la C-órbiLa de (x^,x) e x2

Demostración: Para cada función esférica Úo de tipo o y cada órbiLa
)

Q é x- /c se tiene

(r!)= )'o¿ oci.
,0 B (Ma) PB (!r0) = cr (M0) Us ,

de donde. evaluando en xo € x se obtiene, para cualquier x € x ta1 que

(x,x) eQ, que
o-

Vo (x) = o (Mrr)tlo (xo)
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Se ve así que La función esférica úo ae tipo o es no nula en eI
punto base *o a X y además que úo es proporcional a 1a función Oo ,

en efecto tiro = ilo(xo)Oo . Esto muestra que 0o a uo .

^Éln

4.2. Para cada d € 6. denotenos por Ko al núcleo G-invariante asociado

a} operadox de entrelazamiento p- Se tiene

do = rr(Po) = 
n!, 

x*tx,x) = lxlro(xo,xo) ,

donde do = dimensión (Vo) .

Por otra parte, consideremos 1a funci6n delta de DIRAC 6" en xo ;

se ti,ene o

lno{6*^)},") = 1., Ko(x,y)6* (y) = Ko(x,xo) (x e x) .
oyexo

Por Io tanto

Vo ,= no{6*o) = ro(?,xo) ,

pertenece a V0 , es K-invariante y no nula, es decir, tlo es una funci6n

esférica de tipo o .

Además, como , = 
JU 

po y como ü* = Vo(xo)0o , donde

d
rfo(xo)=Ko(xo,xo)=3 (oeff¡,

obtenemos
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(1) u'. = 
olu 

*. = fr ofu 
oo*o

Notación. Consideremos

A ,= {(x,y) . ,'l" = y} e x27c

De 1a relación (1) se infiere que

(2t rr(MQ) = 6n,o lrl (Qe x2/d ,

donde 6.,O vale '1 si a=b y0si alb, para elementos a y b de

un conjunto E .

Ahora bien, utilizando (2) y eI Teorema 1 obtenemos

Iuego

es decir

rr (M^M:) = 6" ^ lxl/ lc-t' ll tQ,a c x¿/o ,5lU l¿,1, ' ó o

x a cr(slrqro) = o^ ^ lxl,zlc tx ll ñ,a e x2/c) ,

oeAes¿'ué"

^lo 
oooot"lltu) = or{r.-,,") ,r rx,,,y) lxlz lc..,r,*o, I '

CI,EA (J (.)

para todo x,Y € X

Por otra parte, puesto que PRP*= 6.r,BPn (cI,B € 
^) 

y P; = Pfi

19 e A) , se ti,ene
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(3)

(4)

E-- «Utx,v)xo{y,z) = óo,BKci(x.z) (x,z € x} ,

K-(x,y) = K;C;tpp
(x,Y e x) .

Conslderando x=z= x en (3) y utilizando (4) obtenenos
o

:.. l,utvtfG)- = 6o,s 1l'o(*o) ,

\EÁ

es decir

>.. 0orv)0.{.v) = óo,B lxl/d. (cr,B L A)

yex

Notación. Consideremos e1 producto escalar de HTLBERT-SCHMIDT

( e,e)*r, := Tr (Ae*)

donde B* designa el adjunto de B .

(A,B € Endc(v)) ,

(5)

En resumefr tenemos el

TEoRIMA 2. Para un espacio de Gelfand (G,x) se tienen las siguientes re-

( *e.ro)r, = 6n,a lx l,r lcn r"ol I

2.(t¿,(JexlG),

(6)

En particular

( O^,0,) " = 6^,.lxl/ao
¡., u L. u,p p

((},8 € A)
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(7) ao = lxl,zll ooll 
2,

L
((IcA).

(ó € A) ,

4.3. l-a traza tr det áIgebra A está definida por

Tr (0) = rr (mO)

relación usada a menudo como criterio de completitud para mostrar que una

familia ya construída de homomorfismos de A en C agota Á

Notación. consideremos la base lu^\ *,2 ,^ de operadores de promedio no

norrnalizados, de la c-álgebra A , donde

tr= X o,
o€Á

ñn = lcn t*ol lun
2

(s¿ e x /G)

5. crafos distalmente transitivos.

5.1. Prlneras definiciones.

Un grafo f consj,ste de un conjunto finito no vacío x cuyos ele-

mentos se denominan vértlces y un subconiunto L del conjunto P2(x) de

todos los subconjuntos de cardinal 2 de x , cuyos elementos se denominan

donde Tr(mr) designa la traza def endomorfismo mO de multiplicación

por 0 def o-espacio vectorial A Se tiene

tr (P ) = 1
0

(0,eA),

de donde

(8)
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aristas. Se dice que dos vértioes x e Y son adyacentes sí y sólo si

{x,y} es una arista, es <lecir, si {x,y} e r,

Un camino de longitud m (m € lN) de x a y (x.y vértices) en

eJ grafo f es una sucesión finita z = lzo,z1, .,.,"^) tal que

¿ =x, z =y, {".,r..^}€L para todo O<i.m-l Un grato
o m - .1. a+l

es canexo si para todo par de vértices xrY exisLe un camino de Longitud

m para algún m€N de x a y , En un grafo conexo I Ia distancia

geodásica D(x,y) entre dos vártices x e y está definida como el me -

nor meN ta1 que existe un camino de longitud m de x a y en el

grafo I

DEFINICION 3, Un G-conjunto derecho transitivo X se denómina un grafo

di stalmen Lu LrdnsiLivo si

i) x está provisto de una estructura de grafo conexo I = (x,L) respe-

L¿(i¡r Lr¿-)¡ l-.r crcclótr clt., G , es duclr, P.1r"1 Lo(1o 9 c (, se tlerre

{x,y}e!-{xs,ys}€r,

ii) La distancia geodésica D del grafo I es un invariante que clasi -

ca Las 6rbitas de c en x2 , es decir, para todo (x,y) ,

1*'.o'¡ e ¡2 se tigng

D(x,y) = D(x',y') é+ existe g € c taf que (x,y)g = (x',y') .

observación. Nótese que un grafo distalmente transitivo es un espacio de

ceffand.

Sea (G,x) un grafo distalmente transitivo. Para cada m € tr'f con-

sideremos e1 conjunto z := ÍO,1 , ..., m - 1) y designemos por n al
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diámetro de l- , es decir

n := dÍá¡rerro(f) = máx{o(x,y) e N lr,y e x}

Se tiene

2 ,^ .x/G=l\tJ--' f t\::1,n+l

dónde

0, = {(x,v) e x2 l¡1*,y¡ = t1

Notaci6n, Designemos

n+t

C (x ) := c^ (x )r O I¿ Or

f¿ttC := C^r,s !¿ ,llrS

por otra parte, considerernos la base lrrlra, _ de oper;ldores Je
- "n+1

promedio no normalizados, de la C-álgebra A Se tiene

ñ"ñ, = ñ, ,

r-1- r - -r+11,.r., - cilir._l * c;, rr, n c,,ir,*r (, € zn+, ,r I o,n) ,

MM -c"lM -+c"-Mn I n,ln-l n,l n

PRoPosrcloN 5' En un grafo distalmente Lransitivo (G'x) las aplicaciones

G de x /C en C defj.nidas por

kez "),n+t

t- - t € ? \-n+1' '
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0(a ) = 1

r 
lc. (xo) 

I

\L€Z "),n+tJr'r

donde 1as aplicaciones I

ci6n a diferencias finitas

o(0) = 1

-_'l 
a

0(r)d('l ) = c- lo(r -r, I

deZ- n+l en C son 1as soluciones de la ecua-

1) +c:.i(rl *cl+]itr + rl (r € 2,,+1 ,r/o,n)r,1 r,l

n_'l!

.,(n)G(1) = c"-lo(r', - 1) * c" .o(n) ,n, I D,l

proporcionan todos los caracteres del álgebra conmutante asociada al espa-

cio de ceffand (c,x)

Demostración. Es inmediata.

Q.E.D.

5.2. Aplicaciones de la Proposición precedente.

5.2.'l . Consideremos como X af icosaedro y al dodecaedro, 1os cuales son

poliedros regulares 3-dimens lonales . Desiqnemos por tt[ xl al subgrupo de

todas Ias aplicaciones biyectivas q en x que preservan 1a distancia

geodésica D del poliedro regular x , es decir, o(g(x) ,!t(y) ) = D(x,y)

|"rra toclo x,y € x [I ul X] -co¡rjr¡¡rto dorce]¡o t=ri¿tntli Liva x / dorxLo oI

grupo u[ x) actúa de manera evidente, a la derecha, sobre x , por

-1**g'{x) (x€x, s É M[ x]) , constituye de manera natural un grafo dis-

talmente transitivo.
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5.2-2. Caso del espacio de Gelf¿¡nd

Consideremos

En este caso obtenemos:

cx(1)(}(1)

0(2)cx(1)

(x(3)(x(1)

lcr(1)l=

Lue qo

(M[ x] ,x) , cuando x es el icosaedro.

3

Figura 1. Icosaedro

=5+20(1)+2d(2\,

2cú(1)+20(2)+5Cr(3)

o(2)

- ¿l ñnll3 - lo[ iol]2 * zot Jtrll + 25 = o

l

',,/ i
/xz

Por fo tanto

cr(]) = 5, V s , - \/ 5 , -1



Las representacione§ irreductibles del grupo tt[ X] , asociadas a la

acción de ¡l[ X] en x , están dadas por la tabla sig'uiente

funci6n
esférica qlmensron

00

*o, -E-

VI
5ro,

**..,
'l-5

5

_l

Donde ¡¡(x) designa la distancia geodésica entre eI punto x € x y el

punto base xo .

5.2.3. Caso del espacj-o de celfand

conbideremos

(dx],x) , cuando x es el dodecaedro.

Ox ol

lí
\ l', --1 3

Eigura 2. Dodecaedro.

1-

rfZ
5
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En este caso obtenemos :

it ,rit ') = r + ;(2) ,

(x(2)0(1) = 20(i) + cx(2) + 0(3) ,

Cr(4)o(1) = cr(3) + 3(](5) ,

cr(5)(x(1) = cr(a)

LLrego

tirll6 - zt ioll5 - lo[ Jot]a + rotJrll3 + zsl irl]2 -:o[ irl] = o.

Por lo tanto

irl = ¡ , yG , -{f , o , -2 ,1 .

r,as representaciones irre<luctibles def grupo tql x] , asociadas a fa

acción de U[ X] en X , están claclas por Ia tabla siguiente
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olmensron
funci6n
esterrca 234

ó,0,
o

*o.,

*o,

*o,

Donde N(x) designa la distancia geodésica entre e1 punto x € X y e1

punto base xo .

1

v5
3

r,z 5
3

0

2-t

1

,

11

11t -t

11
5 -3

11
,,

lt
66

1'1
t -3

3

v5
3

0-

2

T

15-

ó'(I4

*o,

3

3



CAPITULO II. CARACTERES DE UN ESPACIO DE GELFAND ¡'INITO

l. Primerds definiciones y ¡rotaciones.

DEFINICTON 4. Sean Q,A e x'/c una aplicación no nula f de x en c

se denomina un [51,0] -carácter de] espacio de Gelfand (G,x) si para cada

I o 'rlr- € c (x ) existe una aplicación bivectiva Ei 
r¿'\Jr de c^ (x ) soj,re

,.u
C^ (u) tal que

DEFINICION 5, Una aplicacidn no nula f

(v C C^(x-))UO

de x en 0 se denomina un ca-

Ií"-!9.--!1e 1 ,-.Fpo§! o- !s,§ellq t-q (c , x) !i p-qr a 
-c-qd 

e n ,O e x2 /c !e,-.t llne

que f es un IQ,0] -carácter ae (G,x)

PROP0SICIoN 6. Si f es un carácter del espacio de Gelfand (G,x) , en -

+:gnces la imagen fm(f) de x por f es un subgrupo cícllco finito del

grlrpo c* . N6tese que f (xo) = 1 .

Demoseración: Sea f un carácter de1 espacio de Gelfand (G,x) y sea

u € x . Exisre l¿e x2/c tal que u € Cn(xo) Adenás, para cada

r (u) r (v) = r t6!0'ol t"i I

22
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o a 
"'/" 

existe una aplicación biyectiva €t 
a'0] de ca(xo) sobre

C^ (u) ta1 quetJ-

f (u)f (v) = ¡ 1qr "''' {v) )

Ahord blen. si f (,:) = 0 se tiene

(v € co(xo))

f (v) = 0 (v € C. (u) )
U

Luego f = o , la cual es una contradicción' Por 10 tanto f (u) l0

En particular. como f es un IA,A] -carácter del espacio de Getfand

(G,X) Se trene

Q.E.D.

Notación. Sea u€x. Consideremos

f (x )f (x ) = ¡(x )ooo

Por -Io canto f (xo) = 1 .

x
Sed x € X. La.rplicaci6n ^f(*), z+f(x)z lz€C) es inyec-

tiv-, -Jemás m-, . (l¡n(f)) C Im(f). PLresto que fm(f) es un coniunto fi-
I (X)

niLo se oLtiene qLe m-,--r t.-¡.r es ana apJjcociór bjyectiva. En parricu- r lx) l-Lm(rJ

Lar, exisLe y € ¡ tal que f tx)f (y) = f (x^) , lo cual demuestra 1a Pro-

posición.

c[ xo,u1 ,= {g e c]xoe = u}
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PRoPosICIoN 7. Sean Sl,O e v275 y sea r e r,2(x) , f I o. Si Pj!{e 9!9a

u e C^(x ) exisre ql x ,u;Q,Qj e 6[ x ,r'r] tal que
\- U O U

f (u) f (v) = f (vc[ x ,u,0,0] )(i
(v € co(xo)) ,

entonces f es ug IQ,O] -carácter del espacio de Gelfand (G,x)

Demostraciónr Sigue inmediatamente de la Proposición '1 .

Q.E.D.

2. Descripci6n c1e ¡¡na fórmula para caracteres del álqebra conmutante conmu-

tativa A

TEoREMA 3. Si f es un carácter del espacio de Geffand (G,X) , entonces

.l-a ap-Lr c¡c l on clet i nrdd I,or

o, (f)) = ---a , I f (Lr) = IMe(f )l (xo) lt € x2/G\ ,- C^(x )l uLC (x )'llo'Ilo

verifica 1a ecuac.ión funcional (*i") . Por 1o t."to p.opot"iot. ,t

de1 á.Igebra connutante conmutativa A .

)
Demostración: Sean 1,4 e x"/G . se tiene

cr- (Q)c - (0) =tt : f (u)f (v)

lcn t"ol llcat"ol I u€cn(xo)

v€.CU ( xo)

f .] 
^1: f (¿-t"'"'(u)),u

C^ (x )lc^t" I llc^t" )l "e, I¿ O ' U O

r€ca (xo)
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(puesLo qL.e e[ 
a'0j es biyectiva y €[ 

0'01 
ico(xo) ) - ca(,r) )

J L¡¡^toItul
lcn txo t ] u€ce(xo) u

= [ un {laa trl )] ("o) = [ tunr'ra) (r)] ("o)

''*,0 '1"''l"'o'cU (xo) 
I

)l

l;
lc- t,,:o

;;l\¿o/Gl
tt \.
1 Ite,.2
tL- "

Lc. tr l I

= I -=-::- a- ^ l:l
;6v2 ¡c lc^t"^r llc^t"^l I rI'v

' Il o ' u o

Q.E.D.

observación. Se Liene que f € V,,
-'f

En erecto, p.rra cada x € X existe O a r2/c tal que x F C rx )l--r o

Luego

1 » f (u)
lc^ t, ll u€c^ (x )'\lo'i¿

Iuntr)lt"l =
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= 1- t r (g[ o,o] (,r) )

]c^t" ll v€c^ (x ) x
trl o ll o

- 1 x f (v)f (x)
lcn f"ol I v€c' (xo)

- t---, :-1,
llc^r* ll uec^t* )L -t o ' ll o

para todo Q a *'/"

If (v) lf (x) = u- (Q) f (x) ,
II

l

DEFTNTCION 6. Una aplicación t, ae x2¡C un x2 1C sc denomina una sirnj-

Iitud del espacj-o de celfand (G,X) si

vi- -t\)t 'r.(0)ÁtO) - ,.,". ,,V, '0,)

2.para todo ll,U,V e X /C

PROPOSICION 8. Si 6 es una si{ilitud de1 espacio de celfand (c,x) , gn-

tonces e1 único endomorfismo c-Iineal E del o-espacio vectorial A tal

que

á(,n) = MÉ (ol

es, además, un endomorfismo de 1a C-álgebra A .

qrt . ,'¡.) ,
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Demostración: Para cada fL,a e y270 se tiene

!^_

"€Y' /c "" "
,,Q '0 M.-

Por lo tanto

Observación. gg¿ (

es una aplicación

E (Ia..M^ ) =
- \l tl

i:-: c: ^ M .-.
----) ,^ §l,u ¿. (:)

-t
lr

V€rm(¿,) L :eq-' tVl

"-V.-12 ,- 'r, (a) .E (o)

=; ;.,( (a) "e (0)

r l-ce,oJ 'v

= ((t"t^)((M^)

ñv

Q.E.D.

una similitud del espacio de Gelfand (G,X) Si L

biyectiva fa relación (9) se transforma en

TEOREMA 4. SJ- f

r tl\ ;^9 \-''6(0) ,L(0) -4,0
2(l¿,0,: (: X /G)

(c,x) y si E

es una similitud del espaclo de Gelfand (G,x) , entonces la aplicación

c\."e es un carácter del álgebra corunutante conmutativa A .

Dernostracl6n ¡ S.igue irunediatarente del Teorema 3 y de 1a lroposici6n B.

Q.E.D.
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3.1. Caso en que G es un producto de subgrupos'

Sea G un grupo finito y sean K,B subgrupos de G tales que G

es eI producto de K Por B ' es decir

c=KB y rn¡={q},

donde e es el elemento neutro del grupo G '

consideremos el G-espacio derecho transitivo x ' donde x = K\G ; Ia

acción de G en x está dada Por

(Kh) I = ¡1tn

Ahora bien, como Para cada

g(h) €B tales que h = k(h)b(h)

(h,s € G)

h€ G existen únicos k(h) € K ,

, se tiene gue

Kh = Kk(h)b(h) = (b(h) (h€c)

Memás, obtenemos que 1a aplicación rf de x en B definida por

{¡(rh) = b(h)

es biyectiva. luego, Ia accidn de G en B definida por

(hÉG),

u.q ,= {(V-1 (b)g) = b(bg) (b€8, s€G)

provee a B de una estructura de G-espacio derecho transitivo isomorfa a

(c,x) . EI G-isomorfismo está dado, obviamente ' por l,lr

Por otra Parte, consideremos

3.
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c(B,/K) := {¡e r-2(B) lf (b) = f (b'k) , vb€R, vk€K}

a
LEMA 3. Se define un j,somorfismo de} C-espacio vectorial 4"(B) 9Qf§- s1

O-espacio vectorial c(B/K) asociado a cada K e K"(R) Ia aplicación

f € c(B/K) derinidJ por
¡!.-----.---

(b€B)

Por este iCo4,o.fas*o, eI prod"ct" de G-iryg4C49E- rt-

rresponde a Ia convolución de funciones en C(B/K) Es decir, eI áLgebra

xG(s) qg--tÉg]ggq G-invariantes es isomorfa a1 árqebra de convolución

c (B/K)

Dernostración: Se tiene

i = l" (9lx =x
0aQ0

Además, para cada r,r, e xG(e) se tiene

¡z/« = { c^ (el } -.- '> .' 5l - IFB-,/G

f^ : X e C(e,/«)

^ l¿ -
a

(K ,r L) (b"¡") = I K(b"b)L(b,b")
b€B

donde

2.(sleB/G),

-2([¿ e B /c)

-1 _ 1

= : f_.(b,b ')f_(bb" ')
ñtrbeB -
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= ff * f )(b'b" ')'K t,

es decir

KXT, K T

Q.E.D.

observaci6n. El álgebra de grupo o[ B] es isomorfa a1 álgebra de espacio

vectoriat subyacj-ente 1,2 1n¡ , .r.yu multiplicaci6n es la convolución de fun

ciones. Luego, el álgebra de convoluci6n c(B/K) es una sub-áIgebra deL

álgebra de gl:upo a[ B]

En particular, si B es abel-iano, se tiene que el álgebra de qru-

po a[ Bl es corunutativa, por ].o tanto ef álgebra de convofución c(B/K)

es coimutativa. f,uego (G,B) es un espacio de Gelfand.

En todo 1o que sigue suponemos que (G,B) es un espacio de Gelfand,

coo pünlo base x =ec B.

rliMA 4. Si X es un carácLer de dimensión 1 de B ¡ entonces X es un

carácter de1 espacio de Gelfand (G,B)

Dernostración: Para cada b€B consideremos

q[ x.,bl =bec[ xo,bl

Se tiene que

X(b)X(b'¡ = X(b'b) = X(u'o[ xo,bl )

10 cual denuestra eI Lema.

(b' € B) ,

Q.E.D.
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TEORF.I4A 5. Sea y un carácter de dimensión 1 de B La ap-Licación cr,

^
de B'/c en G definida por

0..(n) = X X(r) (n e B2 /c\ ,x lc^(e) I u€c^(e) '

' \¿ - \¿ -

verifj-ca Ia ecuación funcional (**) . Por 1o tanto proporc.iona un carácter

del álgebra conmutante conmutativa A .

Demostración: Sigue inmediatamente del Teorema 3 y del Lema 4.

Q .E .D.

3.2. Caso en que G es un producto semi-directo de subgrupos.

3.2.'l . Sea G un grupo finito y sean K,H subgrupos de G tales que G

es e1 producto semi-directo de K por H , es decir

G = KH , ¡ n u = {q} ,

H <G ,

donde e es eI elemento neutxo del grupo G , Io cual se denotará por

G=KXH

Como, en particular, G es eI producto de K por H , para cada

g€ 6 existen únicos k(g) € r, h(g) e Ir tales que g = k(g)h(g) r,ue-

go, podemos considerar Ios c-espacios definidos en eI párrafo precedente.

Se obtiene que la acción de G en H definida por

h.g := h(hg) (heH, g€c),



provee a H de una estructura de G-espacio derecho transitivo.

Ahora bien, para cada hr c H se tiene

h.hr = h(hh') = trh'

Por otra parte. como H es un subgrupo normal de G . para cada

k€K se liene

(h€H)

(h€ H)

En todo lo que sigue suponemos que H es un grupo abeliano. Luego

(G,H) es un espacio de celfand con punto base xo = I .

3.2.2. Consideremos la acción de K en H definida por

h'k = k 'lrk (h€r{, k€K)

Denotaremos por H/K aI conjunto de las órbitas de K en ll . Se tiene

2.H '/G = tovj \EFIIK '

-1h'k = h(hk) =k'hk

o = ttn_,h^) e H'It.,^t_' e vlv | ¿ ¿t

(Xes, keK) ,

(X e ff , k e K , h € H)

donde

(V € H,/K) ,

consideremos además Ia acci-ón de t< en ft definida por

kx'k = x

donde

Xk (rr) = [ (khk-l ;



33

Denotaremos por A/« at conjunto cle fas 6rbitarj de « en fi

3.2.3. Sea I e H/K . se tiene

c^ (u) - thcH (e,h) €o I -v .u--vv

Ahora bien, def Teorema 5 se infiere que las aplicacj-ones de
¡

H'/c en c definidas por

o. (o, ) =',]-5 t n,rl ,
\ v rl ,cv

para todo X€É y para todo v€H/K, proporcionan caracteres det á19e-

bra corunutante conmutativa A Además, si X1.X2 € 't (Y € fi7«) , cxiste

kk e K Lal que ¡^ = ). ' Luego- "2 "l

orr'or' = nr,:, X,(u) = ú- ":, 
x,(kuk-l)

= r+ X X_(u) =cr (o),
IV - I Y V
''ue!"1

pJr d Lo,]o v r- H/K , es oec rr

x.,x, € v = 0., = 0.,
^1̂2

(v e fllK)

para cada V e fr/K consicleremos XV e v , es decir, 1¡Ylyefi,rr

es un sistema de representantes para fas órbitas de x en fi
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Notación- Consi¿leremos

0y := 0 y
X

rh .= ,n

'ov

Por otra parte, nótese que

(Y € íi,/K) ,

(Y € ñ,/K)

9u, - TuT " ,f,I 1¡ 1,€\rl
1Y e íi7rci

obtenemos asi el siguiente

TEOREMA 6. Sea G un qrupo finito y sean K,H subgrupos de G tales que

c es e1 producto seni-directo de K por H , !&Ig9 H :9qgI!p"-I9l*el
de G supongamos además que H es abeliano. s"u iXYiu,.¡/r ltjl-l.lllglla'l n/\ --
rle-. r-r.¡r rosr¡ ¡ ¡il.}i Jl,jj, " I)-a.r,i-.1.¿r-s 6¡,1¡-j t,'rs. r1r¡ K e¡ ñ lle, i i.'nr' 11rr'

t = {g}*upr* ,

donde

G\ (ov) = {, t ,*,r, ,lvl u€v

para todo V€fi,/K, ! € H/K. Además

dimensióu (von) = ]Yl

V= O V
Ye ñ/x u,f

Por 1() tanto

(Y € fi/K)
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es 1a descornposición de fa representación natural (V,T) de G , asociada

a fa acción de G en H , en suI¡a directa ortogonal de subrepl:esentacj.o_ -

nes irreductibles.

Demostración: Nótese que

--L r ,,-^-lul *&n-"s

Q.E.D.

3.3. Producto tensorj-al de representacione s naturales asociadas a espacios

de celfand.

3.3.1. Sean (c,X) , (H,Y) espacios de celfand con puntos bases *o € X ,

y^ É Y sean (v,o) , (w,T) las representaciones naturales de G y Ho

asociadas a 1as acciones de G en X y de H en Y respe ctiva¡¡ente.

Consideremos 1a acción de GxH en XxY definida por

(x, y) (q,h) = (xq,yh) (x€X. ycY, g€c, h€H) ,

la cual provee a x x Y de una estructura de (G x H)-espacio derecho

transitivo.

Sea (U,p) la representación natui:al de G x H asociada a la ac -

ción de GxIl en XXY.Setiene

2U = L (X I Y) ,



36

Io(o,n, (r).1 (x,v) = f (xs,vh) (f e u,(s,h) € c x H, (x,v) e x x Y)

Por otra parte, obtenemos que

(x \ y¡2/G x H) = {o¡ n,o1} fpx2 /c,epu2 /u ,

doncle

)
oto,ol = {((x1,v1 ), *r,vr) ) €(x x vl'ltx., 'xr) € 11 ^ (v', 'vr) € 0} '

para todo Qar'/", Oa"2 1,

Además, para cada Q a ,'/c , A e u27u se tiene

.ol 
n,ol 

(xo,yo) = {(x,y) € x x Yl((xo,Yo) ,(x,v)) e of n,ol } ,

= {rx.v) e X ^ Yl(x ,x) € I l' .v\ É- 'r}!\,-rJl .- . '.'o,", 
r'^ \lorll "'

= C^(x ) \ C^(y )T¿ O U O

3.3.2. sean (g,h) cGxH,0€v. Úew se tiene

I ton E rn) ((D A {r)] (x,y) = [oq(O) a rn{ü)} (x,v)

= [ os (O) ] (x) [ rh (i]r) I (y)

= (0 I !,l) (xs,yh)

Como U = y Ew , 1a relación precedente implica que

n = n Et'(s,h) "s -h ((q,h) e G x rl)
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Además, como EndC (v E \.{ ) = Endn (V) E En.lC (w) , se t iene que

EndcxH(u,p) = Endc(v,o) E EndH(w,r) . Luego End"ro,(u.0) es coL'nuLativa,

c¡ .1ó.r.t.r ¡ (Ll ^ ll, )i ^ Y) cb ü1r tjs!.relu de LltjLlclr(t coll purlLo Láse

(x ,y ) € x x Yoo

Notación. Consideremos

A:-- Xno (V,o) , B := End..(h,'t)
-G-ll

LEMA 5. Si (| y. 1.r son caracteres de los espacios de Gelfand (G,x) y

lH.Y) .osDeclivamente, enLonceu o @ i, es un carScter deL esplcio '!e

Gelfand (GXH,XxY)

Demosrración: sean Q,Q' e x2/c ¡ a,O' e y2/y y sea (u,v) É Co, 
,,Ol 

,*o,ro

se tiene que u € c,r(xo) y v € Ca(vo)

Ahora bien, como Q es un carácter del espacio de Gelfand (G,X)

se tiene que exj-ste una aplicación biyectiva €t 
a'0'] de c0' (xo) sobre

cn, (u) tal que

(u' e Cn, (xo))

Simitarmente, como rf es un carácter del espacio de Gelfand (H¡Y)

se 'l-iene que exisLe una a¡Licocjón biyecLiva )10'0'l de c6, lYot sobrc

cO, (v) La1 que

v (v) I (v') = + trl o'o'l ,rr' , , (v' e co, (vo) )

Luego ¿xisle Ja aplicación biyectiva ql n'a'l ' .L:'0'1 de

4,(u)0(u'l = OtEla'al t*'tl
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cle C^ (* ,y ) sobre C^ (,,v) c,l q.re
'[ n',0'] u o '[ 0,,0,]

t,drd Lúd,J tu',v') L^ (x,Y )- ul f ,,0,1 o o

Q.E.D.

TEOREMA 7. si () y U son caracteres de los espacios de GeLfand (G,x)

y (tl,Y) respectivamente , entonces Ia aplicación def in:Lda por

(0 I (-,) (u,v) (0 aUl t,-,',v') = 0(Et 
a'0'l (u')rl,(y[ 0'0'l (,'))

= (0 I r!) ((6[ a',n'] , r[ o'o'])(u"v',)) 
,

AB
= oltnr olrolap

'))
para Locto I € x'/C , Ae Y'/H, verifica La e',r,rción funcj-onal (**) !!l

lo tanto pr:oporciona un carácter del álgebra conmutante conmut-ativa A Se

Demostración: Es inmediata.

4. Estructuras de grupos sobre x .

Para cacld rami-Lia lLO ¡ -.. -..? ,^ de aplicac jones b Lyectiv'rs [:- -u' ueX , tEX',/G

de ca(xo) sobre CO(u) (u € x , O e *2/d , consideremos la operación



39

^v.u = E; (v) ,

donde O a *'/" es tal que v € Cr(xo) . Nótese que el punto base *o a ,

es el elemento neutro de tal operaci6n binaria en X sÍ y sóIo si

-0'x C^(x )ouo
@ex2/d,

donde I c^ (x )
es la aplicación identidad de Ca(xo) @e x2 /c) -

Las operaclones binarias en x proporcionadas por fallilias de apli-

caciones biyectivas, según las consideraciones precedentes, se denominarán

operaciones binarias admisibles en X . N6tese que una aplicación f de

X en 0 es un carácter de1 espacio de celfand (G,X) sí y sólo si

(u, v € x) .

binarla en X definida, para cada u,v € X , por Ia relación

f (u)f (v) = f (u.v)

para alguna operación binaria . admisible en X .

Si Ia operaci6n binaria . admisible en X provee a X de una

estructura de grupo, se dirá que ta1 estructura es adÍisibte. N6tese que

una estructura de grupo x' es admisible sí y s61o si

(10) (2,,ú) e Q+ (z.x,w.x) €f) 6le x2/e , x e x) .

Sea X' una estructura de grupo admisible, Consideremos la acción

regular derecha de X' en X i las 6rbitas de X' en X2 están dadas por

_ 2, -1V = t(z,w) e X lw.z = xJx
(x€x)
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La relaci6n (10) implica que

donde x- = e es eI elemento neutro del grupo x' . Luego el áIgebrao-
r,: v.

K"(x) de núcleos G-invariantes es una sub-áIgebra del álgebra {" (x)

de núc1eos X'-invariantes y por lo tanto e1 áIgebra conmutante A de 1a

representación natural de G asociada a Ia acción de G en x es una

sub-álgebra del álgebra corunutante de 1a representación regular derecha

de X' Además

I
Mo = r^--;ir I 1,r.,

\/ -
lQ e x2 /e\

Ahora bien, Ias aplicaciones o.. de x2 /x' en c definidas por
X

o..(V-,) = X (x) (xGx) ,

para cada carácter X de dinensi6n '1 de X' , proporcionan todos Ios ca -

racteres del álgebra corunutante de la representaci6n regular derecha de

X' . Por consiquiente, 1as aplicacior." gXlo definidas para cada carác -

ter X de dimensión 1 de X' proporcionan caracteres de1 álgebra conmu -

tante cor¡nutativa A . Nótese que

f)= u v
u€c^(e) u

\¿ -

0 (M ) =--L- ) X(u)Itle O lue(:'I uec^ (e)
\¿ -

Obtenemos además eI

6te x2 /Gl ,

ln e x2 /c\
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+
TEOREMA B, Si X' es una estructura de grupo abeLiano admisible, entonces

'
loq Jqrqeler§!-de X' son caracteres del espacio de Gelfand (G,x) y pro-

porcj"onan toalos Ios caracteres del álqcbra A de ]a relrese¡ -

tación naturaL de G asociada a l-a acci6n de G en x

Demosl-ración: Nótese que cada carácter del álgebra A es 1a restricción

de Ia represenLació¡lde un carácter del álgebra connutante (conmutativa)

+reqular de x

Q.E.D.



CAPITULO III. CALCUIO DE CARACTERNS DE ESPACIOS DE GELFAND F]NITOS

lln todo 1o que sigue, Ilara -le s(i')rlr).,:¡ i clo¡Lc:. deL tliio G = KLI 
'

¡ n ¡ = {ei y c = KXH , H abeliano, ::c consiclcr:ará 1os espar:ios ho¡ro-

góneos mencionados ell eI párrafo I .1ef CapÍtul() precederrt-'r '

A Ílcr]u.lo es posibl e clescribir cl esJ)acio 'lc 'ionli'Jul:acioncs 
rir:Omó -

))
tric.rs x'/C por meLlio cle tL¡L i¡lvlLri¿lnt'<r Il : ){- 'li , crrr villorctr (rrr iill

)
con¡unto ad-hoc R . lls Llecir, sje Lcndrá 'jrlc \,,1) I (x',"'I et' li

r:sLán en una misma G-6rbita sí y sóIo si D(x,y) = O(x',y') TrLl s.i t-u,rcr,;rt

ocurrirá en to.los los espacios hornog6rrcos quel colls i.ieraremos a conti¡rra.rjón-

t:o¡ación. sea n € tri. lli conjur,to zr,.- '.0,1, ..', n - 1i , provisto r.ic:

Ia operación suma módufo n , constituye un grupo denotado z+ , isomorfo

aJ grupo {Z /¡tz)+ pata l,rn r Zn , csc::ii¡iremos sirnplemente f + n eri

lugar de I + m móclulo n Consiceremos aclemás zx '' zrl {o}

I . lir n-éS:,,t9le_S!f.

1.'l . sea n € l'l Designemos por 'l(2,n) a1 qrupo de 1as lr'lslacion"rs

t":n*m+¿ (C,m€z) y por o(2,n) aI qr:upo .lc orden 2 genel:ado
Ln

por la involución J de z- definica por

42
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J(m) = -m

Por oLra parte, considercmos La,j aplicaci-ortes

N: Z +Z 'n, 
tqJ *r

(meZ)
n

(,neZ),
nN (m) = Mín1n 

' 
J (m) l

aonae []J designa 1a parte entera de ] , v

2D.Z +Z ,t t 1l +r'2'

definida por

definiCa por

¡ (m,.0) = t¡ (m - Z)

Se tiene que D es una distancia sobre 'n '

6,L e zn) .

Denotemos por Biy(Zn) al conjunto dc tocl.ls i.as aplicaciones biyec-

tivas de z sobre z y des:ignemos por M(2,n) al sllbqrupo de rod¿r.s
nn

las aplicaciores en Biy(zn) clue prcservall l.a clist¿lncia D , ee decir

M(2,n) = {q€ Biy(zr) lo{st*t ,s{1,) ) = o(m,z), v m,[- € 2,.,J '

Se Liene que M(2,n) es producto semi-directo de su subgrupo normal abe -

liano T(2,n) y de su subgrupo o(2,n) Por 10 tanto, ef espacio geomé -

trico (¡{(2,n)),T(2,n)) es un espacio de GeLfancl, con punto base la apLi-

cación identidad I
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Además, si consideranos Ia aplicación biyectiva tl de T(2,n) so-

bre Z definida por
n

,1)&L) = L

L.t =.L+n
m

(Le zn) ,

y.Ia acción de M(2,n) en zn definida por

X-.s = 1l) t\)-1 (.t) a\ (L e zn, 9 € M(2,n) ) ,

obtenemos que (M(2,n),zn) es un espacio de Gelfand, con punto base

"o = o , isomorfo a (M(2,n),T(2,n)) . E1 M(2,n)-isomorfismo está dado

por el isomorfismo de grupos abelianos !.r ExplÍcitamente, se tiene

(L,m e znJ ,

(Le z )n

EI espacio de ceLfand (M(2,n),Zr,) se denomina n-ágono regular.

La distancia D se deno¡nina djsLancia geodésica sobre zn y para

n,Le z , la distancia D(n,¿) se interpreta como el número mínimo de
n

pasos necesarios para ir de m a .!- o viceversa.

1.2. Las 6rbitas de O(2,n) en Z- están dadas por

v ={¿€z IN(¿) =r}={r,-¡} k€2 )r n' tll *r

Luego, obtenemos
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CaSo n Pg!:

lvol = t ,

lv,l =z tre zl),
2

lv,.,l = r

2

caso n impal:

l, I = I ,

ivl=z (r€2Y )
I 1l +r'2'

por Io tanto, Ias órbitas ae lt(2,n) en z2 están dadas por

o:=o = ite,m) e z2lo(e ,m) =r] ke , )r v n lll +lY t/'

Luego, obtenemos

Caso n par:

lo I = " ,o'

lorl = 2., (r € zx¡ ,

,

lo I = ", n,
7
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Caso n impar:

loo = " ,

lo = 2.'r

Por otra parte, se tiene

V = {o,r-. ,}s s .J (S)

Por lo tanto, obtenemos

\re Z, )

i) oi

+?^
\7, ) ,, ]., ,

II 5 SF7,
n

donde

r¡_ (m) = exp (2rl ism,,/n) (s,n e Zr,) ,

+/y 1a acción de o(2,n) en G ) cÍueda entonc(s descrita por

c,, 'J = r.,.:- 
1 = üJ,, (s € Z-)

s s J(5) n

Lue.Jo

+^lx I /o(2,r\'.) , iYslscz
I!+r'z'

(se 7 )

tlJ *r

clonde
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99§9 n P9[,

lLr, I - .
' o'

l'sl

rullrnl - ¡ .

7

Caso n impar:

lv I = r, o,

,!l--2

Notación. Consideremos

x(Sc-Z),
n
2

(s,r€z )

t) *r

1s € zx )

t! +r

o, (r) := cr.,, (O )SYV

Utilizando eL Teorema 6, obtenemos que los caracteres del álgebra

conmutante asociada a1 espacio de celfand (M(2,n'),zn) quedan determina -

dos por las aplicacj-ones siguientes

Caso n par:

o (r) = , (, a , ) ,on
a* t

o(o)=1,s

rxd (r) =[](, + r,.r-, .ll(r) (r(2"),S 2 S JtSl ,r

2

"J;) = (-1)s .,
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caso n inpar:

oo(r) = I

a"(o) ;1 ,

os (r) = tltr" * ,¡ (") ) I (.)

oara todo s€zx
t)*r

obtenemos así Ia

PROPoSICIoN 9. Las repre sentaciones j-rreductibles de lt(2,n) , asociadas

a la acci6n de M(2,n) ga zn , están dadas por Ia tabla siguiente

Parámetro función esférica dimensión No de representaciones
(normalizada) en la familia

tll +r

(r€z ),
t) +r

(r€ zx ),
tq, +r

n

m6dulo s - J (s)

ch (r¡ )
s l{s,.r{s)}l

Donde

,l

ch (ors) = ,(r" * ,, (") ) (s c 2,.,)

Demostraci6n: Es inmediata.

Q.E.D.
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sea k el cuerpo finito con q elementos y sea n € Itr consideremos

H(n.k)

H (n, k) provisto de la

I [] . " " 'l ,=11:''ll
I L0 . . ,J

multiplicación de

[r *-.'l
l:'. (.) 

|l: vl
t'l
Lo .....' ,J

x,Y € kn

matr i ces

,rao] ,

)

constituye un grupo, de-
nominado crupo de Heisenberg con n grados de fibertad.

NOtacron _ (x,y,r) := (x,y e kn , r € k)

Se tiene que

(x,y,r) (u,v,s) = (x+u, y*v, r+ s+(x,v)),

para x,y,u,v€¡n, r,s€k, donde (, ) designa 1a forma bilineal
canónica sobre k'

La representación regular derecha p de H(n,k) está definida por

Q : H(n,k) * autn(L2 ( (Lt)2 , r)) ,

donde

IP(rr,rr,.) (f)J (x,y,r) = f(x + u, y * v, r + s + (x,v)¡,

para f eL'((k"¡" x ¡¡

2. -Descomposición de Ia representación requJdr dr- _ __ _* - - .- -._ -trl crupo Ce Heisenbe-l.
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(i)

Por otra parte, 1as accione5

k' " ¡t (n,k) * kn

(Y,(u,v,s)) H y + v ,

(kn x k) x H(n,k) .t kn x k

((x,r), (u,v,s)) F (x+ u, r+ s +(x,v)),

son transitivas. En efecto

(i) Para todo y,y'C kn . exisre O = (0,y, - y,o) e H(n,k) tat que

v0 = y' a

(ii) Para todo (x,r), (xl ,r,) €knxk, existe e= (x'-x,O,r'-r) € H(n,k)

ta1 que (x,r)0 = (x,.r')

Además estas acclones no son 2-transitivas.

Las repxesentaciones naturales de H(n.k) asociadas a l-as acciones

precedentes son

o , ,,rr,n, » Autc(I2(kn)) ,

(ii)

donde

(ir)

donde

(i)

lo(r,*,,") (s)l(v) = s(Y + v)

T : H(n,k) -r autn(t2(kn x k)) ,

(g e r.2(tt) , y e kn) ,
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Ir(rr,r,") (h)] (x'r) = h(x + u' r + s +(x,v)),

para h e r,2 (kt ,, k) , (x,r) e kt x k

Se tiene que

(r.2 ( (tt) 2 x x) ,p) = 
(r2 (L') ,ot I 1¡2 (k2) , -)

2 -2. Es claro que

r'2(x') = 
¡,,e¡ 1fln¡*¡au '

es la descomposición de (r,2(Lt) ,o) en suma directa ortoqonal de subre-

presentaciones irreductibl-es

2.3. Por otra parte, consideremos

se tiene que

H(n,k) = KXH, Hl (rn t k)+ .

Por .Io tanto, el espacio geom6trico (H(n,k),kn x k) es isomorfo al espa-

cio geométrico (¡r(n,k),H) y por consiguiente (H(n,k),kn x k) es un es -

pacio de celfand. adernás, el H(n,k)-isomorflsmo está dado por el isomor _

fismo de grupos abelianos

ú: H-+kn x k,
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definido por

!r (u,o,s) = (u,s)

2.4. Las órbitas tle K, en kn x k están dadas por

(u€kn,s€k)

v = {(o.s)} (s€k),

n ={x}xr (*e (kt) ')x

Por otra parte, para cada 3 € (k+f\{l} , s" tiene que

o^ , (kn)+ .' [ (tn)*]^
É

v* QU(v) =Bv,

donde Bv = B(( ?,v) ) . es un isomorfismo de grupos. Además se tiene

[(x"* r)*f = {y@B}I \^ 

_" 
^' ¡ - L I "'ye[ (tt)*]^ ,Be(k+)^

y Ia acción de K en [ (xn x r)+]^ queda entonces descrita por

(y eB).(o,v,o) = (tB-") EB (ye [ (rt)*]^,8 € (k+)^, v€kn)

Luego las órbitas de r en [ (¡<" >< L) 
+f están dadas por

Y = {v E t}
Y

(y e Itt")+f) ,

rB= {y'eBlr'e [(t')*l^] (B€ (k+f \{1})

Utilizando eI Teorema 6, obtenemos que 1os caracteres del álgebra
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conmuLante asociada al esPacio

ninados por 1as aplj-caciones:

.1e cef f ¿rn.l (ll (n , k) , kn I li) quedan deter -

cxy (o

Y
V

(s € k) ,

1x e 1kn)x) ,ü, (o- )

YX
: Y (x)

- , !1 *r^
frratodolql(k)l

otu (o ) = Btsl
S

(s e k) ,

(x€ (k") ) ,otu tonr' : o

para todo Be tx*ii{r}

oblenemos así la

PROPOSICION 10. Las rep::esentac ione s ]!§!4¿§!-ge- H (n,k) , §o"-14-Sn

a Ia acción de H(n,k) en kt ' k , están 
'1ac]as POr }a tabla siq'Jien1-e-

Parámetros función es fér ica
(normalizada)

di¡nen si6n N" de repre s entacione s

en la fami lia

y € [ (k")+]^

+^ . .
13 € (k I \t1.r

YEl

§ aB
o

nq

q- 1q

Donde 6 es la función delta de DIRAC en 0

Demostraci-ón: Es inmediata.

o-E_D_



Iuego tenemos que

L2(k'* -,= I . 6., +¡. G.. *"J r I r.^ . ¿2rr'l onol
ly.l trnr*l^ T -l lseo.'ir {rl Ll
LJL_-j

es Ia descomposición de (f,2(tt, x),a) en suma directa ortogonal de sub-

representaciones irreductibles. por Io tanto

r,'((r')2.o,-[ o c gc on,,l t- 
[u,Ft ttnr*l^ u Y -]l

Tt-^t]*l * | a Et2(k") sa*li
lg=tx*f r {r} 

frret 
txnl*]^ 

-u 
TL _L

es Ia d.escomposición de (f,2((xn)2 x k),p) en suma dj-recta ortogonal de

subrepresentaciones irreductibles.

2.5. Ertrelazamiento de 1as componentes de f,2((f*) 2 x k) .

Notaci6n. para cada i., e [ (r')+]^ y cada B e (t+f t {1} , consideremos

t o r2rrl Ec- .vu,B '= u 6

Ahora bien, para cada lo a kt , consideremos

T." , r,2( (kt)2 x k) * L2((kt) 2 x:<) ,u

deflnldo por

I r,, {r)) (x,y,r) = f ((uo,0,O) (x,y,r)) = f (x + uory,r * (uo,v)) ,
o
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para f € r-2 ( (o')' * u) , (x,y,r) € (xn)2 ' L

se tiene que T es un isomorfismo de espacios vectoriales' Ade -^u
o

rnás, para cada (u,v.s) € H(n.k) , se tiene

P1u,v,s) "'.o- tro " o(u,v,s)

En efecto, para cada r e t2 ((xt) I L) , obtenemos

[ (0(.r..,r,") . r.,ro ] (f)J (x,v,r) = [t,.rotr)) ((x,v,r) (u,v,s))

= r((uo,o,0)[ (x,y,r) (u,v,s)1¡ = t{l (uo,0,O) (x,v,r)] (u,v,s))

= [ (T,_, . o(u,.,r,s) ) (f )] (x,y,r) ,

o

es decir:

)'
'r es un oper:aclor de entrelazünjcnLo de (1,'" (k'')' ' kl ,oJ con -

u
o

sigo misma.

se tiene

Ahora bien, para cada }l € [(](n)+f , 0e tt+ft{11 , O E r,2(rt) ,

Ir, t¡r Eó 801]tv,(x,r)) = (u aÓ eB)(v,(x + uo,r + (u,r,v)))
o

= u(y)O(x + uo)B(r + ( uo,y)) = u(y)B(( uo,v))0(x + uo)B(r)

u
= (uB o) (y)0(x + uo)B(r)

u
= [(UB "t EQ(? + uo) I 6J g,(x,L)) ,
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es decir

rn . .,-uo uu,8 
-) 

v 
u

UB ",8

como ag rg e rk*f t il]l es un isonorfismo de
u e f (tn)+]^ se tiene 

ue ,rupos ' para cada

ul 
,B = uu, g

Por otra parte, para cada

,^ - *¡ -ri5 c (k ) \ t1l)

, .- - r,.n.+,^lr,r-t(}()l,tenemos

IP(u..,.") (p 8y 8!J (v, {x,r)) = tu Ey e r) (y + v, (x +u.r + s + (x,v)))

= !(y + v)y(x + u) = u(v)y(u) (u ay E 1) (y, (x,r) ) ,

es decir

0('r..r,r) (u 8 y E l) = Ir(v)yJ¡) tu ey a!

Además, para cada O e r,2 (xr) y cada B € (k+f \ {1J . ". ri..,"
IP(rr,.,,,") (1 eO aB)] (y, (x,r)) = (1 gO aB)(y * v,(x + u¿r + s + (x,v)))

= 4(x + u)B(r + s +(x,v)) = B(s)ó(x + u)g((x,v))B(r)

= B(s)[ó(? + u)6v¡r,¡,*,U,r,

= B(s) (¡ a IO(a * u)g'(e)J I B) e, k,r)) .,

-___--
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es decir

p, .{1 ap aB) = B(rl(1 EIq1r + u)Bv(?)] (¡B)
'(u,v,s) -

obtenemos asÍ eI

TFORLMA 9. Las represcnrüc'iones irreductibles cle H(n,k) estín d-rd:s lor

]a tabla siguiente

[spacj-o de Ia parámetros dimensión No de repres. acci6n
repres. en 1a familia

c ) ,p€L (k") '1 1 ,r'n Iy,u]1,r,.r,u)=Y(u)u(v)ra

) r +^ -L-(k") B€(k)\Llj qn q-1 ',f,,.,-\,.1 -

= B(s)[O(:+u)Bv(:)]

Donoe I es la aplicación iLlenLidad de C

Denostraci6n: Sigue inmediatameni:e del aná1isis precedente.

Q.E.D.

3. E1 espacio euclidiano finito n-d,imensional.

3.1. Sea k eI cuerpo finito con q elenentos, k- 1a extensi6n de gra-
n

do n de k v N la norma cle k sobre l< (n€N).Como k es un
nnn

k-espacio vectorial de dimensión n , podemos considerar el grupo de los

automorfisnros lineales del k-espaci-o vectorial k,, , "f cual será denotado

I)or GL(n,k) . Además, designaremos por T(n,k) al grupo de las traslaciones
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t :w»w+z (w,z€k) y por GA(n,k) aI grupo afín asocjado al k-es-
ZN

pacj-o vectoriaf k Se tiene que GA(n,k) = GL(n,k) N T(n,k)

Por otra parte, consideremos 1a apllcación

D :l( xk +l(,
nnn

Cefinida por

Dn(z,w) =¡r,(z-w) (z,w € kr.,)

Ahora bien, denotaremos por M(n,k) al grupo de todas 1as transfor-

maciones afines de1 k-espacio vectorial kn que preserva¡ 1a aplicación

D , es decir
n

M(n,k) - {g € cein,t<) lorr{a{zt,q(w)) - Dn(2,w,, V 7,wekn}

E1 qrupo M(n,k) se denomina grupo de l"i ."ut^j!sg!9:'!ilL]!qj11

espacio finito n-dimensionaL kr, .

Se tiene que eI grupo M(n,k) es producto semi-directo de su sub -

g{upo noraal a,be}iano T(n,k) y de su subgrupo o(Nn) , grupo ortogonal

de la forma N de qrado n . Este último, a su vez, es producto semi-cli-
n-

recto de su subgrupo normal abeliano So(Nn) formado de las multiplicacio-

nes m i zh vz 1z e k ) por los elenentos u deJ suborupo U de los' n' ' n

elementos de norna 1 en k, , y de su subgrupo cícticó de orden n gene -

rado lor eI automorfismo de ltrobenius tn de kn sobre k (grupo de

calois calk(kn) de kr., sobre k) .
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3.2. !-as_o_ isl e:leqe,sg-Se Uenq (M(n,k) ,r(n,k) )

3-2.1. se tiene que M(n,k) = o(N¡,)X T(rr,k) , siendo T(n,k) abeli¿ino'

r-uego (M(n,k) ,T(n,k) ) es un espacio de GeLfand- se ticne

t .t = tZaz+a

-1tr.^,, = m-'trmu = t -, 
(, € kr, , u € ur,,) ,

uz

tz e k L € z )nn

Por otra parEe, la aPlicación

tf : T(n,k) + k,., ,

(z,a € 1< ) ,
n

0 0 -1 ?

c 'F' = (F'r 'r F' - r
z n n z n F-,(¿)

n

definida por

rl., (t- ) = a (a € k ) ,n

es un isomorfismo de grupos abefianos. Luego, si consideramos La ¿rcción de

t"t (n, k) en k,., def i.nida Por

z.q = 'l(r!) ' l?-).,.\) ,r a or, , o € i.t(rr,k) ) ,

obtenemos que (M(n,k) ,kr]) es un espacio geométrico isomorfo aI espaclo

geométrico (M(n,k) ,T(n,k)) y por consiguiente (M(n,k) ,kn) es un espacio

de ceffancl con punLo base *,, = 0 . El M(n,k)-isomorfismo está dado por

eI isomorfismo de grupos abellanos if exp lícitarnente , se tiene
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Q,a e k),
n

-1z,m = u z G e \. , u € u ) ,unn

t' _,
z'F| F'(z) \2, t k ,l z. t .n ,n n n

E1 espacio de Gelfand (M(n,k),k ) se denomina espacio euclidiano

finilo n-dimensional. La aplicación o. se denomina ps eudo-d i s Lanci-.-l

euclidiana finita n-dimensional. Nótese que Dn(2,\^/) = (-1)nDn(w¡z)

(z,w € k )
¡1

3.2.2. Las órbitas de o(N-) en k están dadas pornn

v = {z € k iN (z) = rir n' n
(r € k) ,

Iuego

por

lvol = t ,

,r,¡ = e'-1 * q'-2 r ... r q,, = i=+=,[l]" (r € kx)

Por lo tanto¿ las 6rbitas de M(n,k) ut k2 ,= k., k., están dadas

)o. ,= o, = [lz,*) € ti]ont",r) =.] (r € k) ,
r

nq

" 
l"lq l,l
''q

o,, 
]

lo, l

fuego

(r € k )
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Notación -

Por oLra Parte, cons idel:eno s

+-
es un c¿rácter no trivial de k f i,o dr. dqur

1a traza de k sobre k Se tiene
I]

Ir+i = {e,., (rv: ) }O*

Además, fa accj-ón de o(N
n

= e (uw?)
n

Iuego

Notació¡r. Consideremos

está descrita por

(wCk ,uru)n fi

(r,s,L € k)

e := e . Tr , cionde enono

-t rJe lonr.s , 'l'r Cr.'ro:a

(s,r € k) ,

(s € k)

tot
".,. ' "or , os

(k

n

*r
n

t -.1e {w?).r" = e (F -(w):')
nnnn

(w€kn,t€zn)

. +.^en (k ) estan oaoas PornPor 10 tanto, fas 6rbitas cle O(Nn)

| = 1e rw'.)( (k i i.'L ^ N rwl
snnnn

(s € k) ,

*ol

Y"l /< €. k l

e (w?)'mnu

t) (r) := d,,
SY

1,

t"1
L,ln

(o )r

scl s
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Ahora bien. para cada s € k efijaaos t= a u" ; se tlene que

{e_ (w^?) }^.,- es un sistema de representantes para las órbitas de o(Nr.r)
NSSEK

+^
cn (k ) . Luego los caracteres del álgebra conmutante asociada al espa-

cio de Getfand (M(n,lt) ,kn) quedañ determinados por las aplicaciones

0 (r) = --:- I e (w u)
S!t^nS IU I rrEUr' r

= r,r-T I e (u) = J .(sr) ,VI
' qi' uc! sr ¿

Iara s,r € k , tronde J. ^ dcsi':'a l. f .n iór lc Pusscl ue or l":¡ -= ,\1
2

definida por

1J - (l) = ---r )l e (u) (t € k)
!:t Iv, LILV r'
2 " ., "t

la función esf6rica ,¡^ de tlpo s , tal quc 0- (o) - I , est-á dada
s

por

Además

ó lz) - cx (N (z)) = J .. (sN (z)) (s €k" ,2 € k )
s s A f\- I n it

2

dimensj ón (v I -!,o
T'], lnl /

dj-mensión(V") = f"l =]','1 (s€k)
. ,q

obtenenos así eI
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TEORE¡{A 'l O. Las repre sentac iones irreducLibles de M(n,k) , 9!!1j-r-ada!- 3-la

acción de M(n,k) ga kn , están dadas pollg !g!lq ¡igg+"!g

!'arámetro función esférica dimer.rsión No .le repres enta'r ione s

(normatizacla) en ]a f ami 1ia

-1
s C k J ^rsN /?))

f\- ¿ n
2

1

Fl.

1

q- 1

Notación. Consideremos

T (n, k) := calo (kr.,) ¡(T(n,k)

3.3. Caso del espacio de Gelfand (O(N") , so(Nn) )

l-3.1. sc tiene que o(N ) = C¡]. (k X -t,'t'"- , siend' so(l\ rL'' llo:'''' n' - k n ' n n

Lueqo (O(N ), So(N )) es ur.) espacio cle Ge1fand. se i-iene-nn

m'n =muvuv

Lm .L',
u n -L. -F (u)

n

Por otra parte, Ia aplicaci6n

ü : SO (Nr,) + U,.,, ,

(u,v € urr) .

(u € u , !,€ z )nn

(u€U),
l1

definida por

tl(m,r) = u
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es Lln isomorfismo de grupos abelianos-

Ia aplicación biyectiva tf , se provee

espacio dereclio transitivo. EI espacio

.lo es isomorfo aI espacio geométr-ico

(o(Nn),Un) es un espacio de GelIand,

nente, se t iene

Por i-ransporLe de esl,ructura, vía

a U de una estructura de O (l\l ) -nn

..eon,,:LLiu\, 1O N ,,U ) ¡sí obLcni--ntl

/O/N ),.'olll )) y 1o- ,or sig r;anlé
n

con punLo b.1se ,o = 1 Explícita -

(u € U
n

descrita por

(u,v € U,.,)

, Le z )
i1

(Y e u,-, , X-€ z )n

u.m

u'r "
n = F (u)

n

Además, la acción de GaIk(kn) en Il oueda

Denotaremos por

U
n

TEOREMA 11.

acción de

t_L
1 'u, = 1 'u.l 

u,,

0r,/c.t*{t rr) aI coniunto de 1as 6rbitas cle Ga1*(kn)

obtenemos así eL

Las repre sentac ionc s .irreductibLes de o (N ) , asoc.ia.l.'.s ¿r I a

o(N ) en U , están dadas por 1a tabfa sig'ui,ente
i, 

-

ParáneLro funcl6n e s fér ica
(normalizada)

dimensión N" de repre sentac iones
en la famíIia

1

lvl- )€Y

,l€OnlGa1k (kn) lvl lC ,, c-- r. (r )llrKn
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3.4. Caso d.eL espacio de Gelfand (¡¿(n,f) ,ñ(n,x))

3.4.1. Es cfaro que M(n,k) es el producto de So(N ) por T(n,k) esn_
decir, M(n.k) = So(N )T(n,k) Se riene

n

T!(E t ).t = F-tnz a n z+a (z,a € kr, , .t- € Zn) ,

(rtt ) .r^ = F¿+tt(!n.z''tn = r'n "u-*(r) (z € kn , L,m e zn\ ,

OD(r't ).m = r'tn z u n -lvz

Notacj.6n. Las aplicacion.r prf , fr., r= Z..* knn Zn (resp.

prr:k:=Z-xk-z,l y prl ,i'-**- (resp. p...,i*t) dcsiq -rnn_-Znn
nan la prirnera y segunda proyección en i- (resp. i-ln-

Por otra parte, consideremos }a aplicación biyectiva ú, de ñf.r,tl

sobre k definida porn_

rlrrft"t = &,a)

(r€krr,u€Urr,Leznl

(a e k .Le z \nn

por Lransporte de estructura, vía la aplicación biyectiva tl , se provee a

kn de una estructura de M(n,k)-espacio derecho transitivo, El espacio

geométrico (M(n,k),kn) así obtenido es isomorfo al espacio geonrátrico

(M(n,k),i(n,k)) El M(n,k)-isomorfismo está dado, obviamente, por Ia

aplicaci6n biyectiva rJ.r . Explícitamente, se tiene

(.!-,2)'tu = ¡f,,2 + a) (z,a € kr., , t-€ Zn) ,

(2, z) .¡'m = (Z + m,r-m (z) ) (z € kn , !-,n € z) ,

(z€kn,r€u.,X,ezn\.Q-,2) ',n\) = (!,,w'1 z)
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Adenás, por transporte de estructura vía ta aplicación bil-ectiva {r se

provee a k de una estructura de grupo; e.I grupo k así obtenido es'nn

ll,z). (n,w) = (¿ + m,rn"'(z) + w) (z,w € kr., , !-,r,, e ZI\ ,

0

l.L,z\-' = t-l-,-F (z\ ) (z€kn, i¿e zn)

Se puede proveer además a kr., (r.erp. k) dc la eslruchura de frro.lucto
li+

l.LrecLo ce los qrupos Z y kn lre:p. Z, 'l | , a- r io . lc-l' -

nará oor k (reso. k )^n

ñotación, para toao i € i., (resp. i a ñ clesignaremos ¡:or x

(resp. t) fa segunda proyección cte i {t""p' i) , es aecir

n-x :- pr]rx) (rcsrr. t rr^(L))'2'¿

3.4-2. Consideremos las aplicacj-ones:

\r .lz +I-
nn

isomorfo al grupo T(n,k) = calo(k,.,) X'I'(n,k) Explícltamente, se t-iene

definida por

n' ^ :N \zJ - ur' 12\ ,l (z) ) r,' L l(-nlnn

D : k x k +k /tlnn

definida por

Dara todo z,w e k
n

n.-= (nr-(z - w),N (z - w)l ,- I II
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Ahora bien, Ias 6rbitas de SO(Nn)

\)-=t;eilñrir =i,n' nr

Luego

l''¿'o' I = '

t"_t = lllr L'Jq

Por otra parte, las 6rbitas de M(n,k)

dadas por

^2,- - -
O_ = t(z,w) e knlDn(z,w)
r

= r]

enk
n

están dadas por

(r € k) |

rie i,

(Le z )

r€k )

n

X

^2enk
n

¡= kn es tán

(I€ z )
n

xk
n

(r € k) ,

Iuego

t- r n
lu1¿,6¡ I = n9

lo-l = .n' Hr ' '9

-o-
"t '="t-;: ' -o-,o-

rS

(r€k, re kx)

Notación. ri,l,i e ir

PROPOSICION 1l . El espacio geomátrico (¡l(n,k) ,i" ) es un espacio de

celfand, con punto base x^ = (0,0)

Demostración: Para cada i,l a ñ y para cada z€k,setienen

(x. * x. lrll = » x. rñ-1tx ritv_ v_ v_ v_
rS\.'€krs n
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n - - -m.X.. (pr'"'lz - w) ,r " (z - w) )¡.. (w),'V^ - | n '-v-
rs

N (z)
-n

=A (-

or,'(z) ,nr, 1¡+s) -'

Ahora bién. como (M(n,k) ,kn) es un espacio de GeLfand, se tj-ene

= c: (t € k) Por Io tanto eI áIgebra de convotución

/So(Nn)) es conmutativa. La Proposición sigue del Lema 3.

$Ék
n

CL
f,S

c(k
n

Q.E.D.

EI espacio de celfand (M(n,k),k_)
n

espacio euclidiano finito n-dimensional. r,a aflicación ñn se denomina

n-recubrimiento de Ia Dseudo-distancia euclidiana finita n-dimensional".

Notaci6n. consideremos las homotecias a" ir, (resp. ñl definj-das por

Hw (z ) = (er', (z) ,wz)

hs (; = (r,r., (ñ , sr)

€kx
n

para todo w y para todo s € k

se denomi-na n-recubrimiento del

(z

rie f¡

J* ^ = o @J ^ de k en co-z n-¿
22

r\-2

€k),
n

para cada t,l € (z+)^ 1a aplicaci6n
n

--a
TEoREMA '12. Las apljcacio¡res de k'/M(n,k)

se denomina 1a t¡-torcida de }a función de Bessel de orden

en C definidas por
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tU rrr
o*(o- ) = (J* ^ . h )(r) - u(pr. (r))J -(sr) (r € k) ,n-¿s_ln'zr";-

- +^.para todo o€ (z'I- y para todo s € k , proporcionan caracteres de1 áI-

gebra conmutante asoci4da a1 espacio de Gelfand (M(n,k) ,; )

3.4.3. Prinera demostración del Teorema l2'

LEMA 6. Designerflos por a(k_) aI s@ k^ Se tie-

ne

atñit = {(o,z) e i,.,lrr,,{z) = o}

Además

a(k )\k :k'nn

Demostración: Para cada ,L,n E zn y ^oara cada z,w é k-- se tiene

= (o,[rz(.) - r'(r/(,)ll - trit,l - r¿ru[trl lll

Ahora bien, como Trrr(x - ri(*)) = o (ie zD, x € krr) obtenemos

trn fnr! ([ (L,z) , (n,w)] ) ) = o

Además, por el Teorema 90 de Hilbert (forma aditiva) para cada , € kr., t"l

iüe Trn(z) =0 existe w € kr., tuf q,]. z=w- Fr.,(w) Luego

(o,z) -- (o,w - Fn(w)¡ : [1o,w) , (1,0) I
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Por Io tanta

a(ñ') - lr,o,d e i-¡tr-r,r = o)n n' n

Por otra parte, 
. 
consideremos el epimorfismo de grupos I x Trn de

k sobre k . Se tiene
n

Ker(I x Tr ) = 3(k )nn

Por Io tanto

a (kn)\ kn : k

Q.E.D.

observaci6n:

TEOREMA 90 de Hilbert (forma aditiva) . Sean E una extensi6n cíctica de

F de grado n (n € N) y o un generador del grupo de Galois de E so-

bre F Para cada B€E se tiene

tto7u,B, =o<*]ct€Ll r¡ B-o-o(ct)

De¡rostración: Iis claro que Ker (I - o) = F , por fo tanLo dimensión

I¡n(I - ú) =n-'l . Por otra parte, como ,ru¡, I o se tiene dimensión

t*t."/, = 1, luego d.imensión *"t ttu,/u = n - 1 ' Puesto que rm(I -o)

es un subespacio vectorial de ua, tt",/" obtenemos Im(I - o) = Ke]r arE/F '

Q.E.D.
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LEMA 7. Las apllcaciones de (Zrt",*l en c defÍnldas por

o'-(o-) =.5-" [o@e-tt zrltir
t,. r t"_t U€Vt- r

= r¡tpr- ti) )¡ ^ (tnr) = (¡0 ^ " r, I til_ I n-¿ n-¿ +n
22

para todo lai, t€k, o etzlf , proporcionan caracteres de1 áfgebra

corunutante asociada aI espacio de celfand (M(n,k),;n)

Dernostración: La fanilia de caracteres de. dinensión i del grupo kn , pro-

porcionada por eI Lema precedente, está dada por {r¡ 6en(t ?)}aan , la

cual es, por consiguiente, una familia de caracteres del espacio de celfand

(M(n,k),k_) . El Lena sigue de1 Teorema 3.n

Q.E.D.

observaci6n. ttótese que e1 Lema preoedente proporciona n[ (q - l)z'(n,q - 1) + 1 ]

caracteres del áIgebra conmutante asociada a1 espacio de Gelfand {u{n,t),(t

x-
LEMA 8. Para cada s € k Ia aplicaci6n biyectiva e. de k-lM(n,k) ao-

o'" i:r* u"*

((o)=o - rief¡,-s'--' -h (r)rS

es una similitud del espacio de celfand (M(n,k) ,; )

Demostraci6n: Para cada s € k" elijamos ,. C u" , Para cada i,i,(-e k

v Dara cada x,v € k tales que D (x,v) = Z se tiene
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n rti e i ti' ri,i = i ^; rl.ir - itr =w n' n n _

S

= [z' ek lD (x',:-'\ = h (1) ^ D (z',v'\ =n fil]n n s n '_ s -

donde x¡ := H (x) , y' := H (v) . Por 10 tanLoW_\¡¡_

h (¿) ;
"s- -= ¡-L"h (i),h (i) ":-: '

I o-, o-]
ycctiva {^ t " de c^ (;^) sobre c^ (;J definid¿i porOoO,;;

N6tese que

D (H (a) ,s (u) ) = h (D (a,b)) (a,b € k )nw\rsnn

Q.E.D.

Del Teorema 4 y de los Lemas 7 y 8 se deduce que las aplicaciones

a" i1,zu(r,,:.1 en 0 definidas por
n

ül tú ul -'
cr (o ) = (c" . : )(o ) - (¡ ^ , t. )(rr ,Sryll;-tt-¿Sr12

para todo r€k, s€k", oe f 4l^ , proporcionan caracteres de1 áfgebra

connutante asociada al espacio cle celfand (¡l(n,k) ,i ) . El Teorema 12 si-n

gue del Lema 7 y de fa aserción precedente.

3.4.4. Segunda demostración del- Teorema 12.

Sean r.s € k y sea z € CO (xo) , Consideremos ]a aplicaci6n bi -
r
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lo ,o l,
- /,.,\ - rpr"(w t- z), \t + z) (v/ € C^ (x ))r'-oo

zg

Ahora bien, la operación binaria en i^ definida por
n

provee a k de una estructura de grupo abeliano, a saber, fa est-ructuLa
n

de producto directo de 1os grupos z+ y kl . por l-o hanto cada c¿rrácLer

-+del grupo abeliano k es un carácter c1eJ espacio de Gelfand (M(n,}i) ,k )

Para coda s C k eli j;m-: *" = .= ; -c t ie-e 1rc er (v'.1 )..,=¡

es un sistena c1e representantes para Las órbitas ,le o(N-l cn (k:nn r)

DeI Teorema I se deduce que }as aplicaciones ae [,ur'r{n,tl en c defini-
n

nidas por

o*(o ) = ,.,-- I l. €, (¡ ..)l ru;s ! lU _ n S
I'-ut-V r- r

J(nr (r) )J ^ !. r) (J n ) rr' ,' I n-/ n-1

para todo r€k, sck, cre rzi)' , proporcionan todos 1os cal:acheres

de1 álgebra conmutante asociacla al espacio de Gelfand (M(n,k) ,; ) , lo

cuaf demuestra el leorema 12.

3.4.5. obtenemos así el

TEOREMA 'l 3. Las repre sentaciones irreductibles de M(n,k) . asociadas a la

acción de M(n,k) en kn , están dadas por la tabla siguiente

(w€C (x)),
UO
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Paránetros función esf6rica dimensián No de repres'
(normalizada) en La far¡ iria

a€ (z )
n

uJ81

r.E (z+i , s€tx o E ,rr.,-, (sNr, (? ) )

2

[".J

[,]n

- 
[^ *.,;,^ "- 

.l--: 
loo 

* 
'á* ll." "]l

n(q - 1)

Demostración: Para cada r¿ g tzl) y para cada s € k consideremos

O! ,= , E q, se tie.e

--L I ) ^.-R; ' r-^lll , *o,l -
i^ L""rr'i o *¡tz"Í. 1 lq

. t€kx

= 6o E 6o.= 6(o,o)

Q.E.D.
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4. PoIí!9p9" gE"q.Cli.gqe .

sed nc N. Pa-ra caoo )" zn l:- Zr.,*.,\r0' sea P+ '.:n oruDo
tj

abeliano de orden Q. c N, Q. , 2 . Se puede proveer ¿, 1 con:unlo
.rJ

T. := ii ,L de Ia estructura de producto directo de los grupos ,i
' i-' aj - /"

x-l(j a rrr*,) t tal grupo se clenotará por 1' Además designaremos por

nL Trll -L ,Jruto oc .Ios Lrds.laciones bt : s ts s ' L rs,L C:n) . DenoLJ -

mos por pri , Tr,, * HN. l.a i-ésina proyección en 'rn Y para todo a n tr.,

]"

designarernos por ai Ia i-ésima proyección de t , es .1ecir, ¡. = pi:. (t)

^/\/(i € 7' t) . PJrd cadd L. P (Z *,) ,- 9(z ,t)\rlri , .londe P(2,-nl' c5

el conjunto de todos los subconiultos cle zx*., , den,:taremos por

pr : r - Il u, la L-ésima proyección en Tn definida por'L n L€L eL

pr. (pr- (t)) = t.
--1 -L ,L

(i€r, tcTn) ,

donoe pr. es la i-ésima proyección cn Il il^ (i € L) Por orrd p'rr-
t.r- " I

X
te, clesignaremos por _Ba(rrr*,) aL conjunto de todos los subconiuntos c1e

><-x
carclinaf m cle Zr+1 .(* 

€ Zrr*1) y para cadd i ' Zr,*i denota]:emos por

ü.1-. un carácter no trj-viaI fijo de ni . En general , se d.esignará por
l' j t i

iliy(E) al conjunto de todas las biyecciones de un conjunto E

4. 1 . E1 paralelepípedo n-dinensional.

Consideremos las aplicaciones

X
N : T * P(Zo n = n+l)
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clcfini.da por

-/N (t) =',í€z.lL. lAl =: soP(t) (tL'r),
o n+l'1 - rI

2'tD : T -P(z ,) ,o n = n+l

definiCa por

Do(s,t) = No(s - t) (s, t € Tn)

NóLese que

Do(s,t) = + <'=+ s = t

Do (s,t) = Do(t,s)

Do(r,t) c Do(r,s) u Do(s,t)

Designemos por Mo[ Tnl af subgrupo de todas 1as aplicaciones g

en Biy (Tr.,) que preservan la ps eudo-d istancia con valores conjLlntos Do ,

es decir, oo(g(s),q(t)) = Do(s,t) para todo s,t € Tn tl grupo I"1o[ Tn]

actúa de manera evidente¡ a La derecha, sobre :fn 7 por a '- n-l {t)

(t€Tn, g€Mo[ Tr,] ) ; consideremos t" = (0,0, --..0) v desiqnemos por

Ko[ Tn] a1 stab, ¡, 1 
(t") como B[ Tn] es un subgrupo de l'to[ Tr.,1 que

on
actúa trans i t.ivamente sobre Tn , se obtiene que Mo[ trr] = Ko[ t,.rl el tr,,1

Puesto que B[ Tn] es un qrupo abeliano, se ticne que

(M [r],8[ T ]) es un espacio de celfancl con punto base ]a aplicación iden*
onn

tidad I Ahora bien, como (M [T ],T ) es un espacio geométrico isomorfo

(s,t € Tn) ,

ls,L s r / ,n

/- - r € r, \

v
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a (Mo[ Tn] ,B[ Tn] ) , obtenemos qLre (Mo[ Tn] ,Tr) es un espacio de celfard

con punto base L' = (0,0. ..., 0) denoninaclo gge]g]epípgqo_ n-dimensio ..

na1 y clesj-gnado }tor p(e.t,ez, ..., Q,r) . si par.L caala t a rl*., se tiene

.lue Qi = q (q e n , q, ;, 2) , enLonces el p;rralelepípeco n-climensionaL

será clesignado por P (n, q)

(i)

(ii )

9. Sea

(vt€

cr € ¡iv(t )n

n 
) (sop (g (t) )

Tr., ) (sop (s )(v s,t €

Se tiene sue q e r lt I sÍ v sólo si

= sop (t) )

n sop(t) 0 *.¡(s + t) : g(s) + g(L) )

D(jnro:i LI ¿tui6r1:

siop (s) n sop (t)

= sop (s) , por

= sop (s) Por

so¡: (g (5 + t)) =

para c.rda .J € Kol Tnl y para cacla s , t € Tn tales cllle

= I se ticne I'¡ (s i t, o. ,s) = sol¡(t) Y No(s + t,t) =

ende No(9(s i t) ,q(")) = sop(L) , "o,rts 
-r: t1 ,g1t¡1 =

lo tdnto V(s , r1 - o(s) - 9lt; . rlórese 1ue

sop (s) Ú sop (t )

Recíprocamente, c.rda q e Biy(Tn) que verifica Ias condiciones

(i) y (ii) quecla completamente determinada por su restricción a los e1e

mentos a a ,r, de soporte. reducido a un e]emer]to. por Io tanto

q € K ['r ]o11

Q.E.D.

no es lln subgrupo norrnal enobservaqiín. Nótese que, en general , B[ Tr.,]

M [T ]
ON

Del Lema precedente

est-án dadas por

K [T ]onse deduce que f.rs órbitas de en 1'
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r =,r c r J'l (t-) - t-'L, n o

Por Io tanto, Ias 6rbitas de Mo[ Tn] en

).\]' - r(s,t) € riio,,'.,i-l

(L É p(z "))= n+l

2-T quedan descrrtaS llor
n

-L] (L € P(z "))

iX(L(_p rZ .))= n+l

t* es un carácter del e s¡-,a-
n

las aplicaciones de

Notación. Consideremos

-9

-L

obtenemos así eI

M IT Ion

.t- ,

fo ,,, I
irc" at) " prl-

Como cada carácter del grupo alleliano

cio de Gelfand (Mo[ Tn] ,Tn) , obtenemos que

r2,r¡l I 'r I e., c de f inidas por_ n' _'o' n-

,'piríi tado tvl,L € P \Z^*l , proporcion.'rn toclos los caracteres de1 álqebra

oonmutante asoci¿rc1a al espacio de GelfanC (Mo[T,,] ,'r,,)

M [T ]on , asociadas a la

r- , están a...lqt pql- r9-l¡1r1"- t,,jSgiglltacción cle en



parámetro funciótr esférica dimensión No de repres'
(normalizacla) en Ia ramil i r

M € B(4r,1) (-,)l*ttto(')'**^1J 
,,,{- 

rrM (Qm-.) 2n

19

Demostr¿ici6ni N6tese que

. -r- 
t r. . (-,) L'l' , .l (!m - lr= ITJ lr+"rzt*t) ¡lcpr/-,, t) mLI\\o\?)

Á"'itl rczxnlt no (:l

to

Q.E.D.
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observacj-6n. Nótese que

dünenstón (v I = lr-¡ I

% ,M' (M € p(zx -)) .
= n+l

x
Consideremos Q, = 2 para todo , a ,n*, EI espacio de celfand

(M^[ T*],T-) se denomina parale]epípedo unitario n-dimensional. Nótese queonr¡
r [t ] = {r}on

Obtenemos así eI

COROIARIO 1. Las representaciones irreductibles del paralelepÍpedo unita -

rio n-dimensional están dadas por Ia tabla sigulente

Parámetro funci6n esférica dimensi6n No Ce repres.
(normalj-zada) en la faroi lia

,. -- lnm¡"
M € P(2" -) (-1) 21

4.2. EL esquema de Hamning H(n,q)

4.2. 1 . Consideremos las aplicaciones

definida por

l\f . rn +7
I n ntt

N1 (r) = lNo (t) |

2Dl t T, t zn+1 '

(r € Tn) ,

v



B1

definida por

D1 (s,t) = Nl (s - t) (s,t € T ) ,n

Se tiene que D1 es una distancia sobre tr, .

,. Designemos por 1,t., I Tr.,1 a1 subgrupo d.e tod.as las apticaciones g

en Bj-y(Tn) que preservan la distancia D1 , es decir D1 (9(s) ,9(t)) =

= D1 (s,t) para todo s,t € Tn E1 grupo tu.,[r:r.,] actúa de manera evidente,

a la derecha, sobre Tn, por ¡* g-t{t) (t e Tn , 9 € M1[ Tr.,J ) ; conside-

remos t" = (O,0, . ,., O) y designemos por Kt[Tn] aI aa*r.,[Tn] (t.)

Como s[ Tn] es un subgrupo ae u.,[ Tr.,l que actúa transitivamente sobre

T, se obtiene que M, I trrl = «.,[ tr.rl B[ Tn]

Puesto que B[ Tn] es un grupo abeliano se tiene que (M1[ Tn] ,B[ Tn] )

es un espacio de celfand con punto base 1a aplicación identidad I Ahora

bien, como (Ml[Tn] ,Tn) es un espacio geométrico isornorfo a (M1[Tn] ,B[ Tn] )

obtenemos que (t'41[Tn],Tn) es un espacio de celfand con punto base

¡o = (0,o, ..., o)

LEMA i0. Sca q € Biv(T ) Se tiene que q € t<-['f l sÍ v sólo s.i

(i) (v t € rn) ( lsoplsl¡¡¡] = ls"p(tl ll
-1(ii) (v s,t € Nt'(t1])) (sop(s) n sop(t) = Q <+ sop(9(s)i n sop(q(r)) = 0)

(iii) (v s,t € T,r) (sop(s) n sop(t) =Oág(s + t) = g(s) i s(t))

Demostración. Sea 9 € K.,[T-] . Para cada s,te ¡¡.1f{"}) se tjene

sop(s) ñ sop(t) = 0 <- IJt (s,t) 2
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€ D1 (9(s) ,9(t)) = 2 € sop(g(s)) ñ sop(g(t)) = 0

Por otra parte, para cada s,t c Tn tales que sop(s) n sop(t) = { se

tiene N;{" i t,.) = lsop(t) | y r.r,, {s i t,t) = lsop(s) | , por "nd.
N., (s(s + t) ,s(s); = lsop(t) | v rv., (o(s i t) ,s(t)) = lsop(s) | ror to

tanto g(sit) =g(s) -r1 g(t) Nótese que ]sop(o(s -i tlll= lsop(s)l+
+ lsop (t) |

Recíprocamente, cada g € eiy(Tn) que verifica las condiciones

(i) , (ii) y (iii) queda completamente determinada por su restricción a

Ios elementos t € T- de soporte reducido a un elemento. Por Lo tarito
n

s € Kl[ rn]

Q.E.D.

Observación. N6tese que, en general, B[ T-l no es un subgrupo normal en

M-[r ]ln

4.2.2. Caso en que Q. I Q. para todo L,) e Zx-. ^ , i I )L I nÍr

DeI Lema precedente se infiere que x.,[tni = xol rr.,i ; por Io tanto

u.,[r,.rl = Mo[ Tn] EI espacio de celfand (Ml[Tn] ,Tn) es, en este caso,

un paralelepÍpedo n-q¿rneneiong!.

4.2.3. Caso en que Q.=q (q€N,q>2) para todo ,arX*r.

Las órbitas cle K1[Tnl en ,r, están dadas por

c (L") = {t € T iN. (t) = rni (¡r e zx.. )IIL n' I nl I

Por Io tanto las 6rbitas ae tl.,[ tr.,J en T2 quedan descritas por
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o = L(s,L) c T2]D.(s,Lr - m',,,
(m e z .)n+

rf espacio de Gelf an.1 (M1[T,.r] ,'In) es, en este casÓ' urr rJr¿lf o

distalrnente transitivo denorninaclo glgycllr'r de uamminq

H (n, q)

Notaci-ón. Cons j-deremos

---o

[. I
L. := I 6 rr,^ . pr--rl 

L, =, o-,-l ,**,

Como cada carácter de1 qrupo abeliano

Gelfand (MtITn] ,Tn) , obtenemos que

definidas por

1' es L1n caract e L
I1

Las aplicacj-ones de

(m € zx+1)

del espa-

12 tv,,l r ln L 1rci"o de

enC

ry (o,) =
INC

1 )l o (r)
Lc, tt") . rec, (t') {'('(

I i _;{¡l i"_ml- 
Tlf ,'r.*t,.',rn.' " 

'(q - 1) -lill¿ - ;l '

lL)
Z-i<n-n

para todo *,L e zn+1 , proporcionan todos los caracteres del álgebra con-

mutante asociada aI espacio de Gelfand (M1[ Tn] ,Tn) Nótese que

» (-r)j(q - t'z-'JC l; - l)ie'^-lñ'u j ' ''
Z-i <n-rn
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f,lcr(t") = l_ U {s€tnlpr, * (s-t) =o^N1(s-t) =i}l
' t r*n1^r¿*1 L.arn " zn+t\ z it .l

Z-i<n-m pr x (t) =O

'*',
N1 (t) =¿-i

,x
para todo Ja e Z .. . Las aplicaciones prececlentes se denominan polinomios

de Krawtchorlk normalizados.

l,os polinomios de Krawtchouk no normalizados o (m € z .) tie -m n+l

nen Ia funci6n generatriz:

n-
(r - z)m[ 1 + (q - r)z] n-* = 2 ; (.t\ rL (z € o) ,

.0=o m

y constituyen las soluóiones de 1a ecuaci6n a diferencias finitas:

i'tol = ', ,

&x
o(¿) o(1¡ = (q-1) (n-Z+1)o(Z-1) + (q-2)Zo(t) + (.L+1tU.,(.L+1\ (L e z_) ,n

ir"rño) = (e - r¡i(n - r) + (q - zlnñ(n)

PROPOSTCION 'l 2. Para cada * € Zrnl se tiene

o =+ r p-** I" I l.lep (zx - ) qM

[m] =m n+ I

es Ia función esférj-ca de tipo cr- q9 9e iqqe_erjglglgl9!Í!9qedonde ó
'oM

n-dimensional P(n,q) (M € P(z:,.))P (Z )
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Demostraci6II: Para c"rc1a m, f

*o*,., = 

Ú

€- zrr+1 y para cada

¿ (-1)i (q
j'ez 

^* 
rñz .L* r

Z-i<n-m

se t iene

- *l
- 1l

f,z, - , Z - i < n - rn)
L+t

Q.E.D.

r € c{ (r")

- ,, '[l[2

1

tn)
L

(ml

t (-1)i(q -
lez 

^* 
1nz l.* 1

m-i<n-l

,,-ti9ll" - fl
1,1.1 i'm - a.J

L-- ii,,l ,e"
'1.*.1 =m

I
lI ü iftl

tz _) -Mn+l

-*l
- il li€z

m+1

Nótes e que

r"l ¿)

[t]['J
f."-
lm-

¿ I f^l [*l ["il l*J lrJ [L

TEOREMA 15. Las repre s en tacione s; irreductibles de ¡r-lrl,asocj.adasa
lIt

La acc1on oe u-[t I en T , están Cadas por la tabla siquiente

Parámetro función esf6rica
(normaliz.rda)

dimensión No de repre s .

e¡r la famil ia

m _ 
'n+ l

,.. 0
{2"*., ) ''t't

. lrrl(q- l) I- 
lm,l

1

7;T _I I l4ep

n+1



Der¡ostración: N6tese que

u.. = Fh 0,.3 ri**.,r 
(q - 1) l*ló0M

=;-, I z ,n-,,*o.,l
Itn I n., . "lren G' . .l \]n+l' =n n+l

-+- ¡ ro-') :^ I.
'nl rÉ1,,. 1 Nl-!m rznr-l I *M

Q.E.D.

observació¡r. Nói.ese que

dinensión(v- I',C-it'' 
JQM

m

(m € z ")nft

Notación. Desiqnarcnos pol tv. al grupU 'tc t'Cas 1as permutaciones del

coniunto z" n+I

4'2.4. caso en que f:- = 2 para todo i G z'-,

E1 espacj-o ce Gelfand (Mj[T-] ,Tn) es, en este .aso, un 9!I)!- "It -

tario n-dinensione.l. Del Lena 10 se infiere qr.rc

r.,[r:nl = {u e niy{rr,) lu e G"} , clonde
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priu = Pru (i)

por 10 tanto M1[ Tnl = r.,[ rnJ I r[ rr,i

(íé zx -n.1- |

Además obtenemos

p e '{2n)

te[ r ])^n = {e((1,?¡ )}¿er ,
n

donde e es el carácter no trivial de H, = /22 y (

forma bil-inea1 canónica sobre T = (Z /22,)n. La acciónn

(B[ T-] n queda entonces descriia porn_

e(( t,?))']l = e(( U-l (t),2) ) (t €

,) designa la

..,I r,.,] en

/1,!e'9 )nn

COROIARIo 2. Las repre sentac iones irreductibl-es del cubo unitario n-di.nen-

sional están dadas por Ia tabla siguient.e

Parárnetro tuncron ester-Ica
(normalizada)

di¡nensión' de repres.
Ia familiaen

me zn+i 0c
m

l"l
l^l

n+'l

Donde

'crln)* 
[N, ru r.]

»
i€Z.-r 1nzN., {: ) + t

N., (?)-i<n-m

n-m I(?) - i.J
,_,,'[T] 

[.,,

1 - . -.lutwol:l ¡

f;l- **,á**,,'- '
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Por olr. l-r r, le. jna¡.os

sr, := {t € Tr., N1 (t) es Ptr:}

m.,I s,.,1 . := {s € ¡'11[ r'rl lo (sr.,) = trr]

eI grupo Ml[Sr.,] actúa de manera evidente, a La derecha, sobre sn ' por

-1¡*9-'{t) (t€sn, q € Ml[s,,] ) ; consicleremos to= (0,0, "', o) y

designemos por KlIsn] aI st-b.,Isr,) (t") como B[ sn] '=

¡= {bt € B[ Tn] lt € sn] es un subgrupo ae t't.,[srrl que actúa transitivamen*

te sobre s se obtiene que M.,[sn] = K1[sr1 [ n[ sr,1 Nótese Que
n

r.,[sr.,l = K1[Tn]

euesto que e[ sr.ri es un qrupo abeliano se tiene que

(M1[sn] ,B[ sn] ) es un espacio de Gelfand con punto base fa ap]icación iden-

tidad r . Ahora bj-en, como (MlLsn] ,sn) es un espacio geométrico isonor-

fo a (M1[sn] ,B[ s,.r] ) obtenemos que (u.,Is,,) ,s,.r) es un espacio de Gef fand

con punto base t' = (0,0, ..., 0)

Las órbitas de Kl[Sn] en Sr., están dadas por

v. - Cr.(t') ,n t ,, n, ,.,,'?'

Por lo tanto las órbitas ae u.,[s,,l en 52 quedan descr.itas por

-\, -2m
m

ltn c ¿ ) .' rar-,t)t'r
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Por otra parte consideremos

Caso n impar: Se tiene

(B[ s-] n = {e((t,?))}n . ter,r]r {z )I r !'Ir
t l+1

Luego las órbitas de Kt[Sn] en (B[ Sn] f están dadas por

V* = {e((r,?) ) € talsr,J f 1.. "*r..)} {, e 2.,.,, )

lrl+1

Caso n E3I: Se tiene

le[ sr.,) f = {e((1,?))} _1 u {e((1,?))}
r€N:r (z ) ".c*-1ll1l 

l¡ n 1l'2'l
,'

1modulo t^t+t

donde t1 ,= (t ,1, --., 1) Luego las órbitas de K,,[ sn] en (B[ sn])^
están dadas por

Y* = {e((r,?)) € (B[ sn] )^ l. u.^(..)l (^. r], ,

Yr. = {e((t,?)) € (B[sn] )^ lr € cn(ro) móduro r -t. + rll
,2

Obtene¡tos así eI

TEOREMA 16. Las reDre sén tacione s irreducLjbles del grupo t"t.IS L asocia_

das a Ia acción de tt,[S-] en S- , están dadas por ta rabta sjquiente
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n Paránetro función esférica dimensión No de repres,
(nonnalizada) en la familia

i¡r¡¡ar m E Z

taJ *r
0"

m

[")
l.l ttrl * r

m e z ó-n '6t*
n
,hl

r l"lz l"ll-¡l
0B

n
,

1

Donde $ es Ia restricción a s2,zu-[s I dc Ia aplicación o, asocjadan.-

dimensi6nlv- ) = lv I' ljm , lr(m)'

aI cubo uni-tario n-dimensional (m € z )

t) +r

Dernostración: Es inmediat-d.

Q.E.D.

Observación. Nótese que para todo n € N , n impar, existe teG - t)*r
ta1 que

par

Sin enüargo, para e1 caso n€I.¡, n pgl, nl2, !¡l f"1qgié! "" ru

(me zx ) .'

tlrl * r

verifica.
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4.2.5. Esquemas de Hamming E Paralelepípedo.

sea t¡¡. ).-- una partición del conjunEo z' . (m € N) y seaI l-E¿ ' n+l -
m+l

ml'

C,Le zn, i I b . s'upongamos qu"

(v i € zm) (v i e ¡a.¡ (Qj = qi) ,

$ ),!-e u*) (j I L-qjl ALI ,

(v i eI,1 )(v i€ z)(a. lq.)- m m -l r

DeI Lema 10 se infiere. en este caso, que

(M-[r ],r ) : i SI n " I it,

-t

H(ni,qi)la tr.[ r, l,t, ) ,

Jmm

donde .i denota eL cardinal de1 conjunto M. (i e zm) y Tlt designa

al conjunto n H^
i€M !i

m

4.3. El árbol simétrico finito.

4.3. 1 . Definamos

To '= {o} '
m

T := II H-
' j=l 9j

x
(m € z -)n+l

n
consideremos eI árbol orientado fn = (vn,Ln) , donde un =,Y^ rj es e1

J -w
)

conjunto de vértices , :a., a V- es el conjunto de aristas definido como

sigue



92

(s,EJ ! L o exj-sEo aa/' 'ut qu* :'n t -r T " y' :n n .l l+r

X
s. - t. Parr todo i L Z, 

^L i l'l

Se denomina automorfismo del árbol I. a tocla aplicaciórr biyectiva q de

V tal que
n

(s,t) e Ln + (9ls),91.)r C !r,

EI grupo Aut(fn) de todos los automorfismos del árbol ln no actúa tran-

sitivamente sobre V , sin embargo, actúa transitivamente sobre T para
NJ

todo )ez ." . Nótese que- n+t

q(T.) = T.-1 l
(qcAurll ) i€2.)- n - ni¡

El conjunt.o ,r., se denomina .f grgg"!" d. 1". p""tu" d f,.,

Por otra parte, consideremos las aplicaciones

2 n n+t

definida por

Nr(t) = (n + 1) - inf No(t)

dcnde utilizamos Ia definición lnf Ó :- n + 1 , y

2

'2 
t Tr, t zn+1 '

(t_ € T ) ,n

deflnida por

D2 (s,t) = N, (s - t) (s,t € Tr,)
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Nótese que ,2

ultramétrica

Consideremos

(Aut(f ),T )nn

es Llna clistancia sobre 'lln que verifica 1a desigualdacl

D2(r,t) < t"táxtor(r,s),D2(s,t)] (r,s,t E T,., )

t'= tO,O, .,,, Ol como punto base del espacio geométrico

y designemos por xr[ rrrl al ta.bo.,a(f ) 
(t') Las órbitas

T están dadas por
n

c,n(r") = {t € TnlN2 (t) = mJ

r.'- [to,o, ...,0 Ir^ ^ T

!---yJ !n-nl' j-,r-r'2
n-m veces

,]e f inición Hf,U

descritas por

óara todo m -' z' n+L

más las órbitas de

de K2[ Tn] en

, donde util.izamos 1a

Aut (l' ) en T2 queclartnn

z v teí\ s € C,,(t')n+l t

de C (t") sobre C (s,J)
mnl

'n- '

::H \{o} Ade-
a¿

(r € c (t.)) ,
m

o = {(s,t) €
m

=^] tf.É Z -)n+ I

Como Ia clis¿ancia D^ es, en partlcular, una aplicación sinótrica, es de-

cir, D^(s,t) = o^ta,=l (s,t € T ) , se obtiene que el espacio geométrico
)2f

(Aut(f ),T ) es un espacio de GeLfand con puilto bas(r t" - (0,0, ..., 0)
nn

12 o, {., t)

4.3.2. Sean .{.,m €

Lo"o l
-Lmbr-vecttva L

Consideremos Ia aPlicación

definida ¡:lor

lo,,o l
f= 

t t /t. -' (sr + Lr ,s? * t-¿, ..., sn + Ln)

donde
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lo"o l
s + t := t a n (t) = (s. + r-,s^ r t-,-s t t. ¿ .r] * tn) (t e Cm(t') ) ,

provee a Tn de una estructura de grupo¿ a sa-ber, la estructura de produc_

to directo de 1os grupos ,;. (j € znnl) . por fo tanto cada carácter de1
)

grupo abeliano T+ es un carácter del espacio de ce_lfand (Aut(fn) .Tn)

Notación. Consideremos

c(s)=tterlo^(s,r)-mlm n' .z

Ahora bien, }a operación binaria en T

(^ €'r,*1 ' s € Tr',)

n definida por

(* € Zr+1)

2T /AuL (f ) cn C definjoasnn

(¡
--o

por

Lü := 0.) o Dr
-n Qn-^+l ' n-m+]

se infj-ere que Ias aplicaciones cle

d (o") =ML »
t€c¿ (t ' )

si Z<m

-1-fa - 1\ ' -.i 0,Yn_m+.] - '/ , 5J- ¿ = n

si Z>m

para todo , C 2.,* i , L e Zr*1 , proporcionan todos los caracteres del ál-
gebra conmutante asociada al espacio de celfand (Aut(fr.,),:rr]) .

I

I
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Cbtenemos así e1

TEORIIILA 17. L¿rs repre s entaclone S irre.luctibles de Aut (l'n) , asoci¿adas a

n-n g.j!!_sacia s por 1¿ t_+]rla sla acción de Aut (f ) e¡r 'I- , e:jtán caclas

Paránel.ro f¡-inción esfór ir:a
(noi:malizada)

climensión N o al.e reDres .

e¡r Ia f.¡ni lia

m-1
É2r.,+ r .t^o(,N (?)

L=U I

I
- (Q,,-^*t -1 ) 6m,Nr(;) QtQ2"Qn-m(Qn-*r-1-l)

Denostración: Nótese que

_ 1 t.- l'"1 L.

1=l\r

- t n m-1 -1 l=
r-:T lr",,.l,Q.,Qr.''Qn-,n(Q,,-m.r.-"t.,lu 

ur,r,(r)-(Qn-,¡l-1) ó,,,¡r ,(:r)
I l¡r ! llr_l

n

QrQ2" 'Qn-N2(?) (lt5o,N2(.,,' 
'- ,,=.ri, , *, 

n , o, ' ' ' Q,,-o, (Q,,-,n-, 
"

QlQz ...Q,,-N,t:i:0,x,(?) = 6r"

Q.E.D.

C,. . m (nL c 1\ , rn ' 2) . !iI cs¡acio Lu
-l -

este caso, un sír¡LpLice regular m-dinensioilal'

4.3.3. Consideremos n = 1

celfand (rrut (f ., ) ,T1 ) es,

obtenemos asÍ el

v

en

I
-1) Ij

1

n
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COROI,ARIO

mcnsiorlal

1. ] as

es Lílll

re taciorres

dadas la tabla siquie¡rLe

irre.luc t ib le¡i de1 lice r

Donde N(t) designa Ia distancia geodésica entre el punto reT-1 yel

E1

do

Considelcmos adomás n - 2 ,

espaci o de Cel fand (Aut'fr',T2)

m-dimensionaL. obtenenos así el

e, = m rrn € LI , m 2r y ,., - 2

es, en este c.r-so, un Lo_lit"!s_ ,r"2"-

COROLARIO 2. Las r epre sentacione s irrecluctibfes de1 Po.lít¡PO cruzado m-di--

mcnsion-I están dddas por Ia t¿bló sigui'nLc

función
esférica

N (?) dimensióti

ó'Cr
o

d,
' 

cr¿ .l

1

- (m-1)

0

1

1

-1,o,

_,]
,n- 1
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Donde N(t) desiqna 1a distancia geodésica entre cL punto , t r, y ef

5. Biblioteca de la Marctarita con " ]!Ugg.

5.,]. sea n € tri. consideremos e1 qr.rfo 1'n = (v¡,in) , conde lrr es eI

-;uLuorLjur,:o le.l con.iunLo 1 I clL tlnido r ur
n

(s¡t) e !,rl .+ exi.rjl-" , a rl*, , i / 1 , Lal ql-re Í - I(1i) ,

clonde (1i) es Ia transposlción que in1-erca¡üia 1 e i

Es cfaro que (s,t) e Ln impllca (t,s) € !r., , Por 1() tanto eI r1:rafo l'n

es no or:ientado.

Desiqnemos por Aut(ir) aL qrupo Ce todos Los automorfismos del

gr.1fo lr, , es decir, al grupo de toaias las aplicaciones biYectivas !¡

en lliy (§i,., ) l-¡iLes clue

(s,t) eL- - (q(-),q(t)) € L..

Aalemás, denotemos por aaJ6"] i:l subqrr1po del gruPo Aut (I'r.,) foi-rnado cle

ldg L.¡ uslaci.ooL- L : E É sl: (s,L g. bl '
s Il

Consicleremos to = e , <londe e es el elenento neutro del cjrupc

J , coÍ,u nJnro bJse dc.r es1 .rci,, u{.o-;l.ri.o 'eL.u(I L 5 I y iñsi\.rr eñ'o¡l.Jr,-"""n-¡i

pvr r:(rr,t ,,1 rreA.,t (. )(L') 
PL(!lo 'lue B: ',,1 cs L'l' s 'b'ru' r tc

n

AlLtr (1' ) LTue actia transitivamente sobre §. se obticne que A'-rt (1. ) =
lt' '"n - Il

= KlíY lBlG l.' l! - 1I
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LEMA 11. EL grupo KtG ] consta de las conjugaciones k--: t » oto 1

(t e§ ) ocfinio.rs p'rra todü o' q Lrr 9ue \'r = Por Io t.anLo

(gl
Il

es ISomoIIo a '- n-l '

l)emostración: Sea o € 6n tal que O (1) = 1 . La relación

ot(li)o-l = oto-1 (lo(i) ) (i € zx +l ,

implica que ko es un elemento de Aut(fn) además, como ko(t") = t"

obtenemos que ko € *[6n]

Por otra parte, cada elemento de K[G n] permuta entre sí a Ias

transposiciones (1i) para todo tari*,, Ll1, por:10 tanto

Kfg I posee a Io más (n - l)i elementos d.iferentes. Nótese que cada
-n

elemento de K[(r""J que fija cada una de las transposiciones (1i) ,

,'rl*, , i 11, se reduce a Ia apricación identidad ut Gr.

Q.tr.D.

Observación. De-I. Lema precedente se infiere que

Aut(In) = Kleír,l l.nt,6"J :r3"_tX(i"

LF¡lA 12. Iros clcr¡ent os s .L t o. i) ,,

orbl1-a en \\ s) Y so¡o sI

(il s .L r sor. (oniuqJ.lor er. ) n ,

Dertenecen ¿r Ia rnlsma KJIü l-

(ii) el orclen del ciclo que contiene a 1 es el mismo para s y-igIq t

Demostración: Es inmediata.

Q.E,D.
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PROPOSICION 13. EI espacio geométrico (l,ut(f_.),rÜ-) es un espacio de

l' = e ? {eno.i"a,lo fribiro

!91 n

lJemostración: Nótese gue

v(s,t¡ e @2 , l Laf que (s,t)g = (t,s)
n

-ru2É V (s,t) t:(,
n

g € Aut (fn)

, l.r' Au (l ) r.l quun-

, f ccAut(f-) tdl Llue

[1 número de K[G4] -órbitar "tt S4 es 7. sobre la figura

mos representado eI grafo fn , donde p¡r¿i cada efemento U. G n

ro(l!Lado el rndlcó r de

3he-

hemos

Ge]f and con punto b.1se

"- v(s,r) eg2

(b ..J b )(t') = t'-)' st

* vrLe lr,ertGln _ 'n

Ahora bj-en, para cada r €§_-n

las condiciones de1 Lena precedente,

5.2. CaracLeres de 1a Bi@ 4 l1bros.

ta-L que h(r) = r

s, liere qre r. y r verif icon

10 cual demuestra la eroposición.

Q.E.D.

-t -1c¡ (s) =t v cl (t)

(b ,cl '!,-)(s 't) = t 's
t
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(143) (1¿¡23

(123)

(14) (23" = e (23)

(132)

2) (34

Figura 3. crafo asociado a la Biblj-oteca

de .La Mar:garita con 4 libros.

En este caso obtenemos:

Carácter f del espacio de Gelfand (Aut(fa),9 )'
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Carácter t, deI espdcio de Cel lonJ (AuL(l-,),9^) :

Carácter fz
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carácter f- del espacio de Celrand (AuL(I,),G"i ,

f a clel espacio du Ce ltancl rauu (fo) ,§*) ,Carácter

-1 ',t

(1)-
(¡
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Caráctey: t. de! espacio de Celtand (Aüt(1,),G-) :

Carácter f
6

del espacio de Cc t r.rnd (aut (lO) , §n) :

-(¡ 0)

Más arriba se designa por o a una raíz cúbica primitiva fija de Ia uniclad.
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Obtenemos .rsí ef

TEoREMA '1 B. I-as repre sentaciones irreduct.ibl.es de Aut(,9¿) , asociaclas a

La acció¡r de

KLg 4l-6rbit.r

",, C\ --4
runcaon

esférica

Gef f and

1-;

I
3

2

3

1

5

I
3

1

1

6

aLrt {$r) ". 
,-ü , , cstárr .ladaij por la t-abla--siguiente

dimensión

ó
'cr

I

ó'a2

ó'a4

,o,

Dcnde ü: es el carácter del. ál.qeb::a conmutanre asoL-lada al espacio cie

(eut (l'n ) ,f-'1, ) prop<¡rc ic¡naclo pc¡r ol. c¿rráctur f 1cl-__. p::l_:L.

Gelfand (Auh (f 
4) ,(Y4)

Demostració¡: Us in¡nedia La.

Q.E.D.

-1

1

-1

0

0



CAPfTULO IV, PROBL]JMAS IJO P.ESUEL'IOS

l. P"Ldno de Poincdr¿ finrLo.

1.1. Sea k e1 cuerpo finito con q elementos, k, la extensi6n de grado 2

de k , Nz Ia norma de k, sobre k y F2 el automorfismo de Frobenjlrs

de k, sobre k Si k es de caracteristica distinta de 2, entonces

existe a € k tal que kt es cuerpo de desconrposición del poLinomio

p(x) = x2 - a e k[ x] Si k es de característica 2, entonces existe

a € k tal que kz es cuerpo de des conrpos i" ción clel polinornio,

prx) = x2 r x t ¡. kl xl

Supongamos que kz es cuerpo de descomposición de1 polinomj.o

p(x) e k[ x] y etijamos una raíz u € kZ cle t¿rl polinomio, enlonces kZ.

es un k-espacio vectoriaf de dimensi6¡i 2 con base Il ,t.i . Para ca.la

, a k, consideremos

z =: (Re z) + lrm z)a (Re z, In z e k)

EI grupo GL(2,k) de todos }os automorfismos lineales de1 k-espa -

cio vectorial kZ es el. producto de su subclrupo abeli.rno K for.mado de

105
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las mr.rlt ipl, icacione s Í\2. . x é zt (x € kr) por los elementos z del

grupo k, , I ae su subgrupo B formado de .Los aLlto,¡ror J'i smos lineafes

b_ : x» (Re x) + (Im x)w (x € kr) dcfiniCos para todo , € k2\ k

Ileslgnemos por. PGL(2,k) a1 grupo '1'(CL(2,k) )\GL(2,k) , donde de-

notamos por z(GL(2,k)) al centro del grupo cL(2t]l) - Nótese que

z(GL(2,k)) = x'ro
2

donde I,- es la aplicación identidad de k, Consideremos además
n2

l,i .= z(GL(2,r() )q (!, € GL(2,k) )

Para un subqrupo tl clel grupo GL(2,k) desi.Jnaremcs por Ig] a1

subgrupo del grupo PcL(2,k) formado por 1os clementos Ih] É PGr-(2,k)

con h€H Nótese que

PGL(2,k) = [r] [u]

1.2. !l_=!.l9l" q (PCrL(2,k) ,l¡l I

1.2.'l- Para cada g € GL(2,k) se tiene

I ol I ^r, ,., 
l, on,, 

, 
_,0 , ll

Por 10 tanto, la acción de PGI-(2,k) en t¡] está dada por:

además

Inrl '[t"] = [b1nn y)+(rm y)r] (w, y € ¡^¡; ,
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Caso en que k es de car¿cte¡ísLica disLir)¡¿r de 2 :

[»r] '{,orJ = []'1nn z)w+ (rrn z)a] (' c kr\ k' , z € k;)
rl" ""''¡ ;

Caso en que k es de carac ire:j:l--tt c l 2 :

,¡l'tml=[¡, I ,u'6x\k z.]Y\¿ z l(Re z)r-.Tn z)jw,(.r. z'ol twáxr\k 'zcy')
(Ir" 

")t, + (R. , -

Por otra parte, consideremos la a.pticación biyectiva if cl. Ie]

sobre k^\ k ,.jefinida pc-, r2-

(,([ b ]) = y
v

(v € k^\ k)-t

Por transpor:te de estructura, vía 1a aplicacJ-ón bj-ycctiva rf , se pruvee

a kr\ k de una estructura de PGL(2,k)-espacio dereclro t¡:ansitivo. ltl. cs-

pacio geom6trico (PGL(2,k) ,k2\k) así obtenldo es isomorfo at espacio geo-

mótrlco (PGL(2,k) ,Ie] ) nf PGL(2,]i)-j.somorfj.smo está clado, obvi.rmenLe,

por Ia aplicación biyectiva !r La ¿rcc.j ón dc, pcl,(2,k) en k1\k cstá

dada, explícitarnente, por :

"'l¡l= (Rey) + (rmy)w
v

(w,y e kr\k) ,

además

Caso en que k .r a" .u.u"tu.í.tj. 2 ,

(Pc z)w tr .Im z).1l^'lmzJ = (rr, ,¡, * .P. t (w e kr\k , z e kZ)
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I
(v¡ € kr\k , z. e k-z)

lún más, por transporLe de estructllra vía -La aplicación biyectj,va !r se

provee a kr\ k de una esLructura cle grupo, el grupo (k2\ k) así obte -

nido es isomorfo aI grupo Ie] ¡xpfíciLamenLe obtenemos

w'y= (ReY) + (rmY)v/ (w,y e ¡r1 ¡¡

Caso en que k es de característica 2 :

1 . 2 .2 . Consideremos las aplicaciones :

definida por

definida por

n: kr\k-k*:= (k\ {1}) u {-1 ,

n (w) =

.. f w - L I -.*rl;*rr.f ¡j w e kr\ (k u lF2( )r)
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' f---z---l-l -i"zf z: r¡wlJ sr z / F2(w)

d (z,w) =., 1r'r-1¡ =

si z=F2fu),

para todo (z.w) € (k2\k) 2

Las órbitas ae I r] en k2\ k esrán dadas por

v, = {w € kr\kln(w) = r} (r € k*) .

En efecto, Ia familia {v } . * es una Dartición I f.t -invariante de k2\ k

tal gue

lvol = r ,

lu-l = r ,

lv I = o + t' r' (r e tx\ {l }) ,

aoemas

lst"b[ .] {e)l= lt«l l=q+ r,

l..ublxl (F2(c))l = lt«1 l=q+ t,

lst*[ o](w)l=r (w€kr\k,wle , F2Lt))

por consig,uiente, 1as órbitas de pGL(2,k) en (k2\k)2 están dadas

IrcT

or = {(z,w) € (rr\x)2la1z,w) : r} (r € k*) ,
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luego

lo , = tq2 - e) .' o'

lo."l = te2-q),

lo I = tq2 - q) (q + 1) (r e:<x\{lJ), r.

Como 1a aplicaci6n d es simétrica obtene;ncs que el espacio geom6-

trico (PGL(2.k),k2\k) es un e-<pacio de ceffand con punto base wo = ¿

denominado plino de Foincará finito. La aplicaci6n d se Cenomina pseudo

distáncia hi¡e¡ bó'l j ca finita.

. Desig::ernos por

Se tiene

AOe¡tas

IROPOSICION 14. Las aplicacj-ones de

por

(k2\ k) 2/PGL (2,k) en E de f ini das

a[ (k2\k)'J a] su]grupo derivado clel grupo (k2\k) -.

A[ (k2\k)'] : {,, e kr\klrmI,i = l}

a[ (k2\k) ']\ (k2\k)' - k' .

t,l],t e¡e:ic s as1 -ta

1_
c, (or) = 1;1 ) X (Im w),' , r, w€Vr
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» X (lm w)

si r=0

si r e rx\{l}q+ 1 |.',-e )Nzi,-r¡.rJ='

x (-1) si r=-,

x /\ -1para _todo X€ (k) ródulo ¡-X , plgg@

bra conmuta¡te asociada al espacio de celfand (pcl-(2,k) ,k2\k)

Demostraci6n : Es inmediata .

Q.E.D.

1 .2.3. _cqso_ggl__e.gpCe" de cef far.d (pcI, (2,k) ,k2\ k) cuando q = 3

La extensi6n cuadrática k, del cuerpo k es, en este caso, cuer-

;2o,le descomposici6n del polinomio p(x) = >¡z + I € k[ r] ¡t grafo conexo

f = (kr\k,I) , do:rde f! es el sunconjunLo de1 conjunto E2(k2\k) de to -

dos los subconjuntos de cardinal 2 de i:r\k rjefir.rido por

{",w1 e _L - d(z,w) = -1 ,

es un octaedro. Explícita:nente obte¡enos
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v¡[
o

I+L
1-1]

!-igura 4- Oc:aedro.

Nótese que fa clistancia geodésica de1 grafo conexo I es un invariante
)

que clasifca fas órbitas de PGL(2,k) en (k2\k)'- La Propcsici6n I4

proporciona ta función esférica no trivial siguiente

\ -1

--f9'/\

Ia dimensiór de 1a representación corre sponcl icnte es 3-



Por otra parte. consideremos

'1 13

Las

por

operaciones binarias adnisibles en e1 octaedro quedan determi¡radas

Ia tal¡]a siguiente

para cada permutación de cada columna de1 rcctánqulo achuraclo.

___'J

Iar obtenemos

nn part,icu-
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0 1 2

e x v z u

0 e e x v z u

1

x

v

u

x

v

z

L1

yevz

exuv

uvex

vzye

u

z

v

x

2 z u x v e

fa cual es una estructura de grupo no abellano, a saller. el grulo simétri-

"o G : . Nótese que el grupo

trico $ a Además

(k2\k)' esr en este caso. eI grupo simé -

0 I 2

e z ux

0 e e z ux v

1

x

v

z

u

x

v

z

u

uvye

vx92

yeuv

ezvx

z

u

x

v

2 x vz u e
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1a cual es una estructura de qrupo abeliano,

Tal- estructura de grupo proporciona todas las

pacio de Gelfand (PGL(2,k) ,k2\k) cuando q

trivial resLante está dada por

octaedro como el- subqrupo de Ias rotacjones de

al octaedro en si mismo (el centro del octaedro

cleL espacio RJ )

extensión cuadrática k def

del polinomio p(x) - x' x I

l+a saber, el orul]o Z Z'12
funciones esféricas del es*

= 3 La función esférica no

So(3,m) que transforman

se considera en el origen

cuerpo 7,/22 cs cuci:po

l,¿ dimensión de la representación correspondiente es 2,

observación. Nótese que cuando q = 3 . eL grupo PGL(2,k) actúa en eI

1"2.4. Caso de1 cspa,:io de Gelfand (PGL(2,k) ,k2\k) cuando q = 4

pos ición

raíz de

cuerapo

P(x) = x

descom-

una

de1

de

k

kz

La

tal polinomio. Por otra parte,

k es cuerpo de descomposición

' ' x + 6 € X[ x] i sea r É: t', . ^z

1t- ,2. -v, Ir] ; =c, . .

la ex l-ens i ón cuadrática

del polinomio

una raíz de ta1 polinomio.
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E1 grafo conexo

P (k2\ k) clefinido por

¡= (kr\k,t-) , donde subc()rljunto deL es el

{z ,w} e I, .+ d(z,w) = ir ,

es un icosae.lro. Explicitane¡1te obtenenos

1 + 6e

6 * (l

1+e

1 + (1 + 6)e

(1 + 6) + ór

es rrn lnvariante que cla-

Lr I .uo . iuiór -4 :r pclr -

¡..ir:' ,r- .-..- r-l ,.,pi -

N6tese que l.a .l.istan.iia georlés:i ca rlel

sifi-ca las 6rbitas de PCL(2,k) en

ciona 1a furción esf6rlca no trivial-

tulo f) I

qrafa i

(rr\ 12 )

ijr (,/er
o:l

É:

(1+6)e\

k:
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I

l-a clinensión de la representación corr:csporrcliente es 5.

Sea f un caráci:er de] espacio de Gelfand (pCL(2,k),k2\k) cuan-

c1o q = 4 Ll orclen def subgrupo cícfico iinito lrn(f ) .te Cx e:r un Ci-

vjsor cle 12- Ahora bien, com JZgpl -l.r , Cr,n.le ,,,, rlesign;r al lJ¡1lro

d¡: 1¿rs raices 12-és j-mas .ie Lal u¡i.lacl , obteitcnos rfuc l¿rs JunciorLeaj esférl -

c¿-rs Ó^ , !^ (ver párrafo 5 .2 .2 - cft:7 Capíru1o , ) 1ro son (lel t-ipo*r l)

M-., -. (f ) tr.rrcr alctún car:ácter f r-1c1 cs¡rrr: i-o .lc aicf f¿túd co¡sirll)L.r.1c,.:l (u , I )

Erl ¡rlrtic,-rta. obtenemos llue 1¿1s cstr.Ll.rtur¿rs ce1 clnrirr--, .rbeLi.lno .l.r or(.lerL

'12 no son admisib.Les.

Observación- Nótese que, cuando q = 4 , e1 <¡rupo

icosaedro como el subgruDo de las rotacicnes de

al icosaedr.o en si mismo (eL centro de1 icosaedr:c;

I
qer. de.I espaci.c, IF- )

PGL(2,k) actúa en el

SO ( -l , nr. ) que tr:ans f crman

se.ionsiCera en el c¡ri-
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Denominamos serie principal cle repr_e senta c iones del. espacic¡ de

Ge.lfa¡rd (G,X) .r Ia familia cic reprc:;cnt,:rr:rones jr¡eductjblcs de G,¡ aso-

ciadas a fa acción rle G ern X , proporcronaclas ¡¡or Lt¿rril.rlerc.c Cel espa-

c.io de Ge.lfand (G,x),. []n Droblema nc resuelto i¡teresante consiste en

determinar una fórmula que pr:oporclone Las represeni-a.iiones ir:red,-Lc tib les

de G, asociadas a fa acción de G en x, que no pertenecer a Ia serie

prir-rcipal de repres ent.lciones del espacio de Gellatr.l (G, X)

Comentari()s

Sea (G, X) lln espacio d.r Ge l f aI1(l f j nito. l,iis .:stru.itlrras (ie .lrLlpo

adrnisibles en X constlt-uvcr¡ una sr¡Lfami I ia "nuy peqr-rcir;,r" rlr: I a f ami l-ia

r1e operaciones binarias admi!:ibles en X Iln problema no resucll-o apasio-

nante co¡rsisle en prccisaI 1a general.jda¡1 del métorio .le los caracleres.le

un cs¡'jaci.o cie GcJ-lancl, es decir, csi ablccer si ca.l¿¡ rt.rr'á(rte¡ dei e:jp.'rcj.o

de CelfanC (C,X) es ne ce sar i.]Jre]lte lLn ca::ácter .1€r al.tuia estructur.r de

grupo aclmis.i):1e cn x ), prccisar ta.l estrucl-r.1r:a d.' qrupo. LiI pLobl emaL

precedente ap.rrcce ya, cic manera no tri1,-1a1, cn la iljltlicLe.a .le 1a llar.l¿-

rita con ¡l liirros (ver párrafo 5.2. cicl Calrit-!lo f rI).

Por otra parte / destacanos que r: l. nót-¡¡do ce -Ios cirr.rcteres de ull

cspacio .le Celfa¡d trasciende eL caso f ilrri,.) -Y pue.le s.rr: apli(rado ¿ csla-

cios de GeLfan.l dÍscretos cono l)or ejeirplo,rrrL á¡bc-,1 )lomcrgéneo o más aú¡r

a cualquier esparcio aie Gc.LIali.l en c1 cu¡1 nuel'rtra¡ fórrnuLa "tctrrla serriicio" _
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