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RESUMEN

En este trabajo se presenta un estudio dentro del marco de Teoria Efectiva de
Campos sobre inflacién. Se establecen cotas inferiores a la velocidad del sonido ¢, a
partir del valor del tensor to scalar ratio. Por otro lado, encontramos que una con-
firmacidn de la relacidn de consistencia r = —8n,, entre el tensor to scalar ratio y el
indice espectral tensorial n; no es suficiente para descartar modelos no candnicos de
inflacién, donde se tiene que la velocidad del sonido ¢y # 1. Para poder discriminar
entre un modelo candnico y uno que no lo es, se debe emplear pardmetros adicionales,
como el running del indice espectral o. Ademads, se estudian los efectos provenientes
de operadores UV que aparecen en casos donde ¢, es diferente de la unidad, mos-
trando como cambia la relacién entre r v ¢,. Asi, encontramos que grados de libertad
pesados que interactian con las fluctuaciones de curvatura producen cotas mucho

mas fucrtes.

Por otro lado, se estudia la aparicién de sobresaltos (features) en el espectro
primordial. Mostramos que dos fuentes que pueden producir sobresaltos son una va-
riacién repentina de la velocidad del sonido y un cambio repentino en la tasa de
expansion del background. Se analizan sus efectos por separado y se propone una re-
lacién que une estas dos situaciones, permitiendo estudiar la aparicion de sobresaltos
debido a ambas fuentes en simultdneo. Asi, obtenemos una relacién de consistencia
dependiente de un sélo pardmetro, proveniente de nuestra relacion propuesta, entre
la forma y tamano de los sobresaltos en el biespectro y sobresaltos en el espectro de
potencia. Finalmente, dado que se propone una expresién matematica, estudiamos
mediante métodos numéricos dos modelos de inflacién, P(X) y miltiples campos, la

validez de la relacién propuesta.



ABSTRACT

In this work a study about inflation within the framework of Effective Field
Theory is presented. It is set lower bounds to the speed of sound from the tensor
to scalar ratio value. On the other hand, we find a confirmation of the consistency
relation r = —8n,, between the tensor to scalar ratio and spectral index tensor n; is
not enough to rule out non-canonical models of inflation, where the speed of sound
cs # 1. To discriminate between a canonical model and one that is not, we should
use additional parameters, such as the running of the spectral index a. In addition,
we study the effects from UV operators which appear in cases where ¢, is different
from unity, showing how the relation between r and ¢, changes. Thus, we find heavy

degrees of freedom interacting with curvature fluctuations produce stronger bounds.

On the other hand, the appearance of features in the primordial spectrum is stu-
died. We show that two sources that can produce features are a sudden change in
the speed of sound and a sudden change in the rate of expansion of the background.
Its effects are analyzed separately and a relation that links these two situations is
presented, allowing to study the appearance of features due to both sources simul-
taneously. Thus, we get a consistency relation which depends on a single parameter,
which comes from our relation proposed, between the shape and size of features in
the bispectrum and features in the power spectrum. Finally, since a mathematical ex-
pression is proposed, we study the validity of the proposed relation, using numerical

methods, two models of inflation, P(X) and multi-field.
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Notaciéon y Convenciones

Usaremos A = ¢ = M3, = 1, donde % corresponde a la constante de Planck, ¢ la

velocidad de la luz y Mp; = 1/v/87G es la masa de Planck reducida.

La signatura de la métrica serd (— + ++).

Denotaremos por ¢ el tiempo y 7 el tiempo conforme.

A su vez, denotaremos la derivada de una cantidad A respecto a t de la forma A

y la derivada respecto a 7 de la forma A’

Los elementos en negrita (r) representaran cantidades vectoriales.

Finalmente, los indices griegos p,v,... corresponden a las cuatro coordenadas
espacio temporales, tomadas como 0,1,2,3. Usaremos siempre que la coordenada 0
corresponde al tiempo {. Mientras que los indices latines 4,7,... corresponden sola-

mente a las coordenadas espaciales.



Capitulo 1

Introduccion

Una de las caracteristicas del ser humano es su curiosidad y capacidad de pregun-
tarse por su existencia, origenes, tanto de si mismo como de aquello que le rodea. Es
en ese espiritu que se tienen diferentes visiones cosmoldgicas que tienen su origen en
diversas fuentes. Si bien es cierto las preguntas existen desde hace mucho tiempo, la
perspectiva de la cosmologia desde el punto de vista cientifico es bastante reciente,
por tanto, se mantiene como un campo en constante desarrollo, a la vez que hoy pre-
senta un auge debido a la creciente cantidad de experimentos que permiten obtener

un gran numero de datos en la observacién del universo.

Uno de los hechos importantes para el inicio de la formalizacién de la cosmologia
fisica lo constituye la resolucién de las ecuaciones de Einstein para relatividad gene-
ral por parte de Friedmann [1], v de forma independiente por Lemaitre [2], donde
se mostraba que el universo se encontraba en expansién. De esta manera, se esta-
blece el Big-Bang como modelo cosmoldgico para el origen y evolucién del universo,
que muestra que en los primeros instantes del universo, éste era mucho mas denso y
caliente que hoy. En este escenario, las interacciones entre particulas eran mayores

y mas energéticas, teniéndose que en principio, los fotones se hallaban acoplados al



[N}

resto de materia. Luego, en un instante posterior estos fotones se desacoplaron de la

materia pudiendo viajar libremente por el universo.

Las observaciones de Hubble [3] en 1929 sobre el alejamiento de las galaxias y el
descubrimiento del fondo césmico de microondas (en inglés Cosmic Microwave Back-
ground, de aqui en adelante CMB), el cual es el residuo de radiacién proveniente
de la época en que los fotones se desacoplaron de la materia, en 1965 por Wilson y

Penzias [4] suponen evidencia experimental para el modelo del universo en expansion.

Atin cuando la evidencia experimental favorece el paradigma del Big-Bang, la
teoria deja algunos aspectos sin resolver, dado que requeria condiciones iniciales
muy particulares para que pudiera observarse el universo tal como se lo ve hoy, dan-

do origen al problema de la planitud y el problema cosmolégico del horizonte.

El problema de la planitud, asociado a un problema del ajuste fino, esta rela-
cionado con el hecho de que las mediciones actuales indican que el universo debe
ser plano [5], es decir, donde se cumple el quinto postulado de Euclides. Sin embar-
go, para que se de este tipo de universo las condiciones iniciales debieron ser muy
particulares, puesto que de otro modo resultaria en un universo con curvatura. Por
otro lado, el problema cosmolégico del horizonte consiste en el hecho de que dos
puntos opuestos vistos desde la Tierra, que se encuentran a la distancia més alejada,
presentan homogeneidad en la temperatura. Considerando que la edad del universo

estimada es de 13.7 mil millones de afos [3], no existe forma en que éstos puntos

opuestos estuvieran en contacto causal para lograr encontrarse en equilibrio térmico.



Un trabajo de 1980 realizado por Starobinsky [6] propone que correcciones cuanti-
cas evitarian la singularidad inicial en el Big Bang mediante un universo que se expan-
de exponencialmente. Mientras que en 1981, Alan Guth [7], propone un mecanismo
para resolver los problemas del horizonte v de la planitud, donde se experimenta un
periodo temprano de expansion acelerada del universo, el cual se desarrolla de forma
exponencial y que ocurre junto a un super enfriamiento del universo. Es asi como se
presenta un universo en un estado de falso vacio, donde mediante efecto tinel algu-
nas regiones pasan a un estado de vacio verdadero, teniéndose burbujas de este vacio
real. Allf, estas burbujas experimentan una transicién de fase de alta temperatura
a baja temperatura, lo que origina esta expansion acelerada en cada una de estas

burbujas de vacio verdadero.

La idea entregada por Guth, a la cual llamamos inflacién, no sélo resuelve los
problemas citados, sino que ademés es capaz de dar respuesta al por qué no se
observarian hoy monopolos magnéticos. Por ejemplo, la inflacién propuesta puede
solucionar el problema del horizonte sacando fuera de éste puntos que estuvieron
causalmente conectados, de modo que cuando vuelven a entrar ya estdn termaliza-

dos por haber tenido un contacto previo.

Sin embargo, la idea de Guth contenia un problema en el hecho de que la tasa de
nucleacién, es decir, la velocidad de formacién de estas burbujas de vacio verdadero,
es muy lenta como para alcanzar el valor necesario para terminar esta inflacién [8].
Por otro lado, el modelo propuesto no permite un recalentamiento apropiado para la
generacion de estructuras posterior a la expansion, puesto que en la formacién de bur-

bujas éstas no producen ninguna radiacién. La tinica forma de que pudiese emitirse



radiacién que permita termalizar este universo es debido a colisiones de las burbu-

jas formadas, sin embargo, la tasa de ocurrencia de esto se demostrd que era baja [9].

Tras el trabajo de Guth, aparecen los articulos de Linde 10| y de Albrecht junto a
Steinhardt [11] donde se desarrolla la idea de inflacién con mejoras al trabajo original.
Es en estos trabajos, donde se presenta un campo escalar al que llamamos inflatén,
cuyo valor de expectacion rueda hacia abajo lentamente por un potencial, resolvien-
do asi los problemas del trabajo de Guth, usando una aproximacion semiclésica que
permite pequeflas correcciones cudnticas, con una evolucién continua y lenta desde
el falso al verdadero vacio. Este modelo, llamado Slow-Roll Inflation, constituye el

paradigma bajo el cual estudiamos el proceso de inflacién césmica.

Adn cuando los trabajos anteriores describen a la inflacion capaz de resolver de
forma eficiente los problemas del Big-Bang, con las observaciones actuales atin no es
posible determinar un modelo preciso y definitivo. Esto da pie a que el estudio de la
inflacién césmica sea un campo ain abierto, donde se busca comprender a cabalidad

esta teoria.

Asi, para la construccién de una teoria de inflacion, se puede proceder segiin Bau-
mann y McAllister [12] de dos maneras. Una es un procedimiento del tipo Top-Down,
en el cual se parte de una teoria completa en la regién de alta energia, ultravioleta
(UV), por ejemplo, teorfa de cuerdas, y a partir de ella derivar inflacién como uno
de sus limites a baja energia. De esta forma, se ha desarrollado una amplia cantidad
de modelos, como Axion Inflation [13], Axion Monodromy Inflation [14], entre otros

(para revisar mas modelos ver [12], otras ideas en [15] y [16]).



ot

Una segunda forma, del tipo Bottom-Up, consistente en partir de grados de liber-
tad a bajas energias, es decir, infrarrojos (IR}, y parametrizar nuestra “ignorancia’

sobre la teoria UV.

De este modo, en la construccién de una teoria de inflacién satistactoria, es po-
sible abordar este problema obteniendo resultados importantes sin la necesidad de
recurrir a una teorfa fundamental de gravitacién mediante la idea de Teoria Efectiva
de Campos (en inglés effective field theory, EFT), la cual, en esencia, consiste en des-
cribir un sistema dentro de un rango de energia por debajo de una escala de cutoff,
mediante operadores de baja energia compatibles con las simetrias subyacentes (para
més detalle ver [17-20]). EFT ha sido bastante 1itil en varios contextos, y es en los
trabajos de Cheung et al. [21] y Weinberg [22] donde se desarrolla esta metodologia
dentro de inflacién para un sélo campo, mientras que en [23] se estudia inflacién con

varios campos usando este formalismo.

Es importante notar, que el desarrollo de inflacién en EFT permite englobar tan-
to el modelo canénico como diferentes otras realizaciones, tales como modelos de
miltiples campos o del tipo P(X), el cual plantea que inflacién es llevada a cabo
por efectos no triviales del término cinético (por ejemplo, inflacién del tipo Dirac-
Born-Infeld (DBI inflation) [24] o K-Inflation [25]). Un elemento comutn dentro de
estos modelos no candnicos se encuentra en una velocidad de propagacién de las
perturbaciones de curvatura, la que se conoce como velocidad del sonido (denotada

como ¢;), diferente de 1, distinto al caso candnico.



Dentro de este trabajo de tesis, la velocidad del sonido ¢, es un elemento impor-
tante, puesto que analizaremos que el hecho de que tanto cambios repentinos en ella,
junto a cambios en la tasa de expansion, pueden producir sobresaltos (en inglés fea-
tures), es decir, pequenas oscilaciones en la invariancia de escala dentro del espectro

de potencia y en el biespectro.

La importancia del estudio de los sobresaltos en el espectro radica en que la
observacién experimental de este elemento permitiria descartar modelos simples de
inflacién que no presentan dicha caracteristica, entregando una mejor comprensién
sobre la teoria inflacionaria. Experimentalmente, hasta el momento, no hay eviden-
cias significativas de sobresaltos en el espectro primordial, sin embargo, ain se man-

tiene la bisqueda de éstos [26-30].

Aunque el modelo canénico de inflacidén presenta una distribucion gaussiana de las
perturbaciones de curvatura primordiales, donde su espectro es invariante de escala y
sin sobresaltos, en la literatura existen diferentes clases de modelos que tienen como
caracteristica la aparicién de sobresaltos. Por ejemplo, es sabido que para modelos
de un solo campo escalar donde éste atraviesa un salto repentino en el potencial, esto
deriva en un cambio en la tasa de expansidn, el cual se manifiesta en la aparicidon de

sobresaltos en el espectro de potencia y el biespectro [31-37].

Ademads, en modelos de multiples campos, encontramos que es posible la gene-
racién de sobresaltos debido a un sélo grado de libertad escalar, como a multiples
de ellos. En el primer caso, tenemos que el dnico grado de libertad relevante en la

dindmica es la fluctuacién de curvatura [38,39]. Mediante EFT es posible estudiar es-



te caso, donde los sobresaltos se producen debido a una variacién de la velocidad del
sonido ¢, y de la tasa de expansion H en el tiempo, provenientes de desviaciones en el
espacio de los miltiples campos [40-43]. Mientras que para el segundo caso, si la va-
riacion en el tiempo de un giro en la trayectoria de uno de estos grados de libertad es
mayor o igual a la masa de los campos ortogonales a dicha trayectoria, estos campos

se excitan dando como resultado la aparicién de sobresaltos en el espectro [41,44,45].

En el trabajo de Palma [46] se estudid la aparicién de sobresaltos debido a cambios
en la velocidad del sonido y a cambios en la tasa de expansién de forma indepen-
diente. Por otro lado, existen modelos, como se verd en este trabajo de tesis donde
sobresaltos aparecen en el espectro debido a ambas variaciones a la vez, sin em-
bargo, hasta la fecha, el hecho de que ambas caracteristicas se presenten de forma
simultdnea no ha sido estudiada. Es por esta razdn que en este trabajo se analizara
la dependencia del espectro de potencia y el biespectro respecto a estas variaciones

repentinas cuando ambas ocurren al mismo tiempo.

Por otro lado, durante 2014, BICEP2 [47] presentd resultados que indicaban la
existencia de los modos B de polarizacién de ondas gravitacionales, entregando un
valor grande del tensor-to-scalar ratio r, cantidad que relaciona las perturbaciones
escalares y tensoriales, la cual se analizard con mayor detalle en el capitulo 3. Este
hallazgo se constituia en la confirmacién de inflacién, sin embargo, resultados poste-
riores de PLANCK cuestionaron este hecho, puesto que la region observada contenia
un exceso de polvo estelar [48]. Sin embargo, atin cuando los resultados entregados
por PLANCK revelan que no necesariamente 7 tiene un valor grande, existen expe-

rimentos como Spider, EBEX, CMB-Pol and LiteBird que eventualmente podrian



reportar esto en un futuro.

La importancia de los modos B de polarizacién por tanto es alta, debido a una
confirmacion experimental de la inflacion. Por otra parte, usando este valor r pode-
mos fijar cotas para el valor de la velocidad del sonido ¢, independiente si es grande
o no. Los limites inferiores que se obtienen, como analizaremos en el capitulo 5, son
mayores a los obtenidos mediante mediciones de no gaussianidad del CMB [49]. De
esta manera, mediante teoria de perturbaciones en el contexto de EFT examinare-
mos restricciones en la velocidad del sonido ¢, a partir del valor del tensor-to-scalar
ratio r, al mismo tiempo que analizaremos los efectos que podria traer a estas cotas

la existencia de operadores que provengan de una teoria ultravioleta.

1.1. Outline

El contenido de esta tesis se estructura de la siguiente manera: en el capitulo 2
se presentan elementos basicos de la cosmologia junto al problema cosmoldgico del
horizonte y el problema de la planitud, para luego en el capitulo 3 dar paso al forma-
lismo de inflacién como método de resolucién de los problemas vistos en el capitulo
anterior, asi como su desarrollo matematico. Luego, en el capitulo 4, se procede a
tratar el formalismo de Teoria Efectiva de Campos, que constituye una herramienta
fundamental para el desarrollo de este trabajo, asi como también se mostrara cémo
aplicar este formalismo en un modelo de multiples campos. Asi, los capitulos 5 y 6
corresponden al desarrollo del trabajo de tesis propiamente tal. El capitulo 5 muestra
los efectos que tendria en las cotas para la velocidad de propagacién de las pertur-

baciones de curvatura el hecho de que modos tensoriales como escalares cruzan el



horizonte en instantes diferentes, asi como los efectos provenientes del running del
indice espectral y la aparicién de operadores UV. Mientras que en el capitulo 6 se
estudiard la aparicién de sobresaltos en el espectro de potencia y en el biespectro de-
bido a cambios repentinos en la velocidad de propagacién de los modos de curvatura
y en la tasa de expansién del background. Finalmente, en el capitulo 7 se discu-
tirdn los resultados importantes dentro del trabajo y se establecerén conclusiones

que pueden extraerse a partir de lo realizado.
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Por otro lado, para este fluido perfecto se cumple la siguiente ecuacién de con-

servacion del tensor de energia-momentumn

VoV =810+ FﬁaTS = Fzch‘: = [, (2.8)
donde
1
Ths = 59" (Oagpr + pgar — rgas), (2.9)

¥

corresponde a los simbolos de Christoffel. Asi, fijando v = 0 en (2.8) y usando
los valores de los simbolos de Christoffel para la métrica FLRW obtenemos que la

evolucién de la densidad de energia lleva a la ecuacién de continuidad
p+3H(p+ P) =0, (2.10)

donde hemos definido H = a/a, que denominamos pardmetro de Hubble, el cual da
cuenta de cémo varia el factor de escala. El valor actual entregado por PLANCK [51]
en 2015 es de

Hy=678+09%m- s Mpc . (2.11)
Por otra parte, a partir de la ecuacién de Einstein
G =T (2.12)

obtenemos que para la componente 00 se¢ ticne

1 k
H*=-p——, 2.13
3p a2 ( )
mientras que para ¢ encontramos que
a 1 .
- =——(p+3P). (2.14)
a 6

Notemos que de la definicién de H podemos escribir la ecuacién (2.14) como

. 1
H*+H= —é(p+3P). (2.15)
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Asi las ecuaciones (2.13) y (2.15) se conocen como las ecuaciones de Friedmann,

las cuales describen la dindmica del universo.

2.2. Problemas en la cosmologia estandard

Tras haber revisado elementos importantes en la descripcién de un universo de
métrica FLRW consideraremos dos problemas que surgen en la teorfa del Big-Bang,

el problema cosmolégico del horizonte y el problema de la planitud.

2.2.1. El problema del horizonte

Consideremos la ecuacién (2.4) y expresemos el tiempo fisico en términos del
tiempo conforme segin la ecuacién (2.2). Dado que el universo es isotrépico, d¢ =

df = 0, luego

2 dr?
ds* = a(t)? (—d”r2 +7 —Tk*r'2> : (2.16)

Definamos dx? = dr?/(1 — kr?) de modo que
ds® = a(t)® (—dr® + dx?). (2.17)

Por otro lado, la trayectoria de los fotones sigue a lo largo de geodésicas nulas, es

decir ds* = 0, por lo tanto, en este espacio tipo FLRW se tendrd que
Ax(r) = Llir, (2.18)

Entonces, la ventaja de trabajar en tiempo conforme, es que en un gréafico podemos
dibujar los rayos de luz como lineas rectas que forman un angulo de 45° con los cjes.

Notemos que esto es posible hacerlo para cualquier tipo de geometria, euclidea o no.
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Luego, dado que dt = a(t)dr, podemos escribir el intervalo A7 como

b dt

para un tiempo inicial ¢; y un tiempo final ;.

Definamos el inicio del Big-Bang de modo que ¢; = 0, de este modo, la mayor
distancia a la que puede encontrarse un observador en un tiempo ¢y = ¢’ (¥ > 0)

para que pueda recibir una sefial que viaje a la velocidad de la luz proveniente del

xp=/:;(l—:), (2.

objeto que llamaremos el horizonte de particula.

Big-Bang viene dada por

8]
(]
(=)
—

Por otra parte, llamaremos horizonte de evento a la maxima distancia a la que
en un tiempo tf = ¢’ se puede recibir una senal que viaje a la velocidad de la luz tal

que haya sido enviada desde otro punto en un tiempo ¢’ (tal que ¢/ > t” > 0). La

_/t' dt (2.21)
Xe ™ |, a(d)’ S

cual viene dada por:

Entonces, para que dos puntos en el universo estén conectados causalmente deben
encontrarse a una distancia menor que el horizonte de eventos. Dicho de otra forma,

los conos de luz de ambos puntos deben traslaparse.

Consideremos entonces dos regiones opuestas en 180° de las que recibimos la serial
del CMB. En el diagrama de la Fig. 2.1 es posible apreciar que los conos de luz no se
traslapan en 7 = 0, por lo que tenemos dos regiones desconectadas causalmente, pero

que sin embargo se encuentran en equilibrio térmico, lo que aparentemente indica
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que estuvieron causalmente conectadas. A esta paradoja se le llama el problema del

horizonte.

~i

Hoy

e |

Uitimo Scattering

/N

Figura 2.1: El diagrama muestra que entre 7; = 0 y el periodo del Ultimo Scattering
(Tree v denotado por la lfnea roja), donde los fotones viajaron libremente, no hay
conexién causal entre las dos sefiales opuestas que llegan al observador hoy (denotado
por la linea azul para 7g).

ey |

\

2.2.2. El problema de la planitud

Volvamos a las ecuaciones de Friedmann. De la ecuacién (2.13) podemos notar

que la curvatura es posible expresarla en términos de la densidad de la forma

k= a? (g - HE) . (2.22)

Luego, consideremos el caso k = 0, es decir, un universo plano. Con esto obtenemos
la expresién para la densidad que deberia tenerse para este tipo de universo, la cual
viene dada por

pc: 3H27 (223)
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donde llamamos a esta densidad como densidad critica p,. Luego, si se tiene una den-
sidad p tal que p > p. se tendrd un universo de curvatura positiva. Caso contrario,

se obtendra un universo de curvatura negativa.

Definiremos un parametro de curvatura Q que da cuenta de la curvatura del

universo en términos de las densidades, de la forma
(=, (2.24)

donde p representa la densidad de energia del universo.

Lucgo, con la definicién de p, de la ccuacion (2.23) reemplazamos en (2.24) y

tenemos

P

e
3H?2

(2.25)

De esta manera, reemplazamos (2.25) en la primera ecuacién de Friedmann obtenida
en (2.13) v tendremos que
k

Q=1+ (i) (2.26)

Por lo tanto, para un universo plano 2 = 1. Si {2 > 1 entonces sera un universo

cerrado y si £2 < 1 el universo serd abierto.

De la ecuacién anterior, definiremos la cantidad (aH)™! como el radio de Hubble

comévil, objeto que sera 1til mas adelante al definir inflacion.

Por otro lado, consideraremos que para el fluido se cumple la siguiente ecuacién
de estado:

P = wp, (2.27)
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donde w es un pardmetro constante. Si w = 0 entonces es un universo dominado
por la materia, w = 1/3 un universo dominado por la radiacién v w = —1 para un
universo dominado por energia del vacio.

Introducimos esta presién en la ecuacién de continuidad (2.10) y se tiene
_ )
p+3—p(1+w) =0, (2.28)
a

donde hemos dejado de forma explicita la dependencia del factor de escala a. Asi,

integrando esta ecuacidén se tendrd que
p ox g 3+, (2.29)

Considerando los diferentes valores de w se tiene que

a(t)™®  materia (w = 0)
p x a(t)™  radiacién (w = ) ; (2.30)
const. energia del vacio (w = —1)

Por otra parte, tomando la ecuacién (2.15) junto a (2.27), reemplazando en ella H?

mediante (2.25), y derivando (2.25) para reemplazar H, tendremos que

Q
7 = (L +3w)Q@ - 1). (2.31)

De la ecuacién (2.31) vemos que para un universo plano (2 = 1) éste se mantendr4
igual para cualquier tiempo. Sin embargo, para cualquier otra situacién, dependera
de w. Notemos que para un universo con materia o radiacién (1 + 3w) > 0, luego se
tendré que €} /H > 0, lo que significa que es un punto inestable. Luego, cualquier tipo
de desviacién de un universo plano se amplifica considerablemente en la expansién.

Por lo tanto, el hecho de que las observaciones presenten un universo muy cercano
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a ser plano hoy [5], requiere un ajuste de condiciones iniciales muy preciso, lo que
conocemos como ajuste fino. La teoria del Big-Bang no es capaz de explicar la razén
de por qué el universo que vemos tiene que ser plano, puesto que no existe un motivo
a priori para privilegiar una condicién inicial particular en vez de cualquier otra

igualmente probable, a lo cual nos referimos como el problema de la planitud.



Capitulo 3

Inflacion coésmica

En este capitulo revisaremos el formalismo de la teoria inflacionaria. En la Sec.
3.1 introduciremos inflaciéon como método de solucionar los problemas planteados en
el capitulo 2 y establecer el formalismo de Slow-Roll Inflation, para luego en la Sec.
3.2 estudiar la dindmica de la inflacidn mediante campos escalares, analizar el modelo
de inflacién P(X) y proceder a la cuantizacidn para finalmente revisar cantidades

observables de importancia.

3.1. Inflacién y parametros de slow roll

Con el fin de resolver los problemas planteados en la seccidn anterior, seguire-
mos el tratamiento de Baumann [52], definiendo inflacién como un periodo en el
cual ocurrié un encogimiento de la esfera de Hubble, la cual corresponde al volu-
men cuyo radio es el radio de Hubble comévil ya definido en la subseccién 2.2.2.

Matematicamente, expresamos esta idea de la forma

%(aﬂ)_l < 0. (3.1)

19



20

Notemos que la definicién de este encogimiento de la esfera de Hubble implica una

expansion acelerada del universo. Dado que H = a/a,

d d
—(aH) 1= =(a)™, 2
S(aH) = 2@, (32)
luego
-C‘i(aﬂ)*l o, S (3.3)
di - '
Como el término en el denominador es positivo, entonces
> 0. (3.4)

Por otro lado, esta definicién establece condiciones para las ecuaciones de Eins-

tein. Desarrollemos la derivada de (3.1):

d aH +aH

E(aH)_l = aE)? (3.5)
De aca
] (36)
donde hemos definido .
S (3.7)

al que llamaremos primer parametro de slow roll. Luego, dada la ecuacion (3.1), se
tendra que

e< 1. (3.8)

Definiremos también € de la forma

dinH  1dH
dN ~ HdN’

€ =

donde dN =1na = Hdt.
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N corresponde al niimero de e-folds de expansién inflacionaria. En este contexto
diremos que un e-fold es la cantidad de tiempo requerido para cada aumento del

tamano del universo en un factor e.

El hecho de que € < 1 en términos de e-folds, nos dice que la tasa de cambio
del parametro de Hubble por e-fold es pequena. Por otro lado, para resolver los
problemas planteados anteriormente se requiere que inflacién se sostenga por una
cantidad de tiempo suficientemente largo, N > 70 [53]. Entonces, para que inflacién
pueda-llevarse a cabo durante este periodo, durante el proceso debe mantenerse la

condicién que € < 1. Definiremos entonces un segundo parametro de slow-roll
n=—. (3.10)

También podemos escribir 1 en términos de e-folds de la forma

_dlne  1de
T=74AN T cdN’

(3.11)

Luego, inflacién se sostiene cuando |n| < 1.
Por otro lado, dada la definicién de € en (3.7), y si consideramos € — 0, de este
modo, integrando tendremos que
. t (3.12)
— = const. .
H

Luego, en la definicién de H en términos del factor de escala y considerandolo como

constante, que llamaremos Hj, tendremos que

s g2, (3.13)
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Notamos que esta expresién es la de un espacio del tipo de Sitter donde inflacién
tiene fin. Sin embargo, dado que H no es realmente constante, no es un perfecto
espacio de Sitter, sin embargo corresponde a una buena aproximacién a la que lla-

mamos quasi-de Sitter.

Ademsés, considerando la segunda ecuacién de Friedmann en (2.15) y dividiendo

por H? obtendremos que

1+Hf
H?  6H?2

(p+3P). (3.14)
Usando la definicién de € en (3.7) y la condicién (3.8) se tendrd que

1
6H*

e=1-+

(p+3P) < 1. (3.15)

De este modo

p+ 3P <. (3.16)
Dado que la densidad de energia es positiva, inflacién es un proceso en que se tiene
una presion negativa y menor que —p/3.

3.1.1. ;Cémo soluciona inflacién los problemas anteriores?

Tomemos la ecuacién (2.19), desde un tiempo inicial 0 a ¢ de la forma

*odt

Podemos expresar el diferencial dt’ en términos del factor de escala usando la defini-
p

cién de H = a~'da/dt, de modo que

* da “ 1
Ar= | —= | — . 3.
T >y /0- dlna (aH) (3.18)
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Notemos que hemos expresado At en funcién del radio de Hubble. Luego, integrando
se tiene

Ay = =, (3.19)

Aplicando (3.19) para un proceso quasi-de Siter se tiene que
oo
= e . (3.20)

Asi, de la ecuacion (3.20) tenemos que el periodo inflacionario ocurre para un tiem-
po conformal negativo. Considerando lo anterior, podemos empujar la singularidad
inicial a un tiempo conformal negativo arbitrario previo a inflacién, ajustable a la
duracién del proceso inflacionario. Esto implica que existe una gran cantidad de
tiempo entre la singularidad inicial y el periodo en que la radiacién se desacopld
de la materia, lo que da origen al CMB hoy observado. Esta situacién permite a
las regiones cuyos conos de luz no se intersectan en 7 = 0 lo hagan en un tiempo
conformal negativo (ver Fig. 3.1). De este modo 7 = 0 no corresponde al Big-Bang,
sino que es la transicién entre el periodo inflacionario y el periodo dominado por

radiacién. Entonces, fijaremos en 7 = —oo el inicio del Big-Bang.

Por otro lado, respecto al problema de la planitud, cuando se tiene que el radio de
Hubble (aH) ! decrece notamos que 2 — 1 en la ecuacién (2.26). Luego, inflacién
lleva necesariamente a un universo plano, sin la necesidad de ajustar condiciones

iniciales, bastando sélo que (af)~! decrezca.

3.2. Inflacién desde campos escalares

Hemos revisado cémo inflacién puede resolver el problema del horizonte y el

problema de la planitud, sin embargo, falta describir la fisica responsable del proceso.



. Hoy

Ultimo Scattering

/\ Recalentamiento

VAN

Figura 3.1: En el diagrama se muestra que la singularidad inicial es dejada en 7 =
—o0. Entre dicho punto y 7 = 0, que corresponde a lo que llamamos recalentamiento,
ocurre inflacién. Notamos que ahora los conos de luz se traslapan.

X

Consideraremos una perspectiva clasica usando un campo escalar llamado inflatén ¢
con energia potencial V(¢). Luego, asumiremos la siguiente accidén que muestra este

inflatén acoplado con la gravedad:

8= /af4:r\/—g F - ég‘“’@“(ﬁé)y(ﬁ ~V(¢)], (3.21)

donde g = Del(gu), con gy, la métrica de FLRW y R es el escalar de Ricci.

Para visualizar la dindmica, consideremos la ecuacién de movimiento para ¢, la
cual viene dada por

; .V
¢+3Hp+ 55 =0, (3.22)

donde no aparece término V?¢, puesto que como el universo es homogéneo se tiene
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que V2¢ = 0. Acd podemos notar que el potencial actia como una fuerza, mientras

que el término 3H¢ es como un término de roce.

Consideremos también el tensor de emergia momentum para este caso, el cual

viene dado por

T;.w = au¢au¢ + g,u.uﬁqﬁ; (323)

con Ly = —39"8,00,¢ — V(). Luego, calculando a partir de T}, la densidad y la
presidn, se tiene que

1 .
p=58+V(9) (3.24)

P:%&—V@) (3.25)

Usando la ecuacién de Friedmann definida en (2.13) con la expresién de la densidad

en (3.24) para un universo plano (k=0), se tiene que

yﬂ:%&+va (3.26)

Por otro lado, derivando respecto al tiempo la ecuacién (3.26) y juntdndola con

la ecuacién (3.22) tendremos que

fizgiﬁ. (3.27)

Dividiendo (3.27) por H? tenemos una expresién para € en términos del campo

¢ de la forma

P
€= 5 (3.28)
Derivando respecto al tiempo la ecuacién (3.28) obtenemos que
I . (3.29)

Hé 2
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Definiremos el primer término como

__ 9 f
5= e (3.30)

asi

n=2(e—19). (3.31)

Notamos que de acuerdo a la ecuacién (3.29), § es de orden uno en los pardmetros
de slow roll. Luego, gb es un término pequeno. De esta manera, podemos aproximar
la ecuacién (3.22) a
. aV
3Hop+ — = Q. 3.32
A su vez, dada la condicidn ¢ < 1, tenemos de la ecuacién (3.28) que c;o2 es

pequeno, asi, podemos aproximar la ecuacion (3.26) como

3H2~ V. (3.33)

D

Entonces, usando las ecuaciones (3.32) y (3.33) en la ecuacién (3.28) se tiene que

1/18V\°

Definiremos esta cantidad como ¢y, la cual representa un pardametro de slow roll del

potencial.

Ademas, tomando una derivada temporal de la ecuacién (3.32) se tiene

N
3H+3HS+ 5276 =0, (3.35)

lo que lleva a
1 0%V

(3.36)
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Usando la ecuacién (3.33) entonces

. 10*V

Definiremos entonces un segundo pardmetro de slow roll para el potencial llamado

nv definido como
1 0%V

e (3.38)

v
Asi, mediante la definicién de ey v ny, decimos que inflacién slow roll ocurre si se
cumple que

ey X 1, ny < L {3.39)
3.2.1. Perturbaciones

Hasta aca hemos considerado que ¢ es sélo una funcion del tiempo, sin embargo, es
inevitable que existan ciertas variaciones en el espacio-tiempo presentes en inflacién
que permitan dar inicio a las estructuras que se pueden ver hoy. Entonces, para las
cantidades clésicas ¢ y g, analizaremos sus correcciones cudnticas, las cuales vienen

dadas por

B(t) — (1) + b¢(x,1), (3.40)

Iu () = 9w () 4 09, (x, 1), (3.41)

donde d¢(x,t) v dg,(x,t) presentan una dependencia espacial dado que siempre

estan fluctuando puesto que son objetos cudnticos.

Siguiendo el tratamiento de Collins [54], vemos que dg,, podemos escribirlo en

bloques de la forma

_f 0goo(x,t) dgui(x,t)
= ( 62“»'0(}{7 t) ég?j(xxt) ) l (342)
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En la expresidon (3.42) tenemos cuatro perturbaciones en la métrica, de modo que
dgoo(x, ) provee un campo escalar. Por otro lado, dgo;(x,t) provee un campo escalar
que viene de la creacién de un vector de tres dimensiones al tomar el gradiente de
un campo escalar B, de modo que dgo;(x,t) ~ ;8. Finalmente dg;;(x,t) trae dos
campos escalares, uno proveniente de su traza, y el otro de tomar dos derivadas es-
paciales de una funcién escalar (9;0;C). Asi tenemos 5 modos escalares, los cuatro
provenientes de la métrica y d¢. Sin embargo, debido a la invariancia de gauge de
(3.21) bajo las transformaciones z# — z* 4 dz* podemos eliminar dos modos. Por
otra parte, las ecuaciones de Einstein permiten eliminar dos modos mas, por lo que

solo queda un modo escalar fisico.

Para estudiar la teoria de perturbaciones usaremos el formalisino de Arnowitt-

Deser-Misner (ADM) [55]. En este formalismo la métrica toma la forma
ds® = —N2dt* + h;;(dx* + N'dt)(dx? + N?dt), (3.43)

donde h;; es una métrica en tres dimensiones sobre slices de ¢ constante. En el for-
malismo ADM tenemos que h;; v ¢ son variables dindmicas, mientras que N y N°
son multiplicadores de Lagrange cuyas ecuaciones de movimiento son puramente al-

gehraicas.

Para el cdlculo de la accidn cuadrética seguiremos el procedimiento desarrollado
por Maldacena [56). Partimos de la accién de la ecuacién (3.21) y usando la métrica

ADM definida en la expresién (3.43) tendremos que

1 o g Lo
§=5 fd‘*;c\/ﬁ {NR(B) — NV + N"YE,;EY — E*) + N™(¢ — N'9,¢)?

—~Nh78;¢8;¢] , (3.44)



29

donde
iy = %(hij_viNj_vjNi)a (3.45)
E = E. (3.46)

Escogemos un gauge para h;; y ¢ que fijard las reparametrizaciones temporal y
espacial, en el cual las grados de libertad sélo se encuentran en la métrica, lo cual

simplifica los cdlculos. De este modo,

dp = 0, (3.47)
hij = e*[(142R)8; + vyl (3.48)
By = 0, (3.49)
i = 0, (3.50)

donde el pardmetro p es tal que p = H, mientras que R y 7y son cantidades de primer
orden. R es un escalar al cual llamaremos perturbacién de la curvatura comévil, el
cual representa las fluctuaciones de curvatura adiabdticas y v las fluctuaciones ten-

soriales.

Mediante esa eleccidn las ecuaciones de movimiento vienen dadas por
Vi[N'l(E; — 5;5‘)] =0, (3.51)
R® — 2V - N"}E,EY - E*) - N~2¢? = 0. (3.52)
Descomponemos N' en dos partes, N; = N; + d;1p, donde se cumple que Nt =0
[56,57]. Luego, expandiendo N y N* en potencias de R se tiene que
N = 1l4+o+a+--, (3.53)

N;

= NO4NP 4. (3.54)

v = drt+tat-, (3.55)
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n)

donde tanto ¢, Ni( v 1, son de orden O(R"). Aplicando estas expansiones a primer

orden en las ecuaciones de movimiento (3.51) y (3.52) se tiene que

v R 3.56)
(. = — 3.
L " s
NP = o, (3.57)
Y = R + 3.58
1 = 1] X ( )
donde y cumple con
P
Viy = ) _
X 2H2R (3.59)

Luego, usamos las ecuaciones (3.56), (3.57) y (3.58) en la accién (3.44) y expandiendo

a segundo orden se tiene

1 R .
B §/d4I€p+R (l + E) [—4V2R . Q(VR)‘ _ 2V€2(’1_R)}

IHp+R) . ‘
—[—6(H + R)* + ¢*]. (3.60)
1+ %

€

Integrando por partes, y usando las expresiones (3.22), (3.26) y (3.27) obtenemos
que
1 b”

4 230 52 _ —2p )2 9 n
=3 [ daime [R e (vn)]. (3.61)

Notamos que a partir de la definicién de p tenemos que para un espacio de Sitter se

cumple que a = e”. Ademés, de la ecuacidén (3.28) tendremos que

5= /d4wa36 [’RQ - %(V”R)ﬂ , (3.62)

Por otro lado, la accién ciibica vendrd dada por la expresion

2

=

. ks( .
8= L /d’ﬂt {a ERR? + ac*R(OR)* — 2aeR(IR)(9x) + a—Q'-TjR?’R,—i-

L
IR

5= (ORY@X)(O"X) + L (@*R)@X) + f(R)

J . (3.63)
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donde
x = a’d*R, (3.64)
oL i
—=| = H&*x — R 3.65
R, Za( dt+ x — €d ), (3.65)
HAR) = g’RQ + términos con derivadas en R. (3.66)

3.2.2. Modelo P(X,¢)

Estudiaremos un caso més general de la accién (3.21), donde no gaussianidades
en el espectro son generadas por términos cinéticos no candnicos siguiendo el trabajo

de Chen et al. [57], en el cual la accién m4és general toma la forma

S = f d*z/=g E + P(X, qﬁ)] , (3.67)

en que X = —% 9" 8,90,¢. Notemos que la diferencia con la accién en (3.21) radica
en reemplazar el término canénico X — V(¢) por una funcién arbitraria P(X,¢).

Luego, definimos las siguientes cantidades:

Px
= : . 3.68
G Px+2XPxx’ (3.68)
Y =XPx+2X*Pxy, (3.69)
2 2 3
A=X"Pxx + §X Pxxx, (3.70)

donde el subindice “, X” representa una derivada respecto a X. Hacemos énfasis en
el término c, presente en la ecuacién (3.68), al cual llamamos velocidad del sonido, el

cual corresponde a la velocidad con que se propagan las perturbaciones de curvatura. -



a2

En este modelo mantenemos las mismas cantidades de slow roll ¢ y n definidas
anteriormente, y agregamos un nuevo parametro s definido de forma que
Cs

He,’

s =

(3.71)

donde diremos que |s| < 1 por consistencia de los requerimientos de la evolucién

slow roll del background.

Luego, siguiendo la misma metodologia de la subseccién 3.2.1, obtendremos que

la accién cuadrédtica sera
1 4 3 1. 2 1 N2
Sy = [ d'za’e | 5R* — < (VR)?|. (3.72)
e a
Del mismo modo, la accién ciibica, viene dada por

1
Sy = /d%a F|:—4 [3(c2 — 1) + € — | RR?

2s R(VR)?
3 o,
1 /1 22\ - o
7 (5 HJR3+—,1-(6><>2VZR
¢
42 YO'ROx + f? 5%} (3.73)

donde y viene dado por la ecuacién V?y = a?¢R/c?. mientras que el término que
multiplica a f/ea® corresponde a la ecuacién de movimiento de la accién cuadratica
e (3.72) y f viene definido por

1 4.@ i —2aia9 o
v v —R2 (OR)? + & XxOR + V29 (9;RGR)

f o
—~V 2(VPREx + VXXOR)] . (3.74)
Notamos que hemos colocado la accién cibica en términos de 5 de forma explicita,

lo cual serd 1itil m4s adelante.
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Vemos que este tipo de modelos no candnicos permite la existencia de una velo-
cidad del sonido diferente de 1. Notamos que para el caso ¢; = 1 la ecuacién (3.72)
recupera la accién candnica en (3.62). De esta manera, la velocidad a la que se pro-
pagan las perturbaciones de la curvatura en el modelo candnico es de la unidad,
mientras que en esta clase de modelos se tiene la posibilidad de que dicha velocidad
de propagacién sea menor. Esto trae como consecuencia segin Chen et al. [57] que

si ¢, < 1 se producen no gaussianidades significativas.

3.2.3. Cuantizacion de la accion cuadratica

A partir de la accidn cuadratica dada por la ecuacién (3.72) para la perturbacién
de curvatura R procederemos con el método estandard de cuantizacién. Para ello

realizamos el cambio de variable
u=2zR, z=2—, (3.75)
CS

de este modo, considerando ¢, y € constantes, y mediante la transformada de Fourier

de u, que viene dada por

u(t,x) = /%uk(ﬂeik'x, (3.76)

se tiene que la ecuacién de movimiento para uy es

c2k?
iy + 3Huy + ;2 up =0, (3.77)

expresién usualmente conocida como ecuacion de Mukhanov-Sasaki. Notemos que
esta expresion es la ecuacién de un oscilador armoénico con un término de roce.
Luego, podemos reconocer la frecuencia de oscilacion wy de la forma

csk
Wr — a—(a, (378)



donde hacemos explicita la dependencia del tiempo para dicha frecuencia.

A su vez, vemos que para tiempos muy tempranos, es decir con un a(t) pequerio,
se tendra que wy > H. En este limite, se tiene que el término 377, en la ecuacidén
(3.77) es despreciable, por lo que tenemos un oscilador armédnico corriente. Luego, los
modos oscilan, pero decrecen exponencialmente, dada la existencia del factor a(t).
Por otro lado, para un tiempo tardio, cuando a(t) es grande, domina el término de
roce, por lo que obtendremos una solucidén que ateniia alcanzando un valor constante.
De esta manera, en el limite wy = H (0 ¢;k = aH) los modos se congelan, es decir,

toman una amplitud constante.

Promoveremos el campo clasico u a operadores cudnticos u, de la forma

R dBk ) — * T —ikx <
(T, x) :/W (u;c(r)akek +uf(r)a e™ ), (3.79)

donde (LL y ax son operadores de creacién y destruccién con la relacién de conmuta-
cidén

[ax, &l ] = (2m)%6®) (k — K, (3.80)
y donde se cumple que &.|0) = 0 para todo k. Ademés las funciones u; de (3.79),
las cuales hemos dejado en funcién del tiempo conforme en vez del tiempo césmico,

son soluciones de la ecuacion de movimiento.

Para obtener las soluciones wy, consideremos la accién (3.72) en tiempo conforme
y usando el cambio de variables definido en (3.75) se tiene que la accién queda dada

por
P

B= %fd?’;z:dT [u’z — A(Vu)? + =u?| . (3.81)
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Asi, aplicando la transformada de Fourier definida en (3.76) la ecuacién de movi-

miento se puede escribir como
7”
" 272  ~
Uy, + (Csk = ;) uy = 0. (382)
Notemos que si mantenemos ¢, y € constantes, entonces z”/z = 2a® H2. Luego, puesto
q ¥ ) )
que consideramos un espacio de Sitter, usamos la expresién para 7 dada en (3.19) se
tendrd que
" 272 2
Consideremos el limite 7 — —oc, lo cual nos permite encontrar la solucién para el
) P

inicio de inflacién. Asf la expresion (3.83) queda
uhy + kP = 0. (3.84)

La cual es la ecuacién para un campo libre en el espacio de Minkowski, de la cual

sabemos que sus dos soluciones son del tipo e*ie*™

, pero que sin embargo sélo toma-
mos la solucién con signo negativo puesto que sélo el modo con frecuencia positiva

corresponde al estado de minima excitacion. Por tanto

1
Im wu, =

T——00 V2e.k

Esta solucién define un unico vacio fisico, conocido como el vacio de Bunch-Davies

gitakT (3.85)

[58).

Por otro lado, la solucién completa de (3.83) viene dada por

e—icskT 3 e'icsk'r 3
' —A— 11— |+ B |1+ —]. 3.86
u(7) v 2c.k ( csk'r) V2¢.k ( csk'r) ( )
Dado que en el limite 7 — —oo se debe recuperar la solucién para el caso Minkowski,

entonces fijamos A =1y B = 0, por tanto

e—z’cskT i
dylT) = NoT (1 — csk'r) . (3.87)
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La solucién dada en la ecuacién (3.87) determina la evolucién de u; para todo

tiempo.
3.2.4. [Espectro de Potencia y Biespectro

A partir del desarrollo anterior, se busca obtener cantidades observables., Para
ello, consideraremos el célculo de la funcién de correlacién de dos puntos para las

perturbaciones de curvatura R definido de la forma
1 "
ORERE)0) = [ dkpPa(R)ek o, (3.8%)

Donde P(k) es una cantidad independiente de escala que es posible medir en el
CMB, a la cual llamaremos Espectro de Potencia la cual se describe usando una

parametrizacién fenomenolégica mediante una ley de potencias [51] de la forma

k nR—l—b—%aln(J;/k*)
) (3.89)

Pah) = Puh) (&

k.
Por lo general basta con considerar en el exponente hasta np — 1. Sélo en el Cap.
5 consideraremos el siguiente término que contiene a «. Ademds, k, corresponde a
una escala de pivot, usada como referencia para comparar con otras escalas. Usando

las mediciones de WMAP [5] donde se ocupa una escala de pivot k, = 0.002Mpc~",

tenemos que Pp(k.) = 2.43 - 1077,

A su vez, la cantidad ng que aparece en (3.89) es llamada indice espectral, la

cual cuantifica la desviacién de la invariancia de escala, y se define mediante

dInPr(k)

dlnk i)

'TI'R—:[:

Segin las observaciones [5.51], se tiene un valor de ng < 1, lo cual indica que
existe mayor cantidad de contribuciones de k pequefio, es decir, mayores contribu-

ciones de baja energia, del tipo infrarrojo (IR). Esto nos muestra que el espectro
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inflacionario es red-tilted, es decir, estd inclinado de modo que su pendiente es lige-

ramente negativa.

Utilizando el cambio de variables dado en la ecuacién (3.75), tendremos que
1
(OREIR(¥)I0) = — (Olu(z)u(y)[0). (3.91)
De esta manera, mediante el operador cuantizado se tiene que

3 3
(O|u{x)u{y)|0) = f(;i ;;3/(5”) (Ofuug (T)e™*aass (e —il-yd“()). (3.92)

Usando la relacién de conmutacién de (3.80) y desarrollando se tendra que

OluGuy)lo) = [ ) (3.93)

Luego,

OIREIRO) = [ iy lua(r) et (3.94)

Comparando (3.88) con (3.94), tendremos que la expresion para el espectro de po-
tencia viene dada por

k3
Prlk) = W[uk(r)ﬁ (3.95)

Puesto que vimos que si ¢.k = af entonces R se congela tomando un valor constante,
consideraremos entonces la funcion en el limite k7 — 0, asi

HZ
8m2ec,

Pr(k) = (3.96)

Por otro lado, es posible definir una forma dimensional del espectro de potencia

mediante la funcién de correlacion de dos puntos como

OIRRE)0) = (2m)*5(k — k') Pr (k). (3.97)
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Asi, la relacidn entre la cantidad adimensional Pr(k) v Pr(k) viene dada por

Pr(k) = -3 Pr(k). (3.98)

Utilizando esta idea, la definicién dada en la ecuacién (3.97) puede generalizarse

para una funcién de correlacién de tres puntos de la forma
(0|R (k1) R(ky)R(ks)|0) = (27)38(k; + ko + k3) Br (k;, ko, k), (3.99)

donde Bgr(ki, ks, ks) se define como el biespectro, cantidad que permite definir la
funcién de correlacién para tres puntos como una funciéon del triangulo formado por
los vectores ki, ks v ks en el espacio de momentum. Pero dado que hemos con-
siderado la hipotesis de isotropia, o invariancia rotacional, el biespectro debe ser
funcién solamente de la magnitud de los vectores de momentum. Por otra parte, es-
ta funcién de correlacién es sensible a desviaciones de la distribucién gaussiana, por

lo que el biespectro describe las no gaussianidades que pudieran aparecer en el CMB.

Luego, invirtiendo la expresion (3.99) se tiene que
Br(ki, ky, k3) = /dedBywlR(Xa T)R(y, T)R(0,7)|0)e xRy, (3.100)

donde hemos usado que k3 = —k; — k; y evaluado z = 0 dado que es posible puesto

que se tiene homogeneidad e isotropia en el background.

Ademss, siguiendo la idea de estudiar las no gaussianidades que aparecen en el
espectro, éstas son analizadas asumiendo el siguiente ansatz para la perturbacion
escalar

3
R =Re ~ t/niRE, (3.101)
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donde R¢ corresponde a la parte lineal gaussiana de las perturbaciones y fnr se
define como el pardmetro de acoplamiento no lineal, el cual da cuenta del tamano
de la no gaussianidad. Notemos que el signo usado sigue las convenciones de Chen

et al. [57] y Maldacena [56], el cual es opuesto a la convencién usada por WMAP.

Modelos simples de inflacién (por ejemplo, ver [36] y [59]) predicen un espectro
gaussiano con leves desviaciones de dicha gaussianidad del orden de los pardmetros
de slow roll, lo cual estd de acuerdo con los datos mostrados por PLANCK [49]. Por
lo que hasta el momento se continta en la bisqueda de evidencia significativa de no
gaussianidades mediante las mediciones del CMB y de las estructuras de gran escala
(en inglés Large Scale Structure, LSS). Los datos de PLANCK sobre las mediciones
del CMB muestran restricciones més fuertes para los valores de fyr que las dadas

por las mediciones de LSS entregadas por SSDS [60].

Por otro lado, también podemos considerar el hecho de que las fluctuaciones

cudnticas excitan las fluctuaciones tensoriales de la métrica
dSz = Qz[d’/—z = (5@; - hu)dﬂ?edfjl [3102)

Luego, las ondas gravitacionales pueden dividirse en dos modos de polarizacion h.

v hy de la forma

De este modo calcularemos el espectro de potencia de cada polarizacién de manera
similar a lo hecho para las perturbaciones escalares mediante la funcién de correlacién

de dos puntos

(hchie) = (27)%6(k — k') Py « (k). (3.104)
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Asi; tenemos la relacién
]{73
24

Pix(k) Pl (%) (3.105)

Definimos entonces el espectro de potencia tensorial P, como la suina de los espectros

de potencia de las dos polarizaciones de la forma
Pp = Ps + Px. (3.106)

Luego, de forma andloga al caso escalar, podemos definir un indice espectral de la

manera
_ dInPy(k) .
donde n; forma parte de la expresion
. k™
Pu(k) = Pro(ka) { =] - (3.108)

Las definiciones de los espectros de potencia escalar y tensorial nos permiten

definir la cantidad

P (3.109)

conocida como el tensor-to-scalar ratio.



Capitulo 4

Teoria Efectiva de Campos

En la naturaleza notamos que los fendmenos observados ocurren en un gran rango
de escalas de energia. Considerando esto, podemos fijar una escala de cuttoff A
mayor a cualquier masa m de las particulas asociadas en el fendmeno de interés.
De este modo, tendremos particulas ligeras donde m < A que estaran incluidas
dentro de esta teoria efectiva, mientras que toda particula pesada de masa m > A
se integra si la teoria sobre dicha escala UV es conocida o de lo contrario, si no
se conoce, simplemente sus efectos son parametrizados. De este modo, una teoria
efectiva describe la fisica de estos grados de libertad ligeros que se encuentran bajo
la escala de cutoff A. Siguiendo esta linea, en este capitulo revisaremos inflacién
desde la perspectiva de la teoria efectiva de campos, siguiendo en la Sec. 4.1 la idea
de Cheung et al. [21] encontrando que la accién descrita es capaz de reproducir la
expresién hallada en (3.72). Finalmente en la Sec. 4.2 mostramos un ejemplo de una
teoria de inflacién con maéas de un campo escalar que puede estudiarse mediante el

formalismo de EFT.

41
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4.1. EFT en inflacién

Mediante el ejemplo del modelo P(X, ¢) descrito en el capitulo 3. escribimos de
una manera mas general la accién de la ecuacién (3.21), de modo que se tiene una
velocidad del sonido diferente de 1. Ahora, una manera mas general de escribir un

lagrangiano en el gauge comévil, fue dada por Cheung et al. [21], de la forma

1 : : i
= /d“ﬂ:\/g [51% + Hy™ — (3H* + H) + 5 Mp(t)* (9" + 1)7

1 )
+§M3m4(900 + 1% 4] (4.1)

en que los puntos suspensivos indican otros términos de orden superior que no seran
considerados en este trabajo de tesis, pues sélo requeriremos hasta expresiones cibi-

cas.

Notemos que el lagrangiano en la ecuacién (4.1) contiene una gran cantidad de
modelos de inflacién. Por una parte, considerando los primeros tres términos y fijando

el resto a cero se tiene el modelo candnico de slow-roll. Vemos que
1 L .
[ dovms|-qeer-vo) » [aavg g - v, G
donde de la ecuacién (3.27) se tiene que $*=—20y V(¢)=3H? + H.
Por otra parte, los dos términos que siguen, que involucran a M, y My, funciones

s6lo del tiempo, engloban modelos con términos cinéticos no candnicos, como los

vistos en la seccidn 3.2.2.
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Vemos que esta idea permite dar una visién general para cualquier H(¢) que
rompa espontaneamente la simetria de traslacién temporal. Entonces, para dar una
descripcién de la dindmica, introducimos el bosén de Goldstone 7 asociado con la

ruptura espontanea de la invariancia traslacional del tiempo. Asi podemos escribir
t=1t+ (¢, x). (4.3)
Consideremos el flat gauge, aqui
i = a* ()05 (4.4)
Luego, realizamos una reparametrizacién dada en (4.3) de modo que
a{t) = a(l — ). (4.5)
Expandiendo a(%), tenemos que
al) =a(t)(1—Hr+---). (4.6)
Notamos que a primer orden la ecuacién (4.6) es equivalente a
a(f) = a(t)e 7. (4.7)
Insertamos esta expresion en (4.4) y tenemos que
gij = a* (e H75,;. (4.8)

Por otro lado, en el gauge comdvil o unitario, donde el grado de libertad escalar

corresponde a la perturbacién de curvatura comévil R(¢,x), podemos escribir

gi; = a*(1)e"R 6. (4.9)
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Comparando (4.8) y (4.9) establecemos una relacién a primer orden entre las per-

turbaciones de curvatura y el bosén de Goldstone de la forma
R(t,x) = —H=(t, x). (4.10)

De lo anterior, nos damos cuenta de que el bosén de Goldstone parametriza las
perturbaciones escalares en el flat gauge. Por otra parte, la reparametrizacién dada

por (4.3) resulta en un reescalamiento de Weyl a(t) — a(t)e®®).

Siguiendo la metodologia de Cheung et. al [21], para ir desde el lagrangiano en
el gauge comdvil (4.1) al flat gauge, realizando el procedimiento de Stiickelberg,
desarrollamos una reparametrizacién del tiempo del tipo ¢t — £ = ¢t + éo(a:) VX —

X = x. Asi, tenemos que ¢® transforma como

97 (x) 03°%(x)
= §%(Z(x)) = —— g (z). 4.11
®(a) = §%(a(a)) = T2 DT g (.11
Asi, incorporando el bosén de Goldstone usando la sustitucién
°(a()) = —#(2), (4.12)

tendremos que la accién (4.1) queda, omitiendo los tildes por simplicidad de la no-

tacion, que

f = /d4:r:\/_ [ — (3H*(t+7) + H(t + 7))
+ HEt+m)((1+7)%% + 201 + 7)8img” + g7 870;7)
+ lﬁﬁ’é(t—f—w)((l—!—w)? 4+ 2(1 + 7)Omg™ + gV + 1)?
+ 3 M4(t +m)((1 + 7)%g™ + 2(1 + 7)8;mg™ + g9 im0 + 1) +
(4.13)
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Consideremos los elementos cuadraticos y cibicos de la ecuacién (4.13), dado que en

este trabajo sdlo trataremos con estos términos, de modo que

. P N2
S, = /d%J—E [? —H (ﬁﬁ - (8;"? ) + 2M; ('irg + i’ — ﬁ(a;f) ) — gMger +---

(4.14)

Notemos que al tomar sélo la parte cuadrdtica de (4.14) y usando (4.10) obtendremos

la expresion (3.72), con

1 2M3
—=1-—.
s H

Es decir, al romperse la simetria de Lorentz por la dependencia temporal del

(4.15)

background, se tiene la posibilidad de una velocidad del sonido ¢, < 1.

4.2. Multi-field inflation y EFT

Consideremos un mecanismo en que inflacién no se produce sélo por un campo
como hemos visto hasta ahora, sino que puede darse debido a la existencia de mas
de un campo escalar. Para nuesto estudio solamente consideraremos dos campos,
modelo que utilizaremos en el capitulo 6. La idea de esta teoria se puede estudiar
mediante EFT integrando grados de libertad masivos. Comenzamos con la accién

que describe la teoria:

R

1
3= fd493\/_9 {"2“ = §9flu“faban¢aay¢b -Vi$)|, (4.16)

donde R se mantiene como el escalar de Ricci, g la métrica del espacio-tiempo a
usar, V(¢) es el potencial, mientras ¢%, con a = 1,2, corresponde al conjunto de los
dos campos escalares equipados con una métrica v, que describe la geometria del
espacio escalar caracterizado por estos campos. De esta manera, las ecuaciones de

movimiento son del tipo

0¢® + I'.g"8,0°8,¢° — V* =0, (4.17)
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donde O es el operador D’Alembertiano, y V?® = v, V.

Consideremos entonces la métrica FLRW, de modo que las ecuaciones de movi-

miento en esta situacién son del tipo
D . . .
a¢8+3HdJS+V =0, (4.18)

donde hemos definido la derivada total D/dt de una cantidad X como

D

deG:;Y“+I§@ﬂX9 (4.19)

Por otro lado, considerando las ecuaciones de Friedmann se tendrd que
3H? =2+, (4.20)

donde cj'g == ’yabq}»’lq‘ﬁb. Luego, siguiendo el método de la Sec. 3.2, juntando las ecuacio-

nes (4.18) v (4.20) se tendrd que

H —Eqb‘%' (4.21)
Definiremos los siguientes vectores
a
T = -;ZZ—O, (4.22)
0

N* = +/detye,T7, (4.23)

los cuales describen las direcciones tangente y normal a la trayectoria de los campos
en la variedad en que estan definidos, respectivamente. Por otro lado, 7% y N? estdn
construidos de modo que T°N, = 0. En la ecuacién (4.23) €4 corresponde al simbolo

de Levi-Civita en dos dimensiones.
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Aplicamos una derivada total sobre 7%, asi, se tiene que

DTa . ‘a
P _ 1D diga (4.24)
dt ot %o

Luego, usando la ecuacién (4.18) en la ecuacién (4.24) se tiene que

DT® _@TQ _ i

di oo o

(3H¢'g + V“) . (4.25)

Asi, proyectando la ecuacién (4.25) en las direcciones determinadas por 7 y N¢

respectivamente tendremos

b0+ 3Hdo + V, =0, (4.26)
DT" _ Yy (4.27)
dt oo

Aca V, = TV, y Vy = N°V,. Dado que V, se encuentra en el espacio definido por

los vectores T® y N*, es que podemos escribirlo de la forma
Vs = V(;,Ta + VN N,. (4.28)

Por otro lado, definiremos ¢ del mismo modo que en el caso para un sélo campo,

mediante la ecuacién (3.7). Y utilizando la ecuacién (4.21) tendremos que

%%
€= (4.29)
A su vez, definiremos n® de la forma
1 D¢
Nt = —— %, (4.30)
He, dt

Notemos que podemos descomponer 7% del mismo modo que V, mediante

n*=mT*+nL N, (4.31)



43

donde
n = —ﬂ (4.32)
Hey'
m:[@. (4.33)
Haq

Vemos que 7 tiene la misma forma funcional que el pardmetro J definido en la ecua-
cién (3.30), de este modo podemos establecer una analogia entre 7 y el pardmetro
1 de un sélo campo. Ademds podemos apreciar que 77, estd relacionado con la tasa

de cambio de T,

Por otro lado, es posible visualizar de forma geométrica la idea de varios campos,
por lo que podemos considerar una velocidad angular € para la trayectoria de la
forma

Q=—N,T° (4.34)

Puesto que en esencia (4.34) es la misma ecuacién (4.27), entonces

Q- (4.35)
Po

Notamos que de la definicién de 77, podemos escribir 2 de la forma
2= Hyji (4.36)

Consideremos ahora perturbaciones a la solucién ¢f de la forma ¢*(¢,x) = ¢8(t) +
6¢%(t,x). De acuerdo a Sasaki y Stewart [61], la ecuacién de movimiento para

d¢%(t,x) viene dada por

2 @ a
D*6¢ +3HD6¢

1D -
dtZ dt bcd¢b¢c6¢d 545 +V é(;b = rg&“ ( ¢c )) ﬁfbcéﬁbb-, (437)

en que el punto y coma que aparece en V representa una derivacda covariante en el

espacio del campo escalar y Ry, corresponde al tensor de curvatura de Riemann
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calculado a partir de 74. Usamos las variables de Mukhanov-Sasaki [62,63]

la
Q% = 0¢° + ¢—1,’), (4.38)
H

donde ¥ corresponde a la perturbacién de curvatura de la métrica espacial. De este

modo, siguiendo la idea de Achicarro et al. [40] se tiene que

D?Qa . DQa v?
Fra i iy

Q% +0%Q" =0, (4.39)
donde el tensor C} viene definido por

C8 = VV® — GARS, TT + Qeg(T”‘Vb +TyV®) + 2(3 — ) H2T T, (4.40)
0

Usando los vectores definidos en (4.22) y (4.23) podemos proyectar Q* de la forma

v = aT,Q%, (4.41)

v =N, 0% (4.42)

Asf se definen los campos invariantes de gauge v7 y vV, que vienen dados segiin la

expresion para Q® en (4.38) como

2, ‘
7 (4.43)
vV = aN,6¢" (4.44)

v = aT,064% +

Por otra parte, es posible trabajar con las perturbaciones de curvatura adiabdtica
R y de entropia S (isocurvatura) en vez de v*" y vV, como en el trabajo de Gordon

et al. [64], definidas de la forma

H

p 2 £1}T7 (4.45)
ag
H

S ==V, (4.46)

ag



a0

Para simplificar las expresiones en vez de utilizar S definiremos el siguiente campo

¢
F==

7 (4.47)

Usando estas definiciones, la accién cuadratica se puede expresar como

g / d'za P“ (R-* WR)Q)H’E‘? (vf) + dgon  RF — MG F>

9 a?

-

(4.48)
donde hemos definido

MZ% = Vyn + H?eR — Q2 (4.49)

en que R corresponde al escalar de Ricci que se obtiene a partir de v, v Vuny =

NeN®(Vy — TS, V).

Luego, las ecuaciones de movimiento para R y F provenientes de la accién (4.48)

501
VIR 12
R+ @+2—2m)HR — ——~ = —2¢—m F+@—n —E)HF|, (4.50)
0
" ; v2}“ _—
F+3HF - + M2F = 26on.R, (4.51)

donde hemos definido £, = —7, /(Hn,)

Ahora, usando teoria efectiva de campos para R, integraremos el campo F para
M% > H 2. Consideraremos primero que durante una desviacién de la trayectoria la
velocidad angular se mantendra constante, es decir {2 = cte. Luego, para este sistema

de ecuaciones acoplado se esperan soluciones del tipo

R = Rye™ 4+ R_e¥-1, (4.52)

F = Fpe @+t 4 F emw-t (4.53)
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donde wy y w_ son las frecuencias a las que los modos oscilan [65]. El valor que
dichas frecuencias tengan esta relacionado con el ntimero de onda k. Para el caso
kfa > Mg, R y F no tienen masa y oscilan con frecuencias del orden de ~ k/a.
Luego, en el caso Meg > k/a > H se rompe la degeneracién y se tiene que w_ ~ k/a
y wy ~ M. Finalmente, si los modos entran en el régimen k/a < H las contribucio-
nes provenientes de wy decaen mientras que las que vengan de w_ debido al hecho

de que no tienen masa se congelan.

Dado que en el caso Mex > k/a podemos despreciar las derivadas temporales
de F, y puesto que H <« Mg el término de roce 3H F se vuelve despreciable, la

ecuacion (4.51) queda
ViF
a2

+ M%F = 2dgn. R. (4.54)

Llevando esta ecuacién al espacio de Fourier, obtenemos la relacién

2¢0n 1R

F= k%/a? + MZ

(4.55)

Manteniendo este mismo régimen, despreciamos el término F2 en la accién (4.48)
y reemplazando la ecuacién (4.55) en la ecuacién (4.48), tendremos que la accién

efectiva para R viene dada por

5 1 4.3 @% R?  k’R?
JSCH': E/d ra EZ' C—g - 02 . (456)
donde definimos
—2 AH n?

=1+ (4.57)

k2 '
o+ M%

Vemos que la accién descrita en (4.56) es similar al caso de un solo campo, donde
la velocidad del sonido en la teoria de multiples campos es diferente de 1. Por otro

lado, apreciamos que es posible estudiar miiltiples campos en términos de una teoria

efectiva de inflacidn.



Capitulo 5

Modos B y la velocidad del sonido
de las fluctuaciones primordiales!

Durante 2014, los resultados mostrados por BICEP2 [47] daban cuenta de que el
valor para el tensor to scalar ratio r debia ser del orden de ~ 0.1. Aun cuando las
correcciones de PLANCK [48] revelan que no necesariamente es asi, la sensibilidad
de futuras observaciones cosmolégicas como Spider, EBEX, CMB-Pol y LiteBird a
valores grandes de r podrian descubrir un valor no nulo para el tensor to scalar ratio.
En el trabajo de Kinney y Freese [67], por ejemplo, se argumenta que un valor grande
de r favorece sustancialmente un valor grande y negativo para el running del indice
espectral, necesario para acomodar el limite superior de r inferido de los datos de

PLANCK [68,69].

Por otro lado, una importante consecuencia de tener un valor grande para el ten-
sor to scalar ratio es que el inflatén debe haber tenido excursiones super-Planckianas
(70, 71]. Para que esto haya sido posible sin ajuste fino se requiere de una shift-

symmetry en la teoria efectiva proveniente de una teoria UV completa. Esta idea

1E]l contenido de este capitulo dio origen a una publicacién [66], luego, las figuras utilizadas aqui
son las mismas utilizadas en dicho paper.
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de construir una teoria UV que contenga inflacién en un marco de una teoria como
supergravedad o teorfa de cuerdas que incorpore esta simetria es un desafio actual

dentro de cosmologia [12, 14, 72-76].

Por otra parte, un valor grande de r (es decir, en el rango entre 0.01 — 0.1), des-
cartaria una gran cantidad de modelos propuestos a la vez que proporciona una idea
de la escala de masa que caracteriza la geometria de las teorfas fundamentales que
contienen inflacién [77-82]. Ademds esto nos da informacién acerca del acoplamiento

entre inflacién y el modelo estdndard [83,84).

Es sabido que a bajo orden en Slow-Roll el tensor to scalar ratio se puede relacio-
nar con el pardmetro de Slow-Roll € v la velocidad del sonido ¢, de las perturbaciones
adiabaticas mediante

¥ = 16¢t;. (5.1)

Entonces, dependiendo del valor de 7, la ecuacién (5.1) entrega diferentes posibles

valores para € y ¢, como muestra la Fig. 5.1.

0.20F

0.15¢

& 0.10

Figura 5.1: La figura muestra las curvas de nivel para r en el plano e-c,, obtenido a
partir de la ec. (5.1). La linea punteada corresponde al caso r = (.1.



La degeneracién entre € y ¢, que surge de la ecuacién (5.1) puede resolverse
mediante las mediciones de no gaussianidad [57,85], las cuales implican que ¢, > 0.02
[49,86]. Sin embargo, Baumann, Green y Porto [87], encontraron que un valor grande
de r da la posibilidad de que exista un limite inferior mayor para ¢, (ver también
[88] para otro andlisis acerca de la degeneracién implicada por ¢,). La observacién
crucial que lleva a este resultado es que la diferencia de tiempo entre los cruces del
horizonte de los modos escalares y tensoriales implicados por ¢, 5 1 viene junto a
un considerable running de H, modificando la forma en que r se relaciona con € y

cs, obteniéndose la expresién [89,90]
. 2elncg
r = 16ec,e . (5.2)

Aca, la cantidad 2eln ¢, es debido al running de H entre los dos tiempos de cruce
de horizonte. Ya que 2¢ln ¢, puede tomar valores de orden uno sin violar la condicién
de slow-roll ¢ < 1, se deduce de la ecuacién (5.2) que ¢, estd acotado por debajo,

como muestra la Fig. 5.2.

Figura 5.2: La figura muestra las curvas de nivel para r en el plano e-c., obtenido a
partir de la ec. (5.2). La linea punteada corresponde al caso r = 0.1, el cual implica
una cota inferior de ¢, > 0.09.

En particular, la ecuacién (5.2) implica que ¢, > 0.14 para el rango de valores de
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r > 1.3. Ademds es posible ver que las cotas para ¢, son mds fuertes que los cons-
traints de no gaussianidad cuando r > 0.01. Esto, ya que segin lo expuesto en [91],
es posible reconciliar una no gaussianidad grande con un gran valor para r. Esto se
debe a que en teoria efectiva de campos para inflacién hay un segundo parametro adi-

cional a la velocidad del sonido capaz de incrementar desviaciones de la gaussianidad.

Modelos con ¢; # 1 aparecen en diferentes contextos donde inflacién es llevada
a cabo por un fluido no trivial [25] como también en compactificaciones a baja
energia en teoria de cuerdas [24,92]. Por ejemplo en teorias de multiples campos las
perturbaciones de curvatura estdn forzadas a propagarse con una velocidad del sonido
¢s < 1 cuando los grados de libertad masivos interactian con el inflatén, dando como
resultado cambios en la trayectoria inflacionaria en el espacio de coordenadas [38,
40-42,44,93-96]. De forma general, la velocidad del sonido juega un rol importante
en la teoria efectiva de campos en inflacién como se vio en el capitulo 4 puesto que
provee una parametrizacion sistematica de las desviaciones del modelo candnico para

un solo campo.

5.1. Tensor to Scalar Ratio

Como vimos en el capitulo 3, inflacién aparece en un universo quasi-de Sitter,
caracterizado por una evolucién del pardmetro de Hubble donde e < 1y 5| < 1. A
su vez, la velocidad del sonido ¢, a la que se propagan las perturbaciones adiabéticas
también juega un papel en determinar el valor de las cantidades observables. A
partir de las definiciones de ¢,  y s dadas en las ecuaciones (3.7), (3.10) y (3.71)
respectivamente, podemos calcular el espectro de potencia de los modos escalares y

tensoriales.
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5.1.1. Calculo del espectro de potencia

Para el calculo del espectro de potencia comenzaremos a partir de la accién
cuadrética de la evolucién de las perturbaciones adiabéticas R(x,¢) con una veloci-

dad del sonido ¢ distinta de 1 que tenemos en la ecuacion (3.72).

Puesto que estamos interesados en calcular el espectro de potencia a primer orden
en los pardmetros de slow-roll, mantendremos 1 y s, definidos en las ecuaciones (3.10)
y (3.71) respectivamente, constantes. Haciendo esto obtendremos que para € y ¢, se

tiene que

o In(a/an)

€ = € (5.3)

H

B coe®on(a/ao), (5.4)

donde ¢; y ¢ corresponden a los valores de e y ¢, para un tiempo tg tal que a(ty) = ao.

De la definicién de ¢ podemos obtener H, por lo tanto, integrando la ecuacién

wuefefo @) e

donde Hj corresponde al valor de /{ en el tiempo .

(5.3) se tiene

Podemos expandir las exponenciales en cada caso y tendremos que

e = co[l+mlin(a/a) +---], (5.6)
Cg = Cp [1 + 5o ln(a/ag) + - } s (57)

H = Hy|l-¢gln(a/ao)+ MIHQ(Q/QO) + | (5.8)

2
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Ahora, trabajando en tiempo conforme () integramos H y obtenemos el factor

de escala de la forma
a=ay(T)[1+ A1+ As+--+], ao(7)=——— (5.9)
donde

A1) = e[l +In{ag(7)/a0)], (5.10)
Agl] = %co e 1) + Hen o) Il Y oe) - feotms) I (i) fo) |

(5.11)

Para calcular la funcién de correlacion de dos puntos introduciremos el campo
candnico normalizado u(x,t) mediante la definicién dada en (3.75). Reemplazando

esta expresion en la ecuacién (3.72) tendremos que

"
8= %/d% dr [(u’)2 — 2 (Vu)? + Z—UQ} ) (5.12)
Z
donde
2 oo 9 i .
?—aH(2_e+§—s)(1—|—§—S)+aﬂ(§—b). (5.13)

Manteniendo z”/z hasta primer orden en los pardmetros de slow roll expresado en

términos del tiempo conforme se tiene que

i
_9
z . Byt (5.14)

z 72 272

Con esto, dividimos en dos partes la accidn, una a orden cero (Sp) y la otra a primer

orden (S]) en los pardmetros de Slow-Roll, de forma que S = Sy + 51 con

1 , .2 i}
So =5 /d?’a: dr {(u )= (Vu)® + = Q] : (5.15)
L[ s 2 2. Lo o
S = 3 d’zdr | —cqw(T)(Vu)* + du”|, (5.16)
T
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donde

- 3
0g = 5—(260 + Mo — 25’0), (517)

Z

w(t) = 2sglnag(7). (5.18)
Ahora, la accién de la ecuacién (5.16) implica una contribucién cuadrética a la parte

de interaccion del hamiltoniano dada por

Hy(1) = %/d% [cgw(ﬂ(Vm)Q - :%u‘;i] ; (5.19)

donde u; es el campo del cuadro de interaccién definido por
1 . . _
uy = W/d% [akuk(fr)elk’x + aLu;(T)e’lk'x] : (5.20)

en que a al corresponden a los operadores de destruccién v creacién usuales, tal
q k Y Oy P ;

que satisfacen las relaciones de conmutacion
a1, 0f.] = (27)36®) (k — k). (5.21)

Por otra parte uy es la solucidén normalizada a la ecuacion de movimiento que surge

a partir de la accién de la ecuacién (5.15):

1 7 )
) = 1 — —1«:(|k1" 929
u(7) V2cok ( Cgk’!’) ¢ (5:22)

Luego, mediante el formalismo de la teorfa de perturbaciones podemos obtener

ux(x,t) a partir del campo del cuadro de interaccién u;(x,t) mediante
u(x,7) = UN(T)uz(x, 7)U(T), (5.23)
donde U(7) corresponde al propagador dado por

U(T)zfrexp{—@'f dT’Hj(T’)}, (5.24)

—004
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en que 7 es el simbolo de ordenamiento temporal usual y ooy = (1 + i€)oo

Con esto, es posible calcular la funcién de correlacién de dos puntos a partir de

los campos del cuadro de interaccién de la forma
(ulz, Tyuly, 7)) = OIUT (r)us(z, Tyus (y, TIU(7)[0). (5.25)

Expandimos a primer orden en f1; y obtenemos que

T

(u(x, T)uly, 7)) = (Olus(z, )ur(y, 7)|0) + @'f dr' (0] [Hy(7'), ur(x, 7)ur(y, 7)] 10)-

—00
(5.26)
Consideremos ahora el cdlculo del espectro de potencia para las fluctuaciones
adiabéticas Pr(k). Dado que R = u/z, entonces Pr(k) estard dado por la funcién

de correlacién de dos puntos de los campos w recién vistos. Luego:

drk?

Pr(k,7) = W /dgy(u(y,ﬂu(o,T))e"“"y. (5.27)

Expandimos z hasta primer orden en los parametros de slow-roll de la forma

z = 25+ z; donde

_ Veor(r) (5.28)

Ca

1 = T(T) [EO =+ ((i[) — 89 + 1]0/2) In CL()(T)] . (529)

De este modo usando la ecuacién (5.26) en la ecuacién (5.27) tendremos que

Ak’ .
Prik,7) = ——7f(0|u (v, 7)ur (0, 7)|0)e~*¥
'R( ) (271')325 3 I 1
k32 >
L 12/<0|u1(y57)u;(0,7)|0)e ky
47'2!93

271_)% [/_d'r (0| [H;(7"), us(y, 7)us(0,7)] |0).
(5.30)
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Asi, el primer término de (5.30) da el espectro de potencia a orden cero Py, el cual
es independiente de escala, mientras que los términos restantes entregan la correccion
a primer orden APr(k,7), término que es dependiente de la escala  y de 7. De este
modo se tendrd que

Pr(k) = Po + APr(k). (5.31)

Finalmente, tomando estas expresiones en el limite de gran longitud de onda k|7| <«

1, se tiene que

H2 key
k)= —2—|1—(2 1
Pr(k) T %5000 (2eg+m0+50) In (agHg

) -+ (260+T]U+SQ)C—2(:ED+50) " (532)

donde C = 2 —1n2 — v (con ~ la constante de Euler-Mascheroni), y el término de
afuera del paréntesis corresponde a

2
S872epcy’

Po (5.33)

el término independiente de escala.

5.1.2. Calculo de r

Notemos que las correcciones dentro del paréntesis cuadrado de la ecuacién (5.32)
se deben a desviaciones de un espacio-tiempo de Sitter expresado en términos de los
parametros de slow-roll e implica una parte dependiente de escala proporcional a
In (kep/agHy). Donde el subindice 0 indica que todas las cantidades de background
estan evaluadas en el mismo tiempo 73. Luego, para calcular la amplitud, se nccesita
escoger una escala de pivot, la cual es una escala de referencia con la cual cualquier

otra escala es comparada. Una alternativa es escoger

g = 1200, (5.34)
Co




61

que es referida como la condicion de sound horizon crossing. Con esta, eleccién, k = kg
indica el modo con longitud de onda tal que coincide con e] horizonte de sonido
definido como co/Hy a tiempo conforme To. Entonces, 1a amplitud de] espectro de

potencia para este modo viene dada por

H? .
P;z(k‘s) = 8#25(;(:0 []. + (260 + 1 + 30)6’ = 2(60 + SO)J. (531:))

Por otro lado, el indice espectral evaluado en esta escala pivot es

ng—1= —(2¢0 + To + So) + O(ES), (5.36)

de modo que ks = g, H, hy O de maners, equivalente

Hh ag
e 5.3
HO apCy ( 8)



tensorial cuya longitud de onda es k& = k; viene dado por

2

Palks) = = {1—%—2@1(6—1)}, (5.39)

y el indice espectral para perturbaciones tensoriales por
g = —2g, + Ol ). (5.40)

Con estas expresiones podemos calcular el tensor to scalar ratio evaluado en la
escala pivot k, siguiendo la definicién de la ecuacidn (3.109), luego, quedara expresado

de la forma

H 2
r = 16epcy (Fh) [1 + 2e,(C — 1) — (2€0 + 7o + $0)C + 2(e0 + s0) | - (5.41)
0

A partir de la ecuacién (5.38) contamos el nimero de e-folds AN = N, — Ny

entre las dos salidas del horizonte. Con esto se tiene que

H,
AN =In (F?) — Inc. (5.42)

Ademés, de la definicién de € en términos de N dada en la ecuacién (3.9), inte-

(&)
In| —
Hy

donde hemos usado que €(N) = ¢pe™ NN} resultado obtenido en la subseccién

grando obtenemos

No
—/ e(NYAN = 2 [ePAN 1], (5.43)
Np, Tlo

previa. Por lo tanto, juntando las ecuaciones (5.42) y (5.43) se tiene

AN +1Inco = = [emaN _1]. (5.44)
o

Acd vemos que AN ~ —Inc¢y. Sin embargo, puesto que —Incy puede tomar

valores grandes para ¢; < 1, esto implica que no podemos expandir la exponencial
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de la ecuacién (5.44) en potencias de MoAN para encontrar una expresién para AN.
En vez de eso, resolvemos analiticamente la ecuacién (5.44) obteniendo

AN =—Inc¢y — ;]1; [eg + W(—ege_“)’”" i“")] , (5.45)
donde W(z) es la funcién W de Lambert, que se define como la solucién de la ecuacién
z = W(z)e"®). Luego, usando la ecuacién (5.42) y teniendo en cuenta la ecuacién

(5.45) en (5.41) tendremos que
T = 16€gcpe2(AN+neo) [1 + 2e0e™AN(C — 1) — (2 + o + 50)C + 2(€p + SO)J , (5.46)

donde hemos usado que

€p = EgemAN. (5.47)

Notemos que la ecuacién (5.46) nos entrega r en funcién de Co, €0, Mo ¥ Sp. Sin
embargo podemos reducir el niimero de parametros de esta expresién usando la
relacion para el indice espectral en la ecuacidn (5.36). Luego, podemos expresar AN

como funcién de €, ¢y y sq de la forma

1
AN = —1] _ W - —eo—(1—nr—2e0—s0) Incg 1 5.48
ncy T — y—— [60-4- (—ee ) (5.48)

entendiendo que el valor del indice espectral queda determinado por las observa-

ciones. Segin los tltimos datos, 1 — ng = 0.04 [51].

Recordemos por otra parte, de la ecuacién (5.40) se aprecia que dado el indice
espectral tensorial n; podemos obtener €n, que reenfatizamos que es diferente de €0

para cuando ¢, es mucho menor que 1. Por lo tanto, juntando las ecuaciones (5.44) y
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(5.47) vemos que el valor de n; reduce el nimero de pardmetros de los que depende

AN, quedando solamente

_ 1IICO
1—(eg+mn:/2)/ In (ﬁ%?)

Esta relacién nos permite dejar la dependencia de r sélo a ¢ y co, quedando

AN =

(5.49)

expresado como

—2Ineg

1—1In (4%1) /(Eg +n:/2)

r = 16egco exp { } (1+---7, (5.50)

donde los puntos suspensivos dentro del paréntesis redondo corresponden a los mis-
mos términos del paréntesis cuadrado de la ecuacion (5.46), los cuales también pueden
ser expresados en términos de € v ¢y junto con los valores de ng y n,. Esta ecua-
cién se constituye en uno de los resultados principales de esta tesis, puesto que nos

entrega el tensor to scalar ratio en términos de los valores de €y y ¢o.

5.2. Restricciones para la velocidad del sonido

5.2.1. Caso en que c; es constante

Examinemos los limites para la velocidad del sonido implicados por la ecuacién
(5.46). Consideremos primero el caso simple en que la velocidad del sonido es cons-
tante, es decir, para so = 0. La Fig. 5.3 muestra las curvas de nivel en el plano e

después de haber reemplazado con so = 0 en (5.46) y (5.48).

Vemos que este grafico difiere con el mostrado en la Fig. 5.2, proveniente de la
ecuacién (5.2), sefialando que el de la Fig. 5.3 implica que no existe una cota inferior

para c,. Esto se debe a que el valor de 1y afecta al running de ¢ proveniente del tiempo
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0.20f
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& 0.10

0.05}

Figura 5.3: La figura muestra las curvas de nivel para r en el plano e-¢,, obtenidas de
la ecuacién (5.46) asumiendo sy = 0. La linea punteada muestra el caso para r = 0.1.

de 1a salida del horizonte del modo escalar 7y al tiempo 7, proveniente de la salida
del horizonte del modo tensorial. Luego, como se sefiala en [87], para obtener una
cota para ¢, tomando en cuenta el valor de ny debiéramos considerar «, el running

del indice espectral escalar.
Por otro lado, en modelos candnicos de inflacién, donde ¢, = 1, tenemos las
siguientes expresiones para el tensor to scalar ratio y el indice espectral tensorial
= 166[): Ty = -—260. (551)
Usando ambas ecuaciones obtenemos la relacién de consistencia
r = —8ny. | (5.52)

Por su parte, para modelos no canénicos encontramos la dependencia de 7 en
términos de €, g ¥ 7y como muestra la ecuacion (5.46). A su vez, n; esta determinado

por el valor en que € cruza el horizonte como se muestra en la ccuacion (5.40).



66

Igualando las ecuaciones (5.46) y (5.52) obtenemos que

2¢ 2Ine
nﬂcn exp { i } =], (5.53)
Ny 1—1In (_%o) /(£0+nt/2)

Eso quiere decir que la relacién de consistencia mostrada en la ecuacién (5.52) puede
ser satisfecha incluso para ¢y # 1. Ademds, la medicién del indice espectral tensorial
no elimina la degeneracién entre € y ¢,. El origen de esta degeneracidn es el runnin g
de ¢ entre los diferentes tiempos de cruce del horizonte de los modos escalares v
tensoriales. Notemos que si no existe este running de e obtenemos que ¢, = €p, €8
decir, cuando 19 = 0 en la ecuacién (5.47), igualdad de la que uno obtiene que
ny = —2¢eg. La Fig. 5.4 muestra los valores de ¢y y ¢ que satisfacen la ecuacién [5.53)

para varios valores de 7.

0.20r ==
015} |
& 0.10}

005}/

0.0 0.1 02 03 04

Figura 5.4: La figura muestra las curvas de nivel para r en el plano e-¢,, obtenidas de
la ec. (5.50) que satisfacen la relacién de consistencia r = —8n,. La linea punteada
muestra el caso para r = 0.1.

Uno debiera notar que para cumplir la relacién de consistencia de la ecuacién
(5.52) requeriremos que ¢, tenga un running correspondiente, 5o = (1—ng ) —2eg—1p,

que vienc de la ecuacién (5.36). Luego, usando 79 de la ecuacién (5.47) implica que

0 2e
s = (1=nr) =20+ =In (*?) (5.54)
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con AN dado por la ecuacién (5.49).

5.2.2. Caso en que ¢, varia

Consideremos entonces el caso en que sq # 0. La Fig. 5.5 muestra la curva de

nivel para s en el plano € — ¢, para el caso particular » = 0.1.

0203
0.15[ 1 §
& 0.10}

00sf 8

Figura 5.5: La figura muestra la curva de nivel para sy en el plano e-c,, obtenido de
la ecuacidn (5.46) para el caso particular r = 0.1. La linea punteada muestra el caso
para sp = 0.

Notemos que la introduccién de sy # 0 no cambia dramaticamente la relacién
entre € y ¢;. Un valor negativo del running de la velocidad del sonido (s < 0) incre-

menta el valor de ¢, para un valor de € fijo.

Consideremos la posibilidad de que s dependa de €. Por ejemplo, en el trabajo de
Achicarro et. al [39], se estudié un modelo de muiltiples campos en el cual la velocidad
del sonido de las perturbaciones adiabaticas esta caracterizada por un running de ¢,

de la forma s = —¢/4. Siguiendo este ejemplo, consideraremos un modelo donde s
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dependa de € de la forma
s(e) = Ne, (5.55)

con A constante. La Fig. 5.6 muestra las curvas de nivel para A en el plano € — ¢,

para el caso particular en que r = 0.1.

0.20

0.15;

< 0.10

0.05

0.0 01 02 03 4

Figura 5.6: La figura muestra la curva de nivel para A en el plano e-cs, obtenida
al juntar las ecuaciones (5.46) y (5.55), para el caso particular r = 0.1. La linea
punteada corresponde a A = 0.

De la Fig. 5.6 podemos ver que la dependencia de ¢, respecto a € se ve afectada
drasticamente por A. En el caso particular en que r = 0.1 obtenemos que para
valores de A < —1.2 tenemos una cota inferior para ¢, dada por ¢, > 0.9. Como regla
general, encontramos que un running negativo de ¢, implica una cota inferior mayor
para la velocidad del sonido con un ¢ fijo. Ademads, si el running es proporcional a ¢

obtenemos configuraciones con cotas inferiores para c,.

5.2.3. Inclusion del running del indice espectral o

En el trabajo de Baumann et al. [87] un aspecto importante es el hecho de tomar
en cuenta el running del indice espectral denominado « el cual viene definido como

_dng .
o = dh’l k7 (0.06)
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término que aparece relacionado con el espectro de potencia mediante la expresion
(3.89). Luego, la dependencia de « respecto a las cantidades de slow-roll viene dada
por

o = —2en — ndy,; — 80, (5.57)

donde 4, y ds son parametros de slow-roll definidos de modo que se cumpla la con-

dicién || < 1, cuya expresién matematica es de la forma

P 7 < s
5 =L g=- 5.58
' Hp * Hs (5.58)
Las observaciones actuales [51] establecen una cota para o dada por
la] <2 x 1072 (5.59)

Dado que a depende de muchos parametros de slow-roll como se ve en la ecuacion
(5.57), es posible satisfacer la ecuacién (5.59) de muchas maneras ajustando d, y 4y,
Sin embargo, como se muestra en el trabajo de Baumann et al. [87] con el propésito
de respetar la estructura jerarquica en la expansién slow-roll, la ecuacién (5.57) puede

ser escrita simplemente a primer orden como
a~ —2em. (5.60)
Luego, juntando las ecuaciones (5.59) y (5.60) tenemos que
€0 |no| < 1072 (5.61)

Usando 7, a partir de esta expresién en las ecuaciones (5.45) y (5.46) obtenemos
nuevas restricciones para los valores posibles de € y ¢,. Se muestra en la Fig. 5.7 las
curvas de nivel correspondientes para r en el plano € — ¢.

Vemos en la Fig. 5.7 que el caso particular » = 0.1, sefialado con la lfnea punteada

muestra una cota inferior para la velocidad del sonido de ¢ > 0.1. Podemos destacar
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Figura 5.7: La figura muestra la curva de nivel para r en el plano ¢-z,, obtenida de la
ecuacién (5.46) tomando en cuenta las restricciones debidas a a. La linea punteada
muestra el caso para r = 0.1.

ademds que las lineas en las curvas de nivel se intersectan con ey = 0. Esto viene
del hecho que hemos utilizado la relacidn 1y = 1072 /¢, lo que invalida el uso de la

ecuacion (5.46) para valores en que ¢ sea del orden de 1072

Por otro lado, los datos de BICEP2 y PLANCK tienden a favorecer un a negati-
vo, lo cual impone cotas mayores a c;. Por ejemplo, siguiendo el analisis de Kinney y
Freese [67], obtenemos los limites ¢, > 0.25 con una confianza de 68 %, v ¢, > 0.2 con

una confianza de 95 %, corroborando las cotas encontradas por Bammann et al. [87].

Por otro lado, si el valor de n; es conocido, usemos las expresiones (5.47), (5.49)

y (5.60). A partir de esto obtenemos que

o=— 26[_’ {111 (2(0> —iligy +n¢/2)] . (5.62)

Esta expresion nos permite romper la degeneracién entre ¢g y €y considerando cono-

cido el valor de a, a la vez que asumimos que tanto 4, como d, son despreciables.
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5.3. Parametrizando Fisica UV

Dado que debemos aceptar la posibilidad de que ¢, # 1 como se menciond ante-
riormente, debemos admitir una variedad de operadores adicionales que son propor-
cionales a 1 — ¢ que tienen origen en la misma fisica UV responsable de una propa-
gacién adiabdtica no trivial [21,39,97-99]. En esta seccién revisaremos la forma en
que estos grados de libertad UV modifican la expresién para r, y por consigulente,

los limites de c,.

Una forma de tratar con esto, es parametrizar los efectos de esta fisica UV inclu-
yendo nuevos operadores en la accidn cuadrética de las fluctuaciones de curvatura

R, de la siguiente forma:

[ 35(1*(5?) o 2 4
SUV_/d ra e a%ﬁv R+ EZRV R, (5.63)

donde M es una escala de masa que caracteriza los nuevos grados de libertad, pero
no necesariamente es la escala de cuttoff en la cual se vuelven relevantes [39], v 81 y
B35 son coeficientes adimensionales que parametrizan la fisica UV. Hemos insertado
el factor global 1 — ¢? para hacer visible el hecho de que debiéramos recuperar la
expresion candnica de un campo en el limite ¢; — 1, es decir Syy — 0. Luego, el

Hamiltoniano en el cuadro de interaccion vendra dado por la expresion

2
1—c¢;

By
i 2a2M?

/d% [Bu V2] + ZBauViy] (5.64)

donde u viene definido por la ecuacion (3.75).

Luego, las nuevas contribuciones UV que recibe el espectro de potencia vienen
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dadas por
A’PL*V _ (1 - Cz) H’g
Py  4cEM?2

(B +58a), (5.65)

donde el calculo en detalle se ha dejado para el apéndice A.

Luego, la amplitud del espectro de potencia ahora, con este nuevo elemento es

de la forma

Pty = —20 1~ (20 +m0+50)1n | ) + (2e0 470 + 50)C
R = - — € T Tjp T Sp) I 20 Ho €0 T 7o T So
1—¢2
—2(eg + 59) + —28|,  (5.66)
403

donde hemos definido 8 = (B; +58,) HZ /M?. Por otro lado, los modos tensoriales no
se ven afectados por esta nueva contribucién, por lo que podemos usar la ecuacidén
(5.37) para describirlos. Finalmente, calculamos el tensor to scalar ratio usando el
mismo procedimiento de la seccién anterior, agregando la nueva contribuciéon UV y

tendremos que

r = 16egcpe” 2ANHR) | 1 4 9¢,™AN(C — 1) — (1 — ng)C + 2(eo + o)

donde AN es el mismo definido en la ecuacién (5.48). Mencionamos también que
modelos de inflacién con un solo campo con pardmetro de masa M, interactuando
con perturbaciones de curvatura corresponden al caso 8; =1y ffo = 0, en el limite
H} <« M? [38,100]. Dado que el término proporcional a 3 contiene el factor ¢, Gy
la ecuacién (5.67) nos dice que incluso un pequenio valor de f tendra un impacto en
la dependencia de 7 en la velocidad del sonido. Este término domina rdpidamente el

paréntesis cuadrado en la ecuacién (5.67) para pequefios valores de ¢, provocando
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un quiebre en nuestra expansion. A pesar de eso, podemos senalar lo siguiente a
modo de conclusién: un valor positivo de 3 implica una cota inferior mas fuerte en

¢s para un valor fijo de e.

Para cerrar este capitulo consideraremos valores para §3; y f2 para un modelo
especifico de la literatura. Consideraremos una accién como aparece en el trabajo de

Gwyn et al. [101] del tipo
8= f d*zdta®*H [7(1 + D)7 4+ -], (5.68)

donde 7 estd definido segiin la ecuacién (4.10) y

M?2c2
£=(l-d) o (5.69)
g

Los puntos suspensivos en (5.68) corresponden a otros términos que no tomaremos en
cuenta, pues sélo consideraremos el término expuesto aca ya que contiene elementos

similares a los de la accién (5.63).

!
Expandimos el término (M’ o= Z—;) considerando V /a pequefio. De esta forma

1 1 V? v
e g o | it | ;
M2 -2 M? ( + a2 M2 + a4M’4> (5.70)

[/}

Utilizando esta expansién en la ecuacién (5.69) se tiene que

a?M? T at M4

(5.71)

2 4
Z:(l—cﬁ)c52(1+ ¥ L )

A partir de esta expresién tenemos que

H (1 -2

I frV’lir) . (5.72)
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Luego, dado que 7 se puede expresar en términos de R mediante (4.10), entonces:

R eR eR

% v T 27 2 2 1L 2RVIR. K

TV H?v R+ H'V "R+HV"R+ RVR (5.73)
R - €R €R _ -

R C 4 4 4 24 =

WVW—EVR-FFVR—F—EVR—FERVR (5.74)

De acd sélo tomaremos el primer término de (5.73) y el cuarto de (5.74), puesto que

corresponden a los términos de (5.63). Asi la accién (5.72) queda

3 acH?(1 — ) R o e 4- \

Finalmente, comparando los términos de (5.75) con los de la accién (5.63) obten-

dremos que
e H?
T OA2A2]
M?2c2

B =1, Ba (5.76)



Capitulo 6

Parametrizando sobresaltos en el
espectro primordial

Cabe la posibilidad de que las fluctuaciones primordiales tengan su origen en una
situacion diferente al modelo candnico, con una dindamica caracterizada por escalas
de tiempo més cortas que H~!. Dichas escalas de tiempo se espera que estén aso-
ciadas a grados de libertad masivos (con masas mayores que H). Una caracteristica
importante en este tipo de escenario es la aparicion de sobresaltos en el espectro
primordial, cuyo tamano y forma caracterizan la fisica asociada a estos grados de
libertad masivos. La existencia de sobresaltos tanto en el espectro de potencia como
en el biespectro nos permite obtener una mejor comprension de las escalas de masa,

aparte de H, que caracterizan la teoria responsable de ellas.

Sin embargo, no sélo modelos no canénicos permiten la existencia de sobresal-
tos, sino que dentro de modelos candnicos es sabido que éstas aparecen cuando el
inflatdn atraviesa un cambio repentino al rodar hacia abajo por el potencial [31-37],
por ejemplo, en el caso de una step-feature, pequeno salto en dicho potencial, que
resulta en la breve interrupcién de la dindmica de slow-roll. Este tipo de dindmica

lleva a un cambio en la tasa de expansion sin que esto lleve a una gran desviacion

75
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del universo quasi-de Sitter.

A su vez, es posible hallar la aparicién de sobresaltos en modelos de multiples
campos en que se permite que la trayectoria del inflatén serpentee al atravesar el
potencial [64,102-105], circunstancia que incrementa la interaccién entre las per-
turbaciones de curvatura y los campos ortogonales a la trayectoria cada vez que se

produce un giro en dicha trayectoria [40,41,93,94,106].

Otros mecanismos que producen sobresaltos que pueden hallarse en la literatura
son la posible produccién de particulas durante inflacién [107-112] o modelos del
tipo Chain-Inflation [113], donde el inflatén atraviesa mediante efecto tinel muchos
minimos del potencial. Si bien es cierto estos modelos presentan esta caracteristica
no formaran parte de este trabajo dado que simplemente consideraremos modelos

dentro de la dindmica de slow-roll.

En la Sec. 6.1 estudiaremos la aparicién de sobresaltos debido a cambios repenti-
nos en la tasa de expansién de inflacién, al que llamamos “caso €¢”, y debido a cambios
repentinos en la velocidad del sonido, “caso s”, de forma separada, siguiendo el traba-
jo de Palma [46], para luego en la Sec. 6.2 abordar la aparicion de sobresaltos debido
a ambos casos simultdneamente. Finalmente en la Sec. 6.3 estudiaremos mediante
ejemplos numéricos de un modelo P(X, ¢) y uno de multiples camnpos, la validez de
la expresion que relaciona las desviaciones de las cantidades de background con las

de la velocidad del sonido propuesta en la seccion 6.2.
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6.1. Casos ey s

Comenzamos con la accion para las perturbaciones de curvatura en EFT en el

gauge comovil la cual dividimos en dos partes:
S =5 + 53, (61)
donde S, corresponde a la parte cuadrética que viene dada por la ecuacién (3.72) y

S5 es la parte cibica que viene dada por la ecuacion (3.73).

Siguiendo la misma idea de la Sec. 5.1, podemos dividir usando teoria de perturba-
ciones la accién cuadratica en dos partes. De acuerdo a esto, usando la ecuacién(5.12),

dividimos en dos partes el término z”/z de la forma

- 1
—=—|14+=9 6.2
z ZO ( + 2 (T))J ( )
donde z{]/zp es la contribucién a orden cero dada por
z 2
1]
— = 6.3
(63

y §(7) parametriza desviaciones de la cantidad de background 2”/=.
Por otro lado, podemos también hacer lo mismo para la velocidad del sonido, defi-
niendo

0(1) =1 — (1), (6.4)

de modo que esta funcién parametriza desviaciones de ¢, de la unidad. Dada la au-
sencia de evidencia experimental de que ¢, # 1 asumiremos #(7) < 1. Notemos

ademés que 8(7) > 0 para evitar situaciones no fisicas donde ¢; > 1.
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Luego, a partir de la ecuacién (5.13), notamos que z depende de variaciones

de c,, por lo tanto, ¢ contiene una contribucién que proviene de #. De este modo,

expresarernos
2

Flgy orblf %9 (6.5)

donde dp corresponde a las desviaciones que no dependen de c., la cual puede ser

parametrizada mediante la expresion

1
O = —57’7}’, (6-6)

donde 7 es el pardmetro de slow-roll definido en (3.10). Por otro lado, sélo se mantie-

nen los términos lineales en 6 puesto que los términos cuadraticos son subdominantes.

A partir de lo anterior obtenemos Sy = Sp + 57, donde Sy corresponde a la parte
de orden cero en los parimetros de slow-roll, mientras que 5; corresponde a las

correcciones al siguiente orden. Asi

1 . i
Sp = 5 /djlj dr |:‘u"2 = (VU)2 + Z_D:| ) (6?)
Z <0
51 = %/d?’w dr {9(7)(VU)2 + %5(7‘)*&2} : (6.8)

A partir de 57 v usando la misma metodologia usada en la Sec. 5.1 podemos

expresar el hamiltoniano de la forma

1 [ . ]
HP(r) = -5 ] d*z [e(q—)(v-u[)? + f(iz)uﬂ , (6.9)
2 T
donde u; viene dado por
1 3 Jigis T o —ikex
Uy = Ok ‘/‘d k [akuk('r)e + ayup(T)e } , (6.10)
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y a diferencia de la funcién de la Sec. 5.1 en este caso, u, satisface la ecuacion

T2

uy + (kg - —-2—) =0, (6.11)

cuya solucién tras elegir el vacio de Bunch-Davies viene dada por

1 1 :
= —{1——]e™". 6.12
ug(T) == ( ]m’) e (6.12)
Expresamos el hamiltoniano de la ecuacién (6.9) en el espacio de Fourier mediante

la definicién de 4y (7) como la transformada de Fourier del campo u; de la forma

1
(2m)?

ur(x,7) =

/dskﬁk(ﬂ')eik'x, Gy = agug(T) + atkuz(*r). (6.13)

Luego, el hamiltoniano queda

1
HP(r) = e f PRk hye(T) e, (6.14)
donde hemos definido
1 alr
hi(1) = —5 [9(7) + kng] : (6.15)

A partir de esto, tomando la transformada de Fourier de la funcién de correlacién
de dos puntos en la expresién encontrada en la ecuacién (5.26), tenemos la siguiente

expresién para el espectro de potencia,
Prk) =Po+ AP(k), (6.16)

donde Py corresponde a la parte de orden cero del espectro de potencia, la cual no
contiene sobresaltos, y viene dada por

H§

8m2ey’

Pa (6‘17)
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mientras que AP (k) corresponde a la correccién a siguiente orden que contiene so-

bresaltos, expresado de la forma

APk % T .
Z;( )ﬂlﬂm i(2cgk*7%) f d’”/ dy e Y OIHP ('), (y, 7)us (0, 7)]0).
0 elT|—0 —i6 . .
(6.18)

Ocupando la expresion (6.15) al desarrollar (6.18) tendremos que

AP B 0 g 20g 1 dog . .
?o(k) = k:/_oo dr {¥9+ 72,0 T A T s g sin(2k7).  (6.19)

Para invertir esta expresion dejando el espectro de potencia en términos de las

cantidades de background dy y . extendemos estas cantidades del dominio —o0 <
7 < 0 al dominio —oo < 7 < oo haciendo que ambas funciones sean impares bajo la
transformacién 7 — —7 (idea introducida en [114] con el fin de invertir el espectro
de potencia como funcién de la velocidad del sonido mediante una transformada de

Fourier). Luego, haciendo esto obtendremos que

1 5.'.' 5H 4 AP ] ;
g™y TH 22 ARk (k)e 2k 6.20
8 272 1 m 0 (ke (8:20)

Relacién que es parte importante del capitulo, puesto que a partir de ella es po-

sible obtener el power spectrum en término de las cantidades de background.

Ademas, consideraremos que las variaciones de H son tales que cumplen que
e < 1, de este modo, podemos escribir
€ = € + Ag, (6.21)

donde ¢y corresponde a la parte de lenta variacién de ¢, la cual caracteriza el com-
portamiento de tipo slow-roll. Mientras que Ae contiene las partes que varian abrup-

tamente en la tasa de expansién. Por otra parte, consideraremos que

Ae < €. (6.22)



81

De esta manera, al dividir € podemos hacer lo mismo para n de modo que

n =10 + An, (6.23)
donde
E_'g Aé
= Ap=——, 6.24
Tho [‘IED’ 7] HEO 1 ( )

en que nuevamente, como para €, 7, corresponde a la parte de variacion lenta de 7.

Por otro lado, en nuestro andlisis nos enfocaremos en variaciones repentinas que

satisfacen las relaciones

af

s
dN

Dado que puede resultar 1til tomar estas condiciones en términos del tiempo confor-

me, las podemos expresar también de la forma
[T8y| > 1éul, |70 > [0]. (6.26)

Ademas, considerando las condiciones (6.26) junto a la ecuacién (6.20), implica que

2 A
i 7 (6.27)

dlIn k2 p()

d AP
dlnk p(}

AP
Po

lo que indica que variaciones rapidas del background caracterizadas por una escala

menor que H ! induce sobresaltos en el espectro de potencia.

6.1.1. Sobresaltos en el espectro de potencia

La expresién de (6.20) nos seflala que la dependencia temporal de §g y 8 produce
sobresaltos en el espectro de potencia. Analizaremos entonces la aparicion de sobre-
saltos en el espectro de potencia debido tanto a cambios repentinos en la velocidad

del sonido como en la tasa de expansion.
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Sobresaltos debido a cambios repentinos en la velocidad del sonido

Primer caso, consideraremos que no hay contribucién de variaciones en la tasa de
expansion. De este modo fijaremos 1 = 0. Por consiguiente, dada la ecuacién (6.6),

dy = 0, entonces la ecuacién (6.20) toma la forma

AP \
g — 32 / ik = (k)e 2 (6.28)

Vi) . 0
Integrando respecto a 7,

12 djl:"A'P —%ikT
= R, .2
b T ke (6.29)

La ecuacién (6.29) nos entrega una relacién entre 8 y el espectro de potencia, lo que
nos permite inferir la dependencia temporal de ¢.(7) en términos de sobresaltos en
el espectro de potencia. Notamos ademads que la relacién obtenida cn (6.29) coincide

con el resultado obtenido en el trabajo de Achicarro et. al [114].
Sobresaltos debido a cambios repentinos de la tasa de expansién

Para el segundo caso, consideraremos que no hay contribuciones provenientes de
cambios en la velocidad del sonido, fijando # = (. Por otro lado, despreciando el

término dy puesto que es subdominante, la ecuacién (6.20) queda
0% 4 | AP ;
A= — [ dkk*—(k)e™>* 6.30
212 i _/ Po e {6:50)

Luego, usando la ecuacién (6.6), derivandola e insertandola en (6.30), tenemos que

167“ AP .
ot dk‘ke' k —szr_ 6.31
= [ kS (ke (631)

Integrando respecto a 7, se tiene

2r AP :
= [ dbk——(k)e 2, 6.32
n=_ P (k)e (6.32)
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Ahora, integrando por partes

d AP —Qik'r Qr
/ kg e (b . (6.33)

La ecuacién (6.33) muestra la relacién entre el espectro de potencia y 7, lo cual
permite ver la correspondencia entre variaciones repentinas del espacio quasi de Sitter

con sobresaltos en el espectro de potencia.
6.1.2. Sobresaltos en el biespectro

Luego de haber calculado el espectro de potencia, veamos los efectos de las va-
riaciones en # y dy sobre el biespectro. Para ello tomamos la accién cubica de la
ecuacién {3.73). De acuerdo a Senatore et al. [85] se tiene que el pardmetro A es de
orden

H? 59 ;
)\NGF(]. —Csj y (634)
3
por lo que dada su proporcionalidad a #? los términos que acompaifian a R* podemos
descartarlos en una expansién a primer orden. Luego, realizando una redefinicién

del campo podemos eliminar el término proporcional a f. Entonces, de este modo,

rearreglando la ecuacién (3.73) tendremos una expresién para ang de la forma

: 1
= [dtaae] - @+ nrRt - S0 -0 boRRE) (635)
Luego, esta expresién nos permite escribir el hamiltoniano de interaccién cubico HI@)7
dado por
. 1
HY = — f Brade [—(39 +0)RiR} + —(8 — 76 + TI)RI(VRI)Q] - (6.36)

Para el célculo del biespectro, dado que tenemos una expresién del hamiltoniano

del tipo

iy = / d*zra’e [FRI — aRIR2 + R;(VR;)zJ : (6.37)
0
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con ¢; (i =1,2,3) funciones del tiempo. Usando la ecuacién (3.100) y que la forma
de calcular la funcién de correlacion para tres puntos del campo u definido antes

viene dada por

(u(x, T)uly, 7)u(z, 7)) =i f dr' (0|[H® ("), wi (x, T)us(y, T)us(z, 7)]|0),  (6.38)

para expresar AB de la forma

donde
ey = 051("_) ’ ! SRS )
Bi(ki ko ks) = —2R(0)Ra(0)Rs(0) / ar 2 R (YRR + e G
iHg U
2¢g 0 as(T) , . P
Bg(kl, kg, kg) = _le(O)RQ(O)RS(O) dr 5 [Rl("r)Rz(T)RBE‘T] + sym} + c.Cc., (6
1Hg e T
, 2€ O as(r , .
Bg(kl, kz, k3) = ZH—%,}al(O)RQ(O)Rg(O)/dT :;_(2 ) [kg . .kg Rl (T)‘R,T(T)Rg(’/'] + Sym] =+«
0 —00
(6.
De este modo, aplicando esto para la ecuacién (6.36), sélo tenemos By y Bs. Asi
que aplicando el hecho de que k; - ko +ky - ks + ks -ky = —(k + k2 +k3)/2y la
expresion para Ky se tiene que
PR [+
AB(k;, kg, k) = R f dr | (3 +) (k1k2+k3k1 N f}z(klkgkg)'r)
T8 — 71 : _ L , K
+(Wl—)-(kf + K5+ k3) (1 +iky7) (1 +iker) (1 + iksT) ] e,
(6.43)

donde K = k; + ko + k3.
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Sobresaltos debido a cambios repentinos en la velocidad del sonido

En el caso de que la aparicién de sobresaltos es debida solamente a cambios en
la velocidad del sonido, dado que 5 = 0, utilizando la ecuacién (6.43), donde hemos

dejado el cdleulo completo para el apéndice B, se tiene que

AB; = By + Bs, (6.44)
donde
~ (2m)P? [3 L ( d AP, AP
Ba = Tokaky)? | 3 \Fske + Fuks + Kako) g \ G (B) = (&
3 k2k2 + k2k2 + k%k‘glA’P(k)
1 krkooks kPo ]’
(6.45)
4p2 12 4 12 4 .2 )
- 7903 B+ 4+ kS [ kbt kuks o+ kak (AP d g(k)
(k1k2k3) 8 k IIDO dh’lk’ PO
1 dz AP AP AP
— et 7 il 4= (k)|
g Lkaks (dmk2 P ), (k)) T2, (k)]

(6.46)

Luego, dado que se cumple la relacién (6.27), simplificamos la expresién (6.44)

quedando

Ap _ _(2m)PE k%+k§+k§[ 2 AP

T 16(kikaks)? k2 Tk Py )
K2k2 + k3k3 + kak; d /_\”P(k)

— 2%k (6.47)

Consideremos el parametro fyy standard de la forma

10 kikoks  (kikaks)?

Sy =3 K+ k3 + k2 (2m)iP?

AB. (6.48)

Considerando el valor de AB obtenido en (6.47). tendremos que

, & AP
e 2L e
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donde 3 = B(ki, k2, k3) es una funcién. Luego, para este caso particular, tendremos

que

B Bk kS + k3 + K3 } (6.50)

Be= Eki’—l—k%ﬂ—kg J:(k1+k2+!'§3)2

La funcién 3 obtenida es un observable, el cual puede ser determinado mediante
experimentos en la bisqueda de sobresaltos [26-30,49]. De esta manera, es posible
determinar el valor del pardmetro fynz, lo que podria indicar si los sobresaltos se
deben a variaciones en la velocidad del sonido si # toma un valor obtenido a partir

de la ecuacién (6.50) para direcciones especificas en el espacio de niimero de onda k.
Sobresaltos debido a cambios repentinos de la tasa de expansién

Ahora, en el caso en que sélo los cambios en la tasa de expansién son responsables

de la aparicién de sobresaltos, fijamos 8 = 0 y la ecuacién (6.43) queda

/_\BE = BQ —+ 1—))3, (651)
donde
(27)4P2 1 d? AP d AP
By, = 5 bk ooks) | —=—(k) — ———(k
27 (kikaks)? Tz Kuka  kiks + koks) | 7 Po A Ty Po (k)
mkffkg + k2k2 + k%k’%i d V AP |, 652
k1kaks 8kdink Py
(271')4/Pg 9 2 2 k]_}ugk'g, d2 AT d AP
= k: - ———(k
B = Gy TR R S e e ® Tk A
4 1 d AP .
_(Jlu]_k'-Q + klkg + k2jb3)ﬁan_€ﬁ(k)} (653)

Del mismo modo que para el caso anterior, podemos simplificar la ecuacién (6.51)

manteniendo las derivadas de orden superior, de modo que

_ _(2m)*Pg @ AP o . b — bk
ABE == W (klekS)dln ,1{32 'PO (k) (Q(Axlkg‘kklkg‘i’kgk‘g;k klkzkg
B L AP
bk kg)dlr:.k Po )] -

(6.54)
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De este modo, empleando la ecuacién (6.48) y usando el valor de AB de (6.54)

tendremos que
5  kikaks

= ——_— 6.55
b 1283 + k3 + k3 (6:55)

Asi, obtenemos un valor para 3 para cl caso en que los sobresaltos puedan aparecer
debido a cambios en la tasa de expansion, valor que al igual que en el caso anterior

es posible restringir mediante observaciones.

6.2. Caso general

Notemos que los resultados obtenidos en la seccién 6.1 muestran los casos en que
sobresaltos se deben a cambios en la velocidad del sonido o en la tasa de expansién de
manera independiente. Sin embargo, es posible pensar en que éstos son casos limites
donde sobresaltos pueden producirse por la accidn de estos dos cambios de manera

simultdnea. Para ello asumiremos la siguiente relacién

o df
p 2 40 6.56
=1~ 3T (6.56)

con 779 definido de acuerdo a la ecuacién (6.24) y o es una funcién adimensional cuya
variacién es pequenia que puede considerarse como constante para efectos practicos.
Luego, siguiendo el procedimiento realizado en la seccién 6.1, usamos la ecuacién
(6.20), despreciando el término que contiene dy, pues es mucho menor que su deri-

vada. Asi se tiene

1 5" 4 AP ;
—g" 4 A — = dRk3 = (k)e ¥k 6.57
5 782 m f Py ¢ Je L

Luego, usando la condicién (6.26) y la expresion para dy en (6.6), tendremos que

1 it T}m 4 3 AP —2ik
" — — = — | dkk’—{k L ;
89 47 Po he (6:5%)
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Desarrollando, tendremos que para este caso
1 2 (t°dk AP
l+am o k Po

a 1 [t° (8 AP .
A — . 7 7 —sz"r' )
i = Tram ™ (ak Po (k)) © L

0 = (k)25 (6.59)

Donde podemos ver que para el caso @ — 0 recuperamos la ecuacién (6.29), corres-
pondiente a la aparicién de sobresaltos debido a cambios en la velocidad del sonido.
Mientras que para a — oo se obtiene la ecuacién (6.33) que corresponde a sobresaltos
debido a cambios en la tasa de expansién. Vemos que las expresiones (6.59) y (6.60)
divergen para o = —1, sin embargo, en este limite, los términos subdominantes en la

ecuacion (6.20) toman importancia, luego las expresiones en (6.59) v (6.60) cambian.

Dado que ya tenemos las expresiones para 6 y n en funcion del espectro de
potencia, podemos calcular el biespectro usando la ecuacién (6.43). Al hacer esto,

para el caso general se tiene que usando la definicién de fyg en (6.48)

d> AP 5 dAPk'

NITTR [ P s ok PO D o o 6.61
I \Pegam 2 )~ amz 7 ) s piiie (6.61)
donde 8, = B4(k1, k2, k3) es una funcién independiente de escala dada por
51 kikok k2 + k2 2
ﬁ&:_?_ . 1 23 . Q_IJFM__ . (6.62)

Notemos que para obtener este resultado debimos aplicar la relacion (6.27), descar-

tando términos de derivadas de orden inferior.

Nuevamente, al aplicar los limites & — 0 y &« — oo recuperamos las expresiones
(6.50) y (6.55) respectivamente. Analizamos ademés los limites equilatero, folded y

squeezed. Para el limite equildtero, es decir k; = ko = k3 se tiene que

5 1 2
B = — =l 6.63
He 361+a{a+3]* (6.0
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mientras que para el caso folded, es decir k) = ko = k3/2, tendremos que

11 3
o) =1, 6.64
& 121+a[a+4} .0

Por otro lado, una mencién importante para el limite squeezed, es decir k; = ko, k3 —

(0, es que se recupera la relacién de consistencia

o 3 d AP
1&5) 12 [dlllk?o(k)] ' (B:8)

De este modo, la relacién (6.62) se constituye como otro de los resultados importantes
dentro de este trabajo de tesis, dado que permite mediante un Unico parametro a,
dependiente del modelo, la descripcién del tamano y forma de los sobresaltos en el

biespectro.

6.3. Ejemplos de validez

Puesto que el resultado encontrado en la ecuacién (6.62) depende de la validez
de la relacion entre las variaciones del background y la velocidad del sonido dadas
por la ecuacién (6.56), verificaremos esta relacién para diferentes modelos de forma

numérica.
6.3.1. P(X,¢)

La primera clase de modelos que usaremos serd del tipo P(X,¢). Tenemos que

en términos de e-folds, las ecuaciones de Friedmann y de movimiento para ¢, vienen

dadas por
S —-E=1{, (6.66)
d%¢ do c?
—— + (32— €)—— = _Fy = 67
et Bd g+ eEs =0 (6.67)

donde X = qu /2, E = 2XPx — P que corresponde a la densidad de energia del

inflatén y By = 04 F.



90
Ejemplos numéricos

Consideremos el caso en que la variacién en el background viene dada por un

sobresalto en el potencial. De este modo, tomamos
P(X,¢) =X + AX? - V(¢), (6.68)

donde A parametriza un desviacion no trivial, cuadratica en X, pero pequena al
término cinético. V(¢) es un potencial del tipo Chaotic Potential, definido de la

forma

vie) = ZE [+ (o), (6.69)

donde m representa la escala de masa que parametriza el potencial sin sobresaltos,
mientras que f(¢) es una funcién que parametriza el sobresalto en el potencial.

Consideremos dos tipos diferentes de funcién f(¢), dadas por

fia)(¢) = Btanh [gj’;} , (6.70)
_ 2
(@) = Bexp |-G (6.71)

donde ¢y indica el punto en que los sobresaltos aparecen, A¢ el ancho, mientras
que B representa la amplitud del sobresalto. Consideraremos ademaés que el efecto
que produzca el potencial en ¢ y I al resolver las ecuaciones de movimiento genere
solo sobresaltos dentro de un e-fold de inflacién. En la practica, esto significa que
A¢ < |dp/dN]|. Esto se traduce en que un pequerio valor de A¢ tiene un efecto
considerable en 1 y df/dN.

Por otro lado, los pardmetros del potencial a usar en ambas elecciones de f(¢),

los cuales han sido escogidos de modo que concuerden con cantidades observables,
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seran
A=10", ¢y =14.19, B=5-10"* A¢=0.002, m = 5.975-107°. (6.72)

En la figura 6.1 se muestra el resultado numérico de resolver las ecuaciones de
movimiento (6.66) y (6.67) para los dos casos considerados. Los gréficos del lado
izquierdo muestran lo obtenido para la eleccion de f(a)((j)), mientras que los de la
derecha muestran lo correspondiente a la eleccién de f3y(¢). Los graficos superiores
muestran el comportamiento de Ae = € — ¢y y Ac? = ¢ — ¢ como funcién de N,
mientras que los inferiores muestran la relacién entre An y adf/dN como funciones

de N, donde los valores de a con que se obtiene la coincidencia de las graficas de 7

y df/dN vienen dados por
Q) = 15, Qpy = l5.6$ (6.73)

para las elecciones de fio)(¢) v f5)(¢), respectivamente.

Es importante destacar que, atin cuando estos ejemplos validan la relacién (6.56),
las expresiones para el biespectro y el espectro de potencia obtenidas en 6.2 requieren
que # = 0, sin embargo, la velocidad del sonido en este caso particular es del orden
de ¢, ~ 0.8. Por lo tanto, este ejemplo simplemente es 1itil para corroborar la relacién
(6.56) pero no es posible obtener el espectro de potencia y el biespectro mediante el

método empleado en la seccién previa.

6.3.2. Multifield

Como un segundo ejemplo, consideraremos un modelo de dos campos escalares y

v ¥ que denotaremos mediante un doblete

8 = (%, ¥)., (6.74)
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Figura 6.1: La figura muestra en la parte inferior los graficos para n—1nq y %;—ﬁ COmo

funciones de N y en la parte superior los graficos para Ae = ¢ — ¢y v Ac? = 2 — 72
como funcién de N, para el modelo (a) (graficos a la izquierda) y para el modelo (b)
(graficos a la derecha).

donde ¢ es un campo pesado, y x sufrird una desviacién en su trayectoria, lo cual

origina sobresaltos [41].

Antes de considerar un modelo numérico especifico, consideremos que geométri-
camente un giro repentino viene dado por

&= kQ, (6.75)

donde & representa el radio de curvatura y 2 la velocidad angular. Luego, usando la

12
G
o
L
=1
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ecuacién (6.75) en la ecuacién (4.36) tendremos que
¢

==, (6.76)

nL

Y ahora, insertando (6.76) en (4.57) y considerando k < Mg, se tiene

= -1
4 2
CE = (1 + %) . (6.77)

Tomando la definicién de 8 dada en (6.4) tenemos que

Pz H;—; - So — (6.78)
M?2g2 (1 + ﬁ%)
Luego, usando la definicién de 7 de (4.32) en (6.78) tendremos que
"
M242 46\~ do

De la expresién (6.79) tenemos una relacién entre n y df/dN, la cual depende

de ¢2.

Por otra parte, consideremos un segundo argumento para justificar la relacién
(6.56) en un modelo de maltiples campos. Para M2, > H? podemos relacionar la

velocidad del sonido con la velocidad angular Q de la forma

40?2

—2
T .
“ +m2—92’

(6.80)

donde m viene definido por M% = m? — Q2

Notamos de la expresién (6.80) que desviaciones de la velocidad del sonido del
valor 1 sélo se deben a cambios repentinos de la trayectoria. Por otro lado, la ecua-

cién {4.35) nos indica que durante un giro la trayectoria es llevada fuera del minimo
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del potencial. Por lo tanto, en cada giro hay un aumento de energia potencial debido
a que la trayectoria inflacionaria tiende a subir por la barrera de potencial al mismo
tiempo que se reduce la energia cinética dada por ¢2. De la ecuacién (4.29) vemos
que ¢ es proporcional a dicha energia cinética, por lo que en resumen, un giro produce

una disminucién en € y en ¢, lo cual finalmente lleva a (6.56).

Ejemplos numéricos

Tomemos un modelo en que el cambio de la trayectoria inflacionaria provenga de
una métrica sigma model «y,;. Usaremos 7, de modo que tenga determinante 1, de

la siguiente forma:

_( 1 I'(x)
Yab = ( F(X) 1+F(X)2 ) ; (681)

donde I'() es una funcién que depende sélo de uno de los campos, en nuestro caso,

hemos elegido . Escogeremos ademds, un potencial de la forma

M
V(x,9) =v() + 54, (6.82)
donde v(x) es un potencial de un campo construido de modo que inflacién slow-roll

ocurra en la direccidn de x. A su vez, My es un término de masa que fuerza a ¢ a

estabilizarse en 1 = 0. Tomaremos v() de la forma

2
v(y) = TGITX?. (6.83)

Por otra parte, consideraremos dos tipos de funcién I'(y), dadas por

Tw(x) = % (1 + tanh [(%AX;QD , (6.84)

(X — Xx0)?
2A%% |

L

Cpy(x) = FGGXP[
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Notemos que para I'(;)(x) se tiene una funcién que muestra sélo un salto. Es claro
ver que esto originard un sélo giro en la trayectoria que inducird una desviacion de
c? de la unidad. Por otro lado, I')(x) llevard dos giros consecutivos en direcciones
opuestas.

Luego, los valores numéricos para los pardmetros del potencial y de las funciones

I'(x) escogidas, de modo que se concuerden con cantidades observables son
T =25, M} =10 MZ=>5.89-10"°% Ax =0.005, xo = 15.37. (6.86)

En la figura 6.2, para los graficos inferiores se aprecia que el comportamiento
tanto para 1 como para df/dN son similares, tanto para la eleccién de I'py(x) a
la izquierda, como para I')(x) a la derecha, obteniéndose los valores para a que

permiten la validez de la ecuacién (6.56)
Qe = —0.53, ap) = —0.52, (6.87)

para las elecciones de I'4)(x) ¥ I'5)(x), respectivamente. Del mismo modo se muestra
al igual como para los modelos del tipo P(X) en la parte superior de la figura 6.2
los gréficos para Ae =€ — ¢y y 1 — ¢ como funciones de los e-folds N.

Verificamos por tanto que para este caso la relacién (6.56) funciona, destacando

que sigue siendo vélida aun para un valor de o cercano a —1.
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Figura 6.2: La figura muestra en la parte inferior los gréaficos para n —ny v 3%

. r 5 b )
como funciones de N y en la parte superior los graficos para Ae = ¢ — ¢y v 1 — ¢
como funcién de N, para el modelo (a) (gréficos a la izquierda) v para el modelo (b)

(graficos a la derecha).



Capitulo 7

Conclusiones

En este trabajo de tesis hemos revisado mediante la perspectiva de la teoria efec-
tiva de campos dos predicciones para inflaciéon. Primero, en el capitulo 5 mediante
teoria de perturbaciones consideramos los limites inferiores para la velocidad del so-
nido ¢, para cuando ésta se mantiene constante y para cuando ésta varia, asi como
también la importancia del running del indice espectral para fijar las cotas para c,.
Por otra parte, a permite romper la degeneracién entre € y ¢, para un valor del tensor
to scalar ratio r, puesto que al tener su valor se puede definir de forma tinica estas
dos cantidades mediante la ecuacién (5.62) siempre que consideremos despreciables
las variaciones de 1 y ¢,. Segundo, en el capitulo 6 se observan circunstancias en las
que aparecen sobresaltos en el espectro de potencia y biespectro, debidos a cambios
en la velocidad del sonido, a cambios en la tasa de expansién y a ambas a la vez. A
continuacién destacamos puntos importantes para estos dos elementos centrales de

este trabajo.

Mediante lo realizado en el capitulo 5 reafirmamos lo expuesto por Baumann,
Green y Porto [87], quienes comentan que un pequefio valor en la velocidad del so-

nido tiene un alto impacto en la dependencia del tensor to scalar ratio. Por otro

97
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lado, estos efectos llevan a que los limites en la velocidad del sonido preservan la
degeneracién entre el pardmetro de slow-roll € y ¢, incluso en el caso en que la rela-
cién de consistencia se cumple. Hemos visto que solo con medir del indice espectral
tensorial n; no es suficiente para romper esta degeneracion. Por otro lado, el hecho
que se cumpla esta relacion de consistencia no permite descartar modelos no canéni-
cos de inflacién, dado que existen valores de € y ¢, que satisfacen dicha relacién. De
este modo, los resultados mostrados en el capitulo 5 muestran la importancia de la
medicion experimental de la polarizacion del CMB en el propdsito de poner limites
a desviaciones no triviales del modelo canénico de un sélo campo, parametrizadas
por la velocidad del sonido y los pardmetros UV 3; v S, que aparecen en la accién
(5.63). De forma més precisa, si futuros experimentos detectan una sefial mayor que
r = (.01 podemos contar con mejores cotas para el valor de ¢, que las obtenidas de

las observaciones de no gaussianidad.

Ademsds, lo realizado en la seccién 5.3 nos permite entregar cotas a los valores
para ¢, para modelos que al igual como el ejemplo de Gwyn et. al [101], presentan
operadores que surgen de una teorfa ultravioleta, lo cual permitiria realizar compa-

raciones con lo reportado en observaciones.

Por otro lado, atin cuando hasta aqui no existe evidencia de sobresaltos en el es-
pectro primordial, es importante volver a destacar que la observacion de éstas permite
descartar modelos inflacionarios y a la vez entrega informacién acerca de la natura-
leza de la teoria fundamental que contiene inflacién, por lo que se hace necesario un
formalismo que permita comprender el fenémeno. En este trabajo, en el capitulo 6, se

mostro el caso de aparicidn de sobresaltos debido tanto a variaciones en la velocidad
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del sonido como de la tasa de expansidén del background, tanto por separado como
en simultdneo. En este dltimo caso, dado que los resultados presentados dependen
fuertemente de la validez de la relacién entre 7 y 6 dada en la ecuacién (6.56), hemos
visto que para un modelo de Chaotic Inflation del tipo P(X, ¢) y para un modelo

para dos campos con métrica del tipo sigma model, la relacion propuesta se satisface.

Finalmente, se dejan abiertos varios puntos a partir de lo realizado en este ultimo
capitulo. Primero, puesto que para el caso general, mediante la ecuacion (6.56) vimos
que para a — —1 las expresiones para f y n divergen, dejamos abierto el problema
de ver qué ocurre en dicho punto y solamente comentamos que es notable el hecho
de que en nuesto ejemplo de multilples campos se tiene o ~ —0.5, valor cercano al
punto de divergencia, pero que el formalismo descrito en el trabajo de tesis sigue

teniendo validez.

En segundo lugar, es importante ver que en el tratamiento realizado sélo se estu-
did el caso en que hay pequeiias desviaciones de una velocidad del sonido ¢; = 1, no
tomando el caso més general como se hizo en el capitulo 5. Como vimos en la secciéon
6.3.1 en los primeros dos ejemplos numéricos, donde se tenfa una velocidad del sonido
¢s ~ 0.8, no hay una violacién en la relacién entre 5 y df/dN, sin embargo, aca apa-
recen nuevos operadores en la accién cibica (6.35) para R induciendo sobresaltos en

el biespectro, los cuales no son tomados en cuenta en el resultado mostrado en (6.61).

Por dltimo es destacable el hecho de que existen otras clases de modelos en teoria
efectiva de campos con una relacién de dispersion de las perturbaciones de curvatura

que contienen una dependencia no trivial de escala [97,101]. De este modo, queda
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abierto el analizar la forma en que el espectro primordial esté correlacionado dentro

de estos tipos de teorias.

Para concluir, destacamos el hecho de la utilidad de la teoria efectiva de campos
para establecer un modo de analizar la aparicién de sobresaltos, asi como para obtener

una comprensién de inflacién y sus pardmetros.



Apéndice A

Calculo del espectro de potencia
Uuv

Se tiene el siguiente hamiltoniano:

s gl : i s o 2csk? i
= —(IQM;) /d“)’k [ﬁaf Gy (T)8_y (7) — < Cgk uk(T)“k(T)} = (A1)

a

Procederemos a resolver por partes, primero calculamos el segundo término, corres-

pondiente a

2 C k’4 )
Hy = == MQ) / &k [52 T)u_k(T)J . (A.2)
Entonces, calculamos el siguiente conmutador:
, 1.~ . .
Hro o) =-S5 8% [ ok oy i) we . (A9)

Usando la transformada de Fourier de u;(x, 7) se tiene que

J 1-— Cg C§ 1 ; 2k4 3 A AV n o~ ip-x
()06 7] =~y [P [ dplin(e (), ol
(A.4)

Mediante las propiedades de los conmutadores, para el lado derecho de (A.4) tenemos

[t (7"t 1 (7", i (T)] = e (7)) [G_re (7)), G ()] + [t (77, B (7)] s (7). (A.5)
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Por otra parte, se sabe que

[k (1), Gp(7)] = 69 (p + W)W (+/, 7), (A.6)
donde hemos definido

Wi (7' 7) = un(7)up(7) — ui (7 )up(7), (A7)

y al utilizar la definicidn de u de (5.22)

Wo(r', 1) = Coik { (C;T CO;}) oo [ e = (1 ki )Sm ekl 7)]}.

(A%)
Analogamente se puede definir W7 (7, 7) de la forma
W 1 L e 1 1 , ,
(7', 1) = ok 1+ o cos [cok(T' — 7)] — g iy = sin [cok(7" — 7)] ¢ -
(A.9)

Usando la ecuacién (A.6) en la (A.5) y ésta en la ecuacién (A.4) obtendremos

que

(1-cA)e2 B

() b ml = == 0

/ Bk ™ i (T YW, (7', 7). (A.10)

Ahora calculamos:

i [ ar Ol () s, st )

oo

Para eso, se tiene que:

[Hiyw) ("), wr(x, ) (y, 7)] = wr (%, 7) [Hy@) (77, wi(y, 7)|+H[Hrw) (77), wr(x, 7)]ur (y, 7).
(A.11)

[Hi@)(7"), wr(x, T)us(y, 7)] = us(x, 7) (—M) [d%k“eik"ﬁk(’r’)wk_('f’: 7)

(2m)3a2 M2
)82(1 — C?)Cg 3 4 1kx'~ !

(A.12)
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Como ademds
4 1 T— " g
Ol a0 = s [ dpem Olin(in0), (A3
Y
tendremos que
' Bo(l — cf)c] 324117 — 3, iky ipx
<0|[H1(a)(T ): U'I(XJ T)U’I(Y:T)“(D = (QW)SCI?]'I(IQ /d kk WL (T!!T) /d pe Tgd
X (0]t ()i (7')]0) + e *e™Y (0] due (1) ik ()]0} } -
(A.14)
Desarrollando e integrando (A.14) se tiene
) 1 — 2% .2
[ e Ol ) v, ur0,7010) = =2 S ke o, w0 ).
(A.15)
Consideremos el producto Wy (7', 7)W," (v/,7),el cual viene dado por
W (7', r )W (', 7) = ’i Lo + 1) cos (2cok(7" — 7))
L By cak? | \cokr okt ak2rs
1 \? L
{1+ ==—) |si ' :
g )
(A.16)

Al
2 cokT  cokT!

" i O Hrey (), ur(y, 7)ur (0, 7)]0),

Como
AP b o 3 ik
# = kliﬂoz(chkSTQ)quye ky/_m
(A.17)
entonces usando la expresién de (A.15) en (A.17) tendremos
AP . J Ba(1 — 2)c? _
@ — im i(2c3k372) /_m dr’ (4%) W ()W (', 7). (A18)

klr|—0

Pa
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Haciendo el cambio de variable z = —cokT’ e y = —cokT entonces:
1 1 1
{( ) (1 + —) cos (2(x — y))
yT

APo ., . ) Ba(l = @)\ ik
o ooy ["ar(Hhz ) (11
11/1 1)\? 1 %"
=2 =) = — | |sin(2(z — _
+2 [(y 1_) (14—%_)}5111( (z y))}
(A.1

Si consideramos la expresién para que viene de la ecuacién (3.19) reemplazamos a

y luego mediante el cambio de variables anterior se ticne que

APa) _ _ (28:(1 - 2)EHZ 2/00 2 1 1
B EYYE !lJl_I}éy C drz i 1"';; cos (2(z — y))
1 [T i%F 1)’
-{===) =1+ = in (2(z — ; '
5 Ky J/_) ( +y$) }sm( (z y))}
(A.20
Desarrollando,
o8 I 1 1
il’_l}gy?/v drz? {(5 = ;) (1 -+ y—m) cos (2(z — y))
1(/1 1)\? 1%* 5
===) = {1+ = ey b =2
S{E Ry -
(A.21)
Por lo tanto:
: — N2
LPa _ 5501 - §)H (A.22)
PQ 4COM2
Ahora, resolviendo para la otra parte del hamiltoniano tenemos que
(1 _C:sz) 3 Bik? - -
Hip) = Wﬁ‘—/d k= t(r)al ()| . (A.23)
(A.24)

Para eso consideramos que

ub(x,7) = o /d3ka;((r)e*’"‘*,
]
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donde el operador 4 (7) viene determinado por la derivada de la funcién solucién u

de la forma

I 1 1 ;
r_ ot . . —icpkT A25
by { —+1 (CDkTQ o )] g (A.25)

y su complejo conjugado.

Analogo a lo hecho para Hj,) calculamos el conmutador [Hyey(7"), ur(x, 7)), asi

se tiene que

[Hi) ("), ur(x,7)] = %i/p—) / Pk ’81 [ (T (), ur (%, 7)) (A.26)

Usando la transformada de Fourier de u;(x, 7) queda

I _(1—6?) )81}”2 1 3 (Al (o INAT N~ ipx
Hioo (), uste )] = gy [ a1l ), ap e
(A.27)

Mediante las propiedades del conmutador, desarrollamos el conmutador de adentro

de la integral en (A.27) y se tiene

[ () (77), i (7)] = ()[4 (7). dip ()] + [ (71), ip (T4 (7). (A28)

Por otra parte,

[5(7"), dip(7)] = (@ (7') + @by (7)), (apu(7) + al (7)), (A.29)

por tanto,

[2(7"), 2p(7)] = 8P (k + p) (w7 )up () — il (7 (7)) - (A.30)

Teniendo en consideracién las funciones uy y su derivada tendremos que

) 1 1 1 . okl
_ =k _ — icak icok(r!—7) A3
2c0k; {(1 c{,k*r’) (T T’) EaRr 2y We ] o )

Py 1 1 i 1 1 1 . icok(t'—7
it = 5z | (1 ) (5 5) g +ieok| e am)

up(7)u(7) =
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Restando las ecuaciones (A.31) y (A.32) obtenemos

) = 0 unr) = 5 { =i (5= 5 ) snok( = 7)) =

pe
( i 1
e (— - :) cos [eok(7" — 7))
—icok cos [cok (T’ — 7)) + c2k;'r’2'r sin [cok (7" — T)]} . (A33)

A esta resta la definimos como Wy(7,7) y al desarrollar queda:

Wi(r',7) = C% {— [ak b (1 - Tl)} cos [cok(T’ — 7))

L cokT' \ T

i {E%E;;a = (% - %)} sin [eok(T" — 'r)]} (A.34)

Usando la ecuacién (A.34) en la ecuacién (A.30):
[4(7"), ()] = 6 (p + K)Wi(+', 7) (A.35)
Y utilizando esta expresion de (A.35) en (A.28),

[i5(7 )0 (7'), dip ()] = B (7)) (p = K)Wi(',7) + 0% (p + K)Wi(r', )il (')

(A.36)
Y ahora usamos (A.36) en (A.27) y obtendremos
! 1= Cg ikex gy
[Hiw) ("), ur(x,7)] = (ﬁ‘_)l_()g_;# k2™ G (T Wi(r', 7). (A.37)
2m)2

Ahora calculamos:
f a7 (0| Hn ('), ur (x, 7Yur(y, 7)]10).
Para eso, se tiene que

[Hiwy ("), ur(x, m)ur(y, 7)] = wi(x, 7)[Hiw) (1), wr (y, )]+ [Hi) (7'), wr (%, 7)]ui(y, 7)-
(A.38)
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Usando la ecuacién (A.37) en (A.38) tendremos que

’ _ 61(1 — CE) 31.1.2 jiky
(Hrwy (7", wr(x, m)ug(y, 7)] = wi(x,7) (m) /d ki2e™¥ i (T YWy (7', 7)

i —Cg i xAr
+ ((’;—Tr()l"g;]/}? fdgkk2 s YWy (7', T)us(y, A.39)

Luego,

pl—c) 1
a2M?  (27)3

g {/ d’pe’ Ve (0] (7)1 (7 ’)0)+er"k"‘e"p"’<0|’&L(T’)ﬁ-p(f)U)}‘ (A.40)

Ol H1wy (), wr (%, T)us(y, 7)N|0) =

/ PRE Wi (7', 7)

Notamos que

(O]t (T (7)10) = (0] (applr) + 0l pruz(7)) (awee(7) + ol (7)) 10),  (A41)
lo que lleva usando la relacién de conmutacién para ap a
(O]t (7) s (7)]0) = up()uis (7')6°) (p + k). (A.42)
Anidlogamente,
(0] g (")t (7)]0) = i (7")up (7)) (p + K). (A.43)
Entonces, usando las ecuaciones (A.42) y (A.43) en (A.40):

JBl( 31.1.2 Far _t
ale 271-)3 /d kAW (T, 1) [ (7)uy (77)

+aty (7 )up (r)] XY,

(Ol[Hry ("), wr(x, )ur(y, 7)]10) =

(A.44)

Para realizar la suma que esté dentro de la integral usamos las ecuaciones (A.31) y
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* * 1 i 1 i —icok(t! -7
7 YU(r) + o () = {(1 - Cokﬁ_,) (; - ;) -icok(r'~)
i D | e e
+ 1+ = — — | e =T) ek (ew” kel ekt ’))
cokT’ T @
1 icok(r'—7) | —ieok(r'—T) =
_cész’QT (e ’ e ) - kAA3)
A esta suma la llamamos ﬁfk(T’ ,7) y al desarrollar se obtiene que
= . il 1 1 1
Wadr's 1) = cok { {(— — ;) - WJ cos [cok(7" — 7))
1 1 1
— [Cok‘ + (— - —)] sin [eok(7' — 7 } (A.46)
7!

ek \ 1

Por lo tanto,

(O[Ery () s (e, sy, Do) = 20— 1)‘ f SRR Wi(r', ) Wi, 7)),

@Mz (27)3
(A.47)

Luego, integrando se tiene

Bl=c) .0,

a2 M2 Wi(7 la'r)ﬁ/k("'—’a?)-

(A.48)

/ d*ye™ ™Y (0| [H i) (7"), ur(y, 7)ur (0, 7)]|0) =

Calculamos el producto Wy.(7/, 7) Wi (7', 7). Asi

1 1 1
—_— = | - — = ~0S |2 -
= J:CékZTfZT (T Tr):l cos [2cok( 7)]

! 1 1 1 2 1 1 1 N 2 )
i - T T in[2e r .
Ty { [CokJr cokT’ (T T’)] LgszQT (T T,/” }sm [2cok(T T)]}

(A.49)

Dado que se cumple que

k= im0k [ e [ ot (), wty. 0,010
h (A.50)
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tendremos que

A
;30(”’ ~ Jim i(2ek°r) /_ B D g e, (As)

Usamos nuevamente la definicién de 7 de la ecuacién (3.19) para reemplazar a, de

modo que

A =
Pe _ lim i(2c3k3r 2)] dr ’ﬁl(l Hg 2R2Wi (7, T)Wi(T', 7).  (A.52)
Pa klr|—0

Volvemos a hacer el cambio de variable 2 = —cgk7’ e y = —cok7 y tendreemos que
APy, 26:(1 — C2)H2 g [ 9 171 1 1 1 1
- dif w e =2 = 2l e [ S mm
Po cAM? ii_r)%y [y S +9: y T T2y y

comtrir- i+ (12 (31 - [ - (3 ) Jamae-ui}

(A.53)
Luego de tomar el limite y desarrollando se tiene
APy pi(l — 2)HE

= e A.54
Pg 463M2 ( 5 )

Entonces, tomamos las ecuaciones (A.22) y (A.54) y tenemos que
AP 1-¢ .
B L LR (A55)

Py 4EM



Apéndice B

Calculo de sobresaltos en el
biespectro

Consideramos el hamiltoniano de la forma

By = / d*za’e [—}_‘Ii?éf - ayRRE + %RI(VR,)2 , (B.1)
0

de acuerdo al hamiltoniano ctibico en (6.36) tenemos que

Q)] = 0.. (BQ)
az =360 + n, (B.3)
Qg = 6 — Tgf - n. (34)

B.1. Sobresaltos debido a cambios repentinos en
la velocidad del sonido

Como en este caso 7 = 0, tenemos que acd ap = 30. Usando esto y las ecuaciones

(6.29) v (6.41) se tiene

6r'PZ [ [* 2 [dkAP, .
By = m {/OO dT_?T_z_ ?_:[-)G_(k)e otk [?‘.T(k‘lkz + kiks + k‘gkg)

KRS+ RRE + k%k%J

AT ) B5
*ukoks ie } (B.5)
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247 PE dk AP
By = —" 0 (k) | == (kiks + kiks + kok K/2—k
= o B [ T |~k + kbt ko) (/2 — )
1 k22 + K2K2 + kgkg_
5 e S(K/2—k)|. (B.6)
_ 1274P2 [1 1 AP K22 + k2K2 + k2k2 1 AP
By = ——% | =(kik k =——(k 2 k
%= Tl [ (kaka + kaks + kaks) 2o (k Py ¢ )> Trkoks % Pl )]
(B.7)
(2m)4P2 [3 d AP, . AP,
= (k1koks)? (klkz +Raks + kaS) dink Py (k) (k
k%z + k2k2 + k221 /_\’P .
) B.
4 klk’gkg k PO (k):l ( 8)

Ahora, para el siguiente término, az = # — 78, y derivando la ecuacién (6.29)

tenemos que

AP .
0 = dk——(k)e™ 2k
(ke

Usando las ecuaciones (B.9) junto a (6.42) tendremos

(B.9)

PR 1 [dkAP . AP
k2 2 / L —21k'r /dk‘ —2ikT
Tk va + B+ )f Lvr? B, R [ kiR

1 — kT — T2 (k1k2+k1k3+k2k‘3)+2k1k2k37‘ } T

By =

(B.10)

donde el segundo término en el paréntesis cuadrado corresponde a 2k = k1 + ko + k3.

Luego, para los términos

dk AP 1,
= ol
'i/ T P (k)/—oodTTze ,
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dk AP 1,
;2]111 _ 1‘]"7-
TP (k)f_deTe

AP < 1.
i 2 S
Zz/di., P (k) f_m dTTe

donde v = K/2 — k, usando el método del residuo éstos desaparecen. De esta forma,

solo quedan los términos restantes. Asf

—(k'lk‘g + k1k3 =+ k‘gk'g,) / dTe”T = —QTF(klkz + klk;; + kgk_;}é-(l’( - 2]6’)

ik1koks f drref’™ = ky ko k3£ / dre’™
= —ﬂ'klkgkgqa(}'{ )

4.16/ dre"™ = 8nks(K — 2k)

o0

- 5 [ .
—"21:(]€1k2 o klkg + kzk’g) / dTT(:fW’ = —2(!(?1]432 + klk‘g + k‘gks)% / dre’’”

o —00

= 2m(krky + kpks + kgkg')%ﬁ(}( — 2k)

52 [ |
—2k1k2k3/ drr2e"™ = 9k1k2k3d 2/ dre”

= 7Tk']_k2k3'c;:—2()(f( 2k)

Entonces, la expresién para B viene dada por

27(4792 i AP o
(k1k2k:)3 (k‘2 + kz + ka) {/ dk ( )) [-Q(klkg -+ klkfs + k?‘k.ﬂ)é(ﬁ = 2]{')

—k kgkg,-(%c-é(K 2k)} /dlsg(k)[SkJ( K — 2k)

B;;:

‘ d*
+2(k1ky + kiks + k2k3)ﬁ6(f{ —2k) + klkgicg%a(}( - 2k)J } )

(B.11
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Desarrollando, se tendra que

VP2 K2 4 K24 K2 [ kiky + ks + koks (AP d (AP
; — |- (k) + - (k)
(kl kgk)g)g' 8 k P[) dink ‘Po

1 d> AP AP A’P

B3:

(B.12)

B.2. Sobresaltos debido a cambios repentinos de
la tasa de expansion

Para este caso se tiene que # = 0, luego, para B, tenemos que oy = 7. Juntando

las ecuaciones (6.41) y (6.33):

C optp2 oo d AP e
B2 = @Tk:)? f T— f AEE'—% k)& 2k [ZT(kle + k‘lkg -+ kgkg)

kykaks
2mPg d AP s
By = T ] ; (K —2k)T
27 (kikoks)? /dkdk Po (k) [Mklk? + Faks + kaoks) .[m drre
K22+ B2R2 + K2RE [ ik
- d /i(K—zk)fr  (B.14
kikaks /wTF (B.14)
47?4?3 d AP —1 d
= L0 [ dk— (k) |—(k . Bigres
BQ (k1k2k3)2f dk P, (k) 1: 9 (klk’Q +k1k3+k2k’3) 5(}\ Qk)
%@+@@+M@
N —2 B.
kykoks 6(K k)|. (B.15)
27“4190 1 d d AP k2k2+k2k2+k2k2 d AP
By = 75 kike + kyks + koks)— | = k) ) — 2it2 13 + R3R5 4 ol
T (kakaks)? [ (ko + ks + hak) 35 (dk Py )) Tikoks @k Po )}

(B.16)
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P2 1

By =
® 7 (kikoks)? | 16K2

? AP d AP
Ukl + Kuks + kskis) (dmkz Po %)~ % Py Ug))

kRRS +RTRS HASKS 1 d A”P(k) (B.17)
k1 kaks 8kdlnk P, '

Luego, para Bz tenemos que g = 7. Usando esto y las ecuaciones (6.42) y (6.33)

se tiene que

i g 2 2 d Aj 2ik
- A e e o By
~— (k‘lkg + klkg =+ ]ﬂgklg) + ‘lklkgkgi‘ s]ei T. (B].S)

Analizando término a término usando el mismo argumento que en B.1, los pri-

meros dos términos desaparecen, por tanto para los siguientes dos se tiene que
o8 i
—(k'lk‘-z -+ k]k}g + kgkg)[ dre T = —271'(1161!1{/‘2 + klkg + k'gnlf'g)(i(K = 2k‘) (Blgj

o0 ) o0 5 d o
iklkgk;?,/ drre’ = k'lkgk}a—(?- / dre’’ = —ﬂ'k1k2k3d—k(§f\}§ — 2]{3) (BQD)

Entonces
B Gl S(k7 + kS + kD) | —kikok /dk—d—ég(k)—o';u 2k)
37 (kikaks)? 3 Gl dk Py o
d A
~2(kykg + kyks + koks) fdk;ﬁ-pf (k)o(K — Qk)} . (B.21)
Finalmente, desarrollando, se llega a
(27’[’)4?2 2 2 k‘lk'gk’g d?‘ AP d AP
WPE e’ Nk | k) — =
By = ok M+ 8) e (e B~ amr
1 d AP

ks + k
(ks + kyks + 2k3)16kd1nfc P,
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