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RtrSI]N4trN

En cste trabajo se prescnta ¡-rrL estr.Ldio derrt¡o del rnarco rle érría Ef-.ctiva de

Campos sobre inflación. Se establecen cotas inferiores a la velocidarL del sonido c" a

partil dcl valor dc1 tensor to scalar ratio. Por otro lado, cncoritrarros que urla con-

firnración de la relación cle consistelcia r' : -8¡¿¿, entre erl tensor 1o scalar ratio v cl

ínclice espr:ctral tensorial nr no cs suficr,ente para descartar modelr,s no canónicos dc

inflaciór. donde se tierte c¡ue Ia velor:iclad del sonido c" ll 7. Para p xler discriminar

entre uri rriodelo canónir:o y uno que uo Io es. se debc cmplear parár rttros adicionales.

conro cl running del índice especlral n. Además, se estucli¿rr los ef:ttos provelientes

cle cipera<1oles UV que aparecen eir c¿rsos dondc c" cs di.fcrcnte cle la rrrridad. mos-

tranclo lromo calnbia Ia relación entr-c r y c". Así. elrcontr¿rmos que qr ados de libr:rtad

pesados que ilteractúarr corr las flrrctuaciones dc curvatLua Prodrt,eri cotas rnucho

rnás lur:rtes.

Por otro lado. se estudia la apalir:ión de sobresaltos (ferltur:s) cn el espectro

prirnorrlial. \{ostrarnos que dos fuerttcs que puederr proifucir sobrt s¡.ltos sorl uDa va-

riación rcperrtila de la l'clocidad cle} sonido y un r:arrrbio retpertr itLo en la tasa cle

erpansión de1 background. Se arraliz¿l sus efectos por separado y ie propone una rc-

Iacióri c.rre lrrle estas dos situaciones. permrtiendo estudiar Ia aparir:ion de sobresaltc.ts

del¡ido a arnbas fuentes err sirlultártco. Así. obtenemos una rt:laci ir. clc c<¡rrsistc¡rcria

dependrente de un só1o parámetro. prcvenierrte de rruest::a relació.r propuesta. en¡rc

la fbrrna y tamaño dc los sol¡rosaltos er el biespcr:tro y sobresalto; u cl espectro dc

poterlcia. Finahrrerite, daclo que se llroporle una expresiríl m¿itcrI¿itica. estudiamos

mediante mótodos numéricos dos rnoclelos de inflación. I'(X) v ni i1 ,iples carrtpos. la

validez de 1a relación propuesta.



ABSTRACT

In this work a study about inflation within the fiamework of Eflcctive Field

Theory is presented. It is set lower bounds to the speed of sound from the tensor

to scala¡ ratio value. On the other hand, we find a confirmation of the consistency

relation r : -8nt, between the tensor to scalar ratio and spectral index tensor n¿ is

not enough to rule out rron-canonical models of inflation, where the speed of sound

c" I 7. To discriminate between a cano ical model and one that is not, we should

use additional parameters, such as the running of the spectral index a. In addition,

we study thc efiects fiom UV operators which appear in cases where c" is different

from unity, showing how the relation between r ald ca changes. Thus, we find hear,lz

dcgrees of freedom interacting with curvature fluctuations produce stronger bounds.

On the other hand, the appearance of features in the primordial spectrum is stu-

died. We show that two sources that can produce features are a sudden change in

the speed of sound and a sudden change in the rate of expansion of the backgtound.

Its effects are analyzed separately and a relation that links these two situations is

presented, allowing to study the appearance of features due to both sources simul-

taneously. Thus, we get a consistency relation which dopends on a single parameter.,

which comes from ou¡ relation proposed, between the shape and size of features in

the bispectrum and features in the power spectrum. Finally. since a mathematical ex-

pression is proposed, we study the validity of the proposed relation, usürg numerical

methods, tu¡o models of inflation, P(X) and multi-field.



Not¿rción y Convenciones

Usalcrrios h.- r:- llt?t - 1. dc¡nde ñ ccxrespolde a la corist¿r:Lt r cle Planck. r Ia

r.elocirlacl cle Ia 1uz y l'Ip, - 1/ v6;(; .'s la rra¡a cle Plarrk reduciclr.

La :;ignatura de la mótrica scrá (- * **).

Denotaremos por I el tiernpo y r eJ. tiernpo conforme.

A srr vez. denotaremos Ia derivada Ce una r:altidad lL rerpo,'l., t c1p Ia forma -i

y la delivada rcspecto a ¡ de la folma .rl'.

Los elerncntos en ncgrita (r) reprcsentzirál caltidacles vecLoriiJt,s.

Fin¿hnente. los úrdices griegos ¡z,lu.. . . corresporiderL a las cu¿tro coordenaclas

espa.io ternporales. tomadas como 0.1.2.11. IJsaremos si,:mpre qre Ia coordenada 0

corresporrde al tiempo f. Nlientras c¡ue, los índices latincs 1.j.... lurresponc'leri sola-

lnente a las coordenadas espaciales.



Capítulo 1

Introducción

Una de las características del scr hurnano es su curiosidacl v capacidad de pregun-

tarse por su existcncia. orígenes, tanto dc sí rnismo como de aquello que le rodea. Es

err ese espíritu que se tienen difercntes visiones cosmológicas que tienen su origen err

diversas fueltes. Si bien es cierto las preguntas existerr descle hace mucho tiempo, la

perspectiva cle 1a cosrrología desde el punto de vista cieutífico es bastante reciente,

por tanto. se mantiene corlo url campo err constante dcsarro]lo, a la vez que hoy pre-

serta urr alLge clebido a ]a crccicntc c¿rrrtitlarl de experimcntos qtrc pr:rmitcn obtener

un gran número dc datos en 1a observación del universo.

Ll¡ro clc los hcr:hos irrLportarrtes para e1 inicio de Ia fbrmalización de la cosrnología

física lo constituye la resolución de las ecuaciorrcs de Eirsteirr para relatividad gene-

ral por parte de Friedmann 111, y de forma independicntc por Lemaitre 12]. donde

se mostraba que el universo se encontraba en exparrsiórt. De esta rnanera, se esta-

blccc cl Big-Bang corno modclo cosmológir:o para el origert y evc-rhrciórr del u.rriverso,

que muestra que en los primeros instantos dcl urriverso. éste era mucho más denso y

caliontc qrro hoy. En este escenario, las interacciones entre partículas eran mayores

y más elergéticas. teniéndosc quc en principio, Ios fotones se hallabarr acoplados al
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resto de ]ateria. Luego. en un instantc posterior estos fbtones se rle;acoplaron de Ia

matelia pLrdiendo viajar libremerrtr: por el urriverso.

L¿rs obscrvaciorres de Hubble l3l en 1929 sobre el alejamiento c e las galaxias 1' e1

clescrrbrirnierrto del fondo cósmico rLe rnicrooncias (el inglés Cosnir -'Iicrorvave Back-

glounil. clc aquí crt adelanLe CNIIB). cl cual cs cl rcsiduo de racla,rión pror:cnicntc

de Ia í:poca err que 1os fotones se dcsacoplarorr de la r¡iateria, en i9i5 por \\¡iLson l
Penzias l.1l slrponcn ovidr:ncia experirncntal para cl morkir del univ:rso en expnnsión.

Aún cu¿rrido la evidencia experimerital favorece el paradigrnr rlel Big-Bang. la

teoría clcja algurros aspectos sin r¡:solver. ciarlo que ret¡rería r;o tr.iciotres irriciales

muy particulares para que pudiera obsr:rvarse el universo tal corrto sl 10 1e hov. dan-

do origel al problema de Ia planitutl 1'el problerna cosrnológico d.:1 holizonte.

El ¡,roblcrla de Ia planitucl. asociado a un plobk:m:r dcl ajrt,rtl firro. está rela-

ciorrarlo corr el hecho de que las mcdÍciones actuales irt,licart qur' :l trniverso debe

ser plano i5l, es decir, donrle se cumplc cl quinto postrtla.rlo dt: E¡rclides. Sin ernbar-

go. para que sc de este tipo de unir.er-so las corrdiciones irriciales cl:bieron ser muy

particuLarcs. puesto que de otro rnodo resultaría en un rLnivelso ro.t tu.rvattlta. Por

otro larlo. e1 problerna cosmológico clcl horizoltte cousi¡ite err el h,:cho de que clos

punlos opucstos \.istos desde Ia Tierra. (lue se encnentra¡ a Ia dist lr cia rnás a1e.jada.

presentan hcirnogeneiclad erl la tempcratura. Considerando que la e-lad del ulli\-elso

estiriada es de 13.7 mil millc¡rres rle años 15], rro existe forrna er (Lue éstos puntos

opllestos estuvieran cn colrtacto causal para lograr cnconr.rarsc en :c uilibrio ttirmi<'o.
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Iirr trabajo de 1980 realizado por Starobinsky i6] propone quc correcciones cuánti-

cas cvitaríarr Ia singularidad inicial err el Big Bang rnediarrte rtrl ulliverso que se expan-

de exponencialme .te. N,lientras que en 1981, AIan Guth 17]. propone un mecanisrno

para resolver Ios problcmas del horizont.e y de la planitud, donde se experirnertta un

periodo ternprano de expansiórr ar:elerada del uliverso, el cual se desarrolla de forma

cxporrcrrcial y quc ocurrc jurrto a un super enliiarniento del universo. Es así cr¡¡no sc

presenta un universo en un estado de falso vacío, donde rrrerlialte efecto trinel algu-

nas rcgioncs pasan a un cstarlo de vacío verdadero. teniéndose hurbui as dc r:stc vacío

real. AIIí, estas burbujas erperimentan una transición de fase de alta tenperatura

a baja temperatura, lo qr.re origina esta expansión acelerada en cada una dc cstas

burbuj as de vacío verdadcro.

La idea entregada por Guth, a Ia cuai llarnarnos inflación. no sólo resueh'e los

problerrras citados. sirro que aclerrrás es capaz cle clar respuesta al por qué no se

obscrvarían hoy nrolopolos rriagnéticos. Por cjcmplo. la irrflación propucsta puede

soluciorrar el problema del horizolte sacando fuera de éste puntos que estuvieron

calrsalnlente corectados. de rnclrlc; que cuarido vuclven a entrar ya están termaliza-

dos por haber tenido un contacto prerrio.

Sin ernbargo, la rdea c1e GuLh cont.erría urr problema en el hecho de que la tasa de

rmcleacióri. es decir, la r.elocidad de forrnación de estas lmrbujas de vacío verdadero,

es rruy lenta como para aicanzar el valor necesario para terrninar esta inflación [8].

Por otro lado, el modelo propuesto lo perrrtite un recalentamiento apropiado para la

generación dc cstructuras postcrior a 1a cxpansión, pltesto quc cn la formación dc bur-

bujas éstas no producerr ninguna radiación. La única forma de que pudiese errritirse
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radiaciór que permita terrnalizar este universo es debido a colisic rr:s rle las bulbu-

jas formadas. sin ernbargo, la tasa cL: oc,urrencia de esto sr: demostró quc era baja l9].

Tras c} trabajo cle Guth. aparecerl los artículos de Lirrd.c 110] y de Albrecht iunto a

Steinhardt 111l donde se desarrolla la idea de irrflación con meioras rü trabajo origilal.

Es en estos trabajos, doncle sc pr-cscnta un campo cscalal al cluc Lliirnarrios inflatón.

cu1'o valor de expectación rueda hacia rrbajo lentamente llor url pt ttrncial. resolvicrl-

do así los problemas rlcl trabajo rLe Grrth. usando una aproximacirl,r scmiclásir'a qre

perrnite pequeñas corrccciones cuánticas. con urla evolución .on¡jn ta 1' Iertta dcsde

el falso a1 r,erdadero var:ío. Este mode,o, llamado Slou'-Iloll Infla ion. constituye el

par-acligrla bajo el cual estudiamos cl proceso de irflació:r cósrnic'i.

Arirr cuando los trabajos anterir¡Le-q describen a la irtllaciól ca r¿.2 de resolvcr de

form¿r cfir:iente Ios problentas del Bir-Bang. cort las observacioncs rctuales arirr lo es

posible clctcrrlirr¿rr un modclo preciso 1, definitivo. Esto cLa pie a qui, cI cstuclio de la

inflaciól cósmica sea un carnpo aúri ab.ierto, donde se busca corttpr e ider a cabalidad

esta teoría.

Así, para Ia r:onstrucción de una teoría {le inflación. se puede pr-tr etler según Bau-

rnann y \IcAllister 112] de dos rnarreras. Una es un proce<litniento ctd, tipo Top-Dou;n^

en el cr.Lal se parte de una teoría cotnpleta en Ia rcgión de alta er e;gía. ultravioleta

(U\'), pcir e..iemplo. teoría de cueLdas, ¡, a partir de ella derival i rf ar;ión como uno

de sus límites a baja errergía. De esta folrna. se lta desarroliaclo urra arlplia cantidad

de modi:los, como Axion Inflation 131. Axion NIorroJronL)'Inflatirn 111]. errtrc otros

(para rr:visar rnás rnoclelos ver [12]. otras ideas en 115] v lt6]).



Una scgunda fbrrria,. del lipo Bottom-Up, r:onsistente en partir de grados de lit¡cr-

tad a bajas energías, cs decir, infrarrojos (IR). v parametrizar nuestra "ignorancia"

sobre la teoría UV.

De este modo. err la constmcción dc ulra tcc¡ría de inflación satisfactoria, cs po-

sible abordar este problema obterrierrdo rcsultados inrportantes sin la necesidad de

rccurrir a un¿l ttxrría f\rndamcntal de gravrtación mediantc la idea dc Tooría Efectiva

de Carnpos (en inglés effectir.'c fie1d theory. EFT).1a cual. en esencia, consiste en des-

cribir un sisterrra dentro cle un rango de energía por debajo cle una escala de cutoff.

rnediante opcrarlores de baia energía cotnpatiblcs corr las sinretrias subyaceutes (para

rrrás detalle ver 117 20]). EFT ha sido b¿statte ritil en varios colltextos. y es en los

trabajos de Chcung et ai. 121l y \\'einberg i22] donde sc desarrolla esta metodoiogía

cleltro de inflación para un sólo carnpo, mientras que en [23] se estudia inflación con

rarios carnpos usando este lbrmalisrno.

Es irnportante notar, que el clesarrollo de inflación en EFT permite englobar tan-

to cl modelo carrórrico como diferentes otras rcalizacictrres. talcs como modclos de

múltiples campos o del tipo P(X), el cual plantea clue inflación es llevada a cabo

por efectos no triviales del térrnino cinétit:o (por ejemplo, inflación del tipo Dirac-

Borrr-Infeld (DBI inflation) [24] o I(-Inflation [25]). Un elemcuto común derLt¡o de

estos modelos rrr¡ cartólicos se cncuertlra en una velocidad dc propagación de las

pcrturbaciones de curvatura, Ia que se colloce conro velocidad del sorrido (denotada

como r:"), drfcrcntc de 1. distinto al caso canónir:o.
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Dentro de este trabajo de tesis, L¡r vclocidad del soniclo .j es Lr,r llerr]erto irrrpor-

tantc. pucsto clur: aualizarcrnos que e1 liech,: cle que tanto cambios repen¡inos en ella,

jurito a canibios ert Ia tasa dc exparrsicin. pueclerr prorlur:ir sobreso'tt's (en inglés lea-

fzres), cs decir, pequeñas oscilaciorres en la irrvariarcia dr: escala clerLtro del espectro

de potencia y cn cl biespectro.

La irnportancia del estudio rle los solrresaltos ert ei espectro radica cn que Ia

observación erperimental de este elcrnclrto pcrmitiría dcscart:rr n o1elos simples de

ilrflacióri que rro presentan di.rha c¿rracterística. entregando r11ra rrejor cornprensión

sobre la teorÍa inflacionaria, Expcrirren't almente. hasta el rnornel.o no ha). eyi(len

cias sigrrificativas de sobresaltos en el espectro prirnorrlial. sirr erlLa: go, aúl se rnal-

tiene la búsqueda de éstos 126 30].

Aunquc el rnodelo calórticc.i de iuflac,ión presenta una d.istribucion gaussiara de las

pcrturbaciones r1e cu.r'r,atur¿r primoldialcs. do¡rde su espectlo c,. invrriaritc clc est:a1a y

sin sob¡esaltos. en la literatura exister diferentes clases d.c modelc,-s truc tierrcrt cortto

caractei-ística la aparición de sobre:saltr¡s. Por ejemplo, e's sabirlo (i le para morlelos

dc ul solo canipo escalar donde éste atrar.icsa un salto repen¡illo cr r r:l potcrrcial. csto

derir.a e,n un carnbio en la tasa cle erpansión. el tual se utanifiesta e:L la aparicrióri cle

sobresaltos en el espectro de potcrlcia i, el biespectro 131 37].

Aderlás, eD rnodelos de múltiples carnpos, erconi,ralrros qlle t's posib]e la gerte-

ración cle sobresaltos debido a urr scilo grado de libertacl escalar. cllllo a rrrúltiples

de ellos. En c1 primcr caso, tenemos quc cl único gra.lo .lc libcrtlrl rclcvantc en la

dinárrrirra es la fluctuación de cu¡r,atLrra [38,39]. Nfediante EFT es ¡ o;ible estudiar es-
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te caso, donde Ios sobresaltos se prorltcen debido a una variación de la velocidad del

sonirlo c, y rle Ia tasa de expansión i1 en el t.iempo, proverrientes de rlesviaciorres en el

espacio rle los mriltiples campos [40 '13]. Mientras que para el segundo caso, si Ia va-

riaciól eII el t iempo rle un giro c]i la trayectoria de uIIo de estos grados de libertacl es

rrla),or o igual a la masa de los carrrpos ortogonales a dicha trayectoria, estos campos

sc excitan clanclo cc¡rno rcsult¿ltlo la aparicióri de sobresaltos err el espcctro 141,14"15].

En el trabaio rle Palma 146l se esturlió la ap:rricirin de sobrcsaltos debido a cambios

el Ia velocidad del sonido y a cam.bios elr la tasa de expansión rle fbrma indepen-

clicnte. Por otro l¿rr.1o. existcn rnodelos. como se verá en este trabaio de tesis tlondc

sobrcsaltos aparecen en el espectro debiclo a ambas variaciotres a la vez, sirl em-

bargo, hasta la fecha. el hecho de que arlbas características se presenten de forrna

sirnultánea no ha sicio estudiada. Es por esta razóri que en este trabajo se alaliza¡á

la dependencia del espet:tro de potencia y el biespectro respe.to a estas lariaciorl"s

rcpcrrtirras cuando antbas ocurrcrt al misrno tiompil.

Por otro Iaclo. rhrrante 2014. BICtrP2 [47] presentó resultados que inditrahan Ia

existencia de Ios rrroclos B de polarizacrón de orrclas gravitacionales, entregando ul

valor grande del tensor-to-scalar ratio r. cantidad que relaciona 1as perturbaciones

escalares y tensoriales. la cual se analiza¡á con mayor cletalle en el capítulo 3. Este

hallazgo se constituía err la confirrnación de inflación. sirr ernbargo, resultados poste-

riores de PLANCK cucstionaron este hecho, Puesto que Ia regitiri obsen'ada cc¡nterría

un exceso de polvo estelar [48]. Sin ernbargo. aún cuartdo los resultados entregados

por PLANCK revelan c¡r.c no necesariamcntc r ticne un valor grancle. existeln tlxpe-

rimentos como Spidcr. EBEX CN'lB-Pol and LiteBird que eventuaLnente podrían
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La importancia dc los rnodos B de polarización por tanto es ¡.11a. clebiclo a urra

confirmación experimcntal de Ia inflación. Por otra parte. usaldo e:te valor r pode-

rnos 6iar cotas para el valor de la velocidad del sonido c.,. indepenrli:nte si es grande

o no. Los límitcs infcriores que se obtienen. corno analiza.rerros el r:l c'apí1ulo ó. son

rnayoles a los o]¡tcniclos rnediarrte mecliciones de no gausrsianirlad d:l C\48 [49]. De

csta Ír¿,nera, mediantc tcoría r1e pertttrhaciones en el contexto clr'tJF'1'examinarc-

rnos ¡estricciones cn Ia velocidatl deL sc»rido c., a partir d:l valor del tcnsor-to-scalar

ratio r. al mismo tiempo que analizalenos los efectos que podría r'ier a estas cotas

Ia existencia de opcraclores qüe proven,qan de una teoría u1traviol't'i.

1.1. Outline

El coltenido de esta tesis se estru.rtura de 1a siguierrle m¿tner r.: err e1 capítulo 2

se presentan ele¡nerrtos básicos cle lii cosrnología jutito a[ problerr a cosrnológico del

horizori¡e y el problctta de Ia planitud. para lucgo on c1 capítulo 3 :l:Lr paso al forrna-

Iismo cl:: irLfliir:iórt como mtitodo rli: resoluciórt de los problcrnas \-i it rs erl el capítulo

¿rnterior-. así corno su desarrollo matenático. Luego. eu cl capítuLo 4. se procede a

tratal el fbrmalismo de Teoría Efectiva dc Campos, clue r:onstituy: ina herramienta

furid¿inental para el clesarrollo dc cste trabajo, así cr.¡rrto tarrrbiél srr nostrará cóuto

aplicar este forrrralisrrro en un modelo :le rnúltiples calrrI)os. Así. tor capítulos 5 v 6

corresponden al desarrollo del trabajo cle tersis propiamell.e tal. El ,rapítulo 5 rnuestra

los efcctos que tendría err las cotas piila l:l velocidad de propagar,ic,n de las pertur-

bacioncs dc culvatura el hecho dc r¡xr rrroc'lcis tensolialers corno tsralarcs cruzart cl
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horizonte en instantes diferentes, así como los efectos provenientes clel running del

ínclice espectral y Ia aparición rle operadores UV. Micrrtras que en el capítulo 6 se

estudiará Ia aparición de sobresaltos en el espectro de potencia y erl el biespectro de-

bido a cambios repentirros err la velociclacl de propagación dc los rnodos de curvatura

y r:rr la tasa de expansión del background. Finalmerrte, err el capítulo 7 se discu-

tirán los resultados importantes derttro del trabajo y sc cstablcccrárr corrclusiones

que prreclerr extraerse a partir de lo rcalizado.
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Por otro lado. para este fluido perfecto se cumple la sigttientr: i:cuación dc c:orr-

sÉl\a, r¿r ,lel tr'rr¡or de.n"rgia-morr.'tr utrt

v pT!: : a],r! + tl,"T: - f;,Tt == o, (2 8)

dorrde
I

ff,U - ,U)'tt, 
t"l ri 1 r./,r9¡,1 ,11.g., r), (2 9)

corresponde a los sínbolos cle Christo$el. Así, fijando , : 0 in (2.8) y usando

Ios valores de los sírnbolos de Christoflcl para Ia métrica FLR\\r o rtenernos que Ia

evolucióri de 1¿r dcnsidad de cncrgíil lleva a la ecuación cl,: colrtinu dld

p+3t{(p+P) -0, (2.10)

clorrcie lremos ciefinido H : it I n'. que denornillamos parár:oetro de 1 rbble, cl cual da

cuenta dc có1no varía e1 factor cle escal.r,. EI valor actual etrtregar1r-., p,rr PLA\CK 151]

err 2015 es de

I1o : 67.8 l 0.94m . s t. jt[pc 1. (2.11)

Por otr:l partej a partir de 1a ecuar:irin de Einstcirl

(i,,, - Tr,, (2.1.2)

c¡bterLernos quc para la comporteute 0[.] sc tic'ne

-tkH2 tr-; rl 13)

micltras que para il cncoltramos quc

o !r, - te) i2.l l1
¿ (¡"

Noternos que cle la definiciórl cle 11 podcrnos escribir la e'cuación t2 14) como

1H, H 'r¡ t JP,. ':.I5.
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Así las ecuaciones (2.1:3) v (2.15) se corocen corno las ecuaciones de Flierlrnann,

Ias cuales describen la dinánrica dei universo,

2.2. Problemas en la cosmología estándard

Tias haber revisado ele¡ncntos importarrtes en la descripción de un universo dc

métrica FLR\\¡ consideraremos clos problernas que surgen en Ia teorÍa del Big-Bang,

e1 problema r:osmológico del horizonte y el problema rle la planitud.

2.2.1. El problema del horizonte

Considcrcrnos la ecuación (2.,1) v exprcscmos el tiempo físico en términos clel

tiernpo confonne segrin Ia ecuaciórr (2.2). Dado que el universo es isotrópico. d@ :

dd : 0, hrego

¡J5¿ - r,r t,t ( -s-' * d" \- 1- ¡r r' I
Definamos dX2 - dr2 I 0 - Ar2) de rrrodg que

(2.16)

ds2 : a(t)2 (-dr'z + dx2) . (2.17)

Por otro lado. Ia traycctoria de los fotoncs sigue a lo largo de geodésicas nulas,

decir ds2:0, por kr tanto. en este espacio tipo FLRW se tendrá que

A1(r) : 1¡r. (2.18)

Entonces, la vcntaja de trabajar cn tiempo r:onforrne, es que en un gráfico podernos

dibujar los rayos de iuz corno líneas rectas quc lbrman un ángulo de 45, con los cjcs.

l*otcmos que esto es posible hacerlo para cualquier tipo de geomctría. euclídea o rro.
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Luego, dado que dr: o(ú)dr, podemos escribir el intervalo Ar como

A- [" dt^ - J,, "(t)'
(2.1e)

para uri tiempo inicial úr y un tiempo flnal f¡.

Def,namos el inicio del Big-Bang de modo que ¿i :0, de este rnodo, la mayor

distancia a la que puede encontrarso urr observador cn un tiempo tf : t' (t' > 0)

para que pueda recibir una señai que viaje a la velocidad de Ia luz proveniente del

Big-Bang viene dada por
tL' d.t.,: /. «1,

objeto clue llarnaremos el horizonte de partícula.

(2.20)

Por otra parte, lla.rnaremos horizonte de evento a la máxima distancia a la que

en un tiempo tf : t' se puede recibir una señal que viaje a la velocirlad de la luz tal

que haya sido enüada desde otro pu¡rto en un tiempo ú" (tal que l.t > ttt > 0). La

cual viene dada por:

,": lr','# (.2.21)

Entonces, para que dos puntos en el universo estén conectados causalmente deber¡

encontrarse a una distancia menor que el horizorrte de eventos. Dicho de otra forma,

los cc.¡nos dc luz de ambos puntos deben traslaparse.

Considcremos entonces dos regiorres opucstas en 180'de las que rrlcibimos Ia señal

del CMB. En el diagrama de la Fig. 2.1 es posibie apreciar que los conos de luz no se

traslapan en r: 0, por Io que tenemos dos regiones desconectadas causalmente, pero

que sin embargo se encuentran en equilibrio térmico, 1o que aparentemente indica



quer estu\.ie|on causalnrentc conectadas.

hor''i z¡.t¡t.t e..
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A esia paracloja se Ic ll¿rma eI problema rlel

Útimo Scattering

Fignla 2.1: El diaglama mLrestra qr.le entre ¡i:0 ).cl pcrioclo del Illltinro Scatteling
(n.,., I' rLrlrtarLi lrol la lirr:a roja). rl¡nde Lrs fir¡orrcs viaialou lilrrrlrti¡n1i:. tto lt¿n

coneririn c¿usal entre l¿rs rlos scirales opLrestas quc llegal al olrse¡r'¿rtlor hov (denotil(lo
por l:L línca azul para r¡).

2.2.2. El problema de la planitud

Vrh'¿rrros a las ecLraciones de Fiiedinann. Dc 1¿r ecuación (2.1:l) 1)odenlos not¿r1

que Ii1 cur'\¿tura es posible erp|esarla err términos de la densiclarl clc Ia fbrrrra

n:,t (3- H') (2.22)

Luego. considcrcmos el caso l,: - 0, es clecir. trn ttlrit'erso platro. Con csto obterretttos

la expresión para Ia densidad quc debería teners€ para cst,e tipo de urtir.erso, Ia c:ual

vicnc dada por

f'*

1=o

P,: 3H2 ,
(2.23)
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doncle ilamamos a esta densidad como densidad crítica p.. Lnego, si se tiene una derr-

sidad p ta1 que p > p¿ se te1ld1á rur universo de curvatura positiva. Caso cont¡¿lrio,

sc obtendrá un uni\:erso de curvatura negativa.

Delinireuos un parámetro de curvatura 0 que da cuenta de la curvatura del

univcrso en términos de ias dursicl¿rles. rle 1¿r folma

Q- p,
p.

donde p representa ia densidad de energía dei universo.

l,) r r\

Lrrcgo. corr la rk:finición de p" dc la «:u¿rción (2.23) reemplaz¿rrros err (Z.Z\ y

tenemos

,, - t
3H2

De esta manera, reemplazamos (2.25) en la primera ecuar:ión de Friedrnann obtenida

en (2.13) y tendremos que
1^

.)- l r ¡t

' (aH1z'
(2.26)

1 eutonces será un universoPor 1o tanto, para un universo plano 0:1. Si f¿ >

ccnado y si f) < 1 el univelso scrá ¿rl¡icrto.

De la ecuación antcrior, definiremos la cantidad (a1J) 1 corno el r¿rclio c1e Hubble

comóviI, objeto que será útil rnás adelante a1 definir inflación.

Por otro 1ado, consideraremos quc para e1 fluido se cumple Ia siguiente ecuación

de estado:

(2 25)

l) )7\
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donde u., es un parámetro constante. Si zr - 0 entonces es un universo dominado

por la rrtateria, u¡ : 113 rrrr urriverso dominado por Ia radiación y ui : -1 para un

universo clominado por errergía del vacío.

Introducirnos csta presión en la ecuaciór: de continuidad (2.10) v se tiene

dondc hemos dciado de fbrma explícita la dcpendencia clcl factor rle escala a. Así,

irttegrando esta er:uar-ión sc tcndrá que

pxa 311+L) 
'

Considr¡rando los diforentes valores de u.r sc tiene que

/,) ,u\

b +32afl l u) :0.' o'

( oftl' rrrr.'rir (¿, 0;
p x { otl\ | radiaciorr rrr' l)

I corsr. errprgia d,'l va, io (,r'- lJ

f)
*-=(1+3u')f)(f)-1).
H

(2.30)

Por c¡tra parte. tornando Ia er:uación (2.15) junto a (2.27), reemplazaldcr err ella 112

rrrerliarrte (2.25'), y ilerir'arrdo ¡?.25) para reerriplazar Ii, r.t¡fl¡cm6. tr.

(2.28)

(2.31)

De la ecuación (2.1i1) vemos qlre para un universo plano (f) : 1) éste se rnantendrá

igual para cualquier tiernpo. Sirr ernbargo. para cualquier otra situación, dcpenderá

de tl. Notemos que para un universo con rnateria o radiación (1 + 3u) > 0. Iuego se

tendrá que QIH > O.1o quc sigrrrfica que es un punlo irrestable. Luego, cualquier tipcr

de desviación de un universo plarro se amplifica colsiderablemente en Ia expansión.

Por k¡ tartto. el hecho de <¡re las obscrvaciones preserrtgrr rtrr ulli',,."rso mrr\,.pr.all¡r
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a ser plano hoy [5], requiere un ajuste de condiciones iniciales muy preciso, lo que

conocemos como ajuste fino. La teoría del Big-Bang no es capaz de explicar Ia razórr

de por qué el universo que vemos tiene que ser plaJro, puesto que no existe un rrrotivo

a priori para privilegiar una condición irricial particulal en vez do cualquier otra

igualmente probable, a 1o cual nos referimos como el problema de la planitud.



Capítulo 3

Inflación cósmica

En este capítulo revisaremos el formalisrno de la teoría inflaciortaria. En la Sec.

3.1 introdur¡irernos inflación como rnétodo de solucionar los problemas planteados en

el capítulo 2 y cstablecer el forrnalismo de Slorv-Roll Inflation, para Iuego ert 1a Sec.

3.2 estudiar la dinárnica de Ia iufl¿ción rnediante carnpos escalares. analizar cl rnodelo

de inflación P(,.Y) y proceder a la cuant,ización para finalmentc rcvisar cantidades

observal¡les de irnportancia.

3.1. Inflación y parámetros de slow roll

Con el fin de resoiver los problernas planteados err la sección anterior, seguire-

mos cl tratarniento de Barrmann 1521, deflniendo inflación corno un periodo en el

cual ocurrió un encogimiento de la esfera de Hubble, Ia cual corresponde al volu-

men cuyo radio es el radio de Hubble comóvil ya definido en la subsección 2.2.2.

N{aternáticarnente, expresamos csta idca de la fornra

d

¡(aH) ' <0

19

(3 1)
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Notenrc,s que la definición de este encc,girn.iento de Ia esféra cle H r1,l¡le implir:a una

exparrsiór acelerada del unir.erso. DtLdo que lI : ala.

rl .l
,)¡ ''H1 ¡ ,r'')' 

l3':)

luego
dá
), url't: :, 

':l:t\
Corno el térmirro en el denonritraclol es positivo, entonces

¿>0 (34)

Pr¡r otro iado. esta definición esiablece condiciones para las c,ruationes de Eins-

tein. Desarrollcrnos Ia derivada de (i3.1):

,l ill +aH
=,o1t - . ,,1., '35)dt laH )'

De acá

d1
=otl')) - :(l -,) rjt.Éi)

rlolde hemos clefinido
H,--*, (37)

al que llarnaremos primer parárnelru r1e slolv roll. Luegc. dada Ia c:uacióri (3.1). se

teuclrá cluc

e<1. (i38)

Definirr:r¡rc¡s tarnbién e de la forrtia

r1l:-r Il I dH
'i:-^-r¿¡,(39)

donde rlN -lna: Htll.
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-|y' corresponde al número de e-fblds de cxpansión inflacionaria. En este r:ontexto

clirerrtos que un c fold es Ia cantidad dc ticrnpo rcqucrido para cada aumento del

tamaño del universo en un factor e.

El hecho de que e ( 1 en términos dc c-folds. nos dicc quc la tasa de carnbio

del parárnctro dc Ilubblc pcir c-fold cs pequeña. Por otro lado. para resolver los

problemas planteaclos ar)teriorrne te se reqüiere que inflación se sosterrga por una

r:antida<ii dr: tiempo sufir:ientemente largo, ly' > 70 1531. Entonces, para que inflación

pueda llevarse a cabo durarlte este periodo. durante el proceso debe mantenerse la

condición que e < 1. Definiremos entonces un segundo parámetro de slow-¡oll

¿r)-' Ht

'I'arnbién podemos escribir 4 en términos de e-folds de la forma

(3.10)

dlnen- ,tN -
Luego, irrflación se sosticnc cuamlo lr¡] << 1.

7dt
( d,N

(3.11)

(3.12)

Por otro laclo, dada la dcflniciól rle e err (3.7). y si corlsideramos r + 0, de este

rnodo. irrtegrarrdo tendremos quc

1

H

Lucgo, en la delinición de fI en términos del factor de escala y considerándolo como

constante, que llarnarerrros 116 - tendrernos que

axeHoL. (3.13)
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\otarnos que csta expresión es Ia de un cspacio rlel tipo de Sittl donde inflaciórl

tiene fi*r. Sin embargo, dado quc.I7 lit es realmente cc,nstarlte, Il() cs un perfecto

espacio de Si¡ter. srn errtbargo correspond,: a uria buerta aproxim rt ión a la clue IIa-

mamos quasi-de Sitter.

Adcrlás, considerando 1a seguncLa ecuación dc Flicdrnanrr en (2.15) v divicLit:nclo

por ,{2 obtcldrenos que

1 + + --*rp + sPl (3 14)
11- | t1'

Usandc la definición de r en (3.7) ), la condición (3.E) se tendrá clu,r

, :1+ *ri'+3r) < 1. (3.15)

De este modo

p-t3P <0 (3.16)

Dado que Ia dcrrsid¿rrl de energía cs pc-rsitiva. inflación es un pro( ,'¡,, r'n ,1ue se tienc

und !r,:iilr 1¡*grtivi, .\' nl^llur qrtH ,, 3.

3.1.1. ¿Cómo soluciona inflación los prc,blemari anteriores?

lbnremos la ccuación (2.19J. ricsde rtrt tiernpo irici¿rl 0 a f dc ¿r forura

,ú ,lf'
^'= .1,,;1 rr l;)

Podernos exprcsar el difererrcial df' en términos del factol de escala usando la defini-

ción rle 11 : a tdaldt. de modo qut:

*- l'!!-,- ['dh,f+) (31E)
.l¡ o¿H lu \aH )
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Noterlos quc hcrnos expresirdo Ar crr futtciót clel raclio cle Hubblc. Luego, irtegrando

se tiene

o'H

Aplicanrlo (3.19) para ur ploceso qnasi-de Sitel se tienc qne

'r - 
| 

"-o'H

(3.1e)

(3.20)

Así. c1c la ecuacióri (3.20) tenemos quc cl per-iodo inflacicinario ocru'r'c pal¿i un tiem-

po confbrmal negativo. Considelarrrlo 1o antcrior'. podetnos etlpltjal Ia singulariclad

inicial a un tiempo conforrrtrl llegati\¡o arbitrario previo a infl¿rcicitl. ajustable a la

duraclón del proceso infl¿rciori¿rlio. Esto implicra que existe uII¿r gran calltidacl de

tiernpo entre lr:L sirrgularidad inicial I'el periodo err qtc la racliación se clesacopllr

dc la rnatelia. lo rluo rli,r origcn :rl C\lB hov ol¡sr:tvarlo. Esta situat ión perrnitc a

l:rs lcgiorres cu¡:os conos de luz no se interscct¿rn en 7 - 0 lo hagan err urr ticmpo

conlbrmal negativo (r'er Fig. 3.1). De este nroclo r : 0 no corresponde al Big-Bang.

sino que es Ia trairsiciól entie el pcliodo inflacionatio 1' el periorlo rlorninado por

r'¿rrii¿ciiin. Errlonccs. fiialt¡rnos erl 7: -oo eI inicio clcl Big-Bang.

Por otro lado, r'especto al problern:r de la plarritucl, cuando se tiene qtre el l¿rrlio de

Ilubbte (al1) 1 decrece notamos que f) -+ 1 cn 1¿ ecuación (2.26). Luego. inflacirirr

lier.a necesari¿:¡rner)te a un univclso p1ano, sin la rrecesidacl de ajustar condiciones

iniciales, bastaldo sóio que (a11) 1 dccrezca.

3.2. Inflación desde campos escalares

Hemos levis¿rdo ccimo infl¿rcirin pucdc rcsoh'er el lrroblemtr, del horizonte 1'el

problema cle 1a planitud, sin embargo, falta describir 1a física responsable del ¡rroceso.



21

I'o

Figura 3.1: En el diagrama se muestra que la singularidad inicial es dejada en r :
-oo. Entre dicho punto y r - 0, que corresponde a 1o que llamamos recal.entamiento,
ocurre inflación. Notamos que ahora los conos de luz se traslapan.

Considerarernos una perspectiva clásica usando un campo escalar llamado inflatón qr

con energía potencial V(/). Lucgo, asurnirerrros Ia siguiente acción que muestra este

inflatón acoplado con la gravedad:

t, lR 1,.,.^ ^ I5: I tt"rt/-1 : ¡0, "C, "0,o V(o)1 . (3.2i)
J--l

dorrde g - Det(gr,), con 1¡u, la mi:trica de FLITW v fi es el escalar de Ricci.

Pala r-lsualiz¡tr la dirr¡inrica..r.rlriialerenlos I¿r er'u¿ri;irirr rlc mor irniettto lraia r,,. 1rt

cual r-ir:le clacl;r por
rll-,.,¡ jI)1 * _ -0,
t la)

(3.22)

rloriclc. itc, ¿ip¿r'e{e térDriilo V2r.,. puesto (|1,r c.}rllL} cl uni,.'erso es lL0irrogóttco se tierre
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que V'z@ - 0. Acá podeuros notar que el potencial actúa corno urra luerza, rnieltras

quc cl tórlrrirro 3119i es como urr término de roce.

Consideremos tarnbiérr el tensor de energía tnornerttutn Para estc caso. el cual

viene dado por

'1'p,,-A,óA"QigyL,¡, (3.23)

con L,¡ : -igu'0u,10,E - V(r¿). Luego, calculando a partir dc 7r, la densidad y la

prcsión, se tienc que

l-lsando Ia ecuación de Iiiedmann dcfinida en (2.13) con la expresión de la clcnsidad

en (3.24) para un universo plano (k:0), se tierte que

- I .^3H'- _ó" +V(.)). (3.26)

Por otro lado, derivando respecto al tiempo la ecuación (3.26) y juntándola cou

la ecuación (3.22) tendremos tlue

1 ...p: -ó'+v(o).

r -1r;; -v¡E1.

1
LT .:Z

2',

(3.24)

(3.25)

(3.28)

Dividiendo (3.27) por 112 tenemos una cxprcsión para € el té¡rninos del campo

E de 1a forma
a.
a'' - 2t t2'

Derivando respecto al tiempo la ecuación (3.2E) obtenemos que

ó 
-, _,

HÓ2 (3 2e)
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ASI

n-2(e-6). (3.s1)

Notarnos que de acuerclo a la ecuaclór (3.29). d es de olclen rrrro cr los parárnctros

cle slorv r-oll. Luego, i es u¡r téruiirro pequ,:iro. De esta manera. pL)r erlr.os aploril]ar

Ia ecuación (3.22) a

Definirr:rnos el primer término como

A _Q
HQ

.av
:1H,'+ lJ =0.

A su vez. claria ia condición c ( 1. :enemos de la ecuar:iór

pequcñ:l. así. podcnos aproxirnar la r:rlación (3.26) como

. = 1/ l ¿Y¡'
2 \\ aól

.. a2v .

3HatJlIa l-?-0,
oQ"

1. a2v

(3.30)

(3.32)

3.28) que q'z es

(3 35)

3H) =V. (3.33)

Entonces, usando las r:cuaciones (3.112) y (3.33) en Ia er:rLaciótr (3.211) se tiene que

(3.34)

Defiriircrnos esta cantidad como €f . la r:ual rcprcscr:.ta urr parámer r,; de slow roll dcl

potencial.

Adcmás, tomanclo una deri\,ada temporal de la ecuarrión (3.32) ;c ticnc

1o qur: Ileva a

e ld-
3H2 A$2 

' (3 36)



IJsando la ecuación (3.33) entonces

, rÁ 7 a2v

llar¡rado

V is<¡z'

Dcfirrircmos entonces un segundo parámetro de slow roll para el potencial

r/v defi.nido como
7 d2vrlv-vaü (3.38)

Así, mediante la definición de ey y 4y, decimos que inflación slow roll ocur¡e si se

cuniple que

ey(1, r/y( 1. (3 3e)

3.2.1. Perturbaciones

Hasta acá hemos considerado que ó es sólo una función del tiernpo. sin embargo. es

inevitable que existan ciertas variaciones en el espacio.tiernpo presentes en inflación

que permitan dar inicio a Ias estructuras que se puedcn vcr hoy. Entonces. para las

cantidades clásicas @ y g* analizarcrnos sus correcciortes cuánticas. las cuales vienen

darlas por

o(¿) + o(f) + dp(x,f), (3.40)

sp,(.t) -) sp"(t) + 60,",,(:.t), (3.41)

donde d-l(x.f) y 6gu,(x,l) presentalr una dependencia espacial ciado clue siempre

están fluctuando puesto que son objetos cuártticos.

Siguienclo el tratamiento de Collins 154]. vemos que dg7,, podemos escribirlo erl

bloques rle Ia forma

',,: (i;:l: li 3flllil ) (3.42)
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En la. erpresión (3..12) terrernos curLtlo perturbaciones en la rnét ir a. de modo que

dq66(x, l) pro\,ec un carrtpo escalar. Pot otlo lado, dg¡¿(x, 1) plove€ i n campo cscalar

que r,ierie do la creación de urr leclor cle lres dimensiones al torr a ' erl graciierrte rle

urr carnpo escalar B. cle rnodo clue d.g¡¡(x, l) - f,B. I'inaltnente cl 7¡r(x. f) tr¿e clos

campos escaiares. uno provertierlte (1e iiu traza, v el otro c1c torrral rlr¡s rierivadas es-

paciales de una funciórr escalar (A,aJj(,'). Así tcrternos 5 modi¡s e:-'¿lalcs. Ios cuatrit

provenientcs de la métrica y drp. Siir enibargo. debido a la invar-iatLcia rle gauge de

(3.21) lraio 1as transfbrmacioncs zr' Lrp + 6rL' poclent,ts elirnin'Ll dos modos. Por

otra parte. las ecuar:ioles de Einstcür :entritert elirlirral dos rrrocl rs más. por lo c¡re

sólo c¡u::da un modo r:scalar físir:o.

P¿ra esturliar la teoría de perturbaciones usaremos cl formal srno de Arnot'itt-

Des-.r-],Iisncr (ADI'I) l55l Err cste ionnalisrno Ia métric¿r torna Ia l,rrrIra

ds2 : - N2 dt2 i h¡ ¡(d"i + N'd¿)(.irr + 
^¡id¿),

(3.43)

c'loncle ,l¡i es u.rra ¡rétrica err tres diinensiones sobrc slices de I co:1: t¿r1ite. En e1 for-

malisrno ADll tenemos que ñ.,r' y i) sol variables dinállrica". lti, rr ras tluo A- r- ,\i

son rriult ipiicadores de Lagrange cu¡,as ccuaciones de rnovirnieuto son purantcrite al-

gebraicas.

Para el cálculo de Ia acciórr cuadrática scguirr:rnos el ¡rroceclir Lir,nt o desarroliaclo

por \Ialdaceria [561. Partimos rle 1¡r a,cr:ión dc ia ecuacirirL (3.21) v rrsanrlo ]a né¡rica

ADII definida en Ia expresión (3.4J) tenclremos que

1r
s - : / d.'r;Ji ,\'R'3) 2Nl' + -v '(E,,E" E2) + r\¡ 1(o ,\'d,qr)').t t

-¡'?'ia,oajo], (3.,1.1)
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donde

Eij

E

- f,rn,, v'¡/j - vir,,'),

:E:

ctd : 0,

hr,¡ : 
""1(7 

+2'R)6i, +1i.¡).

)fl¡¡ - o,

^tu:0,

N : 1+a1 +a2+...,

ñ; - ,^',¡'l + I'r,('z) +. ,

t! : üt+{2+...,

(3 45)

(3 46)

Escogernos un gaugc para hi¡ y d que fijará las reparametrizaciones temporal y

espacial, en el cual las grados de libertad sólo se encuentran en la rnétrica, lo cual

sirnplifica los cálculos. De estc rnodo,

donde el parámetro p cs tal que p: H, mientras que ? y l son cantidades de primer

orden. R es un escalar al cual llamarernos perturbación de la curr'atura comóvi1. el

cual representa las fluctuacionr:s de curvatura adiabáticas v 1 las fluctuaciones ten-

soriales.

\lediante esa elección las ecuaciones de rnovimiento vienerr dadas por

v,lN-L(rj - 6;E\:0, (3.51)

ll.(3) - 2v - N-2(EijEir * E') - N-',1' - 0. (3.52)

ljo-curr rp,,rrolnu. A' etr r1,¡s patrés. \', : A'. +,-J,¡.. uur,tle.e crtmplc qur-r,,N' U

15U.57] L,rog". oxpandiondo \ y \ ' en porcncias rlp R se ripnp que

(3.47)

(3.48)

(3.4e)

(3.50)

(3.53)

(3.5,1)

(3.55)
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dondc tanto ¿1,, 11") y ürn -son cle orrlen O(7?"). Aplfuanrlo r-'-stas cxp¡nsiones a prirncr

orden en las ecuaciones de rnovirriierrto (3.,51) y (3.52) se tiene qu.':

^.(t)

v7-

R
H,
0,

R-;+\,

(3 56)

(3 57)

(3 5E)

(3 5e)

(3 62)

clorrde -r; currrple corr
)2

-2* Y- 2//2 
/!

Lu.ego, rsamos las ecu¿.r.ciones (3.56). (3 5Z) y (3.5S) erl la incciólr (3.1,,,) r, expancliendo

a sl.gurido rtrderi se ticrrt,

/
s:lIn',,*'(r-l) ro'o ],VR r\ .-"r)t \ H/'

,lfr+Rl
--- _ -6t lt - R), - I .J.L, .

1+#'
Iltegla:rdo por partes. y usando 1:rs cxpresiorres (3.22). (3.26) ¡'(1.27) oblenernos

que

(3 61)

\otarnos r¡re a partir de la dcfinic¡irin rle p tenemos que para trn e;¡acio de Sitter se

r:urnple clue ¿r: ep. Adenás, de la ecuar,iórr (3.28) tendrtrnos que

t11-l
S I ,l' rol lR2 - "rVR)'.J L(L"l

Por otrl laclo. 1¿r accirin ctibica vcnclrá rlada por la r:xplesióri

t : I / o^, 
lo'','nn' 

+ o.t2'r<(¡tu)2 2oeR@R)(')y) - {,';,R'n+

,l{aa){ar)ia'r)+;(a'rr)(ar(l'+ rt;rrffi ,] (363)
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donde

a
61,

6R 
,.

f (R)

(3.61)

(3 65)

(3.66)

2 -' 2¡

20 (dt)2\ + a¿'?r - .¿'zR) .

\d¿ /
1?-2 + té.rnirros con deriva<ias en 7?,.
4

s: la^,¡4lt.ra,ol,

! - Xlx i 2X2 P,¡¡,

,
\:X'P,rr+¡X'{rxr.

3.2.2. Modelo P(X,O)

Estudiarerros urr caso más geleral de la acción (3.21), donde rto gaussianidades

en el espectro sorr gcrteradas por térrrtilos cinéticos ¡to canónicos siguicndo el trabajo

de Chen et al. [57], cn cl cual la acción rrás general toma la forrna

(3.67)

en que X - igu'Dr,!0,,1. Notcrnos que la cliferencia con Ia ar:r:ión en (3.21) radica

el reenplazar el término canónico X - V(p) por una función arbitraria P(X, p).

Luego, definirnos las siguicntes cantidades:

'¿

D .ll¡n
t,Y T Zr\I,XX

(3.68)
P,2¡

(3.6e)

(3.70)

dorcle el subíndice ' , X" represcnta urra rlelir.acl¿l lespecl,o ¿r X. Haccmos ónfasis en

el térnrino r:-" presente en la ecuaciórr (3.68), al cual llamamos velocidad del sonido, el

cual corresponde a la velocidad con qlle se propagan las perturb:rcioles de curr,'atuta.



En -^ste niodelo mantenemos las misma¡; cantidades de slorv r.oll r y 17 definidas

ar)teriormcnte, r- agregarnos urr lluevo parárrretro s definido cle fo:.nia que

¿"

'- tr\ J;l)

dr¡rrcle direnos que ,s << 1 por consiste cia de los requeriliienr or; de la evolución

slow rcll del bachgrourid.

Lue,go. siguien<1o Ia misma merodología clc Ia subsecr:iót 3.2.1. tbtenrh.emos quc

Ia accirirr cuadrática será

t 11 r I
Sz: J 

rt) ,o\, 
L4o, - -tyn t,] (3.72)

Dei rrri:r¡io rnorlo, la acción cúbica. r,ierre dada por

I)rr - la',n', =ll.,l tr._, _4 RÉ,J .'
I / -.lr: t+-((1 -c',1 +r¡ +e il)a(VA,'

":o" \ t.¡

Itl-:) :)\., I.; (-¡- ;*;"' + 
_--1{,r1¡2v2?

-+ - , r ,i.c"-
- 2..¿ 

v'rá Rd\ + +d"]. (3.73)

rloncl.e 1 viene claclo por la ccua, io¡ V'\ : r'rR/,1. nrinntlas r:[r: el término que

multiplica a //rai corresporrcle a la er:uación de movimiento rle 1¿ ¿ cr:ión c¡ladrática

de (3.72) I ,/ vierrc defirrido por

I l.l/l_.^
I - - _.) ,,-- l:;n' - (a7¿)'1 + diyd¡R i V-2D,ai (a,T;.i;R:)

+o.n I ci

-V 2,li1v2ad,¡ + v'1a,fi )] (3.71)

Notamos c¡ue hernos colocado la acr:ión cúbica etr tórminos de 4,le forrrra explír:ita.

1o cual será ritil rn¿is adelante.



Vemos que este tipo dc moclelos no canónicos permite la existencia de una velo-

cidad dcl sonido diferentc de 1. \otalrros quc para el caso c" = 1 la ecuación (3.72)

recupera la acción canónica en (3.62). Dc esta manera, la velocidarl a Ia que se pro-

pagan las perturbaciorres de la curvatura en ei rnodelo canónico es de la unidad,

mientras que er) esta clase de rnodelos se tiene Ia posibilidad de que dicha veiocidad

de propagación sca rncrror'. .tlsto trae conro consccucrlcia según Chcn ct al. [57] clue

si c" (( 1 se producen no gaussianidades sigrtificativas.

3.2.3. Cuantización de la acción cuadrática

A partir de 1a acción cua.drática dada por la ecuación (3.72) para la perturbación

de curvatura 7l procederemos con eI método estándard de cua,ntización. Para ello

¡ealizamos e1 cambio de variable

u- zR, ,: t/x9,
cs

(3.75)

dc este morlo. considcrando ca y € constantes. y mediante la transforrnarla de Fourier

de u, que vlene dada por

uri x): [ ]\,,*tn, u*.
J \r| )"

sc ticnc que Ia ecuación rle rrovirrierrto pala i.¿a es

t-l¡'
ük +:lHük -l- :*¿r - (1.

expresión usualmente conocida como ecuación de Mukhanov-Sasaki. Notemos que

esta expresión es Ia ecuación de un oscilador armónico con un término de roce.

Luego, podemos reconocer la frecuencia de oscilación o.;¡ de la forma

c"k

;o

(3.76)

(3.77)

(3.78)
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dondc haccmos explícita }a dependcncia dcl tiempo para dicha fircrrencia.

A su vez. verros que para tierrrpos rnu)¡ tempranos. es decir corr ln a(l) pec¡reiio.

se tendrá que c,,r¡ ) H. En este lúnite. se liene que el término 37'r,¡ en 1a ecuación

(3.77) es despreciable, por lo que tenemos un osciiador ar:nónico c.niente. Luego. J.os

modos oscilal, pcro decrecerr expcirrerrcialrrtelte. dada Ia existenti¿, clel factol a(f).

Por otr¡ 1ado. para un ticmpo tardío, cuarrclo a(t) es grande. dorú ra e1 térrrririo cle

roce. por lo que obtr:nrlrcr¡ios una solu¡ión qrre atentia alcanzando r L¡ r,alor constantc.

De esta manera. cn cl linite ax - H lo c"k: aH) Ios modos se :cngelan, es decir'.

toman .rna amplitud constante.

Pr-o:roveremos cl carnpo clásico ¿ :r operadores cuárrt.icos ú, d,r a forllta

ú(;, x) - I #(u¡.('),,¡"'u 
* + u,i(r)alr: rk *) (3.7e)

clon,le ol y ok sor) operarlores de creación y destmcción ,rori l¿r rel,:,r ióri de corlrlruta-

ciór

lau,al, : (2r¡3á{3)1¡ k'). (3 Eo)

y dorlde se cumple quc á¡ 0) - 0 I¡ar¿i todo k. Además 1as furicrrLcs u¡ de (3.79).

las cuales herrrcs de,jado en función clel tiernpo cortforne en lez d,rl tiempo cósmico.

son sohrciones de 1a ct:uacicin do rni¡virniento.

P¿rrrr obtener las soluciones ¿tr. .onsidcremos la accicirL (3.72) err iempo conforme

y u-<anclo el carnbio de va¡ial¡les ilefirricto el (3.75) se tienc quc la l ción qucda dada

por

s ! .f a',a,l,', -,1,v,r' -1,,'l (3 81)
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Así, aplicando Ia transfbrmada rle lburier definida en (3.76) 1a ecuación de movi-

rnicnto se puede escribir corlo

,i+ ("2*'- i)*:' (3.82)

Notcrnos que si mantenemos c, y € colstarll,es, entonces z" f z - '),o,2 H2 . Luego, puesto

que considerarnos un espacio de Sitter, usantos Ia expresión p:r.ra r dada en (3.19) se

tendrá que

u'i+ (4*' tr)*:, (3.E3)

Cc.irrsiderernos el límitc r + rc. lo cual nos pcrmitc cncortttar ia solución para cl

irricio de irflación. Así la expresión (3.83) queda

u'l+czk2uk-0. (3.84)

La cual es Ia ecuación para un carnpo iibre en el espacio de NIiIrkowski. de la cual

sabernos que sus dos soluciones sor clel tipo €+r'r"i:r, pero que sin ernbargo sólo toma-

mos 1a solución col signo negativo puesto que sólo el modo t:on frecuencia positiva

corresponde al estado de rnínirna excitación. Por tanto

,, I - i.-L:rllm UA: =- c
\/ 2t sk

(3 85)

Esta solución deflrre un único vacío físico. r:onocido como el ,,,acío de Buncli-Da¡.ies

l58l

Por otro lado. la soluciórr corrrpleta de (3.83) viene dada por

(3 86)

Dado que en el 1ímite ¡ -+ -oo se debe recuperar la solución para el caso Minkowski,

entonces frjamos A : I y B: 0, por tanto

,^(i - o#(' - #) t B#(, - 
"o-)

-tc:Ar/;\¡t.t¡,-' lr- I
/2.:k- \- c,kr )

(3.87)
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La solución dada en la ecuación (3.87) dctermina l¿L evolucic'rL cle u¡ para todo

tiernpo.

3.2.4. Espectro de Potencia y Biespectr:o

A Partir del desarrollo anterior. se busca obtcner carrtidades r,bsg¡y¿blss. p¿y¿

c1lo. considera¡emos cl rrálculo cLe la lirncirirL de correlar:ión rle c1r: pu.ntos para 1as

pertrLrbaciones de curvatura 7l defiriido de la fornra,

(ola(x)R(v) ot - | a*lr,ti)r.il' (*-rr (3.88)

Donde 2(k) es una c¿rntidad irrriependiente de escala que es pl ible medir. el cl

C\{8. a la cual llamaremos Esper.rro dc Potencia la cual se de srribe usancLo una

pararrrr:trización fenomenológica rtredi¿rnte una ley de pctencias ll,1 de la forma

(3.8e)

Por lo general basta con considerar etr el erponerrtc hasta rr7¿ 1 Sólo el el Cap.

5 considelarerrros el siguiente télrnino que contiene a ¡t Además, l, corrcspolde a

una escala de pivot. usada como referenci¿r para comparar con otrar, escalas. Usanclo

las rrrediciones de \\r\'{AP 15] dondc sr ocrrpa urra escala de pivot k-:0.O02lIpr: 1.

tenclrcs que Po(k-) - 2.13. t0 1).

A su vez. la cantidacl r¿R quc ¿parcce en (3.E9) es llam¿rda inrlice cs¡rectral. la

cual cuantifica la desviación de Ia illvariancia de escala. v se r1efrl r. r¡edialte

- ,1 lnP n (k)
l-

dlnk
(3.e0)

Seg,in las observaciorres 15.51], se tiene un \.alor dc n.n <. 1. L cual indica que

existe rnavor cantidad de contriltulioles cle,t pequeño. es decir. rr a]¡ores rontril¡u-

ciorres de baja eriergía. dcl tipo infrarrojo (IR). Esto nos rrLlcst i¿r que el espectro



37

inflacionario es red-t'tlted,. os decir, está inclinado de modo quc su pendiente es ligc-

rarnerrte negativa.

Utilizando el cambio dc variables dado en Ia ecuación (3.75), tendremos que

I
(017?(x)R(v)0) :;(0 u(¡)u(y) tr). (3.e1)

De esta manera. mediante cl operador cuantizado se tiene que

(olz(x)z(y)lo) : I # I ffirot"-r"¡eik*aez;12¡e-i.vai¡0¡. 
(3.e2)

Usando la relación de conmutación de (3.E0) 1, desarrollando se tendrá que

t 1-2

(0 u(x)ü(y) |¡ - | ,lt;;1,,¡(r )l2c'k 
(" r). (3.93)

Luego,
tb2

(tllR(x)a(vllo) : I a*ir- u,q(r¡ 2¿'k(" r). (3.91)
,) .1\ <

Comparando (3.88) con (3.9.1). tendremos que Ia exprcsión para el espcctro de po-

tencia viene rlada por
t:t

2art) i,, uot,t''. tJ.95)

Puesto que virnos quc si c"k : al.I entonccs ? sc congela tomando trn valor constante.

consideraren-ros cntorrces la funciórr err el lírnite kr -+ 0, así

¡J2
7-p1f1: L r3 96r

ó/r.€as

Por otro lado. es posiblc definir ttna forma dimensional del espectro de potelcia

rnediante la función de correlacirin <1e dos puntos como

(ol7¿(k)R(k )10) : (2zr)só(k - k)PR@). (3 e7)
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Así. la relación entre Ia cantidacl adimensional Pn(k', y P7¿(A') iiene dada por

4nk:J
Pn'.,k) - (uyPn(t 1

(3 e8)

Lltilizando esta idea. la dcfi¡riciórr d.ada cn Ia i:cuaciLirr (3.97) ¡u,rlc gcrrcralizarsc

para ura función de correlación de trcs puntos de la lbrrna

\O R(kt)R(k )R(rr) O) : i2rr t;rr!(k1 + kz + k¡)lj.¿(k,, k, k ¡), (3.ee)

dondc B¡(k1. k2, k3) se clcfine corno el biespr:ctro. r:arrtidad r¡rr: permite definir Ia

furrciórr de colrelación pala tres plultos corno una fiinciórr del rriá r¡,u1o formado por

los veclores kr, kz y k3 en el espacio de momentum. Pero dado que hemos con-

siderado la hipótesis de isotrupra.,, irl ¿rrialLci¿r rura,'i, rlal. el berpectro debe ser

funcirin soiarrrente de la magnitrid de l,ls vectores de momentum. P )r otra parte. es-

ta funcrórr de correlación es selsible a desr.'iacioles de la clistribur irin gaussiana. por

1o que el biespectro dcscribe las no gaussiaLiidades que pr-r.dieran al,a:ecer en el C\{B.

doudc hemos usado que k: : -kz k. y er,aluado z - 0 dado qu: :s posible puesto

que se iiene htirlogerreidad e isotropía un ,:l background.

-A.demáis, siguierrclo la idea dc c¡tudiar las rio gaussiarridades r¡-e aparecerr en el

espectro. éstas son analizadas as¡-urriendo c1 siguiente ansatz para ia perturbaciórr

csca]¿rr

Luego. invirtiendo Ia exprcsión i3.99) sc ticnc quc

81,k,.k2. k.) - [ ,lt'd'y 0 R¡x. r,1R.v. . )RtO. -,0), k r''r. .3. IOn-.t

(3 101)
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doncle ??¿ cotresponde a la parte lineal gaussiana cle las perturbaLriories y /¡r¿ se

cleflne como el parámetro de ar:oplarniento rlo lineal, el cual da cuenta del tarnaño

dc la no gaussianidad. Noternos que cl signo usado sigue las cornencioncs dc Chen

et al. 157] y Maldacena 156]. el cual es opuesto a Ia convención usada por W\'14P.

\{odelos sirnples de inflación (por cjcmplo. vcr [56] y [59]) prcdiccn un cspectro

gaussiarro co¡r leves desviaciones dc dicha gaussianidad del ordcn de 1os parárnetros

dc slou'' roll, lo cual está de acuerdo con los datos rnostrados por PLANCK 1,19]. Por

1o que hasta el momento se contirrúa en Ia búsqueda de eviclencia significativa de no

gaussianidades mediante las mediciones del CMB y de las estructuras de gran escala

(en inglés Large Scale Structure. LSS). Los datos de PLA\CK sob¡e las rnediciones

del C\"lB mucstran rcstricciones rnás fuertes para los valores rle,f¡¡¿ 9ue las dadas

por las mediciones de LSS entregadas por SSDS 160].

Por otro lado. también podemos considcrar el ltecho de que las fluctuaciones

cuánticas excitan las fluctuaciones telsoriales de la métric¿i,

d.s2 : a2ld¡2 - (.6 ¡¡ + h.,.i'ldi d.rj). (3.102)

Luego. Ias ondas gravitacionales pucden dividirse en dos modos dc polarización lr-¡

y lr,. de la forrna

h¡.¡-h¡e!,+h.,el:,. (3 103)

De estc morlo r:alcularcmos cl espectro de potr:ncia dc cada polarización clc manc¡a

sirnilar a lo hecho para las perturbaciones escalarcs rnediante Ia función de correlaciórr

de clos puntos

(huhu,) : (2zr)3á(k - k')P+,, (/c). (3.104)
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Así terLemos Ia relación

(3 105)

Defirrirros errtorlces el especlro de potcrlcia tensorial 2t, ccrrlro l¡r sur1l:' de los espectros

dc potcncia dc Ias clos polalizaciones de la fbrrna

rh r+ -t r t.. (3 106)

Luego. de fonna análoga al caso cscalar. podernos definir un ill c: espectral de 1a

manera

r-3

P+.-lk): l=P* (,t)
Z7T'

dhP¡(k)n'- ..1h,i '

donde ir¿ forma palte de la exprosión

/ l: \''
P,.(t \ : lno(Á.)I; I

\ 
^'_ 

,/

Las definicioncs de los espectros de potencia escalar v

definir' la cantidad
P¡(A-)

- P.R@'

ccrnirciil¿t corlo r:1 lcn,sorl o - s r n I o.r' nt.t t o.

(3.107)

(3.108)

¡ensorial nos perrniten

(3.10s)



Capítulo 4

Teoría Efectiva de Campos

En Ia naturaleza notatros que los felórnenos observarlos ocurrcn cn ulr grarr rarrgo

de escalas de energía. Considerando esto, podemos fijar una escala de cuttoff A

mayor a cualquier rnasa rn de 1as partículas asociadas err el ferrórnerro de interés.

De este modo, tendrernos partículas ligeras donde m < A, que estarán inchridas

dentro cle esta teoría efectiva, rnieltras que toda partícula pesada de rnasa ¡n > A

se integra si la teoría sobre dicha escala U\,- es conocida o de lo contrario. si rro

sc corloco. sirnplernente sus ofcctos sorr pararnctrizados. De este modo, una tcoría

efectiva describe la física de estos grados de libertad ligeros que se encuentran bajo

la escala de cutoff A. Siguiendo esta línea, en este capítulo revisarernos inflación

dcsde Ia perspectir'a de Ia teoría electiva de campos) siguiendo en Ia Sec. ,1.1 Ia idea

de Cheung et al. [21] elcorrtraldo que Ia acciórr dcscrita es capaz dc rcproducir la

exprcsión hallada en (3.72). Finalmcntc cn la Scc. ¿1.2 mostramos un ejcmplo dc una

teoría de inflación corr rnás de un campo escalar que puede estudiarse mediante el

for¡nalisrno dc trFT.
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4.L. EFT en inflacron

\Iccüante e1 ejcrnplo del r¡iodelr¡ P(X. o) desclito err el capítu1o 3. escribimos de

una marrera más general Ia acción de [a e,:uación (3.21), de rnoc]Ll) lue se tieDe ttna

vekrr:icl¿d clcl sorrido ciifercntcr clt: 1. .\ hor¿r. rrna rranera Inás gcn:r'al rle e-sclibil un

lagrarigiano en el gauge comór.il. fue clada por Chcurrg et aI. i211. de la forrna

t - / *, olf,u * rr'r' (31r'z+ H) + i.u,¡t:'¡qoa t t¡'

+*r,4(r)'(e"+r)'r ],

f --l r " I t 
-llo ,J-,l_r,r",, r , ]_ .l o.,J- | ,¡ 

,r-_ r .,rl.

J,,nJo,le I, ",u¡r, iorr [:i.27, s, Iipn qrr. <l2 -2á r" I'',-l.1 3H' H

en clue 1os puntos suspensivos indir:an otros términos de ,rrden su¡ e ior quc rto serán

consider¿.dos erl este trabajo rle tesis, ¡rues sólo rcqueriremos hast ir ,:xpresioues cúbr-

c¿s.

\otenos que el lagrangiano en 1a ecu¿tciórt ('1.1) contienc uni. ir,rarl calltidad dc

mo<it,1os tle i.nflat iiilr. Por una partr.. rrorrsiderando los prir::rcros trcs 1 irrninos I' fii ¿nc.lo

cl restc a cero sc tierie el rrodelo c¿rrróLiicro cle slolv-roll. ry'emos qu:r

(4 1)

(4 2)

Por otra parte. Ios dos térurinos clue siguert. que involucratt a ,'4 y 'riI3. furttriones

sólo del tienpo. engloban rnodelos con térrninos cinéticos Iio c¡,nórliuos. couro los

vistos el 1¿r sección 3.2.2.



Vemos que esta idea pernite dar una visión general para cualquier H(l) que

rornpa esporrtánearrrente la simetría de traslación ternporal. Entonces, para dar utra

descripción de la dirrárlica. irrtroducirrros el bosón de Goldstone r asociarlo con la

ruptura espontánea de la invariarrcia traslacional dcl tiernpo. Así podemos escribir

l-t+r(.t,x).

Consideremos el flat gauge, aquí

(4 3)

9;:i : az,'rU" '

Luego, realizamos una reparametriz¿ción ciada en (4.3) de modo que

(4 4)

u(t) + a.(L r). (4 5)

Expandiendo a(l], tenemos que

a(l') : a(t) (1 - Ilr + )'

Notarnos quc a prirner orderr la ecuación (4.6) es equivalente a

(16)

"(.0 
: 

"ft)"-H".

Insertamos esta expresión en (+.+) y tenemos que

(1i)

),,, -2Ht.
911 - a \t )e 0u, (,18)

Por otro 1ado, en el gauge comóvil o unitario, donde el grado de libertad escalar

corresponde a Ia perturbación de curvatura comóvi1 7l(f, x), podemos escribir

21,\ 2R.g,i - tt \t)e (ttt. (4 e)
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Comparando (+.E) v (,t.9) establecemos una relación a primcr otcL:n entre 1as per-

turbaciones de culvatura y el bosón <-L: Goldstonc de la forrna

A(l.x) : - H r(t,x). (4 10)

De 1o arrterior. nos damos cuelira de que el bosón rler Golrlsto rr parametriza las

peri ur'lraciorres escalarcs cn cl flat gaugc. Por otra par1e. Ia lepar,rrrictlización dacla

por (1..)) ¡esulta err urr rcescalanricnto cl.c \\¡eyl a(¿) -+ a(¿)eR(¿ *)

Siguieldo Ia rnetodología cle Cheurig et. a} 121], par:r ir descl rl lagrangiano en

el gaugo comóvil (,1.1) al flat gauge. realizando el proceclirriien o dc Stüchelberg.

desarrcilarnos una repararnetrización dcl riernpo dcl tipo I --, i - I + 40111 y x -
i: x. Así. tenemos que g00 transfirrrna ct»rio

oo(z) + eoo(:i(:, » : ail? 
Sp n,, t,.t (4.11)

(4.12)

Así, intolporaldo cl bosórr dc Golclstonc usalrdo la sustituciól

(o(r(:r)) .= -"(i).

tendreruos rlue la acción (4.1) queda. omit,iendo los tildes por- sinrlrlicidad de 1a rio-

tación, que

[ ,', ¡= ff ,, - ,r,,' t ]r tt\t ))I ' " t,J L'

+ H (t + r)((l + n)2 gor + 2(1 + i)Ailiqo' + gtj d,narrl
Ir ;]t;\r + r)t{1+ i)tg"" +2(7 + i)i)¡tigo' I gilD¡¡a¡¡r + 1)2

I+ ;,\4(¿+;r)((1 +n)2otti + 2(1 . i)0,¡¡q0i: '¡ija,rit,, - l)J+ 
l
(1 13)
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Consideremos los elementos cuadráticos y cribicos de Ia ecuación (4.13). dado que en

este trabajo scilo tratarerrros corr estos términos. de modo que

t" - | o',alX o (*' ry) . zut (;,'+,3 r\ry) - j,,Lrl".+ 
]

(1.14)

Notcmos que al tomar sólo la parte cuadrática de (4.1,1) y usando (4.10) obtendremos

Ia expresión (3.72), con

Es dccir. al romperse Ia simetría de Lorentz por la dependencia temporal del

backgrounrl. se ticne la posibilidad cle una velociclacl del soniclo c.. < 1.

4.2. Multi-field inflation y EFT

Consideremos urr rrecarrisrlo en que inflaciórr rro sc produce sólo por un campo

como hemos visto hasta ahora. sino que puedc darse debido a Ia existencia de más

de ul carnpo escalar. Para nuesto estudio solamente considera¡ernos clos r:arnpos,

modelo quc utilizaremos en el capítulo 6. La idea de esta teoría sc puode estudiar

mediante EFT integrando grados de libertad masivos. Cornetrzar¡ros con Ia acción

que describe la teoría:

1 2l,t!
-2 r,
', 11

t - ¡ a',",=lt 1rl''rua,,¡'a,E' 
- v(a)] ,

(4.15)

(4.16)

donde rR se rnantiene como el escalar de Ricci, g!" la métrica del espacio-tiernpo a

usar. V(gl) es cl potencial, mientras $". co:n a: 1,2, correspondc al conjunto de los

dos campos escalares equipados con üna rnétrica 1u¿, que describe la geometría del

espacio escalar caracterizado por estos campos. De esta rnarrera. 1as ecuaciones de

rnovirniento son del tipo

Dó" + lt"st"'At QhA,,4' - V" - 0, (4.17)
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donde u es el operador D'AlembertlalLo . y V" - fbd6V.

Cor,siderernos eritonces Ia rnótrica FLIIW. de rnodo <1ue I¿¡s ccurciones de rnovi-

Inierllio eD esta situación son del tipo

l) .

üe3+3HÓ3+v":0.

doncle hemo-" definido Ia derivada tL:tl D f dt dc ura carrtidad ,Y :r-rmo

t)
./rf :-Y"+fÍ.p'-\'

Por r¡tro Iado. considerando las ccu¿ciones de Friedmanrr se terrdr ár que

r)*

V O.er I É,,ól '.

(1 18)

(4 le)

tH2: d3+v, (.1.20)

donde <rfr : 1,bq"ób. Luego, siguierirlo el método de Ia Se:. 3.2. jur trmdo las ecuacio-

nes (.1.- 8) v (,1.20) se tendrá que

H: _;ós (4 21)

Defirrirerrios Ios si!Ilientes \ectores

To- (4.22)

(4.23)

los r:uales describen las direcciones tangente 1' rrorrrral a Ia tra\.ect ltia de los campos

cr] Ia \,¿!licdad cn quc cstán dcfinidos, r csp(lctivamcrrtc. Por otro l¿r'lr. 7'" r- No estári

construidos cle modo que 7u\ : 0. Err la ecuación (4.2:3) e"¡, corrrs ronde al sírnbolo

de Leti Civir, en rlo- dimpn¡ion.-.
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Aplicamos una derivada total sobre 7", así. se tiene que

DT" I D;^ ó6,-.
at - 6¡03 - 

:+'t- ' (4 24\

Luego, usando Ia ecuación (4.18) en la ecuación (4.24) se tiene que

#: -#* - |Qrot*r") @25)

Así, proyectando la ecuación (4.25) en las direcciones determinadas por ?" y 1Ío

respectivamente tendremos

óo + 3H$o i V6 : g, (4-26)

DT" V^,

* : an, (427)

Acá Vq : T"h y VN : N"V". Dado que Vo se encuentra en el espacio definido por

los vccto¡es T" y N", es que podemos csc¡ibirlo de la forma

Por otro lado, definiremos r del mismo modo que en el caso para un sóIo carnpo,

mediante la ecuación (3.7). Y utilizando la ecuación (4.21) tendremos que

,: 'Z /,,r Do\' 2H2 \1'Lr l

A su vez, definiremos r7o de Ia forma

7 D¿2,, : -,l,-* (4.30)

Noternos que podemos descomponer 4o del rnisuro moclo que Vo mediante

V: VaT" * V¡¡No. (4.28)

n":rllT"+tlLN", (4.31)
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donde

i'
Qa

' H!¡a
l/¡

ll -- Heo

(1 32)

(4.33)

Vernos clue 4 tiene 1a nisrrra fonn¿r furLcionai que el parámetlo d c c inido en Ia ecua-

ción i3 30). cle este modo podemos establecer una analogía cntr€ 7i y el parárnetr-cr

ri de urL sólo r:arrtpo. Además podernos aprer:iar que r/L está relacionaclo con la tasa

de carrrbio rIe Z'.

Por otro lado. cs posible visualizar ,ie f,:rrrrra georrrétrica Ia idea c e varios carnpos.

¡ror lo c¡re podernos consirLerar un¿r yclocidad angular lí) p:ua 1i. raycctolia rle Ia

forrra

A - -rV,7'.

Puesto quc cn esencia (4.3a) es 1a rtrisrna t¡cuación (4.27), entonct s

t.'^,f)--+.
0o

Notamos que de la definición rle 4-¡ poderios escribir 0,:le Ia fornr;

(4.34)

(4 35)

S) - HnL. (,1.36)

Corrsidererrros ahora perturbaciones a Ia solución /fi dc la forrrra or'(l.x) : (n|(,t) +

ao'(l,x). l)e acuerdo a Sasaki 1, Stcrvart 1611, la ecuación de r.iovimiento para

ddo(1, x) r.icrrc dada por

t)26,, D6,," t.2 I D / /1 \
; 4tt----- - R't,rot'o ,iot*' ,óo'+t ióoL -- ,.tí ln" " ) 

- "^" rr,

en qrre el punto y coma que ap¿rrece en V representa u¡a delivar a «tvariante en el

espacio del campo escalar y fif;..,7 corri,sp,:rrdc al terrsor de curv,L¡rra cle Ricmann
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calculado a partir de Jaó. Usamos las variables de \{ukhanov-Sasaki 162,63]

óo
a' 6u' ¡1. (,1.3¡)

donde l,r corresponde a la perturbación de cun'atura de la rnétrica espacial. De este

modo. siguiendo 1a idea de Achúcarro et al. 140] se tiene que

(4.3e)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.4¿,)

(4.45)

(4.46)

D2O" DO" V2+ 3H+ LQ' .('it¿b _o
df. dt

donde eI tensor Cf, viene definido por

Por otra partc, cs posiblc trabaj:r,r con las perturbaciones de culvatura adiab¿itica

R y de entropía S (isocurvatura) en vez de rT y lN, corrro erl ei trabajo de Goldorr

et al. 16,1]. dcfinidas de la forma

(,1.40)

Usando los vectores definidos en (4.22) y (4.23) podemos proyectar Q" de la forma

cf -vbv" -,tBRtdbT'Td +2.y!"vb+Tbv')+:.(3 - )]t2T-'1'b.
óa

xT : aT,Q" ,

z,N : alú,Q'.

Así se delinen 1os campos invariantcs dc gaugc'ul'y uN, que vienen clados segrin Ia

expresión para Q' err (.1.38) corrro

uT

uN

H-R- :t''.
aQ

aQ

:a
aT,óó'' 1 -t!,
aJV,dr)'.
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Para sirnplificar las expresiones en vez rl.e utiüzar 5 clefir.iremos eJ siguiente carnpo

r-')oq"-H"

Usando cstas defi.nicioues. 1a acción cuadrZitica se puerle expresar i.rrro

-f2s=![a,,o.l::"(", oI'') ,, l# tour¡,r..i' \t,,2l LH'\ ,;2 J u2

dorrclc hcrnos dellnido

,\,1"'u - i,1.," I II2.-R Q2. (4.,19)

en que R corresponde al escaiar dc Ricci que sc obtien: a partir' 1e f"a ) li-v -
¡.,¡Ü(ri¿ f;v.)

Lue¡go. 1as ecuacioles de rnovirniert¡ para R y .F pror,'enieutes 1r la acción (,1.48)

(4.47)

_"1

(4 48)

solt

á + (r + 2c - 2r¡1)HR Y? :
a).

. \-2 Fr 3Hr * tt3r"r -
a'¿

dondc hcrnos definido €t - -nLl@n:)

t )2

2t 
t.'q tt 3 4 { rHrl . {.50'

Qo

2ao,lL'tí. (4.51)

Ahola. usaldo teoría efectiva dc carlpos para ?. irrtcgrarernor eI campo -F para

\'t:tr >> II2. Considerarernos prirnelo que durante una de,¡r'iación r e la tra;.ectoria Ia

velocid¿rd angular se rnanteldrá coustar.rte, es decir Q : cle. Luego 1,ala i:ste sistema

de ecrraciorrcs acoplado se esperan soluciones del tipo

(1ó2)

(1.53)
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cloncie u1 y ur son las frecuencias a las que los rnodos oscilan 165]. EI valor que

clichas frecrrencias ¡engan está rclacionado corr el rrúrlero de orrda k. Para el casir

kfa )) 1,1,,¡, R y .F no tienen rnasa y oscilal con frccuencias del orden de - kla.

Luego, err el caso ,V1"6 >> klo >> 11 se rornpe Ia degerreración y sc ticre q:ueu- - kfa

y r.,r ¡ - tlf"6. Finalmente. si los rrrodos entran en el régimen kla < H las contribucio-

ncs provenienl,es cle ur1 decaen rnienlras clue las que verrgan de i¡- debido al hecho

de que no tienen masa se congelarr.

Dado clue en el caso XI.¡ >> kla podemos despreciar las derivadas teniporales

de .F. y puesto que H << X,I"fr el termino de roce 3//t se vuelve rlespreciable, Ia

ecuació¡r (.1.51) qucda
\'72 ia
4+st3*r-2,),a¡Ra'

Llevarrdo esta ecuación al espacio de Fourier. obtenemos Ia relación

s:^,,-l la,n3+lT ry1

29bsr¡¡R
(,1.55)

k2fa2+M:o

\{anteniendo este rnisnro régirnen, clesprcciarrros el térrnino -f en la acción (4.4U)

y reernplazando la ecuaciórr (4.55) en la ecuación (4.4E). tendrernos que Ia acción

cfcctiva para ? viene dada por

(4.54)

(4.56)

donde definimos

(4.57)

Vemos que Ia acciíin descrita err (a.56) es sirnilar al caso dc un solo carnpo. donclc

la velocidad dei sonido en la teoría de múltiples carrrpos es diferente de 1. Por otro

Iado, apreciamcis que es posible estudiar mr'rltiples campos en términos de una teoría

efectiva de inflación.

- 7H2 u?1r 'r
L2 , \12



Capítulo 5

Modos B y la velocidad del sonido
de las fluctuaciones primordialesl

Durante 201,1. Ios rcsultados rrrostrrados por BICEP2 117] daban cuenta de que el

valor para el iensor to scalar ratio r cLcbía ser del orderi de - 0.1. Aúlr cuanclo las

cr¡rrccciones de PLANCK 148] revolal que no necesariamente es rsí, la sensibilidad

de futrrras observacioncs cosmológicas corno Spirlc.r, EBEX, C\ll]- Pol v LiteBird a

valores grarrdes de r podrían descubrir un vaior no nulo para r:l tcr sor to scalar ratio.

En el trabajo rle Kinney y Freese 167], por ejernplo, se arglirrlenta que un valor grande

de r favorece sustancialrnente uri valor grande -v negativ,:r para el r-tLruLing clel írrdice

espectral, rrecesario para acomodar erl linitc superior i1e r itrferi,k rle los datos de

PLAr\CK 168,691.

Pol otlo laclo. urra irnportante consecttencia cle tcncr un valcir t;r rnde pala el ten-

sor to scalar ratio es clue el inflaión debe haber teniclo ex,;ursiones sr Lper-Planckianas

170,71]. Para que esto haya sido ¡rosible sin aiuste fino se reclt iere de una shrTt-

symrrLetry err la teoría efectiva provclicnte de una teoría UV cr( u pleta. Esta iclea

lEl cr)rrieüido de este capítulo dio origcl zr ,.ura publicación 166],lucgo. Ias igurzrs utilizadas aqui
son las rnisr¡as r!tilizadas eu dicho paper

52
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de construir una ter¡ría UV que colrteirga infl¿r,c'itín en lin nrarco de una teorí¡r corr o

sirpetlgravctl:rd o teiiría rle cnclrl¿¡,s qrre incotlroie est¿r sirrctría es tLtt rlcs¿rfío ¿ictu¡rl

clerrtro rle cosnrología 112 14,72 761..

Por ritr'¿r ¡riu'te, trr ralor grarrcle dc r (es decir', en el r:rngo entre 0.01 0.1). des-

cafl ¡11 ía urrit gl ¿ul carltiai¿(l de tnork:kls l)r-opuestos ir la vrz qne pLo1tolitiottit un¿r ir'lca

de la escal¿r rli: rnasa que caractelizzr h geornetría de l¿rs tr:or'ías funcltrmerrt:Llcs clue

corrtir:ncrr infl¿Lción 177 82]. Arlernás csto tros d¿i inform¿Lción acerca rlel ar:oplamiento

entre inflaciriu 1, i:l tlodelo estrinrlard 183, E4].

Es sal¡iclo clnc u bajo orclen en Slorr-Roll el tensor to sc¿rlal latio se prtede rclacio-

nar con el p¿lárnetro dc Skru-Roll e 1'la r.elocidad clel solido rr.. de las perturbaciotres

¿rclial¡átic¿rs rncrli¿urte

r : 16¿¿". (5.1)

Eltonces, delrendienrlo clcl r'¿rlor cle r, la ectt:rcilitr (5.1) entrega tliftrrctltes posiblets

ralores par':r É J: ris corno mLlestrrr la Fig. 5.1.

Figura 5.1: La figura muestra las curvas de nivel llara ?" erl el plano 6-cs, obtel]ido a

pa,rtir de la ec. (5r.i). La líle¿ iruntea.la corrcsponcle al caso r' : 0.1.
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La degenelación entre e y cs que surge de Ia ecuación (5.1) puede resolverse

mediante las mediciones de no gaussianidad 157,85], las cuales implican que c" > 0.02

149,E6]. Sin embargo, Baumann, Green y Porto [87], encontra.ron clne un valor grancle

de r da la posibilidad cle que exista un iímite inferior rnayor para r:" (ver también

188] para otro análisis acerca de la degeneración implicada por c"). La observación

crucial que lleva a este resultado es que la diferencia de tiempo crrtre 1os cruces del

horizonte de los modos escalares y tensoriales implicados por c" f 1 viene junto a

un considerable running de 11, modificando la forma en que r se reiaciona con e y

c., obtettiéndose la expresión [89,90]

r - 76Éc"e2'r""- (5.2)

Acá, la cantidad 2e lnc" es debido al running de 11 entre los dos tiempos de cruce

de horizonte. Ya que 2e In c" puetle tomar valores de olden uno sin violar la condición

de slorv-roll e ( 1, se dedtce de 1a ecuación (5.2) quc c" está acotado por ciebajo,

como mrestla la Fig. 5.2.

Figura 5.2: La figura muestrá las curvas de nivel para r en e1 plano e-c-,, obtenido a
partir de 1a ec. (5.2). La línea púnteada corresponde al caso r :0.1, el cual implica
una cota inferior de c" > 0.09.

0

En particular, 1¿r ecuación (5.2) iinplica que cs > 0.14 para el lango de valores de
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r > 1.3. Adernás es posible ver que las cotas para c, son más fucrtcs que Ios cons-

traints de no gaussianidad cuando r > 0.01. Esto. ya que según 1o expuesto el [91],

es posible recorrciliar una rro gaussianidad grande con ulr grarr lalor para r.. Esto se

debe a que cn teoría efectiva dc campos pala ilflación hay un segundo parámetro adi-

cional a la velocidad del sonido capaz de increrrrcntar desviacioncs de la gaussianitlad.

\,lodelos colt cs + 1 aparecen en diferentes contextos donde inflación es llevada

a cabo por un fluido rro trivial [25] como tarrrbién en compactifir:aciones a ba.ja

eriergía en teoría de cuerdas 124,92]. Por ejemplo en teorías de rnriltiples catnpos las

pcrturbaciones de curr''atura estárr forzadas a propagarse con una velocidad del sonido

c" < 1 cuardo Ios grados de libertad rnasivos interactúarr con el inflatón. rlando cor¡to

resultado cambios crr la trayectoria inflaciouaria en el espacio de coordenadas [38,

40 42.44.93 96]. De forrna general, la velocidad del sonido juega urr rol irnportante

en Ia teoría efectiva de carnpos en inflación corrro se vio en el capítulo 4 puesto que

provee urra parametrizaciórr sistcrrrática de las desviaciolcs del modelo carrórrico para

un sólo carrrpo.

5.1. Tensor to Scalar Ratio

Como vimos en e1 capítulo 3, inflar:rón aparece en un urriverso quasi-de Sitter.

caracterizado por una er.olución rlel parámetro de Hubble donde e ( 1 y r¡l << 1. A

su vez, Ia velocidad clcl sonido c" a Ia que se propagan las perturbacioles adiabáticas

taulbién juega un papel cn determina¡ el valor de las cantidades observables. A

partir de las definiciones de e, ry y s dadas crr las ecuacionos (3.7), (3.10) y (3.71)

respectivamente. podemos calcular cl espectro de potencia de 1os modos escalares y

tcnsoriales.
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5.1.1. Cálculo del espectro de potencia

Para el cálculo dc1 cspectro c1.- pcLerrcia colnenzaremos a !a-tir dc Ia acciól

cuadr'á'-ica dc Ia evolución de ias pertrLrbaciorres adiabáticas R(x /) con una veloci-

rila<l rlel soliiLo c" distinta dc 1 qur: TerL(.[ros eri la errracilrr (l].72)

Puesto que estamos irLteresados en calcular el espectro dc potcr <: a a prirrer orcleti

err krs paránetros de slou,-roll. rrlarrteldrerlos ry y s, definidos en la: :cuacioncs (3.10)

y (3.71) respectivamento. constantcs. IJacierrdo esto obtenrlrernos cue para É y cs se

tiene qle

e,,e?ol"(o/oo).

co¿501"(a/ao),

(5 3)

(5 4)

donde e¡ v c0 corrcspondcn ¿r los valorcs do c y c, para urL tienpo t¡ t LI clue o(l¡) - ¿o

De Ia definrcióri de e podemos obtener'11, por Io tanto. intel.rrndo Ia ecuación

(J.ó I sr Tlr'ric

(5 5)s:s ^,pl'' fr f ')'j].
l.4u L \oo,l Il

doncle 1.1¡ corresponcle al valor cle H en el tiempo f6.

Poclemos expandir las exponenciales en cada caso -v tendremo: 1ue

e¡11 +'7¡ln(.af ao) + l,

c¡17+ s,¡llr,(.af ao) + ],

(5 6)

(5 7)

(5 E)II : Ho 
[r - 

.o r,',1r7or; 
¿o(¿o- ?o) ,,,r f.lr") + 

).
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Ahora, trabajando en tiempo conforme (r) integramos iI 1, obtencmos cl factor

de est:ala c'le Ia forma

a - ao(r) 11 + A1 + A2 + .. .). ao(r) - Hor'
(5 e)

donde

Ar(r)

Para calcular Ia función de correlación dc dos puntos introducirernos el campo

canónico nonnalizado u(x,t) mediante Ia defirrición dada en (3.75). R.eemplazatrdo

e-sta expresión en la ccrración (3.72) tcndrcmos que

: .o 11 + ln(a¡(r')la¡;1)), (5.10)

l[ ^ I

i'"lzl:'" l'io) l?t 2'o - 17¡)lrr(a¡lr) oo) r{r, ' r¡¡)Irr2(os{rI oo)l'

(5.11)

(5.12)

donde

| -,'r' (z -, - 1- ") (, t 1 ,) , ,,tt,'l ''t ri 13)

N,Ianterriendo z" f z hasta primer orden crr 1os parárnetros de slow ro11 exprcsado err

términos del tiempo conforme se tiene que

s : ) | a,, a,[{,'), - ":{o,), . r*),

s, - )f a',a'[r,'r'- "i,v,,i',]u').
s, : ; l a,, a,l-";,1,;1v,;, + ja.,,],

(5.14)

Con esto, dividimos crr clos partes la acción, una a orden cero (5'6) y Ia otra a prirner

orden (S1) en los parárnetros de Slow-Roll. de forma quc S - 56 f ,91 con

(5.15)

(5 16)
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donde

,0

,(r)

(5.17)

(518)
f,e,.o 

+,to - zro¡,

2s¡In as(r).

Ahora, La acciórr dc la ecuación (5.16) inplca urta contribución curirjr'ática a la parte

dc intcr ¿rccicirr clel hamiltoniano t1ar1a 1.,or

(5.20)

en que ak t'al cor.esporxlerr a los opeladores rle destmcción I cr,:acill usuales, ta1

r1u- :,rr :-[al'cn l:r¡ t'¡l-r('iutrc¡ tle , Onllittl u, i,itt

[ou, rl,] : (2r)3á{3)1r k'). (5.21)

Por otra parte r¡ es la soluciórr rLorrnalizarla a la ecuación de uror ir riento que surgc

a partir de 1a acción de 1a ecuación (á.1á):

u,,,'-![ ¡ 1

' '2 I 'l'' 'á* ¡rtVri¡)2 -;;'i)

dou,1e u7 es el carnpo dcl cuadro de iriteracción defln;do por

", 
: # | a"'t 

l.o.u,o(-,),ou* + oi,;1,;.'u*

(51e)

(5.22)

LLrego, mccliarrtc cl fbr-r¡raiisrnr¡ ile L¿r t,:oría clc pcrtu.rbaciorrc: l odcrnos oLtcrtc'r'

u¡(x.f) a partir clcl carnpo c'lel cuarlro cle interacción u7(x.t) rned.ir,rtt:

z(x' r) : L'i(r)u7(x' r)t'i(r)'

dondr: l,'(r) corresponde al propagador darlo por

(5.:3)

/ r1-7err \;t Í . a:ut,ttj. (5 24)
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Exparrdimos a primer ortlen en 1J¡ y obtenemos que

(z(x.r)z(y.r)) : (0127(r,r).u7(y,r)10) + i [' a,'p lt t¡(r'),u.¡(x,r)u.r(v,r)] i0)J-
(5 26)

en que 7 es el símbolo de o¡denamicnto temporal usual y oo1 : (1 + rÉ)oo.

Con csto, cs posrblc calcular Ia función de correiación de dos puntos a partir de

Ios carnpos clel cuaclro de interacción de Ia forma

\u(.r, r)u(y. r)) : \O Lii(r)'ut(r.r)u¡('y,r)U(r) O). (5.25)

Considerernos ahora el cálculo dcl cspectro cle poterrcia para las fluctuaciorres

acliabáticas Pv(k). Dado quc 7¿ - 'i.i/:, errtonces P¿(k) estnrá dado por la funr:ión

de correlación de dos puntos de los carrrpos u recién vistos. Luego:

A -t-i t
P¡¿(k. r) # I d'y\r(y. r)u\0. r))P 'k.v.

l¿rl"-'.1
(5.27)

la formaExpandimos z hasta primer orden ert los parárnctros dc slorv-roll de

- l^-l^- - -o -r ¿l LruuLttr

(5.28)
cll

' 6os(;'.r ..............][r0+(,u 
"u 

* 4u/!)1n,/u(r)] . (5.29)
CO

De este rnodo usalido la ecuación (5.26) en Ia ecuación (5.27) tendremos que

pv(k, r) : ffi f etu,$,,),, (0, z)lo)e'.'k v

#A, | \0tu' (v'')u'lo' r)lo)e'k Y

. #h l" l' * rt tH ¡(r'), u¡(y, r)uI(0, ?)l l0)

(5 30)
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Así. e1 primer término de (5.30) da el espectro de potcncia a orr e,r ccro ?¡. d cual

es independicnto de escala. mientras que Ios términos restnntes entr eilan 1a corrccción

a prine l orden A27¿(k, r). término clue es dependiente de 1a escali! r; y de r. Dc cstc

modo s,: tcrtdrá que

Pn(k) -Po+ LPR(k). (5.31)

FinaLn,'lte. tomanrlo ostas cxprosioni:s en el límite de grln Iongitrur de onda fu ¡ (

1, se tiele que

rR r :_Ii [] 12,¡r,1¡-.n ,,, I *';: ) -,2r,-r1 .-.,;c--,"-.,, l. ¡br:;rr.,,,,.u L \oona,/ I

dondr: d = 2 - ln2 - 7 (corr f Ia ( or)stante cle Euler-\{ascherorrl ) 1' el ténnino de

afuera del paréntesis r:orresponcle a

U2n "ñ
' o - b'-'2' n'h'

el tér'rnino independicntc de escala.

5.1.2. Cálculo de r

Not.:rlos que las correcciones dentro de1 paréntesis cu¡rdrado de 1,r er:uar:icil (5.1i2)

se riel¡en a desviaciones de un espa<:io-tiernpo de Sitter e:tpresacio :r. térrrriuos de los

parárietros de skrt-roll e implica una partc clcpcndicrf,c dc csc'ürr, plo¡rorcional a

l:rr(kt:¡la¡IIo). Donde el subínclice 0 irrclica que toclas las r:arttirlarLer rle background

cstán cvahrarlas en el mismo ticnrpo r¡ Ltrego, para c¿rlcttlar L¿ nn p ittrcl. sc ncccsita

escoger una escala de pivot, la cual es una escala de referenci¿r co;r .a cual cualquier

otra escala es cornpatada. IJna altern¿Ltiva es escoger

t- tL¡ I I ¡;1

(5.31)



que e§ reférida c omo la cond,ici.on ie c¡.,-) t^-: 
6i

indica er mo do con,""r,r r; o" 

o 

"'^"u'r"Jro J. "!r:." "'""", ;.:r:::r:: l,] 
jj

deflnido como qf Hs a tiernpo conforme To. Entonces, la a,rpritud del espectro depotencia para este modo viene dada por

Pn(k") : #h[, * (2c.t) | rt¡* s6)c - zr.. + ".)].
Po¡ ot¡o laclo, el Índice espectral evaluado en esta escala pivot es

(5.35)

(5.36)
nn - 1 : -(2eo * qo + s¡) + o(efi),

:::::,:,*, 
representa tas conr¡ibuciones de sesundo o¡den en tos parámetros deslov¡-¡oll.

De forma anáJoga, se puede hacer lo mismo para los modos tcnsoriales, quedandoel espectro de potencia tenso¡ial a primer orden de la forma

Ph(k):?lilr_,..,^/ k \ - In, L, .,h,"\;;¡to)+z,otc _ L)l (s.37)
AquÍ, el subíndice ñ denota que las cantidades de back

tiempo r¿ que no necesariam""; ":;:,* 
ouc§ tle oackground son evaluadas en un

deben¡os evaruar er ".r"",.""::';:;:;',ilr:T :::^":::'- 
canúidades,

m¡sma escala pivot &u conque evaruamos er espectro de potencia escalar. para hacer esto, rlebemos ajustar z¿de modo que ,t, : a¡H¡, o cle manera equivalente

'o: 
oo

Esta retación nos hace ."t".un.ir,} Jl:." que cuando _ * , *,or"::]modos escalares y tensoriales

pectivamente. Luego, ra .-r,;X::,T:#: ::"":f ::::,:;": :,i".;
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tensoriel cuya longitud cle onda es A -.(" viene dado pol

r¡1k. r = 'Hi l, - ,,., ,,c t Ir' I l

y el irdice espectral para perturbaciones terrsoriales por

aN + lnco : 
fr ["r"^' 1l .

rlt: -'2€h+o(e!). (5.40)

Con cstas expresiones podemos calcular cl teIISor to scalar ra io evaluado en la

escal.a pir.ot k" srguicndo 1a definicióri rk'Ia ccuaciril (3.10St). 1uego. ,1r erLará exprcsado

de la fbrrna

t H,t'l Ir tC,nc" Í # I l -2, t. c' - -) (.2,n r¡o -.0)C -:1.0 - "0 i.4l)
\ Ho'l I

A partir cle la ecuación (5.38) corltarnos el número de e-lbldr, \X - ,\i, ,\

errtrc las dos salidas del horizonte. (lol esto se tiene que

/ rr \
-\\ t,.(ff)-tn." \;4:r

\tin /

Adernás, de 1a defiliciórr de r er términos de,\ dada e¡r la ecLrrr.ción (3.9). inte-

granrlo otrtenernos

. /Ho\ ¡\
,,,(,|) ,/.,rrrar-Ie,'¡' il ,;rJ

cloncle hemos usado qtre c(N) : ¡,640('r &), result,ado obtelidr ,rn la subsección

previa. Por lo tanto. juritarido las ecuacioles (5.42) ¡' (5.,13) se tnrr,:

(5 3e)

(5.44)

Ai á verno,s quc AN - ln c¡. Sin cmbargo. plleslo que - n c¡ pucrlc torrLar

valorcs grarrdes pala c" (( 1. esto implica t¡ue rro poderrLos erpand:r 1a exporterrcial
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de la ecuación (5.44) en potencias de 46Aly' para encontrar una expresión para A1y'.

En vez de eso, resolvemos analíticamente la ecuación (b.44) obteniendo

A.Irr: -6* - f t.. *W(-e¡e (o ?or.¿o)] 
, (5.45)

donde tr42(c) es la función w de Lambert, que se define cor¡ro ra soruciór¡ de ra ecuació¡¡

z: \l/(a)¿w(a). Luego, usando Ia ecuación (s.a2) y teniendo en cuenta la ecuación

(5.45) en (5.41) rendremos que

,: t6cocoe-2(^N+r. ""1 ft t 2roenoaN (C- I) - (2c6-r-ry+s6)C+ 2(.0 +rn)l , (s.¿o)L ' 'w'-u/l"-'"i

donde hemos usado que

€ñ : eoetoaN. (5.47)

Notemos que la ecuación (5.46) nos entrega r en función de q, e¡, r¡ y s6. Sin

embargo podemos ¡educir el nrimero de parámetros de esta expresión usando la
relació, para el índice espectrar en la ecuación (5.36). Luego, podernos expresar ar/
como función de e6, c¡ y s6 de la forma

AN : - lnco lrr*W (-ro" ,o-,--no-r,o-,n1,,,o,¡ l. (5.4g)I-nn- Z,o-soL- ' )l' \uau./

entendiendo que el varor der índice espectrar qued.a d.eterrnina.do por las observa-

ciones. Según los ujtirnos datos, 1 - nn:0.04 l1ll.

Recordemos por otra parte, de la ecuación (5.40) se aprecia que dado el índice

espectral tensorial z¿ podemos obtener e¡, que reenfatizamos que es diferente de e6

para cuando c, es mucho menor que 1. po¡ lo tanto, juntando las ecuaciones (b.44) v
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(5.,17) r-emos que eL valor de n1 reduce e1 n.úmero r1e pariimetros cle los q¡ue dcpende

AN, <¡redando solamente

AN: -
ln c6

(5 4e)
1 - (r¡ r ,,1211n( *i)

Est¿i relación nos permite dcjar Ia depetlder)cia de r sóIc., a 0.Y c0, que.larr(lo

expresado como

r : t6eoco exp 
I 1 - h, (-?) f (ea+ n,lz1 ]rr+ r, (s 50)

2lncs

donde ios puntos suspertsivos dentro cilel paréntesis reclorxlo corre:rpJndcn a los mis-

rnos términos del paróntesis cuadrark¡ cle I¿r ecuaciórr (5.46). ios cual:r tarnbiéti puedcu

ser expresados crr térninos de €o 1'c0 junto con los v¿rlores de ri ¿ 1. n1. Esta ccua-

ciórr se constituye el ulo de los resultados principales de est¿L tei i.', Pueslo qLre nos

entrega el terlsor to scalar ratio en tór:rtirtr.rs de los valores de e¡ 1 r-1.

5.2.

5.2.t. Caso en que cs es constante

Eraminemos los lírnites para ltr velocidad dr:l so¡rido implicacio: por Ia r-'cuaci<in

(5.46). Considerernos prirnero el caso sirriple en que la v,.'lociclad ltl sonido es coris-

tantc, .s decir. pala so:0. La Fig. 5.11 m.ucstra las cur','as de ni.'er en cl plano r-r,,

después de haber recrnplazado con s¡ - 0 er (5.46) ¡' (5 aE).

\,'erlos clLre estc gráIico difiere t:on cl rnosiraclo en la Fig. 5 2 lrloveniente rle Ia

ecuación (5.2). señalando que el cle Ia Fig. 5.3 inrplica que llo exisl c una cota irlferior

para ¿rs Esto sc rl:he a que cl vakrr de 4¡ ali:cta al rttnning de e pror c ticnte del tien4lo

Restricciones para Ia velocidad del sonido
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Figura 5.3: La figura rtLlcstra las cun,as dc rriIel i)¿rt¿r 7' en e1 l)lano e-r:", obteridas c1e

l¿i ccuaciótl (5 'lti) asurlrienclo §0 - 0- T,¿r líuea punteada ltiucstta e} t aso palir r' : 0 1

clc la salirla clel hix.izr¡nte del mod¡ escalar ¡1 al tiernpo 7,, plo\.crierlte de 1a s¿rlicla

clel horizorrte clel rrioclo tensorial. Lnego, como sc señ¿r1¿ cu fE7], p:rra ol¡teneL un¿r

cota para ¿:. t¡t¡a¡do en c¡enta c1 ta1o"- dc 4¡ clebiórarnos r:ortsirlcral a, el rurulirrg

del índice espectral escillar.

Por otro laclo. eu nroclelos canónicos de infl¿ción, clotrde c" - 1, tencrrtos l¿ls

sigrLir:rrtos cxpLesiorrcs pinrr cl tcnsol tci scalat r¿rtio Y el ítrtlicc esptxrtr':1l ttrtLsoli¿rl

r : 16e0, 'I) t - -2€i. (5.51)

Usarrrlo ¡,rnl¡as ecu¿cir¡nes ol¡tenernos la relación de consisterrcia

r - -8&. (5 52)

Po1 su parte, para rnodekrs nr¡ canóui«ts elicontlanros ltr rlcpendencin dc z err

tér'mil]os 6l¡ c6, c¡ \'il¡ col11o niuestra l¿r uruación (5.16). A sil \'€2. )?1 está cleteinrinado

por el r.alor en qLtc € (:1.,11zrt cl ho|izc»rtc colno se rrnu'stt¿t en Ia tx,rr:rcirirr (5.110).
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Igualando las ecuaciones (S.+6) y (5.52) obtencmos que

(5.53)

Eso quierc decir que la ielación de consistencia mostrad¿ en la ec.¿rción (5.52) puede

ser satisfecha incluso para c6 f 1. Además, la medición clel ínclice espectral tensorial

no elimina la degeneración entre e y c.,. Ir1 origen de csta, degcneración es el running

de e entre los diferentes tiempos de cmce del horizonte de ios moclos escalares y

tensorialcs. Notenios que si rro existc este runrring de e obtenemos que 6á : €0, es

decir, cuando Io : 0 en Ia ecuación (5.47), igualdad de la que uno obtiene que

r).t - -2€o. La Fig- 5.4 muestra los valores de e6 y c6 que satisfacen la ecunción (5.53)

para rarios valores de r-

Figura 5.4r La figura muestra las curvas cle nivel para r err ei plano e c". obtenidas de
la ec. (5.50) que satisfacen I¿ relación cle consistencla r - _8nt. La 1ínea punteada
mupcr ra pl c¡so fala r - U.I.

Uno detriera notar que para curnplir la relación de consistenci¿ de la ecuación

(5.52) reqneriremos que ús tenga un rururing correspondiente, s6 : (1 nv) -2c-¡ r¡¡,

que vienc de la ecuación (5.36). Luego, usando 176 de 1a ecuación (b.47) irnplica que

2,0 I 2ln "n I
- , ',ip 

-- 
;- I : l.ttt Ll - In l-a') /t.n - n¡12¡)
\ ni / /

s¡ - (-[ rra) ,,0 - ¡1 , , (-;:) (5.54)
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con A-\¡ cltrrlo por la ccr,ración (r!..19).

5.2.2. Caso en que cs varía

Corrsidelemos entolces el caso en clue s¡ f 0, La Fig. 5.5 rmrestla I¿r ctrra de

nir.cl pala s err el plano € * .s para e1 caso particLrl¿ir r' - 0.1.

Figtla 5.5: L:r fignra muestra la cnrva clc livcl para.s¡ c1r cl plarro ¿-¿.. obtenidr.i de
Ia ecuacirirr (5.46) para el caso particular r'- 0.1. La lirca puntc¿Ida mucstr¿r el r:¿rscr

pala s3 - Q.

Notemos que la intloduccióu cle ss f 0 ro carnbia charnáticarrrerrte la lelaciórr

errtle e v c". Un valor ncgat,ivo dcl nuuring dc 1¿r r.clocicl¿rrl dcl sonklo (s < 0) incrc-

r¡renta cl lalor de cr pala url r,aloi de e fijo.

Consideremos 1a posibilidtrd de que s depcrrda rle e. Pol ejemplo, en el trabajo r1e

Ar,htic¿rro ei. nl 139], se estucliri urL rnr¡delo de múltiples carnpos en el cual la lelocidarl

clel sonirlo rfu: ltrs perturbaciones adiabáticas está caracterizada por un rulning de c"

de la forma s : -(14. Siguicrrdo este ejenrplo. considerarcmos ull lnodelo donde s
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dependa de e de 1a forma

s(e) - )e, (5.55)

con ) constante. La Fig. 5.6 muestra 1as curvas de nivel para .\ en el plano e - r;,

para e1 caso particular en que r - 0.1.

Figura 5.6: La figura muestra la curva de nivel para,\ en el plarto e-c", obtenida
al juntar 1as ecuaciones (5.a6) y (5.55), para e1 caso particular r : 0.1. La lírrea
prmteada corresponde a ) : 0.

De 1a Fig. 5.6 podemos ver que 1a dependencia de c, respecto a € se ve afectada

drástir:anrente por .\. En el caso particular en quc r - 0.1 obtenemos que para

valores de .\ ! 1.2 tenemos una cota inferior para c" dada por r:" ) 0.9. Como regla

general, encontramos que un running negativo de c" implica una cota inferior mayor

para }a r.elocidad de1 soniclo corr un . frjo. Adernás. si el running es proporcional a r

obtenemos configuraciones con cotas inferiores para ús.

5.2.3. Inclusión del running del índice espectral a

En el trabajo de Baumann et a1. [87] urr aspecto importante es el hecho de tomar

en cuenta e1 rurrning de1 índice espectral denominado a el cual viene definido como

tlnv
d1n,('

(5.56)
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término que ¿rp¿lrece relacionaclo col el especllo rlc potcrrcizl rlc(li¿t1rte la erllt:siriir

(3.89). Lucgo, irr clcpcnclcncia dc o' respecto a las caltrdadcs dc slos' roll vierre dacla

po1

a: -2erl - 4ó,t sd", (5.57)

donde d,, 1'd" soit parárnetros de slr¡t-rr¡Il dcfirriclos cLe rnocio c¡ue sc curnpla 1a cou-

dicii¡r d ( 1, cu¡.¿ oxJriesión materlátic¿r es rLe la fbrma

i)

" Ht1'
\.

Las olrscrr.aciones actuales i51l cstablecer Lrra cot¿r pala a dacla por

ln <2x10'? (5.5e)

D:rc1o que r-r rlcpcrrr.k: rL: llrchos par'álrctrrrs <lc skrw-toll (x)mo sc vr: crt la ccuaciriir

(5.57), es posiirle strtisftrcr:r 1¿r r-cuación (5.59) d€r mrichas tnatteras ajust:rrrdo d.. 1'd,,.

Sin ernlrrrrgo, como se mLlestlii cn el trabajo de Barrnl,ttttt et al. 187] r:orr cl prc4rósito

cle respetai' 1¡I cstructrta ieltirc¡ricn cn la expansirin skrw-¡oIl. la ecnación (5.57) puede

sel csclita sirlplemente tr plirnet or-den corno

.,! : 2r, tl.

Lnego, jurrt:rrtrio las ecu¿rcioles (5,59) 1'(5.60) teuemos que

(5.60)

e6 1176l < 10-2 (5 61)

L'isalilo ¡io a partir dc csta erpresirirr on las ecuaciones (11.4o) r' (5.a6) olrtetietttr¡s

mrevas restricciorles p¿lra los valoles posibles de r ¡'c.. Sc muestla en Ia Fig. 5.7 las

cun,as cle nir.el correspolclienles para r cu el plano e - c.,,.

\¡ernos err la Fig, 5.7 que el caso particul:rl r' : 0.1, scñalaclo col i¿r lítcir ptrnteaila

muestr¿r ulra cota inferior pala la velociclad dcl solido cle c. > 0.1. Poclernos dr:stacar

s

H"
(5.58)
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Figura 5.7: La figura muesira la curva de nivel para r cn el plano €-c,, obtenida de la
ecuación (5.46) tomando en cuenta las restriccioncs debirlas a a. La Iínea punteada
mlrcsl r¿ cl rn.O p¡ra r : 0. l.

además quc las líneas en las curlas de nivcl se intersectan con 60 - 0. Esto viene

del hecho que hemos utilizado la relacirjn no : 10-2 leo,,1o que irrvalida el uso de la

ecuación (5.46) para.,,alores en que É sea de1 orden de 10 2.

Por otro 1ado, los datos de BICEP2 1. PLANCK tienden a fávor ecer un a negati

vo, 1o cu:rl impone cotas mayoles a c,. Por ejemplo, siguiendo el an¿ilisis de Itinney y

Freese [67], obtenernos los 1ímites c" 2 0.25 con una confianza de ti8 %, y c, > 0.2 con

tura confialtza ck.95Vt, cortrrburanclo las cot¿ls r¡ncontrar-l.as poL Batunann et al. [87].

Por otro lado, si el valor de nr es conocido, usemos las expresiones (5.47), (5.49)

y (5.60). A partir de csto obtenemos qr:e

(5.62)

Esta erpresión nos permite lornper la clegcnei'ación entre c¡ y €0 colsidelando cono-

cido el ralor de a, a ia vez que asumimos que tanto d; colno ri" srin dcspreciables.

,--# F( ?) -6+,,p¡)
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5.3. Parametrizando Física UV

Daclo que rlebernos aceptar la posibilidad de que c" f I cono se rnericionó ante-

riorrnente, de]¡errros admitir una variedad de operadores adicionales que sou propor-

cionalcs a 1 r:] qrre tierrerr origen en Ia misma físic:a UV resporrsablc dc una propa-

gación adiabática no trivial 121.39,97-991. En esta sección revisarernos 1a forma en

que estos grados de libertad llV rnodifican Ia expresión para r. y por consiguiente,

los lírnites de c,.

Una forma de tratar con esto, es pararnetrizar los efectos de esta física UV irrclu-

yerrdo luevos operadores en la acción cuadrática de las fluctuaciones de curvatura

7l, de la siguicntc fbrma:

(5.63)

dondc M es ura escala de masa c¡re caracteriza los nuevos grados de libertad, pero

lo necesariamcnte cs Ia escala de cuttofi en Ia cu.al se vuelven relevantes [39], y Ér y

,8.2 son coeficientes adirnensionales clue parametrizan la física UV. Hemos insertado

el factor gtobal 1 - c:l para hacer visible el hecho de que dcbiérarros recuperar Ia

expresión canónica de un campo cn cl límite cs + 1. cs clccir S¿,1 + 0. Lrtego, el

Hamiltoniano en cl cuadro de irrteracciórr veridrá dado por 1a expresión

suu- 
f 
a',o"-!-914""'"+ ftnv^nf ,

| -"2 |
H, - -ffi f ,t3., lB,u'rv2 ul ¡ r,lo2uYau),

donde ¿ viene definido por la ecuación (3.75).

(5.64)

Luego, las nuevas contribuciones UV que recibe el espectro de potencia vienen
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daclas por
AP, i t ,1) 3 ., r ,-, ,,.,¿] ..ft ¿112ro -t tr)tJ

(5.65)

doncle el cálculo en detalle se ha dejado para el apérrdice A.

Luego. Ia arnplitu.l clel espectro cle potencia ahora. con este lLevo elemento es

cle la lorma

,^, H,1 t / ¡^k \
,,{\"/ i ! ,2', ,t' -")1,,{-,;} (2'rtr, sr)C

ó,. , {,.0 L \40//0/

r,n o,. , j,l. \iúü,+ti l

do¡.clc lrenros definiclo ll = (h + iilz)Hi llv[2 . Por otro ]a,1o. los ru,rc os tensoriales no

se veri afectados por esta nueva contrjbuciór. por Io qu,: poclcrnr s usar la ecuació¡r

(5.37) lara describirlos. Firralrlerrle. calcularnos el tens,rr to scatar'ratio usaldo el

rnisrno ¡rroceclirniento de Ia sccr:ióri arrtcrior. agregandr:r [a mler¡a rntlibrrciórt UV y

teridrcrnos que

I
r.:16ro.up 2/lr'+rr.o) 7 + 2t.,e,t,'^N (C _ 1) _ (1 nv)C +,"(r¡ l s6)

t
.,2 1

.#; . (5.671),'ó l

cloncle AA es el rnismo dcfrrrido el la ecuaciól (5..1E). Menr:ion rt tos tarnbií:ri que

modclos dr: irrflación col un solo .ampo corl parárnetro de rrrasa l f. interactuando

corr pertulbaciones de curvatura cc,r'respondert al caso 3i: 1y l'z - 0, en el linite

Hi << \[2 138.100]. Daclo que el térmilo proporcional a ,J corrtier,e el fat:tor rn 1 - 1.

Ia ccrración (5.67) no.* tlice tlue inclrtso trn pequeño valor dc IJ tr:rd¡ á un impar:to crt

1a deperrdencia dc r en Ia velociclacl del sonido. Este tél¡llno dorn,la rápidamente el

parérrtesis cuadrado en la r:cuación (5.67) para pcclucños valores r1: r-¡. provotandcr
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un quicbrc en m.lestra expansión. A pcsar de eso. podemos señ¿lar lo siguiente a

modo de cc.rnclusión: un valor positil'o de,6 irnplica urta cota inferior rnás fuerlc en

cs para un vaior fij o de e.

Para cerrar cstc capítulo considerarerDos valores para At ! Bz [¡ara ur] modelo

específico tle l¿r literatura. Considelarernos una acción como aparece en el lrabajo dc

Grvyn et al. 1101] del tipo

Los purrios susperrsivos en (5.68) r:orresponden a otros términos qu.e no tomaremos en

cuenta. pues sólo corrsirlerarernos el término expuesto acá ya que contiene elementos

sirlilares a k¡s dc la acción (5.63).

Cr-pandimo. el termino (rr'- Y) ' 
".,nsi.l.randn 

V ,l poqrreno Dp e:.ta forma

g-- [a3r,ltarIlln(1 +I)ir+ .],
.t

donde r está defrnido según la ecuación (4.10) y

^ \ [2 r-2\r-/r .,2\ s2 \r ,s/ r,, V2.

I L /- V2 VI \
nP | = \/''' \' - o')ll- '\\t')

Utilizando esta exparrsiórr err la ecuación (5.69) se tierre que

I: (l - .'v'(t - V2 
- 

VI \_.-)r"- 
\, 

, 
orlr, - ,r* )

A partir de esta expresión tenemos que

5., , : I F.,dr (r' ,',trr;"i,\ (;,vr;, --*¡v,;)/ \ .\tt.- /\ a,Al2 )

(5.68)

(5.6e)

(5.70)

(5 71)

(s.72)
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Luego. dado que 7r se puede erplesrr.r en términos de 7l rnedian, e (4. 10), entorrces:

iv:, : ayz¡ ja,o ' R
H¿ tl Hv R 'RV'R

iv i #o o -#t'^ fo'o,'RV'R

(5.73)

(5.74)

De ac:á sólo tomaremos el prinrer tér-rnito de (5.7i1) y el r:uarto cle (ri.74). puesto que

correspondr:rr a los términos de (5.ir3). Asi la acciórt (5.72) queda

s, ,_[a,¡aL(o,H'¿rt r'l')lloro -aoo,,\ 157ir
./ "-" \ .\t2c.l i \//:' 

- o2\/t2 -- -l

I'in¡lmcntc. comparando los térrnirrcis de (5.75) «¡n los do Ia ¡r ¡r'ión (5.63) obtcn-

dr-errLos que

Pr-at p2-
e2 H2

lr. /oJ
M2cZ'



Capítulo 6

Param etrizando sobresaltos en el
espectro primordial

Cabe la posibilidad de que las fluctuaciones prirnordiales tengan su origen en una

situaciórr difcrente al rnodelo canónico, con una dinámica caractcrizarla por escalas

de tiempo más cortas que 11-1. Dichas cscalas de tiempo se espera que estén aso-

ciadas a grados dc libcrtad rrrasivos (con rnasas mayores qrte -1-I). Una car¿rctcrística

irlportante en este tipo de escenario es la aparición tla sobresaltos en el espectro

primordial. cuyo tamaño y forma caracterizan la física asociada a estos grados dc

libertad rnasivos. La existencia de sobresaltos tanto en e1 espectro de poterrcia corno

en el biespectro nos perrrrite obteuer urra rnejor cornprensiólr de las escalas de masa.

aparte de H, que caracterizan Ia teoría responsable de ellas.

Sin ernbargo, no sólo r¡roclelos nr¡ canónicos pcrmitcn Ia cxistencia de sobresal-

tos, sirro que dentro de modelos calórricos es sabido que éstas aparecen cuando el

inflatón atraviesa un cambio repentino al rodar hacia abajo por el potencial 131 37],

por ejerrrplo. err el caso cle u-ra step-t'eattrre. pequ.eiro salto err dicho potencial. que

resulta en Ia breve interrupción de Ia dinámica de slow-ro1l. Este tipo de dinámica

lleva a un carnbio en la tasa de expansión sirr que estc.r lleve a ula gran desviación

75
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del universo quasi-cle Sitter.

A su vez. es posible hallar Ia apirrición dc sobresaltcs en rno:lr,los de mú1tip1es

campos erl que se permite que la tra¡,i:ctoria del inflat(in serper.ce al atravesar el

potencial 161 102-1051, circunstanci¿r que incrementa 1:r interacr ii,ri erttre 1as per-

tulbacioncs cic cutvatura 1'Ios campos orl.ogonalcs a l¿r traycctorLa cacla r.cz quc sr:

produce urr giro el clirüa trayectoria [a0,41 93.91.106].

Otros mccarrisrnos que producen sobresaltos quc pue,:lerr halla :s: err la literatura

son ia posible producción de partiulas durante inflacirjn [107 ]1ll] o modelos del

tipo ClLuin-Inflation l7I3), donde el inflatiin atraviesa rn:diante eré,rto túnel muchos

lnínirnos del potencial. Si blen cs a:ierto estos modelos 1l,resentarr t,lrta característica

no forrlarán parte cle este traba.jo dado que sirlplelrerite cottsit.c aLcntos tlodelos

dentro de Ia dinámica de slos,-roll.

En i¿ Sec. 6.1 estr.idiaremos Ia apariciórt de sobresaltos debido a carribios reperiti

nos {-'n ia lasa de expansirin de inllación, al que llarnarnos caso e ". r' Iebido ¿ cambios

repertiros en 1a velocirlad del soniclo. 'caso s". de fbrrna :icparada. siguienclo el traba-

io dc Palma 
'-16]. 

para lucgo en la Sec. 6.2 abordar la aparición de sobrcsaltos r:lel¡idrr

a arnbos casos sirnultálcarnelt e. l rnahnente ert la Set:. 6.3 esturLirrrernos mediaute

cjcrnplos rrurnéricos de un rnodelo f'(li qr) y uno de rn(rJtiples carrll)os. Ia validez de

Ia expresión que lelaciona las desviaciciries de las cantitlades dc 1 a tkgrouncl con las

de Ia v:locidad del sonido propuest¿r cn la secr:ii»r 6.2.
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6.1-. Casose ys

Comenzamos con la acción para las perturbaciones de curvatura en EFT en el

gauge comóviI la cual dividimos en dos pa,rtes:

S: S, + 53. (6.1)

donde 52 corresponde a la parte cuadrática que viene dada por la ecuación (3.72) y

S'3 es la parte r:írbica que viene dada por la ecuación (3.73).

Siguiendo Ia misma idea de Ia Sec. 5.1. podemos clividir usando teoría dc perturba-

ciones Ia acción cuadrática en dos partes. De acuerdo a esto, usarrdo la ecuación(5.12),

dividimos cn rlos paltcs cl térrnino z" f z ,Ja la forma

.,, :.,; l, * lut,l)¿ ?o\ z /

dorrde ,:(/26 cs Ia contribución a orden cero dada por

(6 2)

--0 T'
(6 3)

y o(r) paranretriza desviaciones de Ia cantidad de background z"/2.

Por otro lado, podemos también hacer Io misrrro para la velocidad del sonido, defl-

niendo

0(r) - t r,:l(r), (6 .1)

de modo que esta funciól paranetriza desviaciones de c.. de la unidad. Dada la au-

serrcia de evidencia experimental de que c, f 1 asuntirerttos á(r) << 1. Notemos

adcrnás que d(r) > 0 para evitar situacioles rio físicas dondc c, > 1.



(6 5)

donde ó¡7 correspolde a las desviar:irines que rro dependen de r.. a cual puede ser

parametrizada mecliante la exprr:sirirr

7E

Luego. a partir de Ia ecuación (5.13). notarnos que z clepet.c de variaciones

de c,. por lo tarrto. d contienc un¿r c¡¡ntribución c¡re proviene cl,, r/. De este noclo,

eXpIeS¿1..eIIlOS

(6 e)

d-d, ,¡.'+-g".', 2

6u - 'urr'.

., : 1 /4,, .r, fa¡r11Vu;, - -j ;).r2 rr, ó' 2J L ,' 
]

A partrr de,91 y usando la rrrisrna rrrctodología us¿rda en la !iec. 5.1 podemos

exprcs¿rr el harniltonitrno dc la liirnla

u',2 rrt = ', J 
o ' fn,.r,v,, 

,' t?,,1)

dondc u¡ viene dado ¡ror

(6 6)

donde 17 es el parárnetro cle slow-roll <.lefinido en (3.10). F'or otro 1¿.cL¡. sólo se rnarrtie-

nen 1os términos lineales en d puesto clue Ios térrninos cuadráticos:o;r subdorninantes.

A ¡rartil rle 1o anterior obterrernos ,5,¿ - So + 51, don<1c .9¡ col espctrrcle a la parte

dc oldrrrt ccr! crt los parárnetros rle slorv-roll, rnicrttras que 5'1 crrlesponcle a las

correcciones ai siguiente orden. Así

(6 7)".:: / ,r,,t-lu', -rv,,"-ll:J [ :o]

", 
: # .f 

a'*lnu,r¡,¡"ou* +,1.,;¡';" 'u'l (6.10)
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y a diferencia de la función de la Sec- 5.1 en este ca,so' u& satisface la ecuación

(6 12)

Expresamos e} hamiltoniano de la ecuación (6.9) en e1 espacio de Fourier mediante

la definición de ú¡(r) como Ia transformada de Fourier del campo z¡ de ia forma

/ t\,,'l+(l'2-i),,0=6,' \ rz/

cuya solución tras elegir el vacío de Burch-Davies viene clacla por

uh('r) -
1

t/'¿t
/. I \ -'u,
\' - k,,/ '

I / ,",u/(x. r) : f¡ J O'0r"1r1"'u*. írp: r1u,ro7r¡ + aluui(r).

Luego. el harniltoniano queda

u14 (,) - fi | o'or..n¡(r)i¡o p,

u2
rO-l

ó 7¡'€0

(6.11)

(6.13)

(6.14)

donde hemos definido

hx(,) - 'rlrrn. y¡1 (6.15)

A partir de esto, tomando 1a transf<.¡rrnada de Fourier de la función de correlaciórr

de dos puntos err la expresiól encontrada err Ia ecuaciórt (5.26). tenemos la siguierrte

expresión para el espectro de potencia.

Pn(k)-Po+ LP(k), (6.16)

donde 2¡ corresponde a la parte de orde¡r cero del espectro de potencia, Ia cual IIo

conticno sobrcsaltos, y viene dacla por

(6.17)
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micntr¿s lue A?(/r) corresponde ¿ la c:orrección a siguiente ortii'n que contlene so-

bresaltos, expresado de Ia forrna

\Pr,( )..'=' : lrr¡r i,l,,1lJ¡?) I ., I ,l'u , kv'O H,''. r".1i7 \.;.,i7rU.-,,0P, " J . .;

(6 18)

Ocupando Ia expresiórr (6.15) al rlesarrollar (6.18) tendrerlos clrc

IP
%(t) - a

Para irnertir esta expresiórr clciando el espectro de potencia el ténnitros cle las

cantidades de background d¡7 I' d. exteldemos estas cantidacles rlei dornilio .xl <

r ! 0 ri1 clor¡linio -cc < T < rx hacicndo clue arnbas fiLrLciont:s st,.Lr. inipar-cs bajit Ia

transforrn¿rción ¡ -+ r (idea introducida en [114] con el firr de rryertir e] espectro

de potrrncia cc¡rno función cle 1a vclricjrlarl rlel sonido rnediantc ur a tr¿rnsfbrmada de

Foulier). Luego. hacierrdo esto oblencl¡ernos que

(6 20)

Re1¡rr:ión que es parte irnportante del c:apítulo, puesto que a ¡a,tir- de ella es po

siblc o}¡tcncr cl power spectrurn cl tórmino de las cantir.ladcs clc x.r:kgrould.

Adr,¡rrás. r:onsideraremos quit 1as .,,ariaciones de .1./ son talcs c ur: cumplerr qur,'

É << 1. de este rnodo. podemos escribir'

€-É0+AÉr (6.21)

doridc ,,0 collcsponde a la partc dc leni.a variaciórr dc c. la cual r ¿L actcriza el corn-

portamiento de tipo slorv-roll. \licntras que AÉ contiene las parter rur: r,arÍan abrup-

tamcntc en l¿r tasa cle expaasicirr. Por otra parte. con-sideraretnos qtre

ln'- -- T .', I arr'\J',,,. "

Ae ( es. (6.22)
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De esta manera, al dividir e podemos hacer Io mismo pa.ra r7 de modo que

n : no 1- Lrt, (6.23)

donde

É0

nto

er1 que nuevamente, como para €.40 corresponde a 1a parte de variación lenta de 4.

Por otro lado, en rruest¡o arrálisis rros elfocarer¡lcls err varialiones rrperrtiria; que

satisfacel las relaciones

' fI c¡

# ",t, #l-,,

d2 a7)LI L? IL7)

- 

\\l
rll ll,) P¡ -' dlrt,, P¡ '-IPo

(6.24,)

(6.25)

Dado que pucde resultar útil tomar estas condiciones en términos dcl ticmpo confor-

rne. Ias podernos expr{rsar tar¡r}¡il.rt dc 1a frtrr¡ra

lrói, >> la'¡,I, lr0'l >> 01. (6 26)

Además, considerando las condiciones (6.26) junto a la ecuación (6.20), implica que

(6',27)

1o que indica que variaciones rápidas de1 background ca.racterizadas por una escala

menor que 11-1 induce sobresaltos en el espectro de potencia.

6.1.1. Sobresaltos en el espectro de potencia

La expresión de (6.20) nos seña1a que 1a dependencia temporal de 37¡ y 0 produce

sobresaltos en el espectro de potencia. Analizaremos entonces 1a aparición de sobre.

saltos en el espectro de potencia debido tanto a cambios repentinos en la velocidad

del sonido como en la tasa de expansión.
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Sobresaltos debido a cambios repentinos en la velocidad d:l sonido

Prirner caso. consideraremos que no hay contribución de r,¿rriar ir nes eri Ia tasa c1e

expansión. De este lr odo fljaremos ¡i : 0. Por consiguiente, tladr la ecuaciórr (6.6).

da = 0. eniorrces Ia ecLracirin (6.2t)) toma la forrna

(6.2e)

La ecu¡ición (6.29) nos cntrcga urra r-ciación entre á y el espcctlc-r ,Lr potcncia. lo lluc

nos pelrnitc infclir la depcndcncia terrporal de c"(r) trr térrr inor,le sobresaltos el

el espectro de potencia. Notamos aclenás que la relación obtcnidl r:n (6.29) coincidr:

corr e.l -esultaclr¡ ol¡terrido eu el tratrajo de Achricarro ei,. a1 11141.

Sobresaltos debido a cambios lepentilos de la tasa de explnsión

Para el segundo caso. considi,rarellos que rro hay corltribucior err provelientes de

cambios en la velocidad del sonido. É.jando á : 0. Por otro laclo desprcciando cl

térrrLirto d¡¡ puesto quo es sul¡clorrtirLartte, la er:rraciórr (6.20) qLrcd,,

tj,,,, ::\2 | at t.Llrt.¡" ,,-
tt t .J l'¡

Irrtcgrarrclo respecto a 7.

ilit. 
- 

1 [ ¡¡r¡..LP,¡.,, ,u,
2r2 r¡ .l Po

ri" t" Id¡ki)irtrl' '''ti) ,, Po

Integrando rcspecto a ¡. se tierie

(6.2E)

(6.31)

(6 30)

Lrrego, rrsanclo la ecrraciórr (6.6). dorir'ándola e insertánclola en ((i.ll0). tenern{)s (¡le

,-'; I **(k)" "0' (6.32)
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Ahora, integrando por partes

(6.33)

La ecuación (6.33) muestra la relación entre el espectro de potencia y 4, 1o cual

permite ver la correspondencia entre va¡iaciones repentinas del espacio quasi de Sitter

con sobresaltos en e1 espectro de potencia.

6.L.2. Sobresaltos en el biespectro

Luego de haber ca,lculado e1 espectro de potencia, veamos los efectos de las va-

riaciones en 0 y 6¡1 sobre el biespectro. Para ello tomamos 1a acción cúbica de Ia

ecuación (3.73). De acuerdo a Senatore et aI. [85] se tiene que e1 parámetro .\ es de

orden

,:*I***(n1¿''x"

>,-,ffe-"i)',

s!l): I'a^",',{- f"* tiRR'+ j{, -,r'+n)n(vn;')}.

(6.34)

por 1o que dad.a su proporciona,lidad a á2 los términos que acompañan a á3 podemos

descartarlos en una expansión a primer orden. Luego, realizando una redefinición

del campo podemos eliminar el término proporcional a /. Entonces, de este modo,

rearreglando Ia ecuación (3.73) tendremos una expresión para S,(jj de la forma

(6.35)

Luego, esta expresiórr nos perrnite escribir el hamiltoniano cle ilteracción cúbico 11r(3).

dado por

H,"': f a'ro',l,,te ,,,n,vi*¿,0 ,a' ,rlR,1VR,)'] (o3ti)

Para el cálculo del biespectro. dado quc tcnemos una expresión rlel hamiltoniano

de1 tipo

ttr - - | a3m', \il": - .,ztzra? + ffn,tvn,f), (6 37)
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con oi (i - 1.2,3) funciones del tiempo. {Jsando 1a ecu¡,ción (ll.1ll: ) v cLue 1a fbrma

de calcular l¿r función de correlacióri para tres purrtos 1el canlpl ¿ definido antcs

viene dada por

(z(x.r)u(y,r)z( z.r)) -i, I ai',t,¡A','¡11. u7(x r)r.,¡(y.z) u¡(z.r))O). (6.3S)

para explesal AB dc la fbrma

Ll3 : Bt t Bz -f Bz. (6.3e)

donde

6'^ - lzru)'Rrrur l',,r\+lR', tR, r1't,', r ) -,.r-. (J.B.fkr.k:.kr: = :rrR (0\T - I _ r.¿

/r2rk, k2 u, : 
fro,0,R,,0,R.,0r1i,-fR¡ 

-rR' )/..'r -,- "lrni -,.,.6
1J,rk,.kz.k., : il" urn:rurr?, ur/\rL;'k2 krR r l ,r'Rr -\- -!-l'- ,

r6

De este urodo. aplicando esto pitra la ecuación (6.36). sólo tcucrrros Bz y IJ:. Así

quc aplicando el ]recho de que k1 .kz -kz k3tk3.ky - (Ái t ft;+ki)i2 yla

erpresión para 7¿7 se tierre que

.r lñ2 .,. t
aB,k,.k2.u, - u-,r,íi,,/ j [,,,, 

4r(trt--Á.¡Á¡+Á2r1 - u i r,/, 
)

tt|:-^:t' ,i'Ai.t,lt,LI ,. ttt t ikz. ,-,*,'],"^

(6 43)

doncle l( : kr + kz * k.¡.



Sobresaltos debido a cambios repentinos en la velocidad del sonido

En el caso de que la aparición de sobresaltos es debida solamente a cambios en

la velocidad de1 sonido, dado que ?:0, utilizando la ecuación (6.43), donde hemos

dej ado el cá1cu1o completo para eI apéndice B, se tiene que

LB. - Bz+ 8., (6.44)

(6.47)

(6 48)

,, rjñ )12nr 13 I / d LP . ,^, aP ,^\t', : ffi l"(r 
r, ktk:t . k2k't) n (,yr" l- n rrl prtr )

3 k"kl - k?k3 - kik314z, o,l4 ktk,kr k Po 'l

(6.45)

R, t2--)tPR k? - k;- kl I krk., k k., t k.¿k,, (LJ,tt d_ l4l n,)\
1ii2k¡)r a I i \P. Jlnk\Ps //

, n'r,A.,k,k, (io^*, r,- f - 
) - ,,r ff ,r.r]

(6 46)

Luego. dado que se cumpie la relación (6.27). simplificamos la expresión (6.aa)

qrreclanclo

A p tlrlaPt kl ki ktr | 'J2 LP , r-,
Lt,{l1lrÁjt2 A2 ld tn k' Po ""
k2k? - k?k1 t k?,AZ ,t LP . 1

-" krkrk, .l tr, ¡,' % 
tn 

'.1 o n ,'
Consideremos el parámetro /¡¿ standard de la forrna

r," : 1.0 , o l'li^'' ,. f!$ar3 ki + kj + l,i (2r)+Pj

Considerando cl valor dc AB obtenido en (6.47). tendrernos que

ld2 LP I
./.r¿: J | 

- 
^ (k)l

lotoK' P¡ 1t_xt
(6.4e)

donde
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donde 8 - 0(,.kr,k2, k3) es una función. Lr.rego. para esl€l casci part:cular. tendremos

que

- J A.',A,, I k? kl t? l- -6k? -k; -k4 [,r,+Á.-t.,'r]
(6.50)

La función,3 obtenida es un ol¡selvable, cl cual puede ser detrrrrrinado rnediarrte

cxperirnentos en Ia búsclueda de sobresaltos [26 30 49]. De csta n:arrera. es posible

deterrnirrar el valor del parárnctro 11,¿. lo que poclría indicar si lcs sobresaltos se

deben a vari¿lciones en Ia r.elocidacl del soliclo si .i9 tomil un valo: tbtenido a partir

dc l¿r i:tuar,irirr (6.50) para clirecr:io¡rcs cspccíficas el el espacio de rrirner.o dc onda A.

Sobresaltos debido a carnbios repentinos de la tasa de e:pensión

-A"hora. en el caso en que só1o los calnbios ell Ia tasa der expansir I1 scirr responsables

de la aparición de sobresaltos. fijanos 0 - 0 y Ia ecuaci(in (6.43) qrLeda

LB, - Br¡ 3r, (6.51)

donde

.t_.t.r_2 _ , t ,J? A| l _L_]1,1,)82 #,l#'* *, t t' A -t,A.t (;;Fñ * t.tt,p" )
ü"+#:t, j^_,*, ] ,os:

t_.\D) ,., I A.rA.rk., ¡ d2 Af, i _\p \,r, ;,.*.:f,ki ki_k1 lff (¡,"; *, ¡, l; r 
)

-,Aiz- kttr- k2,:,1,,lrf r#,* ] o;
Del mismo tnodo quc p:rr:r el c:rso antelior. podcrncis sirnplificar i ecrracirir (6.51)

rnalterrielclo las derir.adas de orden srLperior. de modo c¡ue

,.,-,1D: t -r2 ^ r)l, # frk'kzt'"t,,'',Á +,É) - r: ,1 .ki - l' k- k2t . k - k.t,t \

Ár A: ,ll;i;**,1
(6.51)



87

De este modo, empleando Ia ecuación (6.48) y usando el valor de All dc (6.5'1)

tenclrerrios que

d 5 krk2k3
1i L3 /-3 r /-3'i, 'rl ¡!2 r ¡rt

(6.55)

Así, obtenemos un valor para B para cl caso cn quc los sobresaltos puedan aparecer

debido a canbios en Ia tasa de cxpansiórr, valor tlue al igual que ert el caso anterior

es posiblo rcstringir mcdianto obsr:rvaciones.

6.2. Caso general

Notemos que los resultados obtenidos en Ia sccción 6.1 mucstran los casos en que

sobrcsaltos se deben a cambios err la velocidad del sonido o en la tasa de expansión de

rnarera independiente. Sirr embargo, es posible pensar er que éstos son casos límites

donde sob¡esaltos pueden producirse por la acción de estos dos cambios de rnarteta

simultánea. Para ello asumiremos la siguiente relación

ad0n: rb ,rE, (6.56)

con r/0 dofirido de acuerdo a la er:uación (6.24) y ri r¡s un¿r función arlimonsion::1l cuya

variación es pequeira que puecle considerarse como constante para efectos prácticos.

Luego. siguiendo el procedimiento rcalizado en la sección 6.1, usarnos la ecuación

(6.20), despreciando el término que contiene ds, pues es rnucho menor que su deri-

vada. Así se tiene

lo,-! ![ar'.^]rr¡t,k q657;E 2¡2 lTi .l Po

Luego. usando la crondición (6.26) y Ia cxpresiórr para dfl crl (6.6). tendremos clue

I ,',,,, '1"' ) [ .. , 1LP , .-f) -- :- t tlki 
-tkl 

2'kr
8 4¡ niI Pr,

(6.58)
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Desarrollando, tendremos que para este caso

Donde porlemos vcr quc para el c¿so a -+ 0 recupelrrmc,s Ia ectr¿L:i in (6.29). collcs-

ponrlir:nte a la aparición de so]¡rcsaltos debiclo a cattbios erl la \.ÉrLoci¿la(l del sonido.

f,ficntras que para .) -+ co se obticrrr: 1a ccuación (6.33) qLre corres|r: nde tr sobresaltos

debido a carnbios en la tasa de exparrsicirr. Vernos clue las expresitn:s (6.59) y (6.60)

divergen para a : 1, sir embalgo. err este límite. los términos sr bCominantes en la

ecuaciol (6.20) tomau irnportancia. luego las expresiones en (6.59 ) , (6.60) cambiarr.

Dado que ya tenernos las eriplesiones para d y 17 en funciL,rt clel espectro de

potelcia, podernos calcular el biespectro usando la ecuación (6. 1;:). Al llacer esto.

para e1 caso genelal sc ticnc riuc'rrs¿¡t,1o la definicicin de ./¡¿ en .ti 1.\)

ld2\titd\nlI*, - li^ -' r') " - lÁ) f6.6ll
l'rllnk2 Pu Ilt/.ril P6 .l .,,., ,)

donde 6,, : ,9"(kr, k2. k3) es una lurrción indepcndicrrte rle cscala ri lda por

- ) 1 /rÁ,(, [ ^k: k4 t3 
Ir- - -. o --:-- .h.61." Ill¡nl, .,t: t.l 'kt k, Á,-l

Notcruos que para obtener este rcstltarlc¡ clebirnos aplicar Ia rela,:irur (6.27). descar-

tarrcio ¡é¡rnirros de derivadas cle or<len inferior.

\uevarnente. al aplicar los lírnites rr + 0 y rr -| 3c r[ecuperal r(,s las cxprcsiortes

(6.50) r' (6.55) respectivamente. Anali.zamos además los límites r cl rilátcro. foldcd y

squeezLrd. Para el límite equilátero. es <1ecir li1 - kz - kt se tiel]e clue

(6.5e )

(6.60)

Bl*,t:5 1 l"*?1.
36 1fo L 3l

(6 63)
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mientras que para e1 caso folded, es decir k1 : kz: kzl2,, tendremos que

,l1ftr,r) 1 1 ["*1.l" 127+0 | 1l
(6.64)

Por otro lado, una mención importante para el limite squeezcd. es cler:ir k1 : kz,kz )

0. es quc so rccupcra Ia rclaciólr de corrsisterrcia

¡("q) 5l d LP/,^,f
.tur. - -12 lat"t4,",r. (6.65)

De este modo. Ia relación (6.62) se colstitu¡ie corno otro de los resultados importantes

dcntro dc cstc trabajo de tesis. dado clue penrrite rnediaute urr único parámetro a.

dependiente del modelo, la descripcitin del tarnaño y forrna de los sobresaltos en el

biespectro.

6.3. Ejemplos de validez

Puesl,o qlle el resLrltado encont.rado en la ecuaciírn (6.62) clepende de la validez

de la relación entre las variaciones del background y Ia velocidad del sonido dadas

por Ia ecuación (6.56), verificaremos esta relación para diferentes modclos de lbrma

¡rumórica.

6.3.1. P(X.4,,)

La priutera clase de rnodelos que usaremos será del tipo P(X,rl) Tenemos que

err térr¡lirros de e-folds, las ecuaciorres de Friedr¡rarur y dc movimicrrto para (r, vierrerr

dadas por

3If2 E : 0, (6.66)

(6.67)

donde X : ó'12, E :2XP,x - P que corresponde a 1a densidad de energía de1

inflatón y Eo:008.



Ejernplos nurnér'icos

Co:rsiderernos el caso en que la r-rrriaciciri el el i>acligrorrrLd r,i:ne dada pol Lrn

sobrr:s¿rlto en el potencial. De este rrroc'lo. to rarrros

P(X,s): X + AX2 -Vki), (6.6E)

donde ,,1 parametriza un desviación :ro trivial. cuadrár:ica r:n ,\ . pero peqlreña ai

térnrino cinético. V(@) es un potencial del tipo Chaot'.ic Potentt¿1. definido de Ia

fonna

v(ó:): !ry-t1+ /(e)1, (6.6e)

dolde m representa Ia escala de rn¿sa quc pararrrctriza cl potenri:.1 sin sobresaltos.

mientras qrre /(q)) cs una función r¡ro ¡raramctriza cl sobresal o en el potencial.

Considcrcrnos dos tipos diferentes de iunción./(p). dadas por

ló-¿,,1
"f ,r(o)- rlta,,h l;-:^;l ,

Ír»..)-r.,,, [ 
(hg] 

,

(6.70)

(6.71)

donde ó¡ indica el punto en que los sobresaltos aparecelr, lp:l ancho. mientras

que B representa 1a ampiitud del -.obresalto. Corisiderarerrros aciernás que el efécto

quc lrr,rduzczr r:l potericial <tt ó v fl al resoivel las ercuat'ir¡nes rle movimiento generc

sólo sobresaltos dertro de un e-fold cle irrflaciórr. El Ia práctica ,:sto siglifica que

Aó << ldqr/dN . Esto se traclucc cn que un pequeño ralor de .\t) tiene un efecto

considelable et q t d0 ldN .

Po¡ otrc¡ lado. Ios parárnetros r-1r:l pcitelcial a usar err arnl¡as :L:cciones cll /(o).

los crrales han sido cscogidos de modo que concuerden con cant drcles obserr.al¡les.
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SEIAlI

-,1 :1010, oo: 14.19. B:5 10 ', 44, - 0.002. n¿:5.975 10 iJ. (6.72)

En lzr 11gnra 6. 1 se mLrestr¿r i:l r'csult¿rclo numérico r1e resoh'cl I¿rs ecuaciorres clc

inovirnierrto (6.tlii) y (f;.U7) parzl 1os rlos r:¿rsos consiclerados. Los gr:ificos del lado

izc¡rir:r'rlr rnucstr'¿rrr lo olrtcnido pal¿r l¿r elcc(:iórr rlc.fl,1(r2), rnientras que los dc la

cleledra muestran 1o corlesponclicntc a l¿ eleccií¡n c1e l1¡(ó) Los gráficos snperiores

mLlestran el corlpoltarnir:nto cle Ae : . - r,0 v Ac"2 - c? r:f c,omo fiurción dc N.

rrriorrtr'¿rs r¡rt' los infelioles nLlestl¿tll ltr lcltl.rió[ entre A4 y ad1ldN tlrmo funciones

dc N, clondc los valores de a corr que sc obtiere Ia coiucidenci¿r cle las gr,ificas de r7

v d0ldl\t vienen clados ¡rol

.r1o1 : 15, ¿1(¿) :15.6. (6.73)

pala 1as ¡:iccciorrcs clc .f1,1 (ó) l' .l1a (ó), respectirarrontc.

Es inportante destacar qne, aírn cuando estos ejcrnplos v¿rlidan la relación (6.56),

las expresiones pai'a el biespectrci v el espoctro dc potcncia ol¡tenidas en 6.2 requieren

que I = 0, sin erlbargo, la r.elocrdacl del solido cn cstc caso particular es de1 orclen

de ¿. - 0.8. Por 1o talto, cstc cjeinplo simpiemente es írti1 parr cottoborar la relación

(6.56) pelo no es posible obteuer el espectlo c1e potcncia r.c1 iriespectro medi¿.Lnte el

r c-ñ,1ñ ér p-c,r,ln er la :pr, iórr frevi,r

6.3.2. Multifield

Corlo nn se,grurclo ejempkr. corrsiclcL¿rr crros ul modelo cle dos campos escalalcs ¡

]- 1., quc derrotarerrios rnecliante un cloblete

d' : (x,,r) , (6.74)
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Figura 6. 1: La figura muestra en la parte inferior los gráficos para q - r¡¡ y $ 
^!! 

conto
funciones de Iú y en 1a parte superior los gráficos para Ae - e e¡ y Ac] - "? - "3como función de ly', para el modelo (a) (gráficos a la izquiorda) y par:l el modelo (b)
(gráficos a 1:r derech:r).

donde / es un campo pesado, y J sufrirá una desviación err su tra)'ectofia. io cual

origina sobresaltos [41].

Antes de considerar un modelo lumórico cspecífico, considerernos que geométri-

camente un giro repentino viene dado por

E: nt), (6 75)

donde r representa el ladio tle clrv¿ltura y 0 Ia velocidad angular. Luego, usando la
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ecuación (6.75) en la ecuación (4.36) tendremos que

óry': nH

Y ahora, insertando (6.76) en (4.57) y considerando k ( MeE, se tiene

/ ^)z \-t

"?--lt+ "v I" \ M',o',)

Tomando Ia definición de á dada en (6.4) tenemos que

e: n9 - 8óÓ

dN 
M2x,2 (t* ffi),

Luego, usando la definición de 4¡ de (4.32) en (6.7g) tendreuros que

,u:-w(,.#)'#

4Q2c"-=I+ 
m, _A»

donde m vieue definido por fuÉr : rrf - A2 .

(6.7e)

De la expresión (6.79) tenemos una relación entre ?ll y d,|ldN,la cual depende

d" O'.

Po¡ otra parte, consideremos un segundo argumcnto para justificar la relación

(6.56) en urr r,odelo de múltiples campos. para Mfo ) I12 podemos relacio¡lar la

velooidad del sonido con la velocidad angular f) de la forma

(6.76)

(6.77)

(6.78)

(6.80)

Notamos de la expresión (6.s0) que desviaciones de Ia verocidad der sonido del

valor 1 sólo se deben a cambios repentinos de ra trayectoria. po¡ otro rado, ra ecua-

ción (4.35) nos indica que durante un giro la trayectoria es nevada fuera del mínimo
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del potcn.:ial. Por 1o tarLto. en cadit qit:o hay un aurnonto de energ a potencial debido

a que la tra)'ectoria inflacionalia tiqrclc a subir por Ia ba.rrera de titencial al rrLismo

ticmpo que se reducc 1a elergiir. rinetica ,lada por 92. De Ia ecuiLciciri (4.29) venros

que € es proporcional a dicha crrergía cinética, por Io que rtn resumerr. un giro produce

una disrnirrución en € 1'' err c", Io cual finalmente lleva a i6.56).

Ejemp,los numéricos

Tonremos rrrr rnodelo en quc r.l r:¿rmbio do la trayectoria inflaciolaria provenga rlc

una rn(,tdca sigma rnodel 1o¿. I-isaremos ji¡ de modo que tcuga rL:ternrinarrte 1. de

1a siguicnte forma:

( t r(r) \tob \rr rl t+ftr)',i ' (6.81)

dorrde .l'(1) es urra función que dcpencle sólo dc uno de lcs campo;. en rrucstro caso.

hemos elegirlo 1. Escogerernos ¿rdemás, u¡r potcncial cle la forrna

(6 E2)

doncle ¡-,(t) es un potencial de un carn¡o constmido dc modo que irrflación slow-roll.

ocurra olr la dirección dc 1. A su tez. ,\'lu1, es un térrnirro de mas¿r 1ue fuerza a r,,, a

estabilizarse en q.r:0. Tomareuros z,(1.) cle la forrna

\,f 2,,.,--!:[.', r \ f6. bJ)

Por otra parte. considerarcmos dos tipos de furrción ll(¡¿). dadar por

v(x,,fi :,(x) + ry,!',

r., 1 :r( ",'lHl,])
r«¡(r) - .."." l*#]

(6 84)

(6 Eó)
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Notetttos qlLe p¿lr..¿r f 1r;(1) se tierie ntt¡t futit:iriu rltte tnuestt¿t srilr¡ un saliri. Es cla¡rr

vrrf (ltlc csto origirrar'h lttr srilr gir'o ol la tlar-cclolia, rluc ittrlutritá llrt¿r (lcsvi¿r( i(itl (l()

c] de la unidrrd. Pol otlo laclo, f1¿¡(1) l1cr.ará clos gilr-rs tonsccntir«rs etr clirccciones

olnlest¿rs.

Luego, los v¿rlorcs uunréricos partr los par'árnetros del potcncial y tle Ias fuuciones

l(1) escogiclas, de rlodo qLle se concuel(lerr con canlidades obselral¡les sort

]-o:2.5.,11,,?:10' l&:5.89.10-6. Ar-0.005, Xo:15.37. (6.86)

En la figtrrtr [J.2, para los gráfit:os iufcriores se aprecia cluc el comport¿rrnictito

t¿irrto para 17 corrlo para dd/rl.N son sirlilales. talrto pala la elet citirt dc f1,;(1) :i

la izc¡rlerd:l. colno para ltO(f) n la rlerecha, obteniéudose krs r.aloles p¿rra o qLrc

permiten Ia r,¿rlrrhz de la ecru:rr:ión ([i.5ti)

o(,) : 0.53, a1t¡: *0.52. (6.E7)

para las elecciorres de f1,1(¡) I'ffO(f'), respecti\-a1tte1ttc. Del mismo rloilo sc muestr¿t

al igual como lrala 1os rnodelos dc1 tipo P(X) en ia parte superittl dc la figura 6.2

los gráficos p:rra Ae : € - eo ). 1 r:l couro funciones c1e los e-folds N.

\¡elificamos por t:rnto (111c 1)¿r'¿r cste caso la relación (6.56) Itrrcriona. destacanclo

que siguc sicnclii r'álida aún partr urr r¿lol cle a cercano a -1.
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Figura 6.2: La figura mucstra ern 1a parte inferior los gráficos para n na V Z#
como funciones de -ly' y eur Ia parte supelirir krs gráficos para Ar - r ro Y 1 cl
como función de ltr, para el modelo (a) (gráficos a Ia izqulerda) y para e1 modelo (b)
(grtificos a 1a derecha).

-0 I



Capítulo 7

Conclusiones

Err este trabajo de tesis hemos revisado mediante Ia perspectiva de la teoría efec-

tiva dc campos dos predicr:iones para inflación. Primero, en el capitulo 5 mediante

tco¡ía dc perturbaciones consideramos los líniites inferiores para }a velocidad del so-

nido c,, para cuarrdo ésta se rnantiene constarrte y para cualdo ésta varía, así como

tarnbién la ir.riportarrcia del nrnning clel índice cspectrai para fijar las colas para r:".

Por otra parte, a perrnite rornper la clegeneración entre € y cs para un valor del tensor

to scalar ratio r. pucsto quc al tener srr valor se prrede defrnir de fbrma rinica cstas

dos cantidades mediarite la er;uación (5.62) siernpre que consideremos despreciables

Ias variaciones de r¡ y c,. Segundo, en el capítulo 6 sc ol¡sr:rr,an circunstancias en las

que aparecerr sobresaltos en el espectro dc potcricia y bicspoctro. debidos a cambios

eri Ia vclocidad dcl sonido. a cambios en Ia tasa de expansión y a ambas a la vez. A

contirruación destacarnos puntos importantes para estos dos elementos centrales de

este trabajo.

\'Iecliante Io realizado en el capítulo 5 reafirmarnos lo expuesto por Bautrrarrn.

Grcon y Porto 1871, c¡ricncs comr:ntan qüc rJn pcquoño valor cn Ia vclocidad del sc¡

nido tiene un alto irnpacto el la dependencia dcl tensor to scalar ratio. Por otro

o7
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Iado. estos efectos llevan a que los lúnitcs en Ia r,elot.irlad del s¡riido preser-van la

degerteraciórt crrtrc el parámetro de slc¡l.roll e y r:", irrchL,.o en el r,¿t;o en que la rela-

ciórr rle cr¡rsisterr'ia se cumple. Herlr¡s visto que solo con rlrr-.clir rLei índice espe<:tral

lensorial 72¿ no es suficiente para ronper esta alegeneración. Por ltro lado. cl hecho

que se r:rrrrrpla esta relación de r:orisistetria. rro peflnite descartar 1n,)delos rro catrórri-

cos de inflación. dado que existel r'¿lorcs clc e y c." clue satisfaccn diclia relacii;n. De

este rn,trlo. los lesultados mostr¿dos r:rr cl capÍtulo 5 mrLestran la i:rportancia de Ia

rncdici,jn experimental dc la polarización clc'l C\'IB cn el propcisit o do poncr iímites

a desviaciones no triviales dcl r¡rodelc, canónico de un sólo cratnl,o. paranetrizadas

por Ia r.elocidad dcl sonido y los parámctros L'V fr y J2 que ap¿,r',)cen en la acción

(5.63). De forrna más precisa, si futLrlos experimentos de,tectal urLa scñal malor LLue

r : 0.ú1 podemos contar corr nejoles cotas para el valor de c" qrLe las obterridas cle

las obsen'aciones de no gaussiarridad.

Acli:más, 1o realizac'lit en Ia sccció¡. 5.3 rrc.rs pcrrnitc entlegar ::r tas a los r,alorcs

para c.. pala modelos que al igrral rcmo el ejemplo cle Gu'yl c.t. aJ 1101]. presentar

operadrres que surgen dr:r llna teor'í¿1, ultraviohta. Io crrrrl pennitit'ír. re;rlizar c.ompa-

raciones con 1o reportado err ol¡serr.aciones.

P,:Jr otro 1ado. ar'rn cuando has¡¿r aquí no exist.e eviderrcia de s,ri- resaltos eri e1 cs

pectro primordial, es irnportanto volver a destacar tlue 1a <tbserr,acirjl: de éstas permite

desr:artar modelos inflacionaric¡s y a la vez entrega infbrmación ar.e:ca cle la rratura-

leza de la teorÍa fundanerltal que conticne inflar:iórr. por lo que se l ac e rrecesario un

form¿rlisrno qrrr: pcrrnit:r r:omprender cL fctrórneno. En este trab¡ljo. crr r.1 capitulo 6. se

mostró el caso de aparición de sobresal.tos debido tanto ¿t variar:io rrs el la velociclacl
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del sonido como de la tasa de expansión del background, tanto por separado como

en simultárrco. En cste últirlo caso. dado qrre los resultaclos prcsentacios dependerr

fuerter¡¡errte de la r.alidez ¿g l¿ ¡el¿ción cntre ? y á dada en la ecuación (6.56). hemos

visto quo para un modelo de Chaotic I'nftati,on del tipo P(X,rt) V para un rnoclelo

para dos carnpos con urétrica del tipo sigma model, la relaciórr propuesta se satisface.

Finalmente, se dejan abicrtos varios puntos a partir de 1o realizado en este último

capítulo. Primero. plresto qlle para cl caso gcncral. rncdiante la ectración (6.56) vimos

que para o + -1 las expresiones para d y r¡ divergen. dejamos abierto el problerla

de ver qué ocurre en dir:ho pu.nto y solamentc comentamos que es notable el hecho

tle que en nuesto ejemplo de múltilples campos se tiene a - 0.5. valor cercano al

punto de divergencia, pero que el fbrmalismo dcscrito en el trabajo de tcsis sigue

tenicndo validez.

.En segundo lugar. cs irrportarrte ver que en el tratamiento rcalizado sólo se estu-

dió el caso en que hay pequeñas desviaciones de una velocidad del sonido cs : 1, no

tomando el caso más general como sc hizo cn c1 capítulo 5. Como vitnos en la sección

6.3.1 e¡r los prirrreros dos ejerrrplos nurnéricos, doncle se tenía una velocidad del sonido

c., - 0.E. rro hay una violación en Ia relación entre I y d0 ldN , sin embargo. acá apa-

recerr rruevos operadores en la acción cÍrbica (6.35) para 7? inducicrrdo sol¡resaltos en

el biespectro, los cuales no sou tornados en cuonta el el resultado mostrado en (6.61).

Por últinlo es destacable el liecho de clue existen otras clases de modelos en teoría

efectiva de campos con rrna relación de dispersión de las pertrrrbaciorrcs dc curvatura

que contienen una dependencia rro trivial de escala [97, 101]. De cste modo, queda
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abielto cl analizar la forma r:n quc el espectro primorcli:rl está corrr,lacionado dentro

dc cstc,s tipos cle teorías.

P¿rla concluir, destacarnos el lier:hc, de Ia utilidad de la tec¡ría ef:ctit-a de r:arnpos

para e:;tablccer un modo de atralizar Ia aparición de sobresaltr¡s. asÍ c rrtro para obtener

una comprensión de inflación y sus parárnetlos.



Apéndice A

Cálculo del espectro de potencia
UV

Se tiene e} siguiente hamiltoliano:

,, 'l .?, [ _,.,,.1,,k, ^.,,_,.., ._, ..2, 1k4. I

¿1v1- J I a' a' I

Proccdcrernos a, resolver por partes, prirnero r:alcularlos el segundo término, corrcs-

pondir-.nte a

Hrto) - # f a't l$*t,l¿ *(,)l (A 2)

Entonces, calculamos el siguiente conmutador:

,r -ilr-2 Í e t^4

lll¡,..1r').rt¡tx.r) " 
r',rl't' | 

,t"k':T úr,r')u rrr').,¡1x. rr. rA.3l

Usandr¡ Ia transforr.nacla clc Fouricr der z7(x. r) se tiene que

, , - ,W _!_ [ ,t,*! [ arp ;,ur,,)j rr¡,).,,o{ r ) ,.p,.ll¡'" (r'1.,r7(x. r)l t,- ,2r1, I o_ J 
(A I.)

\'{ediante las propiedades de los conmutadores. para el lado derecho de (A.a) tenemos

lú,k(r')ú,-k(r'), úo (")l : r¡("')l¿ ¡(r').áo(r)l + l¿k(r').¿p(r)l¿ k(r'). (A 5)

101
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Por r¡tr'a parte, se sabe c¡ue

donde hemos definido

//k{;' . L/p, - - o")rp-ktllf L.'.¡1.

Wo j' , r) - u¡(r')u)(r) - uij')ur(r) .

y al utilizar Ia deflnición de u¡ de (5.22)

; ll r r \ t | \ ItV,.'r'.r\ : 
"¡ t \..*r- - ""A- ),,,.1,0kfr' 

- t)l - |. l,,- _ J.inlr,,t 
.' - .) i
(A 8)

Arrá1o¡;amente se puede delinir Il'rl(r', r) de Ia forma

, -'-,-t f(, I \ ..t.-' lt I )il, - -):"kt\t-r,ok+rJ,,:,oi'.' rrl (;rr-.,-).Lr, lor;' -)fi
(A e)

I, saldo la ecuación (A..6) err Ia iA.5) y ésta cn Ia ecuación f...4) obtenrlrerxrs

que

,;= 
t,._larlttl,,r, *uk,r,Jl 

^_.;' .\.]n,H t o t-'). u/lx. ,l - .\12 \.2:);02 J

Ahora calculamos:

tli I dr'\0 lll t@(r",t, 17 (x, z)ur(y. r)l t)).
Jd

Para eso, se tiene que:

IH,i.¡(r').u¡(.x,r')u¡(y,r')): z7(x, r)lH7¡,¡(r').u.¡(y.r))+lH7¡,1(r') z¡(x. r)lzr(y. r).

(A 6)

(A 7)

(A.11)

: ,'|x ' ( \i#i) [a''r'"k*r'¡;']rr"
( :1,+I:) [ a,¡¡,,,u*,,¡,.¡rrf ,,.,tL,t\y.1
\ t2tr,,io,_\tz ) .l 

(A.12)

lH,t"t(r'), u¡(x. r)u7(y, r)l
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Corno además

(0lu¡(x,r)ú¡(r')lu) - # /a3¡c'e-(oluo(r)á¡(r')10), 
(4.13)

tendrcmos que

(0f1/¡,,,1r').1,¡{x.r1u1.y.rrl ur +## J,t"rt'tv,,r'.r,{.[ 
;,',,,'u",'n"

x (01úu(r)á¡(r') 0) + €'k *€'t' v (01ú¡(r')áo(r) l0) ) .

(A 14)

Desarrollando e integrando (A.14) se tiene

I ,13y" kv(ollltt"t\r').utly.r)u,(0.r)l 0) - -§'(!--4)"?k4w;(r',r)w{(r',r).
(A.i5)

Consideremos el producto WI (r' ,r)W[ (r'. r),el cual viene dado por

i tl r 1 \ / I \
tyu , r'. rrrr o rr'. r, 

"¿o, t (ñ ""--) ( - ;,"--- )cos,2c"kr 
.' r)1

,,lf L I \2 / t t'l .in,2.tr1r, ,)l]
' z l(..r, ^k, ) \t 4t,,,, ) ) )

(A.16)

Como

LP',, ,. ..^'i,'r ? t, tr
t : 

rllro;{2,J4';'/r J 
O'0, '*" 

J_ -r,'(Olll¡." 
rt'1.,,¡iy. r1u,(U.r) 0).

(A 17)

errtorrces usarrdo la expresión de (A.15) en (A.17) tendrernos

^:" - rim i,2,.li.rz21 I ,,'( L'l;:i)'1)Ár14or,'. r)wktr'.¡) (-\18r
Pt l¡ ,o " / ^ \ o¿.\l¿ /
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Haciendo el cambio de variable ¡ : _c¡kr, e y : _ cakr entonces:

"+ : tí," i(2c¡ks2 ) ¡," o, (u/iigÉ) * {(; }) (, * *!) -, (2(¡ - y))

+ lt; i)'- (, , #)'l sin(rrr - u)))

(A.l

Si consideramos Ia expresión p¿ra , que viene d.e la ecuación (3.19) reemplazamos a
y luego mcdiante el cambio de variables anterio¡ se ticne que

LPtot lz,r(t - ¿\¿H&_\ Ír, u, [* ¿rr, { (l _ l¡ L r \p" \ 4Lir- / "-, J! ( \c ,,) (, * -) co"r2(r - u))

, i i(; - i)'- ('- --|)'] ",,,,i* -,,r)
(A 20

Desarrollando,

lgu, lu* 
a,*, {(; - *) (, * 1) -. r,r, y))

,1 f/1-1)' /, I\'l I s

"L\,-;i 
-(t'*) 

)sin(2(-r-cD¡.- 
-á

(A.21)

Por lo tanto:

Lpa¡ s1z(t _ c?u&
Po 4cfiM2

Ahora, resolviendo para la otra parte del hamiltoniano tenernos que

u,*,:# lo'rlffr.r,r,a,-.(,)] (A23)

Para eso consideramos que

(A 22)

.lt
u',(x. r) - " I d:t k,t' t r),,k ,

(:;; i J -" ' (A.24)
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clonde el opcrador úi.(r) viene dr:terrninado por la derivada de Ia función solución z¡

de la forma

, r I r t r ,\l,1r--J:- l ;.,(il7 -"at))er'"k". (A25)

y su cornplcjo coljugado.

Análogo a 1o hecho para ll¡¡o1 calculartros ei conrnutador lH4¡?'), u¡(x,r)]. así

se tiene que

tl - "2, f t.bz
H¡.t tr't. ///{x. ¡}' "2\i 

.l 
,l"k}!;',ixf , ' ) ,,' ¡ t r' 1 . rt 7 . x . r ) . {.\.-16)

Usarrdo la transforrnada de Fourier de u¡(x, r) queda

' -! [ nr+=t , I a'¿rrrr,1ú, urr,t.ito.r)'ep*lH t'b\lr'). u7rx. r)] ,r, .l o, t2tr)) J 
t.4.27)

\,lediante las propiedades del conmutador, desa¡rollamos el conmutador cie adentro

de la integral en (A.27) y se ticne

lít,|i')ú.' ui'),úo(r)l : tLift')líi,"(r'). ít'"(r)l + la'u(r')' úo(r)lú' ¡(r') (A.2E)

Por otra parte,

lítL?r'). úp.rl| - l(a¡ui(r') + a uuil 1r';1. lootto\r) + oLo"|(r))J, (A.29)

por tanto.

lü!v(r') . 'íir(r)) : d(3)(k + p) (ui,(r')u](r) - zf (r')ur(r)) . (A.30)

Teniendo en considcración las funciorres ui y su derivada teldretros que

u,¡¡r,1u"¡r1- + | (t - 
-\ 

r! 1\ - --r- ¡,orl, ,"r.-' -'.1,A 3r)
-i o^ L \ "skr' ) \, ,' ) ,.:f,kz r'2 r

u'ryr')rt,(r1-:-l(r----l) f I i) -:--.- -;"okl"'oo" ' '(A3:J
2,oA L\ ,¡kr') \ ;') c2k2r'2r " ]
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Restando las ecuaciones (A.3t) y (A.32) obtenemos

u'¡(r')u|(r) - u![(r')uoft): *{-r(} - ;) sin [afr(r'- r)] -
i /1 1\

"17 
\; - i/ "*l"ot1'' - "¡¡

-i,c¡kcosfc¡k(r' - nf + #;4sin tcor(r' - r)l) . (A.33)

A esta resta la definimos como I7¡1r', r) y al desarrollar queda:

t ( I 1 /r 1\lW¡lr'.r): * t- l"ot - 
^r,, 

(; - i)]cos[r¡kqr'- rll

.l#u- (+ - 11)] '*t"*t"'- 'rl) (A 34)

Usando Ia ecuación (A.34) en la ecuación (A.30):

[úi,(r'), ao(r)] : 6{3)(p + k)w¡(r',r) (A 35)

Y utiliza.ndo esta expresión de (A.35) en (A.28),

lú!uQ')ú'-uft'),iro(z)l : úi.(r')d(t)1p - k)W¡(r' ,r) + át3)(p + kltvnlr' ,r1tt'-uft'¡

(A.36)

Y ahora usamos (A.36) en (A.27) y obtendremos

lH¡p¡(r'),u¡(x,rll : {'(,', =:3-l I a't t','u*u;¡r')w¡(r',r). (A.37)
(2r)ia2M2 J "

Ahora calculamos:

t [' a,' 101¡n,10¡t).,ur(x,,)ut(v, r)] lo)I

Para eso, se tiene que

lH 1¡¿¡(r').u¡(x,r)",(v,")) : ut(*,r)[H q¡¡(r'),u¡(v,r)]+lH ¡p1Q') 
' 
u.(x, r)lu¡(v 'r)'

(A.38)
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Usando Ia ecuación (A.37) en (A.3E) tendremos que

lrrT¡¡¡(r').u,¡(x.r),,,(v,')l : u¡(x, r) f +5j1) [ a't k'"uu"t;¡,')w¡(r' ,r)' 
\\2r);o'zlt'z f J

Luego,

(0 
f 
rl7p¡ (r'). z7 (x, z)u¡(y, I o» :'!# l¡ | o' ro'**¡,' .,¡

{l 
* r"k ve'p x/0lup, r1ú'u1 r'1 0) ¡. L*, er,0¡ui.r r'trrr rr o)} . {A.40)

Notarnos que

(0 ri,o(r)ri{.(r')10) - (01 (aoz,(r) + olo,}(')) (a¡z'u(r') + aluzjl(r')) 0)' (A.41)

1o clue lleva usando la relación de conmutaciótl para op a

(0 áo(r)A'¡(r')10) : u,(r)u'ii')6(3)(p + k)'

Análogarnente,

(0 ái.(r,)üo(r)10) - u;rQ',)u)(r)6(3)(p + k).

Entonces, usando las ecuaciones (A.42) y (A.43) en (A.a0):

(A.42)

(A.43)

(01fr1¡1a(r'), z7(x, r)27(y, r)ll0) o'\lrríi' 
* [ ,Pkk'wxt,,',,) [z¡(r)uf (r')
\L^ I .t

+ui (r')z| (r)l €tk (x Y).

(A.44)

Para realizar la surna que está dentro de la irrtegral usamos Ias ecuaciones (A.31) y
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(A 32):

ul,(r'rui(r) +,i|(r')u¡(rl- + {(, - #) (: - i) ,' rc'k'¡' r)

. (,. #) (l :) "-'-''' 
) + icok (ei"at'tt 't " ''"0i"' '))

d=("'*u" 'r ' " 
ic'lt'r''')) tot'l

A esta surrra la llarnarr os W¡(..r' , r) l, al ciesarrollar se obtierre c1u:

rii1,,,,¡ : # { t(},r) #=lcoslc6k(2,,)l
_ 

f.r * # (+ ,1)] .,. ¡u*¡,,_ ,¡1) (A 46)

Por 10 t anto.

(0 lr1,,o(,'), u7(x,r)27(y,r)ll0) :'11+:9fi | o,*,0,O¡¡r, lli¡qr,.rle krx v)

Luego. i.tegra.clo se tie,e 
(A '17)

I d''ur ''"1olH¡¡61i'),u.¡(y.r),7l0 r)l o', -'1!-;9,,'tio1.,'.,¡ñ,u¡r'.r¡.

calr,lamos el p'oc'rcto tll(r'. r)tt;(r', r). asi 
(A 18)

ri, ' - ** ,' r # {1".- 
-;i ,(+ f,)j

.l#;4 (+-rt)] 'co:t2c¡k(r' ')l
![[,,k, I (1 1\l' -] (! ,\'\-,,,,-,-,,,\
:\l'^-.of/-\; 7)) li¿:,,", \; ,/l /'-'nA'r-'lo,n,

Darlo que sc curnple que

+ - r/lpolt:'it'','¡ l a'r,, u*" 
l -al 

rc lH1¡.¡,' (r').,,,,, -¡,,{0,,)lliof 

re¡
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tendremos que

^+ -o|-po,{z"B*,.,¡ Í' *d,,9+;9k2w¡(r,,1fu¡ft,,r). (A b1)

Usamos nuevarnente la definición de z de la ecuación (3.19) para reemplazar o, de

modo que

+ : 
olipot(2"3r,','¡ f' *d,' +P- Hlr'2 k2w¡(r', r)w¡,¡r', r ). (A.b2)

Volvemos a hacer cl cambio de variablc ¡ - -c¡krt e y: c¿kr y tendreemos que

+ : eWL) m, ln* 
o'*'{['.i (] -+)l [*-'- (; -])l

xcosl2(r -v)1+i{[,.] (; - ;)]' -lh (; - ])]']"inr2(r-s)r]
(A.53)

Luego de tomar el límite y desarrollando se tiene

LPc\ 
-P,O-*)HaPo 44M'

Entonces, tomamos las ecuaciones (A.22) y (A.54) y tenemo,s que

X:ffiY@'¡+bgz)

(A.54)

(A.55)



Apéndice B

Cálculo de sobresaltos en el
biespectro

Consideramos el hamiltoniano de la forma

H, - - / ¿",o',]fr": - o,R,i1 *}n,tvn),f, (B 1)

de acuerdo al hamiltoniano cúbico en (6.36) tenemos quc

at-0,

a'¿:30*q,

az=0-r0'*q.

(B 2)

(B.3)

(B 4)

8.1. Sobresaltos debido a cambios repentinos en
la velocidad del sonido

Corno err este caso 17 - 0, tenernos que acá a2 :3d. I]sando esto y las ecuaciones

(6.29) y (6.41) se tiene

.2 tdkLP
" * J l, n(k)e ".'fir(k¡k2 + k¡k3 r k2k3)

_k?ki+k?k2+k2k?1 -. )
xt*i"a)t'e'"'¡' (B5)

o"_ orap& t f' (krk2h)2 lJ ,-

110
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,':,;',[:,, I |X'r'[-l''^ o'-r k1 ' o'*.,'fr,' t¡t2-k)

t t^2¡^2 t).t-2 ' t-2L2 Irñr^z -ñrñ!Tñ2^ró., K 2_k) (8.6)
' ktkr|"

,," -,r,0P3..1!,1 r, t,r,- k,t.t!l,1Y,*,\ - Ío; | 
^?k1-k1ktr1 

LP, I
- fk.Á2kj)'r ') - -'(Jl\AP^ I Il+' iP''^')'

(B 7)

o_,2r)"pit1.t-.,.- | / d al,r,_41,t)
'': ,i ^rff l¡(r 

li t l'rl r - k2r'J)a2 \,r,*Z Po /

1üE+#44if -,1 (88'

Ahora, para el slguicnte térmilo. a3 : B rli'. y dcrivando Ia ccuación (6.29)

tenernos que

o'- '[,t*LJtn,''^'.t¡ .l P6

Usando las er:uaciones (B.9) junto a (6.42) tendremos

111

(B e)

,,: m(k?+k3+*i) l* a,l# Í***¡"-ztkr +? f anffov"r")
.f1 2ikr - 12 (kyk2 + klk| + k2]r¡,) + iklk2hr3l'ieiK' ,

(8 10)

dondc el segundo término en el parérrtesis cuadrarlo corresponde a 2k : lr¡ 'l kz * kz.

Lrrego. para los térmirros

i l**u, ll*o'i"'-,
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v

-* l**u) l* o,!.,"

,,lorffoa l-i*|.*.
donde 7 - K12-,b, usando cl método del residuo éstos desaparecen. Dc csta fbrma.

sólo quedan los tér¡ninos restantes. Así

-(kftz + xrx, * rrkr) 
l_id¡ei1' 

: -2r(k1k2+ k1,t3 + k2kr)6(K - 2k)

d.r¡ei1' - t,n xrfi 
l*,-0r",,

: -nn,*.¡,ftt@ -2k)

+n f* ar"-'',' : B¡k6(K - 2k)

-2i(k*2 + k1h + rror) l* dr¡e',' : -2\krk2 + *rlr, - krki#^ 
f*_ar",-,

= 2r(ktkz- ,kr/r3 - krkrt*¿(x - z*l

2kúrfu.1* d.rr2e'^' . »rrfr*, ^L- [* ,r",''
d"t, J _,-

)2
rkrk2hh6\K - 2k)

Entonces, la expresión para -B3 viene dada por

u,: ffi(fi + k?, + rZl {l * G*n) '.2kft2+ k,k3 + k2ks)6(K - 2k)

-r,,,,,u,fid6- r*l] * f *ffal1kl(K - 2k)

+2(k*2+ **e + kzkt)*s@ - 2k) + k1k2ks#5@ - r-,]i
(B.i1'

o*r*rn, l*
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Desarrollando, se tendrá que

,,- ffiüi+t-Él-krk21-kts+ 
k2h (Xu,- ,*¿ (ffir*r))

* fi,r,r,r, (#,Xo, Xn) * nrff ot)
(8.12)

8.2. Sobresaltos debido a cambios repentinos de
la tasa de expansión

Pa¡a este caso se tiene que á:0, luego, para 82, tenemos Que a2 :4. Juntando

las ecuaciones (6.a1) v (6.33):

" 
: #ffi l* d,L I dk*ff{r)"-T " Lir(k&z + kltu + k2th)

_k?k3 +]TiJ kZkZ] u,,",. ru.,rr

*- 
,4Lr,or¡, Í *frffall&'r,*k!tu+k2h) l* d,,"ntu-T t'

-k?kl+/:f,í: 
kZkZ 

l* a,"u"-,""). (B 14)

u, - m I axfilfr oli,o,o,* ft,ks * k,tu)*6u< - 2k)

_k?k3 + k?kl+ kBkZ 
ur * _ rr,1. (8 15)kthh l

u, - tffilf,,r,r, * k,r, + k,*,1ft (***,) - 
k?kz 

' !:4:i: kzkl 
*X,r)
(B.16)
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Luego. para 83 telemos que .rj : 17. IJsando esto y las ecuac_.joles (6.a2) y (6.33)

se tieue que

-3 D¿n.--,1!!= ri ki. 11 f 
' a,), I n*!)P,t.,.-,2. 1 - )ik(A.k2r'r), " .l __ r', J 4¡, Fo

12 (krk:2 + k1]*.3 + l:2k1) + ;ktk ,krr3lc-'K'. (8.1E)

Analizarrdo tér'rnino a término usando el rnisrno ar¡;utriento ,¡ c en B.1, los pri-

rrteros dos ténninos clesapalecerr. por tarrto para los siguieltt:s dos se tiene quc

(k1i'2 +,krk.j + krfr¡ [" d¡r:¡',' - 2r(.k¡k2 ] k11,3 - l¡rl¡., ¿.Á - 2fr) (B.19)J,-
,k,t.,,k,f-.dr¡. ,-A,t.,k,',: 

I _r., 
,:-,*,t,k,j¡;A -1, rB?0

Ilnton( es

u,- ##(fi+*l+¡i)l r,*,,r, f ,r]jZa,tfi,i t: -2k)

-2(k*2+Á,rr: i r¿zfts) | *ft')ffO;lO ,*)l (B.21)

I'irahnente, desarrollando. se ilcga. a

o,: ffirk:t+k]+^r) [ii# (##,^, #.X,-,)
] k2- k,Aj-*,,,,frf1{ r,l er:
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