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.\CIR.,\DE('I\ IItr\'f () S

Eu este c¡nrino rnuchas pcr'sonas ll¿rn p¡.rtiaip¿r.lo tlaldo su ttal;ajo' c' n"rju .t

áninros. pueclc que a algtras .le estas no logre hat'r'r'Jt'rlirr 1rn esLe ]¡¡eve e-P'L i"'
sin r:mbargcr esto\ muv agrarleciclo r-le ellr¡s(¡sl )_ nlu¡ e¡pe(ialnxrnle de la-i que se

ilustran a cr¡n¡imtacióti.

Quiero agracleccr-. en prirrrera insi¿rl1(i,1. ¡ ¡rri Iamili¡. a nlii pa.Lr_es Clauclio r

Soria qticnes h.rn siclo ml ¿rpovr,. rni suste¡to l ni ejeu4rlo a segltir. A trti her¡lan¡
Sonia.- por Lluien sienrp¡e trabajo, pal-ir illtlnt¡l ser tla guía. A nris ¿l¡¡elas lirs

] tí¡s, cspecialm€rl1t¡ a rrri Líi'r \1t¡ri¡ Elcna, qrlielr coln])oró piolunclanrerLL' r'rr -Lrri

crillza. Agraclezco tanbién a Dios. port¡Lri: sin plleba alguna. letrgo plena confianza

cn qrre e1 guia rrri-. p¿isos. \'por cierto, agr¡dc7.(r a tr]i naciarn- a Chilc. por ]ra'bcr

confiadr) en nris habilicl¡rles ¡-hab-'rrue otlogail,) l¡ ¡vll¡l¡ eco¡rimica para rctrlizar

nris estudir¡s cle pte ¡-posgraclc,-
-A. mis maestros ¡ prcfésott's que tr1!e.lcsde la enscanz¿ Lásic¡ hasla t'l clia il"

hr-,¡'. agtadezcc, si¡cl:r'¿1luelrtti. Si rr:r., cle dL,s [lrLiesl' lalla':1o. nru¡- prrsil)](rmente

ro no cstar'ía aa¿i. Es ell es¡i lrlarcLr qLrr: quielo Llc:ta(iar_ a nri nlaeslro 1 ].ut()l (1e

tesis Dr'. T,ttis AIertas. p,:rl srl p¡c'ictrcia. st tjrlllpir ¡ ctitllplolrliso. ,\3r'a':lecer':

Ciiarcar'1o, el Lncc,. a quierr conc,cí err 2017 r'c¡uien ha c':,laLr,rarl() fuertemallte err

nri ocr'irniento (arno rnaternáti(o. .\ nris pr ofesol t's cLe la l¡t:tLl¡¿rtl. espoci¿lnlerlte ¡
1a prolesola .\nita Rojas. (]r¡rzalo RolrlerL,. \larmel Plrrto. -'\lit i¡ l.a.l¡¡ E':luarcLr

Ft'ierlr¡¡¡ r-e1 Nic,r LiLedin,.k¡. c¡rlerrcs hart estirl,r perLrlierrlc dc nri clesalloll-' ¡rc
har Lr inriarlo corrst io v ar_u,:iacJo cmrr_trlemellt e. Agr'acLti:l tal¡bie!n ¡ lrri prolest»a cle

Quinrir a (--elitia XLrya, qrticl fte 1a plirrl,'r'a en (()llliar elr nli conro l'rtiulo ri-'rrtilico
l-inalnrerltc clrriet'o rlestacar ¿ lnis ¡nrigos a l.rs que corlolía de arrtr's ¡'a 1':'-t cluc:

rr»rlcí cl cste tral_c(lo p()r'l¿ IJnivcr:jill¿r1- ,\ 1l¡'<:¡,:,r l,r-ruti¿¡ lrri nlojor rrr igu r pli-
rxo.1., ¿sllr)o gltrrlo. a L¡a Htrrta(lL). \'ittl) Ol¡rc. frirrirla':l \'¿rlljos Valclia \''eliz

Sdr¿rstiarr C¡r'r'asiro. \I¿nLrc1 (l¡nch¡. Pirblr (]iicza.rla. Iluris Roa, \Iati¿rs Ah-¡t¡cl'r'
Vi(r:nte Lol17 ] t¡1LtL)s otrlrs i¡tcnos rrrlrr'|¡chos (1)rr los allle c()nlp¿ll¡í t\l'LriLLlri¡\'
conr.er'-saciones. ¿rxitos )'llust¡cidl(s {11 eslos ¿rno-s ¡ totlos ell-'s mi nrás colclial ¡
pr,fitrclo agrarlecinri,-nto.



REST]]\I1-]N

Sea 1( utr cuelpo local rro ar quimediauo ¡- sca ,4 ul tilgcbla de xralri(rcs Lltl Llineusióx
'I soblc 1(. Etr 1r'rrbrrios l)Ic\'ios. {r)lllr) cn [A21. T-rtis Alt»as dcs¿rr-rolkr ]lllil 11x)lÍ¿l

(lue l)erDitc c¿llculal el ltrnjulto de ril<lcues nlaxirn¿¡les de A quc colllienoll ¿l lul
subolclen t1¿rdo. liste conjunto cstá dado pot uu sull-titl¡ol del ¡ítbol de Brlthat-Tit§,
quc cs llarrrtrilo r¡rn¡ ,:lcl ordcn. l)it,l]as r'¿ln¿rs harr sirlo tls¡das p¿rr¿ cl c-ltlr(lio Lid

problelra cie sclcctividad glob¡l \'lanlbi¿xr el c¿ílct¡lo dcl ltimero dt: i¡rlrrsl ¡cir»tes

lor:¿rl:s. La la¡ras iL: r'rlclerc's. l)or'1o gencl-itl. se puedell rlescribi¡ cn tél tliuos clc clr.'s

irr1aliantes. PaIa calctLlal esios itl!¡r'iarrtes oxplicit¿lrncll(e 1a estratcgia en tl'¡l)ajos
pLcr.ios. corrro IAA-{11. ha sitkr visr¡alizal las rarlas lu(rdi¿rnlc rura rtrl»cscnt¿(ión

cxlrlicit a del árbol cie IJruhat- ljts or l érrnillos (le Lolas on 1i. En el prcsr:nl,e tra Lraj o,

sc esl lraliar'¿iri las tatttas a,cociadas a ór(lcDcs getlerarL-,s pLrl p¿l]-cs arl¡itra¡ios tle

([ator]rio[cs pltr'l)s uo rri\)01,cntr's. urt'rli¡l1trc r:1 i:iíLrtrLr¡ L1c cs¡os inv¿rI'ialltcs.

ABSTRACT

I¡:1 lí be a lor-archir¡etlian loc¿rl lieid ¿rnd let,4 be 1ln' 1 §'r»b.\-t\\'-r) nlaltix ¿rlgebl¿l

over 1i. In ii previous \\'ork. as in i,'\21. Luis.{reui'rs detclol¡ed ¿l theolJ'i'hat allorr's

tlrt c(»lrputatioll o1'1,he set oÍ l¡laxilllal ol dels ilr ;1 cotrtairrirrg a giten suLroltler' This

sct is givcn ¡s ii s[1)-1irq] ol li1. Bruh¿l-Ti1s tr'(rr 1haÍ is oallol:l lhc l¡r¡rl1ch ¡¡f t]rc

.rr'.ler. Br'irDclles h¿¡ve t¡eeu usecl to stucl¡' the globa1 sr:lectivit¡ problem alrd also tcr

comprte local cmbctlding mu¡bers. filcY c¿in usuall\- be desc¡ibetl iu tc¡ms oI tlr'tr

irrr¿r'ia1ll§. 'Ib corrlpute tllcsc i11r¿r'iarrt§ r:xplicitl.v'.. llrLr stl¿ltcgJ'in plcr-iolrs ri'olks,

as in [A,,\-(',. has becn vistralizi¡3 l)ranchcs ]]u()rLgh thc exPli.il r-ePr-esenlai io ol
lhe Blnhat-Iil,s Lree in tcrrrs oI balls i[ -¿(. In the prcscnt \\'ork i r-ill stud¡'thc
l¡_¿r¡ches assr¡cj¿tcs to ()rder-s gctletatetl br atbitlal'¡_ paits ,:rf rlorl-rlilpotelrl pule

qrratcrrliolls. lhrortgh thc .ompluto .rl thcs(r invaliaDlis
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1. INTR.ODUCCtóN

Soa J( un cuerpo krcal tio iuquimcclialro tal .lllc car(/l) f 2. e¡ Parti(rl1]ar.
1.i cs un cucrpo l1)o¿lncrttc co1[p¡clio. r'csPccto ¡ l¿ lllótlic¡ dr:lilirLa pol nu valt»

¡bsolrrlo rro arc¡tinredi¡1Irr. Clonsirlere ¿¡rl'rl¿is st¡ ¡nillo rir: r:rielos (l-(. lln l)¿n¿íDlell'o
111iil¡rmiz¿rnte r € 06 5' un tílgcbr;r rie (tLatoniones A definid¿ sol¡re el c:¡crpo

a nl eriol, t:s clc(:il ur álgebla cicfinicla sobre /{ cll tét nli¡o clc gcnr:l acl-,l'cs y rcJaoiones

ao¡1o tiSuc:

/. \,'r ,r ( - ) ( , ' ' " ,¡ o
\ -,\ ./

¡rala o. ¡1 € /('. l,rr lr:sult¿dr¡ cr¡ruL:i,1., eo qr., f +) es ur, .,1¡;,,1,r, cle rlitisitj¡ cr' \^./
l,'., (,', )'.r-,.,, "f',i;1,'',.¡¡,¡' ,r,,rrr,'-V 141.\ ri ./

I'-n ,l ¿het r¡ la;). "" .,r.len li') c's tLna 0¡r- hlgel¡r¿'r' iinitau¡:¡te generaila \'\",/
(l()lIIPacl¿r. colr la lr4rología plodlrcl() dlr /'1 = lil llicho ord(]1l (rs lll¿rxirnal li1l¿ul_

rlo rro puecle sc¡ inchi(io .leniir-o (ic 1111 LrIden cs11i(rl.a1l1ente nal-or. ( ".,.'l', (?)
,s urr alq.l,ri' rl,'tlirisi ,rr.,eri'i, rllI linic.r or(l(rn lnaxinral cn el álgebra tLc tt¿¡ter

¡i,¡r, r. !'¡,r ,,1ri, I¿,1,,. rt (i) = M2(-l() cltr»ires lotlo olrlen rraxirrral es rLe Ia

li¡rura 0 : GNllr(O()C t. para t ierlo G É Clr(/(). Drr el r outext':¡ illl,eriol.. (los

ór'rlcrrcs rDaxir¡r¿rlcs O . O: sc dir:er r,ecirrt¡s si !r/ (Or -'O2) 
= (?¿r/r(lti. corrro

O /i-rrr(i(lr rlos. Dcfinir¡r¡s rrn gltrftr C't'ono tln rrrttjttnto dtl vrirlir'os torr ¡¡¡r lt'l¡rii¡r
.lc \,c(irlrlad. de modo qtte ¿r [rcnudr) escribil])os 1 e (; clr vez de I e I¡(O).

(.lu¿rnrlo ;1 = INn:(1f). poLlcrnos .Dnstruir el glaib 7(11) cr¡)os \-érli(es sor los

,',1,,,rr.- rr. rrr ¡1,.. ,.t, ,1. lrr '.. ." llrrr'lr 1,"' Ulr,, .,r'i:'d _l .,,1, \'. ilr,'' If lr i-
se dcrlLrestla qtre diclio gr'¡io es rrn iirt¡ol cl el setlljclo de 1¿r l,ec¡ í¿r cle grafos A
clic:ho iír'l¡ol Ie llam¿rtr¡rs ¿irltol do Bruhat 'l'it.s asoci¿r(lo al á1gel-'ra lt En 1a ntisma

lelérencia sr:: den¡uestra qne thrs r'értices 01,O2 csliálr a distanci¡ d(!¡.O") : f si

),sól¡rnrlrlto si O1/ (O¡ l'tU2)> OKlrtOt'
I'ar¿r uu olden dado ^[ ¡rodctlos (r)[sll'ui] l;r r¿ina S = S¡¡ (-11) dcfiuicla ¡ror:

5¡ (.[) :: {Dt ''r(1() 
:-r¡ c !Jt} '

ED ptrli:icular' 1a r atra S¡¡ (u) rle lll r:lernelll o .'[lero u € lt se obl icrrr: al r:onsirle::¿rL

el oldeli f¡ : (?¡r 
l¿¿r, es clecir:

"97¡(u) :: {!ri.Il1i) : (r¡¡l¿l ! !ri}: {rn e 7(1() :'u e !11},

Se¿r 5 ia r¿¡ur¿r cle algtitr olclen 5 a Nllr(If) Definirnos 1ii. l'trla f-englosada

clc S lrol Strl - {O c T(I{) : 16 e 5" : d(!.6) < f}. Adenrás dt:fininrr¡s el

glosol dc la ram¡ ,9 pol r: srtp{/, É NJ{0] :35"r'arlal'al qu"Sirl.' "9]'
Si ¡ = N U {e} clclininros cl {allo 7' dc .§ cc»¡o la única ran¡a (luc satistircc

?¡l :,9. L¿r ttrir,irl¿¡rl dcL f¿rllo so dcrnllcslr¿r crr A2l. lllr c¿rnLioj si trl corrjurrltr

1l É N.r {{-)} : =5r 
ranr¿t tal (tue : ,9j/: : S] rro cs acotarlo. el tallo de 5 no está

rlr.finirlo. ,,\ rrn sttlr¡ltalir t:ortcxo ¡1c C a T(.h') tal qttc t1;rrlo I ttalqrricr lrlr'i ir:c O l: (-'

r:xistel a Io rrr¿is rlo-" r.ót-tices vecillris a O ell C se Ie Llcuonlitra c¡ulil1o e1I'f(/i)
l;ráflcar11el1te. rur carrriru¡ ú'cn 7(1i) se \:c cl)1111r un¿l línea (rorrstituirla por' r-i'r sea

1



lirritos lririices. iufinitr¡s vértices en ll11¿t aiilqrri(il] r¡ iufi¡ito,q c]1 alos dire(r'iofes'
I,n resultado iniportantc dr: [A2 es quc s¡]\'o etr el caso cle l:r t¿rm¿ §i'(r7) par.r

4 a l,[r(L) ni]pote¡Le, el t¡llo clo lDra rarrra clralquiela está rlefi¡ido y t: tltr c¿t¡ir t'

cn I(11).
I'or otro l¿rclo. d¿rdas dos t¿llras S') 5'se rLeli¡c la rlisl¿urcia elllre ósias como

d(S.,9') - nín{d(!r,!:) :Or É,9 !': É S/}. Sean 5 .r' S' cbs lairas que poscelr

t¿lL¡s 7'-r' ?/ r-cspectivarrrtrrrtc. I)e1er')niu¡1 la posiciórr rcl¡tir'¿r tle 1as rarras S ¡
S' sigrrific:r eD(r()n1r'¿rl l¿r tlisl¿ruci¡ ¡ lil qlle sc cl1(rllenll¿lll los t¡rllos'I y 7'' rk: l¿rs

l¡ni¿s respectivas J' (ietielDlinal cLlalÉrs soll los vérti(xls en cacl¿r tallo e[ los que

se ¿rlcanza cli¡ha clistancri¿r. Cu¿¡¡do la .li'rt¿ücia es [ula- clctcrtrlilrar' la posicióu

lclatira s<r 1r'¿ducc crr c[(r)lrt] ¿rl' i:L Llrgo il,:l l¡ r'¡tra cLc ilrtcrst,t:t'it'-r¡ ilc los l¿lios

7'.1'r,rlr:tr:rr¡iuar cotlr¡ ¡licl¡a ilLelscccirin se iucluye lienlro tlc catl¿:¡ lallc¡.

L,no clc Lrs problerllas itllJx)riaDtcs en esta tcolía es cletc lllfuir los ór]icnt:s nla-

xir¡alcs qtte corrliiorrtrl tt 11ll ot(lctl crralquiela -f¡ C Mr(/i) <rs rlecil dr:tol¡ri¡¡¿rI la

rarli¡,5¡{(-¡).1)¿r-a ( l1alqrüt'r- r»rlcl fl. Lttis Arcnas-(l¿r¡¡»i¿ ou l,\2] obsorrti qrrr: si

.l¡: 0¡rl¿¿r. " .o,,] e¡loDces 5¡¡(f¡): rL|:r5¡¡(a¡) Pot Lr 1¿1l]to p¡¡¡ eslrrdiar-r:l

prolrlenra dc ronterlción r1c rircleDes. l;¡sl¡r est¡.ldiar las intelsccoi(rles (ie l¡s ¡¿n1as

rLc l¿ fbrlra ,97¡(o). dr»rtk' u e I"1l¡(11). l)c Lcr:hc, esto irltirlro sc ptlo(lc 1o¡liz¿n

c¿rlcrrl¿rrrlo cl glosor' (ie Ias r'¡rrras -§rr(a¿) )- csllt(li¿rll(lo la llosiciól r'el¿l1iva cnlle
éstas.

lln casl) p¿r'ticul¡r tlel problcrrra ilntel'ir» es el dc dctcllrljlr¿rl los t'rl-denes l:la-
xirralcs quc (r)lticDer a] olricu 'fl : orli. i) para i .f gcltolarlolc-< 1'st¿írlrl¡l1 (lcl

tilgr:bra ;l ! I'{t(/i) es decit-cuautlo i.j ctttlplel I¿s reLarriolcs lrr¡istraclas olr (1).

lgnacio Saaleclra c¡ su lesis clc \lagíster lStr encontró des.ripciorcs elplícittrs rle
1zr p,:rsic:iórr rfl¿r1,i\'¡ crrtrc Lrs t¿rllos ch: r'arnas 56(i) J'Si¡(l). tkrniLo ; / srrrroLtr¡'r¿-
(lorestlsL¿i11.Lar clel rilgtlrra A. jJrr esle ítllirtro lrzrba.jo. se obtltlo por-e.ieurplo r¡re si

rll v j2 son L o la rirrica ¡-uriclacl no ranrificada de,li. cntonces la clistatlcia crrlre los

tallos cle las lar:ras S¡' (i) r.57¡(j) cs r'7r(2), rlontie lr cs la valu¿rción nor'¡raliz¡da

clclirrirla pol cl v.1lor ¿tl)soluto (lcl (,ttclpo lot ll IL. cs rl'r'ir r'7r(rr) cs d lrllrrr('r() ( [l('IL'

rlcl er'¡rirr¿r do pr» la igu:r1i1tri1 rr ¡¡: o]f'(")' Adc'rrrás, en [A3-sa] sc rlcteln¡irró cl

grosor .le las rar¡as 5¡¡(a). parn ¿ a l\'lr(/i) tal (lue rr2 a /i"Id.
I)c 1r.,s i.rabajos allleriolrrrcnt-' citádos. se desprt:nrle clue cxiste rill¿ (rolllplet¿r

c¿rr'¿r'lctizaciórr rlc 1¿rs r¡tr¡s ¿:rsr¡c,i¿rcl¡s a lt.,s órdctrcs -el : O¡r i.-ll. cnall(1() i..i sl»l

B(r1er'¿i.lores r:sl¿rnrlal cLel tilgtlrra ;1 = ¡úr(1f). Obsert'e qr¡c, ¡xrr la silrlpli< itiacl c1e

lirs áige1.,r'as de cuate¡niones. estudiar pales dc (rllillerDjolcs pulos i.J É l/lr(,Il) qrre

s¿itisfirrolrlas¡elaciriuesi2:o€K-..j2,.ia1{"yij+ji-0.escquivalerrtea
er(:(rltriu ( ()11(1i(:iorlcs rre(es¡r'ias \_ slllicic[tes fal¿t qrre lü1 á]gclrr;r rlt- (ll.1r(r'rri('lrp§

conr,¡ la clefinid¡r etr (1) sca ist¡rrr¡rla a tll álgeLrra t1e matricrl's. De llc<ho cliclr¿rs

corcliciorlcs se exiScll sol)r-e i2 - ¡,i2: il ) se estutli¿n t¡ellianle el sírrrlxrlr clc

IlilLctt (r,cr' lO1).
Llecimc,s quc r a l,{:(l() cs ur cru¡{ettlíóti puto ¡ escribirrios q e M2(1i)0 c:rrnn-

rL; tr(q) - (1. EsLo írltinr¡-, es equivalentc a qlle la corr.iusación ornrllica 17 *+ q

rl,,i oi-,L,r¡.f¡. ,1: f+-) ('u1r Dla colr ii: -tt.LL¡ autcrioL ¡rotiva. a Inodo r1':'- \^./
gcleralizircirir. el estrrilio iL" I.,-..,rrtt,'," aso.i¿l(las ¡ los rir¡leles.l¡ - ()¡rii i,, clra'-
rto l.j e Mzi1i)0 son cu¿il,ernjones tro nilpolentcs. Obs-'rve qur:, en 

'licho 
caso d

prrrrLllo simr:trizarlo .\ Lfl t',,rnpL,'ccn q,r, I il( ilil-¿lf rl : '\' Pr'r lo

tarto .\ É 1i.



U¡r caso básicr¡ Dara (omenzar este estudio, es dcterminar la rama a"sociada
al orden O¡¡[i, j], para ii2 : j2 : \ e ujl- : X. En la uni¿ari de invest.iga-
ción. dirigida por eI prolesor Luis Alenas CarmoDa, demostrarnos que en dicho
caso la distancia d(S,S') entre los tallos de las ramas S = S.,( (r) y S' : Sr((j)
cs urra luuciórr dc ). Err lo quc siguc csclil)irnos Li. pat,ar ,-.e1'r:r.ir.ros ¿[ veci,ote§
lite¿hnel(e independienl,es. Haciendo uso de la nol,ación anterior. se tiefle que

{.1 e .tr 
' 
l;,¡ € MI2(1i)0, i. j sou 1.i., i2 -1, j2:t,!4i: I} : fi - {+t}. Esre

lesultado fuc probado en la misma unida¡l de iNestigación.
Pata declucir esto usamos la equiv¿rlencia eltre el ár'bol de Btuhat-'l'its ¿rsociatlc:

a órdcncs ma.ximalos y su análogo asociado a bolas r:cr¡adas. doldc para cstc írltimo
es natur¿l considerar las tranforma.ciones de Iüoebius actuando sobre particio[es
de bolas. de ia lbrna en clue se muestra en [AA-C].

ED csta t(:sis cstuüalcnros la posicióu rclatita dc l¿s ramas 5 : St (r) y S' :
,9¡¡(j) para i,.j cualerniones puros (xrnlquiera en MI2(1(), no nilpotentes. Esto con
el fin de describir la ran.La S¡¡(g), pan 11 : 0 ¡¡[i, j). Además de esto. m(] propon8o
deter'¡rri¡ar cl conju¡rto:

(2) 
^("rr,:{xrx:lt,;-¡¡.1,1¡¡,o.i.j 

sr,, t.i.. i2 ^..j2 , ",!i' 
,^}

t-"'2)
que es el coqiunto de valores para los cuales el problema tiene sentido. Observe
que estudi:rr A¡.,B1 motiva a cle6nir la sigrriente K-álgebra,4¡ vía generadores y
relaciolres:

A¡ :: (';, ¡ : i2 : q, .:j2 : 0, ij + ji, :'2^) ,

y estudiar cuando cxiste un honomorlismo de ,l{ álgebras:

(3) .4¡ -) S4r(1i),

l,al que las imá¡¡eues tle 1,.i,j e A\ sean I.i. En la r¡nidad de i vestigaoi¿)n dernos-
tramos que .4) es un álgebra de cuaterniones si y solamente si A2 - aB I 0. Luego
(ll) equivalc. en dicho caso, a quc.4r a N4r(/(), darlo que las álgebras de cua.ter-
nioncs son simplos. Por kr lanto, bajo la hipótcsis ,\2 oíJ I 0. el problema de
detelminar A(a,fr) sc Lraduce err encontrar colldjciones Decosarias y sulicientes para
que ,4,) = M2(1l).

Por ú1timo, el estudio de la posición ¡elativa de las ¡anas se realizará medi¿nte
la reducción del problema. al caso ya descrito, es deci¡ o = A : 1, al anaLizar el
prol.rlctna crr el árbol de Bruhal,-Tits 7(.L) nsociado al álgcbra Mr(Z) : M:(I()«,r
L, para L = K(y6. 

'/rF). 
Dn el árbol 7(I) podemos incluir el árbol 7(-t() y realiza.r

los cáfcuk¡s requeridos, al considerax los órdenes ftt: f-l8c¡* (?¿ y observar que

&r(rt) : SL(ñL) aT(K). La iuclusión f@) -+ T(L) que se dará en esta tesis
no os, en gcncral. una inr:n¡stació¡ dc glalbs. cn ol scnlido de quc no llcva vecinos
en vecinos. Usando dichas he¡¡anientas se concluyen los lboremas 14.9 y 18-1, los
cuales describen Ia rama 5:6(i, j) por Io expuesto en §9.



2. RESUNIUN DE s0ccroN r-ls

IIn la Sección §3 sc estuclian Ias propicdades básicas del álgebra de cu¿¡,ternjones
quc usarouros en csta tósis. En 1a siguicnte socoión sc deflDell ]t¡s cuorDos localcs.
tüemás se exponen alguras de sus propiedades. En las ser:t iones §ll - §4.1 se exponett
Ios resultados más significativos que se utilizar'án en esta tésis acerca de álgebras de

cuaterniones sobre cuerpos loc¿les. La principal refe¡encia en todo lo a¡te¡ic¡r se¡á

[O]. En la Sccci<iu §6 sc describc el árbol de Bnrhat-Tits. Lueg() e¡r la.s scccioncs §6
- §7 estudiaremos cierbas ramas del ¿:r,rbol de B¡uhat-Tits.

Dn las Secciones §3-§6 hnremos Ias deflniciones ge!]er¿ies a p¿utir de cuerpos de

nÍuneros. a k¡s cuales den<.¡tarcmos por F- Eu las secciones que le siguen sólo nr.rs

enfoca¡er¡os en srr aplicaci<in a clrerpos locales.
En la. Sección §8 nos detendremos a alaliza¡ la estrecha relación del á¡bol an-

teriormentc mencionado con las bolas ce¡r'adas clel cuetpo looa) y coño actúan las
l,tansforru¿cic¡ncs tle Mocl¡it¡s sol¡rc cstas cstructulas. Dn §9 rc prcscrrta el prirr
cipal problen-ra de esta l,esis. que es determinar I¿s ramas asr:iadas a los órdenes

$: oxfi,i), pala i,i € MI2(1() crraterniones puros enteros no nilpotentes. Eu
rlicha sección se n¡ucst¡a quc este problerna se puede re«rlver deterrninando [a pto-
frr¡rdirlad dc Ias ramas Sr((r), S,r(j) y su posi(:ión rclativa. Otro problcma qtc
aparece en dicha sección, es detelmilar para o,p fijos 1os posibles v¿r.lc¡res dc.\
para los cuales eústen cuaterniones puros i,j linealmente independientes tales que
i2 : tt, :j2 : 0 a ij + j¡ : 2^. P¿rra rcst¡lvcr- cstc problerr a debemos estudiar
las áJgebras Ax: (1.¡:i,2:a, j'2:P,ij-l ji.:24), uue se dclineu eÍI la 1¡isrDa

sección. En Ia sección §10, estudiaremos ia sin¡:rlicidad de las álgebras,4.¡.
En §ll estudiarernr¡s la for:ma eu que ciertos subgrafos espcciales dol árbt¡l rle

Bnrhali-Tits. llamarlos caminos maxiltiales, clctcrminan el prodlrcto simetlizado cn-
tre dos cuaterdo¡)cs cuyo cuadrado es ulo. llu la secció:r §12. haremos ctilculos que

expliciten la forma en que los caminos determinan el producl,o sinctrizado en el
clso gcrrr:ral. Para realiz¿¡L dichr.¡s c¿ikulos ir]orust¿(x¡ros el ár'Lol de Bruhat-Tits
7(1i) eu su análogo 7(,1,) rrrnstruido sob¡e rma exlel'rsión finil a I de lí.

En §13 encontraremos condiciones necesarias y suficientes para que el álgebra

"4) sea isomorfa a un álgebra de tlatriccs, cuanclo esta sea ccntral sintple. Luego
aplicarcmos estos resultá(los al problcma de dctormina¡ Ia existc[cia dc ouaterniolos
puros i.j e M2(/r) enteros y no nilpoteDtcs.

En §14 determinaremos la posición relativa entre las ramas.9¡r(i) y,9¿(l), donde
rl cs urr ctr¿ltcrnil»r pulo quc saiisfaoo 'i,2 : a: e Or V L : K(¡/a). Adcurás calac-
terizareulos los tallos de las rar¡as S¡r(i). dtl1>endiendo de a. Luego en §14, cou kr
ya estudiado, da¡cmc¡s una nueva demostración de un teorer¡a probado por Luis
Arenas-Oarmo¡a e Tgnacio Saavedra. en lA3-Sa] que nos da la profundidad cLe las
rarrr:r"s 57¡(ri).

En la Sección §15 esludiaremos la posición ¡elativa de cierl,as ramas en un caso

básico. aclemás de dar cicrtas indicaciones para los ctilculos siguientes. Finalmente
err las secciones §1fl y §17 estudiaLemos el problema de la posición telativa r:i.rrr

cornplet¿ generalidad-



3. ALGEBRAS DE cuATERNroNEs

Se¡ lt un cuerpo ta,l que car(-F) * 2 y set\n a.[) < F". Considcremos un F
cspacio vcctorial I/ dr: tlirncrrsión 4 sobre F y rllra basc {1. ¿,.i, lj} dc /. con ij : k.
lJcfi lnos una rnuitiplicación sobre krs elementos de Ia base ¡uedianl,e Ia l,abl¿r:

CUADRo (:ual,ernioues

Extendemc¡s esta urultiplicación por linealidad a una multiplica¡oión sobre V.
Identiticamt¡s l- con F.1 c tr/. Sc comp\toLa que y cs uu álgcb: a asooiativ¿
txrn iclcnl;idad. Diremos r¡re un álgebra consl,núda de esa mancra es rrn álgebra de

cuatelniones y la dcnotaremos poi el símbolor

/o.A\
(."/

Llanralcmos a sus clcn¡enros cuale / ^
'n¡unps 

y a ros erenre¡ros ,..7 . ¡.f ). tut". qr"
i,2 : a, j2 : A,.ij + ji - 0, les llama¡emos generadores estándar clel álgebra de

cuateri<..¡ucs.

Ul her:lro iDrporl,ante. es que par¿ un cuerpo ¡' tal que car'(,F) 1 2, las únicas
I-álgcbras ccntrales simples cle dimensión 4 son las álgebras de cuaterniones. l)e
esto se sigue que un á1gebra. de cuatcltriones sobre urr cuerp<) de característic¿t, cero
o i¡rpar, es isorno¡Ia ¿r rm álgcbra dc r¡atri<rs o un álgcljra dc divis<irr.

Si 't: - a lüi-lcj*cLfr es uu r:uaternión, doldc o, Ú, c, d € -F, deñnimos el coqiugado
de ¿ como i : a-bi-c-i - d,k. Decinros que un cuaternión es pu¡o cuando ¡: -j
y denolirrros al espario dc r'rtal.r-rni,,Dps prrros l)nr' (# ) S" vcri6, ¿ (tue 77 - ,.7.

/ "\pura ;r, ii e (?).

Defiuición 3.1. Sea ¡ e 114) . D,:Iln¡rros Ia norr¡ra -Atr v la. traza 7'tle ¿ mcdiantc:\¡./
lY(a) : ¿¿. 't(r):v1¡.

S\ a : a -l bi. ! cj + dh e (+). entonces un c¡ílcul<¡ directo prueba que:

1ú(z) : 62 b2a c2 A + d,2a7 e F.
T(x)=2¡7¿¡.
N(ry) : N(r)N(s).
T(t: +y):T(r) +T(fi.
lbdo cuaterr¡ión ¿ satisface la ecuación a2 -'l'(r)u + N(r) = 0.

Un cuaternión ¡ es inve¡tible si y solamente si nf(r) 10.
i

i.-
ii.-
iii.-
iv.-

vi,-



ffa¡:icndo uso de la firncirin norma. se puede dcmosl,rar q¡te un álgebra dc (xral,c-

uorres (H), para e ar'(7.) f 2, r's isortorla a uu álgebra de matrices si y solamcnta

si existen ¡.y,z,ut € It no l,od<¡s nulos tales qtrc 12 - ay2 - l3z2 + a1w2 = 0. Eslr¡
írlti¡no es ecluivalentc a que cxistan r. y € ¡' táles que I : a;r:2 * Ér2. Para más
,lerall. ver lu]. , -\

Otra r¡bscrva¡ri1¡n cs quc todo clctnc¡t,r .r e ()q) s. escribo dc m¿ncra ¡inica

colno ¿ : ¿ -l- q. d<¡rrdc ,l: b¿ + cj + dij cs url cuaternión pulo.

/ ,\
Lema 3.2. S"u " e (#) tal que ic2 € F, c¡rl,onc€s ic e Fo c cs cuaternión pur'<.r.

De,mostración. Escribimt¡s Í : tlo + q, con r.¡0 e K y q cuaternión puro entonces
'¡z : (aslcl)z : ai+2aoq.1r12. Lucgo, comc¡ clicho elcrrrcnto cstá cn el cuorpo basc,
se tiene que 2doq = 0. Entonces oo : 0 o q : 0. Si sucede Io prirnero o = q es uD

cuaternión pwo. Dn caso contrario;r: ao e l¡. tr

Ejemplo 3,3. Estc cjemplo aparccc en [Sa, §1]. Considerar¡do las matriccs:

y lI 0 \ / fi -,\
" lu t) t:\., u )'

pa¡a u I 0, se tiene que X2 : 1. Y2 : -1, XY = -YX. Así, dado que toda
álgcbra dc cuateuriones cs simplc ([O, §57]), sc l,iene quc Ia función:

o, ( 
l'= l) , nl,trl.

\F./
definida pcr' Ó(1) = I, Ó(i) : X, Ó(j):Y y Ó(k) : XY, es un isomorfismo de

álgcbras.

1|'\
Observación 3.4. Si (H) = M2(F) enf<-rnr:es la rrt¡r'ma -l/ corrcspondc al d(d.cl-

mi¡rante en N4, (,É-). Además, la coujugación viene dada por:

-r Nn2(r') -r Nfz(f')
A *-+ SAtS t,

/ñ 1\
donrlc ,§ : f Y -^ l. exolicitamente :

\1 u )'
t4\ r, q\:/0 |)/g:\/ 0 l\ (d -¿'\\at \cdl-\r o/\/,d/\-r 0/ \-,o)

Lema 3.5. Si car(F) I 2 entonces el ¡--álgebra de cuater"i.nu" (#) es isomc¡rtá

a Ia i'-iílgebra defiuicla vía generadores y relaciooes por:

A: <i.,j : i,2 : a, i2 : A, ¡..:i + ji : o).

Demostr'(1ción. Seau i, j generadores estánclar U" (+) Considc¡e el homomorfis-
/"'

rrrr, dc l'-álgcLras o , "A - (f), dcfirúrlo por d,(1) : l,d(r) : ¿ v óAj) - i.
extendido lineal y mutiplicativamente. Observe que dicho homomorfismo está bien
dcfinido pttes á,j sa.tisfar:cn las rclacioncs th i,j, rnioutras qtte / cs solrroyectivo
pues la base {l,i,j,ij} es subconjunto de la imageu del hotnouror[ismo. Luegcr

dim¡.4 2 4.



Por rf;rc¡ lado el conjulio {l,i,j,ij) gencri¡ [a ¡'-álgebra -4 como espacio vecto-
riaL. Esto se debe a que todo producto de potcncias de los elemeutos anteriores se

escribe como combinación lüreal de dichos elementos. Por lo tanto din¡.4 : 4. En
pa:rticular, / es inycctivo. tr

Este lema se¡á de vital iur¡lortancia en las secciones siguienties, pues utuchas
veces trabaja.remos con anbas álgebras sin hacer distinción alguna./ -\

Se defi»e en ( HJ e] pr,,¿Lrct" "ir¡etriz¿do entre cuate¡niones c, y por 13@,y) =
!4!r. Obs.¡.'e que B(c.37) € -F pues EGA : B(r, y), además B(., .) es clara-
r¡rcnte -F-L¡ilirreal y B(1¡,:r:) : B(', y). Eslo dcuruestra que A(., .) es un ptoducto

interno cn (+). U" Iema que ulilizaremos en las secciones siguientes, especíIica-\¡,/
mcnte en Ia Sección §13, está re-lacionarlo con la ortogonalidad de dos otal.erniorres
bajo el producto in[emo ar]terior. Para dcmostrarlo Decesiiamos el siguiente lema,
el cual se cumple en el contexto más general cle álgebras centreles simplos.

Proposición 3.6 (Teorema de Skolem-N<¡ether). (ver [l\.f2. §4.2]) Sea ,4 ula
l'-álgebra simple y B una F-álgebra central simple. Si f,g : A + B son dos

homomorlismos de F-álgebras, entonces existe ó e lJ invertible tal quo /(a) =
ü9(a)ó 1. pala cualquicr a 6 ,4. Eu pafticulal, si ,4 es una /-álgcbra ccrrtral siurplc
y 81, -82 son dos srrbálgebras simples de A, enl,onces todo isornorfismo / : .81 + 82
es interior, es decir, exist,e o e A iuve¡tjble ial que l(ü) = ¿ó¿-1, para todo á É Br.

Lenra 3.?. Dado ¡r € l+u) *r (xraternión puro lal quc N(p) * o. cxiste otro. \r../
cuaterniírn puro q tal que B(p, q) : 0 y -V(q) I 0.

Demoshación. Supongamos primer'<-r quc,lf(p) : -42, c<.¡n & € I*. Entouccs ly'(A-
pr 0. dondc k-pJo.Por lo ranto (f) =n .1of Err parlicular. comop: -p'.

usando Ia relación (4) se tiene que p: I : '" ) para ciertos a,b,c € F.

Pa¡tamos suponiendo que c: á = 0. Entonces si conside¡amos el cuaternión
/ o -1 \,: (; o') olrt"""-ot que qpq-1 : p. Ob§eNe que 4 = -q v que ¡l(q) :1.

Pot crrdc g cs ur¡ cuate rión puro tal que B(p.q):0 y ¡l(q) l0
Supougamos ahora c¡re ó:0 y c 10, eutoncesr«rmo N(p) l0 se liene que

a l\.Luego si consideramos el cuate¡nión s: | -F j ) obtenemos que
\ u ,;/

qpq-r : -p. Observe que d : -s y oue lr'(q) : $.. Por ende q es un cuaternión
puro 1al que B(p,q):0 y N(q) I0 Análogamente si c:0 y Irf 0 obtcnemos lrr

pedido.

Por Íütimo s), c,b I O.entonces si conside¡anos el cuaternión , : I 9 .i )
\1 0 )

obtenemos que g¡rq-r : --¡r. Obscrvc que 4: g y qrte N(q) : !. Po¡cndeqes
un cuaternión puro tal que B(p,q) : 0 y N (d + 0. En cualquier caso se concluye
Io pedido, para cl caso en que -N(p) e F.2.

Supongamos ahora que -N(p) f F*2. Considere la F-álgebla tr : -F(p). Olrserve
que p s¿fisface el polinomio irreducible 12 +N(p) e I'[a]. por lo que p : F] : 2. Sea

a+bp € L un elemento no nrlo, entorces (a+bn)(a-W):a2+b2N('p)+0.Pot
lo tanto (o * óp)-1 : 

"#*1¡; 
€ -L. Esto prrreba que .L es un cuerpo. Observe qtrc

7



.!llo (¡r(F) / 2 sc ¡ie1le (¡le ,//lt es 11ll¡ e-{tcllsi/)n G¿rlosi¿il¿r' Se¿r rr el clernerfo

ro trir.i¡l en Gal(t¿f'). l'}lt.)nces a : L ¡ L es rrrt ¿rutotlrc¡'lismo que culnple con

o fit) - p.1)arlo qne L es trn cuerpo terreinos er ¡rarlicuiar quc L e's una -1"-ál¡lcbra

simplc. 1'or .l Toorcrna dc Sltolcrr-\r,^rl' r'\r'rinrr. rlrr¡ { ri\t¡'t/ i (i¿) i""''trit'l"

to¡ranros.¿: /, obterelnos (lue l): qpq-1. es rlrr:ir, Pq+qp:0. Iiin;rlmcrlt'e si q

rro lucsc rur cu¿rtcrr¡.ir'-,¡ PLrlo crrloncLr§ q: ur \ qt trotl q/ tLralct rlióu lnllo ) ru 
' 

É"

Ltu'go ¡tt1l c1¡t : 2tt¡p * llxl ) q' p). rk,ntlc pf c1J,: rt'p :1,Q'. es decil fql+q,p '. f '

Se sigtte clrte r¿r : 0. ptlcs P f 0 Esio tlest¡ruc_'LL¿'¡ que q es ull (r1¿itelni(ix puro (llre

satisliri:c I3¡p../) - "-y: 
ttt:.¡rP :O y N(./) l0 ¡



4. ChlnRPos f,ocALDS

Un cuerpo local, es uno de los cuerpos c¡re se clescriben a co¡rtinuación.

i.- Un cuerpo local no-arquimediano 1( es un cuerpo completo respecto a un
valot absoluto discreto l.lr tal que el cuerpo ¡esidual K: ()r/mr< es finito,
dorcle O¡- - {a € K alr I 1} cs d anilio rle entcros del cttcrpo K y
m¡¡ - {a € I(] lolr < 1} es el único ideal ma.>ritnal de (2¡¡.

ii.- Los cuerpos Iocales arquimedianos son lR. y C.

Ejemplo 4,1", EI <:rrorp6 Q, 6s 1¡¡ complefado de Q con rcspectro a lrn va.lor absolulio

i.]o, el cuat podeuros defiuir sobre Z como lnl,, = p-" para n : porn, doldc
(p,m) : t ¡. sobre Q lo definimos multiplicativaruente a partir de su restricción a

Z. Aqú Oq, es dtxrotado por Z, rrriartrras quc su único ideal []aximal cs pZ¡, y 6r.r

crrerpo residrrai t:umple «rn ZrlpZn = Z/pZ.

En esta tesis trabajarcmos con cuerpos locales no-arquimedianos. Un ejemplo
iurportante de estos objctos, son los cucrpos.Il que son losultado cle la coutplctaciórr
respecto a un lugar no-alqrtinediano p en una extensión flnil,a ¡- de Q. Dichos
cuerpos -P se denominan cuerpos de números y sus compleiaciónes se denotan pot
If: Fp. En lo, §1]se prueba que cuando 7l: Fp, tcrtelrros que K es ula extensiótt
de Qr. para cierto primo p eul Zy arJetrás l,l(: Qr] < [.F: Q] < m.

Otro ejemplo, tan importante conro el anterior, son los cuerpos de funciones
construidc¡s sobtc cuerpos ñrritt¡s. E¡r [O. §1] se prueba que lc¡do cuerpo local clc

caracte stica posii,iva es un crreryo de series de Laureut Fo, ((o)). NIás arin, en [O,
§1] se prueba también que todo cue¡'po local no arquimediano cae en uno de los d<.¡s

casos ¿.nterio¡es, clepetdiendo de su caracteristica.
En un crrerpo krcal "Il, cI anillo dc cnteros (2¿¡ es 1ur dotrinio do idealcs prin-

cipales. Si m¡¡: (zr): rOK, decimos que r es ulr parámetro unilb¡tnizante en
,l(. Sea ¡r € l( un parámetro uniformizante fijo. Uu hecho inportante es que todo
ideal fraccional en Il es clc la fonna (zr¿), para cicrto t e Z. De csto su sigue quu

todo ¿¿ €,tl* se esc¡ibe de fbrma única como ¿: uz¿, donde'u e Oii y t €2,
Diremos que ?(a) : ¿ s. Ia valuación de a en 11" y definiremos la valuación de 0
corno'u(0) : co. A veces usa¡emos la notación ur para hacer notar que la valuación
corrcsponde a la del crrerpo K. Cuando la caractcrisl;ica dcl cuerpo resiclual cs 2,

decimos que el cuerpo local ro a.rquirnediano es diádico.
Otro concepto que utilizaremos es el dc las extensiones de cuerpos locales. Un

heclro iulportante es que toda extensióD flnita ¿ de un cuerpo local no arqttimediauo
If es tarnLrién un cuerpo krcal no arquimediano. Además si [, es su cuerpo residual,
entonces lL es una extensión finita del cuerpo residual K, es decir [L ; K] : 7 a
oo. A ta,l númelo natural / lc llal¡amos grado de inercia. Sea n¡ un parámetro
uniforr¡iaantc dc ,L. Otro hecho irnportaDto cs quc iotlo paráruetro uuifotniz¿¡¡tc
rr¡'de,l( es de la fol.lna uzl : ¡x, donde u es alguDa unidad en (r¿ y ¿ € N. Este
número solo depeude de Ia exte¡sión LIK y to de Ia elecció¡r de los parámetros
unilounizantes r¿ y ?r(. A tal númelo natur'¿l e le ll¿mamos índice de ratnificaciótt,
I¡ina.lmcnlc se ticnc que ¡¿: [f': 1(] : c/. P&rá mís dct¿rlles vct [O, §1].

lDe hccho estc rrúmero plirno esta determi¡ado por p y @rrosponde al r:inico pr¡uo racidril
que sátisface pl0r.
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Deffnición 4.2. Si L es tr¡a extensit'¡n de gratlo 2 de rru cLrerpo local If, entonccs
c = 2 o bien I = 2. En el primer caso decimos que la exl,ensión es ramificacla. En el
otro caso decimos que es no ramificada. Este concepto se extiende a los elenrentos de
1(, rnas prct:isamentc si ¿: I((v6) cs rua ex1;ensióu ramificada sobrc I( clto¡x:cs
clccrinros que a € l( es ramilicado, si esfo no sucede der¡ourina¡nos al eleureulo a € ,l(
un elemento no ¡amilirado.

Es evidentc qre el hecho de conocet los cuad¡ados eu el añllo de enteros de uu
cuerpo local simplifica de sol¡¡emaneta el estudio de los genertrdores del álgebra
dc cuate¡rri<¡nes. El siguicutc teorerna dice quc si utt oDtero cu un cttcrpo local
eslá suficienl,emenl,e cercá .le 1 cou rcspecl,o ¿¡l valor absolul,r¡ ] . l«. entonces os

un cuaclrado, además cle da¡nos helramientas para trabajar con un concepto cle

vital impoltancia. cl rlefecto cuadrático- I!» 1o que siguc K es uu cuetpo local ncr

alqrrimcdiano tal quc car(7() 1 2.

Proposición 4.3 (Teorema dc los cuadrados locales). (ver lt-l. §03.A]). Sea ri
r¡r-I entero en un clletpo lor:al rxr arquimediano If. Ent{»lc.es exist.e u[ entero B € (2¡¡

tal que

1+47r(a : (l +2¡¡rF)'¿.

Usaudo cl Teolcnra de los cuad¡aclos localcs podetrtos estucliat qué i,au lcjos ostá
ul elemerlto e[ uD (:rrerpo l<¡cal de ser un r:traclrado.

Definición 4.4, C]c¡rrside¡or¡ros un clcmcrrto ü € 11. Entonces ü tienc al rncnos una
ex¡rresión de la lolma b - n2 + (\, con ?. a € .l(. Definimos cl deiecto cuadrátic<¡ de
ó por:

d(ü) : [l ao¡¡,

clonclc la interseccióll rect¡rre tudus Iu" 
"lpr"siu.es 

cle la for¡ra b : rl2 + a, cot,
r7, ri € JT. Obscrve qrro d(ü) cs rrn icleal fi'acr:ional o 0.

Se tieue¡r los siguientes hechos acerca dcl clelecto cuadrátic<.¡ d(ü). Para su tle-
r¡ostlacióu ver [O, §t]l'i.Al.

r. ó-(o2ü) : ¿¿2d(b), Vo., b e I(.
2. 6(b) : bOK si tr(ó) os impar, clonde r,(.) es la valuación en ll.

Po¡' otra pa,-tc, si 1,(ó) es par, podetros cscribir b : r2tc co¡t r una uuidad y por'

lo lanto d(tr) : 1216(r). Así para Io qrre resta rle nuesl.ro análisis. bast¿r estudial el

tlelecto cu¿¡d¡ático para el grupo de rrnidadcs (?i. módulo cuaclratlos, cs clecir, para

representantes d,el grqo O*,, lOil .

Usal¡clo ol Tcolotna dc Cnaclrados Localcs se pucdon p'--obal los siguicntes restrl-
tados, pára su der¡ostracióD ver lO. §63.4].

t. b e I{*2 <+ d(b) : (0).
2. Sea u una unidad e¡ Lr¡r cue¡ p(.) local /(. Si ,Il es no diádico, eutonces d(u) es

(0) u O. Pol otro lado, si 1( os diádico, entonces d(u) cs uno dc Los idcalcs
de Ia c¿den¿ llnita:

{o} c 40 K : riÍ o K c rz,f 1 o ¡¡ c n'f-r o 7¡ c " c r}¡o v C r ¡¡(2 ¡ : ¡n ¡.
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Deffnición 4.2. Si L es rrr¡a exteusión de glado 2 de un cuerpo local ll, entonces
e: 2 o bien / : 2. .Un el p¡imer caso decimos que la extensión es ramificada. En el
otro caso decimos que es no ¡amifica.cla. Este concepto se extiende a los elenrentos de
11, m&s p¡ecisamcnte sr L : K(yG) cs una cxtensión rarnificada soL¡re f cutonoes
deciDros que o € I( es ramificado. si eslo Do su«ltle de¡¡ominamos al elemento o € Il
rn elemento no ¡anrificado.

Es cvidente que el hecho de couooe¡ los cuad¡ados en el anillo de ente¡os de un
cuerpo local simplifica de sobremanera el estudio de los generadores del álgebra
dc cuatc riorrcs. EL siguionto tcr¡ror¡ra <1ice que si un c¡rtelo crl tur cueLpo local
esLá sufir:ienler¡enl,e cercrt¡ de 1 «»t Lespeclo al valr¡r absolul,o ¡<. enlon(,es es

un cuadrado. aclemás de da¡nos herramientas para trabajar con un concepto de
vital inrpoltancia. el defecto cuatllál,ict¡. ED lo que siguc K es ur cuerpo local no
arquirncrliano tal que car(/() 12.

Proposición 4.3 (Teorema de los cuadrados locales). (ver [{). §63.A']). Sea n
un enl,elo cn uu cuerpo local no arquimediato I(. EDtonces existe lrn entero B € (2¡
tal que

7 * ltrya : (7 * 2t¡x0)2.

Us¿rrclo e1 ltorema dc los cuadladt¡s looalcs podemos estudiar qué ian lejos cstá
ur eleurelto eD ull cuerpo local de ser un ctud¡ado.

Definición 4.4. Consiclercmos un clcrnento ü € 11. Entonces ü ticttc aL rnenos un¿
expresión dc la loul¿ ó : r72 * a, cou 4, o € .l(. Definiraos el delecto cuadrático de

ó por:

ó(ó) : [-] cvre¡¡,

tloncle la intersección recot're t,r,las lu" ,1p.""i,rrres de la fo¡rua $ : q2 ¡ a, con
zi, o € 1{. Obscrve que d-(ü) es un idcal fraccional o 0.

Se ticnen lt¡s siguientcs l¡echos acerca del tlefecto ctradrátic<¡ d(á). Para su de-

mostlación ver lO, §6:l.A].

1. ó(¿'!b) : a26(b), Va,b e r(.
2. 6(b) : bOK si u(ü) es impar, donde t,(.) es Ia valuación eu I(.

Pol otra paltc, si r(b) cs par, pulellos esr:ribir b: ¡2Le co¡ e una uniclarl y p<¡r

lo i,an1,o d(ó) : ¡2t6(e). Así para lo que resla de nuest,ro ¿nálisis. basta esl,trdiar el

defecto cuadrático para cl glupo de unida^des Oi¡ módulo cuadrados, es decir, para
represe¡tantes del gtltpo Oi. l O*;.

Usanclo cl Toorema dc Crradrados Locales sc puedcn probar los siguielllcs resr¡l-
1,ados, para su demosl,ración ver lO. §63.A1,

7. b e K.2 <+ d'(ó) : (0).
2. Sea ¿ urra unidad en urr cuerpo local K. Si K es no diádico, entc,nces d(u) es

(0) rL 0. Por otlo lado, si 1f es diádi<:o, entorros d(u) es uno de 1os idealcs
de la cadena finita:

loj c4or<:n2ioK c n2; ',oy c r',f-)t)a c .-. c tlr()y Cr6()4:¡¡^.
10



Por ejerrrplo. si 1( es nn cuerpo local diádico. c.on parámetro rrniformizante rr,
tal que l2l : rrle. con e ) 3. de dondc o(4) :2¿, entonces se tiene que 4m;3 ! m].
y el defecto cuadrático de una uniclad u, d(ti.) es uno de los idealcs:

{0} c 40ñ.c 4m,.I c am -,.1 c . .- 4mx)"-r - nr¡r.

Do otro modo, si r: < 3la cadena cs rrrás cor-ta. Dc hecho, si e :2. ontonccs
4ml = ¡¡¡o y la sucesión de ideales es {0} c 1OK c 4rrir C 4m;3 = mr.,
en particular hay cuatlo defeotos cuadráticos posibles. Por ot¡o lado si e : l,
entouces la ca<le¡a. es {0} c 40¡¡ : m?i c mIi y tenemos que hay solo ttes (lefectos

cuadráticos posibles.
Considerando el resultado anterior. si á(A) = 40¡¡ dircmos que A es una unidarl

de defecto cuadrático minimal en 1f.

Ejemplo 4.5. Obse¡ve 5 : I I 4, donde 1 € Ql. Por Io tanto 5 cs una unidad de
defecto cuadrático minimal en Q2.

Ejemplo 4,6, De la misma fo¡m¿ -3 : 7*4 es una uuidad de defecto cuadrático
minimal en Q2. puesto que -7 es un cuad¡ado en Qz.

Sc puede probar que una unidad A tiene defecbo cuad¡ático rlinimal si y sólo si

la extensión K( ) lK cs cuadrática u<¡ ramificada. Dc este hccho se dcduce quc
en el r:aso diádir:o siempre existen lrnidades dc delecto c¡radrátirrr¡ rDinimal "v 

que

dos de ellas siempre están en Ia misma clase de cuadrados.

Deffnición 4.7. Deflnim<¡s SR como uu coqjunl,o de representanl,es de 1{" 1K"2,
donde 1 g 11- es el representante de los elementos que son cuadrados. En dicho caso.
podeuros suponer que SR,: {1, A} U l) U fI, clo¡de A es una uniclad ¡o rarnificada
de 11, O ol conjuuto de rcpresentaltes de las unidades ramificadas an K" ll{*''¿ y fl
e[ conjunto de represerfantes que correspoüe a los parámetros udformizantes er
el mismo cocicnte (ver [O, §63]).

4.1. SÍmbolo de Hilbert local. Para I( un cuerpo Jocal ial que car(K) l2 y
a. B e K. , se delirre el SlnrL¡olo r1e Hilbert local mediatrte:

(t .siar2 +Jg2 = I tiene solución ¿.u€ K.
la. A): <

l.-l .sIno.

Observación 4.8. De lo expuesto en lO, §63.8] obtenemos que, si I : Ii(rzp),
entotlccs:

o € Na1¡ L* si Y sólo si («, P) : 1.

Observación 4.9, Usando la observación ante¡ior y los resull,ados de [O. §63.8],
obtenemos la siguiente clefinición alternativa del símbolo de llilbert Iocalr

lr ..i l+4)-M,rli).(¡ A\:l \^.,/
l-t . 'i ,'u.

Dst,o Dos permilre delinir el sÍmbolo de llilbert asociado al álgebra de ctral.erniones

r,,""t lS9) mctlialte lu rclaciútr antclior'.



¡; OnDE\rs Y R.ll ur-rul-\Dos

Defftición 5.1. Se¡L I' un F-espacio leclorial cli.: tlinersió¡ I sobrcl F' Se:r O¡ ei

¡uillo dc c,rrtcrt.,-. dc -|. Dircrlr-,s quc -\ C l' cs Lur Oti lcticrul¿rtlo oIr I'/ si { r:s tur

Or-nródrrlo lal qrv: r'xisle ttl t:ottjlllllo lirrea.llneule illrl:perrrlicrll e {lr¡. ".r,,} de V

c(¡1
,\ C(?¡r¡ ). !Ot¡:¡t.

Si tu reticul¿rilo,\ s¿rlisl¿rco /r,\: l' dilet¡os tltre -A. cs trl reiic¡tlado sob¡e I/' t-Tu

r-ctit:ul¿rclo cs libre si 1r¡ es cc¡ro O¡-ni¿ldulo.

Obsr:rr,c cluc la clcfilrirrir'¡¡ ¿rrrtcriol r'¿L'1¡nto cu trl corrtc)ito dc rruclpos localcls

(I)Irlo gloll¡les.

Ejcmplo 5.2. Si {.r1. ' .¿,} cs ttr1a base cle I'tltrno F-es¡rzrcio verrtorjal' e[to¡res

-\ (l¡.¡ ¡ | | () ¡..r,, cs urr rt'LiculatLo liLt(: st'l¡r'c l''

Lcrla 5.3. (ver [O. q81]) Srlpr»igarrros c¡ue Ii es Llrr {rlLerpo lorral cn¡'o tuiJlo tle

cnLetos os Ori. Eutoncs ,\ e§ lltr C)l(-rc1icllliitlo si ¡-so1¡tnerrtc si A 
' 

l(" cs tll
O/i-[xidulo lirri1,att¡orl <r ¡ellcrulLr.

obselr,r. rlrre toclo relicularl¡ soL».c tl[ cuct.1>o local tro arqnimecli¿uro 1i es lilrre.

E,rto sc rlebe a rlue eL anillo cler crrl.eros oti es rlrr alomilli{) de iclcales prirrci¡r:rlcs

v ¿ qlrc toclo tcti(tlla(L |¡ utr rruirlulo ]il)Irr cic tt¡.siórr. pllcs (slá coltori(lo cll 1u)

l¡ódr¡lo lib,-e.

Ejemplo 5.tL- Zii) es ut Z-r'eticrrlado lil;rt: solrrc el Q-cspatrio lcct'olial ii]'

-/ \
LJet)rplu ir.o. -,',r / '. r '' ''lr"'r'r'' t) , ( .-) ''' rtn '' ' ri"r''"1''

Iil¡r't: sol)1i'2. !]sto cs P¿r'ti(tllal rros tlictr t|x'L'¿ cs lrn Zl-n1ódr o ljl)rr'-

Defiuición 5.6 Sca,4 rtna l -¿ilgcbr¿r. Dircrlos c¡rc ! c;{ es r¡r o¡cle¡ si i es urr

r-eticulaclo en ¡t t¿¡i cluc 1 É O l- !O : !. Es rlecil. ur1 oldL'rn {rs ttl rcticulado quc

¿r slr l'cz cs trrt srll)¿lnilLo. Litl orcll:¡ cs ul¿lxillrttl si lo cs r<rsPccto ¿ la corrtttnciór1 clc

tt)rrj udios.

Ejemplo 5,7. l\:r(ar¡') cs rrn ot(ler ¡r¿¡rimal cn la F-rílSebra i\12(.E)'

Ejemplo 5.8. Sca,4 e C12{-F), cntr»v'cs.'11úr(01.)á | : {-'l'1/ ''1 I I '\/ e l'4lr(O7')}

"a 
rur,r.,,l"a r¡¡¿rxirrral elr l¿r ]i-¿ilgcLla 1,112(Jr), dr:bnb a que en r:icLla b¿rse esLc ¡rrrlon

lLrc,:: cottto cl rllen(io[a(lo cn el ejclnplo antr:r'ior.



6. AnsoL DE BRUt.t¡.T-Trls loc,o.l r,rn.t MI2(/()

Sea /f un cuerpo local no areui::rediano tal que car(K) f 2. Definimos el álgeb¡a

dc cual,mniones l<¡c:al,4 como "4 : ['';j ),aondeo,p e h*. Sal,,cmos, por cl Lema
\1(./

3.5, qur: osta álgebra cs isollloúa l¿ -¡(-átgebla defioida por gencLadorcs y Lolacioncs
tomo (r;.¡ : í2 : c,, j2 : B- i.j + ji:0) -

Ejemplo 6.1. Sqarr "F ul c[erpo dt: uírmeros y A un álgobra dc cuaternioncs «.¡L¡rc

F. es clecir, / = (+). l)ara cada lugar p en l-. el álgebra de cuaterniones local\¡,/
(o¡rcslvrrrrlier rl c os,4o lY) = A?.t; h. rlonr)e 

^ = l"r.\1',/
Sea,L urr reticulado dc rango 2 cu 112. Sca,\ € 1l*. Entc¡nces .\-L cs tarrrl>ién uri

reliculado de 1(2, Se sigue que el grupo ,I(* aciúa eu el conjuuto de rel,iculados.
Llamar¡os a la í¡rbita de ,1, bajo esta acción su clase de homotecia, la que denotamos
por' [Z]. Dos leticulatlos en la misrna clase cle hol¡otecia se diccn equivalentes.
Ll¿malcmos f al conjunto dc cla^scs.

Sean .L y Z' dos OK-reticulados de rango 2 en 1(2. Por cl Teo¡ema de fa.ctores

invaria[tes existe ].rna O¡¡-base {e1 , e2} de ¿ y enteros o, ó tales que { e1z-o, e2 ró } es

urra L1¡,¡-baLse para -Ll, dorrtlc z cs un paráructro uoift¡rrnizantc dc K. El conjultcr

{a. ó} no depende de la elcrrióu de la,s bases para ,L,,L/. I)e este modo- se l,iene Z/ c
Zsiysolosia,ú)0, enatyocaso Lf L' es isomo¡lb a (OKlÍ"OK)@(OKlrboK).

Reer:rplazar L y L' por rL e yLt (cor. r,a e K") car¡bia el conjunto {o, á} por'

{r.r. + c, ü + c}. d<.¡uclc ¿: : r,(!llr). El cutero ltr - ül dcpcndc solo dc las clascs [I] y
lL'l rle L v Lt .

Definición 6.2, Sean Z, -Ll dos reticulaclos ctr I,/. I)clinimos la distancia ontlc sus

cta-ses [1,]. [,L'] omo:

d(lL),\r,')): lo-ól
Dos rel.iculados .L. -L7 se dicen veci¡ü¡s si d([L),fL')) : 1.

Observación 6.3. Sin cambiar las clascs de .1, y -L' sc pttede astuair que mín{o, ú} =
0. En particular, d(lL),lL'l):0 e [¿] : [¿/],

La siguientc dcfi¡ición mllcstra (:(»no trabajalcmos cn csta tósis la estludlra dc
grafo.

Deffnición 6.4, Un grafo G es un conjunto dc objctos llamados vórlices srib¡e los

cu¿les está deliuida una relación -c simétrica y que cumple coD u 4G u. Vt € G.

A dicha retación la llamamos ¡elación de vecindad en G y u se dice vecino de

ur si l -r; rr. Un grafo G se clioc conexo si pala cuaiesqücLa r),?¡ e G cxisilcn

{r¡}i:r c G tales que u -6 r)r, ui *c o.i+r. para todo i € {1. ,2- 1} v r,, -6 ru.

Un conjunto {r,}i!, c G se dice ciclo si o¡ ñc 1,i+1, para todo t € {1, ,¿ - 1}
y ut -G .t)n. Un árbo1 es tttt grafo conexo sin cticlos.

Deñnición 6.5. Sea G un grafo. F C G se dice subgralo de G, si existe una ¡elación

-¡ delirida en F Ia cual es sinétrica y adetnás:

{(tt,'u) : u,w e .F. p -r. ur} c {(t,, u.,) :'Lt,u€G''Lt -¿ wJ.
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IJu subgtafo /¡ de G se dice <r»rexo si es nn grofir conexo col1 la relación -r.
Deflnición 6.6. Ui,ilizando la definición 6.2 t¡l¡t,elenros utra estructura de gráfb cn
5. So sigue do [Se] que 5. cou esta estlu(:tura) es ul árbol,

observación 6.7. cr¡nsidérese el reticulaclo n: ( 2,: ). ca<ta veci[o ae [rt]Vn)
/^ \ /. \

, inDe,a i,r¡n¡ [.\/]. rl('ndc 
^/ 

= "( ói: ) 
u,- 

\' ; ). 
a,,,a. ".! € o^ ],,i,esrá,,

ambos en n0¡. Se cotcluye que los vecinos de [A] esián en correspondencia con

los subespacios de dimensión 1 en (O 7¡ lrO 6)2 . Si suponemos qte l0 ¡ f r0 ¡¡l : q.

cul,onccs hay q + 1 subospacios de clit¡cusiórr 1, que cn el grafo correspoDrlcn ;r q * 1

vecinos de [A]. es decir, q * 1 vérlices unidos por aristas al vértice correspondie[l,e a

[A]. Como lesultado de esto obte¡ernos que la estructura del ¡irbol ! solo depende
del cuerpo residual de 11.

Observación 6.8. Par¿ cada orden ma>iimal O g Mr(Il) existe uD reti<rulado
L e K2 , lal que O : End¡1,. (-L) y esia corespondecia induce una biyección entre
ó¡denes maxir¡rales en M2(I() y las clases [L] de reticulatlos tr en !. Estt¡ rros dice
quo clos rr:l,ic'L ados corrcsponden al mismo c» clcn tnaxir¡al si y solameni;c si estál
eu la misrna clase de homotecia. Pa¡a r¡ás de l,allc ver [A2].

Deffnición 6.9. El á.rL¡<¡l de Bruhat-'l'its T(K) pata Mlz(/() es cl gralo consti-
trrido por los órdcues rnaxirnalcs on M2(11). dr¡ndc <los do elkrs son ver:inos si las
clases de reticula.dos correspondientes son veoiua,s eu E- EI árt¡ol de Bruhat-'lits es

electivamente un árbol por lo dicho al final cle la tleñnición 6.6.

Observación 6.1O. Dos ór'denes O y O/ csl,án rrnidos por uDa arista si cn algrrna
base de .Il2 los ordenes son de La fbnna:

":(3: ?,:).":( 0r rO« \
1't-!oK c¡n )'

Aqrrí los órdcues O y O/ conosporxlen a las rlases [A] y [A'] rospeclivamctfe, dondc
/^ \ / ^ \

L--l YK lv^': f iral/( l. tr4ás generalmente dos ó¡denes O y 0/estána
\u")" \o* )

tlistancia. f si en alguna, basc de K2 los ór'dcucs luccn c<¡mo:

¡_(0,, o*\ ( O* o'.1* \"-\C?,. O¡) \ n-tO« Ox )'
csto nos dico quc dos ór'dercs maximalcs O, O' cstán cu cl árbol de Br[hat-Tits ¿

distaucia f si y solamente sigl(Da\Dt)=OxlrtOx.
Ejernplo 6.11. Sea K - Oxl¡Or y supongamos que lK : 2. l)sto oc;trrre, por
ojcmpkr, cuando I(: Q2. Entonces cl á¡bol dc Bmhat-Tits para M2(/() es como
se rnuestra eu la l¡igura 1.

Observación 6.1-2. Suponga.mos que el álgcbra local A es un álgebta de divi-
si¿)ú, cDtonccs,4 licno un rinico orden maximal. t:orrcspodionte a (?,4 : {.r: € -4:
lx es entero sobre I{}. Se sigue c¡re el equivalente al á¡bol de Brulut-'lits eu este

contexto es un punto, co¡respondiente a.l único orden maxim¿¡l de.4.
l1



\or
a-,, \

-... -\
-,.

,/\,/\//\,/\ a .r2
tt

laoa

l-rcutiA 1. f(Qz) visto cono árbol cuyos vértices 6on los órdenes
maxirrtales del álgcbra M2(Qr).

Deñnición 6.13, I'j&ra u» orden f1 C Mr(1f) cualquiera, delinitros la rarn¡r de

órdenes maimales que conticnen a 5 como §: ,9(5), donde :

s: {O e T(K) : 11 cD}.
En [A2] se prueba que S: S(5) es un subconjurto concxo de 7(.1(), para

cualquier orden ^fl.

Ejemplo 6.14, Corrsidcrc un olden.ñ cn M2(I() y sca á € CI2(K), cntouccs se

tiene que I¡/ : AlaA-r es [ambién un orden etr N[2(l(). a dicho olden lc llanranos
orden conjugado de ^fr por A. Po¡ otrt¡ lado la ¡ama de órdenes maximales que
coiltieren a l:' es .9(f:') = AS$l)A-1. a clicha ¡ama le lla.nunr<-rs rama conjugada
dc 5(g) por ,4.

Ejemplo 6.15. Si.! es un orden naxinul de N¿f2 (1(), entonces S("ñ) = {O}. dondt:
D:r).
Ejemplo 6.f6. Si 5 : Oxltl, para cierto ru e Mr(Ii). entouces S(5) : {O €
T(K) : w € !), dicl:a rar:la se clenota por S(ur). Aclemás si $ = Oxlat, . ,a"),
cnto[ccs S($) - ni:r.9(¿¡).

6.1. r-Rarnas. Sca 5 e Mz(A') un ordcn. Con-side¡cmos 7(1f) ol árbol dc
Bruhal,-Tits para M2 (,lr ). En lo que sigue harernos uso de las siguientes notaciones
cie [A2].

Definición 6.17. Para cada entcro á 2 0, sc r1e6nc el orclcn contraítlor

ñÍt)=oK+rt!i,

dorrde iderrr.ificanrt,s OK con Onl<l c lM.:(/(). p&ra ld = (á Y ) 
l¿ urat,riz

iderrtidatL cn Mr(Il).

Definición 6,18. Para carla entero r ) 0, la r-rarna de lJ es el conjunto:

s.(¡r) = {o eT(K):$.- DI'l}.

Eu particular, §r(5) consiste de los órdeues maximaies que contielen a.b. Es
decir,9o(5) : S(5) es la rama de.S definida anteriormente.
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Definición 6.19, Cor¡sidete f > 0 y s{r¿ S C f(I() un¿ O-¡'¿ma r:rralqrúera. Se

define Ia rama 5['] por:

strl : {O €T(K):rD' e ^9:d(o,o') < f}.
A tlicl¡a ral¡¡a. la llanranros la lafra ¿-elglosada de,§.

Usanrio la delinición 6.5, sc pucde prr..rbar que 
"9, 

(§) cs uu subgrafo conexo de
7(?(). Adcraás, sc tiene qre,9¡¡(S) es no vacía. Las demc¡si¡aciones dc estos hechos
apiu'ecen en [A2].

Proposición 6,20. [,\2, Plop. 2.4] Para cada orden 5 y entcro ¿ > 0, se tiene que
Sr(51'l) - So(.b)ltl. .r decir, la ranra S¡(f¡f¿J) contiene exactar¡¡crte a los órtle¡es a.

djstan<:ia I / de algún ordol ¡¡aximal cn S¡(g).

l)t m .-trn t,ln. Vor lA2. Pr,,P. 2. I]. tr

tr

Lema 6.21, [A2, Leura 2.3] Pa.ra cada ordeu maximal O a Mr(1{). el o¡del con-
t¡aído Ol¿l es la intersección cle toclos los órcleues maxim¿1,les c]e N¡fr(K) a distancia
a lo rn¿is f de O.

Denrus|ratión. Vcr [A2, Lema 2.3].

Deflnición 6,22. [In oldcn rnaxn¡a1O e So(5) tal quc todo orclel ma-ximal a clis-
tancia a lo r¡¡is f cle O está er ,5s (f1) se dice f-profurrdo el §0(.b). EquivaleDtemel¡|,e,
D ¡s /-prulun,lo nn s,($; si ¡ sjlu si:

BID:t.l:: {6 e 7-(K)ld,(D,6) < ¿} e so($).

Sc define la prol\rndidacl de O e §o(5). como el ma¡,or entero r > 0 tal que O es
r'-prof\rrrcio.

Proposición 6.23. S',.(5) cs r:l corrjtuto <lt: óltt:lcs t¡raxir¡r¿rles r-ploliurclos el
&,(5;.

Dernostro.ción. Yer lA'2). tr

Se t'oncluye quc para (:alcular S"(tllrl) basta con r:alcula¡ So(f1). Ds rnás, se puede
proba.r que toda ¡'ama. salvo S(a * ru) ¡rara ru e MI2(1() un elcmento nilpotente l'
e. a OK. es cl engrosarlo de una rama ?g r:rryos íorticos licncn profirnclidad mrla
en 75. La rarna S(a * u.). defiuida para z. f 0, se deuonina ho.ia infirüLa .v la
demost¡ación rlel hecho anterior aparer:e el [A2]. Aclemás se puede probar que toda
ratna clc profurrditlad ¡lula es un subco¡ljunto correxc¡ cle C C T(K) tal que dado
crnlquicr vériice ! É ól existeu a lo lr¿ís dos vértic:es vecinos a O en C. Tales r¿rnas
se denoDrinan catninos en'f(Ii). Por último. el irecho de que toda laua. salvo la
hoja infinita y el conjunto completo dc vé¡tices. es el engrosado de una rama cuyc¡s
puDtos tienclr plcrfurrdiclad uula, rriotiva la siguicntr: delirrició1.

Definicióu 6,24. Sea f¡ oltlcn cu MI2(1í). Cr¡nsidcrcmos Ia la¡¡ra S¡(fl). Se dc6nc
el tallo 7(5) de Se(Jl) como Ia rama, cuJ¡os pnntos tieDen prolundidad nula ell ll'("f1)
y tal que S0(S) es un t engrosado cLe ?($), para ¿rlgún cntero r ¿ 0. La notación
7'(ir:), para ¡¡r € M2(.¿{), se definc alált.rgamcnte.

Pc» 1o dit,hc¡ oDtcliolmeltc 1.orlo lallo cs un carnino m T(K'¡. Además, para
deterulin¿r urra r¿\rna colnplctamente basta cono<rer el tallo y el grosor de esta. -Us

decit. bast¿r, rleterminar su tallo y la mayor plofuudidad de uno de sus puntos.
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Ejemplo 6,25. Sea ¿ € Il*. Conside¡e ur É MIr(,|() v u:' : aw dos cuaternioucs
tlr.les que S¡r (u.,), S x(u') I a. EDliorces. si a € O¡¡ se ticne que ,§(ta/) : S(u)f¿J,
pala f : o(a). Por otro lado, si lc > 1, se l,iene quc §(u) : S(ru')t¿l, para t :
-t(o). En cualquicr caso Ios t¿rll¡s rle las rantas 5(o) y §(ur') coinciden. Es urás,
si lal < 1 se l,ieue que ,9(r,.11r') : §(1,) n S(rul) : S(u,) y si lol > 1 se 1.ienc que
S (.u, ut) :,S(tr,) n S(tul) : 5(t,/).

Observación 6.26, Dcbido a quc par¿ corloccr S?.(51¿l) basta cucontrar S¡(g),
er1 esta tesis trabajare[ros solar¡ente «»1 la-s ¡aDr&s .9o(5) : S(.lf). Usaremos los
subíndiees §i¡ (f1) para indicar el cuerpo sobre el cual se define la rama. en cuestión,
el cual e¡ todo lo anteri<¡r es el cuelpo 1(. N{ás tarde conside¡aretrros taml¡ién
cxtonsio¡es finita.s de Il.



7. ANÁLIsrs DD RAr\rAS

Sea ll un cuerpo local no alquimediano tal que car(I1) f 2 y ccttsid.ere 0¡ :
\r € L r :t cs cntero sobre O11j, pata ¿ ula cxte[siórr ctrad¡ática dc 11, o biel
para ¿ : 1l x 11. Se ¡>uede proLar que si /, es una extensió[ cu¿drática dc Jl
eltonces (?¿ : {r e L: frlr- < 1}. Por otro lado. tambión se puede probar que
Oxrx : Ox x (26. lltt esta sección estudiarclnos la rama correspondiente al orden
(?¿. la qrrc por clefinición os:

S(OL) : {D eT(Ii) : D > o¡.).
La prirrrera preguuta que slrrge al respecto, cs si podenes considerar dicho anillo

dc crtelr¡s con¡o suLconjuuto del álgebla dc u¡atriccs pala quc así tor¡ga sc¡rtido la
corll,ención anl,crior. Para ello identificalcmos (r¿ con un srrbconjrrnto de MIr(1() vía
una representación de la /i-álgcLrra -L. La siguienie pregunta.le interés es si acaso.
ulla vez obtenida la ircrustación a.lrterior: el a.llillo (2¿ es un orden en (}l álgcbr-a de
r¡¿liriccs oD cuesliór¡. La ¡cspucsta es posilivi:r y daremos su (loD'lostlación en cslia
seccióD,

Desde alrora O : 0 r cleocftatá el anillo de enteros del ctterpo base ,Il. Partan.tos
estudianrlo la lcprescntación rrrenciorada m¿ís arriL¡a.

Prop<.rsición 7.1. Sca g : ,L + Nllr(I() función definida por:

e@): 
^1",

donde.4,fo es la nratliz asociada a la tranforr¡'BcióD lineal Q : L -+ L,T"(t): aa,
coll rcspccto a una b¿se profijada dc ¿ como ,l(-cspacio vcctorial. Entonces g r -L -+
M2(ll) es una hor¡'¡onorfrsnlo inyectivo de /(-álgebras.

Demostración. Observe que 'f" o T6(t) : abx : Tot(x) pala cualquiera a,b e L y
quc Q1¡6(r) : (a+lü)r :.tr+\btr:T 

"@) 
+ \lf¡(t) para todo ¿,b € Ly 

^ 
€ I{.

Lo antclior ntrs clicc g es un houonlolfisrno de ,l(-álgcbras. Para la inycclividad
observe que I(er(g) : {a e L : aa: 0-V¿ € Z}. en ¡urticrrlar'. si «)nsideramos
r:le L, tenemos que Ker(g) : {0}. tr

Deffnición 7.2. Sea 9 : .L + Mz(1() el ho¡¡r»lolfismo inyectivo dc 1(-álgebras
definido en la proposición anterior. A dicha función le llamaremos la rcpresentación
legular dc Z con respecto a una base darla.

En lo succsivc¡ asumilunos qrrc ,L ! Ml2(11) vía g. Ahora bicl, Ia cxtcnsiól
r:r¡adr'álica l/1( es separable debido a que car(K) * 2. Por consiguienl,e exisLe
urla ba6e {u1,.x2} de Z como /(-espacio vectorial tal que (r¿ C O«xt * Oxrz,
Pala ¡¡¡ás detalle vcr' [\41. §2]- Por otro lad<.:, si conside¡¿nros L corro subesprrcio
dc M, (K) podcmos tomal la basc all,crio¡ v complctall¿¡ a un¿ basc de MIr(I{),
digamos {r1, o2.43, cq}. de rnaDera que Oa C O¡1ty *(9¡¡:r2|0¡¡as¡Oyta.De
aquí que (2¿ es un reticul&do en MI2(,I(). Sumando lo anterior al hecho de clue (2¿

posee cstructura do orú11o. tener¡ros quc (r¿ cs un oLde de Mr(I(). Po| encle tienc
scnl,ido Pregnnl arse (:[al es la rama a-sociad¿ a este o¡den.

Alrora veamos uD caso especial de anillo de entc¡os. Si L = K x 1{ cntt¡nces
O t : O x O. donde (? es cl anillo de enteros de 1(. Esto se debe a que irr¡",¿,¡ (z) =
(;c-a)(r-ü), por.. lo que si dicho polinomio tieue coeficientes er O. se tiene que ¿, ¿, €
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O. De hec.ho, si esto no sucede y lol > 1, entont:o lül < 1, pues laól I l. dc donde
sc deduce qrre a + ¡)l : L¿l > 1, lo que es cc¡ntradictorio. Es más, si conside¡amos la

I(-base canóñca {(1.0), (0, 1)} tle tr. tenemos que rlr," : ( Í 3 ). 
orr. a **.

/r? 0 \ -O, = |, ó ó I 
ni"U qonjunto es un orden pues tiene estructrra dc anillo y es

clara[renl,e uu reticuladr¡, Los dos últimos párrafos pruebau la siguicnte proposicióu.

Proposición 7.3. Si ct¡¡sideramos -f. como subconjunto de MIr(K) vía la repre-
sentación Iegulal dc ,L, tcncmos que Ol, es urr ordcrr en M2(1f).

Identifiquemos alrora Ii2 con Z, de urodo que en particular veamos los ¡eticulados
A e If2 cono subconjuntos de -L. Entonces:

si y solanleDtc si:

e(o r) e D¡,

ItI"Lelt,VaeOt,
y csto pasa si y solalncrrtc si:

al¡.e|¡.Va€Or..

Es dccir A cs un iclcal fiar¡:iolal dc tr. Lo aDtcr-ior dcterrniua una r:orrcspondcrx:ia:

{D : 9(9 ¡) e O} ++ {lfl : 1 icleal traccional}/ -
donrlc l -,/ si y solauro»te si f : Í,/, cr¡n /! e I(*. Esto í¡ltimo debido a qrre

dos retjculados corresponden a los misuros órdetes maximales si y solarncnle si son
ponderados uno del otro, por lo expuesto en [a obse¡r,'ación 6-8. Usemos esto cn
distirrtos casos pala obtcror la dcscripción do Ia ra¡na dcscada cu cada uno.

7.1. L/K es una extensión cuadrática no ramificada: En este caso:

1\: ¡1i,Ot, t¡ e Z,

donde n¿ es un parámetro utilbrr¡izante de -L. Observe que aqur, para cualquier
parámetro uniformizante de K se tiene que rKOL = ¡¡ )t, asíl.

l\-¡r'*O¡,,neZ.
Luego S: S(C?¿) consiste en un único vértice.

7.2. L/K es una exterrsión cuadrática ramificada¡ En csl,e caso lenemos
que:

L:r'i9rneZ,
donde n¿ es eI parúr[etlo unilbir izairte de /,, Observe quc en esl,e caso se cur]rple
q]uc u,n2": zr¡¡. do[de ,¡/L es algún patámctro unilbrmizantr: de I( y u tmidad erl
Z, asír

1\: rt«9 t , sin.e 22.

o bien:

1¡: n rrtx? u s1 ne 22l l.
Lucgo .9 : §(O¿) consistc solo tlos vórticcs veciuos,



7,3. L = -¡l x If : En este ca.so los ideales fiaccionales de tr son:

donde l, 12 son ideales lraccionales de 1(, así:

l¡: ¡¡'O x ¡i3O.

Luego todo O,1 e S (O t) es de la form¿:

- / d ¡¡O\o,-(,,cr o ).;rz.
es dccil S(O¿) es cl conjunlo dc vérticcs dc un camino al qrre llamalemos un camino
maximal o camino infi¡rito en dos direcciones. Más generalmente podemos hacer las
si8uientes defi niciones:

Deffnición 7,4, Sea S e 7(fl) un camiuo, cs decir una rama cuyos vórticcs tiono[
prolundidad lula en §.

Si ,5 está constituido por frnitos vé¡tices. decinos que § es un ca¡¡ no flnito.
P<.¡r cl c<.¡ntlalio. si S está constituido por infirúl,os vórtices, cquivalcntcluentc si

para (ualqrrier vé¡tice O €,9 y para iodo t e N existen lrD vórl,ice O¿ € S tal qlle
d(O. O¿) : t, entonces decimos que S es un oamino infinito.

Si existc un vé¡tice O € S tal quc para todo ¿ € N existcu un írlrico vértice
O¿ € 5 talcs qrrc rJ(O, D¿) : I, entonc.es decimos quc S cs un ra-vo. A1 vórticc ! lc
llar.r¡¿mos vé¡tice de partida del rayo S.

Si para cualquier vé¡tice O € S y ¡rara l,odo f e I§ existen ex&ctamente dos
vérticts O¿,O ¿ € ,9 talcs que d(O,O¿) - d,(D,D-): f, entonces clccirnos quo ,9
es uu carniuo maúmal.

Observación 7.5, Observe que en los casos expuestos en las subsecciones 7.1 y
7.2 oLrtcremos que las ra¡nas analizartas so¡r c¿rninos filitos c<¡¡rstituid<¡s por'ur¡o y
dos vé¡tices respectivamenlie.

Por último apliquenos Io cleducido en estc capítulo a un caso partict¡lar, con el fin
de describir 1a r¿ma asociada al orden Oful, dondc tr es un elemento idempolerte
cualquiera, el oral podemos asumir, lomando una base apropiarla. que es rr; =/r o\¡l
\0 0./

En efer:l;o, sea MI2(I() el álgebla de mat¡ices sc¡b¡e la cual construimos el árbol

dF Brulrat-Tits y sea u: f I : ) €Mr(I(). t)bselvc que ttlul = K > X ct,r¡ru" \U U,/
Il-álgebra, luego:

O KtK : O (D O LLt'

es decir (2¿ : O[u], donde L : Ii [ul = I{ x K. Lo ant$ior. visto a la luz de lo
mostla.dc¡ en §7.3, nos pernrite declucil d siguiente teorenra.

Teorema 7.6. La raura S(u) : {O e'T(l() : u € O} asocia.da al elernenl,o idc¡n-

potente u,: f I : ) e Mz(¡<) es el r:amino maximal s(ur) : {Or},.r, don<le:. \U U,/
( o ¡r;O \o,:('"_,(, d ),irz
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8. ÁRxoles DD BRUTTAT-TrrS, Dor,q.s v tr¿.qNsFoIttvIACIoNEs DE NIoEBIUS

Sea 1{ un cuerpo local Iro a,rqui»rediauo aon OK : (2 su anillo de euteros y
t¡ € K t¡ par án!( tt'(r urrifrrrmizalrtc.

En esla sección ¿naliza¡el¡os la couespoldencia que eúslc eutre el á¡bol de

Bruhat-Tits cuyos vértices son bolas en If, al que dcnotaremos por 6(71) y cl árbol
de Bruhat-Tits cuyo vérl,ices son los ó¡denes maximales 6¡ "{ = MIr(/(), al que
rlc¡otarornos pot T(K). En cfccfo, mostraronlos quc cstos glafrrs son isr»norfos, cs

cleci¡ existe una «rrrespoldccia lriurívoca entre los vérticcs de dichos árboles quc

respeta 1a distancia eDtre estos. Ademris. mostraremos que existe una forma nalulal
tlc'corjugar ramas en el ár'bol de Bluhat-Tits B(11). ltsto írltirno lo ha¡emt¡s vía
transfon¡ar:iones de Moebirs.

Usa¡enos la notación B[o, r'l] para denohar la bola cerada de centro o € -¿( y

la<tio lzr'1. En cierl,as li$uas se usará l¿ nota<:irin ,Bf;l para tleuotar a Bla.lr'l].

Lema 8.1. Exisle urra corrcspondeucia biunívoca e[tre bolas en I( y órdenes ma-

xima.les en 
",4 = MIr(1l). dada por:

!: B: B[a, lzr'J] *r O,r",
/_ , \

clc,ude A¡ : ((í).(t )l
Demostración. PLimcro vcamos quc E está bicn definidrr. Obscrvc quc csc:ribimos l¿¡

misnra bt¡la de dos fbrmas iguales B[o, r' ): Blb, r'l], entonr:es o á = O(modz')
Luego a - t¡ : t¡¡' , corl f € (r. Por lo tanto:

De esto se sigue que Le" e La". Evidentenrente:

obtenie¡¡dc¡ así Ia contelciótr coDtraria. Por lo tanto A¡l.,l".ll : Ast¿,I",¡1.

Demostremos que esta fimción es sobrev« tiva.. Setu O¡ el orden maximal cc»

rrespoDdierrte aj reticulado 
^: 

((Í),(r) Sabemos que ]ól <ld o bieD d ! lü,
Sin pérclida de generalidad asumim<¡s que ldl < lü1. Observe que si ó:0 entonces

rJ : 0, dc dondc ,\ cs un roticulado dc rango 1 quc c<.rttcspondo a un r-¡rtlen rnaxi-
mal, esto nos lleva a u¡ra coutlaciccióu. Luego podenos asumir que ó f 0. Iintonces,
corno rel,iculados ponderados con'esponden al mismo ()rdeD. podenos reemplaza.r'

el reticulado A por |A y asurnir ü : 1, de ft¡n¡a que Or\ se couesponda con el

Ictiq ado:

^:11.,\.r')\.\\t/'\¿//'
dorrde ¿l a O. Rcstando d por la pliurcra colur¡rna a la scgunda obtencu$s que:

^:1/').f'I)\.\\u \ 0 //'
donde u es rmidad. Luego D¡ -' D¡u, pala B : Bla,lr').
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Por ulti¡r¡o demosl,remos clue la fuución t es inyectiv¿. Sean E : Blo, lr"]] y
e' : elt,lr'l] dos bolas tales que O¡,, : O¡.u,. Entonces. pot lo mencionado cn
la Observación 6.8, tericmos que existe ,\ e /l* tal quel

^.=((1) (í))=^(0 (1,,)) ,As

Obsclve quo si l.\l > 1Íenen:os que .\-l^B : A¡,, donde ) r < 1. Lucgo podomos

suponer. sín pórdida de geueralidad, que ), € O. Como (i) € ,\46, tencrnos que

existen r, t/ e (, tales que (i) : »(l) +,tv(i"). Por lo tanto 1: l, y o : b+\,,t¡¡",
cs dcoi¡ ) e O" y a = ó(urodrr"), Lucgo tcncmos que a € B/ y pol lo taoto
B' : Bia,lr"ll. Po¡ esto írll,imo podemos supouer, sín pórriida de generalidad' qtre

o = b. observe que, oomo (1, ) e ¡,t¡,, tenemos que (1 ) : ,\r'(l) + .\y'(f;), para
cietlos rt,'gt e (?. De esta últirua igualdad se sigue que r' : \y¡¡". Pt.:r otro )ado,

como tenenos q"" I(T) : x" (i) +U"(o), pa¡a ciertos ,",y" c O, se sigue que

n" : 0 y \¡rs : yrt rt, Lrr8o ay" : l y en particula.r. !, y" € O. De esl,o se sigue
quc lrr' : ]nr l. Conduimos <¡te B : Bt . tr

Definición 8.2. Dos bolas B y B' dc radios d y d' rcs¡rectivarncrtc se diccn vcci¡¡as
sl Bt 9 ts y dt : r\d. o viceversa. Esla definición satisfáce Ias propiedadcs de una
relación de recindatl en un gralb. Sea {a¿}f=, un conjunto de lepresentantes de K.
Una bola fija B[a, lr'!] tienc una bola vecina B[a,lr'-\l] de r'«lio mayor yp: lKl
sub-bolas vccina"s, a saber lj¡: Blo,* t:t¡.¡¡'. a'+1 ], Ias crrales satisfa.ccn:

i.- B[o. lr'l] :Ul=,80.
ii.- BinBj: a,parui.l j.

Derotamos por V(B[a., r' ]) al conjunto do bola-s vecirurs de ll[a, r'l]. Debnlo a [i]
y lii]. et graio de bolas es un árbol, al cual llamamos árbol de Bruhat-f its asociado
a Ias bolas de 1{ y lo denotamos por B(K).

Lema 8.3. Conside¡e z : Bla,l¡" ) y at : B[a.lr')] dos bolas en 7(. Entonces
B, B' so[ vccirras si y solamcrrtc si los órdelrcs O,1, y O,1r, sou vcciuos.

De,ntostración. Plirncro suporrgarnos que B y B'sou vccinc,s, cntoncos sin póllida
de generalidad podcmos considerat Bt e B y diarn(lJ') : diam(lJ)iri. Entonr:es
obtenenos que:

r"l : diam(B') : diar¡(B) nl : lr'+1 ,

luego r: s -r 1- Ademiís, como ,B7 ! B. se tiene que ó e A[a. lr"]]. Lo que nos llera
a que B: B[ü, r"l], ya que si, € B[ó, lr'l] entonces lt-bl<1r",]uego lf -ol I
mur{ t ¿rl.lü "l} 

( l"'l y la coutonció cortraria sc deniucstra auálogaucute.
Luego. por la biyección dada en el lema anterior. se tiene que las bolas corresponden
a reticulados de la fbrma:

B¡¡r 
//i'\ ''\\

":\[,j'IoJi'
B,é 

^iJ,.1f 
i).1,: )\.\\r/ \ rr //

Observese que A¿ I As,. Además tenemos que:

L B I LB, = o I (') ttt o I (¡).

Así los facLores invariantes de A¿, y As so[ respectivarneute d¡ : 1 y d2 - ¡ pu. ¡o

tanto la dist¡ncia. entre los órdenes O,rD y O^¡,, es, por definición d(O^B,O^/r,) :
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It,(r.11) - u(dr) = 1.. Es decir los órdenes O,ru y O,ro, son ve<riuos. Lucgo, si y(B)
es el conjunto de ¡,ecinos de la bola B y V(D¡") es el conju¡to de vecinos del
orden O¡, : )l(B), lenemos que »(y(B)) c y(O^B). obscrve que, si {o¿}¿ es

un cor¡junto de reprcscntanlrcs de K, tcnemos que el <x¡niunto de vccinos de B :
Bfo, lr'll) es l/(B): \efa+ aon',1v''+t1l)",ex u {B[o, lr'-1]l]. Luego V(ll)l :
lKl + I - lV(O,r")l.Por lo tanto »(y(B)): V(O,r,) y, comc, E es una función
biyectiva, se tiene que B, B/ son bolae vecinas si y scrlame:rte OAs y O^8, soD
írrdenes vecinos. tr

Lo den.rostrado en los dos lemas ar:teriores mueshra los grafos 6(1() y 7(I() son
isomorlbs. Esto da una segunda demost¡ación al hecho de que 7(I() es un ¿{¡bol-

Ahc¡ra bicn. querc¡nos enco¡rtrar urra [raDcra de rcpresentar la coujugación pt-rr

mairices en csle rrevo árbol. Pa¡a eslo utilizaremos las translormaciones de \loe-
bius. En efecto. dada una matríz A: ( ' 'g 

| € Glr(K), cúsl,e ura transfor-
\u ¿lr,/

mación de Nloebius asociada a A, 1a r:ual definimos por:

r¡(z) : :Lz+y
ua+a

ltrda transformacióu de Moebius es de esta forma. Denotemos al conjunto de Llans-
fo¡maciones de Moebius sob¡e K por M(K).

Observación 8.4. Para todo A,B e Cl2(1() sc crrmplc que:

fAB:TAofB'

es decir la correspoldencia a[te orr¡elrle explicitad¿, es uu epimorfismo de grupos.

Ahora bien con¡o r,l : id solamente pa¡a las mairices de la founa , : ( ; : ),
para ru e -I(*, se liene que PClr(If) : Gl2(K)lK- es isomorfo al grupo de trans-
fornraciones de N'foel..¡ius M(K)- Es por esto que desde ahora trabajaremos con la
matrices defrniclas en PGlr(Ií) y no en Gl2(1().

De6nición 8.5. ([AA-C]) Las trar»formaciones de Moebius actúan sobre las bolas
e¡ K vía:

r.B - D,

para dos bolas B y D, si y solamenle si:

¡Q@)):P(o),
donde P(B) : {Bc.BL,.-- ,Br} y Br,---,.B, son las bolas de radio menor a B
tales que B¿ ñ B; : A, si 'i I j y Al=rBi : B. Obselve que 1as bolas B, son la§ sub-
bola.s vecina-s de B ¡, que toda partit:iírn dc Pr(I() en ¡r a 1 boia.s y <xrmplementos
de estas es de este tipo. Al conjurto P(B) se le llama partición definida por B.

Lema 8.6. S"u,a= (1 í ). Pclr(K). Co.sidere r4z): #!+.la t¡a¡rsfor-
\" u, ,/

r¡ar:ión de Mc¡ebius asociada a A. Entonces:

ADsA-t:D¡.

r¡.8 : D.
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Dem.ostración. Es un hecho r:onocido, que el grupo Glr(f() está generarlo por las
matrices:

P¿-r,-a más dolalle ve¡ [O]. Observe que si de¡rostramos r¡re la 1'lr'oposiciírn del Tor»
Iema 8.6 es cierta para Jos generadores de Gl2(,If), e¡ltonces tcnemos Jo peditb.
!-erificaremos esto, divitlicndo la dcmostración en casos.

/ \ 0\i.- §r¡ponsamos qun A : (; ; ) 
,k¡nd. ) :1,r". patn ciet't s Z.

Entorrccs r,¡(z) : ,\2. Co¡sidore la bola B : Bla,l¡,'l] v las 2 : lKl strl.
bolas vecinas B¡ : Bla * a¡¡r' ,l¡r¡+r ] de B. Teltemos qtte:

rA(Bi) : ts[^(a + drTrr).I)tr'+tl].

Por otro larl¡¡. [ornando un representan[c oj de uD elcmento en K tal que o1 =
f a;(urod r). tenemos que Bl.\(o*a¡ar). l.\r"+1 ] : B[.\a+¿¡¡'+', r'+"+l ].
Luego r¡(P(B)) : P(D), doude D : BIÁa, ?r'+'ll. Por lo taDto debe-
mos probar qlue ADBA-1 : Op. Pc¡r la Obse¡vació¡r 6.8. lenemos que

ADBA-| : O, si y solamcrtc si cxistc , € K* tal quc á46 : ¿¡r. 1.)ut

ol ro lado tenemos qrre:

/ r .\¿\ /n'-'\ \AAn:(l ' ).f - ))=An.
\\1.i \ u,//

Luego, si l,onlamos f : l, ct¡ucluinros lo pedido,

ii.- Si,4: ( I I ) entc,nces r¡(z) : :+4. Comidere la bola B : Bla, r')y\u r,i
las p : lKl sul¡bolas vccirras Bi - BIt¡, )- o¡¡'. ,l¡'+ 1l] dc B. Luogo Ia acción
de la translirrmación de Nlool¡irrs r¡ sobre li¿ Liene por imagen a:

r a(B¡) : Slct ¡ tt ¡ o¡zr', lr' +1 
1].

Luego tenemos que r¡(P(B)) = 2(D), donde D = Bla*q, r¡ll. Por 1o tanl,o,
dcbemos probar qtte ADBA-t = O¡. Po¡ la Observación 6.8. tenemos que
AD ¡¡A 1 : OD si y solamcnl.c si cxisto ¿ € 1(. tal quc ,4.L6 : ¿r1r, 1,,"a,,

debcrnos probar quc ,4^D : lA¡, para cierto ¿ € 1(*. Er efecl,o, tencrlos
que:

A^,, l0. r\ /"\\:n^\\ r / \0i /
Luego, si lomamos l. = 1, conr:Lrimos Lr pedido.

/o l\iii.- Firlalrn¡.nle si "4: I . l. r.nron(.r's ra(:): r Dividilcr¡r,s cslc ¿nálisis\ r u,/
en do5 parl('s.

a.- Sea B : liftr, lr'l] una br¡la el I( 1¿rl que 0 € B. Entonces podemos su-
porer, sin pérdida de generalidad, que B : B[0, r']. Para la boLa B¡ -
B[0, zr'+11], tenenros que:

r^lB") {!' n 
'1.,' 

- ln"*',1 B[0. l,r-'ll'.[¡ )

Obsene que si la imagen de uu elernento en P(B) es el complernento de una
bola D, entonces r@@)): P(D). Concluimos que D: B[0. ]a-'ll. Por lo
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1¿rrfo rlcberlos Prrrbar qrrr"1-l\¡ : ¿'1t' parrL (irrrlo I e h-^' ED cfe|to:
, , / rr \t\"-¿f l.l )) : \,\\(r/ \. //

Luego. si totlattros /,: r¡'. urrl<:llrirnos )o ¡rediclo

tr.- Sca B : Lll.a, ¡'l u¡a bol.r en 1{ tal clLe 0 f B- Errtonces ¿r > r' '

E¡trlilrirrrr¡s rr : dr'. dorl(lc ¿ e (1- ¡ ! < ?, (rlltollccs partr torlo clorrrcnltr

:: ot L¡' a R se licrle q¡lci

1 ir"
r.\ (1) : 

.l+l_,,. 
: 

u+r,-,t
dortl() l a (l. (lorrro ;f .1 = I 

r(rrrod ñ' 5). tclrclrnrs qucl

'',('):l-l loT ' :' : 1+ l"¡'' :"'
o,

par-¿ cierto l¡1 É 0. Lur:go icrrelnos qlrc r,¡(tl, c Bla-\.itt' '" ] t tiliza['lo
el r,ism,, argu,rr"r'r[o arrteli.rr. para la bola Bla l tt' '"i] ck:clucimos rluc

r,i(B1,, ', -' '",) a l)lr, r' ,. Pol otro l¿do. cotrrcr;j : Td' tr:rLetrros c¡rre

tSltt ¡. tt, '"lr : .i(¡1, r,l¡' '' ]) q ar(r,r t ,lrLliril ,,s rlltc ra(B) :
Ri.o '.,' '"11. f."gr ,.rlf¡tr¡¡:lflnl .l,,n,.l" D: L,t r. -'-:" l Por

lo lii[to clclx'mos clclln]str¿r r¡ue '4'\6: lA/) l)ar¿¡ cicrlio I E 1l* Err electo:

l\,v 'l\ ¡'r t
= 

\\.,/ \. //

H¿rcicrulo el ca¡Ilrio dti r,¿rr i¿rLIe cltrc tt¡nsistt: err rcslalle ¡1 r'ector' (il) rt

r.ec:tr¡ ¡¡ 1¡'' "(,])..u" u I-' ¡ 
' (?. obtcllemos (lrre:

4\u (,)(', ))
Por L,r t¿rtilo. si tonlalllos l: n- ,rtrt",]",,tn-t qur: -'{_{¡ - ¡1\a,

!

Ol¡servación 8,7. I)t'l¿r rLtr¡ostracióu rlc] 'lil»rr¡¿ S.(i sc siguo cluc si r(cc) - oc

onlorles ¡.lJ: 1) si v sol¿uleu1cr si ¡(B) - 1)

Los let¡as 8.i3, 8.6 ¡' Ia obsolva(:iórr ii.1. clelerr¡inan tur isontoLfistto I cle ilrl¡oles

cor a((iióD de glupo:

(6(/i), "M (/i)) = (7(1i) PCl,(1i))

dc»rclc la corr-r'esponcle(iia cn¡re r'értitres est¿i .la{la por l(Bfa lr']) : !,l l'nto

.\ : ((!) il'f). :'f., t,ntcslr¡rrr'lclnri¡ extre grupos est1l (leteuritl¿d¿ pl)r'r-1 r+

l,1l a i'Gl.r(1(). L siur.l.) csl¿1 cor-r(r-<ponde.i¡ p,rrletros delilir'1111 (''¡r('eplo de gr¿t11

utiliclatL pala la mi:.jol cr»l¡rrelrsión cJd tr-aLajo que se realiz'lr'á en l¡rs se(rciorrcs

siguienics

Defi.nición 8.8. Sc¿ O e 'I(ri) v ll ' t3ltt ;r'Jl la Lola la1 quc X(Ii) : O

l)cfjrirrros i¿r ¿rltrtr¿ clcl vór1icc O €'I(11) corno lt(D'¡: r'

ot¡serr.ación 8.9, Dc ¿rlir¡r¡ crr ¡rkl¡rutc lls¡r_cltlos I¿ rrrism¡ rrotació¡ pal:r i'rllrlros

¿illx-,les,:le Bluhal-'l'its v los sitltl¡i,lizarr:r¡l,s ¡lor''I(1i)



8.1. Aplicaciónr Extremos en el árbol de Bruhat-Tits y caminos maxi-
¡rrales, Para una rnejor comprensión de cie¡tos conceptos empleados en esta lesis,
en especial de los cami¡os nraximales, estudiaremos nrás detalladamente la estruc-
tura dci árbol 7(K). Especrílicameutc analizalcnos los cxlrcmos dc 7(-Il) v vclemos
que dichos objetos esl,ií.n etr correspolrdeDcia con ]P1(l(). Luego aplicaremos esto a
los caruinos maximales.

Como antes, K es un ctterpo local no arquimedi¿no con r € rl un p¿ir¿rnetro
unifolmizante. En todo Ir¡ clue siRue haremos rrso del isomorfismo entre e1 á¡bol
de bolas y de órdenes n¡¿¡-timales e i«lentifica¡emr.» los vé¡tices en 7(7í) con los
elementos del conjunto {Blo, lr'l] | a € K,r € Z}.

Sca. -B0 un vórtice eD I(1() y considerc un rayo 7 que parte cn B0 y cuyo$
vé¡tices están sucesivamentc a rDenor altura. Es decir, B¡ tieDe por úrrico vecino a

.Bt y este vértice está a menc¡r altuIa que Bo. Br tiene por único vecino, distinto de
B¡, a 82 y este vétticc est¿i. a menor' áltura que 81 y así sucesivarrrente. fintr¡nces
los radios de la-s l¡r¡las e¡r I¿ sucesión {"B1}=o satiisfacc¡1 rliarr(B¡) : lzldiam(B¡ 1).

Por <.rtro lado, por Ia condición de vecindad entrc las bolas, se sigue que B¿ )
B¿+r. Luego tenemos un& sucesiórr decrccienle estricta de conjuntos compactos eD

un espacio complctol cuyos 1¿rdios couvergen a 0. Por cllc¡ sc ticrc cluc nf!¡B¿ : {a},
paraciertoa€ 1(. Como o € Bó, para l,odo i e N tenemos que ts¡: Bla,l"i+tl,
para cierto t € Z. L:uego, todo rayo descendente 'I en T(I{) es de la f'orma 7 :
{B¡ : Bla,lrri+r]}20, pr.u cierto ¿ € Z y a e K. A diclro punto a € K le
llama¡cmos extrcmos infcrio¡ de T(K).

Sea nuelrarnente Bp uu vértice eu 7(1i) y considerernos ahora uu ra-l'o'l'que parte
cn 89 y cuyos vértices B¿ están sucesivamente a mayor altura. Entonces los radios de

tas bolas {a¿}pu formau una sucesión que satisfaccrr cliam(B¿) : lr -1diam(B¿ 1).
Por otro la¡lo. por la condición de ve<rindad eul,¡e las bolas, tenernos que B¡ C Bt+t,
Luego UpoB¿ : 1(. Al único extremo de esta rama le llama¡emos extremos superior
cle T(K) y lo derrotaremos por co € lP1(I{). T,o meocion¿do anterio¡mente motiva
la siguicnte defiuicií»r:

Definición 8,10, Un extremo en 7(1() es un extremo infcrior o el extremo superiot
cle 7(f{), como se defrnió en los parrafos anteriores.

Di<:h<¡s extr<¡r¡ros se visualiza¡ en la Figura 2 de Ia pagina 28. Usand<¡ esta de-
finición podemos enunciar el siguiente lema, cuya demostración se e¡¡cuent¡a la
cliscusióu precedente.

Lerrla 8.11, El coniunto dc extrcmos dc 7(J() cstá cn biyección cou los puntos eu

P1(1f).

Co¡sidere¡rt¡s ¿hola un camino nraximal S en 7(I(). Sabemos que, por clelinición
dc car¡-tino maxirnal, ,9 es un camino que posco infinitqs véltitcs cn d¿rs dircccionos.
Por esto dcfinimt¡s dos puntos de IFr (11) quc llauramos los exttemos de S en 7(7().
Analicemos más en detalle esto.

Supongamos quc S ticnc uD vérticc a mayot allula quc cualquicr otro orr el rnisrno
camino. Dicho vérti<:e es únir:o pues si existieran dos vértices a ¿ltula uraxima.l.
cligamos O. O' entonces, por la concxidad de S, es[os vértices se conectan mediante
un camino fnitr.¡ contenido en S, constituido por vértices a altura meror o igual a

la de D y D'. Lucgo, considerando cl camino qlre uno a O y O' mcdiantc vérticcs a
mayor altura que estos, que existe en 7(1() según la F'igura 2, obtenenos un ciclo
enT(K),lo que nos lleva a una contradicción, pues ,7-(fl) 

es un árbol. Denotemos
2(i



al Írnico vértice ¿ altrua maximal de S por B¡. Entonces podemos considerar lo§

vecinos Br v B'1 do B, Iuego los vecinos 82 y B', ¿e ,B¡ y Bl respeci,ivalllente y
así sucesivamente. f)e est¿ f<¡r'ma olf,enemos (los rayos dr*ceude¡tes cuyo vértice
dc partida cs B. Los cxtremos dc csi,os rayos soD rk¡s clcmentos ñritos. di8amos
o, ir e /(. Esta siluaciór se ilustra en Ia Figura 9 de la pagina 00.

Por ol,ro larlo si .9 no tienc un vérticc a ma¡'or altura, entor¡ccs S corLespoude a
u¡r canrint¡ maxirr)al cu)'o exfi erDos son oc y ci(jrto a e K. L este tripo dc carnirro
maximal Ie llamamos liana o /{Jiana", si se qrriere enf¿tizal el r:uerpo. Dic:hos ca-
minos m¿ximales serán de gran inte¡és en Ia Sección §14. Lo ditfio en los parrafos
anteriores demuestra el sigtrieDte lenra.

Lema 8,12. Los extlemos cle un camino maximal ,9 en 7(1() son dos puntos
o,ó e Fl(/() tales que a I ü.

¡'inalmente, dad<¡s dos puntos a,b € 1{. podemos co»struir el carnino que los
une. Pala esto, corxtruimos dos /(-lia:ras cuyos extremos inferie¡es son o y b rcs-
pectivaulcute- Dichas lianas se encucutlarl por la corroxidad dc T(K), dc hccho Icr

hacen erl la bola B de meuo¡ radio l,al que o., ü € B. Observe que si a : :o- para
construir el camino quc 1o une con ó € Il, basta iomal Ia /(-liana cuyo extremo
irrfelit¡r'es á e Il. Esto demuest¡a lo sjguiente:

Lema 8,13. 'fodo camino maximal S en 7(.K) está unívocamente determinado
pol sus extremos o, á € P1(K), los cua.les satisfacer gne a I b. Es clecir exisle la
(:ol.resDo1rdcncia §iguicntc:

{carnirros maximales err 7(ll)} +r {{a,b} | a,b €Pt(K), cL+ b}.

En §l 1 daremos una correspondcucia entre caminos maximales y elementos idenl-
poteutes del álgebra MI2(K). La siguiente aplicación será util para elio.

8.2. Aplicación: Cálculo de ramas de idempotentes, Para ilustrar' la ptr
tcrria dcl árbol dc bolas y la^s tlansli¡n¡acir»ur tle l\{oct¡ius cor¡o hetrarnicnta cl¡ cl

¿nálisis tlc ramas dc órdcncsr cstudi¿tomos l¿ lama 5 : S(ul), Onro r, : / ' 
O \-\o u/

I)c esta rr¿nera ¡ecupelalcruos el cálculo realiza¡lo en §7.3 y dar-emos una de¡ros-
tración alternativa al Tcorcma 7.6.

Pariiallos coD un poquel-ro análisis. O1¡sórvesc quc ¡rara todo rcticulac.lo A y tocla
rnal,riz inve¡l.ible A € Gtr(1() [eneruos quc áO¡A-l : O¡1. Lrrego, si,40¡,4-1 :
O^, se tiene que O¡ : !-¡. Esto último es cquivale[tc a que:

(5) ,44: &^.

Dara ciell,o A € 1('. Por ollo lado, cn alguna base apropiada 
^: 

{g) , t,y e {2}
y O,t : M:(O), luego BA ( A implica que B e Ml2((2). Así A: BA implica que

ts € Mlr(O).. Poniendo ts = l¡ t A eu Ia identidad (5) obtenemos que BA : A.
por lo l,anto B € Mr(O)-. Sc siguc que A e K-D\. Dc csto se obtienc ol siguicl¡tc
lema.

Lema 8.14. AD^A t:D^ si y solamentc si A € I(.Oi.
Definición 8.15. Una matliz á € M2(-I(). es unidad de MIr(O) si ,4 y á-t son
matrjcos crrLerás soLre (?, cs decir, si su poliuornio uririmal zrl¡(n-):

m ¡(r\ : s2 ''1- oa ¡ 6'
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cumple (xltl b e C).. a € 0. 1,o anteriol se rlcbc a que A-t : A+oI 
.

Corolario 8.16. Si A es unidad cntonces áD¡.4-1 : O^ si y solamente si ,4 e O¡.

Demostrució¡t- P)irnerosi ,4!¡á-1 =!¡,e¡tonces,4A = l¡4, r:u do¡cle si¡l pérdicla
rle gcnoldiriad 

^ 
= {g) ' 

r,y € O} y li; e 1(-. Tomando cl volumen ¡l I'cti<r ado

obtenenros que li2(?* : det(A)O. = t¿O- : 0-. Luego AA : A, es decir ,¡t € Oi.
En particular A € !,1. R.ecíprocamentc si,4 es unic{ad y ,4 € O^ entonccs A e Oi,
esto pues ,4-1 : ü-1( A- aI) €D¡, de dorde tencn¡os que,4O¡,4-l : !¡. tr

Ahora restrinjamonos al análisis cle 1a rana S: .9(r,), donde tu : ( á 3 ) 
a

MI2(1(). Observc que por lo mencionado en la ol¡servacióu 6.25, se tiene qrre §["(2)l :
^9(2ur - 1). Por lo tanto § es u¡a rama que posee el mismo tallo que ,9(2u 1) y
cuya protundidad es p(,9) : p(5(2ur- l)) t'(Z). Tarubién observe que el polinomio

minirnal clc,  ,2¡r: I=(: 0 \
\(, ! )n''

m 
'a(x) 

: ¿2 - 1'

Luego 2w 1 es una u¡itlacl. P<¡r lo dicho arteriormentc A € OA si )'sola.Irlente si

AD¡A | : O¡. Observc qrre si r-4 dcnota la lrransfo¡¡nar:irit dc Nloebius oorrcspon-
diente a,4. entonces rA(z) : z. Recuerdese que,4O¡,,,4 1 : O,r, si y solar¡ente
si ra.B : B. Cc¡mo ra(oo) : oc, lo ante¡io¡ es cquivalente a que r,{(B) : B.
Lucgo la raura que dcfile S(2ur 1) crr cl árbr.rl de Bluhat-Tits de K es la dcfinid¿r
por las bolas B[o, ln'] l,ak:s que A[4, lzr']] : Bl-a, r'l). Observe que ll[o, r"l] =
nl a,lnrl) si y solamente si l2al < lr' , es decil ol I lr'-'{z)¡. Luego S(2{, - 1)

es una rama de profundidad p: o(2) respecto del tallo {B[0, lz''l] : r € Z]. esto se

puedc visualizar on la Figrrra 2:

FIGt'rt^ 2. El la imagen I( : Qz l' A!! - A¡r,1n'11. Los r'érticcs
rrnidos pcir líneas r:ontinuas son Ios <1tte pctleuecen a S (2u - l). La
profundidad de dicha ram¿l es r,'¡r(2), que en estc caso es 1.

Pol orcle S os Lr¡r ranlo de profuntlidad urtlal lrrás aúu coincide corr ?(2trr 1).

Usando la colrespo»dencio cntre órderres y bolas obi,eucmos quc S es la rarna cuyos
eleneutos son los órdenes del tipo:

^ I O r'0 \ --,\ n-'o o )'''-'
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\L,r.' 1,i r,. ," r ,', 1-,1, '', lr pr'u lLl"l .1, ''rrl''¡: '.rri rl;'rlu' ( 
" :l ) '"""t''\ r' '|r /

cl sigrricllc lcrla.

Letra 8.17. ('¡rcla clcrlento iclompotentc u f ,4 tlcfine un¡\ ralra S(ti) 
' 

7(1f)
Ltue es rur ranrino r¡taxinral dentlo tlcl árLo1 I(l{). Jls docir" S(u') es rr¡¿r Iat¡¿r dt:

plofirrrdirlntl nrll.r \'r!»1 inlinitos r'órticcs or rkrs dilurcir¡rcs'

Ahora loure¡ros rllr cLl¡tcr-nilin ¡ruro 17 €.4 lal quc ql : Ii2. cLondc 3 € O¡r'

Entorrurs el ctt¡lulrritir¡ r.= I culllple co¡t.¿,2 : 1.I-uego trrtrl':r t' ,l l -1 se

. I ,,. 
) ,,,. 1., r:r.,ru l¡ ¡,r ,tr,rr,t,,tr,t ,t,.t¡ r. r,¡tiplre (U', r,tL L'liLtrr.' l,rs..r : [ .,\" t /

S: -s(r) cs¡(,9) : ¡,(2). I'cr¡ r:ouro §(..r:)['t'll ,9(r7).seiienc,qrrel;(.5(ii)]:,'(2r).
Estio lrl-uel)il el siguietrte lc rla

/\
Tcorem¡r 8.18. S,,.r .{: (?) rilgt'lrra dr: cuatcr.iores tal que Á: l,{r(Ii).

Cc¡rsirlclc urr cu¿li(]r[ión plto i € .4 que clnDple (r(,1 ;2 : (r' Eutc¡ltres si rr : iJz

pirr;r ;1 i 01¡. Tcllcnros qtlc la plrfttnclirlilrl /) (lc l¿i r¿rna "5:5¡i(l) rs l' ' t,(,':t)
l el t¿¡llo de "9 es trn t ¿rrttitto lr¡xillral.



0. P IiESI tN'l.,\cIóN I)l!L pttoBLt,lr,f^ pIilNCIp^t,

Sea 1( un cuerpo local nt.r arquimediano y sea ,4 = Nn2(K) el álgebra de matrices,
que idcntiiic¿¡tcuros con c[ álgcbra dr: cuater-r¡ir»res dcscornpuesta. En totlo lo quc
sigue supondremos que car(K) 12.

El problema cent¡al de esta lesis es describir la rama asociada a un par de
cuaterriones puros no nilpotentcs, es decir, describir S($) e 'T{K). pata Ít :
O¡¡fi, jl, rtonde i,.i son cuatcriones 1»uos talos c¡rc i2,j2 10. Ol¡sclvc qrrc; por lc)

mencion¿rdo en el ejemplo 6,16, ,9(tt) : §(t) a S(j). Lucgo el problema a.nte or se

l,raduce en describi¡ las ranras S(1i) y,9U), para luego determinal su intcrseccióu.
P¿rtamos por encorrtra¡ condicio¡es sobre i,j necesarias y suficientes para quc

fi : O¡¡li,i) sea un orden cn Nfr(I(). Observc que si ri,i sou (iuaterDiones pür'(,s

no nilpotentes entonces a : i2 : - N (i) e Ii- y A : j2 : - N (j) e 1(*. Se define
cl proclucto sitretrizado ,\ cntre dos cuatelnioncs pu¡os pol ,\ : !:1,t!. 6¡l""r.o
qu,. \ - L-Jlr:+f:r-L-¿ - .\. t¡,rrLlt (..1 ts la c,r ju*.,ciún ,.* M12(Ki tlctir.iJa crr

3.4. Por'lo tant,ri,\ e 1(. Ahora bie[, si -fr es rm o]'dcn en Nl2(.1f) e¡ionces 5 es

un (2K-módulo finitamente genera.do. En particular, tt¡dos los elementr¡s de 5 son
cuteros sobre 0¡¡. Por otlo lado, colro i,j € l] tercDros qne i2,j2,ij + ji e ñ.
Lwgo i2. j'¿,i.j * jri son elcmcnt¡s cntcros sobro (2¡¡. Concluimos quo rr, p,2,\ €
(2¡1. Recíprocamer)te si a,É,2I € OK entonces el anil1o gencrado ñ: OKIi,j)
satisláce que l¡ : r,x + iOK + jOK * i,jo¡, pnes este último O¡(-módulo es

cr:rrado bajo ploductos. Por lo tanto 5 es un O.¿(-r!ródulo firritamcrrto gcllcrado.
I'oI lo ure¡rcionado en el Lelna 5.:l l,enemos quc Jl es ru] (2¡¡-rei,ior1ado. Debido a
que 5 es un subanillo de M2(I() con 1 € fl tcnemos que fl es un ordcn en M2(1i).
lfsto den'ruestra el siguientc lema..

Lema 9.1. Sean á.j € M2(1() cuaternionos puros tales que i2 : q, j2 : 0 a

'ij + ji : 2.\. Entonces el O¡¡-módulo ñ : OxIi, jl cs un orden en M2(1() si y
st¡Iarncutc sr o. [3,2), € O ¡.

Obsenc que si tomamos dos cuaterrúones puros l,i € Mr(,¿() tales que i2 :
o, j2 = [) e ij +.ji:2\ coln a,B € O¡ y ), E If cualcsquicra, cutonccs siernprr.
§e l,iere que los ¿rnillos f:r : O¡rlr] y 5z : Oxljl son órde¡es en M:(l(). Luego
estan definidas las ramas S¡¡(z) y S¡¡(j). Observe que si2\ S 07¡ se tiene que

SK(i,i): o. Esto pues, si i,i e D entonces ij+ji :2^ eD. Por Io taDto 2^ € /(
cs entero soble O¡-, y enionces 2), e O ¡¡.

Defirrirnos los siguientes conceptos con el fin de simplilicar el probleula aúerior-
rnente planteado.

Definición 9.2. I)adas dos ramas S,S/se defi¡e Ia distan<ia eúre estas corno

d(S,,9/) : nín{d(D1,or) : O1 e 
"9, 

02 e S/}.

Re<:ordeuros qrre, segíln Io mencion&do en §6.1. toda rama de r¡n order¡ S e 7(l()
es el engrosado de un camino, el cual puede ser finito. un rayo o nD).irnal, salvo si

§ : S(a + l) donde 4 € M2(,1() es un cuatcrnión nilpotente y por endc puro, mien-
tras qrro r¿ € (r¡( cs ur¡ cs(alar. Como D¡restra^s ramas S(¡) y S(j) cstán asociadas a

cuater'[iones pulos cuyo cuadrado no es Drrlo, i, j no pueden set nilpoteDtes y pol'
ende los tallos cle dichas ramas esLan definidos.
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DefirricióD 9.3 Searr -9.S' dos larll¡s alllc l)oseell t¡¡llos ?.7' resp'{:til'¿rlllclltc

t)ctet.minar Ja posicióu ¡ c.l¿rti\'a i.k¡ las r¡,mas s, 5' signilica erl«rnLl¿rr- l¡ dist¡nrria ¿r

l¿r qLrc se errcLrerllir'¡n los tallos ?, ?' de l¡s ranlas rcspecti\'¡§ )' detcrl¡lin¡¡ crl¿rlt:_t soll

los vóf:icos c¡ cailA t^llo orr Lrs qtri: sr: alcanza dir'1¡a clistanr:i¡r' a'llalldo L¿r (list¿rn(jia

cs ]rlrla. detcrllti ¿r I¿r ltosic:itin L-clatiiVa sc Lr¿rd11oe cl1 elrcoDtrtü r:l lalgo rkr l¿r riltll¿r

rlc iute¡seicitin cle lt¡s L¡llc¡s 1'1-ll del,er¡linar corlo dich¡l inl¡r'scccióll su illclLl.l e

clcrrtlo cle 7 r. f/. Iisl,o sc [r1rcsil¿r r:rr las ltigut as 3 .r' 1.

F tcLtIr.A 3. lrosición r c'l¿¡iira tlr: lt¡s canrinos cl1]e l1nen ]os puntos

1 cor i ¡r 0 c()lr ac. l)idrs calllillos soll (leslaca(los ((,l ios col(»('s

rojo v azr . rcsl)cclii\'¡rrcrlt(r. J,¿1 r'lislanciir c11 cLlcsli()l] cs l:l r¡tlc sc

ticnc errtil cr La bola /31 r'll. llst,a se Erafic¿ co[ lilc¿1 plLntc¡(]¿r'

j"

a'"'\

I"ltiLRA 4. Posiciórr r'rl¿rtil'¿l tle bs cauillos tlrte unel 1os plntos

l con t r'0 tt¡n :c. T)ir:llrs r¿illlillos soll deslarillios (roD los c')lorcs

rojo l azul- rc-(pe(tilarllerfe l,¡ lítrea dc trrlol ptill-'ula lepr'rccnt¡

el segtlelto dc illlel sc('('ión cnJire di(has r^rn¡s'

Luego si tletcrmiu¿rlrros la posi(iiórl r'elatila e¡trr: l¿rs lntlt¿ts S(l) S(j) ¡' i:tlcu-

lo,n,.r" l,,s !¡ osorcs lesl)eftilos, lralrrcrrros (lcte¡'mirra(lo S: S(-¡) I'ar'¡ cste últilrrrr

clir:to. cn [,\il-Sa] r' lSn cxistcl liirnl]llas qlnl rn)s (liccil cual os el glost» tk'5(i),
eD tér.IniDos clel cualer-j(»i put'o i. Dichas lór'[rulos se dcmostr-aráu, ¡rrr:r]i¿rDtr: lr¡

nn:|odo rlistirto al rle Ia lelérer-rtrizr. crr ¡11.
ll

\

i

5 Ero

.,



Seau o, B € OK \ {0} valores lijos. U[a preg[ntz\ inportaDte cs determi]ra! para
qué valores de 

^ 
€ 0Á. existcn pa.res de cuaterniones puros i,j € M2(1{) linealmente

inclependientes (1.i.) tales que r-2 = o. j2 = [) e ij + ¡i. - 2.\. I]sl,o se debe a quc sólo
c:r c¿so de quo existan dirüos crrafr:rnir»res ticlle scutido p]cguniiarso por la lama
correspondierl,e S($) - 51¡, ¡¡. Nos restringimos al traso en quc i, j son li¡ea[nerte
indepenclientes, ya r¡re si i : gj, para U e .I(', entonces por 1o mencionado en la
<¡bservación ti.25 sc tieue que si ? € (r/i entouces S(f, : S(¿) y eir caso de qut:
y 1 e OK se liiene qlre S(.b) : S(l) Lo a.nterior da tura «rhrció¡r fácil al proLrle¡rzr
central de csta tesis cuando los cuate¡niones i,j son lineahnente dependientes, por
lo que excluiremos clicho caso. Lo mencionarlo anlcriolmcnte motiva a deterDlinar,
para a. B € 1{*, el conjunto:

( -L¡; )
4,".r,,: I \ É K : 3i.j € MI2(/() ruat. pu.us Li. : i2 - a. ¡' - t.'J !-Jt : ),\ .t2)

Par¿ estudia¡ dicho conjunLo 41.,p¡ deliritros la siguiente /(-álgebra .tt¡ vía
gelleradores y lelaciones:

(6) A¡:: (i,, j:i,2:q, j2:0,ij+ ji:2x),
y estudiaremos cuando eúste u¡ homomorfismo de lf-álgebras:

(7) "4r -+ Mlz(.r(),

con diru¡(IIrr("A¡)) ) 3. Para exlúbir l¿ cquivalencia ertle el estudio clel coljunto
Á1o,p) f lc,s homomorfismos a,[terioreÉ!. tcnemos la sigrrieutc pl.oposiciriD.

Proposición 9.4. Sean a.p e A¡¡ \ {0} ralores fijos y supongamos que /4) es

urra /{-úlgebra sirnple. Eltonces oxistcu paros de cuaterlioles putos i,7 Linahnente
independicntes talcs i2 : rt, j2 : B e i.,¡ + ji : 2.l si y solamentc si "4¡ = MI2(II).

Demostrución. En cl Tet¡rcma 10.5 se muestra quc di¡r¡¡-{¡ : 4. En lt¡ quc si-
gue de demostración harcmos uso de cste hccho. Eo efec:to. si existeu cu¿ltcrnio-
ncs puros ,,j € Mr(.t() tales que i2 : o, j' : §,ij + ji: 2.\, entonces exis-
tc u¡ lrt¡r¡<¡¡¡r.¡r'fisrno rie /(-álgebras $ : A,¡ : Mr(Il) no rrulo. Lucgo. si "zl¡
es trn álgcbra siurplc, sc liiene .¡re Kor(/) : {0}. Es dccir (r os inycctivo. Como
dir¡r<("4¡) : dim¡<(M:(1()) :4, se tiene / es isomor'fismo. Por otro lado, si / es

isomr¡rfismo. erltonces la6 irnágenes de 'i,.l bajo I son clos cuaterniones clue satisface[
li¡s ¡el¿cioucs pcürlas. La úuica t-rbjcción posiblc cs quc dicLos cua.terniones pucdcu
Do ser plrros. Pero si (ó(i) : o0 + l) cou o0 € ,¿( y 4 (:ualelúón pllro, ento¡ces (:omo

c\ -- ó(i'?) : (oo + q)' : a7, ! 2aoq ! q2, se tiene quc 2asq : ¡. Si q : g, 
"n¡oo"".

E(i) - rb(aa) y por la i¡yectividad de @ lleganros a que i : o0 es un ele¡)rento ce¡tlal
y por entlc ), : i.j + ji : 2ij. Dividicndo por aq la igualdad antelior obl,cnemos quc
j : * y por lo ta¡rto nuestra álgebra "4^ = SÁr(If) es conmutatila, lo que clara-
mente os co¡tr¿(lictorio. Así, @(i) es uu cua.tcrnió¡ priro. Lo mimo ocllrrc con d(j).
Observe que {(ri), {(i) sou elemeutos liuealtrente indepeudiettes. lJsto se debe a que
si "4^ es un álgebra de cuaterniones, eutonces dim¡¡(A¡) :4. Por ende {1,¿,j.¿j}
cs l¡asc tlc "4¡. Lucgo sus irrrágcucs bajo / doben sc¡ lilcahneuto ildcpenclicttes.
Eu parl,icrrlar, lo sor las imágenes de {ri,j}. tr

Por el razt¡namicnto ante or, una Dranefa de detern¡iDar el conjunto 
^(a,s) 

es

orlcontr&r r:ondicioucs bajo La.s (ualcs.4r sea u[ álgcbra dc cuatelnioncs y en dicho
caso cncontr-al condicioues sobre a,B,,\ necesa as y suficie¡tes p¿ra que.4) =
M2(71), Observe que cuando el álgebra ltl no es simple el problema puede scr'
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m¿is ('o¡rplia^do. ¡'ii qlrc.i 11o cs lle( cs¡l i¿ltl1cll1i(l l1I1 isonlol'fisDr(r'' At¡l;os t'¡sos se

eslrr.liar¿irl r]r1 .!10 ¡ §l:t.

Definición 9.5. Dcuot¿unr-,s a la Ji .,I¡,el'r'r ,1r J'lLrrjrlr "" ,' ' L" ' (*)^

Ejcrnplo 9.6, Es uu het:Lt¡ clcsurc,tr'¡rlo en [[{)], tj63] quc 1a Úrrica rilgel»a r1e rlisión

sobrc cl rrrer¡ro lot irL li rrrt'r<ltllo iso[.l'r l'1' "t (+) 'l,'t''t"- s rur ])¡r'álrclr-o uni-

li¡mrizantc r A r¡r tt¡id¿rd rro r¿ulifica<la. Pc¡r'otl-o lado. ollsetvc clue (=at)-" =

.t.. -\. t / {, - l-r).,,r'/ '-, Lrt,r' (-,,t) ' 
'

;ilgelrra rL: ( llal cr.lliorres clc <lir isirirl. ltn lo 1¿111() rro ej{islr.rrr:u [412(-1i) (Ir.1Lillrlur cs

i.j l)lüos tales clur: l2:;r../:: r+A l- l';r:r: 7i'



10. SrMpLrcrDAD DE LAs ÁLGEBRAS r'4r

En esta secr:ión esludia¡emos la sinplicidad de las rilgebras K-álgebras ,4¡ defi-
nitl¿r: c'r ql) pur gcntsrador, c y lclaciurcs cur¡Iu:

l^:(Y) :(,.;, i2 n. j¿ l.ij+.ii , 2^).
\ l\ ,/ .r

Er¡ lodo lo que respecta ¿ ésta sccción -lí es un cuerpo local uo arquirnediano tal
que car(K) I 2. Esto pucs es éste el contexto en el cual el estudio de las álgebras
.4) nos es lelevar¡te. Por otro, Jado haciemlo las defiuicioDes análogt», uuo puede
co¡rt:lrrir todo lo quc sc dirá cn esta sccr:ión p¿r'a cucrl)os ¿rbil.r'arios dc cara.cterística
distinta de 2.

Partaulos por estudiar bajo que condiciones las álgebras "4) son álgebras dc
cuaterniones, es dccir son K-álgebras centrales simples de climensión 4. Pala ello,
aualizarcuros bajo rlue corrdicioncs "4¡ ticne uua basc o¡l,ogonal ¡especto al produoto
inlerno B(c,y): gsa.ss- definido en §il. Considere i' : i € A¡y j'- ilsj e Ax
tal que:

B(i,i'):
v

Nli)=B(.i.i)lo.
Si reemplazamos j' en la primera ecuación obtenemos que s - f . Observe que si
,\ = 0 entonces ,,4) es un álgebra de cuaterniones) con base ortogonal {á.i} y no
hay quc hacel ostc análisis. Ahora bicu, nos Iálta corrobor'¿rr quo.j/ cumpla cou In

segunda condición. Observe que N(j') : j'2 : 
" (, - tg) Denotamos a -Iy'(j/)

por B/. )lntonccs tenemos quo §' I 0 st y solarnento sr ttp I \2. Ct¡mo cl c¿mbir¡
de rariable alterior es liueal, es fácil r,er que i/ y j' generau .{¡. lJs decir, se l,ieue
que:

(8) A^: (i,', j' :i,'):a, j'2: P',f j'+ jtl:0),

dondc /j' I 0 para op f ,\?. Observc que la Il-álgcbra dcscrita cn el rrúcmbr<.r

dcrecho do (8) tiene krs mismos gencrarlores v cumple con las misrnas relacir»tes
que un álgebra de cuaterniones. Luego, por lo mencionado en el Lema 3.5, se tiene
que -4.r es un álgebra de cuate¡niont:s si afl I \2 y ,\ I 0. Por otto lado, si ,\: 0
sc obtieno inmcdiatamcntc quc "/tl es rrn álgclrra dc (,ua1,cu1iones y como rr, B f 0,
se tiene que ,\! I ná.

R.ecíprocamente, supongamos que existe un isomotfisno tf: "A¡ -+ Q, donde Q
cs un álgcbra dc cuatolrrioncs y ,\ I 0. Denrostreuros quc sc cunple quc ,\2 f ap.
En efecto. observc que $('i) e Q es urr cual,emión Lal c¡re ry'(i)z : a € I(*. Pol
Io dicho en el Lema 3.2, se tiene quc /(ri) es un cualemión puro o /(i) e Il-. Si

ó(¡) : uo € Á'* entonces ó(i) = (b@o).luego d : oo € 1{* es un elenrento central,
por lo quo.l c, «)lmutarr. Luego j € ,4) es ]rn elemurlo ccrrtral y por cDdc A^ = Q
es conmutativa. Esto es falso, por 1o tanto /(i) es un cu¿ternión puro. Ahora bien,
por eI Lema 3.7, se ticne que existe un cuatcrnión pulo q invertible y ortogonal a
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r)(t). Luego si ¡: Cr-1(q) : aa+d1i+azj + oiij, entolces ui + ir:0:t 12 e I{*.
Dc Ia primera ccuación ¡esulta:

o : 2u"oi * 2«,tt l2o.¿-\ + 2ag,\.ii.

Por ellrr a¡ - o¡) y o"1ct: -o,2)\ r.londe ,\ f 0. Pc¡r lo tantr¡ a: -o3^+a)i-
ff.i + ttzii. Us¿r¡rrlo aho¡a lzr segunda ccuaci<in obtencmos quc:

,i)2 2,t.t^(o i f.i ,,,;;) u2¡,, 'Id. .t ,,i,,a t 2,,,,, 2u,i.

Conro ¡2 € K* obtenemos que a3:0 o o¡tl - +j + asij : 0. Obse¡¡.e que,
por hipólresis, -4¡ isomorla a rur álgel.rra de (il@tcrnioncs, luego dimÁ-(/,\) :4. Es
seDcillo demost¡¿¡¡. a partir de ia defillción de ,4,¡, que el corjuulo {1., i, j, lj} genera

,4¡. Por ende ei r:onjunto {l,i,j,ij} es base de "4¡. 
Luego si dli - e ftj + qi.j - 0

tenelnos que a7 : a3 - 0. Po¡ Io tanto ¡u : 0, lo que r¡os lleva a una contladicción.
Lucgo r:r3 :0. Así llegamos a que sc tlebe curnplil quc "?$' - o'r" f 0, cs r:lec!r'

\2 I aB. Esto nos permite deducir el siguiente teorema.

Teorema 10.1. La /f-álgebra:

/ ,". tt\A^:l+ ) (¡,;, i2 ,,.j2 .t.ij.r.j; :2^).
\ l\ ./ .r

definida para a, B e K- y ,\ € Il, es isomorfa a un álgebra de cu¿¡ferniores, es de(:ir
es una /(-álgebra central simple de dimensión 4. si y solamerte si 12 I aÉ. De

. /..:\ - /o.;rr".r ¡:r\hecho. si ,\' + od. so liere qu" (?/ r 
- 

\ 
------/

Corolario 10.2. Si 
^2 

f oB entonces dim¡¡"A¡ :4.
En lo que resta de la sección trabajaremos sob¡e las álgebras "4¡, definitla para

QB:^2.

Lerna 1o.3. Considere la lf-álgeb* (ft| ) 
^, 

para a : c2 a ¡, p : d2 b con c, d. e K ",

¿\ -' / s,!\c¡lr.on,'('( §j !:4se r;erreoue (ic 7, \ r(./,,

D ert o sh ación. Ct¡nsidcre

/a,0\(. 
" ),: 

(i'¡:i2 -o i2 : B ;¡ -i¡ - 2'\)

v
/ o,l'\
(;), : (i j : ;2 - o i2 : b ii-ji:2P\'

Definimos er honromorfismo , , (#)^ - (#), vía Eg): ci,g(i): dj. obsewe

que f cstá bierr dcfinldo pucs ó(i)2 = ". ó(i): A y ó@4,U) + óO)óO) :2cdp =
2.\. Aden¿ís / tiene inr.ersa g definida por p(ü : I, g@ : *. Ú

Corolario 10.4. La ciase cle isomorfia de ta /(-álgebra ( f )^ a"l""a" solo de las

imágenes de n y B en K* f K*2, en ta.nto ) se defina apt opiadamente. En pa.rticular,
podenos supoucr que a. á € SR (vcr §4). Dc forma a.¡áloga, l¿¡ cxistcrtcia dc clra-

terniorcs purosi,j e Ml2(I{) que satisfagan i2: o,i2: Ay ijt jri :2.\, dcpeude

solo dc las imágenes de a y B et K" f K"2 . en tanto ,\ se defina epropiaclamente.
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Obsellc r¡re si los l)¿rrínetl.rs ¿i..ii.\ ilel Leltr¡ 10;l salisfi¡err tlile rrll : '\:'
ento[ccs clir.iclicndo c¡Ll¡ tórmino en 1¿ ect]¡(ióIr anl]eliur pol crdr oirl,cttcmos c¡tc

ol): pr. Iis rletit. la tr¡rcliciti[ -<()l)1, ó. i v ). |:rr:ir '|rr' (+)^ *'sei1 tl]r 1ll3ebla

dc crralo¡rri¡»tos. sc Dtiilllicrla ¿rl rcrLttcil llridttlo t lt¡dladarlos
'lolrlcnos o..j g SR. Eltlouces si ¿r,,' -,\l se pueck: su1''c'lel que 

'1 
: ''l J (lllc

trr: L Pc¡r_ lo l¿'rnLo luestlas -li-álgi:l»as cn esic tasL¡ sc reescLil¡ctt t'¡¡lLr:

A.: l¡'.j :i2 : ct.l : a.i.') + ji:')Lt'i .

o l¡ir:l:
.1..

EI lO qtLc sigtxr us: .ct os lal sigtti.rrtc rrotaciórr para trabajar (ol rrurlstl ¿s /riilcbl¿rs

i¡riepelcliclrl,emelllc rlel si3rro cler ):

,1+. :(r..¡ : i'2 :r't,.lj! :^.tt .tt :):'2't :{ i"" :l l:t1,,
lJn lo rlrte sigrte clenosl Lir.Lenlos que (li[i¡r'lÁr) :'l iucluso eti ei cas'r ell tltte

,\2 : o ll. i}r ptiticipi,:r. rlado qrLt: { I . i. l. /i} gr-'rreta ,4¡. l,erlcrlros LlLlc rlirra¡ ('4¡) I 1

Er cli'r'tr¡. si o I 1. ((»rsi(hr'(' l¿ rcl)rcscrrtá( ión t r y'+,. + Irlllr(/i(y-i) dctnrida
/ rr ' 1vi - )..r; I '- 'r \

1,,,.,r, (,, ) r,r ,/, (',, 
"r),r¡ 

( , /-)
clelrenrlienclo clel sigrrt., clc ] O1,."..'" que ¡ cslá Lir:rr dell¡ri11¡ pues;(i)::i¡) l

/':,, tr \-r,, ( ; -, ) ,, ,; 'r'r Lr'¡ 'r'':

I lr \ / '; U r ¡ U I ¡ Lr tr,- \\1 
\[;r)\: ''/|"u]lu 

tr I

cs una 1i tilgel-u a rle diniensií¡r'1. Pr¡r e¡de tcrrenos qrle .41../I{cr'(;) = f ('4+")'
(to¡ro sal¡er¡r¡s q¡e clinr(.r11") ( 1. corrcluinros qrre I(cr(¡) : {0J. I'or lo ianto la

roplcscnlacrii»r aDfcr-iol .s firl v dilil¡(.41,,) : '1.

I'or otr,:, laclc¡ si o: 1. poclorros cousicler'¡r l:'r rcpre sent:rciót r :

¡: -4r. ¡ Mlr(/( r Il)'
, rl l' (U'tlr \ Lr ,, f 'l 'l'l )t, rirr,.l, ¡,,,r ,'t) ( ,.,, , r. J r,r. -'r, i ,,,.u I

/ r1l. lr {(l.U) \
( -l,l 

,,'' *l i',, ) ' 
rlcl " 'dierrcLr 

tlcl sigtto tle ]' ol's.'r'.. r¡tc q está bietr

,r,.r,,,,,,., ,r,". r(¡)r()) ¡e(.i);(i, : ( *'',1 '' *r,'i,, ) 
t ;til:e'(i): - 1(1'

illltollces lil i¡ragr:I1 q'(.'1-'. ) tt"""pt'i"I" a 1a l( tilgeúr'a:

((
*,r¡-t, 

)) ,

la ru¿il tir:ne clirlensiótr .1 sobre -Ii. Por cntie tcne¡l':¡s que ;11,'¡I{cl (¡) = ;(-'{+" )

('ot¡to s¡lx:n¡os rltre clirrr(;d1.) < 1. conclrril¡.rs r¡lre Ker(7) : {0}' Pt'r lo lanto l¿

rrlncsctltarritilt airtclit'r os fili \'(lir]1IL(,4+"): 1' obsc'rr-t' l¡or'10'l' ]¡rDclnos /t-"
,i,, es u| rilgebta cle cLLateruiones. I'orLo L¡ cliilhr¡ ell csta si:r'ció¡l nos pertlrite ct»rcluir'

lo siguienle:

('u" 
1,1',, )'(*"¡-' =¡1',.,,)'(3 ';'' )'(3



Teorema 10.5. Considere la Il-álgcbra:
/b\

A^ -(T\ -',..j , i' -- n . .j' = J . ij r ii - 2^).\ l\ ,/ _r

dorrdc 1l es un cuorpo local rro at.qtünxxllaro tal que cnr(I() f 2, ctntonccs:
i.- Si aB : )2 enl,o¡rces "4t es ula /i-rilgebra de rli¡reusión 4 sobre 1i, que uo es
isontc¡¡fa a un álgebr.a dc cuaterniones. Si n ( 1{*2 cnionces -4¡ se puedc incrustar

"" Mr(/((r/E)). Err caso couttario, es deci¡. si a € I(*2. entonccs,4) se prrede
incrlrsl,¿r' cr N4l, (Il x 1l).

ii.- Si op f ,\2 entouces "z{¡ es una /(-álgebra <rcutral sim¡>le rle dimeusió¡r 4. es decir
un álgebra, dc cuaterniones.

- 
Sabemc¡s qrrc la"s /l-tí,lgcbras -4¡ definidas en §g no son simplcs cutrndo rrB :

.\2. A pesar de que eD dicho caso. el cstudio de ,4) carec€ de, irnporttrncia para
eféctos cle esta tesis. en Io que resta de esta sección estudiaremos qne tan lejog
cstalr estas álgcbtas dc ser simplos. Para csto ha.¡.cmc¡s us(¡ de la rcpreseutaciórr
regular mostrada eI1 la ])efrnición 7.2. Usar.cmrx tambiéu oLras her¡amie¡tas de I¿r

teoría de lepresentaciones las cuales apa¡ecen en [N,I2] y en [S]. En todo Io que sigue
lrare¡r¡os uso del Lerna 10.3. que rros per.n)ite! eD este caso. lcstúugir-los a arralizar.
las álget»as -4¡ : -41¿, para rt: p, ) : :tor. Asumire,rnos también quc car(lí) I 2.

Definición 1O.6. Sea D una /í-álgelrra de división y 1r I A ) M,(D) una 1(-
replesentaciól¡ de 

"4. 
Decimos que / es una r.epreselrLación irlcducible, si los únicr_¡s

7l-subcspacios vc(to¡ialcs ll C ,'¿ tales quc @(,4)W c t4, son l? : {0} y l,i¡ : Da.

Supongamos que o f I1"2. entonces existe una li-repre,sentación g conmutatira
de grado 2 de ,41o, definida por I : A¡. -+ K (y/d), donde /(./) : \/",,b0): +\,6
y p(l) : 1. Observc quc / está bicn definido pucs ó(ij + j¡,): *2o. : /(+2(]) v
ó(ü'? : 4,0)2 : o. Adcmás se cumple quc l(.4a,) : I{(,,/q.Sea I4r c /í(1rG)
un K-subespacio tal qnc g(A¡.)W C I,[. Si existe ú € lf tal quc u f 0 enl,onces
pala todo r e K (yG) tcuemos ql1e rw-r e S(A¡,) y por elde r € tr4l. Por lo tanto
l,\' : K(vI). Corchúmos que 4) es rna /(-represeut¿¡cií»r irrcducible dc grado 2 rlel
álgebra ",{1..

Por otr<¡ lado si a g 11.2. entonces podenros reduci¡nos al caso o : 1, po¡
1o nrcrrcit¡natlo crr 10.3. Ol¡sc¡vc que, c¡r estc caso, oxiste u»a /f-replcse¡rtación
conmútati\,a. 95 de grado 2 r1e A¡., definida por lp : A¡. + l( x ,I(, donde d(i) :
(1, -1), d0) : +(1. 1) y rl(I) : (1.1). Observe además que ¿ cstá bien definida
pues Q(ij + jí): +2(1,1) : 4,(+2c) y ó(i)2 : ó(j), :1. Clararnente se rieue que
q(A+.) : K >< I{. Lrcgo el ó(A+^)-módrrlo 1l x 1l sc dosconrpolle (omo s¡rma dc dos
@(-4*.)-módulos, a saber ,4,/r :1í x {0} con la multiplicación de ó(,4+,,) ddinicla
pur (a. á)(c.0) - (ac.0) y 

^/2 
= t 0) ,, ll con nrrlt.ip¡icacitirr 1a. ó110. j; : q0, üd1. Es

un hechc¡ dc la teorÍa dc rcpr.osent¿rcioncs (vor [[D]. §18.1]) que los módulos .&I1 y
,412 detcrminau dos re.plesenl aciones distiltas $r, $2 de A-o falcs r¡te ó : p1 *o qi,
y dr(.A+"):1r x {0}, dz("4+.) : {0} x ¿r.

Probetnos que las representaciónes anterir¡res deterrr¡iuan t<¡das reprcseut¿cióues
irloduciblcs dc.4a,. Para esfo haLcr¡os r¡so dc un submódulo dc 1,a..

Deffnición 10.7. Sea "4 una /l-álgebrn. Se define el radical R("4) de / como:

ñ(.4) : [^l Annafi,.
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Observe que toda represertacil)n i¡¡eclucible rle .4 se factoriza ¿1, urra reDresen-
tación i¡reduciblc dc AIR(A\. pues la imagen del ladi<:al. baio Ia reprcscntación.
actúa tlivialme¡te en el nróclulo corrcspondiente.

Sc dice que nna /l-álgcbr:a "z[ rlo dir¡ensión frnita os somi-simplo si -4. cs suma
di¡ecta. de ideales izquierdos irreducibles. Un hecho importante cs que toda álgebra
semisimple ,{ cumple con ,4 = @f-, M,, (D, ). dunde I)i es ün álgel,ra cle división
sob¡e 11. El hecho arte¡io¡ es el Teorema de Wedde¡burn. Otro hecho conocido es

quc las l>r'oyecciout:s it¡ . A, -+ MI,,, (D;) son toclas las lopresentacioncs irrcclrrcibles
dc.4. Con lo auterior en merrl,e. enunr:iemos un l,eoremtr qne nos ¡rermitirá trabajar
con las álgebras antes meDcionadas.

Proposición 10,8. (vcr' [M2. !4]) Para cualquicr K-álgcl-rra.4 so ticne quc //i?(.4)
es seni-sirnple,

Tenenros que si a f K.2 entances existe una representación irreclucible @- :

A+.111.(A+.) -t K(yA).Por lo t&nto, si r: f 11"2. cntonccs "4ao/R(,4ao) =Ii (.¿6) e14/. para cierto .4ao-rnódulo seni-sirnple lll.
ADák)Élamentc. si rr € ¡('2 onton(:cs tcnemos dos roprcsentacioncs rlistintas ó :

A+.|R(A*^) -+ 11. Por 1o tanto. si a e I{*2, elto»ces -41o/R(-,t}a) = 1{@
1( O I4l, para cierto .41.'-módulo semi-simplc 1;I/. En particular. en ambos casos,
tlnn6(n("41.)) € {0, 1,2}. Analiccr¡ros tlidu radical. Para csto, utiliz¿ucrnos cl
siguieui,e teorema.

Proposición 10.9. (ver [\i2. §a]) §ea "4 una /{-álgebra de dir¡¡ensió¡¡ finita- Si
1C -4 r:s un idcal izquicrdo Dilpotcrrt(r, es dccir si cxistc r¿ € N tal quc 1' : {0},
enl,oncres I c l?("4).

Analicenros el ideal izquierdo f : A-(i - j) generado por eJ idempotente í j,
cnando,\:o.Ohscrvequclestágcncradosobrel(porl()selemcntos?:-i,i(i.i):
a ii,i(í i): a-i,j eii(i-i): ai-aj. Por 1o Lanto din¡¡.I = 2. Ader¡ás, dados
dos elementos cua)quieraa: ¿o(i- j)*a1(a-ij) ey = a¡(i-j)-lat(o lj) se tiene
que,úy : aoaj(i -i)2 +e^el@-ii)(i- i) * o.oaa(i i)(a i.i)+apt(.,-ii)' :0,
pues (iada sumar'¡do es nrdo. Luego I'? : {0} v por ende I C e(,4.). Por otro lado
si .\: -a, conside¡er.ilos el ideal izquierdo f : A-^(i *i). Observe que l esiá
generado sobre .t( por los elementos i + j, i(i. + j) = a + ij, j(¿ + j) : -a - ij
c ii(i - i\ : -tti, oj. Por lo tarrto dirrr¡¡f - 2. Adcmás, dados dos clcmentos
cualquiera r : ao(¿ + j) * a1(cr * i,j) e y : o3(, + j) + at(a + ij) se l,ieDe que
ry - aoag(i + i)2 + alas(a + i i) (i' + i) 1'aoda(i 1' i)(cL + ii) + aLqr(a+ ii)2 = 0, pues
catl¿ sul¡ando es nulo. Luego /'? : {0} y por errde I C R("4 .). En cua.lquiera tlc
los dos casos, toner¡os quo dimrl?(- +.) = 2. Luego Ir¡ : {0}. Por lo tanto "41o
tiene urra única represeltación irreducible, si a ( 1l-2. Si a e -IL*2, ,44o tiene dos

Iep,-esentaciónes irreducibles distintas. Et1 palticular tenemos que el mayor cociente
semi-siDrple dc /ro coDcsponde a Io quc so lllucstra cu cl siguicnte rcsultado.

Proposición 10.10, Considere Ii cuerpo r)o ¿rqui¡¡rediano ttrl que car(11) I 2

y sea .4o : (3). : (1, ¡ : i2 : o, j' : a, ij + j'i : 2a) una /l-álgebra. donde

It(,21.) cs su r¿dical, Drrtonccs:

i.- Si a e l(*2 se tiene que "4"/lt(-4.) " ,¿, .lR.(,4-") = K x K.
ii-- Si o I 1(*2 se ticrrc q're A-l R(A-) '- A--l R(A-.) - 1{ «/A
Si reescribiuros el corolario antelior, tenie¡rdo en cuenta el iso¡uorlismo r¡rost¡ado

eD el Lema 10.3, obLencDros el siguiente resultado.
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Teorema 10,11, Considere 1( cunr¡ro no alrluimedialo tal c¡Lc rrar(l{) #'2. Cor-
sidere a.demás a,.3, 

^ 
e I{ tales que )e : 03. Sea

",- 
(+\ .;.j:i¿:,,.1,-- t.ij. ji -2^,.\ t( ,/ .r

una -lf-álgebra. donde B(A¡) es su radical. Entonces si a e K"2 se tiene que
A¡lR("4>,) z K x K. Por otro lado, si a (. K.2 se tioncr que a^lR(A) = K«A



11. C,A.:,tINos lvrAxIM.^LEs, ITLEMENToS rDoMporENTES ]¿ FoRrvrr\s
(:IUADR.Á'I'ICAS

Eu osta sccción analiza¡cr¡rr» la estrccha rclación cutle los olornentos idel¡rpotcn-
tes del álgebra MIr(I() y ciellas ram&s del á¡bol de Bruhat-I'its consl,ituido sobre
Mr(f(), donde 1( es un cuerpo local no arquimediano con parámetro uniformizante
7r : 7r(i valuación uK . K ---+ ZU {cn} y anillo de ente¡os 0 : Or. Además
estrrliaremos Ia rolar:jón cnlrrc, Ios r:aminos rlofinidos por tln pa¡- (le cuatctniorcs
puros cuyo cuadrado es 1. y su producto sir»etrizarlo.

Sca "rt: M:(11). 'fornemos un clemonto idcmpotentc no tlivial ul € "4. 
Es decir,

considerenros ue Ata"lqu€ u2: wy wl\,t.s"u ro: ( I | ). "rrtor""" "r,
algu*a base o - ¿¿0. Luegu. por t-, mencionadr-r 

"n 5s.zl"" LY" .|,/
(t' O ri9 \ ._-l

^9(¿'o) 
: { I

[\ ,,_,o o )t,tL].
que corresponde a un camino maximal en el árbol de Bruhat-Tits f(1í). A este
camino lo denotarenos por S0. Observe que tug y 1- uo son lo únicos idempotentes

q ue cl<.fi nen clicho ca mino. Er efeclo si S(pu ) : So. enton... ru a ( -9,O 
n3 

),
para todo i e Z. "foma,n¡lo la intersección enlre los órdenes ante¡iores obtenemos

/ tc tt \ 
I I y ). usando ta retarión de iderúpotcnciaqucpocf o o ).Lr"Eu uo \u o./

obtenemos ql:Le a2 = a y b2 = ó. Como p0 f 0, 1, concluimos que p0 : rr0 o

Po = 1 uro.

Esl,o dete¡nüna una función inyecl,iva:

{(u, 1- tu) :'ur € MIr(/í) itlenpotente} --+ {camirros maxirnales eu 7(K)}.

Ahora nos hacemos la pregunl,a recíproca. Si tc.¡mamos un camino maximal en 7(1()
cligarnos S, ¿Existe un idempoterte u € A tal que.9: S('u)'i Esto se responclo en e1

siguieDte lema. En todo lo que sigue h¿remos uso de la corles¡rondeur:ia menr:ionada
en §8.1 entre caminos maximales y pares de clementc¡s distiutos en lPl(f).

Lema 11.1. Sea ,S un camino maximal que tiene por extremos ¿, ü € lPl(1(), como
sc vió en cl Lc¡na 8.13. Entonces, si a f ü:

n.: ' f -: '.b\ü-a\ -i b )
es un clcrrreuto i.lcmpotcntc de "4 cumple quc S : ,9(ur). Si ¿ : co entonces

',= (; ? ):rr-.-..r*t( -l Í ),"'"raptopiecradanároga

Demostración. Sea § camin<¡ maximal con extremos a, b e Pl(K), entonces la trans-
for¡u¿cióu dc Nl<¡cbius:

':-l¡
(e)



(xrvinS'a 5(r. (la)nd(t ^t-r es el a¡nlillo [l¿rxilll¿r] allle lll1c ¡ ic (:lnl 0 Est(' siFlnlrl,(- illlr

(L.l)'¿.\:. Si o - :c e¡tonccs r(:) -: Ü cs ll¡a ttansfór'mación de \loellius qrte

tiene l)ol inlage¡ sc S a S¡. ,\nábgarnente si ü: cc ettc¡¡ces ¡(:) : z (¡ es ll¡il
I r¿,r rlsfir.Dl:r(,ir,)¡ qrro rrD¡tplc c{nr io r.aaLln.ri(lo. l,ol ol jso[ror_lisürc) olitrc gIali)s (r()rl

¿cción cle gr'up.). nlclrcioD¿Llo cl1 8 3 \' s.Fj. tellelrlLrs (lue:

s': {,,l r!r-,1 : O¿ e S¡},
,\

,1,,r,,t,',1 : f I " 'l ., l¡ ,,,.,1'iz cottesporr<lientc a 1¿ tr¡nslolnraclón c['floellilLs
\ 1 tt )

(e)

Aho¡a bien como 5o : S(¿r'), donde P:
/ r o\
\ ,, o ] 

§" ,cr, rLLLc:

s: -,1 is(!)-'l : s('l-17',-',1).

, ,, .,/'\
1.,,, ,,., .1 i,.r , - ( 

' ',: 
) .,, ,l'rr',rrr'-i1'rr'¡"'rc r"r"' Irr'r"'1"

petLiilo L)Lscr l'r: que si o: '! 
('lltorl(trs vi'r ¡''1 l¡¿urrarrrielrl'j irrrtr'r-i¡rr' rc(']ul)1¿rzarr(LL)

l,u /.,..,.r.,r,,u-,t r-r. (, .,' I t , ..;--;( I 'l I

Obserwació¡r 11,2. Si ctL cl lcru¡ ¡rrtclit¡ tr»rralrros r(z) : - 
ii¿rurl)iórr t('ncrlos

cluc r l1r,:r,¡.§ en So. i)ero cl1l(r]lccs cl c'lclllt:trlo idr:u¡potelite 
'luc 

(lelclllrilrt'r el t:¡rt¡lino

,l cs:
, t / t' ,,t' \

Lr¡ misrl]t¡ sucr,¡le si i:r¡rsicler arllt¡s cl elenrcrrlo i(lcl¡potui|e 1 rl¡. ctl vez tll: tti¡'

1rat.a rielillir el cra¡tino s0. l.i[alrnclrle. si lor¡arnr¡s ]¿r llatlslirltD¡t ir'rrr rlc lloel¡ilts

i(rl : 
= 

¡ el cletrcnio idcnrpotontc 1 rr¡¡ obtcnemos el nrismo iclcrlpotctrle

cluc crr r:1 tcurcttla itrrlcLior'

Obsclr,r' qtrt'si loBr¿rlllos ttrl r:lollettio idenPolelll' c:tral<¡ticr..a u : '4 el11()11'cs

,l 0\
Por 1o cJichr., al ini< io. cn ;rlgrtl:r ba* ,, : (; i J 

t't..'-'l.t ''¿rlitr'' rlrrc dcti:r'rli¡¡r

cs S¡. Así l¿ 1r'¡nslirr¡raci|ru tli ll.,' Lirr' 'Lrr' sLr lr nrl'1 trL I¡ 'Lr r "st r';ttriritr arrlc|iol

", 
rir) ::. l'ol ello cl rrJ a,'{ rielcmriuado en trl k'¡la artteli¡rL es tlJ: ¡rr i 1 tr

,,' : ¿,,. EsLo prueba c1ul'la lirncil¡l r¡te tr catla ¡ama le ¿rsocia lin pal de clcule[tos

i(lcn)pole¡tos (rtr. I - u') es iltletsa ,:ie la lir¡lciólr rlue a rlirllos cle¡rcl¡Lo'' lc asiglla slr

Latn:r. Lrrcgo cl lcrn¿l ilt11Cr.ior (ldicl.]úina tr a rrrr-Lr.spr: rtrltr'ia l¡irruír'orra antl(r palrls

de clcment¡¡s iclenpol.e[tcs (ur. 1 r.,) clcl álgcbr.a -4 r' cntttlttos rrtitxi¡rr¡rles de I(/i).
cL»n() llluostrir el si[jtienic diagranitl

{(r'. 1 u); u'€lidr(li) i¡:lcl»l)olor l e} < + {catriuos utaxinr;rles S c'f(¡r)}'

Lo arrtclior, ¿r l¿r ltu rLcl Lcnr¡ ll.l3. rhrtcllliti¿ utta r:orLrrspc'rltltttcia Lrirrrrír'r¡r'¿r clttc
paLcs rle elcrnrculos i(lcmlx)lenlcs ¡ parcs rle clcrtte¡1os disliulos erl iD1(l()' llslo s('

,lu' l-,, é1, , I -i;,r:, r - 'li,r- a1,,,,.

{(rr,. I rr'): rl E l'4lr(1() irlcur¡ro1 cll,c } <+ {{a L}: o t' -'Pl (Ii)' (t +l'}'
.\hr»a. sean ;, i a I'.4r(Ii) rios ct¡¡tctnir¡rrcs l)111os lirrealnrcrrle indr:¡lenclientcs

talc's r¡rc i: - 1. 7: 1 c ij I )¡ - 2) tlr»rrio,\ i. 1(' El f¡lll r1r'rnosl r trlct¡os

qne si;r11pl'e existcrr ¿icl¡,s crt¡tc¡rtic»les I)adrr qur: r:u cict'las dcltlostl'a.i()[es 
"D 

las

si.ucir¡res !12 ¡- ¡1u1 t:onsitler ar crl los cLlalellliollus Pul-os c'¡I pro(lu(rlo sirlir.lr'iza(lo
,ll



no entero, en estc análisis toüraremos ,\ e 1( y no nos restrilgiremos al caso de
2\ e O x, como tros dice el Lema 9.1. O]:se¡ve quo siempre es posible hablar de las
rarnas .9¡¡ (i) y Sr(j), pues i2, j2 e Oy, pero si 2,\ ( (21¡ ettonces SK(i. j) : a.
Eslo írll:imo sc rlcbe a que si i,. j e D,co:fLD orden maximal, o[tonccs,.i +ji : 2,\ €
O es entero sobre (?¡¡, por lo quc 2^ e OK. En particular. si 2,\ f (2¡¡ eul,onces
sK(i) ñ sK(j): a.

Dado que i2:1 sc'tienc que el polinomio rninirnal del eleme¡r1,o i e N¡lz(I() cs:

m,¡(x) : ¡2 - t : (¿ - 1)(r + 1),

lucgo en cierta base:

/t {),: ( o _,

/t t-¡ \
así qrre 4: ? : I ; ,., I es rrD e.lernento ideDlpot.ente. Lo misrno se Lier¡e pa¡a

\ ., " ,/
u, : +.Lucgt¡. po¡ k¡ urcnciouaclo cu §8.2. Ias r¿rnas ,9 : SQ) y S' : S(rr;)
son dos caminos uraximales en'I(Á) que «rLLespotrden a las r¿rmas 'l'(i) y'1'(j)
Iespectivamente. Esto nos lleva a pregunta¡nos ¿Oómo estos canino se ¡elat:ion¿¡
con )? y ¿En quc rnedida lo detelmina¡r?

Para respottcler cstas plcguntas haccmos cl sigrüctrtc análisis, Tomomos kts ca-
ruinos r¡aúmales aflteriores.9,§/ el 7(11), cuyos extremos son a,ú e JP1(,1í) y
c, d € Pl(1l) r'espectiv¿mente. Si 5 : ,9/ entonccs por la correspondencia entrc cami
nos oraxirnales y pares de elementos iderrrpotentes, teneuos quc u: \ o u :7 n.
Recordemos qrre z' : 24 - I y que, : 2u - 1. Entonc:es en el primer caso obtenemos
que i = j y en el segundo teDemos qiJe i - -j. Ningún caso puecle ocurfir. pues i,j
so¡t elementos linealmente independienl,es. Po¡ lo tanto S I St ,lo cual implica que
a>l{4,ü,c,d}l>s.

Lema 11,3, Existc una transfoun¿ción de \,loebius que lleva los pares (a, ó) y (c, rJ)

e¡¡ los pa¡es (0, oo) y (f,t) respcctivarucnte, ck¡nde l: [a,b:c-tl): ffiffi .r t,
razón cruzad¿ ortrc los cuatro puntos.

Demostración. Corno 5 f 5'se tiene que 4 ) l{o,b,c,d}l > 3. Luego el lcma sc
sigue de un rcsultado general de translb¡maciones r.le Nloel¡ius ¿rctuando sol.¡re 3 o
4 puntos en IFI(Ií). Para rnás detalle ver [C. §3]. lf

Dc lc¡ ante¡io¡ se sigue que el problema se pararnetriza por f : la, ó; c, d], por 1o

que podeuros t'cstringirnos al ca-so en r¡ue los dos ca¡nirros sorr c()ruo se nruestra el
la Figula 5.

Obserr,e que, por lo mostrado en §8, hacer actuar la trausfon'¡raciór'¡ de N,loebirrs
antedor, es equivalente a conjugar'los cuaternioues puros i,j € Ml2(K). Observc
a<lcmás que las relaciones que estos curnplc[ sc inar¡ticncn al coujugallos. Lur,,go los
cltaternk)Des del,errninados por Ios can'rinos rnosl,rados en la Figura 5 cumplen con
las misnas relaciones que á, j y pol ende los identificaremos.

Usando la correspondencia nrencionada err el Lema 11.1, tencmos que las ma-
/r o\ /-t t'

trices u - ( á ;,),r: +( i 
', 

)r*^X, 
sou clen¡enros idcnrporentes

ta)es qrlt: 5() : § y S0ir) : ?. Pol otro lado los eler'¡rcntos i(lempoientcs rl y
4 se relaciouau con los cuaterni<¡nes puros i,j € N/n, (1() mediante l¿s siguientes
¡elaciones:

)



B,l¡

o ¡il1l

I
0a

Ba

I

(r 0)

FIGLtt\ a). Clanritros tDaxilrr¿¡lesj p¡ l ¿ulelrizilalars ]lu-cl pullto / :

lo. ü; c. r1l. En lojo s1-' Duestr-a La ranra T(j) J' e11 azul la Larntr f (i)'

¡-2¡1 ':+(''r' ,'',)
v

j.2u ):(J, j,)
Observe que ;2 : i2 .l Y ad"nrd':

i,:) + ji 1 /t+t u \:r /[ u r+1i'
Iui.go l: fr. clc»ril,, I : ltr.ü:r,.d] es l¿¡ r-¡zóu crltzaLla culLe los il punlos quc

r:orlor'¡rral los i:xtlenros de ]os calllillos tlc'1el'llrill¡':ir's l)ol u' 1- l/'

Olrscnt qrrc c1 irlrrr¡rotcrrtc 4' 4l l. cl r'llal I rurrplt' co¡ l¿1< rnisrnrs rr'lrriorrcs

cttte 4 scgún Io r,islo en l;r obscl vlrciórr 11 2. ilcli¡tr' por el prtr<reso qur: dcliue i a

parlil clc 4. a1 elerrrcu{.r¡ it -')ri l: -?:. Luego. si ,\/sc rk:finc tk: marrera antiloga

¿r ,\. so 1i( rr(r (lLlr:

)': 1' 1- l'1l
lisl.o ala t-cspuesl¡ a la prcBr-üt a plaitcarla al inicio tlc osle ¿n¿ilisis l¡rs c ¿rDrittos

nr¿t\ir1¿1lcs ^9 
: 5(+) \ ^5' 

: S(+). rlue crrlres¡.,onden a li'rs r¿¡mas l-(;) v ll (i)
lespectiv¡trlerrtc. deicl'rlrill¡¡l cl 1>lodutto silrlrlliz¡d() elrtlc los rualellri"lLrs lrrlllrs

i..). saLr-o mu 1ti1>1ic ¿r ( i.i11 1)o 1

Colsidelc: l¿r fi¡niil bilinr:¡l R(', ) : lll:(/i) x l/':(-li) + -li criya lcgla c1c trsig-

lacióu. m,rslr¿rd¿r en rj:i. es /J(r-' u') :fÚlr¡ lin 1o tlue lcsta cle csl;r sert itil rcl;:r-

cionarentos los (¿n¡i¡¡c¡s n¡axi r¿les atileriórc's con la l'c»nra lrilineal en e1 slLbespacicl

SCIIOIaClo por. i..1. En clicto 1¡ tr¡triz dc (lraD¡ ;rsoci¿rda ¡r csl¿l li¡l¡a lrilillc:rl. cD cl

subespacio gencr;rdo por- i -v f es:

.;. I t'' ' n'; ' \
¡ lt ,''1 tt'.¡'-.¡t )

Luego, corrro B(i,'i) : i2 : 1, B(j, i : i' :
tenemos que:

/1)(r:{ , r

4tl

Ly a(.t.i1 : B(j.i¡

)

: i, I.i, : .\,



donde ,\ - p(t) : +]1i y f es I¿r ¡aztiu <;¡r¡zada entr.e los 4 puntos qtte detctttúuart
l¿s ¡amas f@ y f(j), Lo dicho en esl,a seccióD tos ¡rcrrni{,e cnunr:iar el sigtrienlo
tcorema.

Teorema 11.4 (ct dcl,6.1). Scarr,,? € Mr(f) eu¿telnioucs puros lincaltnct-
tc indepenclicntes talcs que i2 : j2 : t. Sea ,\ : 1,Ei su producto simetrizado.
l.lntonces ?(i) y ?(j) dcterminaD .\ e Il, salvo rnultiplicación por- l. \lás espccífi-
car¡crtc ,\ : 

a_r.la! 
o bir:n ) : j{, dondc ¿ es I¿ razón cruzacl¿ enttc los,l prurtos

qrre conforman lr¡s cxtru¡os do Ir¡s cantiuos corlesponclicntcs a 7(i) y ffu).
Corolario 11.5. Sea-4: (i,¡:;2 - f ,j2:1,¿j+ ji:0), Entonces "zt = M:(1()
y estc isonror-fisnro pucde escogerse de nrodo que cn el tír'bo1de Bruhat-Tits ast¡ciado
a csta álgclrra T(1.\ r ll(.j) scan krs ca¡¡inos maximalcs cu.yos cxtromos son 0. cc' ¡'
1, 1 respectivarnente.

Dernostración. El hecho de que 
"4 = Ml2(K) es consecuercia dei Teorema 10.1 y

rlc la Proposicií»r 9.,1. Obscrvc quc ri,,j son lincahncnte ildopencliontcs, ya qrc si

i : lj c»tonccs O : u+: [:. Luogo, us¿nt]o cl t.oorcma a.nlcrior', fcDer¡os qlrc

0:l: i+ P<)r lo tanto f :-1.

4.1



12. clir.clILO DE lrottll\s cuADIi,(TICÁS .\ P-\IdfIIt Dl'l (llxlI\os \lA\I\IALES

I}r es( ¿ sccciíru est rLcliarernc¡s l¡ rela crir-)l1 cntr_e cl prod l l(rllr si¡lr::L I iz¿rclo I - a+¿ 
,

rlc rL¡s lu¿rl,r'rniortes pnr-()s liucalruell( inrlepeuclicrrles i.j É Mr(i() tales qtrc i: :
r^. r- Jr r0. r l,'. r'r'tl;' /¡r. r i .,'. l"rr'l' t lt u,f. ut'' t'"''r"
1i;r'rrra plofirrrlizalerrros l() riidlo 1)r ! I l.

llli lorlo Lr qrr('Icspc(l¿t ¡r cci¡ scr'l itilr /( cs llll rrrcrlxr locai rro a l rlrrinx'rliarlo

tal cluc car(/i) + 2. E¡.rst¡ scoció¡ )-las (ltl.r siglrell sc rlsalá la rrotaljí¡r Sii("!)'
para I;r<'-.1 not¡r- (111e l¿r ¡arna se cursitleL¡ cll r:L iirLol tlc Bluh¡l Tils ¡r¡nslrrticltr

soblc ol r,rtc¡l¡o k;i¡l 1('. T)c l¿l r¡islrr¿r lLlllr¡ s(r collsid(:Iil1l las L¿tttt¿ts §¿ t_l) p''L'a

exlersiottes I tlo l(. Ader¡¿is. rhclo rlrx'eu cictl¡s llct¡oslr¿lr.itnlcs ale esla seaajrill

(()r-<ialo¡rernoslos(t¡¿rleIDil)1n'sPlllos¡':*,t'.i':;ft.r'o[I»orhrctl)sirnctriz¿](lo
posil)lemcntc 1Io etlter-o. cn c'slc ¿ltriilisis lolrlarelllos I = 

/( y no nos resLrinBil-ernlrs

al r:aso clt, 2l e O¡¡. conro se hjzo r:rr el J,clna 9.1.

Clorstru)'¿rrnos d:ilgcLla ly1l2(I) nrcrliarri,c la orlc¡rsiórr tic cscal¿¡r'cs dcl Il...cLta

lúi1(1i) al ctelpo I = 1i(VA /71 cs rlerrir- MI2(I) - l¿r(li) ll'' 1- l)e c-{1a l(rr1rr¿

podlerrros corlslrtlil los árl¡olcs lle Bluh¡l-lits T(Ll v Ti.li) ¡¡1-e5 lrlliires son los

ór'derres nr¿rrinrales plovcnielltos tle 1as á1gel;tas lll'¡ (,L) r Ld'¡ (,r() r'esl)l11i\¡rrrcnle

Obscrr,o qüc' cxist. lltr lx)rl1.)¡1or-fisDlo in\'<rlivo M:(1( ) '+ lvf!(¿) q"" irlr'¡r1ifir ¡ ¡r

r:arlar7É-l,{:(1i)(ionsui¡rallcrr4i1.OLseIvc'c¡ilci.je L{2(1i) c,.]1.i!1 É NII!(/-)

satisfircr:l l¡s ¡»istttas r-el¡cir¡ues. Pol endc poclerlos 1.rall¡jal aon ias rarnas '91,(i) r-

,9¡ (l), rLtiliz¡rrilr 1¡ iilcrrl ilic¿¡ciórr prcccd(rrtc. llrr lo succsivo sc os(riLc 
'1 

c1r vcz dc

qt 1.

I'artamos l)or'clci[ostir-ar trn resu]Lado qrlc tros Pelrnite irr(lusl¡r''f(1f) crr 7(¿)
l-.rrietrrás rros ¡rer. ritc arralizat sT¡(ri) (1Illo sL11)corLjutllo r[,5¡_(l). listo ti]ti¡rro ser'á

, nr, i,,l , r 1 1 ,,"1. r',, t, . :, -,, i, rr

Sr:;r -il un O¡,-olclcrr. Delitliuros el Ú)l--r¡r'den -ñ¿ por.\:l¿ : '\-l;"or' (J/-' lls¿rn,llr)

r:sla convclcióu ettLtttci¿rntos c1 siguir:rrle ler1la.

Lcn¡a 12.1. Sea /l trrLer-po lotri'rl ¡ L trla. cxte¡siírn de /( Pala cltal4rier li orclerr

<rn \41(11) cxistc rrlr¿r incrllstación rr¡tur¡l dt S6(r¡) crr Sr(J¡r,) En p¿lti(xrl r"

poclenrLrs tlorsirlcr:rr f(li) c'f(l) ,Adcrrrhs l¡ rLisla¡r'ia e['I(/-) eDi'" r]r¡s "ór tir'r's

r'"cinu" "rr'f(Ii) es c - t:Q-lfi)' don(le c(/,/i/i) es cl íticlicc rle lanrificacirin de la

e]:tcrsi(')¡.

f)tnto¡trut:i.ó¡t,. Sca O = 7(/i). l)ado on alguna basc O : N1l2(O¡r) sc l'ienc rlLre

A¡. 1lí2(O7-). ol l¡ rnist¡t¡ lrast:. 1'ol c11o !7, cs llll oL(l.ll trzrxilltill cu I'r'f2(1-J'

1}r otras p:Jabras !¿ €'I(¿). llrr ol.r,¡ l¿¡¡lo. si -! a , t:or ! 
''J(li), 

er.tl'o¡r:r:s

hL cDt.. Es[o pr-rtr'ba que e)iistc lrtr¿¡ firrr¡:ión 4' : '9¡¡(¡) + Sr-11¡¿), c1r:ii¡icL:r Por

,.'¡O) : O,lar,.0¿. Ahola bir:Ir si tr»na¡ros dos ó¡dentrs lrr¡ril[a]es O O' 
' 

5!i ('\r)

clistirrlos. pol l¿¡ r'orroxitl¿rl (lo -gii(-D). cxist(] uD r i'rmiuo r¡tcr los rulc' Lrlr'go cu

algrrna basr: se tjerr('(lue:

(r 1) ': ( 3: ""::), " 
: (.95. -^;: 

)
dr»¡dc ;r: ii^ p¡rr¡inatr'() rruiliruuiz¡ l rÍc do /í Dc ¿rclrrí st: (iclc qur':

/ rlt- o-Oi \r' 1:\ r,d¿ ot )
1a

- /Ú, tr, \(rT) l' L ,¡. J

\ -r "i /



Por Ir¡ tanto O¿ es un o¡der¡ rnaximal distinto dc O'¿. Luego d es una furtciírn
inyer:liva, por lo que existe una incrustación natural de 5¡¡ (5) eu S¿ (tlr). 'lbmalrdo
Íl : Or, obtenemos we T(K) se incrusl.a de¡trr¡ cle T(L). Por último, tomando
f : 1 cn las igualdades ll v 12, obter)cmos que la tüsi,ancia cn 7(l) cntrc dos

vérticcs veciuos en T(l{) es e: e(L/K), donLle e(L//() es el índice de ramiEcaci¿»r
de Ia cxLensión. tr

Observación 12.2. Er lo que resta de esta. secció¡r y en la.s secciones siguier¡tes
haremos uso de la incr¡rt¿ción antcrio[ e idcntiificaremos S¡(Ii) c:<-'n su im¿]gon

isonro¡fá vía l, con el fítl de esc¡ibir Sx(ñ) c St(l'¡t). Además, ideutificarernos f]
con su imagen 5¿ = f'¡ ¡gon Ot ví¿ exteusió¡¡ de escalare§. Por ello hablaremos de
la rama ^9¿(g).

R.ecorder¡os que si S - S¡< (5) es un camino maximal, entonc-es sín pérdida de
gcleralidad podcmos asumi: que cs cl carnino ma;iirnal que uue a 0 con oo. Lucgo
la dernosl,ración anterior nos dir:e que S¿ : S¿ (tl) es el camiDo Dlaúmal er¡ que rlue
a 0 con oo en 7(.L). En particular Ia iuclusión anterior no cambia los exiremos de
los ca¡ri¡o nraxi¡¡ales en T(K). Po¡ esto ideDtilicalemos .9 con el camino r¡raxitual
en 7(¿) quc tiene los mismos cxtlcmos que S cT(K).

Haciendo uso de la uotación auterior. si existe urr camino ma-riural S tal que
,9rr (5) = spl et\ T(Ia, entonces se tiene quc S¿(g) : S[nJ, donde e(¿+ 1) > & >
r:f y dondc ,9 se iuterprcta como ul subcor¡junto dc 7(,L) ct¡n las crruvcncioltcs
precedentes. Iisto se debc a que S¡r(5) : S L6)) ftT1f) y a Ia demostración del
Lema 12.1. Esto se ilust¡a en la Figua 6. En §14.4 mostraremos que É: le.

FtcultA (i. Eu la figura ios vértices O¿ dc la btue lbrrna¡ cl ta-
llo § de §r("lt¿). Los vér'lices en S¡¡ (f1) a mayor distancia de §
se simbolizan con puntos ¡edondos. Los vértices con estrella no
peltclecen a S¡¡(§) rri a S¿("f1).

Volvamos al problema de relacionar el producto simet zadt¡ de cuaterniones con
krs tallos qrrc sus ramas definen. Obscrvc quc si.),p € @]a eutonccs nos lrodcntos
reducir a lo dicho en §11. Esto de debe a quc si cr : a2, I : ó2 entouces los [allos
cle i, j son lr¡s mismos clue los de'l/ : * y j' : f rr.ientras q:ue it2 : ¡t2 :1.

Supongamos que p É O?. \ {0} y sea ¿ : .1((/A). Si @ € O?( \ i0} enronces, por
lo didro en §11 y §8.2, se pucde asumir que |l¿(d) es el camino maximal que une
o 0 con oo. Observe que no imponemos condicones sobre 7¿(j). Luego las ranras
,ft : TL(i.) y ll :1'a(j) soD como se rnuostra cn la Figulo 7.

En la l'igu'a 7 el carnino que une a 0 cou rc es el tallo de la rama,9¿(i) y el
canrino quc une a zr : c!d,1/p con2,1 :ct+d'yFeseltallodelalamtr,si(j).

4ft

*t**
ll

,,t I I I

,t¡¿tlrrr
etl ll I
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FreuRA 7. Tallos dc S¿(i) y,9¿(.1) cuorrclo a e tSlr\{O} y p ( O2*.
Ill t,a.llo 'li (i) de S¿ (i) se ilrrslra rx»r aztú, mientras qrre su homólogo
11¿(j) sc muestra en rojo.

Pol ollo lado. si, o ( Ol, \ {0} ertr»rces los tallos de las r¡¡mas cn r:ucstiór,
vistos en 7(L) para ¡, : K(vrB, 

'/a¡, son como se ¡nuestra en la Figura 8. Estcr
se tlebe a que en las exte siones inteuedias L\: I{(va\, Lz = K(¡/B) Ioa tallos
dc las raDlas respe-ctivas S' : S¿, (r) v 5' : S¿, (j) estár definidas. Luego usamos
el Irecho de que 7(I) : 'T(Lt),T(Lz) de formá tul que los caminos ma-ximales
que conlorrran los tallos dc las ¡amas SLr(i) y St"(j) no c¿mbian al extender los
escalares c.lc -L¡ a -L.

oe .Il

\_,
a ",,-\

o al¡l

. Bl:'l

I
O.

.'+r' v',J (,+.1!F

T.

a.
t! +d' v¡E .+d\rF a'+t¡' yta ^,i,^

T\I

FIcURA 8. Tallos de S¿(i) y.9¿(j) cuaudo a.l1 ( t9''¿"\ {O\. Et
tallo ?¿(i) de S¿(i) se ilustra con azul, mientras qrre su homólogo
?i(j) se muestra en rojo.

En Ia Figura 8 el camino que llne á 4, : a + b!6 con z2 : o/ -¡ ó/yE es el iallo
dc Ia rama ^9¿(i) y el camino que lrne a 4: ¿ + d\/rp cor..4: ct+dtlF es cl tallo
de la ral¡a 5¿(j). Aralizaremos diclros canrinos, pala cxpresarlos er¡ térr¡inos cle

ul solo cxl,rer¡to. 4.1ás prer:isamcnl c, pr(r)aremos qr¡c los exl.remos rnostrados en las
Figtrras 7 y 8 so[ pa¡es corrjugados, cs decir rjl +,J'yF: c- dyrp ert ambos casos
y a' -l b'Já : a - bv6 e¡ la Figura 8.

Obsclvc qLrc L cs urra extcrrsió¡ Galoisirra ctc K y quc:

G:Gat(LlI{)=Cz,
sior e I(2, si A e K2, o si a,B É 112 y ap e 1(?. En oÍ¡o caso, es clecir si a,lJ É. Ii)
y aA e K2, se tiene que:

G:Gal(LlK)aCzxCz
Para probar clue los extrcmos cle los caminos cI] la Figura 7 y 8 son conjugados

Il¿gamos actuar e1 grupo de Galois sol¡re los órdenes maximalcs que coDponen ol
47
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t' '.. "' l

árbol 'f(.L). Sca ¿ € "L J, considele l¿ bol¿ B = Ala,ltri,l, entonces se tiele quc
o.B : Blo(a),lnil]. Por de6nición Oo¿ es el olde¡ rnaxi¡nal correspondientc a la
bola o.B. Esta notación ros ayurla a enunciar el siguientc lema.

Lema 12.3. Sea tu e MI2(tr). Si dcfinimos la matriz a(ur) haciend<¡ actu¿¡ o sr¡l¡re
los ct¡eficierrtes de T¡. ent<.rnces u € OB si ¡,solanrente sl o(u) e Dog.

De,mostraci.ón. Si ll: a[a, ]zil] y ü: a(a) entonccs:

y tambiéD. dado que o(z¿): u?r¿. paxa cierto u € O;., tenemos que OdB es:

Reco¡dando que e1 anillo de entcroS (r¿ satisfáce o(9¡, : 9", puesto que lrl J 1 si
y solo si lo(z)l < 1, se tiene que u € OB si y solamente si a(u) e 0"6. tr

Con cstas herrauticnta-s. dc¡nostLetros quo los cxtr'omos de los car¡tinos r¡D l¿
Fignra 4 y 5 son conjugndos. Sea u : ffi. Obscrve que Ia rarna S¿(j) curnple

con S¿(1) - SL(ü)1"e"@1. Ade¡rás t¿re : ¿'. Por l<.¡ me,cionado eD §8.2, la rama
,9(ia) es un camino maximal y, por Io üsto er el ejemplo 6.25, dicha ¡ama coincide
con cl T¿(i). Por otlo lado:

olut =-jJ!:1-,,'.'2J 0

par¿r n € Cal(LlK) tal que o(/p) : u/p. L:ucgo. como S(rr) : ,9(r ur), se

tieuc que 5(u) : S(o(u)). Por el lema arúcrior, tenernos que 9e € ,9(tl) si y
sol¿rmenl,e si !o6 € S(o(tu)) : S(ur). Por oLro lado uno cle los rayos que Lt¡te ull
r'.xl,temos del cauúlo S¿(u) cr¡n su r,éttice a mayol altura está couformado pot'

Blc - d.1/p,lrill e ,f¿(Tu), paratodor > ro. En particular. c-dy'P es un extremo
dc ,9¡,(rr), Por el mismo argl¡mento, cclncluimos qlrc t/ - d,'yr/ es un cxtrcmo dc
§¿ (u). De esl,a lorma c -1 d.1/P - cl - d',,/p o bier d.' : ¡i : 0. Si ¿/ : d : 0 enl,onces
existe una transformación de X4oebius ¡ cleflnida sobre K tal que:

Por 1o tauto existc A € Glr(1f) tal que AuA ': f I : ), bie,i.,1t¿,,4-1 :' \u {,/
(3 l; Dc esta rcr,¡ra AjA | : -(f -t* ). t,"*. co.ro AjA'. €

MI2 (,tl) se liie¡rc que P e K2- lo que nos lleva ¿ ura contraclicción. Por- lo 1;anio

c+tLyr§=c'-d't/r7.
Debid<.¡ a lo anterior, el tallo de la rama ?'debe ser un camino cul¡o6 extremos

sorr conjugados. Arlemás, crulquicr elcmcnio o € C tal quc o(t/p) : -y$ dcja
fijo el coljullto S¿(u) y sólo intelcan¡bia sus extremos. Esto prueba el siguiente
teolem¿.

r.st,,r) : {(,i:r,,,o?,., ), - 
"\



Teorema 12.4. Co¡sidere la rama 5¿(j) c 7(I), donde i' : 13 É Ol, v L:
I{(y/p). Entonces cualquier elemeuto o e G : Gal(LlK) tal que ú(vf) : -vf.
¿ctúa soLrc 7i(1) intcrcarnbiand<¡ cada v(:rticc bajo cl rlc rnayor altura dc 7¿(j)
¡>or su hom<ilogo & la rnisma altrua. ¡rcro e¡ el otro lay. o desceudelte.

Alr¡r¡a bir¡r si a,B f Olr, podcmos ¡rasar a lars dos exl,cnsiones intermcrlias rlt:
grado 2, a. saber Lt : K('/6) y L2 : K (¡ffl y en estas, tttedianle el ¡azor¡amiento
anterior, cousicleral las lamas 5 y ? conro ca¡rrirros cc¡n ext,-erlos coujugados. Lue-
go, dodo quc los ext¡:emos de los r:aminos m¿.iimales no canüian al ilc,rrrctar krs
¡í,¡boles de B¡uhat-Tits en sus extrensiones. se tiene que los extremos de los c¿rminos
nostrados en las Figuras 7 y 8 sou coljugados en los cuerpos respectivos- Vohamos
a [ucstro ploblorrra inioial y clivitláuroslo cn casos.

12.L. d ÉO?\i0)'A Be 02x\{0}: Ilsie ca.so fue estudiado en §11.

L2.2, a € O?<\{0} U P 4 O'zK \ {0}: Sin pérdida de generalidad, admitiremos
que o:1. llstc¡ se dcbe a que si o : x2¡r2L- cot¡ l € ()f,, entorrces at definil
i/ : f,, element<; que cumplc i/2 : 1, tenemos, por lo dicho en el ejemplo 6.25,
que 7)r(r') : 7'¿<(r). Debitl¡ a las a¡teriores consideraciones, la nrat¡iz cle Glaur
¿sociada ¿11 subcspacio (i. j) cs:

c lll\
Observe que jt : h $ uu eleruento que cuurple con jt2: f y'lL(j): ftU')
Entorces por lo nre¡cio¡ado en §1 1. aplicado a los t¿llos de las tarnas cle6nidas ¡:or
los elomentos i¡ y ,jt. en la extcnsión L : I{ 6rp), tcDenos quoi

A ijrt; .trt
J0 2\/E -t-t'

tlor¡tlc 1 la b1/B.a - by@:O.o) - 
-!-!fr. 

Lue¡u:

,=*;

Recordem<¡s que lo expuesto en §11 se aplica cuando los camiuos maxim¿les sor
distintos. En este caso, esto se cumple debido a que para ó I 0 se iiene que a*óffi I
u: y a b1/p 10. Por ultirno, obscn'e que,\ € If.

L2.3. d I o?< , B (. 02¡ Por lo dicho en el Lema 12.3 poden:os asrunir que
las rarnas ,9/ y ,9, rncncionadas cn ul irricir-r, tic¡on corno cxtrc los a los puul,os

4: a+b\¡/ta,22: a - bv6 y z¡: cl d,yB,z¿: "- d^,8 resperiivamenie. lror
ot¡o lado la matriz de Gram asociada al subespacio (i, j) es:

Cur¡sitler-c r' : * y J' : {, clcmc¡tos talcs quo i.'2 : 1,j'2 : 1 y cuytx tallos\Jo " " \/p
asociados <ninciden con los de i,j respeclivamelte. Entt»tces por Io ntem:ir¡nado en

§11. aplicado a los elementos i/,j/ en la extensión L: Ii(\/8,\/O, se tiene que:

) ;i- i; t-t:_.L:L-,,,rrq 2v6g -t-t'
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donde f = lz¡.2¡;zs,zal= ffifl Reeurplazando lc.¡s valo¡es conocidos eu Ia
igualdad anterior, se obtiene rtrue:

(r3)
b2 ct * d2 [] - (a - c)z

Observe que ,\ e /f está bie¡ definido, ptes b,d 10, dado que en caso contt¿l¡io
'ti(i) o'I¡,(j) no es un car¡ino. Recordemos que el cáculo anterio¡ es r,álidt¡ si
TL(i) + 1'r,(j) Supongarnos que sotr igtrales, cs decir o*btñ: 

"+ 
d.yrff o biet

a + bt/á : c - d\/8. Sir, pérdida de generalidad. podernos asrrrnir el primer r:aso.

Entonces 16: r+yr/$. Luego a: ¡2 +2.iuyrp+a20, Por ende o bien y: Q ¡¡

bien r:0. En el prinel caso a € l(*2, lo que no puede pasar por hipótesis. Lucgo
tt -'!21J, cs decil y6 - lllyfii. Rccordemos quo 7'¿(l) y ?¿(j) cstárr dcfirridos
por los pares de elemeutos idempol,enl,es (4, I r¡) y (w,1 u) ¡espectivi¡merrl,e,

rlrrndc 4: *4 u r, = ¿114. Irr"go '¡l :1r) o l)icn tl :1 lt. En cl primcr
' 2\/ a ',2 \/ t'

caso tenemos qtLe i : 2q\/6 y6 : +Aj, dependiendo ctel signo de :4. En

el segunclo caso obtenemos qu'e i : 2\v/d - ,/A : a6/B - 2wy'p) : ¡y.j. Elt
particular,\ : +?lj o 

^: 
a,qj, Juego .\2 : oÉ. Ilr ambos casos los cuaterniones i,j

sotr LiDcalmcntc depcldientcs. Estr¡ nos ilcva a una contradicción. En palticr ar, si
,\2 f oB entonces los lallos de S y 5/ sou dislistinios y se puede aplica¡ la idenl,irlad
(llt) para el producto simetriza.do.

Proposición 12.5. Se&n ,,j € Mr(1i) cuaterniones puros, no lilpotentes. tales
quc i2: n, j':13.ij+,,ji:2). Si o,B ( I{-2 y oB f .\2 crrtonccs existeu

, ü1o,1"¿,o_ct2 ü.o1-¡l- B \.t_< ftt.t: t\.o1(t cr\ ljalc§ quc 
^ -------;;- o u¡r.ll   --------ii¡--,

Dem,ostrc¡,ción. Supongamos que ri2 : a y j2 : IJ col aB f le. EnLonces existen
ú1,f2 € N tales que cu : Íl2t'a' , 0 : 1ri2" A' , donde o',B' € O¡¡. Obsene que

mencionado en la subsección antcrior tcnemos que existen a', c' e Ii y b' ,d e Ii"
tales que:

,, b'2a'' + d'2 ti' - (n' - 1)2
^:- 2b'd' '

t¡s decit:

,, , t',ot)!' . d,.t3"il" \a' .c')2
^-2w'

tnult iplicando ta igualrlnd or¡terior puurr: 1" -" ),rl-rL.,t.ut.,s que,

, ,b'2atr',1 '' +,(28Í'i 't - lat - c')2ÍKÍt1 t''\
^ - ' 2t,,.t'

Rcesclibimos la igr¡aldad anterior r:omo:

1L'nt,l t-)2o - ¿''B - ¡o'ol;'' - lr^t'¡'
2(b'rt;iL'2)d'

. d: d', a - o'ni" y .: Cnit'cumplen Io

2bd

Luego los elementos b : b'"ti "
pcdidr-r.



12.4. Independencia del producto simetrizado, Sea 1( t:ur.r;to h¡r:al no ar-
quimediano ial que car(lf) I 2. Sabemos, por lo dcmostrado cn esta sección y cn
§11. que existc uDa manera de detennitrar-el producto nimctlizado entrc dos cua-
tcrnioms pu¡os entcros i,j e Nll:(1f) no nilpoicntcs y lincalmenic inrlepcnclienl,es.
terrieud<¡ solamente inforrnación sobre ?¿(i) y ili.(j). doudc.l, es ura extensiL¡u de
K.

l)cr:ilros que dos pares dc cuateuriolcs pu,.os (i,7) e (i/. j') sot ,l(-equivalentcs y
Io rlent¡tamos por (i,j) = (i',.jt) stLi,i.l,¡,,jt € N42(1() son crrateruiones qrre cuu4rlen
con i2 : t} : i,2. j2 : 13: j¡2 y D,: ij + ji,2^t : i,t jt + jtit rloDdc ): )/ o biel1
,\ : ,\/. En esta seccióu delnostraremos que si (i,j) e (i/,,7/) son K-equit,alentes
cut.onccs cxistc urra tlarslolnaciól dc l\I<.¡cbius dcfiúd¿r. soL»o -11 quc llcva 7¡, (ri) ¡,
'1'¡(j) a'l'¡,('i') y ?i(j/). Luego, para efectos de calcr¡lar la posicióu ¡elati\,a de las
ramas. podemos considerar cualquicra de los diagramas cu1,o valor de .\ asociado sea
el correcto. Al igual que en los razortr.mientos de las seccir-r¡res antcriores, dividir.er¡os
nucstro cstudio dc1»ndicldo dc si rl2 : u. .j2 : B son cu¿drados o ¡ro.

Partar¡os suponiendo que a, P € O?<. Ertonces, por Io visto en §11, cxiste una
lr¿nfo¡mación de Nloebius 11 que lleva T¡¡(i) y'L'y(j) en los caminos que unen 0
co:r cc y 1 corr f € ]P1(7l) rcspcctivel[er]tc. Por lo rtris¡u¡. cxistc una t¡:¿rrfc¡rmación
de \loebins 7s quc lleva las ramas '1-¡¡ (i') y 'L'y(j') en Los r:amütos que unel 0 r;on
oo y 1 con s € Fl(1() respectivamente. Aho,-a Lrien en la misma, sección (jalculamos

quc.\: 'jti' :4{{. Por lo mismo,\/ : i'j'i,j'i' : +]{. Lueg<-, si,\:,\, <¡

l: l/tenc¡r¡os que t: s o bien f¡: l. Si f: s, enLooces t-1 or2 lleva los
exhcnros de T6(it) y Ta(j') cn los exl,renros de ?1<(i) y 7¡1f). Por otro lado, si
s : ], la tra¡sforrr:aciórr cle l\,foebius r, lo¡or:, dt¡rde ¡(e) : lz, llcva los ext¡emos
dc T¡¡(i') y ?¡(7') cn krs extrcmos cla f ¡Q) v T¡(j).

Supotrgaruos ahora que a e (?| yqrreB ( 02n. Sea L: l{6/A. Entonces, porlo
dicho en la sección 12. existe un¿ tra[fornración de \{oebius 11 que llcva los extremos
<lc ?¿ (l) crr 0 t:t-:n oo y los de ?¿ (j) siguct¡ tcniolldo la forma o,1lryrp, ciondc a, ü € 11.
Por lo mismo. exisl,e una lranfor¡na(;ióll rie Nloebius z2 quc lleva krs exl rernos de
'l'¡,(it) cn 0 con co y los de li(j/) siguen Lcniendo la lbrma ¿¡,/t á/yf;, dondc
a,',1¡' e K. Ahora bien. cn §12.2 calculamr's que ¡ : '+t : 

"t 
Pot lo mismo

X ili'!j'"' : 4#. Luego si ,\ : .\'o,\ = -)/ tenemos que a: a'r. do¡de r : l#
y dondo r:1 signo dcpeude dc los signos tomados on las tres igrraldadcs a[teliolcs.
Esto ¡os dice que si r(.:) : r-12, cntorrces rlt o 7 o ¡2 es uua t¡'¿¡uslo¡tnacióu de
X,Ioebius que Ileva lr¡s extremos de'li(,it) v 'f1(jt) en los extre¡nos cle'1\(i) y 'l\(j),

FiDalt¡relrtc trabajern<.rs cu el casoenqueo. l Olr y B f. Ol;, Sea L: K (t/-.. tfp)
Entonr:cs, por- lo visto en el Teorema 12.4, las ramas afr(i,) y'f¡,(j) son los c&mi-
nos que uDen a+b\!6 co\ a-bJa y c*d1/p con c dyf; respectivaurente,
cionde ¿, ó, c, d e K. Pot' lo mismo, Ias ramas 'lL(it) y TL(jt) sc,n los caminos quc
urtcn n' -l- b'1/a col, t1' - b'\tr; y t' + d'y$ cor / - d'y'! rcspectivamctrte, clonclc

at,bt,¿,(1' e Ii. Alrora bien. en §12.2 calculamos que,\ : xili! : ¡h'"+d'l=@-')' .

pc¡¡ lo misnro 
^t 

_ i'it!i,i, +tpd+¡t?!htalr,_¿\1. En s13 se probará que, pa_

n o:. B f Oj., la^s ramas r¡,Q) y T2(.1j) son igualcs si y solamentc si 12 : c,É.
Pcrr ello sepatamos esl,e análisis en casos. Si 'l'L(i) :'IL(j) entouces op : ,\2 y
por enrle 7i(i/) : T¡,(i') son igrrales. Luego basl,a considerar una trar¡slbrn¡.ación
dc Mool¡ius quc llcvc a en o.t y b crr 1.,', parar corrr:luir lo pcclido. Por lo tautr-r, si
f L(i) l'Ir,(j). er¡tonces aB f .\2 y por etde T¡(it) I Tt,(jt). E¡ este (aso, por lo

5t



demosl,r¿r,do en el'l'eorena 10.5 se tiene q," (#). cs ul álgebla (ent,ral sinrple de

Jiu¡.¡¡siúr l, cs rI,L:il rrrr álBeL,r a ¡lr cur.IL(.l r.iuuci. Óulnu cxiilr,¡l cuatc: rrit¡¡rc- l¡ul'u"
,, j € N42 (/i) linealmente irdependientes tales que i2 : a, ,:¡2 = B y D, = ij + ji,. se

[icne. por lo mostrado cn §9. que l+) = *trt¡al, adenrris MI2(1{) está gener&da\ ^ /.\pt¡r i,i c<¡mt¡ álgeLra. Stpongamos qrre,\:,\/. Dntorrces, cono i,i € Mr(7() e
,',j/ € MI2(Ií) satisfacen las rnisnas relacioncs se ticle quc cxistc un isr¡Drorfisrno

@ r Mr(f() + I4r(I() tal que @(r) = ¡' v tb]): j/. Por otlo lado si .\ : -)/ enton-
ces i,j e M2(lf) e i'- -j' e Mr(I() satislacen las n¡ismas relacioDes. Luego se tieue
quc existc u¡ is<¡r¡rc¡rfismo l:MIr(,K) -r Mr(l() ial quc d;(r) : ¡' y ó(j): -i'
Por el'I'eo¡ema de Skolem-Noether (ver Proposicól 3.6) se tieue que dicho isomor-
fismo es intelior, es de(jir existe una mat¡iz ,4 € Clr(I{) tal que ri : Ai'A-1 y
j: Aj'A-1 o bier¡ i - Ai'A-1 y j : -Al A-1 . Po[lota¡rto SL(i): ASL(it)A-t y
S r,(.'i) : ASL(it)A-1, cu ambos casos. Ul,ilizando la corrcspondencia entrc acciones
de rnatrices y tralsforn¡acior¡es de Ivloebius eu 7(I(). obtencmos que la trausforma-

r'ión de lloeL¡ius ,¡r¡: ffi cullespurrtlierrlc a l¿ rralliz n: ( '- t ) "u,',¡rt,' \ c -z
con lo petliclo.

Decirnos cluc dos palt:s dc c¿¡ri¡rt¡s ma¡iirralrs sorr Il-cquilalt:ntcs y lo dcrrotarnos
por (S,ll') - (S',:1') si exisle una lrarsform¿ciól clc Nloebirrs z defiuida sobre 1l
tal que r(S) : S' y 

"(7') 
: 'l'' . Cott esta definición podenos enunciar el siguienl,e

lesull,aclo, que fue probado rl» esLa seoci(rn.

Teorema 12.6. Sean a,P e Or\{0} fi,)os. Sea -L: K(.v6, /p) una ext,ensirin dc
1i en donde ?¿(i) y 7¿(j) sean caminos maximales. Entonces el valor del producto
simetrizado, salvo signo, de dos cuaterniones puros entero,s y no nilpotentes i,j €
Nlr(Z) tales que ri2 = rr. j2 : P csta detormina(lo por ?i-(i) y ?¿(.i). salvo 1(-
equivalelcia.



13. IJL síi\.rBOLo DE lIrLBEirr

Sea K un cuerpo local no arquimediano tal que car(/() I 2, En la Sección

!10 cstucliamos la simplicidatl de las K-álgcbras ,41 clcliliclas ¡:or gcneladorcs y
Lclacic¡ncs corno:

A^:(Y) -(;.r,i2:o..j2 =r.ijt ji _.2^).
\ l\ /.

En clir:ha secci(rn derrosl,ramos qrre Ia rrindiciri» 12 f .!d es equivr'llenle a (ltre.4l es

tuna lf-álgebra central simple de dimensirin 4, es decir es un álgebra de cuate¡nio
nes. Bajo el supuesto a»teli(»_, e¡) esta sección ()lrcoutra¡ cmos ooDdiciones lreccsarias
y srrlicicnles para qrre ,4.¡ sca isomorfa a un álgcbra dc matriccs. Lrrcgo aplicarc-
mos esto al probleura de detemri[ar si existe[ cuaterr¡iones puros ri.j lincahnente
independientes Lales que ri2 -- a, j2 : IJ y ZX - ij * ji. 'I'ambién estudia¡em<¡s lir
oxist(rrci¿ de dich<.¡s cu¿tcr¡rioDcs er¡ cl caso cxcluitlo, es dccir cuanclo op - A2.

Lema 13.1. (ver [tl, $57] ) Ul álgebra dc cuatc¡¡i<¡no "4 dcfi¡rida sol.rre uu cucrptr
-É- es isornorla a un álgebra de matrices MI2(¡) si y solamente si exisl,e u € "4- {0}
con N(r) :0, donde N es Ia norma clefiuida en 3.1.

Sea ¿ : ot + a2i + qj + a4ij € A\. Se define su conjugado nediante - :
o.1 - a2i. * a3j * aaji., adctnás se cleli¡rc la rrouna dc :t € As po¡ fi(xr) : Í7.
Ivledianl,e rrn cálcrrlo se demust¡a la siguiente explesión para lt cn terminos cle los
coeficientes o¿ € 1í y los par¿imetros fijos a, p. ,\ e 1{:

Lema 13.2. Sca,4¡ : ($) rur ritgebra.lc (xratcrniones y c,oDsiderc rrn elcmento, \ ^./r¿rbitrario :x : &1 + a2i + a3i { a¿ij € .4r. Err1,,,,r,ur"

(1.r) 11(.r) :al - a?ro - a'¿rB + a')naÉ + 2¡t$¿\ - 2azaz\.

Una a¡rlicacióD inleresaDte de la rrorma fl es la sigrúeDlo. Supogauros qrre cxiste
uI iscrmo¡fismo 4t: A:, -+ Q, donde Q es un á)gebra de crate¡riones. Supongarnos
atlemás que !1(r) :0, para r : &o+oti+a2j+dsij 10. Entonces {l,i, j,ij} C A^
cs uua b¿se dc "41, pucs dicho coljunto gcm:ta,4¡ y dim¡¡"41 : 4. Lucgr¡ sc ticlc
qw {1,4,(á).4(j), (h(áj)} es una base dc Q. l'or lo tarlo, corno d(r)) f 0, se tiene
qupó(7) - ao-aLól¡)-o2Óli)- o3ólii) v 0. Pororrolado ó(Í)ólr) óQt) -0.
Lucgo Q tiene divisr¡¡es tle cero y po¡ entic,4¡ 3 Q = Mz(i().

Lema 13,3. Ct,usith rr'¡n,..,s la.Ir-' ' /"'\iJglLla .4r (?) 
^ 

V "ro",,eor)¡us 
quc di('l!a

álgebra es de cuateruioles. donde a,B f -l{*2. Supongauos aden]ás qrre exislier}
(L,ceK.b,d€ 1(" lales que:

, b2a+d2fl- (a- c)2
^ 21,,1

b2d+d2rt-@-.)'
2btl

cntonces "4¡ = MIr(1().

D emostt'a,ci.ón,. T¡ansformando Ia igualclarl autcrior en (u- t:l)2 l¡2a-c120+2tlb^=
0, en el priurer caso y eu (o-c)2 -b2rr d2P-2db^:0 elel segund<¡ caso, teremos
que !'l((a - c) 1 bi. - ü) : 0 o bieu Ct((o, - c) + bi + clj) : 0. Obse¡ve que, colno

ll,



ó. d I 0 se tientr que los e,lc¡nerúos en los que sc an¡rlo la no¡ma fl sorr uo nulos. por
lo tanto .4¡ .: N4r(1(). tr

Por crtro lado. si rl : As + MI2(11) es isornr-rrfismo. entotlces ,4,\ es cetrtral simple.
Es1.o in¡plica qrtc ,\2 f nB, Tourando lo^s imógones vía $ de i,j € ,4¡ obtcnemos
dos cuatcrniones puros no nilpoteutes ¿,,i € Mlr(f) li¡ealmente independientes que

cumplen con i2 : a. jz : P y 2^ : i.j -l ji- Llego, aplicando Ia Proposición 12-5,

obtencruos la implicancia rccíproca rlel lcrn¿ auterior. Err lo quo siguc usar'omos l¿'r

»olacióu ;t, eu dorde se en[enderá, que si ¿ = *6 eulorrces o - ü o a: -ó. Usando
esta notación tenemos el siguientc resultado.

Corolario 13.4. Considerc la l(-álgctrra O^ : (#)^, pa,-a a ( K*2 y B / K.¿.
Supongamos que .4¡ es un áJgeb:a de ouaterniolcs. Entonces existen a,c e K,
lr. d € K' talcs quc:

\, tt¡atü'U-\o -t)'
2bd

si v solarrrcnte si A¡ = Ml2(1().

Todavía nos qucda un (aso por csi udiar y cste cs cl coriespoldicni,e al álgebla

"l^ - (*l clefirrirla pol o c l('2 o [1 c K'2.^ \ r\ ,,/ r

Lcma 13.5. Si,4^: l+) satisfáco rr e K*2 oA e 1(*2,ysitráf tr2, cntorrccs' \,' ./r

Í)emosttu¡:ión. Supougamos quc i2 : ¿¡ € 1í*2. Entolccs sin pérdida de generalidad
i2 = h2, co¡ t e .l('. Luego (, - ¿)(i + /i) = 0, con i, IkyiI-ft,Porello,en
cl úlgebra de <;uater¡rioncs .4¡ hoy divisorcs dc ccro. Lucgo .4¡ = Ml2(K). El cas<r

.ot.respc»ldieul,e a j2 € K*2 se conr:hrye cle la misma mane¡a. E

De 1o mencionado en este capítulo, sumado a lo expuesto en el Teorema 10.5, se

sigue el siguicrte teorema.

Teorema 13.6. Cc¡rrsidele la K-álgebra

t^ : (Y) : (,,¡ .. ¿2 - a,j2 : p,ij + ji =.r^).\ r{ ,/ .,,

clc¡nde K es un cuerpo local no nrquinediano tal que car(71) f 2. Dltonces:
i.- Si cr/i : l', "4,1 "" uua K-álgebla dc clit¡crrsión 4 que rur es isorrroti¿ a u:r

álgebra de cualerniones sobre J(. Si o f 1(*2 entonces,4) se puede incrustax eD

N,llr(I((y'Q) En caso cr.¡ntrorio. es decir si a e K*2, entonces.4) se puede incrustar
el MI2(/f x K).

ii.- Sia€ I(*2 o B€K"2 y aB f )2, enlonccs.4) cs una If-álgcl)ra dc cuatctnioncs
con .4¡ = MI2(If).

iii.- Si rr f K'2, 0 É K-' y cA + \2 entonces ,4¡ es un álgebra cle cuate¡niones. En
cstc ca¡io se cumplc quc cxistcl {r. (; € 1<,b,d.e I{- talcs quc:

, -b'o+d2A-@-()"
2bd

si y solan.rentc si.4r = M2(Il).
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IJI teorema anterior Dos <la criterit¡s para determinar Ios conjuntos 41,",p¡

P-ldB¡. don<le -t1,,.¡¡ fue definido cu §9. Esto se debe a Io arguure»tado en Ia
misma sección. Por ende solo nos debemos c¡locar en la existencia dc cuatetniones
pulos no rrilpr..rtentes i, j que cumpJar con i2 - a, j2 : lJ y i,j + ji: .1, clontle
\2 : ¿r0. Il¡.coldemos el sigrricntc hccho mostrado ctr el corolario 10.4.

Observación 13.7. A fin de csludia¡ Ia existencia de cuate¡niones puros ri,j €
Mz(/() que satislágan i,2 : ct, j2 - F y ¡,j + ji:2.\, poder¡¡os escoger a,B en un
conjurrto de lcprescr¡tantes SR C (2¡i dcl cocicrrte I(* f K*2. at dontle c<.¡nsidcrarlos
que 1 € SR. Esto se debe a que si rr = c2 a y B - d:ú entonces existen í,.7 e MI2(-l()
salislacr'¡r las rclacio¡res ault,rior,- si y l,í'larrrer,l,p si cxisler¡ i = ¡.j: É 

¿ Ml (i()
qrrostr.tisfacerri2:u.i:L¡cij+ji=-l.Adcmássi o0:,\2 cntt¡ucos ¿rb -- (*)'.

El argumento dado en la. oLservación aúelior rlos pernite reducir']]os a esl,rrdiar
el problema en el ca^so en que cr, J € SR. Aclcm¿ís, si aÉ : 12 podemos suponet que

los parámetlos cutrplen con ¡x: p y \: }cr. Diviclitemos nuestro cstudio el) dos

ca^sr». de¡rcndicncio dc si o : 1 o o (. Ii*2.
En el prinrcr caso. si o = P : L y l : l.1, existen en Mi2(,I() cuaterDiones

/ tt o \ / r 2 \, { -^ 
-, ) r = { ,i ' ) qu" satislacert l¿rs r' ld('iurrc" ,2: t: = | J

-t / ' /

i.j + ji : a2. De la ide¡l,idad (4) rnosl,racla en Ia C)bserración 3.4 se deduce que

i, j son cuaterniones puros. Observe clue diohos cuaternioncs ge[eran ramas (:Llyos

tallos son distirtos. llstc¡ último se deL¡c a quc i no cs un rrúltiplo escalar de j y a

kr monr:ic¡lado cn §11 respccto a los idcmpotcul,es quc comPattcn rarna.
Sólo nos queda determinar condiciones nccesatias y sulicientes Psra que exis-

tan cuatel-Diones puros i. j € M2(1() linealmente irdepeDdicntes que satistágan las
¡clacit¡rrcs i2 - j2 : a y i) + ji : *2o, cuando o f K'2. Alirnrarrt¡s que cr
este o¿so no eúsie lrn par de cr¡a1,er'riones distintos, n-ródulo sig¡o, qlre salislagan
esias lelacio[es. Supongarnos que exisLen. Sean p, q € N4l2 (1() dichos cuate¡ttiones
puros. E tonces coDro q2 : o, tere¡Dos que la ir¿tlsfolm¿ciórr lineai en /( x K
tlcfiuida por q no tienc autovcctorcs no trivialcs. Esto se dcl¡c a quc si q(1,) : (xr.

entouces orl : q'?(?) : c2u. luego si ?' f 0. entollces a : c2 e Ii*2. Tomcn¡os un
vector r, € K x K - {0} cuakluiera. Entonces Ia rnatriz de g en la base {c,, q(u)}

. ltt n \ , i u a\-.¡: r/ f 'l : ). LucE,) cxislo A Clr¡K¡ t,i q::e AqA'r.r/. \r u/ 
.4¡ Lr'2r^'¡u,(1,¡P,"rl1'r =\, o/,

/^ t,\
Ay4-l : ( " : I ()bselvc que ApA-t, AqA-t s¿tisfacen las mismas ¡elacir»

\( a)
nes que p: g. Evaluand<¡ las matric€s correspondienl,es, en Ia idcntidad del ploducto
simetrizado obtenemos que:

I t 2ct U \ ( c-t'" ,-d \
\ o +zo )- \ no+ad abtc)'

dcrlnntl¡.csi6r¡qrc,/ -.rv, ,rl : ) 2,,.Lt"e,'AlA : ( 
",-í- O, :,,)

Utilizando Ia relacióu p2 : a. obtenemos que:

(",i" *?,, ):(? ;)(: :;)'(: l)(? t)

/o o\ ( ,, ó \' I ur +l.,ul-2-bt 0 \(o "i:(a(+z o ./:\ ó o,tba:z-b))'



Por kr t¿rni,o a2 : (bÍ 1)?a. Si b: :L1, depcndieudo del signo de.\, se tiene que

n.:0 y entonces Ap^'t: *AqA-l. es decir p = +q. Si ó f 1, obtenemos que
t ,2

. : (É) c h *2, k., qut cs cuntradictorio. Dc la iderrtidad (4) triosirada cr Ia
(Jbservación 3.4 se ded¡ce que los cuaterniones p, q son puros. Conclui¡ros que, si

r:o¡sirlcrar¡os rr f l{t2 oblcnemos qrlo cxislllrl .:uaterDioncs l)rrr()s q¡ro satislácc[
las relacior¡es requerida.s. pero estos s(»r necesatiarnellte igu¿¡les sal\,'o signo. Lo
mosllado en esLa seccióD, junto con la ol.¡servación 13.7, prtrcba e) siguiente teorel'¡Ia.

Teorema 13,8. Sea K es rrn crxrtpo local uo arqttimediano lal qtrc car(K) 12,
el1to[ces:

i.- Si rrp : \2 y a,0 € K*2 entonces siempre existe un par dc cuaterniones puros
,, j € Mr(¡() lineaL¡rente iudcpentlientcs talcs que i2:o, j2:Deij+ji-D,,

ii.- Si op : \' y a, 0 €. 1{*? entonces existen (ir Dteruiones puros i, j € M2 (ff) t¿les
ql.e i2 : a, j2 : P e ij + ji: 2). pe¡o djchos cuaterrüoDcs son siempre linealmeDte
dependientes.

iii.- Si r¡ € K*2 o 13 e K*2 y o A f )2, cutonces sicrnplc existe uu par di: cuatc¡-liotlcs
puros i, j € M1(1í) Iiuealnente iudepeudienl,es tales que i2 : a, j2 : A e ij + i¡:
,\

iv.- Si a I K-2. fi e K*2 y dP + 
^) 

eDtonces cxisteu un par de cuatelniu¡¡es pur'(Js

i,j € Mr(I{) Iiucalncntc iudcpendientos talcs qrrc'i2 : a, .:j'2 : IJ a ij + ji,:2^
si y sólalnente si existen a,c: e K, b,d € K* tales c¡ue A : &14ft19:!C o ¡,¡",,
, t'>o+a'B a-"¡1
^ ------- 1,i--,
Observación 13.9. Supongamos qtrc a,8,2). € (2¡<. llnl,onces en el caso [ii] rlel
teorelra anteriol, los cuatelnior¡es pulos j e i generan ramas con cl mismo tallo,
por 1o qur: eJ prt:blena de dete¡¡rinar S¡¡(i,j) se soluciona trivialnrente. De csto
se h¿rl¡ló cn §9 r'er la partc final de §12.3. Recordemos quc en §12.3 probamos
qne si los t;allos coincideD cnton(:es se cumple que X2 : a0, Luego se tiene que
si a. p f K2 entonccs .\2 : oP si y «rlameute si :/L(4 : ?i(j) en 7(L), para
L - f< (t4;, r/F), Adcrnás, esto último es equivalettte a que los cuatcrniutres pulus
í,j sean lineahnente dependieltes. En los dcrnás <ra.sos ¡lel Tco¡ema 13.8. k¡s tallos
son distintos por lo mcncionado en §12.3 §l2.2 y §11.



] 1. Ii,\tl,\s L\ ,ÍltLlol ri-q Dll IJRLrIl.\lL fITS l)ltt IN-IDOS soBRlJ L\TIi-\sIoNIls

Sc¡. Il u n cucrpo 1,:)ri¿!i r1o arqLrirnecli¡llo ¡' sea ;1 : l"1l: (I() el ¿ilgcbra 
'le 

crr¡ 1(rllliil

t)cs dcso(¡IrptLcsl¿l. Llutrsitlclr tul LiL¡i( rtlión pulo I e ,4 trl rltur i: : "' = 
Oli \, {ll}

Sca /-: li(116). L111o¡(ts.lcfiDilrn)s;{¿ r: A:'in L -l'Á')(L) l-ttego por 1o lr':¡-
cir¡rr:Lr r:u el Lcnia 12.1. potk'rlos astLtlir- que l(l(l C 7(l). crniro coljtrllo clc

1.¿rrlicr.s. ,\(l.iplarlros esla at)tt\_erlciórr en todo l() quc sig1le.

En cst¡ saaci(iu v('L(rlllos (ro1111r dontlo dcl ál1ro1 'I(Z) ¿rl)al(ra( ll¿rtrrl-,¿1lll1(rl1(r lil
larir:r S¡¡(i) ] ¡u¿lliz¿rror1¡rs slr lrosi(rión rel¡ti\'¡ respccto rle I¡ t¡rna S¿(i) dr:liiiicla

er '/ (I).
Sir:rlp|e podeitos asLlrDir' (lue o a Oti pert(xnr(re a un cl»l]llllto dado t1e It pl"scn-

t¡n1es Sll rir, Ii',i /i*!. Ilec¡rilcnros r¡rc potletttos strponer .lln' SII : {1. 
^} 

-l !l -r tl,
¡lLrncle A cs iuri:r Linidad no ramifir:acla dc 1i Q cl rrrt¡iunto dc rcpresent¿lnl'es dc l¿-§

rlnid¿r(lcis r¡nliIic¿r(las r:| /t_'//l'2 ¡. ll c'l con.junto r1c fel)r-os(]111,¿¡tes (l e (olr-esllollale

a l()s pa1¿iurclros nrlifor nljzalfics Itr cl rlislrl,-, (o('i{{]lc. ,\dcin¿is (l ' I si /l rrtr cs

r1iárlico (r,er'fll). Er lorla esl,¡ sc((iól ar rlt'irol,¡rá ¿11 elemcnl() irlenrpotclle ff'
llcr:rIrlcrrros tltto cl l-r:rrl¿ 12.1 os dicc qtrc 1a ¡]ist¿Il(:i¡ c'n 'I(Z) t'n]r¡ rlr)s \'ór'ti( cs

\:ecirlos e1I 7(1i) c-. igual a L:: t:(t lIi). el i¡clirrr: dc I aüri{ic¡ción (l(r lA exl.txrsiór'

Sea i a l,f.: (-ti) un crlalerniórr 1;ltro tal qtte i!: o C SR. .l\irlicatlclo cl J'errra l2'1 a

I : Ji(\tflr).r' -\¡ : Orili] r,irtcttt'r¡rc,s cl siguiorrtrr rtsult¡do:

Ler¡ra 14,1. Sca'Iil,).7(1i) áboios tlc llrrrh¿r1- l-its (l»islrrti(1o s')l»{r ll)s 
'llcrl)os

loc:alcs 1i ]' /- :1i(vá) pala al¡rur L1 - -¡\ l'r1r'tr''\ 5¡¡lrl ! '97.(l) Aik:tn/rs

l¡L-. clistancias etltlc 1,ér'tjccs es igual e[ a]nl)os áLbolcs si 1,,/ /{ rlo rarrli]ica ljr caso

cortr'¿ui() los \,ér'ti(jes r'c(ilr()-' en'I(1i) se r:u(tLetttr¡ al tlrblc dL: rListarrcia t'lr'I(I)'

Dicho ¡:slo. Dar'¡ silul¡li[it:¿u (]l cslulli() (lc I¡ r'¡111¡ 57,(r) ucrccsit¡rlos ilr]aLiTar cl

idcrnpotelllLr tlr que dl:finc slt taLlo or'I(1-).

Observación 14.2, Htrcor(ler¡os (lLLe.l Lcnl¿ 3.]¿l nos clit'c (llre para 
'r 

€ Or 1¿r

lar¡a S¡,(r) :,§j-(/r,)ll. r1,:¡r1e 1: r,¿(2¡,'6) \ótcsr: a.lenrats (lue. c('rrrrr rr'= I es

llll clcl¡c111o idctrlpolculio. lror Jo rlir,ho cr1 qlI Tcltcuta)s c¡tc 5¿(rr,) r\ lllr ('.r[1jl L'

rllirxirlurl. lrln síltesis. S¿(Lr): ¡i(¿) l'la prolurllidad de S¿(i) r:s tr¿(2/tr)

IleclrrL:[ros qut: erlislc L]lr¿i cL]t.l.csl)orrclcrrcia biutrívoca cuLrt, b,¡l¡s r:[ 1í v,irrlctLcs

nr¡xinl¿rles c1c rLrr tilgclrra cl,:: lll¿rlliccs trrn cooficir:lltcs err /(, clclinicla p':rl:

!: E: Bl¿¿. ;i' ] *+ O.1,,.

\
.i t,l, .\¡ : (ti.f f,, )). ,',t1,' litc (rxpucslo cu ,!E Err lo stLccsiv" rrs¡r'r:rrr.s l¡

equi\.alelrci¿r qur: e-ristc'n[tre los árLo](ls cle Bltrhat-Tlls ¡rzlra lxrlas crr -L y paril

ól rLcl(rs ¡t¿xirn¡lcs. l)¡,rr rll¡ dir.o1ttos qr1(. lo§ l(irticcs crr cl á.1'lrol rlc liuhaL-'fi1s clt'

-L sc¡r bolas cle l.
Ilcrrr¡lcle¡tos rlrLe c¡r 18.1 ilelini¡tos u[¡ /i-li¿r¡a (x)1llo ull (AI1lj]lo maxitri¿rl (llrc

tieDe prx extlcrrros ir cc ¡':rlgútr l)lrllto rr a Il. C)Lsl:t'r'e (lLl(r esi() (is eqti!aletrtc a

qrro l¿rs lx)l¿rs {8,},¡¿ qrlc (lrnsiitlr:lrn rlirha rlur¡ <rulplarl r'orr ¿ e B; Vl e li'
Luegc-, Ia /f li¿llli'l '/' qllc liell( p()r e\tlcllr()s ¿1 '._ \' ú É /r' srt puctle escliLil Coxrl)

r - {Bfu. ri ) | ¡.2} . riL)



Lern¿r 14.3. Cr»rsirlelc cl camit¡o m¿rxirnal 5 qlre tielc por' .,\tlcrllr)-< los Pllrltl)s
¿.¿r É 1i. r¡mc, cn l¡ liigrtla, C. J-ntolccs la bola a nla'rol altura en 5'es B :
l).a. o,-ü): l:)lb, a b)

tlu a L) .

/\
ü

F'IGUR^ 9. (iamino rraximal de extremos a y ó

Detnost¡ acltin. Recoltlemos que el prrnto a nlayor altura B es la bola de la cual a

v ú sol ¿mbos ocntros y c11yo radio es el menor posible Dc csto sc desprcncle quc

B : Bla,la - óll : tsP, lü ¿ll. ¡
Supongamos quc: 7 f o € SR y sea S : S¡,Qt) el t¿llo de ta raura S¿(i),

cletcrmirratlo por el elemcnto iclcmpotcntc * : i# Qucremos determirrar la 1{-

liana más (:crcana a S. Esto sc ihrstla cn Ia Figura 10.

.5a

**
"+b!6 a b\/d q:"

B

FIGURA 10. S es el tallo en cuestiór, el cual clenotamos con rojo'

D1 carnino que pa^sa por la bola B v qlle u])c el punto ( colr ca es

ia Il-liana D1ás cercana a S Usamos ia línea continua para hacer

notar (lue el extrcmo de cste camino es un elemento de 7í'

De ia, !-igura 7 y el lema previo se desprende que para determinar la /(-liana

más cercana a S, basta calcula¡ el punto { € 1( tal que:

d(€, a + b¡,ñ) : ld + b\/6 €l'

sea minimal. Por la exLensión única del valor absoluto tcnemos qlre:

':t 
+ bYG - el: a - b"[t - € '

Por Io tanto tenemos que encontrat ( e K tal que:

l(o ()' b'n .

es minimal. es decir:
l)2a: (cL, €)2 + ñ,

5a



donde rc: (o, {)2 bzo, r:s mininal. Por lo r¡ostrado en §4. cl ideal geuer¿Ido por
dicho (ri) cs el defecto cuadrático 6(ü2n). que sabemos r¡ue debe cumplir t:on:

(A) : r'?,,(,t).

,;\denrás ( : bt: I ¡t, donclo r: cs ur¡ (lcrncrlo tal qrrr: d-(rr) : (r2 - o). Es1,o pruoba
cl siguienle lentr.

Lerna 14.4. EI extremc¡ ( cle la 1i-)iana ryis cercan¿¡ al camirro tnaxirnal que uue
a!b¡/d cor' o- üyG satisláce quc €: ác+o. donde ¡: e.Il es un clelneuto tal quc
¿(rr) (r:2 - o).

Observación 14.5, En es1,e análisis v en todo lo quc sigue, traba.ja.-emos en exten-
siones L rle 1{ en donde emplearemos la valuación nornlalizada prlr u(rr¡- ) : ¡+ñ
Por lo larto I¿r dislaDci¿ en'f(l) prrede tar¡rbién to]n¿r \,alo¡'es fi'acciolalios. Note

Analiza¡emos la posiciót de Ia /(-liana del Leura 14.4 con lespcclo a §. Con
csta i¡¡lorlnacióu. cstudiarcmos la pr-rsición rcl¿rtir,a dc,S con rospecto ¿ l¿ Larrr¿

S¡¡(i). Como el clefecto cuadrá1,ico varía dcpendieldo del valor rle a, dividi¡emos cl
probleura en casos.

14.1. a : A: Si o : A es u¡a unidad no ranüficada entonces, cono L: I{ (yñ)
es urrd, extensióu tlc 1l quc no rarrrifica, se tiet¡e que Ia extensiórt correspotdient(]
de cuclpos lesirlrales IL/K 1.icnc grado 2. Luogo cad¿ v<i¡tice cn cl ár'bol 7(/.) tieno

92 -¡ I vecinos, dondc q+ 1 es cl números de rccinos de uu vértice cualquiera cn 7(11).
Las ranras que aparecen eu 7(tr) y no en 7(1() les Ilamamos ramas fantasmas. Estas
rar¡¿¡.s sc ilustrau cn la Figula 11.

FIGURA 11. Ár'bol de Bnrhat-Tits T(L), paru una e,xtensión
cuadática Z de Q: no ¡amiñcada. En la figura los vértices col)
estrellas están en T(L) - 7(K) v las ramas que se foLntau unien-
dos estos vórticcs sc¡t las clcuominadas ra¡nas fantasmas. Estas sc

simbolizan coD líneas discontinuas. Los exheuros con estrella están
enL-I{.

De lo dicht¡ al principio de esta subseccióu c ilustrado en la l'igula 11, sc dcducc
el siguienl,e lema.

Lema 14.6. Sea T(L) el á¡bc¡l cle Bruhat-Tits const¡uido sob¡" , : 1l(r.Á),
para K cue,r-po krcal y A e K t¡na unidad no ramificada. Dutonces l¡rr v¿rúicc
B - Bfa.lz'l] de T(L) está en 7(1f) si y solamerte si existe algún ceutro ó de .B
talqueüeIf.

59
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Por r-,tlo larLr:
d(ó'^) : ,':d(a) - (4ü').

)il|l,'.,.lll',ri.l.,,lll,.,l:cr,','ll,''-\,,.\:i,,t,6_:
2l;y[. pol kr qrrc -Ei¿. + ü\/T. :/,v[ - xt(. /,]. J-rr¡'\i, l),'r c1 lorna ]»rrvio,
cor¡o { É -li, se liene qiro lJla - Ü/^. 2bl,\ I = ¡ri(. 2¡1] € 'f(lil. f:s (le.ir. la
1i-lia¡ra ¡r¿is celc¡1n¿l ¿l S i[lerse(f:a a 1a L¡¡ra 5 r:l el r'érticc. a nr¡\1)r állLLra a1c

csla. Esl.) se ilusl-a cn la Iigrua 12.

\
/ \\,\\**

¿i+¡JT ¿ Ü\,,j €. ¡(

llJct RA 12. En Ja fisrrr':r LJt : tllt¡ - l,v[, ]21,1 : Illt. 2ü I r
'1'K(.í) IBtj.lll cauiitto qrrc rllle R1 c.»r cI exlreDo { sr: sit[Loliz¡
aon lírlc¡ ( olllillua pat-a ltireL rlotar qtle clicho cxtt¡:Iio r'st¿i cll /L
lil c¿trrilo ctt lojo corlcspottrlc ¡ la r¿rnla S.

Ahol¡ l¡icl. I¿r irlentirl¡d "9rL(,) : .S/-(;) a 7(li') se crrtnplc |iu'a lodo ¡rralernió¡
pLrlo i 

= 
L'12(1i). Aclr:nr¿is. rlebiclo a l¡ ol)ser\aci¿rl 1'1.2 se ticrrc tlLre la ranra S¿(i)

cs un en3rosado e¡ tr:1(2) <lel car¡rilro rli'rxinral 9¿(u'). Pol olto latlo. tringrlna

rlc l¿rs lrol;rs crr,9¿.(rr') a ltllrrrot altlua quc1llxrla lJt - tllo +l¡t/L' 2l)r cscsl¡blc
bajo la lrrrcir'u (l(, elen.¡1o rrt, lrjvi¡rl a ciel glrrpo rle G¿rlois Eslo sc riebe';r qrt'

si H: [J! - ü¡/T r'] es r¡¡o bola a lrlcltol ¿¡ltul¿l que 1a bola Bi crlt(»roes r''lJ:
li[rr-á1/A. r] f B. pLu'stc-, qttc ll tlist¡ucia trnt¡c r¡ Lür/Á.' ,+ür,'T cs rt,¿rJ'or' ¿ ¡ St ¿r

l'¡.ur¡ 1¡ol¿ tal qrrr: d(13'.',/),(rr,)) I r'(::) r'tol rltLe e1 r'iillirr: er S'/,(ur) ¡rás (c1'('¿111')

¡¡ Ill n¡¡ -.e¡ R1. lintonces Ja acción clc a eu -lil ticlle por inrage[ un¡ br¡l¿l clistirrt a clc'

/l'. Pol lo turto. nirrgúrr li:llice ¿ disla¡rci¿ I < t'(2) dr: r¡ra Lr¡la B + /'r ' 11 5r[d]
I)cLlcrlccc a S7¡(i). Er c¿rnbir,. l¿s r¡ . I lrolas ¡'<rci¡r¿s tlt: B1 c:n'T(.1{) l)cr-t1r11c'(xr

¿¡,9¡,(l). \lás ¿riur. lod¿r bola r:l I(Ii) ¿.list¿1rlcia t I rr(:2) de ¡J1 es rlrr \1lltice d(r

.§¡¡(i). Luego, conro Br e ,97¡(i) sc r,iele c¡re .9¡¡ll) cs Lu1 exgrosa(lo cn / : r'(2J

rlc {ts11 Po| lo tarrlo'l-¿¡(l) - {171} clorrdr: R1 : Bld-ü/4. 2ü\,/A l: Bi€.il¿'I

¡-la larna -\'¡,-(r) ticlc plohtrclidarl p¡.'(,9¡r (t)) - rr(l) l'ln pzrr'licrrlar' l'oncltlos qrrc

7i,-(i) se irrcrusta cr 1i(i). clrrro sc lllltL'stli1 eu la l"igulal 12

14.2. t¡ : r.¡ a 1l : Si ¿r : ii es tlrl ¡laltilllclto unilr¡l nlizallle cle I( e¡tt»lcre-s

podornos snpouct r¡tt" "f. 
: ir7¡. LlLtrgo. crr tl ár'Lol 'I(/'), apalor:or lil i i<r:s clrtlc Los

prurlos r,r:.iuos rL:'f (-h). Dn:ho i'i:rliccs se denoriin¿lrr l)11]rlos o \'órlices irrlerrle(lios

ljsto sc ilustr'¿1 r:u la Figtta 13.

I)e lu rlicho ¿rccltr¿r dc la forrrr¡ rlc'l ¿illrol de lJltth¿¡tJI'its'I(¿) y r¡ostlaclo rrrr la

Iiglü¿t l:1. sc rl<rsprc,¡dc o1 sigrtitrrtc 1tlna.

Lema 14.7. Sca 7(/,) cl árl¡ol rle Urrrhát-'l'ils cc¡¡sttrrido sol¡r'c I : I' (vftl'
l)¿-tr'a -1( crlorl)o lrx::'tl v ir 1r¡l:'inttiri) ll]]ifi)r 1niz¡ rl fc (lc ¡i' E[t()r]'('s ¡ll vórtjc| Il:'llla. 

r';', d; Tl,I') esi.tí r:t 7(1i) si J- sol¿lr1cl1e si l e 22 l (1 . /i pala algirrr

ccniir-o ¡r (le l¿r Lola B.
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FIcLTRA 13. Arbol cle Bruhat-tits 7(L), de una extensión cuadráti-
ca lamificada I dc Q2. Eu la figura krs vófiiccs cor estlcllas estál
e.n'f (L) - T(K) y los extremos cou estrellas está¡¡ en ,L - 11.

Por otro lado:

6(b2r):b26(r):(b2Í\,
ya quo, según lcr visto er §4, se ticnc quc d(a) : (rr). Así o + blG €l: bnL .

Por esto 81 : l]la + byG. 2L1tL)), el vérlt\:e a rrayor ahura de § : S¿(u), está a
distancia d : u(2) del punio B : Blf,lh¡ll de la lí-liaua a menor distancia de §
y podetnos csr:oger (: a. listo se ilustra en ]a Figura 14.

FIGURA 14. F)r 1a fgura BL : Bla + L,\/1t,2b\/Gl) , B :
Bla, b\/Cl) y 1'¡i(i) consisle cl I<¡s vórticcs Bz : Bla,\L) y
fu: B[a,lbrl]. Dl carnino cu rojo correspoude ¿r la raur¿ S.

Recotdemos que S¡ (rl) : S¿(r) n 7(h). Además. debido ¿¡ 1o urcuciouado e¡
la observación I4.2 se tie¡rc que la ra.ma 5-¿(l) es un engrosatlo en p : rr(2) + I
del caurino nraximal S¿(tr,). Sea D : lJla + l¡t/i, lózrl]. Si cousideramos un vérticc
D' e S L(i) tal que d(D/,D) < d(Dt,B), cnLonces se tiene que /)/ I Sr¡(i). Esto
se debe a que si D/ : B[c,lnif € I(-Il), entonces c € K y r : 2s, para s €

Z. Lrrego si torn&rnos las bola^s B'¡ - Blc,lri+"11, pala ,¿ € Z, r:onstmimos una
Il-liana más cercana a S¿(tu) que Ia conside¡ada en un principio. Esto nos lleva
a una contradiciórr. De la rnisma manera, si u¡ vérticc l": /Jll, lórll, veci¡o ¿.

ts: Bln..lht/ttll 
"v 

distlrl,o de 83 : Bk. lbrl], Iucsc un vértir:c rle 7(Il) clrlonces cl
vértice B cunrpliría cor' B eT(I{). Esto último se debe a que B correspondería a

la bola Bfa, ll - a) e T(K). Esto tambiéu nos lleva a una conlraclicción.
6t
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Su¡r¡¡do lo ¿rrrtelir)r' ¿rl hcclro (lc (lu(' ,¿i, : F]la, h ):' L)',, : Blr, iü¡ ] sorr L¡s r'ór'li-
ces en S¿ (i) n I(/i) a n ravor. cList arcia de S¿ (t'). c oncltümos rluc S'ir (l) : {¡:. R3 }.
li: clccir,§l¡(r) os una ralrr¿t rlt: prolunilitlarl rlul¿r cu1_l) t¿¡llo está c,.rllstilrlirltr ¡rol los

liirticc's Iil r'1111. Iin lralticrtlal l;L rarrra 7l¡(l) os1á ir¡rsliitLidi'¡ pl» (los \'('rtli(.s ¡
djslarci¿r r (2) + j .le la ra¡ra 7i-(/).

14,3. ¿r : lr € Q: Si ¡:r .. u es ltlla lrrrirl¡d r¡miii<:ad¡ .nlorrces. aorr{) ¿/'/(
r-arrrilica. se ticne que tj,O¡,. r¡;O¡, Llrego en cl árbol'I(t) ¿ip¿irecen Plll1tos
i¡¡terrrrrdios (()lDo erl la secclórr ¿rrrlclior. Iasto se ilrl-qtl'a crr 1a Figula l¡ \otc quc

cstc c¿rso sob sc fic11¡ atlaD(l() /i r* lru tlllcl-plr l<¡c¡l tli¿idit:,,

\ -,., -trl

¡ll ./ \*+/ \. afl

l,'I(iL R-{ 15. irlxrl rle Ih¡rhal-iits'I(L) de una exl,ensión trttadr'áti-

r'¿'r r'¿rrnilicarl¡ I clc Q2. El 1a figrDa 1os r-<il,i irr-s cr»r cslr(llas csli¿ill

el'I(l) 'I(li) ¡ los exLrclrros corl csl¡elLas esl,¡lu el /' /i

l)c l() nleir(:i()na(1o accia¡ alel ¿irl¡ol collslttlicLo sol)le L e ilrlslr'adc' 
'::lr 

la Iiigrlr¿

llr- sc rk,splc dr'aL siglricnla larn¡.

Lerna 14.¡i. Sca 7(L) r'l hrl¡ol rlc BruhaF'l'its cr¡nslluicLo soble I : lirr 71.

para -/\' ttn cucr-po loc¡l v trra r¡nirlatl r'¡n¡iflrracla ¿¿ € /4. Iintorrces 1¡n \¡ilticc
B: lJio, n'i.) l¡.'T(L) cslá cn 7(1i) si r-sol¡nrr:rrro si r E 22 I o i J(. Partr algítrr

cerltlo al (le I¿r br¡lir -8.

l'or r¡lto laclo:
d(ü2¿) : ü'2¿(u) : (tt2ti1+1¡'

1,¿ ¡11¡r segúr lovisloe¡ !J se liero r¡lr. d(u) : (;r?rll)' rkrnrle l) ! 1< e: r'7¡(2)'

Así o-'lru[ l',: ln;')])).1'or csto /Jr: Blt+brtT 2á1cl prutto ir m;r¡'oL zrltrtr':r

cl¡ §:,9¿(u). r:stri ¿ Jis{:a¡cia r?- t¡2.1 / l'L'l tertrt' E:11,!' t)¡il-t), qü'
i:s r:l vér'tic¡r rle l¿r /l-liari¿r Inirs crlc¿rtro ¿l 9. l'lsto rle iLnstla erl 1a FigrLltr 1(i'

Ilecttór'¡lese qrrc 5¡. (r) : Si-(l) ¡'I(Ii)' r\rleur¿ís rl¡bid¡r a lo l¡errcio¡á(lo 'tr 
l¡

obserr'¿rció¡ 1.1.2. la ¡¿¡ura 57,(l) es urr cnglosado r:rrp - r'(2) de] <:a¡¡ino maxi¡r¿rl

S¿(u). Sea l) - Bla + bnZ. brr! t I Si r:¡¡sidcr'¿ruros u¡ l'élllcc D' 
' 

Sr-0') Lül

qu,, all',f;¡ < d.lDt,B)' se tierrc rlue Ill É S/i(r). Esto se ck:L¡r: a que si Di:
Dl . r'r); 'I(1i). crrtorx:cs , € li-1' / :2s. p¡ra ¿rlgún t a Z' Luc¡,'r' si tt¡rranros

las lrol¿s B" :1ll:. ,,'i!" ]. l,ara,, E Z corr-slluirnos urr¡ .li lia¡¡ r¡¡:is.etr:¿r[¿r ¡
5¡-(u) clue 1¿r cotlside¡¿id¡ cn un ¡rtincipio. Esto llo-c lle\'¡' a trtl¿t conlr¡(li(ii(')tr f)e

Ia rnisrrr¿r m¿urer¿r. si r1n \'érti(re F - Bl.f , &rlir r. vctrin'-' a l3 : ll € 1t'"1,'*'iJ :'
ll?

. ** .
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FrcLR..^ 16. En la figula 81 : ts[a+bJn.pbl] . B : ltlt.lbÍ?+t ll
y ?i¡(i) colsisie en Ios vértices 82 : BfC, br¿l) y B. :
Bl[.lbrr+ L 

]. El camino seiralsdo e¡¡ rojo corespondc a ,9.

distintc¡ cle A¡ : BE, já"¿+'l], estuviese en 7(1f) entonces el r'értice -B r:umpliría
corB€T(K). Esto últinro se debe a. que B correspondería a la bola Bl(, l-(]€
I(11). Esto nos llcr,a a ot¡a t:ontra¡lir:ciírn.

Sunrando lo autcrior al hecho de qüe 82 : Blt.llnrtll y B¡ : 8[€,1ü¡¡+11] sou
los vértices en §¿(i) n 7(1() a menor distancia de S¿(tu), concluimos que ,9¡¡ (i)
cs u¡r cug¡osado orr 2(S1¡(l)) : f dcl carnint¡ fiuifo corl vérticcs {82, B3}. Ds dccir,
la rarna ?¡¡(i) es el camino furito {82,i33} y la proltndidad de tn rarna S¡1(i)
es p(S¡¡(i)) : f. lJn pa¡ticular, la rama 1¡(i) está (onslituida por dos vértices a
distancia t,(2) - f de la rama T¿(i).

Lo dicho en §14.1, §14.2 y §14.3 nos proporciona un r¡étodo ¡rara cn«rntrar la
profundidad de las ramas S : S¡r(r) en el árbol do Bruhat-Tits 7(11), Esto scr

iluslra en el siguiente teorema.

Teorema 14,9, Sea i € N42(7l) un cuaternión pulo tal que i2 : a, para a e (r( Do

uulo. Eutonces Ia profundirlad p de Ia rama S : Str(i), satisface quc ó(a) : (?i2P+r),

excepl,o ouando a : u2¡2t'A., pata u e Oi¡, en cuyo (:aso á(cl) = (ra') y cuaudo
o : B2 . en cuyo caso p : 0,r( (2p) .

Demoslraci.ón. Observe que si a: ub2, para b e O¡;. entonces defineudo i'- I
tcnenlos que rll2 : ¿- Atlc¡¡riís sc cumple quc ,96(i) : S¡¡(r')l'(Ün. Pol lo talto
p(srr(r)) : t-,(ó) 1p(s6 (i/)). Por o{,to lado, la irterlidad 6(aü2) : ¿,'?ó(¿) : Í2t(bt ó@)
se cumple para cada par (o,ü) € I(2. Esta observación nos permite asumir, siu
pórdida. tle genelalida.d. que d pcltenecc al conjrrnto rle replcsentanles SR, clefi-

rrirlo al principio de esta sccció y c¡l q4- Asrlrnieurl() csto y ¡rsando el Lcma 8.18

dcnrustrornos lo pedido. pol cacos corno sigu{':
i.- Si a = 1 se concluye. i¡recliante un cálculo directo en cL Lema 8.18, quc la profirn-
tlidad ¡r clc la rtunra S¡¡(i) cs ¡r: p¡(S¡¡(i)) : 16(2).

ii.- Si a : A, enl,onces por lo mostrado en §14.1 lenemos que Ia prolundidad de la
rama 51¡(i) es p: p¿¡(,9¡(i)) -'u¡(2).

iii.- Si a: 7¡. entonces por lo demostrado en §14.2 tc¡)emos que la prolundida.d de

la raura S¡¡(i) cs ¡r: p¡.(S¡¡(i)) : 0.
iv.- Si a : ü, ento[ces por lo demostrado eu §14.3 tenemos quc la profundidad dcr

la rana S¡¡('i) es p : p6(S¡¡(i'¡): l, donde d(u) : (n2i+r1.
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Esto da una demostrmión alternativa a [A3-Sa, Lema 3.2], probado ¡>or Luis
Arenas-Carmona e Ignacio Saavedra,

14.4. Estudio dc los camin<.¡s maxin¡ales sobre extensic¡rres. Sc¿r 1( ur
cucrpo local tto arqümediano con valuación o y considere una exteusióu de grado
finito ¿ de I(. Denotamos por e : e(L/ l{) al irdice rle ¡amificación de la extcnsión.
r\l igrral que cr las sr:ccioncs anlr:riorcs 1rsa,r'crros 1a valuación rro¡rnalizad¿l en tr
iuduci<la por t,(" ¡-) : l.Dicha valración induce uua distancia norm¿lizada e¡
7(.L) defirrida por p(D¡,D'r): ], clotde D1,D|-son vértices ve<:inos en 7(Z).

Sr:a i e M2(I() cuator¡rión puro t¿l quc i2 : 02 € (2f,-. Rccordcmc,s quo, por lo
mosi r'¿¡,rlo en el Ler¡¿ 8.18. la rama .9¡¡ (i) colresponde al engrosado e¡ L: t('28)
de un camino maximal. Po¡ ello cn esta subsección estudiaremos el compoltamien-
to dc los cal¡inos uraximales engrosados .Sr((J)) C 7(K), al consicler¿¡ los cor¡ro
srüconju tos dc 7(tr). Lncgo aplicarcrnos cslo al caso parti(:lrl¿r' h: Oxlil.

Becorde¡rios que si S es un cami¡ro n¡¿xi¡¡ai eutonces existe una transfo¡mación
de \{oebius r que llera.9 al caminc¡ maximal que une a 0 con oo. Luego la. der¡os-
tración del Lena 12.1 nos dicc quc 7.S¿ cs cl c¿mino rnaxirual qur: unc a 0 coD co
en 7(-L). I'or lri l,anto ^9¿ l,iene Ios mismos extremos (true S, Es decir la inclusión
del Lema 12-1 no cani¡ia los extremc¡s de los carino nraximales en 7(Il). Esto nos
dice que la rama T¡¡(i) está contenida en ?¿(i), 1o que da rcspuesta al problema
de dctc¡r¡inar la posicióu relativa dc las raruas S¡(i) y S¿Q;), Al igual qrre en lzr

sección §12 idcntifica¡:er¡ros ,5 con cl camilo ma"ximal en 7(Z) que tiene los misnos
extremos que S C'f 6).

Ilaciendt¡ uso de la uot¿ción aulelior', si existe uu camiuo tnaximal S tal que
S¡1(f1) : 5ltl en'f(,ff), entonces se tir:ne qrrc §¿(-[) : 5[Á1, doncle e(¿ + 1) > fr >
ef y donde S se iüterpreta como un subcoDjuúo de T(L) co¡r las coDvenciones
precedentes. Esto se debc a que .9¡($) : S L$)) nT(l() y a la demoslraciór¡ del
Lcrn¿r 12.1. Ett lo que siguc mostr'¿rcmos q\c h : te.

Colisidere O € 5((5). Decimos que ul1 vér1,ice O tiene valeucia 1 el S1¡("[) si

tienc solanente uu veci¡nr cn S¡,¡($). Obserr.e que el Lema 12.1 prueba quc Á f ef
si y solaruente si todo vé¡tit;e de lalencia I or ^9¡¡ 

(!) tieue valent;ia mayol a I er¡

,s¡. (t: ).
Sca O e ,56(g). Recotdernos que, por Ia couespondeDcia vist¿ en §6, eulrc,-eii-

cularlos ). órdenes maximales, exisl,e un rcticrrlado A C ff2 tal que O : Endo" (A) :
O,r. Sea 5 : 5 / ¡xl't. Cono 5 c O tenemos que 7A c A, para r:ualquiet ? € 5,
Definimos la representación / :^! -+ End(A/r?r^) ! Mr(K) por ¿(7)(¿r) : 16,
dor¡dr: r¿r € A/r1¡A = K2. Usandt¡ estas tlelir¡icioncs eDrr¡cianros el siguieutc lema.

Lema 14.10, Sca 5 C M:(11) un (r¡<-ordcn conteniclo en más de un orclett maxi-
rnal. Eutonccs O € ,9r(S) tiene valcuci¿ 1 cu Sr(f¡) si y solaurcute si cxistc i¿ e 5
tal que /(E) es nilpoteute y no tlivial.

Detn,ostr&ci,ón. Supongamos que Orv es urr orden maximal vecino a O : O,r. En-
tonce§, por lo r.isto en §6, se tiene que 

^/: 
rxl\+uOx, do[dc u € A - r¡¡4.

Sea ? e O¡. Afi¡manos quc ? € 01, si y sular¡entc siT e D/tt¡;O cuurplc cou
?-, e Kd, dondc u € A/zi,¡¡A es la imagen de u bajo el epirnorisr:ro canóuico.
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Sttpongamos que 1' € 0¡,. Entout:cs 7Al C A/, luegri T(tr ¡¡ h ! O ¡¡u) C r.ri^ +
(9xu, Por lo tarto. el el ct¡cic¡rte. se tierrc que l¡ e lt¡ +dÑ : Ko- Recípro-
camcntc, si -Zl e «lt, cntonocs 7r, : ,\t'+ r¡1,1, con rrr € A y ,\ € (?¡1. Lücgo
af «)Ka) : OxTu c 0¡<u + r^. Co¡uo 7A c A, l,enemos que'l'(ryl+ r,O a) c
ÍK1\+r()K. es decir ? € 9¡,.

Este resultado Dos rlice que O-\, € Sl( (r)) si y solarncrrtc si 7i; e K.i-', para
cualrtruier .1 € 5. Er particular O tiene valencia 1el1 S¡¡(5) si y sola.]ne¡l,e si existe
un único vectol n e ltlr¡¡A, salvo nrultiplos, tal que 7-l € K¡. p¿ra cualquier
T €5.

Supongarnos ahor¿ que O tiene valencia 1 en S¡r(5). Po¡ Io mencion¿do en el
párrafo a.nterior, la representación ó: f¡ + Mr(K.¡, defi.rúda por ólT)(ú):Tw. ea
indescornponible. Luego, toÍIando en K2 la base compuesta por d y otro vector -t/

linalmente independiente a o, teuemos que @(7) : (T tr ) 
. donde or, br, cr e

(26. Como o ps jndes.omponil,l. q)d.'. f € S tal que o(T¡ (; ; ) 
*,

c f ra,¡¡.Cc,nsidcreTr = ? old. t. cle rrrt-,tlc,que¿(7-) ( 3 ó+)\
Obscrvc quc ó(T r)' : (t =,\A€ r¡. Si /¡ : o obtencmos r¡n cler¡cnto nilpotcnte

no l.rivial. Sii o t0. enronces existe una b¿sc prr la cual gr(1¡) ( E-; u \
1o o/

Cr¡nsidere Tze fil,tll qe g(11): ( -: y ), ctrr: I I oÍn 10. Este elenrerto
\2 ! J

existe pues f es indescomponible. Entonces ll'3 : '12-ald € 5 cumple cc,n p(ffi¡ :
/ o tlt-"1 \I : -'"^ -' l. que es un elenerto nilpotente no trivial, si ú I 0. Bn caso\r) o ) / ñ n\
corrtrario ry'(2'3'li) : f -rt: . I I es uu clemento njlpoteure uo trivial. L,stt,

\ :(r, n) u /
dcmucstla quc, elt r:ualquic! caso, cxisLL, , € 5 tal que (¿(r) es rrilpotcntc y no
trivial.

Por otro la,tlo si existe,/¿ € t) tal que d(ñ) es nilpotente y nc, trivial, tenemos que

d(5) contiene alguna matriz uo diagonal en cualquier sis[ema de coordenaclas. Por
lo tanto d es indescomponible. Luego exisi,e a lo más un vector d € A/zr¡¡A ta1 que
ft € Kr, para cualctruier'l'€ fl. Esto nos permite concluir que O e S¡¡($) tielle
valencia 1, ya que por hipótesis, la vtrlencia de O no es 0, puos 56(g) tiene más de
un clc¡relto.

Estudiemos el compo¡tanieitos de los vértices de valencia 1 de una rama al
irtoustar 7(K) c I(i). Supongauros que 0 e.9¡¡(lj) cs un v¿rrticc dc valr:ucia 1.

Entonces existe l¿ e .[ tal que l(ñ) es nipotente y no trivial, d<;nde la representación
d ce la defi¡rida eu cl parrafb que prcccde al Lcr¡r¿ 14.10.

Observc qrre si 0 : Or\ cul,olces lt¡r¡raldo I¿ mal,riz P l,i c¡rc P(O¡; x O¡) : /¡
se tiene que D - Plfrz(O x)P- 1. Luego. Ia imagen O¿ : D 8ox O¿ del vórtice O
en 7(-L). currrple cou O¿ : l'NXz(O t ) t'-1 : E¡,1o.(A Í4O¡,).

Considere .fr¿ = t E(.,( (r¿. Entonccs la represerrlación ó¿ : $l -+ Nlr(!-)
asor'iado ¿ la acciit dc g¿ sobrt ¡l retilulado AE Lr¿ (urnple con c,¡ 11 6 l- ¡ = (t'¡Tl.
Conside¡e cntonces el elemento á¿ : /¿ 8r 1 € f17, cor. h colno arltesr de modo que
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úr,(.tt'¡)) - r¡(ñ) es tttr eletnctl1o jrle¡rl¡oietrie rro lrili¿rl Ltiljz¿rl]¡Lr t'1 lcrtrr |r'olio
tcnclrlos .lue O¿ es uu \,órtice d(r r'¿¡lcncia I c[ S¡(tlr)

Teorenra 14.11. Se¿r 1( lln cui'lpo local llo arquirllr:rliarlo )_ sea ¿ uu.t (*tL1I¡i"lr

ric r:ste. Se¿r O a Sii(-i) rur r'ér'{icc rle v¡lent'ia 1 eu 57¡(-¡1. Enlonccs ll im¡g(x1

!¿ - O :,:.^ (?¿ tlei r,órtice D c¡ T(L) ticrrc r'¡lenrritr 1 e¡ Si-(-t:).

Coruirit¡ erlc.,s altola trrr¡r rarna 51¡(t¡) tial (lue exislt ttll calDillo lnaxitrtal S qtle

c rltlrpk: r on 57¡ (-ñ) : 9l¿' r'rr 'f(1()' Fl¿rcic'tldr¡ rtso c]cl trr)ronr¿l ¡rrrlclior" r]r't¡rosrrctttos

cluc l:r prolurclirl:rcl dc l¿r rirr¡¿r -9¡¡(t¡) cu'I(I) cs I : ¿t. l-n electo \'¿i sabcrrlos qrrc

.'1f + ij,' I I rrt, clon,:lc l' f tf si t-'s tluc c'xiste algtiu r'érliit r1e ri¡lr:uci¿¡ 1 cn '9¡¡ ('i¡)

quc rn) 1iclro va]t rrti¿r -[ crr 57-(-ñ). It¡irirjr<1,¡ ¡.rso (lc1 tcol1'll]¿r ¡1r1cli(' ((nnluillros

(ilra cslo r'tl{irno rur Plleilc srr<.erlct. (]r.¿ifir ¿unelle. cslo qlricr.c rleci: c¡re los vérlirr's

rlc la iit»rtora rle la ra¡ra -9r¡(r-¡) son t¿ln1biórl 1'érticcs t1e la ti¡rrlera dc la l¿'rl¡a

57-(t-1). Alrola blt'll. ,::otrlo erl 7(l) dos vtllliccs son tccillos si v solanle:ltr: si estáll

t clisll¿r¡t i,¡ f. sc ticlc rltrc 1;r prlrlttrrrlirlatl rrr¡rmalizarl¿r <k' la la¡r¡ '97.('e¡) crr'I(I)

'I-eorer¡ra 14.12. Sea /i rtrr cuel'lro lotal lro alqrtilrrediullo ) sea I- u¡ra extr:¡¡sii'¡r

1ilrii¡ .1. cstc. CoDsirlcr,c los ¿irlrrl,s ric lirrh¡t-Tils 'T(,Ii) 1 TIL) dt firrirl¡s sol»r'

/i ¡. 2 t.c-<pr:c t ir,tIllct rt e. Si la r.¡tDa lii(-fl) cS rr1r rr¿rtritto ttt¡xirtral cu¡os exl|cllros

sou n.t,. I si lt'r ]>r'oluutliilad dc l¡ larrl¡ 5¡r(-¡) cn'I(h)es l' cntolrc's 7L (-i-ll cs

c1 irrrico c¿rrrtirlo trt¿¡xirrr¡l t:¡ T(L1 cr.'rt los trlisrlos cxtrcrrn)s.1-¿' ¡ 1a prrrlitrldirlarL

ror'11¡lizad¡ de S¡- (-r¡) en'If/-) es l¡rirlrién 1

AplicandLr esle últ,inrr¡ r'esult¿do al orrleu -¡ : (?7¡ ['ll. rLoDdc I es rrrr t:tr¡le¡¡rirlrr

pu:o tzü que 12 - l]l. crnrr'hLi¡¡os cl siguiclrtr: IesultaiLr¡'

Corolario 14.13. Sc¡ 1i un crtcllrt-, local tro arcluiirredialro y se¡ '/- u1la ex(rnsió¡

ñrrit¿ cLc cste. Clolsiclere los i'r,-lrolcs i]e Bruhtrt-lils T(I{) 5'TlL) clelinirlos sol»e

L.v L lesl)eclivarrrellte. S(¿t; : I'4!(1í) uratellil¡r Plllo tal que i) : 'P € Oii'
Si 1;:, r'ama 7i¡(i) es lrrr (ralrrl¡lo n1¿lximal a]l\-{)s e\]1cllll)s s'rll a,ü ellolrrts 7¡.(r) es

el í1ni(io .aDlilto mariütal er1 T(L) ct»t l(rs n¡istDos cxtr-el[.]s o.¿/ ¡']a prolullcliclad

rltll.rli¿liza(la de S¿(i) cn 7(L) cs t¡¡(2,:i).



l .;. Disr,\\arl,\ li\TR¡l r.\Llos

Sea 1l ttrt cttct-Po l,:rcal no ar(Luinle(liarru J- se¡ Í: r¡¡ url paliínl{'lro ulliti)rll1i-

7¡111.¡ ¡l¡r 11. Etr est¡ ¡trIr;ii;¡r. ¿li,í (olu() cll irltj \'('1r li-t7, ostu(ii!l(ilx()s l:r posi.iritr

rcla 1 i \'¡ r'111 r.c l¡s r'¡rr¡s -9:.9rifi) : [O a 711() : i e O] r'1' Sr'(i). (lorr(le

i.j sc»r rrtraLclniolres l)ulos l¿iles cltttl i: : o.l' : I .,,n c¡tio.t)s ) llo rrlllr¡s lrr» itr

nrencionarl., r.n.!4, poclenros asltnrir'(ttle o ii a Sll: {1.-\}lrll!ll r-lr-'l¡cLe A cs

rü1¡ lrui(lnrl ¡o ¡.¡¡rDifr< ¡d¡ rlc li. l) cs rul ( o)t.jr1rr1() (lc t(rl)tcso¡1¡rltcs rlc l¡s ¡ruid¿r

cles r¿rurilicacl¡s.tr Ii",//r'tl ¡ ll c's u corjltlllo dc rcPreselltalllic <le Ios lrarlltlretl'os
urili¡ruriz¡¡tcs r:u ei ¡rismo cocicnle

Err l, 1r' -'gr r,'.ai,,'rr,'- ,, . ",' r'¡'-' l .l'' / A tl''f ''r 'r'r'l'

"rr4rl 
.,, r,rrr,," l¿r r'¿rlrrl¡trir'ru ¡¡¡¡1¡1li7a,l,t l,r /1 r ) : 

";;¡ 
: ¡ti¡-.!/¡-) para 4

la distanoia ¡o¡¡rallz¿cla crl 7(l) r' O¿, O/r- r'ér'tit:t's tecitros c¡ cl mislro irll¡ol'

l)itirlitr:¡ros cl i[á]isis rl(, cslas (lislia¡ci;1 r.1r ratios a¿tsos r1<lrcldii:rtrLr rlc los !ak¡ts
cLe o. ri e Sll.

l:'¡r1.¿1rlos ¿111¡lizan(l() cl (:¿so tnás oL:rnctllal, qtLc sa (1¿ trtt¿rllrlo rr : J: 1' I:llr

este (¿,rso lr'ab¿jamos eD /, :1i. e¡ doucie. p()l los (¿il(lllos hcchos ¡'n !1 1' lcttclnos

r¡rc. ll'¡¡(i) v lli¡(.1) son.Los carllillos ¡raximalcs. Si i i son cuato lliotl.:rs li¡eaiule¡Le

irrrllrcndiurtcs. lrodcrnos ¡sulrir quc 4i(i) cs cl carlriuo rn¿r\iulai qllrr lrtrt'¿r 0 trrtt

,:c ("n ar,,l er las ligruas) ¡ qlre'/;¡()) es el |ani¡o (|re ltlr(r il 1 corr I (err ür.io e'l

1as ligulas). t1,¡rclc l: all.
Si 1 ¿ < I lierlelDos uru configuracir'rtl cc»no I:r clue sc c\lliber orr la Figrrrri 17'

l,ur:go 1:r ,:lislaruci:r d r:rLl.re 7), (r) r'l)i(.1) cs:

d: r'( I f).

'Ienicrilr eu crnrllii qrrc I ¿ <l iltll)li(a 1: /.le[e]llos c¡lle d.- r'(L 7)' »c
t)1,\

rst(, sr \rALr( L1rL" r1 : j, (,r 17) . Ilc(rscril,icntkr la igualilatL trDtcli(rr' err 11!llrilios

,-Lel prorluc,to sinlel.I iz¡do,\. ol rlcticrnos clrt':

' ; ('r)
Soa 11¡ : 1i + ZU{r.} Li fii¡rcir'rrr J.hri,L, 1,or',11( \) - :, (+) Si 1-f I > 1

crrto¡ces 0 a IJ[], I /,. luego B[0, 1 t,:Ui1, I f ]. Fln cslec¿sor:l r'ér'ti«'¿

rl]zr¡ot irltura tL: -11¡i7) r:s Llrr 1-ó1licc rli: ?¡¡(i) Drrtc'nccs 1¡ dist¡rrtri¿r rrrrtr.t: los t¿ l'¡s

cs nul¿, pucsl.r que sa inl.elscctan ljsto se iiuslr_a etl la Iligula 18 1)e l¿ trris¡l¿r

ligLlla se siBlle que cl ialgr-, I ck'l segmerti,o c1c in(elscc:cirin elllr-c lils ¡anriN fl((i) \
1)¡[) cs I : r'(1 l). Iisto clelrirlrr a quc t:I segrrrcrrlo dc irrtelsecciL'rl es cl rlttc
I icri" p,r' ',l.t,i,,, i1c irrilio ll - 1310. ll i'por vti'tirr lin;i1 tr IJl '= Bi() l l.' tlrr

otr',:¡ laclc¡. romc, /J 1. I t): RltJ / ] se iii'ue qrr'' I : r' (t -) 
O"t oLtetterlr¡s

r,ll,''

' ( , ) 'z'r' t'
f)bsot ve cluc si l : n, r.s cicc,ii si ) : +1. t"tt,,,,o, qtLe I - :c' l:lsle caso se

r.¡I¡tierrc ic.lelttilicatrclo los erlrelros «rrlcsl)rr1dier1L..s cn L¡ Figura 18. liD clicho r:aso

t)7



l¿r lam¿r de ini,erserrrií¡n osl,a conlirrmad¿¡ por las bolas B : Bl},ln, ], trn r ( 0 y
es un rayo.

\,
t

S Bto

FIGURA 17. Posición relativa rle 
^9¡< U) (en rojo) y §¡¡(i) (en azul)

para l1 fl < 1. EnlafiguraBl - B[1, 11- tl] v D: B[0,r]. La
ra.ma 7¡¡ (.1) tienc por vórticc a mayor altura a Br. La distancia el
cuestion es la que se tiene entre la bola 81y D. Esta se grafica con
línea punteada.

FIcL'RA 18. Posición rcl¿tiva dc S¡¡(j) (en rojo) y 5¡¡(i) (en azul)
para l1 -l > l. En la figura 81 : B[1,1r ,l] y D:71[0, 1].
7¡¡ (.1) cs la rarna quc ticne Jxrr exfrcrDos a 1 y l- La línea pírr¡>ura
reptesenta el segmento de iltersección entre los tallos.

Por último si i1-ti : 1, se tiene que 0 e B[1, l-ll].LuegoB[0. 1] : B[0, l1-ll] :
B[1, 1 - ¿l]. Po¡ Io tan1,o la distancia entrc Tr(i) y 7¡¡ (j) es nula. Esto se ilustra
r:n Izr Figura 19.

De hccho. en esle caso el largo del segmenl,o de intersección entre ?i¡(i) y ?¡¡ (j)
es l: u(r:). Obselve que'"-(1-f) - 0. Por lo t.¿nto ¿: u (n:t-;. u"rr ¡ros permite

6a

\
\

\
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I¡IcuRA 19. Posición relativa de.91¡(j) (err rojo) y S¡Qi) (er: azrrl)
para 11 - fi - 1. En Ia flgurtr 82 : A[0, l¿]yD:B[0,1].7¡((i)
es el camino maxirual que tiene por extremos a 1y f. La línea de
color púrpura lepresenta el scgmento dc intelsecciól entre los ta-
lI¡s.

rccscribir el largo del segnento de intersección entre ias ¡amas 7i¡(ri) y'l ¡(j) corno:

/.\2- t\
I :'¡' { "--- I : -2dr(l).\ 4 ) "',

Adenás, si ri,j son cuaterniotes puros linealmente dependientes, entonces ri : {j,
ya qlre i2 : ¡2: 1. Luego \ = u+ ::t1. Pot ot¡o lado sabemos que en este caso
las ¡ar¡¿s'I¡;(i,) y T1;Q) coinciderr, es decir se intercectan en un carr¡il¡o maxiura.l,
por lo quc podcmos asumir que ¿: .o, Obsclve quc Doniendo l : :t1 cn Ia fórmrúa
para eI largo de la rama de intersec(:ión obtenemos el misno resultado. Luego. para
efectos de la expresión del largo de la rama de intersección y la distancia entre tallos,
Itr. hipótcsis de indcpcrdcucia lineal sc puedc climiuar. No oLstanto, si ,\ : t1,
I : oo nr¡ distingue el cas<¡ lineahnent,e independier¡l,e, en el que ?¡¡(i) n 

"¡(i) 
es

un rayo, del caso linealmente dependiente, en el que 'l1r(d) :'l'K(j). Lo anteriot se

LesuDre cu el siguicnte teorctna..

Teorema 15.1. Sean i.j € MI2(fr) dos cual,erniones pllros Lales que i2 :1, j2 :1
e ij + .ii. :2.\, y consiclere d.¡(\) : -!u (f ). Unton.ur la distancia ¿, entre

T¡¡ (i) y T6(j) es r, : máx {0, r1l(,\)}. Si ¿J : 0 ertolccs el largo I del scgmeDto dc
inte¡sección eDtre 4((i) y ?¡r(j) es l: Zcl¡(^).

Observación 15.2. Si ,\ = 0, entonces d = u(2). De esta nianera reu.tperamos los
rcsultados dc Ignacio Saavodra en [Sa, §4].



16. ANÁLrsrs DE Drsr';\NCTAS PARA .i : 1

En csta sección seguirernos con el estuclio que comenzamos en §15. Específica-

rncntc, estudiaremos aquí Ia posiciól lelativa dc las ramas 5: ,9¡ (r;) y 7: S¡<(j),
clordc i,j son cuaiernioncs plrros errtelos, para Ios cuales podemos asumir. por lo
diclro en §13, que i2 - cr : 1 y j2 - fJ É SR.- {1}. Observe que e¡ este caso

lc¡s cuaternlones ti,j son linealmente independientes, pues de lo contrario .\2 : aÉ,
lucgo p e Il2 ¡ SR: {1}. DiYidi,-emos nresirro estudio dr: acueldo al valor de p.

Además, dado p, trabajaremos en la extensión cuadrática I': I{ (ytiJ) de I{.
En este capítulo tsurniremos que ?i(i) cs el camino maxiural qLre une a 0 con m.

F\ro \¡ c,rrc or ¡lcr.n¡ Laso, ( L \ u ",' .<la Ld¡¡ hcr ^n,oc r,rl,, cl ar.¿li.i..
\ir t )"

Luego, por 1o inoncionado en §12, la rama ?!(rl) coloreada en azul v la rama ?¿(.1)

colo¡cada con rojo lucen como eri 1il Figura 20.

\"

Bzo
B*/
./l

/ oBs
\

Bt+ \

/\ \/\
/\\**

d+b\ri "-bú¡ €€ll

FrcurrA 20. Err la ligula Bt : Bl,, + L)\/F, 2tryp¡ y si É I A
ernonces I¡r(j) tie[e pol véri,ice más alLo lJ2. Bajo el rlrisrrro su-

puesto B f f(Il) y en este caso la distancia cn cuestión es la que

se muestra ertre 1a bola ,B2 y D : B[0, a + b\/0\). Esta se grafica

con lírc¿ punteada. Si É : A ertoncc§ el único vértice rlo 7¡¡ (j)
es lJ € 7(11) y la dista[cia en cuestión es la que se muesLra cnlire

Ias bolas B y D. De hecho, en este caso B - -B1.

Observc que ?¡< (j) puede estar constiluido, dependierdo dcl valor de d, lanto

por un vértice cono por dos. Esto se debe a lo calculado en §7.

L61. A: A. Er este caso tlabajamos en L: KQ6), extensión de grado 2 que

no ramiflca sobre .(. En Ia Figura 12 y la Figura 21 se r¡uestra como lucen, en

este caso) tos tallos 1¿(ri) y 7¿(l) Obscne que cl punto a mayor allrrra err el lallo

cJc 7¿(.1), cs cl lrallo dc 5¡¡(j) (cf. §14) Por ello Ia distar.rcia normaliza'la entre los

tallos en 7(/,) es:

, ". 1 zuv^ \ - /o óv^\"'"\,rl"A/ \ 2t' I
70



{londe ¿r es la valuación norlnaiiz¿da, defi .l¿ en 14.5. Sirr embarg¡, ,,,mo f,+v6:
f u[,. ,, n, n,'" ou,,

,t- !'(",-) o,2 \ 4 /'
donde I : tf, es el producto simetrizado de ri y j. Observc que, por 1a riclinición de

u, se tiene qué d es la clistanci a en T(K) entre ?6(i) I ?,¡r (j) Como z¿r (j) consiste

crr un único vórtice, este cstá conteDido en 7¡ (i) si v solo si rJ : 0.

Observación 16.1, Observe que si ) : 0, es decir si i,j son ortogonales, entonces:

, -;, (+) u,2r

Esto concuerda. con lo expuesto en [Sa. §4].

Analicernos la. cListarrci¿ .ll: -+, (+) ul,teniJ¡ arrter re,rmt rrtc, hacierrtlo va-

ria¡ ). e f{.
i.- Si lll > 1 cntoncos por prircripio de clominancia telcmos que rJ : +,' (*) :

o(2) -tr(r) > u(2) > 0.

ii.- Si 
^l 

< l eltonces \2-Le 06. Supongamos c1ue ,\2 - A : ¿,¡5, co¡ s € N

\ue Ok. Erlonces, cu-o lÁ ) - v^+ »l-l"i,l: lr¿1, tenenos

quc s : 2f, ya que tr es una extellsitin no ramilicada dc Il. Pol lo lanto

d: +, f q1) : u\2) L. Observe que en este caso ,\2 Al > ld(A)] : l4l,'' z\ )
tlonde 6O clcnt¡ta el defecto cu¿1drático. Por lo tanto, en este caso, d ) 0,

con iglaldad cunrrrio (42 - A) coincide co¡ el def'ecto cuadrálico de A En

este último caso la ¡ama S7r (j) esi,á contenida en §6(i). Gráf,icamente' esta

disia,noia se puede obsen'ar en la. Figura 21.

De este análisls se desprende io siguienie.

Teorema 16.2. Sean ri.j e N42(K) tlos cuaternioncs puros lalcs que ri2 =' 1 j2 - ¡
e ij + ji:2,\, donde A e J( es una uuidad no ¡ar¡ific¿da Ell,onces la distarcia

ontre 7¡. (i) y ?¿¡(7) es ,: á. (+) e N. Adcm¿is l¡ infnrs':cción cntre ?6(l)

y 7¡¡(j) contiene un único vérlice si \ e Lri es Lal que ()'? - 
^) 

: (4) y es vacía

en cualquier otro caso.

16.2. il: r € 1l' En esie caso trabaiamos en la extensión L: li (vG) We
ramifica st¡bre ,ll. Sabemos como lucen, en este caso, las ramas 'LL(i) y 'l't(j), pot

lo clicho ¿l conricnzr¡ tie la sección y uostrado en la Figula 20 Dichas ramas sc

destacan cn las figuras sigr.licntes con azul y rojo, respectivamente Observc que

l-K (J) : {ts2,h} eslá a distarcia r(2) + } del punto de ma1'or altura de 7¿(j)'
Esto fue clemostrado en §14. Luego, si 1os ta,llos no se intersectan tenemos una

corrfiguración comr¡ la mostlada <:n la Figula 20 y la distanoia d entrc cllos cs:

, 1, \ _,,/, ¿uln\¡l:rl-" \, Lrt) \ b t'
do¡de t: Í¡< y u es la valuación normalizada, definida en 14'5 De hecho se tiene

quc f + v6l : li y6, por lo que:

¿ l¿tr' ,rl.2'
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dondc ,\ : :lf, es el proclucl,o simetrizado de los t:u¿rternioues ri y j, Observe que,
por la definición de u. se tiene que rl es la distancia en 7(I() entre'l'r(i) v'L'r(j),
cuando estos no se interseclan. Sea /¡ : -I( -+ Z0 {x} la función definida por
.ll(,\) = ir' (^' r). En kr qre sigue analizaremos la lunr:ión d¡ para entcnder
como reirlerpretarla cu cl caso en que los tallos dc I¿s ran)as se intefsecten. Para
cste propósito ana,liza¡emos d/ cn distintos valo¡es de.\ € I(.

i.- Si LI > 1 eDtorces por priucipio dc dominancia d¡(f) : -jr ()') :
-t,()) > 0 y los tallt¡s clc las ramas no sc intersectan. Por lo tanto d: dl()).

ii.- Si lll < 1. c¡rto¡ces se tienc que l: z¡tu, ct»r t > O, ¡1 € L?j.. Notc que
es estc caso 71,\ t por lo tanto d¡()) : j. l'ara interpret este resultado
hacemos el a.nalisis siguiente. De [a igualclad ) : +ü : '¿¿fi¿ se desprerde
<1r.e a -- ):untb. Esto uos dice que los extrenlos de 

"¿(j) 
son tb(nt,u f t/fl y

J-b(trt'u - fJ. Si hacemos actuar la trarlounación de Nloebius r(z) : ¡2,
cntorrcos poclorrros asurnil quc 7¿(i) y 7i; (j) st-ru corno sc rnuestla cr l¿ Figura
22.

\,

S B¡o

/\
**o.

a+byft d-bvr( €€r 0

Frcr:ri^ 21, En la figrua B1 : Blo. + t'y6, 2b): Bl(, 2l ] es

el irnir;r¡ vé¡1i<:e de 7i¡ (j) y D : BlO.)a + by6ll. La distaur,ia eD

cuestión es la que sc muestra con líneas punteadas y es igual a
r(2) - t.

En cste diagrama !a l(-liana más ccrcana a ?¿0) iiene por extremo infe-
rior a1 puntc-r {, que er este caso coilcicie con ) : unir por 1o visto el § t4.2.
Lucgr 7¡¡(j) (x)nsistc cu los v('lttices Zl2 : f [,\. l1 ] v A3 : BIl, lz]1. Ol:¡scrve
que0€-B2,dcbidoaquel¡-0:l?r¿l ! 1. Luego llz: B[0, 1]. Po¡ot¡o
lado 0 € -B3, puesto que 7.\, Luego tenemos que Bs : B[0, ?rl]. Esto nos
dicc quc si f > 0. y pol endc dy(,\) = -|, sc tienc euc TK('j) C TK(i.).
Por úll,imo, ¿tsrrmimos que l,\l : 1. Illediante krs nismos argurnentos que se

muestr-an en [ii], podemos asumir que ?¿(ri) y ?L(j) son con¡o se mueslra en
la Figura 23. Además en este caso: pol principio de dominancia. se tienc que
¿r (.\) : o.

Observe que 0 € .B2, debido a que l-0 : ]zr¿] < 1. Luego 82:1310,1].
Por otlc¡ lado 0 f 83. puesto que r { ). Por lo tanto lli¡(i) ñ'f KU) : \82}.
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FIGUITA 22. Configuración cle las ramas para t > 0. En 1a figura
Bt: Blu¡rl + .,,C,l2yG\), B : Bl), lvE l, 84 Bl0, Ill y rr(j)
consisle en 1os vórtices 82 : BII, 11] y B¡ : B[\, J¡ ].

I'IGURA 23. Configuración alternativa, para f : 0. En 1a flgura
Bt : Blu + .rtr,l2yFl, B : B[], v,6l] y r¡r0) consiste en los

vórticcs 82 : Bll, llll Y 83 : BlI, r l'

Concluimos que d7(.\) :0 si y solamente si 1i¡(i) y ?ir(i) §e intcrsectan cr
sólo un vé¡tice.

Lo anterior se tesume en e1 sigüe te teorem¿.

Teorema 16.3. Sean ,.j € MI, (11) dos cuaLerniones puros tales qrrc i2 :7, j2 :
Í e i,j + ji: 2.\, doncle ,¡ parárneij¡o uniforr¡izante de 71, y considere d¡('\) :

iu (f' r). La clistancia cntre !¡O y 71¡(i) es d : uáx{0,d¡(})}' Adcrnás,

si-,\]') I ein'onces cl¡(.\) € I\u {o}, tomando el valor d1(.\) :0si '\:1,en
ouyo caso 'L'K('i,) y'I];U) se intersectan en sólo urr r'értice. Por otlo lado, si '\] < 1

entorices rJ7(.\) : -á, ", cuyo caso TKlj) cTK(i).

Observación 16.4. Ob§erve quc si,\:0. os decir si nu.estros cuatcrrriulrcs i,.7 sun

orr,,R,'t al' 5. enlolrccs: 
I IJ/'0) ;¡'t )r) - 2'

en cuyo caso ct : O y T6(j) está contcnidc¡ en Q¡(ri). Esio concue¡dá con [Sa, §t1]'

B¡o

c=.i." i

ts

L-.Jnt+rc



16.3, i : r./ a Q, En es1e .¡so lir¿rba j¿lrnos .rn l¡ .ril.rsi(')n /- - lí( 
"r7) 

qrre

r'¿rr¡ihc¡ sol¡r'e 1i. Noti'r¡tLe este c¿rso sr¡lo pur:dr: daLscl c¡¡ando l( cs lLn cLl(llpo

diádico. ¡rol it¡ r¡¡e¡i:io¡atlo en ! l Pol otro laclo. iror lo clicllo ¡l crc»rrir:rrzo tLe la

sorrrir'rrt.r- rru;str,ado oD 1¿ Fjgttl,r 2(]. t¡l)('mos r:r¡rto llltrtt c¡ c.l'<.: r'aso los l¿ik;s

1Ll,¡) \ l't.(.-j).l)ichc-¡s r¿llos se desl¡c¿ r col trzrrl ¡ rojo respecti\41¡enlc- {-'[ l¿rs

ligruas clrtc siguerr. Obscr\.e c1ui 11¡(.1) : {t12.Dt]¡ cst¡r a dist¿\1lci¡ r(2) 1 1 clr:l

1,,,,rru ,,r,i. ;.,,ltr; B¡ rlc T¡(j). cl»tcle ¿ a i0, ¿'(2)l ctLtnple r:orr 6(u) : (n21+l) l'uego

si los 1¿rlkrs Do sc irltersa(:t¿rl se lijclle lrr1a rrrnfigul'arrir'rl col¡o 1a llroslla'14 en Ia

Irigula 20 \'l¿r dist¿r1lcia.l clr(ie estos es :

t ..t . L' \ , tn "J1 \' \, -¿,J;i \ ' /
rir¡rclc ¡' ¡:s l¿l r'¡lu¡citi¡ ¡c¡nl¿liz¡da cieJinid¡ eu 11.J Sin crirbargo i - J¡ :

í tlt. ,1,' clonrLe se sigr«'c¡Le:

,t t -1 ,r-

¿.r¿e ) = r!Í es cl l)r()drl(1o si.re'lr'iz¡ri. ¡.nlrt'l(rs all¡j cr_lli()rcs i ' 
j' ()lrscrl'e qlre'

poL 1a clL'linición dc r'. se ticrn'qttc'rJ cs 1¡ dislarcia cn 7(,1() culre'lir(;) :'1i¡(i)
cLr¿rrlrkr cstos iro sL' ilrtelso(il¿rll. Sca tl7 : Ii + Z Lr {cc] la I'tLr¡ciórl tletirlid¡ ¡roI

¿/(l) : I jr'(lt u). JJrl llr r¡re sigtre a[alizarerDos l¡ h[¡'ií¡r d/ ])¡1¡ (xfel1'lcr

, irr,.,., r'.-i,rl,,rirr"i¿,, ]a en e1 c¿rs¡r etr tluc lc,s L¡llo-' se irltcl'','ecien' Para estc Plopósitrr
an¿rliz¡r-c¡r,rs a1l para aListirllil)s r'¡lorcs ,\ a /r'.

i.- Si ) > l. crilorces por princi¡rio clc dor¡inarrci¡ ¿i (l) : / jr'(I:) ''
t- rr(.\) > 0. ¡ en r:stc caso las ra1[its no s. irrtersec:tal. Por_ lo tanto d : ¡ll (l)'

ii.- Si \ < I eltotttres por ¡rtircipio tle rLor¡ril¿ncia lr'(1): f lr'(u) :7>¡
1_ en estc (:aso l¿rs t¡r¡t¿r.s r() su illlel s(x1i¿rn Pr¡l lr¡ 1ar¡to '/: d/ (I)

iii.- Si ,\ : 1. cr¡1c»rccs ,\: u : Ís,l: \'o|7.! : 0l'I : ();\-. l}r cstc (¿rso

rc¡rlízauros cl t:iilculo r:rr ul ditrgrallir <rrrlo el c¡re se apl'clria eu la FigrLra 2'l

Obselr-e quc l:-u i n':?-i l. pal-a loclr,\ g 1{. Si }2 ¡¿ = T2l+r tss

ck:rrit si ,\2 Lrs t:l cu¿Lcltatlo n¡ás cr:Ltr¿rllc¡ a r/. elltolr( es ,ll (l) : +

En 1a l:igrLrl 2'1. r:l ek¡¡erlto { r's e1 exlrcrno lnlitir¡r'cle L¿¡ /(-li¿rua ur¡is

(erc¿rna i1 7i(l). Olrserve qne si s cs itl¡rar ¡-s I2t+ I enlon(ics e1 \'él-.tii(e

r¡¿ls al1,o lJ dcl ca¡tirro (llle Llnc ¿i 0 con ( uc, pcl-l.rrnec,: a I(Ii)' fisltr tto
prrcdl) srlccdcl rlcLiclo a r¡tc cl vi¡rti c lrr¿is ¿rl1,o tlcl camirlo lrraxitr:rl qut: tttlc

¿r 0 .(ni { es lj[{). ]i I e '7 (1í). poL hr ¡¡osl,raclo r¡r el Le¡Ia l¡;l' l¡slo nos

llela a la con¡:lusiól de clue s es pal o bi':rlr 'l :2f F I Esto «;ttesponrle a la

tlesclipcit'rtr dcl tLefecto (xr¡(Lr'ádico olr iO !ti:i.Al.
Si s:2/ + l. (rr1(¡r{rcs B: l) y '9r (7) cslii co¡lonir1o cri S¿¡(i)' En r:sttr

ctrso d¡()) - j. eJ crrnl e-r el nxrtlul ralor posiblc rle tl.¡'

Ptr olro i¡ckr-si s es p¿rl cuionces 7¡¡(j) est:'r a clistan(ria ¿lll)) : ¿ 
"1 

> 0

ilc f. (.)). Si ¡:2t trrtolccs rJl(,\) : (1. E¡ cstc rraso 7i'(.7) intcl'sc(rt¿r tt

'/'¡.-(i) sol¡nrr:rrle cn cl r'érlicc lJ¡: L) - /110. ri].
I¡¡ anlerir¡' tielro pol. colisecu('rlci¡ lo §iglljenlcl

Corolario 16.5. Sc¡ 'rr L 1t- rui¿¿¡cl r';rr¡i[i]¿l1¡ Eúoll(:(js 1o(los krs r¡úrrrcros dr:l

corjrrrrlo {r,(a: rr):a i /r-} sollparcsi exccpto el ui¡\'or'(le erl)os es rlecir r-'(1''r u)'

c[¡¡cl: ü ] ll s¡tisláce d(tr) - (Ü! 1r).

7.1
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FrcuRA 24. En la figura Bt : Bla+bt/u, 2b). B: Bl€.lbÍ2:+rl)
y ?a(j) consistc on los vri¡tices B, : Bl€, btrtl) v \ :
ll[f. lbrt+l1]. IJI vé¡tice D cs igual a BI0. la + t/ul] : lJ[0, lóriil].

Teorema 16.6. Sean ri,j € M:(1() dos cuatolriones pulos talcs quc i2 : !, j2 : u
e ij + ji : 2,\, dorrde u es ula unidad ramiñcada de 1( y considere d¡(,\) :
¿ +'u (I'?- u). La distancia entre ?i¡(d) y ?¡r(j) es ¿: máx{O,r¿¡(A)}. Adenás,
di()) e NU {0} pala cualquier,\ € fl a excepción cle lc¡s.\ € K tales que.l2 es el

cuadrádo más ce¡cauo a u. Si d¡(.\) - 0, sc tieDe quc ?¡(i) y ?i¡ (.1) se ilrt.'rscct¿r1
en un solo vórtice. Por otro lado. si ,\2 es cl suadlado rnás cercano a u. enlioDces
¿l(^) : i, en cuyo caso'l'y(j) cl'x(i).
Observación 16,7, Si ,\:0, es rlccir si Í,i son ortogonales, cntonces:

tt -d¡\o\ r-lu(u)-r.
2

Esto cc¡¡rcuerda con [Sa, §4].



17. AlÁusrs DE DTSTANCTAS PARA .1 + 1

Eu csta sección scgui¡tros ron cl estudio que se desa.rrolla en §15 y §16. Específi-
camorrtc, estudiamos la posicióD ¡tlatira clc. Ias ra¡ras S!¡(i) y S¿¡(j), donde i,j
son (xralernior.rcs prrros lales que i2 : a,j: : A € Ox y a,P 4 K2. Po¡ kr rlicho
en §13. podemos considcra¡ o,B e SR.. Para ello. dividiren.ros nuestro esl,udio eu
\.¿rios casos, de acuerdo al lalor que tomen clichos parámetros. Ademris, para a, B
fijos. tralrajarcrnos cn Ia. cxicnsióu L: K (!rB. yG)

17.1. Notaciones ger¡erales: Eu esta se<:ción ñr € Il es un elemeDto t¿l qüe
u(iz1) es Ia ma¡,«rr altura dc un vértice de ?i¡(j) y /¿2 € A- es un elemerl,o tal que
o(fu2) es la mayor altu¡a cle un vértice de T¡< (i). Además €r es la K-liana más ce¡cana
a la rarna ?'¿(.j) y (2 es la /l-liaua más cercarla a Ta(i).l'jot últirno, en las liguras
que siguen los f,allos 7L(i) y I¡-(j) se denota¡r con azul ¡ rojo. respectivaDeDtc.

a7.2. d: L,[J : A. En es[e c&so ter¡emos dos cuate¡uiones puros i,i tales
q¡¡e i2 : j2 : A c i.j + j'i: 2.\. SaL¡er¡os por Io visto cn §14.1 que :fr?) y '1'r0)
corlespondcrr a los vérticcs & rlayor altula rlc los cani¡¡r¡s tnaxinrales quc dctcnninarr
77,(i) y 'li(j). Supongamos que './i(j) tiene por extrcmos a + br,Á y a - b\/T.
H¿cietclo actual la translbrrnaciór de Nloebius r(.2) : ff, podenos asulrrir quc
'l|(j) es el camiuo m¿ximal quc urre a r,,6 r,or, - l/Á. Parta¡nos consiclerandr.¡ la
colfiguración para 7¿(i) y 7¿(j) que se nucstra en la Figura 25.

¡¡=ste,.l.+.!6-../Ill

Br:Bf$,l2ll ./ \oBr=at{r,l:rll
//\ /\// \ / \\// \ / \\// \ / \\

t / \ / \..
a****a

€r vE -'/E c+,v6 c-"{ €2

FIGUR^ 25. Eu la figura los tallos ?¡¡(i) y'l'1¡(j) están ct¡rrstil,ui-
clos por los vértit:cs Bz v 81 rcspc(tivar¡cntc. Además. la menQr
bola que cortiene a r/Á y c + r vE es B y suponemos clue esta est¿i

a urra al1,ua mayor o igual d B7 y 11.2. pero no igual a arnbas.

L¿r distancia d entre ?'¡¡(i) y 4f (j) e" T(L) está rlada por:

a : ''' ( ('- t' --tlu'¡ 
''¿ 1\+'/

Po¡ la unicidad del valo¡ absoluto normalizarlo definido r:n 14,5, tenernr» que lc *
, v6, - v[:l : )c - rt/ A, + /Á1. Por' 1o tarrtu / :, (c lr:t r'¡'¡ . Pot otro lado,

\J)

sab,'m,,s que =.\ " 'ii t 
LucBu +) - a - c'?-(':r)'/A. de lu quc se ii8ue

7tj



que d : -! (tlA). Alro.a bien, al canbitrr ri por i en el r¿zoDamiento previo

a) cambia de signo. Esto, cn el árl¡ol de Bruhat-Tits. equivale a inter-cambiar lc¡s

extremos de 7¡,(i), Io quc no cambia Ia posición reiativa entre TK(.i) y'lK(i). De

esto se sigue que d: u (+1+^). Concluimos que bajo ias hipótesis de la Figura
25 sc tiene quei

o :,(!ql
DcFri,¡us l¿ lurr, iir r)1 : K , Zt 1o,l pút' tlll^t - i, (r;:; t , 

'
u(€r - €z). Observe que la configuración cle 1a l"igrrra 25 se ¡¡btiene cuandc, r¿] )
mírx{121, l2r } y ,.' > 2l o bien lr¡ > ]2t . En io rltre sigue supondrcmos quc cslo

no es así y dividiremos el caso r¡:,á: A en subcasos según el orden de 1os valores

absolutos lltt , 21y l2r .

Supongauros que l2 < r'] y l2rl > llr¿ o bien ]21 I ltrL y 2r\ > lr¿l Errtonccs

tcnel1los rma conliguración como la que se muesira e¡ la Figura 26.

Li2

]rt(t. f' ) - - -'l\

/\
D.¡' / \/\ " I \

,/ tr / \.**.*
€1 v^ l4 €, c+r!/Á .,,6

FIGUIú 2ri. En la figura 76 (r.) y ?¡¡(i) osttíri constituidos por los

vórtices -B2 y Br respectivamcDte

En esi,e caso La. clistancia d entrc los lallos es d:'ü(r), pero l2r : c f r t/E

"/ 
- , v-¿. + vrt'. Lrrego ri - , ('' '' ', ^') -o' (' - "'. r"'¡' 1.

. /.) "2\
Cunclurnros tr. d - -u (r;4') dfa\)

Snpongamos que 2rl < l"'l y 2l > lr¿ obien l2rl< rtl y l2l > lrr¿l Entonces

irrtercal¡l¡jando rl corr j obterr:mos la nrislna configulación que en el casr¡ anterjor
y concluinos que d: d.¡()) anáiogamcrtc.

Si ¡t < l2l < l2rl tenemos que 'Lj.(i) y afL(j) están dispuestos con.ro en 1a Figura
27. Er este caso la distarcia d entre los tallos es rJ: ?(r) Observe que 2 : c *
¡r A. v[ .rA.l v/Á1. Podrmr¡rr,r'srtil,it'¡irunr¡,/ ( -' rt'"",
.u (-1" ' ,,''a' ) Dc ,-sr. .e "igue qu. a --,, ('--¡-) d/{\r. Lo n isn o

concluimos si ?r¿ < l2r < 21.

Por último, si 2\ : 2rl entonces tenemos que Ia distancia en e1 gralb es nuLa'

De hecho Ia cotfigu¿ción clc las rar¡ra.s dcbc ser la quc se muestra cn la Figura 2E.

Observe que:

t t^: ar, ll /rc-.u6 lv6r'\ /t,=.uÁ rar'\- '- t. ,-'t ¿. ,l2-\ 4 t 
'1"\ 

, / \ .. /)



Ijclo e[.stc r¡so arle]Dh,q sl'(rünl)le qlr. 2 : )r - ¡:!,vT- t 11. L'rn1"

,r.,,, : [ -] _.r J, 'J ( l----r) ., ,,,

rrri]]rcro [r,gati!o \' ('] ( onjul1to clr: r'¡lolcs alLle ta( (»Ie. [aciel]do r¿1r'i¿rI r:. ¡' lto esl¿i

atotaclo. Ol¡setr.e tantLirin qtre si l¡Irra¡t,:rs ctrattr¡iot¡cs i.7 IiIe¡l¡rcnlc clelrenrlictr-

Lcs. eutolccs \2 : A:. Ij¡ diclo rr¡so los irJ]os de l¿rs Littltas coirrtrirlerl. Pct'¡ l¿¡

liilrlrrl¡ ¿lter'ir¡ dicc r|le 11¡(l) : -.. R¡sllrlrierrrLo i()dos l()s 
'r¿rs')s 

il1rt'ri()res s(

corcJr¡,r,que 1¿ clisl¡nti¿r d orirr' 1¡¡(i) r'lirU) os r/: tiríx{0.d¡(.\)}.

¡t{,..'ll

a.*{*
€, €r "/¡ ,/I .+ry'A ._,\,6

FIGURA 27. En la figura ?¡r (i) y 7¡< (j) están constituiclos porr los

vóri;ices Bz y -B1 respcctivancDtc.

IrrarLlt-\ 23. Err la IigLI.a 't'Nl.¡) :'f 'Kl.¡) - {/i] }. Adollrás. ri -
,, , l[ u[ : ,' ,,,/A ''¡5 l-. 1," .r ¡11 l,Lrrl,]rr,t 11 l,r1'sor1a

Ia irire|sercjón dc los cari¡os l'L(-i) y'1'Llj).

Tcorc¡¡a 17,1, Sczru i..j 
= 

Iú12 (h ) rJos crLal,t'I triorl('s l)llros t¿rlcs qll. i2 : 
^. 

i! : A
<: i) ¡ ji :2). clotdc 

^ 
a /i es un¿1 l1nida(l rr¡r ramilic¡da. ljntc,ilccs la distalr'l¡r

', .l.--)J N.'.' l,t;.t lt. ,. / ,.\tr 
t

Observaciórr 17.2. Obsr:r'r'e cluc si ,\:0 cs clr:cil si l. j 5ol) ortiogorráles. e¡torr(res:

(+) i2j

Esl,c lcsrrllarlo cour,rrcLcl¡ con iSa. l1].

Bt:D¡

\--.-.-r-..¿t(.,¡'r\_ -:
I \l -,ll *

(r §t
**

.-,.!,8 -v6

1)

clt\rE

rtr,6,lzill *

v6



17.3. tt: ¡ E II.d : A. 1'ln (si. (¿rs() fe¡teln.)-i (los (Il¿ttcfl1iot1ri l,rlr,s i.J,

litreirlrncntc irrdcpc'nrlienters t¿lts illte it: u-'.i) : '\eij'\-¡i - 2'\' -\ttuí lr'¿rbaia¡los
(xr l¡ cxl.nsión t, Ii(¡7, r,'A). t tt)'r, ítclirt dc r'¿rrnifir':rciíru v glarlo rlc inolr:i¿

por lo \-islio cn !1.1.1, qtrr:7i¡(7) cor-rosporitle al r'órtice a nayor altLu:' ¡lol rranrino

1l1¿rrin1¿rl quo Lllrtcrlriin¡ ?¡-(.7). AdorLás sabcnlos.Llrc l)i(l) cou§istt cu uu ¡ral rlc
r'ór-iiccs ¡ rlisla¡rin rr(:1-] d,'l (:¿ulirro ]n¿'rñil11¿rl (¡re.lel,.lnirra 7¡,(j). Sllporrgaruos

clle e1 carrino nraxirrral 7¿(j) ticrro pol extlcrrros n * lrrr[ ]-a l.'r, Á. ll"t:ir-r,tLu

a.rrrar'la tlausli)rrn¿r.i.in dc llocbirrs r(:) f pocli:rlos aslttttil r¡rc l,(.i) cs cl

callrilnr üaxirlr¡] cluc lLrlc ¿1 VT crrr rJ l'rlt,,lrr,,t..,rr.it[r l¡1,,1,,i.r coDfigur-ai:iÚtl

¡rara 7¿(l) r. 77,(7) qtc sr: ilustr¡ rrr la l:igtua 21).

u:Ble) , .+1.v¡i-\/E )

_,, 
r. 

B _Bl\2.t l-*
bt t|lLt.2 ./ 

B'' B\¿-)-t tt. ,' tvi2'/tl

,/\ /\,/ \ ' / \/\'/
,,/ \ ,,/ \

a**a**
{ ,6 -/6 É- ,},.r ,'J=

FIGI-iRA 29. En la figura f¡(i) y T¡¡ (j) cstán colslituidos por e1

vértice 81, y e1 par {Br, 83} respectivamente. Además, la meno"-

bola .1ue contiene a t/ A. y c + r,/i cs B v asumi¡ros que e§ta está

a una altura mayor o igual a B1Y 82.

Lucgo ta distancia cntrc 76 (i) y 76 (j) cn 7(tr) cs, en este caso:

/,. rG-rÁ'.\
t*t\''/

Pcro por 1a exl,ensión úrrica t1e1 valor' ¿bsoluto renernos quo c i rr/7 t6 =
r, ,,,/i + y6, : lt: l- ryG + v[l :,,. ,\ñ ^,6. Pollcl tanl,o tonemos quc

d ,,(' ,'^ ,4.- "'f;r )--,f - j:-ar2¡' a\ n. ' A r.r-----i l¡cgo,/ \' -
\ \ A,:,v.A,. r\ .I\- --", a 2 "lA pur lu rantu\ \..r - 4 

- 

)r\-r¡.r ¿'

d : -t, (lX - r,/¡rA ) : o(+f + vGA). De eslo se sigLre qrre en este subcaso l¿\)
distancia cs:

¿ - l,,t\' ¡Al')'
Dcfiuitros, en Lodo § 17.3, la firnción d¡ : 1( -+ ZU{m} por d1(I) : jt'(.\'? "A)y considere f - u((i (2). Noie que tenemos que u(h2) : 'ü('r). En cl caso cle Ia

T,'igura. 29 sc clrmpki quc lz¿ ) lt2 ,12 . Et lo quo sigtrc suporldlemos qlre rlsto rlo

es así y dividiremos el caso .i : 1T, .B : L elr subcasos segú[ el orden de los v¿Lores

absolutos rtl, l2 y h2 (cf. 17.1).
79



Strpongamos que l2l < r¿ ( ]h2 . Entonces tencmos uDa de ias configulaciones

mostradas en las Figulas 30 y 3l para :1'¡¡(i) y '1'¡ (j)

el€' 
' "' )

Bt --
,./ \

a**
€1 v6 \6 É"

**
c+r\C .-,"G

!-IGURA 30. Configuració[ de las ramas para 2l < nr < h2]. Et
la Iigura llk('i) y'l¡(j) estár collslitlridos por el vértice -B1 y el

par {82, 83) respeci,ivamente.

B2

/\Bt¡"
./\

,,/ \
a**

€r rE lÁ
.**

¿, c+rlG c-,lG

l'IculrA il1. Corrfigrrracióu altelrutiva, cn el c¿1so 2 '-- l¡L : lh2l'

Así. en el caso tle la Figura 30, tenernos que la djstancia d entre los tallos es d:
-u ($), ncro c-lrvG v6:l: ,'¡vrfi¡a4Ál l/¿27r?,1, donde r'1,12 : la . T-rrogo

rod.n.us rees, ribir J u,,m, d \'"tjr;^') - ,( -"''"6') e.r.'
r¡ismo argumento que en el ca.so anterior derlucitros clue d - 1, (f' "A) -
dy(.\). 1'or otro lado, cn cI caso dc Ia l-igura 31. lencmos que ltr, distarr:in d cntre

tc¡s tallos es ¿: -r(il, pero lclry6 v- : c+ryG+ v61 : ¿r. t.,"*o
,t -,,( " q, /^ l : JÍ'' r'vIrv{i:). E",,,,,,. r¡c¡'n,ir. uLrer,er que /" "\ -,, J .\
-iu (r' ra) : cl¡(r).

Supongarrros que lh:l < "t I 21. Entonccs tenemos urrtl «rnfigulacióu corno

la r|re se iluslra er1 la Figrua 32. En este caso 1¿ distarrcia d enl,¡e los iailos es

¿,: , (*), pero 2] : lc+ryG-"/tl:1"+ryG+t/Al.Luegotenemosqued:
/r /"+'{I+"6) : , f -u'f JÁ). uiiliza,cLo 1o <licho e, Ios parralos ante¡:iores-\ 2h. / -\ 2h2 )
obtencmos que d: ]r (l' - ?rA) : dt(I).

80



1'o¡ riltimo. si lzr'i < l2i.llz2l cul,r»rces. rr»rn las /f-lianas se iDtersect¿ru en rD
vé¡ticc a menor altura quc el vér[icc a ma]'ol altura de ?i{(¿) y l¡lr(j), tcne¡nos que
podentos consicierarlas «rnro iguzrles para cl análisis cle ]a posir:ión relativa.. Esto
ultinro. ya quc crulquicra de las lllia¡¿rs lros (lefiDc T¡i0) y Tx(:)), como cn §1,1.

Este caso es ¿nálogo al ilusl,rado cn la F-igrua 32. Coucluirnos clue la disl,ancia d
ent¡e Ios tallos 

"" 
¿ - -.-Lr (.\'!- ?rA) : d¡(,\). Lo probado en §17.3 nos permitc

cx»tltrir el sigtrir:rrte teoroura.

FIGURA 32. Configuración alternal,iva, en el caso h2l < lrtl < 12 ,

Te<¡rema 17.3. Seanr,j€N4r(1() dos cualiolriones pnros tales quc i2 : n.j2: A
c'i,:i + ji : 2,\. dondc A € lí cs rrna unid¿¡d no lamificada y zi es un parámctro
unilbrmizarrte. Eltonccs Ia dista¡<ia entre'1'y(1.) y lly(j) es d: -á¿, (I'? - rA) €
N u {0}.

Obserr.ación 17.4. Ol¡serve quc si .\ :0. cl álgebla l#) r" es á.lgebra <ie" \ ^ /0
rnai.r'iccs. Luogo no cxistcu ri,7 e Mlr(K) tabs qur: ri2 : a, :j2 : L e:.ij .ii : 0. Por
ende [o se puedc esl,u.liar 1a posicióu relal,iva de l¿s Lamas eD este caso.

17.4. a: u € A.B: A. En este caso lenenros dos cuate¡niones pruos i,j
lincalrncnte independicDtcs tales quc i' : ,t, j' : L c í j+:ji :2,\. Aquí trabajamos
en Ia extcnsión L : K (u, \6) cuyo índice clc ramificación y g¡aclo cle inerci¿ sobre
1( sorr arnbr¡s iguales a 2 y cuyo grupo de Galc¡is cs G.¿I(LlK) = C2xC2. Nr.rte que,
por kr mcncionarlo en §4. cste r:aso solo ticnc senLido cuatulo 1l es diádico. S¿benos
por lo visto en §14.1 que ?¡¡ (j) colresponde al vériices a nayor altul¿ del camino
rrrar<imal que cletermina ?¿ (j). Aclemás sabemos que ?¡¡(i) contiene cxactamente
dos vór'ticc. Ios cuales cstáD a dist¿ncia 1,(2) - /, del carnirro tra-xirnal quc detclnúna
T¿(i), donde ¿ < r.,(2) es el núrnero natural l,al que d(u) = Qt2t+L). Supongarnos que
7¿(j) tiene por ext¡emos a * bt6 y a - ltt6,. Hacienclo actua¡ la t¡anslbrmación
tle \4t¡ebius ,(") : .f podemos asumir que Tr,(j) cs cl canrino maximal que une

a v6 con -/Á. Asuuramos primero que la configuración de'llk:) )'lli.(j) es la
que se muestra en la Figura 33.

a1

I)t

./d

al$, ¡t l- -

€, 16

B2

* -'.'
-- t

*'- I ''
./\ |

/\ 
'/\r

/\,**
c+r,/; c rl¡ €t



FIGURA 33. En Ia figura TK(i) y TK(j) está,n constituidos por e1

vértico ,B1 y el par.. {82, -B3} rcspecirivaülentc. Arlemás, la monor

bola que contie[e a v[ y r:1 ry6 es ]J v esi,á a una altura rnayor
o igual a B1 y 82.

Er este caso, la distancia entre ?K(i) y 1i¡(j) en 7(I) cs:

/ 2r¡t \
" \('ltt' u\l'l'

cs d(rcir J : t L) ( l.'+" 'f:-'r(t ). Pu. ,,r, argumedio atá1ogo al claclo en cl primer
/

sub-c¿so de la scoción §17.3, tcncrnos quer

,j: t l, rr, üa)

Ahora bien. se demuestra análogu*-"rrt" u 1o dicho en §17.3, poniendo /22 : r'7¿,

que la fórmula antcrior es válidtr para cualquicl' co figura ci6 rlc T¡(i) y T¡(.j)
Esto demuestrra el siguiente resultado.

Teorema 17.5. Seani,j e MI2(11) dos cuaterniones puros tales quei2: u,j:: ¿\

e i,.j + ji, : 2,\, dorde A e 1l cs una unidad no ramificada v '¿ cs ura unidad

ranrificada. Entonces Ia distallcia entre 'l'¡¡ (i) y'1'6(j) es tl: t i, (I' uA) e
N u {o}.

Observación 17.6. Observe que si l : 0, es decir si nlresLros cuaternioles i,j s' rl
orlogonales, entonces:

{1 t 1', ,o, "2

Esto concuelcl¿r corr lSa, §4].

Lo expuesto eu §16.1, §17.2. §17.4 y §17 3 nos permite concluir que si existen

cuaternioncs put os lineahnente incleperrdientes ¿,j É Mr(I{) lales que i2 : cr,

j2 : L e i.i + ji - 2.\ entonces o(,\2 Aa) es par-, independientemeni,e del valor de

a e (26. Un resultado más es el siguiente

Teorema 17.7. Supongamos que,\2 I Aa. Entonr:r:s cxislen criatelnirrncs purLrs

Iinealmente indepeudienles ¿,j € N4r(1() taLes que 'i2 - o, i' : L e'íi * .i;i :2\ si

y solamente si t¡()2 Aa) cs par.



Dem,osl,raci,ón. Por 1o ya demostrado sabemos que Ia existencia de cu¿terriones
implica Ia palidad en la va,luación. Damos aquí un¿ demostración alternativa de
este hecho. Supongan-ios que'u(I'z riA) es impar, es decir ¡z ¡rr: ¿7¡2¿*1. para
cierto l € Z y u e (?i.. Obscrvc que, como,\2 f rrA, tencmos. por lo mostrado en el

/t' \ lao''a\ r-r"p,, l'.)l ¿-^'' ^):Teoremo 10.1. q"" (T ). - { t\ ^ ). ""'6" \ t' ), \ A l-

I-#) , ¿"".f" rz: Lur cs utro p¿rámctlo unifolmizante clc Il. Obsclvc quc\^./
esta úli,ima álgebra es de división y, por 1o mostraclo en la Proposicíon 9.4, esto
implica quc no existon cuatcrniones ¡uros lincahncntc indepcndicntcs 'i, .j e M2(11)
ruln. qun lz : o, .j' = L, ;.; .ji - 2\.

Por' ,,r',, larln. .,i r 1\'/ A,,.; ,.s ¡ar'. "n on, ". l+) l-J \, \ ,' ./ r \ --l-l Po-

ra cielto parámetro unifonnizantc n y cicrta urridad u € (?6. Luego tenetros
/.¡\ ^. / ¡"¡\ ^,.tue | -= | = I --# l. Ubserve que, por ser el símbolo de }lilbert un paleo' \,' ./r /

clual, teuemos que ( Au,A)(r.A) : ("r,^) = 1, dado que 12: r¡¿A es u¡
parálleLro uniformizanl,e. Además (r. A) : 1, por' la misna ¡azón. Po¡ 1o talLo

¡ Aa.al I EsrJ imr-,li,¡ qr. (+') ' l-+") ' N4l.rK,. Luego. "e sigue\ ¡f /r \ i\ I "
de la Proposición 9.4 que eústen cuate¡¡iones puros linealmente independientes
¿,j e MIr(K) tales que'i2 :o, j': A c,j + j,:2\. tr

17.5, d:rz€11,§:7r1 €Il, En este caso tenenos dos cua,terniones purr,s i,i
tales que zi2 - nr, j' :lr e ij I ji: 2,\. En 1o que sigue supondremos qut i, j son
cuatcrnioncs puros linealme[te independientes 1o quc. por 1o dicho crr cl Teorcn¿
13.8, eqrüvale a que,\2 f ¡1¡2. Observc adcmás. que en este caso lrabajamos en Ia
extensión L : I{(li,ld cuyo índice de r¿r¡rificación e(.L/Il) cumple con:

,,L 1<t IZ .i tt: ¡2 u L,i, n ,.r A,rz

II si r,,

y olryo grrrpo de Galois es:

caltl-/l(t= {, .'^', , .i ; , ;'
Sarbemos, por lo visto en §14.2. quc ?¡¡(j) está compueslo por clos vértices a clistan-

cia tr(2) t ] del can.rino tiaximal quc determina 'li (j). T,o uisrno vale para 16(i).
Supongarnos que It(j) tiene los extremos o + bt/tr1y a - bt/n. Haciendo actuar
la translbrmación de Moebius r(z): T podemos asurrrit que 7¡(1) es el camino
rnaximal que une a ylq col 

^/tr1. 
Pri¡rerr¡ asu¡rirnos la conligulación de ltr Figura

34 para 7¿(r:) y 7¿(.1).
En este caso la distancia entre'l'K(i) y'fKQ) en 7(-L) es:

, t tc I r,ttl; u/-r'? i,/ -, 1 l.
\,/

De la Iigura 34 se deduce qne c+ r\[1r; ./nl: c r]tr2+ t/-a : cirvrii!

^/tr| c- rt/a - r,61 , pues este valor corresponde al radio de la bola B. Por 1o

ranrorenemosoue o: . r" ' " ' ''* t ,¡-' "^' .'-'' "'='t) ro'\,/\'/ ,,_,-r _r -2,,f-ñlrñld.lo.sdbpmosqu, ,\- --. luéBo \-/7r 1.: ---- -
a3



u=BlÉ1, c+r rF;-rc1l)

,,1:Bl¿1,11 L- - - - 
".-¡":¿{c,,1,i

- ^lB /'t':. ''lr,í - Lo.-r,.,','-"' lr-1' ' 
/-\at'i' /t J¡.

/\ , ,'/\,/\r
,/ \ ,'/ \

**aa**
',n¡ 'ñ, ¿1 e, crr\/r, ,, ""';;

FIeuRA 34. lln la figura T¡¡(i) y T¡¡(j) están constituidos por los
pares de vértices {Bz,Bn) y {-B1.-B2} respectirarncnle. A.lern¿s.

la merror bola que cor11,iene a u/trt y c'l r.uta es l] y está a una
altura mayor o igual a -B1 y 83.

r - \ V/-¡t\ Pnr lo l¿ntu./: , {2,-) fi 1t. lt:
-tr(2(+.\ + 

^/trttrz)). 
De esto se sigue quc:

a )oV,\2 r¡ .r2) 
.

Sca, c1i toc'la § 17.5, d ¡, r< -+ Utlicoj lafirnción clefinicla por d.¡ (I) : ltt (AQ2 - r¡z))
v sca f : rr((1 (2). En este caso lh1 : 11 , l¡r: : r. En cl caso dc la Figura
34 teler¡os que lrr¿l 2 l/r,1 , /r,2]. En 1o que sigue supondremos que esto no cs así

y dividiremos el caso cr : ¡t, 0 : ?rz en subcasos según el o,-den de los v¿rlores

absolutos hrL ,lhtl y lh.2 .

Sr4rongamos que h1 ( lrt < h2l. Erto[ces tenemos uta conliguración para
Tr(i) v 1k0) como la qte se muestra en las l"igtüas 35 y 36.

B!
B1

ut€,,1.'ll
81 --t'

\l'
\\

FIGURA 35. Configuración de las rar¡as para l/z1l < lrtl < llt2 .

E:r el caso cle la !'igura 35. tenemos que Ia distancia ¡J entre Ios tallos es d :
, (g:), n*. por lo visto cn !14.2 tener:ros quo lr: * rr,62 - Jtrl : lt:!rJa+

Ji'ttl : twri¡. Luego pocLcmos reescribir d como ¿l : ,,(@#) :
a4



D1

-ir.-

\r

B3

I
,, 1\,,..' 

t/\/\/*

e1 d tlri t

FIGilltA :16. Corrfigularción dc las rarnas p¿r¿ h1l < ¡t : l¡,¿J.

, (t'+'y":t¿"'r'¡ I lt,ilizantlo el mismo argume¡to que en el caso antcrior tletluci-\ ,,nr )
mos qne ¿l: - +t, (41(¡'? - Í11t2)) : d¡(.\). Por otro lado, en cl r:aso de La Figula 36,

tenemos que 1a clist¿ncia d entr-e Ios tallos es d :, (#). r"- lc + r /tr2 - y/r1 :
, t\1¿ \n l.r/.r.u,g,,, ..ÍE ".)_ ( ,,i,,., ,)

Esto Dos permite obterer que d: -iD (4(\2 rrrnz)) : ¿r1¡¡. Si suponemos que

It2l < ltrtl I l/r,11, cntonces obtenemos dos diagrainas del mismo tipo a 1os mos-
tr:ados elr las l-iguras 35 y 36. Nlediante e1 mismo arguureirto, se obi,iene que la
clistancia d entre los tallos es,1,: lt (a(,f'- rrrr)¡ : ar1,f¡.

Por último. supongarros que lr¿ < lár,liz1l. En cste caso Lenernos que tanto
la KJiana definida por el extre o €1, como la KJiana clcfinida por el extrenro (2,
son If-lianas r1e 7¿(i) y 1\(.j). Sír' pérdida de genclalidad pocleraos stponer que

h,rl < h,rl.Luego si ñ. ¡] < h2l tenemos una cotfiguraclón como 1¿ ilustrada en cl
Iigura 37.

alet. ¡'l) _ - ]t.i'-----
I

I

L

I

.a**
Cz tt ttr, t r/.,

FIGUITA 37. Configurtr,ciól rlc las rarras para ln¿ < lt1 1 f4l.

Observe que si ll¿1 : /¿21 entonces 7¡¡(i) a'L'K(i) + ¿. Es más, dichos tallos
deben coincidir, pues Bl(1, lnful) : Bl{2,lrh2l. Luego si lrtl : h.r1, tenemos un
diagrarrra como los que se ilustrarr en la Figura 33.

Luego, en el caso most¡ado en la Figula 37, tenemos que 1a disterncia d en-

trc los t.rllu,s cs ¿l: ,l+!), p".u por 1o visto cn §14.2 tenemos quc rr+
\ 21 ./

rla - ltr¡ : lc+ r^!/1t2 + l1tll: h2T+1. Lucgo ¡roclcnros rccscribir d como

d tl, ",,,-, , ) : ü{t ,r.-, ,¡t' ). E-,, im¡li,¡ a , 1., d-"tan.ir-- '\ / \ t
ertre los rallos es d - -+? (4()' r ¡tr2)) d¡(Á).

E5



A

¡l€',1"'ll -

B

¡l{,.l.rll -

131= t ,B2-Bt . -. 
-

' 
-'*-- -*,/\***

-,,G1 .+t.li; .-t-/^-

bt:BL

- -a' :

-.-,-*-.4 \
t +r \,Ci r'i1€, at t;le, €, yGl

FIGURA ii8. Configuración de lix ¡amas paro l.,i¿ I < l/r.11: lhrl.
La lfi¡ea cle color prirpura rcpresenta la ra¡na de interserrcióu ent¡c
'rL(j) y TL(j\.

Por otro !ado, el el caso de la Figur.a 38, tenernos que la, distancia en cl gtafo cutl.e
TK(i) y 'IK(j) es m¡la. Por otro larlo, para (:rralquicr .r, r € 1l sc tieno quc rjf(¡) :
-u (t"t'ri]-.'/")' ) - -u ( '+'"-#*6t) . n",u ¡1"+,7or+ ,/tr)')l,l(c+r,/a-
,/n)'1 < ln?"|, c$to i)nplica que d¡(.\) e I - oo, -t]. Adenrús que esbe es el firico
sub(:a-so cn el cual 7/¡(i) : T¡rU). Lue-gg d/()) € I - oo. -1] si y solameute si los
tallos de ,5¡¡ (l) y S¡(j) coinciden. Lo r¡ismc¡ se sigue si los cuateruiones ¿.j son
linealmeute clependientes, pues er este caso d¡()) : -oo y 

"j((r) 
: Tx(j). Lo

u¡ostrado err csta subscccióu nos llcv¿ al sigüo¡úe rcsuitado.

Teorema 17.8, Sean t,j € Mr(I() dos cuate¡niones puros tales que ie : rr1.

.i' : ¡z. ij +,ii = 2,\, dondc rt1l2 e l{ soD palárncljr.rs uniformizarrtcs y
considere d¡(,\) : -+u (4(\, - 1r\¡2)).La disrancia eDtre ?¡¡(i) y ?i<(j) es d :
máx {0, d¡(,\)}. Además, si dt(.\) : 0 entonces ?¡(i) y ?r<0) se intersectaD eD un
solo vértice, y si d7(,\) < 0 erfonces I'K(i):7'K(j)
Ol¡servación 17.9. Ol¡selve que si .\:0. cnl,onces:

-t . In¡(0) -V'laQ' ÍtÍ2\) .- -;r(- lz'rir2) = ('.{2) r I) < 0.

luego en cstc caso ?6('r):7i¡(.1). Esto cr»rcucrda con {Sa, ti4l-

17.6. ¿r : r €fl,B: r¿ € O. Sean i,i dos clutcrnioucs Dlrr-os t¿lcs quc ri2 = a,
j2 : u, e ij + ji. : D. llr este c¿so trabajamos el la cxLeusión L = K(!C, \/E)
cuyo índice de ramificación sob¡e I( es 4. Además el grupo de Galois Gal(i/I()
ournple con Gal(L/K) ? Cz x Cz. Note que. por lo visto en §4, este c¿so tiene
scntido solo si Il cs un cucrpo cliádirxr. Sabcmos ¡ror 1o vjslo e[ §14.2 quo'li¡(i)
conLiene exactamente dos vé¡tices a distancia u(2) + ] del <:a.rrino ruaximal que
determina ?¿(ri). Adeuás por Io visto er §14.3 tenemos que 7r< (i) esLá conpuesto
por dos vórticos a distancia r(2) - f dcl carniuo ma-tirnal que tlcterrniua 7¿(.1), donde
L < u(2) y 6(u) : (tr2t+t¡. Stpongauros qrre 7'¿U) tiene por exllemos a * byT v
a - by6,. Haciendo actual Ia transformación de Moebius z(z) : !f! podcmos
asunrir que?¿(j) es el carnino maimal que rrne a 1/i con y6.. Pnrne¡o a.surnirnos
la configuraciírn cle la Figura 39 para'lLU) y 'l'rj):

Er cste caso la distancia entre 7K(i) y 7¡r (j) er 7(l) es:

d = -?, / 
((j l "\ñ - /7): ) .

\ ,o' )
EO



Observación 17.13, Observe que si l:0, entonces:
ll

dJtUt t,-t.- 
:tu(¿t^' ,, ¿ ))-/r t¡ :o' 4t t.\ t t, a.2'.

luego !¡Q.) : r¡<(i) 
": 

D(2) > h +tt y se irrterscotan rln un punto si h*tz: u(2)
Arlcmás. si 1,(2) <h+h sc ticro qrrc 7¡¡ ('l) ostá a distancia tl.: hltz t,(2) de
7¡¡(j). Este resultado concuerda con lo descrito cl lSa, §4].

18. .IEoRE\'IA 
CÉNERAL PARA LA DISTANCIA

J,os teoremas tLemostrados e¡ §l5. §16 y §17 se resrrtrerr err el sigrrierrte resultado.

Teorema 18,1. Sean ,,j € Ml:(k) dos cuai,elniones puros que salislacen i2 : o,
j2 : B y ij + jl,:2.\. Asuma que a y B pertenecen al conjuni,o de represenlantes

SR : {1,A,u1,..., ur,1Tr,... 1rr+2}j

de clases en f-/1{-'?, ctonde A es una ¡¡jdad ¡rc¡ r'amificada. {u1,...,u,} es Lrn

conjuuto de uuidades ramificadas y {ri, . . . , ?r¡+2} es urr conjuuto de represeriiantes
coristituido por parametros unifo¡mizantes. Sca d7 : 1l + ZU{0} la función deñnida
por casos corno siguc:

L Si ú., -1l.Al. r'n{un,,: dr,l, j, (I4r:s)
2. Si a e {1, A}, rnientras que P É {1, A}, entonces d/(I) : ¿ i, $' "13),donde el defeclo cuadrático de B es (r2¿+r ).
3. Si ci ( {l,Al y 0 e {1,A}, entonccs r¿(l)l: § }u(r' a/i), donde el

delécbo cuadrático de o es (rr2"+t I.
a. Si {o,B}n{1,4}:0, entonces d7(.\) :s+f +u(4()'? aB)), clonde los

defectos cuadráticos dc o y B son (r'23+1) y (n2¿+1) rcspcctivamcntc.

Entonces, si d¡()) > 0, este valor es igual a Ia distancia entrc los tallos'J¡;(z) y
'f 7¡(.j). Por otro lado, el largo de intersección entle las ramas T1¡(i,) y T ¡$) cs

nin{-:d¡()), l(i:), l(j)},
donde l(q) es e1 lalgo dc 7¡¡(q), el cual es 0, 1 o oo (ver §f 4 y §15).
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