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RESUMEN

Sea K un cuerpo local no arquimediano y sea A un dlgebra de matrices de dimension
4 sobre K. En trabajos previos, como en [A2], Luis Arenas desarrollo una teorfa
que permite calcular el conjunto de dérdenes maximales de A que contienen a un
suborden dado. Este conjunto esta dado por un sub-arbol del drbol de Bruhat-Tits,
que os lamado rama del orden. Dichas ramas han sido usadas para el estudio del
problema de selectividad global y también el célculo del nimero de incrustaciones
locales. La ramas de érdenes, por lo general, se pueden describir en términos de dos
invariantes. Para calcular estos invariantes explicitamente, la estrategia en trabajos
previos, como [AA-C], ha sido visnalizar las ramas mediante nna represcnfacion
explicita del &rbol de Bruhat-Tits en términos de bolas en K. En el presente trabajo,
se estudiaran las ramas asociadas a 6érdenes generados por pares arbilrarios de
cuaterniones puros no nilpotentes, mediante ¢l céleulo de estos invariantes.

ABSTRACT

Let K be a non-archimedian local field and let A be the two-by-two matrix algebra
over K. In a previous work, as in [A2], Luis Arenas developed a theory that allows
the computation of the set of maximal orders in A containing a given suborder. This
seb is piven as a sub-tree of the Bruhat-Tits tree that is called the branch of the
order. Branches have been used to study the global selectivity problem and also to
compute local embedding numbers. They can usually be described in terms of two
invariants. To compute these invariants explicitly, the strategy in previous works,
as in [AA-C], has been visualizing branches through the explicil representation of
the Bruhat-Tits tree in terms of balls in /. In the present work, i will study the
branches associates to orders generated by arbitrary pairs of non-nilpotent pure
quaternions, through the complute of these invariants.
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1. INTRODUCCION

Sea K un cuerpo local no arquimediano tal que car(K) # 2, en particular,
K es un cuerpo localmente compacto, respecto a la métrica definida por un valor
absoluto no arquimediano. Considere ademés su anillo de enteros Oy, un pardmetro
uniformizente © € @k v un algebra de cuaterniones A definida sobre el cuerpo
anlerior, es decir un dlgebra definida sobre K en término de generadores y relaciones
como sigue:

(1) A= (BE) =t =a =i +5i=0),

para a, 8 € K*. Un resultado conocido es que (95?3) es un algebra de division o

bien (O}{d) es isomorfa al Algebra de matrices M {K).

En ¢l dlgebra (QTJG) un orden § es una Op- 4lgebra, finitamente generada y

compacta, con la topologia producto de A 2 K?. Dicho orden es maximal cuan-
.8

do 1o puede ser incluido dentro de un orden estrictamente mayor. Cuando (T)

es un &lgebra de divisién, existe un tinico orden maximal en el dlgebra de cuater-
niones. Por otro lado, si (%) = M, (I) entonces todo orden maximal es de la
forma © = GMy(Ox)G™L, para cierto G € Gla(K). En el contexto anterior, dos
Grdenes maximales D1, Dy se dicen vecinos si D/ (D1 ND2) & Ok /mO0g, como
O e-mddulos. Definimos un grafo G como un conjunto de vértices con una relacion
de vecindad. de modo que a menudo escribimos v € G en vez de v € V(G).

Cuando A == M(K), podemos construir el grafo 7(K) cuyos vértices son los
6rdenes maximales en A. Estos se unen por una arista si son vecinos. En [Se],
se demuestra que dicho grafo es un arbol en el sentido de la teciia de grafos. A
dicho arbol le llamamos érbol de Bruhat-Tits asociado al dlgebra A. En la misma
relerencia se demuestra que dos vértices D1, D» estan a distancia d(D1,Da) =t si
y sélamente si ©,/ (D1 ND2) = Ok /7' Ok

Para un orden dado § podemos construir la rama S = Sg($) definida por:

Sic(H) = {M e T(K): H CMm}.

En particular la rama S (u) de un elemento entero u € A se obtiene al considerar
el orden ) = Og[ul], es decir:

Swe(w) = {M e T(K): Oxlu] CM} = (M € T(K) : uw €M}

Sea § la rama de algiin orden § C Mo(K). Definimos la rama t-engrosada
de § por S¥ = {D € T(K) : 3& € § : d(D.®) < t}. Ademés definimos el
grosor de la rama S por T = sup{t € NU {0} : 15; rama tal que S,m,: S}
Si r £ N U {oc} definimos el tallo T de S como la Gnica rama que satisface
T = 8. La unicidad del tallo se demuestra en [A2]. En cambio, si el conjunto
{t € NU {0} : 35, rama tal que : SP‘E = 8} no es acotado, el tallo de S no esta
definido. A un subgrafo conexo de ¢ C T(K) tal que dado cualquier vértice ® € C
existen a lo mas dos vértices vecinos a D en C se le denomina camino en 7 (k).
Graficamente, un camino €' en T(K) se ve como una linea constituida por, ya sea,
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finitos vértices, infinitos vértices en una direccién o infinitos en dos direcciones.
Un resultado importante de [A2] es que, salvo en el caso de la rama Sg(n) para
7 € M,(K) nilpotente, el tallo de una rama cualquiera estd definido y es un camino
en T(K).

Por otro lado, dadas dos ramas S y 8 se define la dislancia enlre éstas como
d(8,8") = min {d(D,,D;) : D1 € 5, Dy € 5'}. Sean S y &' dos ramas gue poseen
tallos Ty T respectivamente. Determinar la posicion relativa de las ramas Sy
S’ significa encontrar la distancia a la que se encuentran los tallos 7'y T’ de las
ramas respectivas v determinar cuales son los vértices en cada tallo en los que
se alcanza dicha distancia. Cuando la distancia es nula, determinar la posicién
relativa se traduce en encontrar ¢l largo de la rama de interseceion de los tallos
7.7 v determinar como dicha interseccién se incluye dentro de cada tallo.

Uno de los problemas importantes en esta teoria es determinar los Grdenes ma-
ximales que contienen a un orden cualquiera § C My(K), es decir determinar la
rama Sg (), para cualquier orden §. Luis Arenas-Carmona en [A2] observd que si
9 = Oxlay, - ,an] entonces Sk ($H) = N, Sk (a;). Por lo tanto, para estudiar el
problema de contencién de dérdenes, basta estudiar las inlersecciones de las ramas
de la forma Sy (a), donde a € Mo{K). De hecho, esto fltimo se puede realizar
calculando el grosor de las ramas Sk (a) ¥ estudiando la posicién relativa entre
éstas.

Un caso particular del problema anterior es el de determinar los 6rdenes ma-
ximales que contienen al orden § = Oxli, j], para i,j generadores estandar del
algebra A = My(K), es decir cuando 7, j cumplen las relaciones mostradas en {1).
Ignacio Saavedra en su tesis de Magister [Sal encontré descripciones explicitas de
la posicion relativa entre los tallos de ramas Sk (4) v Sk (j), donde i, j son genera-
dores estdndar del lgebra A. En esle dltimo trabajo, se obtuvo por gjemplo que si
i? vy 4% son 1 o la tinica unidad no ramificada de K, entonces la distancia entre los
tallos de las ramas Sk (1) y Sk (j) es vk (2), donde vk es la valuacién normalizada
definida por el valor absoluto del cuerpo local K, es decir © & (@) es el nlunero entero
determinado por la igualdad |a|x = i?(‘})é((a). Ademsés, en [A3-8a] se determiné el
grosor de las ramas Sk {a), para a € My(K) tal que a? € K*1d.

De los trabajos anteriormente citados, se desprende que existe una completa
caracterizacion de las ramas asociadas a los érdenes $ = Ogli, j], cuando i, j son
generadores estandar del dlgebra A = M, (k). Observe que, por la simplicidad de
las algebras de cuaterniones, estudiar pares de cuaterniones puros i,j € Mo (K) que
satisfacen las relacidnes i2 = o € K™, 52 = 8 € K* y ij + 7i = 0, es equivalente a
encontrar condiciones necesarias v suficientes para que un édlgebra de cuaterniones
como la definida en (1) sea isomorfa a un dlgebra de matrices. De hecho, dichas
condiciones se exigen sobre i2 = «,j? = 3 y se estudian mediante el sfmbolo de
Hilbert (ver [O]).

Decimos que ¢ € Ms(/) es un cuaternién puro y escribimos g € Mz (K)Y, cuan-
do tr(g) = 0. Esto tltimo es equivalente a que la conjugacién candnica ¢ — ¢

i ;] _ L 3 )
del dlgebra de A = (u—’j) cumpla con § = —¢g. Lo anterior motiva, a modo de

i

generalizacién, el estudio de las ramas asociacas a los drdenes H = Okli, 7], cuan-
do 4,7 € My(JX)? son cuaterniones no nilpotentes. Observe que, en dicho caso el
producto simetrizado A = Eﬁ;ﬁ cumple con que A = ﬂ#m—_’l = A. Por lo
tanto A € K. )



Un caso bésico para comenzar este estudio, es determinar la rama asociada
al orden Ogli,j], para i = j2 = 1 e U—;-’i = ). En la wnidad de investiga-
cion, dirigida por el profesor Luis Arenas-Carmona, demostramos que en dicho
caso la distancia d(S,S’) entre los tallos de las ramas S = Sk (i) y S’ = Sk(j)
es una funcion de A. En lo que sigue escribimos Li. para relerirmos a vectores
linealinente independientes. Haciendo uso de la notacién anterior. se tiene que
{Ae K :Fi,jeMay(K) i, jsonli, i =1,j2 =1, 458 = A} = K — {+1}. Este
resultado fue probado en la misma unidad de investigacién.

Para deducir esto usamos la equivalencia entre el drbol de Bruhat-Tits asociado
a érdenes maximales y su andlogo asociado a bolas cerradas, donde para este ltimo
es natural considerar las tranformaciones de Moebius actuando sobre particiones
de bolas, de la forma en que se muestra en [AA-C].

En esta tesis estudiaremos la posicién relativa de las ramas S = Sy (i) y 8 =
Sk (j) para i, cuaterniones puros cualquiera en M (), no nilpotentes. Esto con
el fin de describir la rama Sk (9), para $§ = Okli, 7]. Ademds de esto, me propongo
determinar el conjunto:

2
que es el conjunto de valores para los cuales el problema tiene sentido. Observe
que estudiar A, g) motiva a definir la siguiente K-algebra A, via generadores y
relaciones:

(2) Aa,py = {/\ €K :3i,j € My(K)°, i,j sonli., i®=a, 32 =4, e LI )\} .

Ay =l 7 P oy = B =2X),
v estudiar cuando existe un homomorfismo de K-dlgebras:
(3) Ay = Ma(K),

tal que las imdgenes de 1,4,j € Ay sean Li. En la unidad de investigacion demos-
tramos que Ay es un algebra de cuaterniones si y solamente si A — a3 # 0. Luego
(3) equivale, en dicho caso, a que Ay = My(K), dado que las dlgebras de cuater-
niones son simples, Por lo tanto, bajo la hipétesis A2 — a3 # 0. el problema de
determinar A, 4 se traduce en encontrar condiciones necesarias y suficientes para
que Ay = My (K).

Por 1ltimo, el estudio de la posicion relativa de las ramas se realizarda mediante
la reduccion del problema al caso ya descrito, es decir a = 8 = 1, al analizar el
problema en el arbol de Bruhat-Tits T (L) asociado al algebra My (L) = Mo (K) 00 g
L. para L = K(y/&,/5). En el rbol T (L) podemos incluir el arbol T (K) y realizar
los célculos requeridos, al considerar los ordenes $;, = $ ®p, O y observar que
S(®) = Sp(Hr) N T(K). La inclusién T(K) < T(L) que se dard en esta tesis
no es, en general, una incrustacion de grafos, en el sentido de que no lleva vecinos
en vecinos. Usando dichas herramientas se concluyen los Teoremas 14.9 y 18.1, los
cuales describen la rama Sk (7, j) por lo expuesto en §9.



2. RESUMEN DE SECCIONES

En la Seccidn §3 se estudian las propiedades basicas del dlgebra de cuaterniones
que usaremos en esta tésis. En la siguiente scccién se definen los cuerpos locales,
ademaés se exponen algunas de sus propiedades. En las secciones §3 - §4.1 se exponen
los resultados maés significativos que se utilizardn en esta tésis acerca de dlgebras de
cuaterniones sobre cuerpos locales. La principal referencia en todo lo anterior serd
[O]. En la Seccidn §6 se describe el arbol de Bruhat-Tits. Luego en las secciones §6
- §7 estudiaremos ciertas ramas del arbol de Bruhat-Tits.

En las Secciones §3-§6 haremos las definiciones generales a partir de cuerpos de
nimeros, a los cuales denotaremos por F. En las secciones que le siguen sélo nos
enfocaremos en su aplicacion a cuerpos locales.

En la Seccién §8 nos detendremos a analizar la estrecha relacién del arbol an-
teriormente mencionado con las bolas cerradas del cuerpo local y como actdan las
transformaciones de Moebius sobre estas estructuras. En §9 se prescnta el prin-
cipal problema de esta tesis. que es determinar las ramas asciadas a los érdenes
H = Okli.j]. para i,7 € My(K) cuaterniones puros enleros no nilpotentes. En
dicha seccién se muestra que este problema se puede resolver determinando la pro-
fundidad de las ramas Sy (i), Sk(j) y su posicién relativa. Otro problema que
aparece en dicha seccién, es determinar para «, 53 fijos los posibles valores de A
para los cuales existen cuaterniones puros i, j linealmente independientes tales que
i = a, j2 = f ¢ij + i = 2\ Para resolver este problema debemos estudiar
las algebras Ay = <?'.,j it =, 2 =4, 0+ i = 2)\>, que se delinen en la misma
seccién. En la seccién §10, estudiaremos la simplicidad de las élgebras Aj.

En §11 estudiaremos la forma en que ciertos subgrafos especiales del arbol de
Bruhat-Tits, llamados caminos maximales, determinan el producto simetrizado en-
tre dos cuaterniones cuyo cuadrado es uno. En la seccién §12, haremos cilculos que
expliciten la forma en que los caminos determinan el producto simetrizado en el
caso general. Para realizar dichos calculos incrustaremos el drbol de Bruhat-Tits
T(K) en su andlogo 7 (L) construido sobre una extensién finita L de K.

En §13 encontraremos condiciones necesarias y suficientes para que el algebra
A, sea isomorfa a un algebra de matrices, cuando esta sea central simple. Luego
aplicaremos estos resultados al problema de determinar la existencia de cuaterniones
puros i, j € Ma(RA') enteros y no nilpotentes.

En §14 determinaremos la posicién relativa entre las ramas Sy (i) y S1(i), donde
i es un cuaternion pure que satisface i’ = a € O y L = K(y/a). Ademds carac-
terizaremos los tallos de las ramas Sk (i), dependiendo de «. Luego en £14, con lo
ya estudiado, daremos una nueva demostracién de un teorema probado por Luis
Arenas-Carmona e Ignacio Saavedra en [A3-Sa] que nos da la profundidad de las
ramas Sy (i).

En la Seccién §15 estudiaremos la posicion relativa de ciertas ramas en un caso
bésico, ademas de dar ciertas indicaciones para los cdlculos siguientes. Finalmente
en las secciones §16 y §17 estudiaremos el problema de la posicion relativa con
completa generalidad.



3. ALGEBRAS DE CUATERNIONES

Sea I un cuerpo tal que car(F) # 2 y sean o, 8 € F~*. Consideremos un F-
cspacio vectorial V' de dimensién 4 sobre F' y una base {1,4, 4, k} de V, con ij = k.
Definimos una multiplicacién sobre los elementos de la base mediante la {abla:

(1 e J k
1)1 i J k
i o k| aj
ili| kBB
klE|—aj| pil|—af
CUADRO 1. Multiplicacién de cuaterniones

Extendemos esta multiplicacién por linealidad a una multiplicacién sobre V.
Identificamos F con F -1 C V. Se comprucba que V' es un dlgebra asociativa
con identidad. Diremos que un dlgebra construida de esa manera es un algebra de
cuaterniones y la denotaremos por el simbolo:

a, B
7 )
Llamaremos a sus elementos cuaterniones y a los elementos i, j € (

i = .52 = A,ij + ji = 0, les llamaremos generadores estdndar del édlgebra de

cuateriones.

Un hecho importante. es que para un cuerpo £ tal que car(F) # 2, las tinicas
F-algebras centrales simples de dimensién 4 son las dlgebras de cuaterniones. De
esto se sigue que un algebra de cuaterniones sobre un cuerpo de caracteristica cero
o impar, es isomorfa a un dlgebra de matrices o un algebra de divisén.

Six = a+bi+cj+dk es un cuaternion, donde a, b, ¢, d € F, definimos el conjugado
de = como & = a — bi — ¢j — dk. Decimos que un cuaternién es puro cuando & = —T

9‘,’—‘6) , tales que

0
y denotamos al espacio de cuaterniones puros por (%ﬂ) . Se verifica que Ty = ¥z,

para z,y € (%ﬁ)

Definicién 3.1. Seax € (‘—"jﬁ) . Delinimos la norma N y la traza 7" de z mediante:

N(z) = zz, T(x) =2+

Siz=a+bit+cj+dke (%) entonces un célculo directo prueba que:

i- N(z)=0?-bPa—-c*B+d’aB € F.
ji- T(z)=2a€F
iii.- N(zy) = N(z)N(y).
iv.e Tz +y)=T(x)+T(y).
v.- Todo cuaternién z satisface la ecuacién y? — T'(z)y + N(z) = 0.
vi.- Un cuaternién z es invertible si y solamente si N(z) # 0.

g



Haciendo uso de la funcién norma, se puede demostrar que un algebra de cuate-
riones (%-‘3-), para car{F') # 2, es isumorfa a un algebra de matrices si y solamente

si existen x, y, z, w € I no todos nulos tales que 22— cry2 — 322 + apw’® = 0. Eslo
tiltimo es equivalente a que existan x,y € F tales que 1 = az? + fy*. Para mas
detalle ver [O].

a.f

Otra observacién es que todo elemento x € (?) se escribe de mancra tnica

como @ = a + ¢, donde g = bi + ¢j + dij es un cuaternion puro.
Lema 3.2. Sea z € (%) tal que x> € F, entonces z € F o x es cuaternién puro

Demostracion. Tseribimos @ = ag + ¢, con ap € K y g cuaternion puro entonces

2?2 = (ap+q)? = ad +2apq + ¢*. Lucgo, como dicho elemento esté en el cuerpo base,
se liene que 2agq = 0. Entonces ay = 0 0 ¢ = 0. Si sucede lo primero r = ¢ es un
cuaternién puro. En caso contrario z = gy € F. O

Ejemplo 3.3. Este ejemplo aparcee en [Sa, §1]. Considerando las matrices:

1 0 0 -—u
= ( 0 -4_)’ F= ( wt 0 )’

para u # 0, se tiene que X2 = 1,¥Y? = —1, XY = Y X. Asi, dado que toda
algebra de cuaterniones cs simple ([0, §57]), s¢ tiene que la funcién:

1,-1
= Mo (F
¢ ( 7 ) — Ma(F),
definida por ¢(1) = I, ¢(i) = X, ¢(j) =Y y o(k) = XY, es un isomorfismo de
algebras.

Observacién 3.4. Si (&2

2 ) = M, (F') entonces la norma N corresponde al deter-
minante en M (F). Ademés, la conjugacion viene dada por:

i MQ(F) — Mg(fﬂ)
A — SAtS—1

donde S = ( (.f _01 ), explicitamente :
(4) a b\ (0 -1 a c 0o 1\ ( d b
e d /) L1 0 b d -1 0/ \ = a J°

Lema 3.5. Si car(F) # 2 entonces el F-algebra de cuaterniones (%) es isomorfa

a la f-dlgebra delinida via generadores y relaciones por:
A={(i,j:i'=a, i* =B, i +4i =0).

Demostracion. Sean 1, j generadores estandar de (%ﬁ) Considere el homomorfis-

mo de F-dlgebras ¢ : A — (%) definido por ¢(1) = L,¢(i) = i v ¢(j) = 7,
extendido lineal y mutiplicativamente. Observe que dicho homomorfismo estéd bien
definido pues . § satisfacen las relaciones de ¢, j, mientras que ¢ es sobreyectivo
pues la base {1,7,5.7j} es subconjunto de la imagen del homomorfismo. Luego
dimgA > 4.



Por otro lado el conjunto {1,4, j, 7} genera la F-algebra A como espacio vecto-
rial. Esto se debe a que todo producto de potencias de los elementos anteriores se
escribe como combinacién lineal de dichos elementos. Por lo tanto dimp.A = 4. En
particular, ¢ es inyectivo. O

Fste lema serd de vital importancia en las secciones siguientes, pues muchas

veces trabajaremos con ambas dlgebras sin hacer distincién alguna.

Se define en (-”’T”) el producto simetrizado entre cuaterniones x, y por B(z,y) =

T—'T';i Observe que B(z,y) € F pues B(r,y) = B(z,y), ademas B(-.-) es clara-
mente F-bilineal y B(y,z) = B(z,y). Esto demuestra que B(-,-) es un producto
F

interno en . Un lema que ulilizaremos en las secciones siguientes, especilica-

mente en la Seccién §13, estd relacionado con la ortogonalidad de dos cuaterniones
bajo el producto interno anterior. Para demostrarlo necesitamos el siguiente lema,
el cual se cumple en el contexto méas general de Algebras centrales simples.

Proposicién 3.6 (Teorema de Skolem-Noether). (ver [M2, §4.2]) Sea A una
[-8lgebra simple y B una ['-dlgebra central simple. Si f.g : A — B son dos
homomorfismos de F-algebras, entonces existe b € B invertible tal que f(a) =
bg{a)b~!. para cualquicr a € A. En particular, si 4 es una I-dlgebra central simple
y B1, B; son dos subéalgebras simples de A, entonces todo isomorfismo [ : B) — B»
es interior, es decir, existe a € A invertible tal que f(b) = aba™!, para todo b € B;.

Lema 3.7. Dado p € (E'F—'j) un cuaternion puro tal que N(p) # 0. existe otro
cuaternién puro ¢ tal que B(p,¢q) =0y N(g) # 0.

Demostracion. Supongamos primero que N(p) = —k2, con k € I'*. Entonces N (k—
p) =0, donde k —p # 0. Por lo tanto (%5) = My (F). En particular, como § = —p,

.. . b .
usando la relacién (4) se tiene que p = ( f i ), para ciertos a,b,c € F.

Partamos suponiendo que ¢ = b = 0. Entonces si consideramos el cuaterniéon
—1
g= ( ? 0 ) obtenemos que gpg~' = —p. Observe que § = —g y que N(g) = 1.

Por ende ¢ es un cuaternion puro tal que B(p.q) =0y N(q) #0
Supongamos ahora que b = 0 y ¢ # 0, entonces como N(p) # 0 se tiene que
C

=i

a # 0. Luego si consideramos el cuaternion ¢ = 02‘1 ¢ | obtenemos que
2a
2 Vs
gpq~' = —p. Observe que § = —q y que N(g) = 5. Por ende ¢ es un cuaternién

puro tal que B(p,q) =0y N(g) # 0. Andlogamente si ¢ = 0 y b # 0 obtenemos lo
pedido.

b
— ; . . .. 0 —=
Por dltimo si ¢, b £ 0, entonces si consideramos el cuaternion g = ( 1 OC

obtenemos que gpg~' = —p. Observe que § = —q y que N{q) = % Por ende ¢ es

un cuaternién puro tal que B(p,¢) =0y N(g) # 0. En cualquier caso se concluye
lo pedido, para el caso en que —N(p) € F*2.

Supongamos ahora que —N(p) # F*2. Considere la F-dlgebra L = F(p). Observe
que p satisface el polinomio irreducible >+ N(p) € F[z], por lo que [L : F] = 2. Sea
@+ bp € L un elemento no nulo, entonces (a + bp)(a — bp) = a® + >N (p) # 0. Por

lo tanto (a+bp)~' = ﬁrﬁ{f(—p) & L. Esto prueba que L es un cuerpo. Observe que
7



como car(F) # 2 se tiene que L/F es una extensién Galosiana. Sea o el elemento
no trivial en Gal(L/F). Entonces ¢ : L — L es un automorfismo que cumple con
o(p) = —p. Dado que I) es un cuerpo, tenemos en particular que L es una F-algebra

gimple. Por el Teorema de Skolem-Nocther se tiene que existe g € (%‘2) mvertible,

es decir N{g) # 0, que cumple con ala) = qag~1, para todo a € L. En particular, si
tomamos @ = p obtenemos que —p = gpq~", es decir, pg + ¢p = 0. Finalmente si ¢
no fuese un cuaternién puro entonces ¢ = ap + ¢’ con ¢’ cuaternién puro y ag € £
Luego pg+qp = 2a0p—+(pg’ +4'p), donde pg” + ¢'p = ¢'p+pg’, es decir pg' +q'p € F.
Se sigue que ag = 0, pues p # 0. Esto desmuestra que g es un cuaternién puro que
satisface B(p,q) = @ = Mgﬂ =0y N(g)#0. O



4. CUERPOS LOCALES

Un cuerpo local, es uno de los cuerpos que se describen a continuacion.

i.- Un cuerpo local no-arquimediano KA es un cuerpo completo respecto a un
valor absoluto discreto ||k tal que el cuerpo residual K = Og /mg es finito,
donde Oy = {a € K| |a|xg < 1} es ¢l anillo de enteros del cuerpo K y
my = {a € K| |a|x < 1} es el inico ideal maximal de O.

ii.- Los cuerpos locales arquimedianos son R y C.

Ejemplo 4.1. El cuerpo @, es un completado de @ con respecto a un valor absoluto
| - |p- el cual podemos delinir sobre Z como |n|, = p~* para n = p“m, donde
(p,m) = 1 y sobre Q lo definimos multiplicativamente a partir de su restriccién a
Z. Aqui Og, es denotado por Zy,, mientras que su tnico ideal maximal es pZ, y su
cuerpo residual cumple con Z,, /pZ, = 7./ pZ.

En esta tesis trabajaremos con cuerpos locales no-arquimedianos. Un ejemplo
importante de estos objetos, son los cuerpos i que son resultado de la completacion
respecto a un lugar no-arquimediano p en una extensién finita /' de Q. Dichos
cuerpos F' se denominan cuerpos de niimeros y sus completaciénes se denotan por
K = F,. En [0, §1] se prueba que cuando K = F},, tenemos que K es una extension
de @,, para cierto primo p en' Z y ademiés [K : Q,] < [F: Q] < oco.

Otro ejemplo, tan importante como el anterior, son los cuerpos de funciones
construidos sobre cuerpos finitos. En [0, §1] se prueba que todo cuerpo local de
caracteristica positiva es un cuerpo de series de Laurent Fp»((2)). Mas aiin, en [O,
§1) se prueba también que todo cuerpo local no arquimediano cae en uno de los dos
casos anteriores, dependiendo de su caracteristica.

En un cuerpo local K, el anillo de enteros O es un dominio de ideales prin-
cipales. Si myg = (7} = 7Og. decimos que 7 es un parametro uniformizante en
K. Sea m € K un pardmetro uniformizante fijo. Un hecho importante es que todo
ideal fraccional en K es de la forma (#t), para cierto ¢ € Z. De esto se sigue que
todo a € K* se escribe de forma tinica como a = un’, donde u € O} y t € Z.
Diremos que v(a) = ¢ es la valuacién de a en K* y definiremos la valuacién de 0
como v(0) = 2¢. A veces usaremos la notacion vy para hacer notar que la valuacion
corresponde a la del cuerpo K. Cuando la caracteristica del cuerpo residual cs 2,
decimos que el cuerpo local no arquimediano es diadico.

Otro concepto que utilizaremos es el de las extensiones de cuerpos locales. Un
hecho importante es que toda extension finita L de un cuerpo local no arquimediano
K es también un cuerpo local no arquimediano. Ademas si L es su cuerpo residual,
entonces L es una extensién finita del cuerpo residual K, es decir [L : K] = f <
oo, A tal nimero natural f le llamamos grado de inercia. Sea w7, un parametro
uniformizante de L. Otro hecho importante es que todo pardmetro uniformizante
m de K es de la forma un§ = 7k, donde u es alguna unidad en O y ¢ € N. Este
ntiimero solo depende de la extensién L/K y no de la eleccién de los parametros
uniformizantes mp, v mc. A tal niimero natural e le lamamos indice de ramificacion.
Finalmente se tiene que n = [F: K| = ef. Para mas detalles ver [O. §1].

1De hecho este nimero primo esta determinado por p y corresponde al tinico primo racional
que satisface p|(p).



Definicién 4.2. Si L es una extensién de grado 2 de un cuerpo local I, entonces
e = 2 0 bien f = 2. En el primer caso decimos que la extensién es ramificada. En el
otro caso decimos que es no ramificada. Este concepto se extiende a los elementos de
K, mas precisamente si L = K(y/a) es una extensién ramificada sobre K entonces
decimos que a € I es ramilicado, si esto no sucede denominamos al elemento a € K
un elemento no ramificado.

Es evidente que el hecho de conocer los cuadrados en el anillo de enteros de un
cuerpo local simplifica de sobremanera el estudio de los generadores del dlgebra
de cuaterniones. El siguiente teorema dice que si un entero en un cuerpo local
esta suficieniemente cerca de 1 con respecto al valor absoluto | - |x. entonces es
un cuadrado, ademas de darnos herramientas para trabajar con un concepto de
vital importancia, el defecto cuadrdtico. En lo que sigue K es un cuerpo local no
arquimediano tal que car(K) # 2.

Proposicién 4.3 (Teorema de los cuadrados locales). (ver [O, §63.A]). Sea o
un entero en un cuerpo local no arquimediano K. Entonces existe un entero 3 € O
tal que

1 +dmga = (1 + 21 B8)°.

Usando ¢l Teorema de los cuadrados locales podemos estudiar qué tan lejos esta
un elemento en un cuerpo local de ser un cuadrado.

Definicién 4.4. Counsideremos un elemento b € K. Entonces b tiene al menos una
expresion de la forma b= n® + a, con 7, a € K. Definimos el delecto cuadratico de
b por:

5(5) = aOx.

donde la interseccién recorre todas las expresiones de la forma b = 7% + a, con
N, € K. Observe que §(b) cs un ideal fraccional o 0.

Se tienen los siguientes hechos acerca del defecto cuadrético §(b). Para su de-
mostracion ver [0, §63.A].

1. 8(a®b) = a®8(b). Va,b € K.
2. &(b) = bOy si v(b) es impar, donde v(-) es la valuacion en K.

Por otra parte, si v(b) es par, podemos escribir b = 7%¢ con ¢ una unidad y por

lo tanto 6(b) = w?*§(e). Asi para lo que resta de nuestro analisis. basta estudiar el
defecto cuadrético para el grupo de unidades O} médulo cuadrados, es decir, para
representantes del grupo Of /O%2.
Usando ¢l Teorema de Cnadrados Locales se pucden probar los siguientes resul-
tados, para su demostracién ver [O, §63.A].
1. be K*? & 4(b) = (0).
2. Sea u una unidad en un cuerpo local K. Si K es no diddico, entonces d(u) es
(0) 1 @. Por otro lado, si K es diddico, entonces d(u) es uno de los ideales
de la cadena [inita:

{O} C 40k = 71'%9@;{ C W?\E_IOI( = TF%E_:jOK C =t C ‘Il'?\-OK C O =mg.
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Definicién 4.2. Si L es una extensioén de grado 2 de un cuerpo local X, entonces
e = 2 o bien f = 2. En el primer caso decimos que la extensién es ramificada. En el
otro caso decimos que es no ramificada. Este concepto se extiende a los elementos de
K, mas precisamente si L = K (/@) es una extension ramificada sobre K entonces
decimos que & € K es ramificado, si esto no sucede denominamos al elemento a € K
un elemento no ramificado.

Es evidente que el hecho de conocer los cuadrados en el anillo de enteros de un
cuerpo local simplifica de sobremanera el estudio de los generadores del dlgebra
de cuaterniones. El siguiente teorema dice que si un entero ¢n un cuerpo local
estd suficientemente cerca de 1 con respecto al valor absolulo \ - . entonces es
un cuadrado, ademas de darnos herramientas para trabajar con un concepto de
vital importancia, el defecto cuadritico. En lo que sigue K es un cuerpo local no
arquimediano tal que car(K) # 2.

Proposicién 4.3 (Teorema de los cuadrados locales). (ver [0, §63.A]). Sea o
un entero en un cuerpo local no arquimediano K. Entonces existe un entero 5 € Ok
tal que

1+ 4ra = (1 + 27k 5)°.

Usando el Teorema de los cuadrados locales podemos estudiar qué tan lejos esta
un elemento en un cuerpo local de ser un cuadrado.

Definicién 4.4. Consideremos un elemento b € K. Entonces b tiene al menos una
expresién de la forma b = n? + o, con 7, € K. Definimos el delecto cuadratico de
b por:

5(b) = a0k,

donde la interseccién recorre todas las expresiones de la forma b = 5? 4+ a, con
n, e € K. Observe que d(b) es un ideal fraccional o 0.

Se ticnen los siguientes hechos acerca del defecto cuadratico d(b). Para su de-
mostracion ver [0, §63.A].

1. 8(a?b) = a?6(h), Va,b € K.
2. 8(b) = bO si v(b) es impar, donde v(-) es la valuacién en K.

Por otra parte, si v(b) cs par, podemos escribir b = 7% con € una unidad y por

lo tanto (k) = w?t5(¢). Asi para lo que resta de nuestro andlisis, basta estudiar el
defecto cuadratico para el grupo de unidades O médulo cuadrados, es decir, para
representantes del grupo O /O3
Usando el Teorema de Cuadrados Locales se pueden probar los signientes resul-
tados, para su demostracion ver [0, §63.A].
1. be K*? & §(b) = (0).
2. Sea u una unidad en un cuerpo local K. Si K es no diddico, entonces 6(u) es

(0) u ©. Por otro lado, si K es diddico, entonces d(u) es uno de los ideales
de la cadena finita:

{0} C 40k = TF%\POK C TFE\.?_IOK C ’fT?f_:jOK E o © ﬂ'i—@}{ CagOr =mg.
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Por ejemplo. si I{ es un cuerpo local diddico. con pardmetro uniformizante ,
tal que 2| = |7|®. con e > 3. de donde v(4) = 2e, entonces se tiene que 4m‘7\.3 C md
y el defecto cuadritico de una unidad wu, §(«) es uno de los ideales:

{0} C 40§ Cdmy! Cdme? C - C dmpP*H = my.

De otro modo, si e < 3 la cadena cs mas corta. De hecho, si e = 2. entonces
dmy® = mg y la sucesion de ideales es {0} C 40y C 4!11}_{1 C 4mz? = mg,
en particular hay cuatro defectos cuadraticos posibles. Por otro lado si e = 1,
entonces la cadena es {0} C 40, = mf\- C my y tenemos que hay solo tres defectos
cuadraticos posibles.

Considerando el resultado anterior, si §(A) = 40k diremos que A es una unidad
de defecto cuadratico minimal en K.

Ejemplo 4.5. Observe 5 = 1+ 4, donde 1 € Q3. Por lo tanto 5 es una unidad de
defecto cuadratico minimal en @s.

Ejemplo 4.6. De la misma forma —3 = —7+4 es una unidad de defecto cuadratico
minimal en (@2, puesto que —7 es un cuadrado en Q5.

Se puede probar que una unidad A tiene defecto cuadratico minimal si y sélo si
la extension K(vA)/K es cuadritica no ramificada. De este hecho se deduce que
en el caso diddico siempre existen unidades de defecto cnadratico minimal y que
dos de ellas siempre estdn en la misma clase de cuadrados.

Definicién 4.7. Definimos SR como un conjunto de representantes de K*/K*2,
donde 1 € A es el representante de los elementos que son cuadrados. En dicho caso,
podemos suponer que SR = {1, A} U2 UTI, donde A es una unidad no ramificada
de I, Q el conjunto de representantes de las unidades ramificadas en K* /K*% v 11
el conjunto de representantes que corresponde a los pardametros uniformizantes en
el mismo cociente (ver [0, §63]).

4.1. Simbolo de Hilbert local. Para K un cuerpo local tal que car(K) # 2y
a, 8 € K*, se define el Simbolo de Hilbert local mediante:

. 1 . si ax? + 8y? = 1 tiene solucién z,y € K.
(c 8) = { e !
-1 , sino.
Observacién 4.8. De lo expuesto en [0, §63.B] obtenemos que, si L = K(/F),
entonces:
o € NpygL™ siysdlosi (o,f) =1

Observacién 4.9. Usando la observacién anterior y los resultados de [0, §63.B],
obtenemos la siguiente definicién alternativa del simbolo de Hilbert local:

(@, B) = {‘ , si (%‘a) =~ M (K).

—1 si no.

Esto nos permite definir el simbolo de Hilbert asociado al algebra de cuaterniones

local (9%) mediante la relacién anterior.

7
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5. ORDENES Y RETICULADOS

Definicién 5.1. Sea V un F-espacio vectorial de dimensién n sobre F. Sea Or el
anillo de enteros de F. Diremos que A C V es un Op-reticulado en V', si A es un
O p-médulo tal que existe un conjunto linealmente independiente {z1,. o}t de V
con

ACOpzy 4+ +Opay.
Si un reticulado A satisface £'A = V diremos que A es un reliculado sobre V. Un
reticulado es libre si lo es como Op-mdbdulo.

Observe que la definicién anterior vale tanto en el contexto de cuerpos locales
como globales.

Ejemplo 5.2. Si{z;, - ,2,} cs una base de V como F-espacio vectorial, entonces
A= Opxi + -+ Opay, es un reticulado libre sohbre V.

Lema 5.3. (ver [0, §81]) Supongamos que K es un cuerpo local cuyo anillo de
enteros es . Entones A es un Og-reticulado si y solamente si A C K™ es un
O e-moédulo finitamente generado.

Observe que todo reticulado sobre un cuerpo local no arquimediano K es libre.
Esto se debe a que el anillo de enteros Ok es un dominio de ideales principales
y a que todo reticulado es un méduloe libre de torsién, pues estd contenido en un
maodulo libre.

Ejemplo 5.4. Z[i] es un Z-reticulado libre sobre el Q-espacio vectorial Qz].

2
libre sobre L. Esto es particular nos dice que O, ¢s un Zo-mddulo libre.

Ejemplo 5.5. Sca L = Qz(\/:)) entonces Op = Zo (‘/5""1) es un Zs-reticulado

Definicién 5.6. Sea A una [-dlgebra. Diremos que D C A es un orden si D es un
reticulado en A tal que 1 € D v DD = D. Es decir, un orden es un reticulado que
a4 su vez es un subanillo. Un orden es maximal si 1o es respecto a la contencion de
conjuntos.

Ejemplo 5.7. M3(Or) es un orden maximal en la F-algebra My (F).

Ejemplo 5.8. Sea A € Gly(F), entonces AM,(Op)A~' = {AMA™ : M € Mo (Or)}
es un orden maximal en la F-algebra Ma (1), debido a que en cierta base este orden
lnce como €l mencionado en el ejemplo anterior.



6. ARBOL DE BRUHAT-TITS LOCAL PARA Ma(H)

Sea K un cuerpo local no arquimediano tal que car(K) # 2. Definimos el dlgebra
; o, 3 -
de cuaterniones local A como A := (—I—> ,donde a, 3 € K*. Sabemos. por el Lema
{
3.5, que esta dlgebra es isomorfa la K-algebra definida por generadores y relaciones
como (i,j:i12=q, j2=8.ij +ji=0).
Ejemplo 6.1. Scan F un cuerpo de niimeros y A un dlgebra de cuaterniones sobre
F. es decir, A = (Q—FQ) Para cada lugar p en F, el dlgebra de cuaterniones local
a.pB
K

Sea L un reticulado de rango 2 en K2, Sea A € K*. Entonces AL es también un
reticulado de K?. Se sigue que el grupo K * actia en el conjunto de reticulados.
Llamamos a la 6rbita de L bajo esta accién su clase de homotecia, la que denotamos
por [L]. Dos reticulados en la misma clase de homotecia se dicen equivalentes.
Llamaremos T al conjunto de clascs.

Sean L y L' dos @-reticulados de rango 2 en K. Por el Teorema de factores
invariantes existe una @ x-base {e1, ez} de L y enteros a, b tales que {e;7%, ean®} es
una Oy -base para L', donde 7 es un parametro uniformizante de K. El conjunto
{a, b} no depende de la eleccién de las bases para L, L'. De este modo, se tiene L' C
L siysolosia,b>0,encuyo caso L/L' es isomorfo a (O /7O ) ® (C)K/n‘bOK) .

Reemplazar L y L' por zL e yI' (con z,y € K*) cambia el conjunto {a, b} por
{a+ ¢, b+ ¢}, donde ¢ = v(y/z). El entero |a — b| depende solo de las clases [L] y
(L] de Ly L.

correspondiente es A, = =~ ARp K, donde K = I,.
P P

Definicién 6.2. Sean L, L' dos reticulados en V. Delinimos la distancia entre sus
clases [L], [L'] como:

AL 1) = o - b
Dos reticulados L, L' se dicen vecinos si d([L], [L']) = 1.

Observacién 6.3. Sin cambiar las clases de L y L' se puede asumir que min{a, b} =
0. En particular, d{[L].[L']) = 0 & [L] = [L'].

La siguiente definicién muestra como trabajarcmos en esta tésis la estructura de
grafo.

Definicién 6.4. Un grafo G es un conjunto de objetos llamados vértices sobre los
cuales estd definida una relacién ~g simétrica y que cumple con v =g v, Vv € G.
A dicha relacién la llamamos relacién de vecindad en G y v se dice vecino de
w sl v o~g w. Un grafo G se dice conexo si para cualesquicra v,w € G existen
{v:}1_, C G tales que v ~g v1, v; ~g vi+1. paratodoi € {1,--- ,n—1} y v; ~c w.
Un conjunto {v;}%; C G se dice ciclo si v; ~g vi41, para todo i € {1,--- ,n — 1}
¥ U1 ~¢ Uy Un arbol es un grafo conexo sin ciclos.

Definicién 6.5. Sea GG un grafo. F' C G se dice subgrafo de G, si existe una relacion
~y definida en F la cual es simétrica y ademas:

{(v,w):v,w € F, vr~pw}C{(v,w): v,weG, v~ wh
13



Un subgrafo I de G se dice conexo si es un grafo conexo con la relacién ~p.

Definicién 6.6. Utilizando la definicién 6.2 oblenemos una estructura de grafo en
T. Se sigue de [Se] que T, con esta estructura, es un arbol.

Observacién 6.7, Considérese el reticulado A = 8"/ . Cada vecino de [A]
K
- - 7 ! O 8 ” :
tiene la [orma [A], donde A’ = 7 o +Op 3 | donde o, 8 € O y no estan
K J

ambos en 7. Se concluye que los vecinos de [A] estdn en correspondencia con
los subespacios de dimensién 1 en (OK/TFOK)E. Si suponemos que |Ok /7Ok| =g,
entonces hay ¢+ 1 subespacios de dimension 1, que en el grafo corresponden a g+ 1
vecinos de [A], es decir, ¢+ 1 vértices unidos por aristas al vértice correspondiente a
[A]l. Como resultado de esto obtenemos que la estructura del drbol T solo depende
del cuerpo residual de K.

Observacién 6.8. Para cada orden maximal ® C M,(K) existe un reticulado
L C K?, tal que ® = Ende, (L) y esta correspondecia induce una biyeccién entre
drdenes maximales en Mo (K) y las clases [L] de reticulados L en T. Esto nos dice
que dos reticulados corresponden al mismo orden maximal si y solamente si estdn
en la misma clase de homotecia. Para mas detalle ver [A2].

Definicién 6.9. El drbol de Bruhat-Tits 7(K) para Ma(K) es el grafo consti-
tuido por los érdenes maximales en My(K'), donde dos de ellos son vecinos si las
clases de reticulados correspondientes son vecinas en T. El arbol de Bruhat-"Tits es
efectivamente un arbol por lo dicho al final de la definicion 6.6.

Observacién 6.10. Dos drdenes © y D’ estan unidos por una arista si en alguna
base de K2 los ordenes son de la forma:

_{ Ox Og ' Or  70g
0= ( Ox Or )’ o= a0 Ox /'
Aqui los érdenes D y D’ corresponden a las clases [A] y [A'] respectivamente, donde

o Ok ; ; ,
A= K lyAN= TYK ) Mis generalmente dos érdenes © y D’ estan a
Ok Ok

distancia  si en alguna base de K? los 6rdenes lucen como:

O Ok / Ox 70k
D = =
¥ ( Orx Ok )’ ° ( 0 Og )

esto nos dice que dos érdenes maximales D, D’ estan en el drbol de Bruhat-Tits a
distancia ¢ si y solamente si D/ (D ND') = Ok /7' Ok.

Ejemplo 6.11. Sea K = Qg /mO y supongamos que |K| = 2. Esto ocurre, por
cjemplo, cuando K = Q5. Entonces el arbol de Bruhat-Tits para Ms(K) es como
se muestra en la Figura 1.

Observacién 6.12. Supongamos que el dlgebra local A es un dlgebra de divi-
siém, entonces A tiene un 1inico orden maximal, correspodiente a Q4 = {2 € A :
@ es entero sobre K}, Se sigue que el equivalente al drbol de Bruhat-Tits en este
contexto es un punto, correspondiente al tnico orden maximal de A.
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Figura 1. T(Q2) visto como drbol cuyos vértices son los érdenes
maximales del dlgebra Ma(Qs).

Definicién 6.13. Para un orden £ C Ms(K) cualquiera, delinimos la rama de
ordenes maximales que contienen a £ como S = S(8). donde :

S={DeT(K):HCD}.

En [A2] se prueba que S = S(§) es un subconjunto conexo de T(K), para
cualquier orden $.

Ejemplo 6.14. Considere un orden $ en Mo (K) y sca A € Gly(K), entonces se
tiene que H' = AHA~! es también un orden en M, (K). a dicho orden le llamamos
orden conjugado de £ por A. Por otro lado la rama de érdenes maximales que
contienen a ' es §(H') = AS($H)A™1, a dicha rama le llamamos rama conjugada
de S($) por A.

Ejemplo 6.15. Si $ es un orden maximal de M (K), entonces S(H) = {D}. donde
D=5

Ejemplo 6.16. Si §§ = Ok[w], para cierio w € My(R). entonces S($) = {D €
T(K): w € D}, dicha rama se denota por S{(w). Ademds st H = Oxlay, -+ . anl,
entonces S(H) = NiL, 5(a;).

6.1. r-Ramas. Sea £ C My(K) un orden. Considercmos 7(K) el arbol de
Bruhat-Tits para M, (/). En lo que sigue haremos uso de las siguientes notaciones
de [A2].

Definicién 6.17. Para cada entero £ > 0, se define el orden contraido:

A = O +7*5,

donde identificamos O con Oxld C Ms(K), para I1d = ( 01

identidad en My (K).

1 0 ) la matriz

Definicién 6.18. Para cada entere r > 0, la r-rama de $ es el conjunto:
5.(H) ={DeT(K): HC D}

En particular, 5,() consiste de los 6rdenes maximales que contienen a $. Es
decir So($)) = S(H) es la rama de $ definida anteriormente.
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Definicién 6.19. Considere ¢t > 0 y sea S C T(K) una O-rama cualquiera. Se
define la rama S por:

S =D eT(K):30' €5:d(®,9) < t).
A dicha rama la llamamos la rama t-engrosada de S.

Usando la definicién 6.5, se pucede probar que S;($) es un subgrafo conexo de
T(K). Ademis, se tiene que Sp(5) es no vacfa. Las demostraciones de estos hechos
aparecen en [A2].

Proposicién 6.20. [A2, Prop. 2.4] Para cada orden £ y entero t > 0, se tiene que
So(HH) = S5(H)1, es decir, la rama Sy($H¥) contiene exactamente a los Grdenes a
distancia < ¢ de algin orden maximal cn Sp($H).

Demostracién. Ver [A2, Prop. 2.4]. O

Lema 6.21. [A2, Lema 2.3] Para cada orden maximal © C M3 (K), el orden con-
trafdo D4 es la interseccién de todos los érdenes maximales de My(K) a distancia
alo mas t de D.

Demostracion. Ver [A2, Lema 2.3]. O

Definicién 6.22. Un orden maximal D € 5y($) tal que todo orden maximal a dis-
tancia a lo mas ¢ de D estd en Sy($) se dice t-profundo en Sp($). Equivalentemente,
D es t-profundo en 5,(§) si y sélo si:

B[D:1] := {6 € T(K)/d(D,®) < t} C So().

Se define la profundidad de © € S,($). como el mayor entero r > 0 tal que © es
r-profundo.

Proposicién 6.23. S,.($H) es el conjunto de drdenes maximales r-profundos en
So(H).

Demostracion. Ver [A2]. O

Se concluye que para calcular S,(H!) basta con calcular Sy($). Es més, se puede
probar que toda rama, salvo S(a + w) para w € M3(K) un elemento nilpotente y
a € Ok. es ol engrosado de una rama T cuyos vertices tienen profundidad nula
en Ts. La rama S(a + w), delinida para w # 0, se denomina hoja infinita y la
demostracion del hecho anterior aparece en [A2]. Ademés se puede probar que toda
rama de profundidad nula es un subconjunto conexo de € C T(K) tal que dado
cualquier vértice © € C existen a lo mas dos vértices vecinos a D en (. Tales ramas
se denominan caminos en 7 (K'). Por 1ltimo, el hecho de que toda rama, salvo la
hoja infinita y el conjunto completo de vértices, es el engrosado de una rama cuyos
puntos tienen profundidad nula, motiva la siguiente definicién.

Definicién 6.24. Sea § orden en M, (K). Consideremos la rama Sp($). Se define
el tallo 7°($) de Sp($) como la rama, cuyos puntos tienen profundidad nula en 7'(£)
v tal que Su($H) es un r-engrosado de T'(H), para algun entero r > 0. La notacién
T(w), para w € My(K), se define andlogamente.

Por lo dicho anteriormente todo tallo es un camino en 7(K). Ademds, para
determinar una rama completamente basta conocer el tallo y el grosor de esta. Es
decir, basta determinar su tallo y la mayor profundidad de uno de sus puntos.
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Ejemplo 6.25. Sea a € K*. Considere w € Ma(K) v v’ = aw dos cuaterniones
tales que Sk (w), Sk (w') # @. Entonces. si a € QO se tiene que S(w') = S{w)",
para t = v(a). Por otro lado, si |a| > 1, se tiene que S{w) = S(w'), para t =
—uv(a). En cualquier caso los tallos de las ramas S(w) vy S(w') coinciden. Es mas,
si la| < 1 se tiene que S(w,w') = S(w) N S(w') = S(w) y si |a| > 1 se tiene que
S(w,w') = S(w)n Sw') = S(w).

Observacién 6.26. Debido a que para conocer S,.(.FJ["]) basta encontrar Sp($),
en esta tesis trabajaremos solamente con las ramas Sg(H) = S($). Usaremos los
subindices Sy () para indicar el cuerpo sobre el cual se define la rama en cuestion,
el cual en todo lo anterior es el cuerpo K. Mas tarde consideraremos también
extensiones finitas de K.
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7. ANALISIS DE RAMAS

Sea K un cuerpo local no arquimediano tal que car(K) # 2 y considere Of, =
{@ € L : @ es centero sobre Oy}, para L una cxtension cuadratica de K, o bien
para L = K x K. Se puede probar que si L es una extensién cuadratica de K
entonces Op, = {z € L : |z|, < 1}. Por otro lado, también se puede probar que
Oy wx = O x O. En esta seccidén estudiaremos la rama correspondiente al orden
Op. la que por definicién es:

S(0)={DeT(K):DD0}.

La primera pregunta que surge al respecto, es si podemos considerar dicho anillo
de enteros como subconjunto del dlgebra de matrices para que asi tenga sentido la
conlencién anterior. Para ello identificaremos Oy, con un subconjunto de M3 (K) via
una representacién de la I{-algebra L. La siguiente pregunta de interés es si acaso,
una vez obtenida la incrustacion anterior, el anillo @, es un orden en el dlgebra de
matrices en cuestién. La respuesta es positiva y daremos su demostracion en esta
seccion.

Desde ahora O = O denotara el anillo de enteros del cuerpo base K. Partamos
estudiando la representacion mencionada mas arriba.

Proposicién 7.1. Sca ¢ : L — Ms(K) funcién definida por:
o(a) = M,

donde M, es la matriz asociada a la tranformacién lineal T, : L — L, T,(z) = az,
con respecto a una base prefijada de L como K-espacio vectorial. Entonces o : L —
M2 (K') es una homomorfismo inyectivo de K -dlgebras.

Demostracidn. Observe que 1y o Ty(v) = abz = T,5(z) para cualquiera a,b € L y
que Toian(z) = (a+Ab)z = ax + \bx = Ty(x) + AT (x) paratodoa,be Ly A € K.
Lo anterior nos dice ¢ es un homomorfismo de K-algebras. Para la inyectividad
observe que Ker(p) = {a € L : az = 0,Vx € L}, en particular, si consideramos
z =1¢€ L, tenemos que Ker(y) = {0}. O

Definicién 7.2. Sea ¢ : L — Mz(K) el homomorfismo inyectivo de K-dlgebras
definido en la proposicién anterior. A dicha funcidn le llamaremos la representacion
regular de L con respecto a una base dada.

En lo sucesivo asumiremos que L C Mo(K) via @. Ahora bien, la extension
cuadratica L/K es separable debido a que car(K) = 2. Por consiguiente existe
una base {z;, 22} de L como I -espacio vectorial tal que Op C Ogxy + Ogas.
Para méas detalle ver [M1, §2]. Por otro lado, si consideramos L como subespacio
de Mz(K) podemos tomar la base anterior y completarla a una base de My (K),
digamos {z1, s, 23, %4}. de manera que Oy C Oz + Ogro + Ogxs + Oxzs. De
aqui que O, es un reticulado en Mz(K). Sumando lo anterior al hecho de que Op
posee estructura de anillo, tenemos que Op es un orden de M (K'). Por ende tiene
sentido preguntarse cual es la rama asociada a este orden.

Ahora veamos un caso especial de anillo de enteros. Si L = K x K entonces
Op =0 x 0O, donde O es el anillo de enteros de K. Esto se debe a que irr(, () =
(z—a)(z—b), por lo que si dicho polinomio tiene coeficientes en O, se tiene que a, b €
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0. De hecho, si esto no sucede y |a| > 1, entonces [b| < 1, pues |ab| < 1, de donde
se deduce que |a+b| = |a| > 1, lo que es contradictorio. Es mas, si consideramos la

K-base candnica {(1,0), (0,1)} de L, tenemos que M, 3) = ( & o ) Por lo tanto

0 b

0 O
claramente un reticulado. Los dos tltimos pérrafos prueban la siguiente proposicion.

0 0 . . . .
Op = ( . Dicho conjunto es un orden pues tiene estructura de anillo v es

Proposicién 7.3. Si consideramos L como subconjunto de M3 (K) via la repre-
sentacion regular de L, tencmos que @y, es un orden en My (K).

Identifiquemos ahora A2 con L, de modo que en particular veamos los reticulados
A € K? como subconjuntos de L. Entonces:

p(OL) C Da,
si y solamente si:
M,A CA Vae Oy,
v esto pasa si v solamente si:
alh C A,Va € Of.
Es decir A es un ideal fraccional de L. Lo anterior determina una correspondencia:
{D:p(0L) CD} & {[{]: I ideal fraccional}/ ~

donde I ~ J si y solamente si [ = kJ, con k € K*. Esto tltimo debido a que
dos reticulados corresponden a los mismos 6rdenes maximales si y solamente si son
ponderados uno del otro, por lo expuesto en la observacién 6.8. Usemos esto en
distintos casos para obtener la descripeidon de la rama descada en cada uno.

7.1. L/K es una extensién cuadritica no ramificada: En este caso:
A=710L, neZ,
donde 7 es un pardmetro uniformizante de L. Observe que aqu, para cualquier
parametro uniformizante de K se tiene que O = 7O, asi:
n
A=1xOr, ne€L

Luego S = S(Or) consiste en un tinico vértice.

7.2. L/K es una extensién cuadratica ramificada: En este caso tenemos
que:
A=7n}O0L, neZ,
donde 7p es el pardmetro uniformizante de L. Observe que en esle caso se cumple
que umi = 7, donde 7y es algiin pardmetro uniformizante de X y « unidad en
L, asi:
A =740y, sine?2Z,
o bien:
A=npntOp, sin€2Z+1.

Lucgo S = S(Oy) consiste solo dos vértices vecinos.
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7.3. L =K x K : En este caso los ideales fraccionales de L son:
A=1 x I,
donde Ty, I3 son ideales fraccionales de K, asi:
A=7"0x n°0.
Luego todo @y € S(Oy) es de la [orma:
D; = ( ﬁf’jo ”(;O ),iez,
es decir 5(Op) es el conjunto de vértices de un camino al que llamaremos un camino

maximal o camino infinito en dos direcciones. Mas generalmente podemos hacer las
siguientes definiciones:

Definicién 7.4. Sea S C T(K) un camino, es decir una rama cuyos vértices tienen
profundidad nula en 5.

5i S estd constituido por finitos vértices, decimos que S es un camino finito.

Por ¢l contrario, si § esta constituido por infinitos vértices, equivalentemente si
para cualquier vértice © € § y para lodo [ € N existen un vértice ©; € S 1al que
d(D,D;) = 1, entonces decimos que S es un camino infinito.

Si existe un vértice @ € S tal que para todo { € N existen un tinico vértice
D, € S tales que d(D,D;) = £, entonces decimos que S es un rayo. Al vértice D le
llamamos vértice de partida del rayo S.

Si para cualquier vértice ® € S y para todo t € N existen exactamente dos
vértices D, D_; € S tales que d(D,D,) = d(D,D_;) = ¢, entonces decimos que S
es un camino maximal.

Observacién 7.5. Observe que en los casos expuestos en las subsecciones 7.1 y
7.2 obtenemos que las ramas analizadas son caminos finitos constituidos por uno y
dos vértices respectivamente.

Por 1ltimo apliquemos lo deducido en este capitulo a un caso particular, con el fin
de describir la rama asociada al orden Ofw], donde w es un elemento idempotente
cualquiera, el cual podemos asumir, tomando una base apropiada, que es w =

1 0
0 0/
En efecto, sea Ma(K) el dlgebra de matrices sobre la cual construimos el arbol

(1) g ) € My (K). Observe que K[w] = K x K como

de Bruhat-Tits v sea w = (
K-édlgebra, luego:

Orxr = 0@ OQuw,
es decir Of, = O[w], donde L = K[w] = K x K. Lo anterior, visto a la luz de lo

mostrado en §7.3, nos permite deducir ¢l siguiente teorema.

Teorema 7.6. La rama S{w) = {D € T(K): w € D} asociada al clemento idem-

potente w = ( é 8 ) € M(K) es el camino maximal S(w) = {D;},z, donde:

0 7o .
:Di—(ﬂ'io O ),ZEZ.



8. ARBOLES DE BRUHAT-TITS, BOLAS Y TRANSFORMACIONES DE MOEBIUS

Sea K un cuerpo local no arquimediano con O = O su anillo de enteros y
7 € K un pardmetro uniformizante.

En esta seccién analizaremos la correspondencia que existe entre el drbol de
Bruhat-Tits cuyos vértices son bolas en K, al que denotaremos por B{(/) y el arbol
de Bruhat-Tits cuyo vértices son los érdenes maximales en A = My (K). al que
denotaremos por 7 (K). En efecto, mostraremos que estos grafos son isomorfos, es
decir existe una correspondecia biunifvoca entre los vértices de dichos arboles que
respeta la distancia entre estos. Ademaés, mostraremos que existe una forma natural
de conjugar ramas en el arbol de Bruhat-Tits B(K'). Esto tltimo lo haremos via
transformaciones de Moebius.

Usaremos la notacién Ba,

7"|] para denotar la bola cerrada de centro a € K y
radio |77|. En ciertas fignras se nsara la notacién B}IT] para denotar a Bla, |7"|].

Lema 8.1. Existe una correspondencia biunivoca entre bolas en K y 6rdenes ma-
ximales en A = M, (K), dada por:

L:B=Bla,|7"]] = Dag.

donde Ag = <(‘]‘) (73)>

Demostracion. Primero veamos que ¥ estd bien definida. Observe que escribimos la
misma bola de dos formas iguales Bla, |7"|] = B[b, |7"[], entonces a—b = 0(mod 7").
Luego a — b=txn", con t € O. Por lo tanto:

0=+ (3)

De esto se sigue que Ag, C Ag,. Evidentemente:

(1)=()-G)

obteniendo asf la contencién contraria. Por lo tanto Agjg ar)] = Az, =)
Demostremos que esta funcién es sobreyectiva. Sea D, el orden maximal co-
rrespondiente al reticulado A = {(}), (§))- Sabemos que [b| < |d| o bien [d] < [b].
Sin pérdida de generalidad asumimos que |d| < |b]. Observe que si b = () entonces
d = 0, de donde A es un reticulado de rango 1 que corresponde a un orden maxi-
mal, esto nos lleva a una contraciccién. Luego podemos asumir que b # 0. Entonces,
como reticulados ponderados corresponden al mismo orden, podemos reemplazar
el reticulado A por JEA y asumir b = 1, de forma que D, se corresponda con el

reticnlado:
a c
f\ = 5
()

donde d € @. Restando d por la primera columna a la segunda obtenemos que:

=(0)(7)):

donde u es unidad. Luego Dy =Dy ,. para B = Bla, [7"]].
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Por 1ltimo demostremos que la funcién ¥ es inyectiva. Sean B = Bla, |7"|] y
B' = B[b,|r*|| dos bolas tales que Dy, = Dy,,. Entonces, por lo mencionado en
la Observacion 6.8, tenemos que existe A € K™ tal que:

n=(0)5)) () () -

Observe que si [A| > 1 tenemos que A™'Ag = Apr, donde [A\™'| < 1. Luego podemos
suponer. sin pérdida de generalidad, que A € 0. Como (‘11) € AAp: tenemos que
existen z,y € O tales que (}) = }\a:(fl’) +/\y(T'(;). Porlo tanto 1 = Az y a = b+ Ayn?,
es decir A € OF v a = b(mod 7%). Lucgo tenemos que a € B’ y por lo tanto
B’ = Bla, |7*|]. Por esto 1iltimo podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que

a = b. Observe que, como (T“) € Mg/, tenemos que (';]) =X/ (V) + 2/ (7)), para
ciertos o/, y' € O. De esta tltima igualdad se sigue que 7" = Ayn®. Por otro lado,
como tenemos que A(%) = @ (%) + y” (T'Dr), para ciertos ',y € O, se sigue que
@ =0y Ar® = ¢"7". Luego yy"” = 1 y en particular y,y"” € O. De esto se sigue
que |77 = |w®|. Concluimos que B = B'. O

Definicién 8.2. Dos bolas By B’ de radios d y d’ respectivamente se dicen vecinas
si B/ C By d = |x|d, o viceversa. Esla delinicién satisface las propiedades de una
relacién de vecindad en un grafo. Sea {a;}’_, un conjunto de representantes de K.
Una bola fija Bla, |7"|] tiene una bola vecina Bla, |[7"~!|] de radio mayor y p = |K|
sub-bolas vecinas, a saber 13; = Bla + a;77, |7" 11 ], las cuales satisfacen:

i- Bla,|r"|] = U, Bi.

ii.- BT, n Bj = (J, para i =/—' _]
Denotamos por V(B|a, |77]]) al conjunto de bolas vecinas de Bla, |7"|]. Debido a [i
v lii]. el grafo de bolas es un arbol, al cual llamamos arbol de Bruhat-Tits asociado
a las bolas de K y lo denotamos por B(K).

Lema 8.3. Considere B = Bla, |n°|] y B’ = B[b.|r"|] dos bolas en K. Entonces
B, B’ son vecinas si y solamente si los érdenes Da, y Dy, son vecinos.

Demostracion. Primero supongamos que 3 y B’ son vecinos, entences sin pérdida
de generalidad podemos considerar B’ C B y diam(B’) = diam(3)|x|. Entonces
obtenemos que:
|77 | = diam(B’) = diam(B)|r| = |7**?],

luego 7 = s + 1. Ademds, como B’ C B. se tiene que b € Bla, |7°|]. Lo que nos lleva
a que B = B[b,|7%|], ya que si { € B[b, |n®|) entonces |t — b] < [7°], luego [t —a] <
max{|t — b|.|b —al} < |7°| y la contencién contraria se demuestra andlogamente.
Luego, por la biyeccién dada en el lema anterior, se tiene que las bolas corresponden

a reticulados de la forma:
b T
s =((1):(5)):
b o+l
/ _
o= () (7))

Observese que Ag 2 Ag:. Ademas tenemos que:
AB/AUI = O/(l) P O/(Tl')

Asi los factores invariantes de Ag: y Ap son respectivamente d; = 1y dy = 7. Por lo
tanto la distancia entre los érdenes Da,, v Dy, es, por definicion d{(Dp,, Da,,, ) =
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|v(dy) — v(d2)| = 1. Es decir los érdenes Dy, y Dy, son vecinos. Luego, si V(B)
es el conjunto de vecinos de la bola B y V(Da,) es el conjunto de vecinos del
orden Dy, = N(B), tenemos que L(V(B)) C V(Dap). Observe que. si {a;}; es
un conjunto de representantes de K, tenemos que el conjunto de vecinos de B3 =
Bla, |7™[]) es V(B) = {Bla + ain", |7+ ||}a,ex U {Bla, [7"~|]}. Luego [V(B)| =
K|+ 1 = |V(Da,)|. Por lo tanto B(V(B)) = V(Da,) y. como E es una funcién
biyectiva, se tiene que B, B’ son bolas vecinas si y solamente Dy, v Dy, son
ordenes vecinos.

Lo demostrado en los dos lemas anteriores muestra los grafos B(K) y T(K) son
isomorfos. Esto da una segunda demostracién al hecho de que T(K) es un arbol.
Ahora bicen, queremos encontrar una mancra de representar la conjugaciéon por
malrices en esle nuevo arbol. Para esto utilizaremos las translormaciones de Moe-
Ty
U w
macién de Moebius asociada a A, la cual definimos por:

bius. En efecto, dada una matriz A = € Glz(K), existe una transfor-

zz+y
uz +w

Ta(z) =

Toda transformacién de Moebius es de esta forma. Denotemos al conjunto de trans-
formaciones de Moebius sobre K por M(K).

Observacion 8.4. Para todo A, B ¢ Gl;(K) se cumple que:
TAB = TAOTR,
es decir la correspondencia anteriormente explicitada, es un epimorfismo de grupos.

: ; ; ; z 0
Ahora bien como 74 = id solamente para las matrices de la forma A = 0 ),

para x € K*, se tiene que PGl (K) = Gl2(K)/K* es isomorfo al grupo de trans-
formaciones de Moebius M(K). Es por esto que desde ahora trabajaremos con la
matrices definidas en PGly(R) y no en Gla(K).

Definicién 8.5. ([AA-C]) Las transformaciones de Moebius actian sobre las bolas
en /{ via:
.B=D,
para dos bolas B v D, si y solamente si:
7(P(B)) = P(D),

donde P(B) = {B® By,---,B,} vy Bi.---, By son las bolas de radio menor a B
tales que B;NB; = @, si i # j y U/_; B; = B. Observe que las bolas B; son las sub-
bolas vecinas de B y que toda particién de P1(K) en p + 1 bolas y complementos
de estas es de este tipo. Al conjunto P(B) se le llama particién definida por B.

Lema 8.6. Sca A = i 3} ) € PGly(K). Considere 74(z) = %}g— la transfor-
macién de Moebius asociada a A. Entonces:
ADpA~! =Dp,
sl y solamente si:
T4.B = D.
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Demostracion. Es un hecho conocido, que el grupo Glo(K) estd generado por las

matrices:
A 1 7 0 1
o 1/'vo0o 1/°\V1 0/

Para més detalle ver [O]. Observe que si demostramos que la proposicion del Teo-
rema 8.6 es cierta para los generadores de Gla(K), entonces tenemos lo pedido.
Verificaremos esto, dividiendo la demostracién en casos.

A0 R .
0 1) donde |A| = |r*|, para cierto s € Z.
Entonces 74(z) = Az. Considere la bola B = Bla, |7"|] ¥ las p = |K| sub-
bolas vecinas B; = Bla + a;n", |7"T}|] de B. Tenemos que:

Ta(Bi) = B[Ma + aim"), [An" ).

Por otro lado, tomando un representante a; de un elemento en K tal que a; =
2 a;(mod 7). tenemos que B[A(a+a;n"), [Ax"+1[] = B[Aata;n"te, |am L),
Luego 74(P(B)) = P(D), donde D = B[\a, |7"=|]. Por lo tanto debe-
mos probar que ADpA~! = Dp. Por la Observacién 6.8, tenemos que
ADp A~ = Dp siy solamente si existe + € K* tal que AAg = fAp. Por
olro lado tenemos que:

o= ()70 ) =

Luego, si tomamos ¢ = 1, concluimos lo pedido.
= ; 1 ;
ii- SiA= ( 7? ), entonces 74(z) = z+1. Considere la bola B = Bla, |7"|] y

0 1
las p = |K| sub-bolas vecinas B; = Bla+ a;n", |7""!|| de B. Luego la accién

de la translormacién de Moebius 74 sobre B; tiene por imagen a:

i.- Supongamos que A =

ra(B) = Bla-t 7+ an”, [x+1]).

Luego tenemos que 74(P(B)) = P(D), donde D = Bla+n, |7"|]. Por lo tanto,
debemos probar que ADpA~! = Dp. Por la Observacién 6.8, tenemos que
ADpA~! = Dp si y solamente si existe t € K™ tal que AAg = tAp, Inego
debemos probar que AAp = tAp, para cierto { € K*. En efecto, tenemos

" ()

Luego, si tomamos ¢ = 1, concluimos lo pedido.

0 1

iii.- Finalmente si A = ( 10 ), entonces 74(z) = <. Dividiremos este analisis

b=

en dos partes.

a- Sea B = Bla,|7"|] una bola en K tal que 0 € B. Entonces podemos su-
poner, sin pérdida de generalidad, que B = B0, |7"|]. Para la bola By =
B[0, |7™F1|], tenemos que:

1 & v v
TA(Bo) = {— e K:|z| < |7r"H|} = B0, | "]
x
Observe que si la imagen de un elemento en P(B) es el complemento de una

bola D, entonces 7(P(B)) = P(D). Concluimos que D = B0, |7~ 7|]. Por lo
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tanto debemos probar que AA; = {Ap, para cierto ¢ € K*. En efecto:

o= () ()}

Luego, si tomamos [ = 7", concluimos lo pedido.

b Sea B = Bla,|n"|] una bola en K tal que 0 ¢ B. Entonces |a| > |77
Escribimos a = urn®, donde w € OF y s < 7, entonces para todo clemento
z=a++ Ix" € B se tiene que:

) —~3
AR = e =
a+inm u il

donde 1 € @. Como m =u" l(mud 7" 7%, tenemos que:

Ta(z) = LS A lgn" T = : TR,
um a
para cierto [y € ©. Luego lenemos que 14(5) C Bla~t, |#7~2¢|]. Utilizando
el mismo argumento anterior, para la bola Bla™!, |7"~*#|], deducimos que
74(Bla™t, |7"~%|]) C Bla, |x"|]. Por otro lado, como 72 = Id. tenemos que
Bla~!, |72 = r3(Bla~t, |77 %)) € 74(B). Concluimos que 7a (B) =
Bla™%, |7"=%|]. Luego 7a(P(B)) = P(D), donde D = Bla~!,|a"7?|]. Por
lo tanto debemos demostrar que AAg = tAp, para cierto t € K*. En efecto:

()0

i 3 i . 0
Haciendo el cambio de variable que consiste en restarle al vector (Tr) el

g
vector uwin" 5(

n), con w~tn" % € O, obtenemos que:

o= (((0)

Por lo tanto, si tomamos { = a, obtenemos que AAp = {Ap.
O

Observacién 8.7. De la demostracion del Teorema 8.6 se sigue que, si 7(oc) = o0
entonces 7.8 = I si y solamente si 7(4) = D.

Los lemas 8.3, 8.6 v la observacién 8.4, determinan un isomorfismo X de arboles
con accion de grupo:
(B(K), M(K)) = (T(K),PGL(K))
donde la corrrespondecia entre vértices estd dada por E(Bla,|7"|]) = Da, para
A= <(T) (ﬂor)>, y la correspondencia entre grupos esta determinada por 74
[A] € PGl(K). Usando esta correspondecia podemos delinir un concepto de gran

utilidad para la mejor comprensién del trabajo que se realizara en las secciones
siguientes.

Definicién 8.8. Sea ® € T(K) y B = Bla,|7"|] la bola tal que X(B) = D.
Definimos la altura del vértice © € T(K) como (D) = —r.

Observacion 8.9. De ahora cn adelante usaremos la misma notacién para ambos
arboles de Bruhat-Tits v los simbolizaremos por 7 ().

Lo
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8.1. Aplicacién: Extremos en el Arbol de Bruhat-Tits y caminos maxi-
males. Para una mejor comprensién de ciertos conceptos empleados en esta tesis,
en especial de los caminos maximales, estudiaremos mas detalladamente la estruc-
tura del &rbol T(K'). Especificamente analizaremos los extremos de 7 (K) y veremos
que dichos objetos estan en correspondencia con PH(A7). Luego aplicaremos esto a
los caminos maximales.

Como antes, K es un cuerpo local no arquimediano con # € K un parametro
uniformizante. En todo lo que sigue haremos uso del isomorfismo entre el drbol
de bolas y de érdenes maximales e identificaremos los vértices en T (K') con los
elementos del conjunto {Bla, [7"|]: a € K, r € Z}.

Sea By un vértice en T(K) y considere un rayo T que parte en By y cuyos
vérlices estan sucesivamente a menor altura. Es decir, By tiene por tnico vecino a
B; y este vértice estd a menor altura que By, By tiene por tinico vecino, distinto de
By. a By y este vértice estd a menor dltura que By y asl sucesivamente. Entonces
los radios de las bolas en la sucesién { By }22, satisfacen diam(B;) = |w|diam(B;_,).

Por otro lado, por la condicién de vecindad entre las bolas, se sigue que B; D
Bit1. Luego tenemos una sucesién decreciente estricta de conjuntos compactos en
un espacio completo, cuyos radios convergen a 0. Por ello se tiene que M2, 8; = {a},
para cierto ¢ € K. Como a € B;, para todo i € N tenemos que B; = Bla, |7 ||,
para cierto ¢ € Z. Luego, todo rayo descendente 1" en T (K) es de la [orma 1" =
{B; = Bla,|r""*|]}%¢,, para cierto t € Z y a € K. A dicho punto a € K le
llamaremos extremos inferior de 7 (K).

Sea nuevamente By un vértice en 7 (/) y consideremos ahora un rayo 1" que parte
en By y cuyos vértices B; estdn sucesivamente a mayor altura. Entonces los radios de
las bolas {B;}22,, forman una sucesién que satisfacen diam(B;) = |7|~*diam(B;_1).
Por otro lado. por la condicién de vecindad entre las bolas, tenemos que 3; C B;11.
Luego U2, B; = K. Al tinico extremo de esta rama le llamaremos extremos superior
de T(K) y lo denotaremos por co € P*(K). Lo mencionado anteriormente motiva
la siguiente definicién:

Definicién 8.10. Un extremo en 7 () es un extremo inferior o el extremo superior
de T(K), como se definié en los parrafos anteriores.

Dichos extremos se visualizan en la Figura 2 de la pagina 28. Usando esta de-
finicién podemos enunciar el siguiente lema, cuya demostracién se encuentra la
discusién precedente.

Lema 8.11. El conjunto de extremos de 7 (K) estd en biyeccion con los puntos en

PL(K).

Consideremos ahora un camino maximal § en T(K). Sabemos que, por delinicién
de camino maximal, S es un camino que posce infinitos vértices en dos direcciones.
Por esto definimos dos puntos de P (I) que llamamos los extremos de S en 7 ().
Analicemos mas en detalle esto.

Supongamos que S tienc un vértice a mayor altura que cualguier otro en el mismo
camino. Dicho vértice es tinico pues si existieran dos vértices a altura maximal,
digamos D, D’ entonces, por la conexidad de S, estos vértices se conectan mediante
un camino finito contenido en S, constituido por vértices a altura menor o igual a
la de ® y ®'. Lucgo, considerando el camino que une a ® y D’ mediante vértices a
mayor altura cue estos, que existe en 7 (/) segtin la Figura 2, obtenemos un ciclo
en T(K), lo que nos lleva a una contradiccién, pues 7 (J) es un drbol. Denotemos
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al tinico vértice a altura maximal de S por Byp. Entonces podemos considerar los
vecinos By y Bf de B, luego los vecinos Be y B de B, y B respeclivamente y
asi sucesivamente. De esta forma obilenemos dos rayos descendentes cuyo vértice
de partida es B. Los extremos de estos rayos son dos clementos finitos, digamos
a,b € K. Esta siluacién se ilustra en la Figura 9 de la pagina 60.

Por otro lado si S no tiene un vértice a mayor altura, entonces S corresponde a
un camino maximal cuyo extremos son oo y cierto a € K. A este tipo de camino
maximal le llamamos liana o K -liana, si se quiere enfatizar el cuerpo. Dichos ca-
minos maximales seran de gran interés en la Seccion §14. Lo dicho en los parrafos
anteriores demuestra el siguiente lema.

Lema 8.12. Los extremos de un camino maximal S en 7 (/) son dos puntos
a,b € PH(K) tales que a # b.

Finalmente, dados dos puntos a,b € K. podemos construir el camino que los
une. Para esto, construimos dos K-lianas cuyos extremos inferiores son @ y b res-
pectivamente. Dichas lianas se encuentran por la conexidad de 7 (K), de hecho lo
hacen en la bola B de menor radio tal que a.b € B. Observe que si a = oo, para
construir el camino que lo une con b € K, basta tomar la K-liana cuyo extremo
inferior es b € K. Esto demuestra lo siguiente:

Lema 8.13. Todo camino maximal S en 7(K) estd univocamente determinado
por sus extremos a,b € P}(K), los cuales satisfacen que a # b. Es decir existe la
correspondencia siguiente:

{caminos maximales en T(K)} > {{a,b} : a,b € P'(K), a # b}.

En §11 daremos una correspondencia entre caminos maximales y clementos idem-
potentes del dlgebra My(K). La siguiente aplicacion serd util para ello.

8.2. Aplicacién: Célculo de ramas de idempotentes. Para ilustrar la po-
tencia del arbol de bolas y las transformacione de Moebius como herramienta en el
s ; ; ’ L 0
andlisis de ramas de Grdenes, estudiaremos la rama S = S(w), para w = ( 0 0 )
De esta manera recuperaremos el caleulo realizado en §7.3 y daremos una demos-

tracion alternativa al Teorema 7.6.

Partamos con un pequeno anélisis. Obsérvese que para todo reticulado A y toda
matriz invertible A € Gly(K) tenemos que ADAA~! = D 45. Luego, si AD, AL =
Da, se liene que Dy = D 44. Esto 1ltimo es equivalente a que:

(5) AN = EA.
para cierto & € K*. Por otro lado, en alguna base apropiada A = {(g) Y € 0}
vy Dp = Ma(O), luego BA C A implica que B € Mz(0). Asi A = BA implica que
B € My(©)*. Poniendo B = k714 en la identidad (5) obtenemos que BA = A,
por lo tanto B € M, (O)*. Se sigue que A € K*®7. De esto se obtiene ¢l siguiente
lema.
Lema 8.14. AD A1 =D, siy solamente si A € K*Dj.
Definicién 8.15. Una matriz A € M(K)* es unidad de M(O) si A y A~! son
matrices enteras sobre @, es decir, si su polinomio minimal 4 (x):

ma(r) =2 +ax +b,
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cumple con b € 0%, a € O. Lo anterior se debe a que A~! = _;_1_-?1_1_
Corolario 8.16. Si A es unidad entonces AD, A~! = D siy solamente si A € Dy.

Demostracion. Primerosi ADpA~! = Dy, entonces AA = kA, en donde sin pérdida
de generalidad A = {(g) e (9} y k € K*. Tomando el volumen al reticulado
obtenemos que k*0* = det(A)O0* = bO* = O*. Luego AA = A, es decir A € Dj}.
En particular A € D,. Reciprocamente si A es unidad y A € D5 entonces A € D},
esto pues A=t = b~1(—A — al) € Dy, de donde tenemos que AD, A~ =D, O

1 0
00
M5 (K). Observe que por lo mencionado en la observacion 6.25, se tiene que S =
S{2w — 1). Por lo tanto S es una rama que posee el mismo tallo que S(2w — 1) ¥
cuya profundidad es p(S) = p(S(2w —1)) —v(2). También observe que el polinomio

minimal de A =2w —-1= ( 1 @ es:

Ahora restrinjamonos al anélisis de la rama S = S{w), donde w = €

0 -1
ma(z) = 2% - 1.

Luego 2w — 1 es una unidad. Por lo dicho anteriormente A € Dy si y solamente si
ADA AT = D). Observe que si 74 denota la transformacién de Moebius correspon-
diente a A, entonces 74(2) = —2. Recuerdese que ADp, A~ = Dy, siy solamente
si 74.B = B. Como 14(00) = oc, lo anterior es equivalente a que 74(B) = B.
Luego la rama que define S(2w — 1) en el arbol de Bruhat-Tits de K es la definida
por las bolas Bla, [n"|] tales que Bla,|7"|] = B[—a,|7"|]. Observe que Bla, |[7"|] =
Bl—a,|7"|| si y solamente si |2a|] < |7"|, es decir |a| < {11'""—“"(-2)\. Luego S(2w — 1)
es una rama de profundidad p = v(2) respecto del tallo {B[0, |x"|] : » € Z}, esto se
puede visualizar en la Figura 2:

e G
. B[l:-'J
Biu . / \ n B[[,l]
SN
g N\ pi / \ 24
Bi" e o ! o o ® B
. B
le —leg 2e Og

r n H t 2
FIGURA 2. En la imagen K = Q3 y Bl = Bla, |7!|]. Los vértices
unidos por lineas continnas son los que pertenecen a S(2w—1). La
profundidad de dicha rama es vg (2), que en este caso es 1.

Por ende S es un rama de profundidad nula, més atn coincide con T'(2w — 1).
Usando la correspondencia entre 6rdenes y bolas oblenemos que S es la rama cuyos
elementos son los érdenes del tipo:
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Ahora bien, como todo elemento idempotente es conjugado a ( 0 0 ) , lenemos
el siguiente lema.

Lema 8.17. Cada elemento idempotente w € A define una rama S(w) C T(K)
que es un camino maximal dentro del drbol T(K). Es decir, S(w) es una rama de
profundidad nula y con infinitos vértices en dos direcciones.

Ahora tomemos un cuaternién puro ¢ € A tal que ¢° = 32, donde § € Ok.

Entonces el cuaternion z = £ cumple con 22 = 1. Luego, como & # 1,—1, se
: 1 0 5 S
tiene que en alguna base x = 0 L) Por lo tanto la profundidad de la rama

S = 8(x) es p(5) = v(2}, Pero como S(x)"N = 5(q), se tiene que p(S(g)) = v(24).
Esto prueba el siguiente lema.

Teorema B8.18. Sea A = ("}—\H) dlgebra de cuateriones tal que A = Ma(K).

. ol : i . 2
Considere un cuaternién puro i € A que cumple con i* = «. Entonces si o = 57,

para 3 € Q. tenemos que la profundidad p de la rama § = Si(i) es p=vk(26)
v el tallo de § es un camino maximal.



9. PRESENTACION DEL PROBLEMA PRINCIPAL

Sea K un cuerpo local no arquimediano y sea A = Mo (K) el dlgebra de matrices,
que identificaremos con el dlgebra de cuaterniones descompuesta. En todo lo que
sigue supondremos que car(K) # 2.

El problema central de esta tesis es describir la rama asociada a un par de
cuaterniones purcs no nilpotentes, es decir, describir S(8) C T(K), para § =
Ofli, j], donde 4, j son cuateriones puros tales que i2, j2 £ 0. Observe que, por lo
mencionado en el ejemplo 6.16, S(H) = S(i) N S(y). Luego el problema anterior se
traduce en describir las ramas S(i) y S(j), para luego determinar su interseccién.

Partamos por encontrar condiciones sobre ¢, 7 necesarias y suficientes para que
$ = Okli, j] sea un orden en M;(K). Observe que si 4,7 son cuaterniones puros
no nilpotentes entonces a = i> = =N (i) € K* y 8= j* = —=N(j) € K*. Se define
¢l producto simetrizado A entre dos cuaterniones puros por A = ﬂ%-?—’ Observe
que X = ENEDHEDED = ), donde () es la conjugacién en My(K) definida en
3.4. Por 1o tanto A € K. Ahora bien, si £ es un orden en M (k) entonces § es
un Ox—modulo finitamente generado. En particular, todos los elementos de $ son
enteros sobre @g. Por otro lado, como 4,7 € § tenemos que 2, 52,45 + ji € 9.
Lucgo i2, j2,ij + ji son elementos enteros sobre Q. Concluimos que v, 3,2\ €
Ok. Reciprocamente si o, 3,2\ € Ok entonces el anillo generado $ = Okli, j]
satisface que § = Og + 1Ok + 7O + 1jOk, pues este ultimo Ox-mdbdulo es
cerrado bajo productos. Por lo tanto $ es un Ogx-moédulo finitamente generado.
Por 1o mencionado en el Lema 5.3 tenemos que H es un Og-reticulado. Debido a
que H es un subanillo de M, (K) con 1 € § tenemos que $ es un orden en My (I).
[isto demuestra el siguiente lema.

Lema 9.1. Sean i,j € My(K) cuaterniones puros tales que i’ = «,j°> = S e
ij + ji = 2A. Entonces el Ox-médulo $ = Okli, ] es un orden en My(K) si y
solamente si a, 3,2) € Oy

Observe que si tomamos dos cuaterniones puros i,j € My(K) tales que i2 =
a7 =B eij+ji =2  con o, 3 € O y A € K cualesquiera, entonces siempre
se tiene que los anillos H; = Okli] y H2 = Oklj] son drdenes en My (K). Luego
estan definidas las ramas Sx (i) y Sk (7). Observe que si 2A ¢ Ok se tiene que
Sk(i,7) = @. Esto pues, si i,j € D entonces ij + ji = 2A € D. Por lo tanto 2\ € K
es entero sobre O, y entonces 2\ € Og.

Definimos los siguientes conceptos con el fin de simplificar el problema anterior-
mente planteado.

Definicién 9.2. Dadas dos ramas S, S se deline la distancia entre estas como
d(8,5") = min {d(D1,D5) : D, € §, D5 € §'}.

Recordemos que, segiin lo mencionado en §6.1, toda rama de nn orden S C T (/)
es el engrosado de un camino, el cual puede ser finito. un rayo o maximal, salvo si
S = S(a+1) donde 1 € M2(K) es un cuaternién nilpotente y por ende puro, mien-
tras que a € Ok es un escalar. Como nuestras ramas S(i) y S(j) estan asociadas a
cuaterniones puros cuyo cuadrado no es nulo, 4, j no pueden ser nilpotentes y por
ende los tallos de dichas ramas estan definidos.
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Definicién 9.3. Sean §,5’ dos ramas que poseen tallos T, 7' respectivamente.
Determinar la posicién relativa de las ramas S, 8’ significa encontrar la distancia a
la que se encuentran los tallos T, T' de las ramas respectivas y determinar cuales son
log vértices en cada tallo en los que se alcanza dicha distancia. Cuando la distancia
es nula, determinar la posicidén relativa se traduce en encontrar el largo de la rama
de interseccion de los tallos 17" v determinar como dicha interseccién se incluye
dentro de T'y T". Esto se muestra en las Figuras 3 y 4.

5 B

/N

FIGURA 3. Posicién relativa de los caminos que unen los puntos
1 con £y 0 con co. Dichos caminos son destacados con los colores
rojo v azul, respectivamente. La distancia en cuestion es la que se
tiene entre la bola By v D). Esta se grafica con linea punteada.

o
\s,
L)
.
D
L] L] [
t 1 0

F1GURA 4. Posicién relativa de los camines que unen los puntos
1 con t y 0 con oco. Dichos caminos son destacados con los colores
rojo y azul, respectivamente. La linea de color parpura representa
el segmento de interseccidn entre dichas ramas.

Luego si determinamos la posicién relativa entre las ramas S(i), S(j) y calcu-
lamos los grosores respectivos, habremos determinado § = §($). Para este dltimo
cfecto, en [A3-Sa] y [Sa existen formulas que nos dicen cual es el grosor de S(i),
en términos del cuaterién puro é. Dichas férmulas se demostrardn, mediante un
método distinto al de la referencia, en §14.
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Sean «, 3 € Ok \ {0} valores fijos. Una pregunta importante es determinar para
qué valores de A € O existen pares de cuaterniones puros i, j € Ma(K') linealmente
independientes (L.i.) tales que i® = «, j2 = 8 e ij +ji = 2). Esto se debe a que sélo
en caso de que existan dichos cuaterniones ticne sentido preguntarse por la rama
correspondiente S($) = S(i, 7). Nos resiringimos al caso en que %, j son linealimente
independientes, ya que si i = yj, para y € K*, entonces por lo mencionado en la
observacion 6.25 se tiene que si y € Oy entonces S(H) = S(i) y en caso de que
y~ ! € Ok se tiene que S(H) = 5(j). Lo anterior da una solucién ficil al problema
central de esta tesis cuando los cuaterniones 7, j son linealmente dependientes, por
lo que excluiremos dicho caso. Lo mencionado anteriormente motiva a determinar,
para a. § € K, el conjunto:

Mgy = {)\ € K : 3, j € My(K) cuat. puros Li. : 2=0,j =4, U-‘FT‘” = )\} .

Para estudiar dicho conjunto Ay, ) deflinimos la siguiente K-dlgebra A, via
generadores y relaciones:

(6) Ax = {6,711 =@, 5> = 8,45 +ji =2)),
y estudiaremos cuando existe un homomorfismo de K-dlgebras:
(7) Ay = My(K),

con dimy (Im(.Ay)) > 3. Para exhibir la equivalencia entre el estudio del conjunto
Ao g v los homomorfismos anteriores, tenemos la signiente proposicién.

Proposicién 9.4. Sean a.f € Ok \ {0} valores fijos y supongamos que Ay es
una [-algebra simple. Entonces existen pares de cuaterniones puros 4, j linalmente
independicntes tales i2 = v, j2 = B ¢ ij + ji = 2) si y solamente si Ay = Mo (K).

Demostracion. En el Teorcma 10.5 se muestra que dimg Ay, = 4. En lo que si-
gue de demostracién haremos uso de este hecho. En efecto, si existen cuaternio-
nes puros i,j € My(K) tales que i2 = &, j2 = 8,ij + ji = 2\, entonces exis-
te un homomorfismo de K-dlgebras ¢ : Ay — Ma(K) no nulo. Luego, si A,
es un dlgebra simple, se tiene que Ker(¢) = {0}. Es decir ¢ es inyectivo. Como
dimg (Ay) = dimg (Mo (K)) = 4, se tiene ¢ es isomorfismo. Por otro lado, si ¢ es
isomorfismo, entonces las iméagenes de 4, § bajo ¢ son dos cuaterniones que satisfacen
las relaciones pedidas. La tinica objecion posible es que dichos cuaterniones pueden
no ser puros. Pero si ¢(i) = ap+¢, con ag € K y ¢ cualernién puro, entonces como
a = ¢(i%) = (ap + q)* = a} + 2apg + ¢*, se tiene que 2apq = 0. Si g = 0, entonces
d(1) = ¢(ap) y por la inyectividad de ¢ llegamos a que ¢ = ag es un elemento central
v por ende A = ij+ ji = 2ij. Dividiendo por ag la ignaldad anterior obtenemos que
g4 = %” y por lo tanto nuestra algebra A4, = M,(XK) es conmutativa, lo que clara-
mente cs contradictorio. Asi, ¢(i) es un cuaternién pure. Lo mimo ccurre con ¢(j).
Observe que ¢(i), (i) son elementos linealmente independientes. Esto se debe a que
si Ay es un dlgebra de cuaterniones, entonces dimyg (Ay) = 4. Por ende {1,4, 5.4}
es base de Ay. Luego sus imédgenes bajo ¢ deben ser lincalmente independientes.
En particular, lo son las imagenes de {7, j}. O

Por el razonamiento anterior, una manera de determinar el conjunte A, sy es
encontrar condiciones bajo las cuales A, sea un algebra de cnaterniones y en dicho
caso encontrar condiciones sobre a, 3. A necesarias y suficientes para que Ay =
My (£). Observe que cuando el dlgebra Ay no es simple el problema puede ser
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mds complicado, ya que ¢ no es necesariamente un isomorfismo. Ambos casos se
estudiardn en §10 y §13.

Definicién 9.5. Denotamos a la K-dlgebra Ay definida en (6) por (’j—\’?))\

Ejemplo 9.6. Es un hecho desmotrado en [[O]

1
sobre el cuerpo local K, médulo isomorfia, es (L), donde 7 es un pardmetro uni-

£63] que la Gnica dlgebra de disién
A
K

. . : : T ~
formizante y A un unidad no ramificada. Por otro lado, observe que (1_,5) e

® ) _.
LT e i R o4 st _ {mA s . . T A .
(i,k:?=mk?=Aik+ki=0)= (5 ), con k=1i+j. Luego { = — es un
: =
algebra de cuaterniones de divisién. Por lo tanto no existen en M, (K) cuaterniones

.. ; .5 TR
i,7 puros tales que i* ==, j2=n+ Ay 5 =—m.



10. SIMPLICIDAD DE LAS ALGEBRAS Ay

En esta seccién estudiaremos la simplicidad de las algebras K-dlgebras A defi-
nidas en §9 por generadores y relaciones como:

(J’,ﬁ i . 2 a s ‘e
AA=(T)A=<1,;}:1 =, 3 =5, 1,3-1—_';';:2)\).

EEn todo lo que respecta a ésta seccién I es un cuerpo local no arquimediano tal
que car(K) # 2. Esto pues es éste el contexto en el cual el estudio de las dlgebras
Ay nos es relevante. Por otro, lado haciendo las definiciones andlogas, uno puede
concluir todo lo que se dira en esta sceeidén para cuerpos arbitrarios de caracteristica
distinta de 2.

Partamos por estudiar bajo que condiciones las algebras A, son dlgebras de
cuaterniones, es decir son K-dlgebras centrales simples de dimensién 4. Para ello,
analizaremos bajo que condiciones A tiene una base ortogonal respecto al producto
interno B(z,y) = fL';E definido en §3. Considere +' =i € Ay v j' =i+ sj € A,
tal que:

_ ,’:!jn’_l_jl,il

1y et el

N(i") = B(j",j") # 0.
Si reemplazamos 7' en la primera ecuacién obtenemos que s = 5. Observe que si
A = 0 entonces Ay es un algebra de cuaterniones, con base ortogonal {i,j} v no
hay que hacer este analisis. Ahora bien, nos falta corroborar que j' cumpla con la
segunda condicién. Observe que N(j') = —j% = « (] — %‘f&) Denotanios a —N (5')

por . Entonces tenemos que ' # 0 si y solamente si a8 £ A2 Como el cambio
de variable anterior es lineal, es facil ver que i’ y j' generan A,. Es decir, se liene
que:

(8) AA — (‘i’,j' . 2-.'2 — a.j& — ,(:f’ ’ii’jt +j"l:' — 0> ,

donde ' # 0 para af # X2 Observe que la K-dlgebra descrita en el miembro
derecho de (8) tiene los mismos generadores y cumple con las mismas relaciones
que un algebra de cuaterniones. Luego, por lo mencionado en el Lema 3.5, se tiene
que A, es un dlgebra de cuaterniones si aff # A% y A # 0. Por otro lado, si A =0
se obtienc inmediatamente que Ay es un dlgebra de cuaterniones y como v, 8 5 0,
se tiene que A% # af.

Reciprocamente, supongamos que existe un isomorfismo ¢ : Ay — @, donde @
es un algebra de cuaterniones y A # 0. Demostremos que se cumple que A? # af.
En efecto. observe que ¢(i) € Q es un cuaternién tal que ¢(i)> = a € K*. Por
lo dicho en el Lema 3.2, se tiene que ¢(¢) es un cuaternién puro o ¢(i) € K*. Si
@(i) = ag € K™ entonces ¢(i) = ¢(ap). luego ¢ = ay € K* es un elemento central,
por lo que j e ¢ conmutan. Luego j € Ay es un elemento central y por ende Ay = ()
es conmutativa. Esto es falso, por lo tanto ¢(i) es un cuaternién puro. Ahora bien,
por el Lema 3.7, se tiene que existe un cuaternién puro ¢ invertible y ortogonal a
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#(4). Luego si & = ¢~ 1(q) = ag + a1i + azj + azij, entonces zi +iz =0y 2 € K*.
De la primera ecuacion resulta:

0 = 2api + 2a10 + 2a9\ + 2a3\i.

Por ello ay = —agA y aqpa = —az, donde A # 0. Por lo tanto z = —agA + a1i —
U2 + agij. Usando ahora la segunda ecuacién obtenemos que:

iy o ajo?
= aZA? + 2az) ( a1i — T} + (Ldf]) +ajo -+ SV
Como z? € K™ obtenemos que a3 = 0 0 ayi — %) + agzij = 0. Observe que,
por hipétesis, A, isomorfa a un dlgebra de cuaterniones, lnego dimg (Ay) = 4. Bs
sencillo demostrar, a partir de la defincién de Ay, que el conjunto {1,4, j,4j} genera
Aj. Por ende el conjunto {1,1, j,ij} es base de Ax. Luego si aji — %>j + azij =0
tenemos que a; = az = 0. Por lo tanto z = 0, lo que nos lleva a una contradiccion.
Luego az = 0. Asf llegamos a que s¢ debe cumplir gue %ﬁ;ﬁ — a2 # 0, es decir
A% £ . Esto nos permite deducir el siguiente teorema.

- 2
8- (z.%(r[,i 2ai03 — 2aai.

Teorema 10.1. La K-dlgebra:

3-'} 3 G Y 2 A ..
AA= (&_f') :<‘l.=_].'T_:(flf:"}':;3,'LJ+.71=2/\>_,
K/

definida para o, 3 € K* y A € K, es isomorfa a un lgebra de cuaterniones, es decir
es una IV -dlgebra central simple de dimensién 4, si y solamente si A% # 3. De

Y : 2 (aB—)2
hecho. si A% # af, se tiene que (%Ci))\ = (“ "’!(?{3 ))_

Corolario 10.2. Si A% # af entonces dimyc Ay = 4.

En lo que resta de la seccién trabajaremos sobre las dlgebras Ay, definida para
aff = A2,
Lema 10.3. Considere la K-algebra (%) " paraa = c’ay 8 =d*bconc,d € K*,

b A o : e o~ a,b
entonces si L= 2 se tiene que (——) = (_,_) )
K=t K/, K),

Demostracion. Considere

QY s 8 aB oy
(7)/\_@,3.2 =, —ﬁ=33+33—2)‘>

ﬂ:b R .9 .. P
(T{) =(i,j:8* = 0,52 =b,ij +ji =2u).

Definimos el homomorfismo ¢ : ( ) (",—) via ¢(i) = i, ¢(g) = dj. Observe
)

1
que ¢ estd bien definido pucs ¢(i)? = a, ¢(F) = 8 v o(i)é( ') + & (F)p(i) = 2edp =
2). Ademés ¢ tiene inversa ¢ definida por (i) = % e(j) = O

Corolario 10.4. La clase de isomorfia de la K-dlgebra (%) s depende solo de las

imagenes de o v 3 en K*/K*2, en tanto A se delina apropiadamente. En particular,
podemos suponer que o, 3 € SR (ver §4). De forma andloga, la existencia de cua-
terniones puros i, j € Ma(K) que satisfagan i* = a, j> = 8 y ij + ji = 2], depende
solo de las imégenes de o y § en /"2, en tanto A se defina apropiadamente.
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Observe que si los parametros a, 5, A del Lema 10.3 satisflacen que al = A%,
entonces dividiendo cada término en la ecuacién anterior por d? obtenemos que
ab = p?. Bs decir, la condicién sobre o, B y A, para que (aT(ﬁ_) no sea un algebra
de cuaterniones, se mantiene al reducir médulo cuadradados. .

Tomemos «, 3 € SR. Entonces si aff = A\? se puede suponer que oo = S y que

+a = A Por lo tanto nuestras K-dlgebras en este caso se reescriben como:
Ag=li,j 8 = a.j% = a,ij +ji = 20a),
o bien:
A= lij:it =a.j% =a,ij+ji=—2a).

En lo que sigue usaremos la siguiente notacién para trabajar con nuestras algebras
independientemente del signo de f\;;

A, sidA=u«

. . .2 ‘2 . .o
=i j it =0, =, F 51 = 220) = .
Ata <F'_] i o, a,i] Fji==+ n> { A & =it

En lo que sigue demostraremos que dimy(Ax) = 4, incluso en el caso en que
A2 = a3. En principio, dado que {1,4, 7,45} genera Ay, tenemos que dim (Ax) < 4.
En efecto, si o # 1, considere la representacién @ @ Ax, — Mo (K (y/c)), definida

[301‘@(1):<é ?):m?m—(f j/a)w(i)=(i‘o/a jF?/a),

dependiendo del signo de 2. Observe que ¢ esta bien definida pues w(@)e(d) +

o ; !
w()p(i) = ( 75()& igoz ) v ¢(7)? = ¢(i)? = e Id. Entonces:

wr= (30 22) (5 4).(8 =)

es una K-algebra de dimensién 4. Por ende tenemos que Ayq/Ker(p) = o{Asg)
Clomo sabemos que dim(A+y) < 4, concluimos que Ker(y) = {0}. Por lo tanto la
representacién anterior es fiel y dimg (Asq) =4

Por otro lado si a = 1, podemos considerar la representacion:

@ Ara — Ma(K »x K),

s Ay L) 0,00\ _ 4 [ (L-1) (11 5
definida por ¢(1) = ( EO,Ug Elvl) ) =1d, p(j) = ( ©0.0) (-1,1) ) i) =

)
+(1,-1) (0,0) . - i X IR
( (0.0) H-11) ) dependiendo del signo de =. Observe que ¢ estd bien

2.5 : ; N +2(1,1 0 i :
definida pues (@) (f) + @(fei) = (D‘ ) 12(1,1) ) y @(§)? = ¢(i)* = Id.

Entonces la imagen (A+,) corresponde a la K-dlgebra:

<( (L1 (;JU )( +(1 1) $(_ou) )( 0 (11 )( : H -1 )>

la cual tiene dimension 4 sobre K. Por ende tenemos que A+q/Ker(p) = o(Ata).
Como sabemos que dim(A+,) < 4, concluimos que Ker(p) = {0}. Por lo tanto la
representacion anterior es fiel y dimg (Ax,) = 4. Observe, por 10.1, fenemos Arn
no es un algebra de cuaterniones. Todo lo dicho en esta seccién nos permite concluir
lo siguiente:
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Teorema 10.5. Considere la K-algebra:

Ay = (M) =(ij: ¥ =a,j2=B,ij +ji = 22,
K /4
donde K es un cuerpo local no arquimediano tal que car(K) # 2, entonces:

i- Si o = A? entonces A, es una K-dlgebra de dimensién 4 sobre K, que no es
isomorfa a un élgebra de cuaterniones. Si o ¢ K*? entonces Ay se puede incrustar
en Mo(K(y/a)). En caso contrario, es decir si a € K*2, entonces A, se puede
incrustar en MQ(I( x K).

ii- SiafB # A? entonces Ay es una K-lgebra central simple de dimension 4, es decir
un algebra de cuaterniones.

Sabemos que las K-dlgebras A, definidas en §9 no son simples enando af =
A2, A pesar de que en dicho caso, el estudio de Ay carece de importancia para
electos de esta tesis, en lo que resta de esta seccién estudiaremos que tan lejos
cstan estas algebras de ser simples. Para esto haremos uso de la representacion
regular mostrada en la Definicién 7.2. Usaremos también olras herramientas de la
teoria de representaciones las cuales aparecen en [M2] y en [S]. En todo lo que sigue
haremos uso del Lema 10.3, que nos permite, en este caso, restringirnos a analizar
las dlgebras Ay = Ay,, para o = 8, A = . Asumiremos también que car(K) # 2.

Definicién 10.6. Sea D una K-dlgebra de divisién v ¢ : A4 — M, (D) una I-
representacion de 4. Decimos que ¢ es una representacion irreducible, si los inicos
K-subespacios vectoriales W C D™ tales que ¢(A)W C Wson W = {0} y W = D",

Supongamos que a ¢ K*?, entonces existe una /-representacién ¢ conmutativa

de grado 2 de Aq, definida por ¢ : Ax, — K(\/@), donde é(i) = v, ¢(j) = £/
y (1) = 1. Observe que ¢ esta bien definido pues ¢(ij + ji) = £2a0 = ¢(+2a) y
¢(i)* = #(j)* = a. Ademds se cumple que ¢(Ass) = K(va). Sea W C K(,/a)
un K'-subespacio tal que ¢(A4,)W C W. Si existe w € W tal que w # 0 entonces
para todo r € K(y/a) tenemos que rw~! € ¢(Ar,) v por ende r € W. Por lo tanto
W = K(y/a). Concluimos que ¢ es una K-representacion irreducible de grado 2 del
dlgebra Ay,.

Por otro lado si & € K*?, entonces podemos reducirnos al caso o = 1, por
lo mencionado en 10.3. Observe que, en este caso, existe una K-representacion
conmutativa ¢ de grado 2 de A4, definida por ¢ : Ay, — K x K, donde ¢(i) =
(1,-1), ¢(4) = £(1.—1) y ¢(1) = (1,1). Observe ademéas que ¢ esté bien definida
pues ¢(ij + ji) = £2(1,1) = ¢(£2a) y ¢(i)* = ¢(j)* = 1. Claramente se tiene que
o(A+n) = Kx K. Luego el o{ A+, )-médulo K x K se descompone como suma de dos
¢(A+a)-médulos, a saber My = K x {0} con la multiplicacién de ¢(A+,) definida
por (a,b)(c,0) = (ac,0) y My = {0} x K con multiplicacién (a, b)(0, d) = (0, bd). Es
un hecho de la teorfa de representaciones (ver [[D], §18.1]) que los médulos M y
M; determinan dos representaciones distintas ¢1. ¢» de A, tales que ¢ = ) & ¢
Y ¢1(Asa) = K % {O}a ¢2(Asa) = {0} x K.

Probemos que las representacidnes anteriores determinan todas representaciénes
irreducibles de AL,. Para esto haremos uso de un submadulo de A,.,.

Definicién 10.7. Sea A una K-dlgebra. Se define el radical R(A) de A como:

R(A) = ﬂ Ann W,
W irred
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Observe que toda representacién irreducible de A se factoriza a una represen-
tacién irreducible de A/R(A). pues la imagen del radical, bajo la representacién,
actia trivialmente en el mddulo correspondiente.

Se dice que una K-dlgebra A de dimension finita es semi-simple si A4 es suma
directa de ideales izguierdos irreducibles. Un hecho importante es que toda dlgebra
semi-simple A cumple con A = @LE M.,,,(D;), donde D; es un élgebra de divisién
sobre K. El hecho anterior es el Teorema de Wedderburn. Otro hecho conocido es
que las proyecciones m; @ A — M, (D) son todas las representaciones irreducibles
de A. Con lo anterior en menfe, enunciemos un teorema cue nos permitird trabajar
con las algebras antes mencionadas.

Proposicién 10.8. (ver [M2, §4]) Para cualquier K-algebra A se tiene que A/ R(A)
es semi-simple.

Tenemos que si a ¢ K*? entonces existe una representacion irreducible & -
Asa/R(Ats) — K(/a). Por lo tanto, si o ¢ K*2, entonces Ai,/R(AL.) =
K(y/a) & W, para cierto A+ ,-médulo semi-simple W.

Anélogamente, si @ € K*? entonces tenemos dos representaciones distintas ¢
Asa/R(AsL,) — K. Por lo tanto, si @ € K*2, entonces Asy/R(Asy) = K @
K @& W, para cierto A+o-mddulo semi-simple W. En particular, en ambos casos,
dimy (R(ALy)) € {0,1,2}. Analicemos dicho radical. Para esto, utilizaremos ¢l
siguiente teorema.

Proposicién 10.9. (ver [M2, §4]) Sea A una K-dlgebra de dimensién finita. Si
I € A es un ideal izquierdo nilpotente, es decir si existe n € N tal que I" = {0},
entonces I C R(A).

Analicemos el ideal izquierdo I = A, (i — j) generado por el idempotente ¢ — 7,
cuando A = «. Observe que [ esta generado sobre K por los elementos i— 7, i(i—j) =
a—ij, ji—j) =a—ijeij(i—j) = aci—ayj. Porlo tanto dimp ! = 2. Ademads, dados
dos elementos cualquiera © = ag(i—j)+ai(a—ij) ey = az(i—j)+as{a—ij) se tiene
que zy = apaz(i— )2 +ayaz(a—ij)(i — 7) + apas(i — §)(a—ij) + aras(a —ij)? = 0,
pues cada sumando es nulo. Luego 1% = {0} y por ende I C R(A,). Por otro lado

si A = —a, consideremos el ideal izquierdo I = A_,(i + 7). Observe que I esté
generado sobre K por los elementos i + 7, i(i + j) = a +1j, jli +7) = —a —ij
cij(i —j) = —ai — aj. Por lo tanto dimy ] = 2. Ademas, dados dos clementos

cualquiera z = ag(i +7) + a1{a +ij) e y = az(i + j) + as(ao + 45) se tiene que
zy = agas(i+7)% +ajaz(a+i)(i+7) +apay(i+7)(a+ij) +aras(a+ij)* = 0, pues
cada sumando es nulo. Luego I? = {0} y por ende T € R(A_,). En cualquiera de
los dos casos, tenemos que dimg R(AL,) = 2. Luego W = {0}. Por lo tanto A+,
tiene una tnica representacién irreducible, si oo ¢ K*2. Si @ € K*?, Ay, tiene dos
representaciénes irreducibles distintas. En particular tenemos que el mayor cociente
semi-simple de AL, corresponde a lo que se muestra en el siguiente resultado.
Proposicién 10.10. Considere I cuerpo no arquimediano tal que car(K) # 2
y sea A, = (%)u = <i,j =, =a,ij +ii= 20(} una K-ilgebra, donde
R(Ay) es su radical. Entonces:

i- Si o € K*? se tiene que Ao/R(Ao) = A_o/R(A_.) = K x K.

ii.- Sia ¢ K*? se tiene que Ay /R(Ay) 2 A_o/R(A_,) = K(/a).

Si reescribimos el corolario anterior, teniendo en cuenta el isomorfismo mostrado

en el Lema 10.3, oblenemos el siguiente resultado.
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Teorema 10.11. Considere K cuerpo no arquimediano tal que car(K) # 2. Con-
sidere ademds av, 8, \ € K tales que A\? = af. Sea

Ay = {BEY i o, P 5 =),
K/,

una K-algebra, donde R(A)) es su radical. Entonces si & € K*? se tiene que
Ay/R(A\) = K x K. Por otro lado, si o & K*? se tiene que Ay /R(Ay) = K( /).
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11. CAMINOS MAXIMALES, ELEMENTOS IDEMPOTENTES Y FORMAS
CUADRATICAS

En csta seccion analizaremos la estrecha relacion entre los elementos idempoten-
tes del dlgebra My (K) y cierlas ramas del arbol de Bruhat-Tits constituido sobre
M, (K), donde K es un cuerpo local no arquimediano con parametro uniformizante
T = T, valuacion vy 0 K — Z U {oo} y anillo de enteros @ = Of. Ademés
estudiaremos la relacion entre, los caminos definidos por un par de cuaterniones
puros cuyo cuadrado es 1. y su producto simetrizado.

Sea A = My (X). Tomemos un elemento idempotente no trivial w € A. Es decir,
10
0 0

alguna base w = wy. Luego, por lo mencionado en §8.2, se tiene que:

S(wu)={( I ) :ieZ},

que corresponde a un camino maximal en el arbol de Bruhat-Tits T(K). A este
camino lo denotaremos por Sy. Observe que wy y 1 —wq son lo Gnicos idempotentes
0 o
0 © )’
para todo ¢ € Z. Tomando la interseccion entre los 6rdenes anteriores obtenemos

que pp € ( %) ([; ) Luego pp = ( 3 g ) Usando la relacién de idempotencia

consideremos w € A tal que w? = w y w # 0, 1. Sea wg = ), entonces en

que definen dicho camino. En efecto si S(uy) = Sp, entonces g € (

obtenemos que a? = a y b? = b. Como g # 0,1, concluimos que py = wy o

Ho = 1-— wo.
Esto determina una funcién inyectiva:

{(w,1 —w) : w e Mz(K) idempotente} — {caminos maximales en T (K)}.

Ahora nos hacemos la pregunta reciproca. Si tomamos un camino maximal en 7 (K)
digamos S, ; Existe un idempotente w € A tal que S = S(w)? Esto se responde en el
siguiente lema. En todo lo que sigue haremos uso de la correspondencia mencionada
en §8.1 entre caminos maximales y pares de elementos distintos en P!(K).

Lema 11.1. Sea S un camino maximal que tiene por extremos a, b € P*(K), como
sc vi6 en ¢l Lema 8.13. Entonces, si a # b:

1 —a ab
YTrioal -1 b

es un clemento idempotente de A cumple que S = S(w). Si a4 = oo entonces
1 =t . —a al . ; ;
— ( o 0’ ) = lim, 400 2= ( —(l' Gb) ) tiene la propiedad analoga.

Demostracién. Sea S camino maximal con extremos a,b € P!(K), entonces la trans-
formacion de Mocbius:

©) ()= 2




envia S a Sp, donde S es el camino maximal que une a oo con 0. Esto siempre que
a,b +# oo. Si a = oc entonces 7(z) = z — b es una transformacion de Moebius que
tiene por imagen se S a S;. Andlogamente si b = oo entonces T(2) =z —aes una
transformacién que cumple con lo requerido. Por el isomorfismo entre prafos con
accién de grupo, mencionado en 8.3 y 8.6, tenemos que:

s {A 0l B e 50},

donde A = ( 1 ) es la matriz correspondiente a la transformacién de Moebius
(9).
; . 1 0 v
Ahora bien como Sy = S§(y), donde p = 0 o %€ tiene que:

§=A1S (A = S(A™ pA).

a -1 b
pedido. Observe que si ¢ = co entonces va el razonamiento anterior, reemplazando

_ ; —a ab :
Lucgo w= A7 pA = bTL ( es un clementos idempotente que cumple lo

a=b - A U N | —a ab
2= por z b. obtenemos que w = 0 0 ) = limg 00 7= 1 b ) O
Observacién 11.2. Si en el lema anterior tomamos 7(z) = £=%, también tenemos

que 7 lleva S en Sg, pero entonees el elemento idempotente que determina el camino
S es:
w = ; _',b @ =—w+ 1.
a—b\ -1 «a

Lo mismo sucede si consideramos el elemento idempotente 1 — wp, en vez de wy,
para definir el camino Sp. Finalmente, si tomamos la transformacién de Moebius
T(2) =5y el elemento idempotente 1 — wg, obtenemos el mismo idempotente
que en ¢l teorema anterior.

Observe que si tomamos un elemento idempotente cualquiera w € A entonces
1 0
0 0
es Sg. Asi la transformacion de Moebius que se toma eu la. demostracion anterior
es 7(z) = z. Por ello el w’ € A determinado en ¢l lema anterior es w=-w+1lo
w' = w. Esto prueba que la funcién que a cada rama le asocia un par de elementos
idempotentes (w, | —w) es inversa de la funcion que a dichos elementos le asigna su

por lo dicho al inicio, en alguna base w = , luego el camine que determina

rama. Luego cl lema anterior determina una correspondecia biunivoca entre pares
de elementos idempotentes (w, 1 —w) del dlgebra A y caminos maximales de T(K),
como muestra el siguiente diagrama.

{(w,1—w) : w € My(K) idempolente} «— {caminos maximales S CT(K)}
Lo anterior, a la luz del Lema 8.13, determina una correspondencia biunivoca entre
pares de elementos idempotentes y pares de elementos distintos en PL(K). HEsto se
muestra en el siguiente diagrama.

{(w, 1 —w): w € My(K) idempotente} < {{a,b} - a,b € P(K), a # b}.

Ahora, sean i, € My(K) dos cuaterniones puros linealmente independientes
tales que @2 = 1, j2 = 1 e ij + ji = 2}, donde A € K. En §13 demostraremos
que siempre existen dichos cuaterniones. Dado que en ciertas demostraciones en las
secciones §12 v §14 consideraremos cuaterniones puros ¢on producto simetrizado
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no entero, en este analisis tomaremos A € K y no nos restringiremos al caso de
2)\ € O, como nos dice el Lema 9.1. Observe que siempre es posible hablar de las
ramas Sk (i) y Sk(j), pues 2, j2 € Ok, pero si 2X ¢ Oy entonces S (i.j) = @.
Esto ltimo se debe a que si 4, j € D, con D orden maximal, entonces ij +j¢ = 2X €
D es entero sobre O, por lo que 2\ € O. En particular. si 2\ ¢ O entonces
Sg(E)NSk(j) =@.

Dado que i? = 1 se tiene que el polinomio minimal del elemento i € Mz (K) es:

mi(z) = 22 — 1 = (z — I){z + 1),

(1 0
t= 0 —1 5

; ; 10 : . ;
asl que n = ’—";—l- = ( 0 es un elemento idempotente. Lo mismo se tiene para

lnego en cierta base:

w = jgl. Lucgo. por lo mencionado en §8.2, las ramas S = S(y) y §' = S(w)
son dos caminos maximales en 7 (K) que corresponden a las ramas T'(i) y 1)
respectivamente. Esto nos lleva a preguntarnos ;jCémo estos camino se relacionan
con A7y ;En que medida lo determinan?

Para responder estas preguntas hacemos el signiente anélisis. Tomemos los ca-
minos maximales anteriores S,5' en T(K), cuyos extremos son a,b € P(K) y
¢,d € PY(K) respectivamente. Si S = S’ entonces por la correspondencia entre cami-
nos maximales y pares de elementos idempotentes, tenemos que w =gow=1—mn.
Recordemos que i = 2n—1 y que 7 = 2w — 1. Entonces en el primer caso obtenemos
que ¢ = 7 y en el segundo tenemos que ¢ = —j. Ningiin caso puede ocurrir, pues i, j
son elementos linealmente independientes. Por lo tanto S # 5’, lo cual implica que
4> |{a,b,e.d}| = 3.

Lema 11.3. Existe una transformacién de Moebius que lleva los pares (a, b) y (¢, d)
en los pares (0,00) y (1.1) respectivamente, donde t = [a,b:e.d] = Eg’::)((s:j; es la

razon cruzada entre los cuatro puntos.

Demostracion. Como S # 8 se tiene que 4 > [{a,b,c,d}| > 3. Luego el lema se
sigue de un resultado general de transformaciones de Moebius actuando sobre 3 o
4 puntos en P! (K). Para més detalle ver [C, §3]. O

De lo anterior se sigue que el problema se parametriza por t = [a, b; ¢, d], por lo
que podemos restringirnos al caso en que los dos caminos son como se muestra en
la Figura 5.

Observe que, por lo mostrado en §8, hacer actuar la transformacién de Moebius
anterior, es equivalente a conjugar los cuaterniones puros #,j € My(K). Observe
ademads que las relaciones que estos cumplen se mantienen al conjugarlos. Luego los
cuaterniones determinados por los caminos mostrados en la Figura 5 cumplen con
las mismas relaciones que ¢, j y por ende los identificaremos.

Usando la correspondencia mencionada en el Lema 11.1, tenemos que las ma-

PO A S o -1 ¢
trices w = 00 ' =3 1
tales que S(n) = Sy S(w) = T Por otro lado los elementos idempotentes w y
n se relacionan con los cuaterniones puros i,7 € Ms(K) mediante las siguientes
relaciones:

€ Ma(K) son elementos idempotentes
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FIGURA 5. Caminos maximales, parametrizados por el punto { =
[a,b; ¢, d]. En rojo se muestra la rama T'(j) ¥ en azul la rama T'(z).

) 1, —t—1 2t
=M =] = —
i =2n-1 t—l( 9 t+1>’

j—Q,w—'l:([l) _01 )

Observe que i° = j2 = 1 y ademas:

(10) A:'ijJrj?l:_lw(H—l 0_)’

2 1—t¢ 0 t+1
luego A = ii_%, donde ¢ = [a,b;c,d] es la razén cruzada entre los 4 puntos que
conforman los extremos de los ca.minos determinados por w y ).

Ohserve que ¢l idempotente 1 = —n+1, ol enal cumple con lag mismas relaciones
que 77 segin lo visto en 1a obsel vacion 11. 2, define, por el proceso que define i a
partir de 5, al elemento i’ =21’ —1 = —i. Luego si A’ se define de manera analoga
a A, se tiene que:

i .
1—1

Esto da r(‘spuesna a la pregunta planteada al inicic de este analisis. Los caminos
maximales § = S(5L) y 8" = S(H2), que corresponden a las ramas T (i) y 1'()
respectivamente, detm minan el pm(lu(to simetrizado entre los cuaterniones puros
i, 3, salvo multiplicacién por —1.

Considere la forma bilineal B(-,-) : Ma(K) x Ma(K) — K, cuya regla de asig-
nacién, mostrada en §3, es B(v,w) = “H”'” . En lo que resta de esta seccién rela-
cionaremos los caminos maximales antemorcs con la forma bilineal en el subespacio
generado por i, 7. En efecto la matriz de Gram asociada a esta forma bilineal, en ¢l
stbespacio generado por 4 y j. es:

v B('i,'i) B(Ij)
= ( B(j,i) B(j,:f) ) |

Luego, como B(i, i) =i? =1, B{j.j) =45 =1y B(i,y) = B(j,i) = LHE'J =8
tenemos que:
Gos (

>J\_
bt et
—



donde X = p(t) = :I:%}: v t es la razén cruzada entre los 4 puntos que determinan
las ramas T'(7) y T(j). Lo dicho en esta seccién nos permile enunciar el siguiente
teorema.

Teorema 11.4 (cf. def 6.1). Scan i,j € My(K) cuaterniones puros linealmen-
te independientes tales que i2 = j2 = 1. Sea A = 2 gy producto simetrizado.
Entonces T'(i) y T'(j) determinan A € K, salvo multiplicacién por —1. Més especifi-
camente A = % o bien A = ﬁ, donde ¢ es la razén cruzada entre los 4 puntos
que conforman los extremos de los caminos correspondientes a T(z) y T(7).

Corolario 11.5. Sea A = (i,7:i* = 1,72 = 1,ij + ji = 0). Entonces A 2 M,(K)
y este isomorfismo puede escogerse de modo que en el drbol de Bruhat-Tits asociado
a esta algebra T'(¢) v T(j) sean los caminos maximales cuyos extremos son 0,00 ¥
1, —1 respectivamente.

Demostracion. El hecho de que A = My(K') es consecuencia del Teorema 10.1 y
de la Proposicién 9.4. Observe que ¢, j son linealmente independientes, ya que si
i = kj entonces 0 = 1’;5-2 = k. Luego, usando ¢l teorema anterior, tenemos que
0=A= Lif Por lo tanto £ = —1. O
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12. CALCULO DE FORMAS CUADRATICAS A PARTIR DE CAMINOS MAXIMALES

En esta seccion estudiaremos la relacion entre el producto simetrizado A = LHZ'J,
de dos cuaterniones puros linealmente independientes ¢, 7 € My (/) tales que 2 =
o, 2 = B € Ok \ {0} y las ramas T1.(i) y TL(j), donde L = K(Va, VB). De esta
forma profundizaremos lo dicho en §11.

En todo lo que respecta a esta seccién K es un cuerpo local no arquimediano,
tal que car(K) # 2. En esta seccién y las que siguen, se usard la notacién Sk (H),
para hacer notar que la rama se considera en el drbol de Bruhat-Tits construido
sobre el cuerpo local K. De la misma forma se consideran las ramas S1,(9), para
extensiones L de K. Ademas, dado que en ciertas demosiraciones de esta seccion
consideraremos los cuaterniones puros i’ = ﬁ yili= —ﬁ con producto simetrizado
posiblemente no entero, en este analisis tomaremos A € K y no nos restringiremos
al caso de 2X € @, como se hizo en el Lema 9.1.

Construyamos cl dlgebra Ma(L) mediante la extension de escalares del algebra
M, () al cuerpo L = K(y/a,/B), es decir Ma(L) = My (K) ®y L. De esta [orma
podremos construir los drboles de Bruhat-Tits T(L) y T (K) cuyos vértices son los
érdenes maximales provenientes de las algebras Ma (L) y My (K) respectivamente.
Observe que existe un homomorfismo inyectivo My (K) < Ma(L), que identifica a
cada g € Ma(K) con su imagen ¢&1. Observe que,j € M,(IK) einl, i@l € Ma(L)
satisfacen las mismas relaciones. Por ende podemos trabajar con las ramas S1.(4) ¥
Sp.(4), utilizando la identificacién precedente. En lo sucesivo se eseribe g en vez de
q@ 1.

Partamos por demostrar un resultado que nos permite incrustar T(K)en T(L)
y ademas nos permite analizar Sy (i) como subconjunto de Sr.(i). Esto dltimo serd
crucial en §14 pero no en esta seccion.

Sea § un O g-orden. Definimos el Op-orden Hr, por Hr = H Do, Op. Usando
esta convencién enunciamos el siguiente lema.

Lema 12.1. Sea K cuerpo local y L una extensién de K. Para cualquier $ orden
en My(K) existe una incrustacién natural de Sic() en S (%),). En particular,
podemos considerar 7(K) € T(L). Ademas la distancia en T (L) entre dos vértices
vecinos en T{K) es e = e(L/K), donde e(L/K) es el indice de ramificacién de la
extension.

Demostracion. Sea © € T(K). Dado en alguna base © = M3(Oj), se tiene que
D; = M,(O}), en la misma base. Por ello D, es nn orden maximal en Mo (L),
En otras palabras ©; € T(L). Por otro lado, si  C D, con D € T (k), entonces
$; C ©.. Esto prueba que existe una funcién ¢ : S ($) =+ 5 £($1), definida por
Y(D) =D Zp, Or. Ahora bien si tomamos dos Grdenes maximales D, D € Sk (H)
distintos, por la conexidad de Sk ($), existe un camino que los une. Luego. en
alguna base se tiene que:

| Ok Ok ;o Ok 70k
() V= ( Ox Or )’ D=0 0k )
donde 7 = 7 parametro uniformizante de K. De aqui se tiene que:
Or O / 0 0L
2 = = 2 $ —
= P ( or O ) » Pe=lr0, 0r )
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Por lo tanto Dy es un orden maximal distinto de @'y, Luego ¢ es una funcién
inyectiva, por lo que existe una incrustacion natural de Sk () en Sz (). Tomando
H = Ok, obtenemos que T (K) se incrusta dentro de 7 (7). Por tltimo, tomando
t = 1 cn las ignaldades 11 y 12, obtencmos que la distancia en 7 (L) entre dos
vértices vecinos en T (K) es e = e(L/K), donde e(L/K) es el indice de ramificacién
de la exlension. [

Observacién 12.2. En lo que resta de esta seccion y en las secciones siguientes
haremos uso de la incrutacién anterior e identificaremos Sk ($) con su imagen
isomorfa via ¢, con el fin de escribir Sk () C Sp(Hr). Ademas, identificaremos §
con su imagen $;, = 9 ¥, O via extensién de escalares. Por ello hablaremos de
la rama Sz ($).

Recordemos que si S = Sk ($H) es un camino maximal, entonces sin pérdida de
generalidad podemos asumir que es el camino maximal que une a 0 con oc. Luego
la demostracién anterior nos dice que Sp = S1.($) es el camino maximal en que une
a 0 con co en 7(L). En particular la inclusién anterior no cambia los extremos de
los camino maximales en 7 (K). Por esto identificaremos S con el camino maximal
en 7 (L) que tiene los mismos extremos que S C T (H).

Haciendo uso de la notacién anterior. si existe un camino maximal S tal que
Sk(H) = Sl en T(K), entonces se tiene que SL(H) = Sk donde e(t+1) >k >
et y donde S se interpreta como un subconjunto de T(L) con las convenciones
precedentes. Esto se debe a que S (9) = Sp(H) NT(K) v a la demostracién del
Lema 12.1. Esto se ilustra en la Figura 6. En §14.4 mostraremos que k = te.

€

* * * *
I I I |
I I | |
e 4 4 .
| | | |
et | | | |
| | | |
*e—o—o [}

2, 'Dz ’-D_'g ’-DL:

Ficura 6. En la figura los vértices ®; de la base forman ¢l ta-
llo § de Sg(H1). Los vértices en S ($H) a mayor distancia de S
se simbolizan con puntos redondos. Los vértices con estrella no
pertenecen a Sy () ni a SL{H).

Volvamos al problema de relacionar el producto simetrizado de cuaterniones con
los tallos que sus ramas definen. Observe que si «, 5 € 0% entonces nos podemos
reducir a lo dicho en §11. Esto de debe a que si oo = a2, 3 = b? entonces los tallos
de i, j son los mismos que los de ' = £ y j' = -é mientras que i'? = % = 1.

Supongamos que 8 ¢ O% \ {0} y sea L = K(y/5). Si a € O% \ {0} enlonces, por
lo dicho en §11 vy §8.2, se puede asumir que 1'7(i) es el camino maximal que une
a 0 con co. Observe que no imponemos condicones sobre Ty (7). Luego las ramas
T'=Tp() y T =Tr(j) son como se muestra en la Figura 7.

En la Figura 7 el camino que une a 0 con ~c es el tallo de la rama Sy (i) v el
camino que une a z3 = ¢ 4+ dy/B con 24 = ¢/ +d’\/F es el tallo de la rama S, (7).
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FI1GURA 7. Tallos de Si(i) y Sp(j) cuando @ € O} \{0} vy B ¢ O%.
El tallo 77, (i) de S.(7) se ilustra con azul, mientras que su homélogo
1.(4) se muestra en rojo.

Por otro lado. si o ¢ O% \ {0} enfonces los tallos de las ramas en cuestién,
vistos en T (L) para L = K(3/B,/a), son como se muestra en la Figura 8. Esto
se debe a que en las extensiones intermedias L1 = K(y/a), Ly = K(/f) los tallos
de las ramas respectivas 8’ = Sy, (i) y § = Sp,(j) estan definidas. Luego nusamos
el hecho de que T(L) 2 T(Ly).T(Ls) de forma tal que los caminos maximales
que conforman los tallos de las ramas Sg, () y Sr.(7) no cambian al extender los

escalares de L; a L.

o' 4-d’ \/_ r+df a' b \/_ a-t b

F1GURA 8. Tallos de Sp.(i) y Sp(j) cuando o, 8 ¢ O% \ {0}. El
tallo 77, (7) de Sp (i) se ilustra con azul, mientras que su homélogo
Tr(7) se muestra en rojo.

En la Figura 8 el camino que une a z; = a + by/a con 20 = a’ + V'\/a es el tallo
de la rama S¢(i) y el camino que une a z3 = ¢+d+/5 con 24 = ¢/ +d'/B es el tallo
de la rama Sp (7). Analizaremos dichos caminos, para expresarlos en términos de
un solo extremo. Mas precisamente, probaremos que los extremos mostrados en las
Figuras 7 v 8 son pares conjugados, es decir ¢ + d’'v/3 = ¢ — d\/B en ambos casos
y a' +b'\/a =a—b/aen la Figura 8.

Observe que L es una extension Galoisina de Ky que:

G = Gal(L/K) = C
sice K2, sife K% osia, ¢ K%y af e K2 En otro caso, es decir si o, 3 § K
y af ¢ K2, se tiene que:
G = G&I(L/I{) = (0 x Ch.

Para probar que los extremos de los caminos en la Figura 7 y 8 son conjugados
hagamos actuar el grupo de Galois sobre los érdenes maximales que componen el
ar



arbol T(L). Sea a € L y considere la bola B = Bla, |7} |]. entonces se tiene que
0.B = Blo(a), |77 ||. Por definicién D, g es el orden maximal correspondiente a la
bola ¢.B. HEsta notacién nos ayuda a enunciar el siguiente lema.

Lema 12.3. Sea w € My(L). Si definimos la matriz o(w) haciendo actuar ¢ sobre
los coeficientes de w, entonces w € Dg si y solamente si o(w) € Dyp.

Demostracion. Si B = Bla, |7} || y b = o(a) entonces:

—r —r
T — an; T L' L
Dp = {( L L =2 L =2 ) DAy, T, Ly, g € OL} 5

~ a9 - —
ary + ez — e ny @+ Xy amp Lo+ x4

y también, dado que o (7 ) = ung. para cierto u € O}, tenemos que D, 5 es:

) —buT"wy "z (TR _
{( 2 _ sy, g, ay € Op p

bay +u' oy — VPuT " we + 2y buT L @ + 2

Recordando que el anillo de enteros Oy, satislace cOp, = Op, puesto que |z| < 1 si
y solo si |o(z)| < 1, se tiene que w € Dp si y solamente si o(w) € D, 5. O

Con estas herramientas, demostremos que los extremos de los caminos en la
Figura 4 y 5 son conjugados. Sea w = % Observe que la rama Sp(j) cumple
con Sy(7) = St (-w)["“'(-g‘/g)}. Ademis w? = w. Por lo mencionado en §8.2, la rama
S(w) es un camino maximal y, por lo visto en el ejemplo 6.25, dicha rama coincide
con ¢l Tp(5). Por otro lado:

a(w) = EI + VB =1-w
2VB
para ¢ € Gal(L/K) tal que o(y/3) = —/B. Luego, como S(w) = S(1 — w), se
tiene que S(w) = S(o(w)). Por el lema anterior, tenemos que Dy € S(w) si y
solamente si D, € S(o(w)) = S{w). Por otro lado uno de los rayos que une un
extremos del camino Sp(w) con su vértice a mayor altura esta conformado por
las bolas B, = RBle + dyf,|77|]. donde r > ry para cierto rq. Luego o.B, =
Blc—d\/B,|7}|] € S.(w), para todo r > rp. En particular, ¢ — dv/B es un extremo
de Sr,(w). Por el mismo argumento, concluimos que ¢ — d’/3 es un extremo de
Sp(w). De esta forma c+dy/B = ¢ —d'\/Bobiend =d = 0. Si d = d = 0 entonces

existe una transformaciéon de Moebius 7 definida sobre K tal que:

) — Op 7,0\ .
7.5 (w) = {( ?T;;OL o ) = Z}‘
1 0
00
0 0 e vB 0 o
( ) De esta forma AjA~! = :I:( 0 —vB ) Luego como AjA~! €

7

Por lo tanto existe 4 € Glx(K) tal que AwA™! = o bien AwA™! =

01
M, (K) se tiene que 8 € K>, lo que nos lleva a una contradiceién. Por lo tanto
c+dyB=c —dB.

Debido a lo anterior, el tallo de la rama 1" debe ser un camino cuyos extremos
son conjugados. Ademas, cualguier elemento ¢ € G tal que o(v/B) = —/F deja
fijo el conjunto S (w) y sdlo intercambia sus extremos. Esto prueba el siguiente
teorema.
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Teorema 12.4. Considere la rama Sp(j) € 7(L), donde j? = 3 ¢ O% vy L =
K (v/B). Entonces cualquier elemento o € G = Gal(L/K) tal que o(v/B) = —V/5,
actlia sobre T7(4) intercambiando cada vértice bajo el de mayor altura de T7,(j)
por su homélogo a la misma altura, pero en el otro rayo descendente.

Ahora bien si a, § ¢ O%, podemos pasar a las dos extensiones intermedias de
grado 2, a saber L1 = K(y/a) y Ly = K(y/B) y en estas, mediante el razonamiento
anterior, considerar las ramas S y 1" como caminos con extremos conjugados. Lue-
go, dado que los extremos de los caminos maximales no cambian al incrustar los
drboles de Bruhat-Tits en sus extrensiones, se tiene que los extremos de los caminos
mostrados en las Figuras 7 y 8 son conjugados en los cuerpos respectivos. Volvamos
a nuestro problema inicial y dividdmoslo en casos.

12.1. ac 0%\ {0} y B € 0%\ {0}: Este caso fue estudiado en §11.

12.2. o € O} \ {0} y B ¢ O%\ {0}: Sin pérdida de generalidad, admitiremos

que a = 1. Esto se debe a que si @ = v?7%, con v € O} entonces al definir
i’ = =L, clemento que cumple i = 1, tenemos, por lo dicho en el ejemplo 6.25,

que Ty (i') = Tk (i). Debido a las anteriores consideraciones, la matriz de Gram
asociada al subespacio (i, 7) es:
1 A
a=(13).

Observe que j' = # es un elemento que cumple con j? = 1y T.(j) = To(5").
Entonces por lo mencionado en §11, aplicado a los tallos de las ramas definidas por
los elementos 4’ v j', en la extension L = K (/3), tenemos que:

A ij + ji 14+t

BB Tiap

donde t = [a + by/B,a — b\/B;0,00] = % Luego:

a
A= :i:z.
Recordemos que lo expuesto en §11 se aplica cuando los caminos maximales son
distintos. En este caso, esto se cumple debido a que para b # 0 se tiene que a+b\/3 #
oo y a— by/B # 0. Por tltimo, observe que A € K.

12.3. a ¢ 0% ,3 ¢ O%: Por lo dicho en el Lema 12.3 podemos asumir que
las ramas S’ y S, mencionadas en un inicio, tienen como extremos a los puntos
21 =a+bya,z0 = a—by/ay zy = c+dyB. 2y = ¢ — dy/B respectivamente. Por
otro lado la matriz de Gram asociada al subespacio (i, j) es:

a A
G= :
’ ( A B )
Considere " = ﬁ yi = :%,B clementos tales que i = 1,2 = 1 y cuyos tallos
asociados coinciden con los de i, j respectivamente. Entonces por lo mencionado en
§11, aplicado a los elementos i, j/ en la extension L = K (v/F, /&), se tiene que:
A ijtgi —i] +4
vaB  2vaB 1—¢’
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21 —2za)(za—
) (22—3.1)(/-1-‘:1
igualdad anterior, se obtiene que:

donde t = [21,2;; 23, 2] = . Reemplazando los valores conocidos en la

(13) ,\;ibga—i—dzﬁ—(m—c)“’
2bd

Observe que A € K estd bien definido, pues b,d # 0, dado que en caso contrario
'I'L(') o 10(j) no es un camino. Recordemos que el célculo anterior es vialido si

Tr(i) # Tr(j). Supongamos que son iguales, es decir @ + by/a = ¢+ dy/F o bien
a+ by/a = ¢ — d\/B. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir el primer caso.
Entonces va = & + yy/B. Luego a = z2 + 2zy+/5 + y* 3. Por ende o bien y = 0 o
bien z = 0. En el primer caso o € K*2, lo que no puede pasar por hip6tesis. Luego
o = y?8, os decir v/a = £y/B. Recordemos que T5(i) y Tp(4) estan definidos
por los pares de elementos idempotentes (n,1 —n) y (w,1 — w) respectivamente,

donde n = ﬁ\/@ yow = Lﬁ Luego 1 = w o bien 5 = 1 — w. En el primer

caso tenemos que i = 217\/_'— Va = =+yj, dependiendo del signo de -(\% En

el segundo caso obtenemos que i = 2ny/a — o = y(/F — 2wyB) = Fyj. En
particular A = +yj 0 A = Fyj, luego A\* = af3. En ambos casos los cuaterniones i, j
son linealmente dependientes. Esto nos lleva a una contradiccién. En particular, si
A? £ aff entonces los tallos de § v S son dististintos y se puede aplicar la identidad
(13) para el producto simetrizado.

Proposicién 12.5. Sean i,j € Mx(K) cuaterniones puros, no nilpotentes, tales
que iZ =@, j2=Feij+ji=2\.8 08¢ K?yaf # )\ cutonces existen
a,c € K, b,dc K* tales que A = _____i____buod,-dgi; a=e) 4 bien A = ———u_———b2“+dz,ﬁ;d(“_‘)z
Demostracion. Supongamos que i° = a y j° = 4 con a8 # >, Entonces existen
t1,ts € N tales que o nﬁzna g P= ;.K‘t’ﬁ’, donde o', 3’ € Ok. Observe que
Al = )\ﬂ'}é“g cumple con A\? # o/ si y solamenile si A # af. Luego por lo
mencionado en la subseccién anterior tenemos que existen a’.¢’ € K y V', d' € K*
tales que:

b’?'(x' + deIBI _ (al _ C/)Q

7
W= 20d’ ’
es decir:
i j:b”aﬂ'l,“ +d?Bnir — (o' - ¢)?
20 d! 2
(t1+t2)

multiplicando la igualdad anterior por oblenemos que:

12 t1—12 12 fo—t ’ o —(t4i2)
VPaml ™2 4+ d"Brg " — (a' — )P

N=z=£
20 d’
Reescribimos la igualdad anterior como:
X (b".'rj.é_m) a-+d?s (a’ﬁ',,_"2 - r,"WJf_‘,“)2
- (b.' [ —lz)d.'

Luego los elementos b = b”rf'_t’ d=d,a=adn2yc= C’Trr_{t2 cumplen lo

pedido.
O



12.4. Independencia del producto simetrizado. Sea I cuerpo local no ar-
quimediano tal que car(A) # 2. Sabemos, por lo demostrado en esta seccién y en
§11. que existe una manera de determinar el producto simetrizado entre dos cua-
terniones puros enteros 4, j € My (K') no nilpotentes y linealmente independientes,
teniendo solamente informacién sobre 17 (i) y T7.(7). donde L es una extension de
K.

Decimos que dos pares de cuaterniones puros (1, j) e (', ) son K-equivalentes y
lo denotamos por (i, 7) = (¢, j') sii, .1, 7" € Mz(K) son cuaterniones que cumplen
con i% = =172, j '—B—J y?.)\*l_j'-k_jl. 2N =i'j' 4+ 7" donde A = X o bien
A= —X. En esta seccién demostraremos que si (i,5) e (i',j/) son K-equivalentes
cntonces existe una transformacion de Moebius definida sobre K que Ueva T, (i) v
Tr(3) aTo(i’) y Tp(j"). Luego, para electos de calcular la posicién relativa de las
ramas, podemos considerar cualquiera de los diagramas cuyo valor de A asociado sea
el correcto. Al igual que en los razonamientos de las secciones anteriores, dividiremos
nuestro estudio dependiendo de si i2 = o, 52 = 8 son cuadrados o no.

Partamos suponiendo que o, 8 € O%. Entonces, por lo visto en §11, existe una
tranformaciéon de Moebius 7 que lleva Ti (i) y Tk (4) en los caminos que unen 0
con oo y 1 con t € PH(K) respectivamente. Por lo mismo, existe una tranformacién
de Moebius 75 que lleva las ramas Tk (') v Tk (') en los caminos que unen 0 con
ooy 1 con s € PL{K) respectivamente. Ahora bien en la misma seccién calculamos

Y Y Y

que A = ii):.l.i =4+ Hf . Por lo mismo N’ —J—TZJ— = 'LH'“ Luego si A = ) o
A = —) tenemos que z‘ = s 0 blents = 1. Sit = s, onLom,c,s T o lleva los

ext r(,m()'i de T (i") y Tk (J') en los extremos de Ty (i ) v Tk (j)- Por otro lado, si
s = 1, la transformacién de Moebius 7' o7 o7y, donde 7(2) = tz, lleva los extremos
de Tre (') y Tr(3') en los extremos de Tx (i) y Tr(j).

Supongamos ahora que a € O% y que 8 ¢ O%. Sea L = K(y/B). Entonces, por lo
dicho en la seccién 12, existe una tranformacién de Moebius 71 que lleva los extremos
de Ty, (i) en 0 con oo y los de T, (5) siguen teniendo la forma a4by/B, donde a, b € K.
Por lo mismo. exisle una tranformacion de Moebius 7 que lleva los extremos de
Tp(i") en 0 con oo y los de Tr(j) siguen teniendo la forma o' + V'\/B, donde

a',l/ € K. Ahora bien. en §12.2 calculamos que A = X3t — +¢. Por lo mismo
R TR Y] ' "
N = ‘—J—;LL— =+% Luegosi A=A oA =—) tenemos que a = a'r, donde r = :i:—th

v donde el signo depende de los signos tomados en las fres ignaldades anteriores.
Eslo nos dice que si 7(z) = 77!z, entonces 7,‘1 7 o 72 es una transformacién de
Moebius que lleva los extremos de 1%, (i) v Tr(j’) en los extremos de 1, (i) y T0(5).
Finalmente trabajemos en el casoenque a & OF, y 3 ¢ O%. Sea L = K(\/a. /B).
Entonces, por lo visto en el Teorema 12.4, las ramas 77,(7) y Tr(j) son los cami-
nos que unen a + by/a con a — by/a v e + dy/3 con ¢ — d\/B respectivamente,
donde a,b,c,d € K. Por lo mismo, las ramas Ty, (i") y Tz (j’) son los caminos que
unen o' + b'y/a cona’ -V /oy +dB con o —d'\/B respectivamente, donde
a' b, d € K. Ahora bien, en §12.2 calculamos que A = 'ijtj'; = A (i

20d
. T B Y| 2 d123_ t_pt 2 o ,
Por lo mismo X = Liiit — :f:"“"'—ww("—c-)—. En §13 se probara que, pa-

ra w.f ¢ O%. las vamas Tp(i) y Tr(j) son iguales si y solamente si A\? = «af.
Por ello separamos este analisis en casos, Si 17(i) = Tr(j) entonces af = A? y
por ende 77 (i') = Tr(j') son ignales. Luego basta considerar una transformacion
de Mocbius que lleve @ en @’ y b en I/, para concluir lo pedido. Por lo tanto, si
T1,(i) # Tr(7). entonces aB # A? y por ende Ty (i') # T1.(3'). En este caso, por lo

51
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demostrado en el Teorema 10.5 se tiene que (Tu),\ es un dlgebra central simple de
dimensién 4, es decir un algebra de cuerterniones. Como existen cuaterniones puros
i,j € Ma(K) linealmente independientes tales que i® = o, j° = By 2\ = ij + ji. se
tiene, por lo mostrado en §9. que (QK—B)A = My (K), ademds My (K) esta generada

por i,j como dlgebra. Supongamos que A = N, Entonces, como ¢,5 € Mz(K) e
7', 7" € M(K) satisfacen las mismas relaciones se ticne que existe un isomorfismo
¢ Ma(K) — Ma(K) tal que ¢(i) =i' y ¢(j) = j'. Por otro lado si A = — )\ enton-
cesi,j € My(K) e i, —j' € My(K) satisfacen las mismas relaciones. Luego se tiene
que existe un isomorfismo ¢ @ Mo(K) — Mo(K) tal que ¢(i) =i y ¢(j) = —7".
Por el Teorema de Skolem-Noether (ver Proposicén 3.6) se tiene que dicho isomor-
fismo es interior, es decir existe una matriz A € Glp(K) tal que i = Ai'A™1 ¥
j=Aj’A 1o bieni = A’A" 'y j = —Aj’A7". Por lo tanto Sp(i) = ASL (')A y
S1.(5) = ASL(5) A7, en ambos casos. Utilizando la correspondencia entre acciones
de matrices y transformaciones de Moebius en 7 (K), obtenemos que la transforma-
a b

d ) cumple

az+b
cz+d

cion de Moebius 7(z) = correspondiente a la matriz A = (

con lo pedido.

Decimos que dos pares de caminos maximales son K-cquivalentes y lo denotamos
por (S,17) ~ (8',1") si existe una transformacion de Moebius 7 definida sobre K
tal que 7(8) = S y 7(T') = 1”. Con esta definicién podemos enunciar el siguiente
resultado, que fue probado en esta seccion.

Teorema 12.6. Sean o, § € O \ {0} fijos. Sea L = K(/a, v/B) una extension de
I en donde T, (i) y T1(j) sean caminos maximales. Entonces el valor del producto
simetrizado, salvo signo, de dos cuaterniones puros enteros y no nilpotentes ¢, 5 €
My(L) tales que i* = a. j* = § esta determinado por T;(i) v Tp(j). salvo K-
equivalencia.



13. EL siMBOLO DE HILBERT

Sea K un cuerpo local no arquimediano tal que car(K) # 2. En la Seccidn
810 estudiamos la simplicidad de las K-algebras A, delinidas por generadores y
relaciones como:

AA=(ﬁ£) ={i,j 11" =@, 3° = B,1ij +ji =2X).
K/,
En dicha seccién demostramos que la condicién A% # af es equivalente a que A, es
una K-algebra central simple de dimensién 4, es decir es un algebra de cuaternio-
nes. Bajo el supuesto anterior, en esta seccién encontraremos condiciones necesarias
y suficientes para que Ay sea isomorfa a un algebra de matrices. Luecgo aplicare-
mos esto al problema de determinar si existen cuaterniones puros i, j linealmente
independientes tales que i? = e, 52 = 8 v 2\ = ij + ji. También estudiaremos la
existencia de dichos cuaterniones en el caso excluido, es decir cuando aff = A2,

Lema 13.1. (ver O, §57] ) Un dlgebra de cuaterniones A definida sobre un cuerpo
£ es isomorfa a un dlgebra de matrices M, (17) si y solamente si existe z € A — {0}
con N(x) =0, donde N es la norma definida en 3.1.

Sea © = a; + ast + azj + aqzj € Ax. Se defline su conjugade mediante T =
a1 — ast — azj + agfi, ademas se define la norma de = € Ay, por M(x) = 7.
Mediante un célculo se demustra la siguiente expresién para 91 en terminos de los
coeficientes a; € I v los pardmetros fijos a, 8. A € K:

Lema 13.2. Sea A, = (“I—‘ﬁj) un algebra de cuaterniones y considere un elemento
A

arbitrario © = ay + a2t + asj + aqij € Ay, Entonces

(11) MN(z) = af — a3 — a2B + aZaf + 2a1a4) — 2aaa3 ).

Una aplicacién interesante de la norma 91 es la siguiente. Supogamos que existe
un isomorfismo ¢ : Ay — @, donde @ es un dlgebra de cuaterniones. Supongamos
ademas que M(z) = 0, para v = ap+ayi+azf+azij # 0. Entonces {1,4, 7,17} C Ay
es una base de Ay, pues dicho conjunto genera Ay y dimg Ay = 4. Lucgo se tiene
que {1,9(i). ¢(5), #(27)} es una base de Q. Por lo tanto, como ¢{z) # 0, se tiene
que ¢(T) = ap —a16(i) —a20(j) — az@(ij) # 0. Por otro lado ¢(z)p(T) = ¢(zT) = 0.
Luego @ tiene divisores de cero y por ende Ay = Q = My (K).

Lema 13.3. Consideremos la K-dlgebra Ay = (a?'ﬁ-)) v supongamos que dicha
dlgebra es de cuaterniones. donde o, 8 ¢ K*2. Supongamos ademds que existen
ce K, b,de K* tales que:
bVa+ dB — (a—c)? b’a +d*8 — (a — c)?
20d ) 0A= - 2bd ’

A=

entonces Ay = My (K).

Demostracidn. Transformando la igualdad anterior en (a—¢)? — b2 —d2 5+ 2db) =
0, en el primer caso y en (a—c)* —b*a—d*5—2db) = 0 en el segundo caso, tenemos
que MN((a — ¢) + bi — dj) = 0 o bien N{(a — ¢) - bi + dj) = 0. Observe que, como

a3



b.d # 0 se tiene que los elementos en los que se annla la norma 91 son no nulos, por
lo tanto Ay = My (K). O

Por otro lado, si ¢ Ay — Mo(K) es isomorfismo, entonces Ay es central simple.
Esto implica que A* # @3, Tomando las imagenes via ¢ de 1,5 € Ay obtenemos
dos cuaterniones puros no nilpotentes 4, j € M (J) linealmente independientes que
cumplen con i® = a. j% = f v 2\ = ij + ji. Luego, aplicando la Proposicién 12.5,
obtenemos la implicancia reciproca del lema anterior. En lo que sigue usaremos la
notacion £, en donde se entenderd que si @ = +b entonces @ = b 0 @ = —b. Usando
esta notacion tenemos el siguiente resultado.

Corolario 13.4. Considere la K-dlgebra Ay = (“T\.‘E)A paraa ¢ Ky ¢ K*2.

Supongamos que Ay es un dlgebra de cuaterniones. Entonces existen a,¢ € K,
b.d € K* tales que:

A

B ibza +d*8 — {a — ¢)?
- 2bd '
si y solamente si Ay =2 My(K).

Todavia nos queda un caso por estudiar v cste es ¢l correspondiente al dlgebra
A= (-“?;—) definida por e € K*2 0 g € K*2.
A

Lema 13.5. Si Ay = a8 ) gatisface v € K*2 0 8 € K*, vsiaf £ X2, entonces
K A
A)\ == M'z (IX’)

Demostracion. Supongamos que i> = o € I*2, Entonces sin pérdida de generalidad
i* = k%, con k € K*. Luego (i — k)(i + k) = 0, con i # k y i # —k. Por ello, en
cl dlgebra de cuaterniones Ay hay divisores de cero. Luego Ay 22 Mo (K). El caso
correspondiente a 72 € &*? se concluye de la misma manera, O

De lo mencionado en este capitulo, sumado a lo expuesto en el Teorema 10.5, se
sigue el siguiente teorema.

Teorema 13.6. Considere la K-dlgebra

M= (%) =G = = 8.+ =),
K/,
donde K es un cuerpo local no arquimediano tal que car(K) # 2. Entonces:

i- Si aff = A% Ay es una K-dlgebra de dimensién 4 que no es isomorfa a un
dlgebra de cuaterniones sobre IV. Si a ¢ K*? entonces Ay se puede incrustar en
My (K (\/a)). En caso contrario, es decir si e € K*?, entonces Ay se puede incrustar
en My (K x K).

ii- Sia € K*? 0B € K yaf # A\, entonces Ay cs una K-dlgebra de cuaterniones
con Ay = M,(K).

iii- Siad¢ K2, 8¢ K*? y af # \? entonces Ay es un dlgebra de cuaterniones. En
este caso se cumple que existen a, ¢ € K, byd € K™ tales que:

Va+d?8 — (a—c)?
&=l 20bd '

si y solamente si Ay = My (K).



El teorema anterior nos da criterios para determinar los conjuntos Aq, g) —
{£vaB}, donde A(, 4 Me definido en §9. Esto se debe a lo argumentado en la
misma seccion. Por ende solo nos debemos enfocar en la existencia de cuaterniones
puros no nilpotentes 4,5 que cumplan con i2 = a, 52 = 3 y ij + ji = A, donde
A% = o3, Recordemos el siguiente hecho mostrado en el corolario 10.4.

Observacién 13.7. A fin de estudiar la existencia de cuaterniones puros i,j €
M3 (K) que satisfagan i? = a, j% = B y ij + ji = 2, podemos escoger «, 5 en un
conjunto de representantes SR C Oy del cociente K*/K*?, en donde consideramos
que 1 € SR. Esto se debe a que si o = c?a y 3 = d°b entonces existen i, j € Mo ()

satisfacen las relaciones anteriores si y sélamente si existen ¢ = £,j = 4 € My (K)
2

que satisfacen i° = a,j = beij+ji = 375‘ Ademés si i = A% entonces ab = (z):—i)"
El argumento dado en la observacién anterior nos permite reducirnos a estudiar
el problema en el caso en que a. 3 € SR. Ademés, si a8 = A\? podemos suponer que
los pardametros cumplen con a = 3 y A = £a. Dividiremos nuestro estudio en dos
casos, dependiendo de si v =10« ¢ K*.
En el primer caso, si @« = = 1 y A = %1, existen en M,(K') cuaterniones

0 i g 0 -1
ij + ji = +2. De la identidad (4) mostrada en la Observacién 3.4 se deduce que
4, 7 son cuaterniones puros. Observe que dichos cuaterniones generan ramas cuyos
tallos son distintos. Esto 1iltimo se debe a que 7 no es un miltiplo escalar de j y a
lo mencionado en §11 respecto a los idempotentes que comparten rama.

Sélo nos queda determinar condiciones necesarias y sulicientes para que exis-
tan cuaterniones puros i, j € M, (K) linealmente independientes que satisfagan las
relaciones i2 = j% = a y ij + ji = 20, cuando o € K*2. Afirmamos que en
este caso no existe un par de cuaterniones distintos, madulo signe, que salisfagan
estas relaciones. Supongamos que existen. Sean p,q € My (/) dichos cuaterniones
puros. Entonces como ¢ = a, tenemos que la transformacion lineal en K x K
definida por ¢ no tiene autovectores no triviales. Lsto se debe a que si g(v) = cv,
entonces av = ¢2(v) = c?v, luego si v # 0, entonces o = ¢* € K*2, Tomemos un
vector v € K x K — {0} cualquiera. Entonces la matriz de ¢ en la base {v, g(v)}
es g = ( (1) 3 ) Luego existe A € Gly(K) tal que AgA—! = i] g v

S A—1 a b
ApA~—t = ( e d
nes que p, g. Evaluando las matrices correspondientes, en la identidad del producto
simetrizado obtenemos que:

+2a 0 (0 «a a b " a b 0 a
1] +2¢ /A 1L 0 ¢ d ¢ d 1 0 /7
+2¢y 0 _ ¢+ ba a+d
0 42a / \ ac+ad ab+ec )’

de donde se signe que d = —a v ehab = £20. Lucgo ApA~" = ( a(jzg— b) _b”‘ )

; +1 0 ; 1 - y s , . 2 .
= 9 = que satisfacen lag relaciones i= = j° = 1l y

. Observe que ApA~—!, AgA~! satisfacen las mismas relacio-

Utilizando la relacién p? = a, obtenemos que:

D)

a 0 a b\~ _ [ a®+ba(£2-10) 0
0 ) \ a2-0) —-a /) 0 a® +ba(£2—-106) /-

[=3
(4.



Por lo tanto o? = (b F 1)%a. Si b = %1, dependiendo del signo de A, se tiene que
a = 0 y entonces ApA~! = +AqA~L, es decir p = +q. Si b # 1, obtenemos que
2
o= (L’E_l) € K*2, lo que es contradictorio. De la identidad (4) mostrada en la
Observacién 3.4 se deduce que los cuaterniones p, ¢ son puros. Concluimos que, si
consideramos ¢ ¢ K** obtenemos que existen cuaterniones puros que satisfacen
las relaciones requeridas, pero estos son necesariamente iguales salvo signo. Lo
mostrado en esta seccion, junto con la observacién 13.7, prueba el siguiente teorema.

Teorema 13.8. Sea K es un cuerpo local no arquimediano tal que car(K) # 2,
entonces:

i- Siaf=Myafe K* entonces siempre existe un par de cuaterniones puros
i,j € My (K) linealmente independientes tales que i = a, j* = B e ij + ji = 2\
ii- Si a8 =A%y a,3 ¢ K*? entonces existen cualerniones puros i, j € Ma{K) tales
que i? = a, j2 = B e ij +ji = 2). pero dichos cuaterniones son siempre linealmente

dependientes.

ili- Sicve K208 ¢ K*2yaf # A2, entonces siempre existe un par de cuaterniones
puros i, j € Ma(K) linealmente independientes tales que i = o, 52 = 8 e ij + ji =
2X.

iv- Sia ¢ K= B ¢ K*2yaf# A2 entonces existen un par de cuaterniones puros
i, € My(K) linealmente independientes tales que i2 = «, j2 = B e if + ji = 2A

ba+d*B=(a—c)®

si y sélamente si existen a,¢ € K, b,d € K* tales que A = ————— o bien
__ bratd’B—(a—c)?
A=—""mg

Observacién 13.9. Supongamos que a, 3,2\ € O. Enlonces en el caso [ii] del
teorema anterior, los cuaterniones puros j e ¢ generan ramas con el mismo tallo,
por lo que el problema de determinar Sk (4, 7) se soluciona trivialmente. De esto
se hablé en §9 v en la parte final de §12.3. Recordemos que en §12.3 probamos
que si los tallos coinciden entonces se cumple que A* = af. Luego se tiene que
si .8 ¢ K? entonces A = of si v solamente si 77,(i) = T.(j) en T(L), para
L = K(y/a,/B). Ademés, esto tltimo es equivalente a que los cuaterniones puros
i, 7 sean linealmente dependientes. En los demaés casos del Teorema 13.8, los tallos
son distintos por lo mencionado en §12.3 §12.2 y §11.



14. RAMAS EN ARBOLES DE BRUHAT-TITS DEFINIDOS SOBRE EXTENSIONES

Sea K un cuerpo local no arquimediano y sea A = M (K) el dlgebra de cuaternio-
nes descotnpuesta. Considere un cuaternion puro i € A tal que i? = O\ {0}
Sea L = K(y/a). Entonces definimos Ay, 1= A @x L = Ma(L). Luego, por lo men-
ciondo en el Lema 12.1, podemos asumir que 7 (X) C T(L), como conjunto de
vértices. Adoptamos esta convencion en todo lo que sigue.

En esta seccién veremos como dentro del arbol T(L) aparece naturalmente la
rama Sk (i) y analizaremos su posicién relativa respecto de la rama Sp.(i) definida
en T(L).

Siempre podemos asumir que e € Ok pertenece a un conjunto dado de represen-
tantes SR de K*/K*2. Recordemos que podemos suponer que SR = {1, AYUQUILL,
donde A es una unidad no ramificada de I, £ el conjunto de representantes de las
unidades ramificadas en K™/ K *2 v 11 el conjunto de representantes que corresponde
a los pardmetros uniformizantes en el mismo cociente. Ademés Q@ = @ si K no es

i+va
2y "
Recordemos que ¢l Lema 12.1 nos dice que la distancia en T (L) entre dos vértices

vecinos en T(K) es igual a ¢ = e(L/K), el indice de ramificacién de la extension.
Sea i € Ma(K) un cuaternién puro tal que i* = o € SR. Aplicando el Lema 12.1 a
L = K(y/a) y = Okli] obtenemos ¢l siguiente resultado:

diddico (ver §4). En toda esta seccién w denotaré al elemento idempaotente

Lema 14.1. Sca T(L), T(K) arboles de Bruhat-Tits construidoe sobre los cuerpos
locales K v I = K(\/a), para algin o € K. Entonces Sk (i) C 5p,(z). Ademas
las distancias entre vértices es igual en ambos érboles si L/ K no ramifica. En caso
contrario los vértices vecinos en T(K) se encuentran al doble de distancia en T(L).

Dicho esto, para simplificar el estudic de la rama 51,(4), necesitamos analizar cl
idempotente w que define su tallo en T(L).

Observacién 14.2. Recordemos que el Lema 8.18 nos dice que para a € Ok la
rama S7,(i) = Sp(w)¥, donde ¢ = vr(2\/a). Nétese ademas que, como w € A es
un elemento idempotente, por lo dicho en §l1 tenemos que Sp{w) es un camino
maximal. En sintesis, Sz (w) = 75.(1) v la profundidad de Sg(i) es vr(2v/a).

Recordemos que existe una correspondencia biunivoca entre bolas en K y érdenes
maximales de un dlgebra de matrices con coeficientes en K, definida por:

L:B=Bla|7"]] = Dagp:

0
equivalencia que existe entre los rboles de Bruhat-Tits para bolas en L y para
drdenes maximales. Por ello diremos que los vértices en el arbol de Bruhat-Tits de
L son bolas de L.

Recordemos que en £8.1 definimos una K-liana como un camino maximal que
tiene por extremos a oo y algin punto a € K. Observe que esto es equivalente a
que las bolas {B;}iez que constituyen dicha rama cumplan con @ € By, Vi € N
Luego la K-liana 7' que tiene por extremos a oo y @ € K se puede escribir como

T = {Bla,|n%|] : i € Z} C T(L).

e -
donde Ap = <(‘D (" )> como fue expucsto en §8. En lo sucesivo usarcmos la



Lema 14.3. Considere el camino maximal S que tiene por extremos los puntos
a,b € K, como en la Figura 9. Entonces la bola a mayor altura en S es B =
Bla, la —b]] = B[b, |a — b]].

Blu,la—t]] o

Ficura 9. Camino maximal de extremos a y b.

Demostracicn. Recordemos que el punto a mayor altura B es la bola de la cual a
y b son ambos centros y euyo radio es el menor posible. De esto se desprende que

B = Bla,|a - b|]] = Blb, |b—al]. O
Supongamos que 1 # o € SR y sea § = Sp(w) el tallo de la rama Sp(4),
determinado por el elemento idempotente w = % Queremoes determinar la K-

liana més cercana a S. Esto sc ilustra en la Figura 10.

AN

a+by/a a—bv/a LEK

FIGURA 10. S es el tallo en cuestién, el cual denotamos con rojo.
3l camino que pasa por la bola B y que unc el punto £ con oo es
la K-liana mis cercana a S. Usamos la linea continua para hacer
notar que el extremo de este camino es un elemento de K.

De la Figura 7 v el lema previo se desprende que para determinar la K-liana
mas cercana a S, basta calcular el punto £ € K tal que:

d(E, a+by/@) = la+bva — ¢,
sea minimal. Por la extensién tnica del valor absoluto tenemos que:
la+by/a—¢l=la-bv/a—¢§
Por lo tanto tenemos que encontrar £ € K tal que:

(@ — &) — bo

es minimal, es decir:
a=(a—E>+r,
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donde k = (a — £)? — b?a, es minimal. Por lo mostrado en §4. el ideal generado por
dicho (k) es el defecto cuadratico 8(b%a), que sabemos que debe cumplir con:

(k) = b2 (ax).
Ademads £ = be + a, donde ¢ es un clemento tal que §(a) = (¢
el siguiente lema.

2 — o). Esto prucba

Lema 14.4. El extremo £ de la [ -liana mas cercana al camine maximal que une
a+ by/a con a — by/a satisface que £ = be+ a. donde ¢ € K es un clemento tal que
5(a) = (2 — ).

Observacion 14.5. En este analisis y en todo lo que sigue, trabajaremos en O\ten-—
siones L de K en donde emplearemos la valuacién normalizada por v(7r) = - T / O
Por lo tanto la distancia en 7 (L) puede también tomar valores [raccionarios. Note
que vl = vg.

Analizaremos la posicién de la K-liana del Lema 14.4 con respecto a S. Con
esta informacién, estudiaremos la posicion relativa de S con respecto a la rama
Sk (t). Como el defecto cuadrético varia dependiendo del valor de a, dividiremos el
problema en casos.

14.1. o= A: Si a = A es una unidad no ramificada entonces, como L = K (/&)
es una extension de K que no ramilica, se tiene que la extension correspondiente
de cuerpos residuales L/K tiene grado 2. Luego cada vértice en el drbol 7 (L) tienc
¢*-+1 vecinos, donde g+1 es el niimeros de vecinos de un vértice cualquiera en 7 ().
Las ramas que aparecen en 7 (L) y no en 7 (K) les llamamos ramas fantasmas. Estas
ramas se ilustran en la Figura 11.
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Ficura 11. Arbol de Bruhat-Tits 7(L), para una extensién
cuaddtica L de @ no ramificada. En la figura los vértices con
estrellas estdn en 7(L) — T(K) y las ramas que se forman unien-
dos estos vértices son las denominadas ramas fantasmas. Estas sc
simbolizan con lineas discontinuas. Los exiremos con estrella estan
en L — K.

De lo dicho al principio de esta subseccion e ilustrado en la Figura 11, se deduce
el siguiente lema.
Lema 14.6. Sea T(L) el arbol de Bruhat-Tits construido sobre L = K(VA),
para K cuerpo local y A € K una unidad no ramificada. Entonces un vértice

B = Bla.|n"|] de T(L) estd en T() si y solamente si existe algin centro b de B
tal que b € K.



Por otro lado:
§(b*A) = b*5(A) = (4b%),
ya que, segin lo visto en §4, se tiene que 0(A) = (4). As{ |o + bVA —£| = |2b] =
1203v/A|, por lo que Bla + bW/A, |20v/A|] = BIE, |2b]]. Luego, por el lema provio,
como £ € I, se tiene que Bla -+ WA, |20v/A]] = B¢, |20)] € T(K). Es decir, la
K-liana més cercana a S intersecta a la rama S en el vértice a mayor altura de
esta. Esto se ilustra en la Figura 12.

5 Bie

/NN
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FIGURA 12. En la figura By = Bla + WA, [2b]] = BI&, |2b]] v
Ty (i) = {B;}. El camino que une By con el extremo £ se simboliza
con linea continua para hacer notar que dicho extremo estd en K.
El camino en rojo corresponde a la rama S.

Ahora bien, la identidad S (i) = S1,(i) N'T(K) se cumple para todo cuaternion
puro i € My (K). Ademds, debido a la observacién 14.2 se tiene que la rama Sr(i)
es un engrosado en p = v(2) del camino maximal Sg(w). Por otro lado, ninguna
de las bolas en Sp(w) a menor altura que la bola B3y = Bla + bV A, |20]] es estable
bajo la accién del elemento no trivial o del grupo de Galois. Esto se debe a que
si B = Bla+ byv/A,7] es una bola a menor altura que la bola By entonces a. B=
B {a$b\/K, r] # B, puesto que la distancia entre utbv/A ¥ aTbv/A s mayor ar. Sea
B’ una bola tal que d(B', T,{w)) < v(2) y tal que el vértice en Sp(w) mas cercano
a B’ nosea B;. Entonces la accién de o en B’ tiene por imagen una bola distinta de
B’. Por lo tanto, ningtn vértice a distancia ¢ < v(2) de una bola B # By en Sp(w)
pertencee a Sk (i). En cambio, las ¢ + 1 bolas vecinas de By en T(K) pertenecen
a Sk (i). Més atin, toda bola en T(K) a distancia ¢ < v(2) de By es un vértice de
Sx(3). Luego, como By € Sk (i), se tiene que Sk (¢) es un engrosado en { = v(2)
de {B,}. Por lo tanto Ty (i) = {B1}, donde By = Bla + bWA, |26v/A]] = BIE, |2b]]
v la rama Sy (7) tiene profundidad pg (S (i)) = v(2). En particular, tenemos que
Ty (i) se incrusta en 1 (i), como se muestra en la Figura 12.

14.2. a =7 €I : 8 o = 7 es un parametro uniformizante de K entonces
podemos suponer que W%‘ = 7. Luego, en el arbol T (L), aparecen vértices entre los
puntos vecinos de T (/). Dicho vértices se denominan puntos o vértices intermedios.
Esto se ilustra en la Figura 13.

De lo dicho acerca de la forma del drbol de Bruhat-Tits 7(L) y mostrado en la
Figura 13, sc desprende el siguiente lema.

Lema 14.7. Sea T(L) el 4rbol de Bruhat-Tits construido sobre L = K(m),
para /i cuerpo local y 7 pardmetro uniformizante de K. Entonces un vértice B =
Bla, |7} |] de T(L) estd en T(K) si y solamente si r € 2Z y a € K, para algin
centro o de la bola B.
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FIGURA 13. Arbol de Bruhat-tits 7 (L), de una extension cuadrati-
ca ramificada L de Q.. En la figura los vértices con estrellas estédn
en 7(L) — T(K) y los extremos con estrellas estdn en L — K.

Por otro lado:
3(b*m) = b28(m) = (bm),
va que, segtn lo visto en §4, se ticne que d(7w) = (w). Asi o + by/m — §| = |bry|.
Por esto By = Bla + by/7. |2bm]|], el vértice a mayor altura de § = Sg(w), estd a
distancia d = v(2) del punto B = B[&, |br.|] de la K-liana a menor distancia de S
v podemos escoger £ = a. Esto se ilustra en la Figura 14.
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FIGURA 14, En la figura By = Bla + b7, |2by/7|] . B =
Bla, |by/|] ¥ Ty (i) consiste en los vértices By = Bla, [b]] ¥y
B3 = Bla. |br|]. El camino en rojo corresponde a la rama S.

Recordemos que Sk (i) = Sp(i) N T(4). Ademass, debido a lo mencionado en
la observacién 14.2 se liene que la rama Sy (i) es un engrosado en p = v(2) + %
del camino maximal Sy (w). Sea D = Bla + by/m, |br|]. Si consideramos un vértice
D' € Sp(i) tal que d(D', D) < d(D', B), entonces se tiene que D' & Sk (i). Esto
se debe a que si D' = Ble,|77|] € T(K), entonces ¢ € K y r = 25, para 5 €
Z. Luego si tomamos las bolas B" = Blc, |75 ™"|]. para n € Z, construimos una
K-liana mas cercana a Sp(w) que la considerada en un principio. Esto nes lleva
a una contradicién. De la misma manera, si un vértice F = B[f, |br|], vecino a
B = Bla, |by/7|] y distinto de By = BJa. |br|], fuesc un vértice de 7 (K) entonces cl
vértice B cumpliria con B € T(K). Esto tltimo se debe a que B corresponderia a
la bola Bla, |f — a|] € T(K). Esto también nos lleva a una contradiccidn.
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Sumando lo anterior al hecho de que Bz = Bla, |b]] ¥ Bz = Bla, |br|] sow los vérti-
ces en Sp,(1)NT (K) a mayor distancia de Sy, (w). concluimos que Sk (1) = { Ba, Bz}
BEs decir Sg (i) es una rama de profundidad nula cuyo tallo eslé constituido por los
vértices By v Bs. En particular la rama T (i) estd constituida por dos vértices a
distancia v(2) + £ de la rama T (7).

14.3. a = u € O Si @ = u es una unidad ramificada entonces, como L/IK
ramifica, se tiene que ﬁi@b = 7@, Luege en el 4rbol T(L) aparecen puntos
intermedios como en la seceién anterior. Esto se ilustra en la Figura 15. Note que
este caso solo se tiene cnando K es un cuerpo local diddico.
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Ficura 15. Arbol de Bruhat-tits 7 (L), de una extensién cuadrati-
ca ramificada L de Q3. En la figura los vértices con estrellas cstéan
en T(L) — T(K) y los extremos con estrellas estan en L — K.

De lo mencionado acerca del arbol construido sobre L e ilustrade en la Figura
15, se desprende el siguiente lema.

Lema 14.8. Sea T(L) el drbol de Bruhat-Tits construido sobre L = K(/u),
para K un cuerpo local y una unidad ramificada u € K. Entonces un vértice
B = Bla, |7t | de T(L) estd en T(K) si y solamente si v € 2Z y o € K, para algin
centro a de la bola B,

Por otro lado:
8(b%u) = b26(u) = (B*n™1),
va que segiin lo visto en §4, se tiene que &(u) = (m2#+1), donde 0 < t < e = vr(2).
Asf |a+by/u—E€| = b2t Por esto By = Bla+ \/E I, el punto a mayor altura
de § = Sp(w), esté a distancia d = v(2) —{ — ’7 del vértice B = BIE, by ™), que
es el vértice de la K-liana més cercano a S. HEsto de ilustra en la Figura 16.
Recuérdese que Si (i) = Sr(i) N T(K). Ademds, debido a lo mencionado en la
observacién 14.2, la rama Sp,(i) es un engrosado en p = v(2) del camino maximal
Sp(w). Sea D = [a + by, bt t|]. Si consideramos un vértice D' € Sp(i) tal
que d(D', D) < d(D',B), se tiene que D' ¢ Si(i). Esto se debe a que s D =
e, |75 )] & TKY, ntun( es ¢ € K y v = 2s, para algiin s € Z. Lucgo, si tomamos
las bolas B" = Ble, |75 ™), para n € Z, construimos una /{-liana més cercana a
Sp(w) que la considerada en un principio. Esto nos lleva a una contradicién. De
la misma manera, si un vértice F = Bl[f, |bn®T"[]. vecino a B = B¢, |or ] v
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FiGura 16. Enla figura By = Bla+by/u.|2b|] , B = B[¢, |bri |
y Tx(i) consiste en los vértices Bx = BIE,|brt |] y By =
BIE. |brt ], El camino sefialado en rojo corresponde a S.

distinto de Bz = BI[g, |brt*1]], estuviese en T (I) entonces el vértice B cumpliria
con B € T(K). Esto tltimo se debe a que B corresponderfa a la bola Blg, |f —¢&|) €
T(K). Esto nos lleva a otra contradiceion.

Sumando lo anterior al hecho de que By = B¢, |br'|] v Bz = BIE, |br'*1|] son
los vértices en Sp(i) M T(K) a menor distancia de Sz (w), concluimos que Sg (i)
es un engrosado en p(Sk (i) = ¢ del camino finito con vértices {Bs, By}, Ls decir,
la rama Tk (z) es el camino finito {Bs, B3} v la profundidad de la rama Sx (i)
es p(Sk (1)) = t. En particular, la rama T (i) estd constituida por dos vértices a
distancia v(2) — ¢ de la rama Ty, (i).

Lo dicho en §14.1, §14.2 y §14.3 nos proporciona un método para encontrar la
profundidad de las ramas § = Sg(i) en el drbol de Bruhat-Tits T(/). Esto se
ilustra en el siguiente teorema.

Teorema 14.9. Sea i € M,(K) un cuaternién puro tal que i’ = a, para o € O no

nulo. Entonces la profundidad p de la rama S = Sy (i), satisface que §(a) = (72#+1),

excepto cuando o = u?r* A, para u € O}, en cuyo caso §(a) = (7*) y cunando

a = A2, en cuyo caso p = v (26).

Demaostracién. Observe que si a = ab®, para b € Q. entonces deliniendo ' = ﬁ

tenemos que i? = a. Ademds se cumple que Sk (i) = Sk (i)Y Por lo tanto
p(Sx (1)) = v(b)+p(Sk(i’)). Por otro lado, la identidad d(ab?) = b*5(a) = m2*(®)5(a)
se cumple para cada par (a,b) € K2 Esla observacién nos permite asumir, sin
pérdida de generalidad, que o pertenece al conjunto de representantes SR, defi-
nido al principio de esta seccién y en §4. Asumiendo esto y usando el Lema 8.18
demostremos lo pedido, por casos como sigue:

i.- Si a =1 se concluye, mediante un célculo directo en el Lema 8.18, que la profun-
didad p de la rama S (i) es p = prc(Sk (1)) = v (2).

ii.- Si @ = A, entonces por lo mostrado en §14.1 tenemos que la profundidad de la
rama Sk (i) es p = pr(Sk (1)) = vi (2).

iili.- Si @ = 7, entonces por lo demostrado en §14.2 tenemos que la profundidad de
la rama Sy (i) es p=pr(Sk(i)) =0

ivi- Si oo = w, entonces por lo demostrado en §14.3 tenemos que la profundidad de
la rama Si (i) es p = pr(Sk(i)) = t, donde &(u) = (x2+1). |
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Esto da una demostracién alternativa a [A3-Sa, Lema 3.2], probado por Lnis
Arenas-Carmona e Ignacio Saavedra.

14.4. Estudio de los caminos maximales sobre extensiones. Sea K un
cuerpo local no arquimediano con valuacién v y considere una extensién de grado
finito L de K. Denotamos por € = e(L/K) al indice de ramificacién de la extension.
Al igual que en las secciones anteriores usarcmos la valuacion normalizada en L
inducida por v(mp) = % Dicha valuacién induce una distancia normalizada en
T (L) definida por (D, D7) = £, donde D, D}, son vértices vecinos en T(L).

Sea i € Ma(K) cuaternion puro tal que i = 32 € 03\—. Recordemos que, por lo
mostrado en el Lema 8.18, la rama S (i) corresponde al engrosado en [ = v(23)
de un camino maximal. Por ello en esta subseccién estudiaremos el comportamien-
to de los caminos maximales engrosados Sk ($) C T(K). al considerarlos como
subconjuntos de 7(L). Luego aplicaremos esto al caso particular £ = Op|i].

Recordemos que si S es un camino maximal entonces existe una transformacion
de Moebius 7 que lleva S al camino maximal que une a 0 con oo. Luego la demos-
tracién del Lema 12.1 nos dice que 7.5 es el camino maximal que une a 0 con oo
en T (L). Por lo tanto S tiene los mismos extremos que S. Es decir la inclusién
del Lema 12.1 no cambia los extremos de los camino maximales en T (K). Esto nos
dice que la rama Tx (i) estd contenida en T} (2), lo que da respuesta al problema
de determinar la posicién relativa de las ramas Sg (i) y Sp(i). Al igual que en la
seccidn §12 identificaremos S con el camino maximal en 7 (L) que tiene los mismos
extremos que S C T(K).

Haciendo uso de la notacion anterior, si existe un camino maximal S tal que
Sx($5) = 8 en T(K), entonces se tiene que S7.(H) = S, donde et + 1) > &k >
et y donde S se interpreta como un subconjunto de 7(L) con las convenciones
precedentes. Esto se debe a que Sk () = Sp(H) NT(K) v a la demostracion del
Lema 12.1. En lo que sigue mostrarcmos que &k = te.

Considere © € Sk (). Decimos que un vértice © tiene valencia 1 en Sy (9) si
tiene solamente un vecino en Sk (). Observe que el Lema 12.1 prueba que k # et
si y solamente si todo vértice de valencia 1 en Sk () tiene valencia mayor a 1 en
51.(9).

Sea D € Sk (H). Recordemos que, por la correspondencia vista en §6, entre reti-
culados y érdenes maximales, existe un reticulado A C K? tal que ® = Endp, (A) =
Dy Sea 9§ = H/7xH. Como H C D tenemos que TA C A, para cualquier 7' € §.
Definimos la representacion ¢ : $ — End(A/mxA) = My(K) por o(1)(W) = Tw,
donde w € A/mcA = K2, Usando estas definiciones enunciamos el siguiente lema.

Lema 14.10. Sea £ C M2(K) un Og-orden contenide en mds de un orden maxi-
mal. Entonces © € S5 () tiene valencia 1 en S ($H) si y solamente si existe i € H
tal que @(h) es nilpotente y no trivial.

Demostracion. Supongamos que D es un orden maximal vecino a D = Dy. En-
tonces, por lo visto en §6, se tiene que A’ = A + 0Oy, donde v € A — A,
Sea T € ®,. Afirmamos que T € Dy si y solamente si TE D/mrg® cumple con
To € Ku, donde ¥ € A/mx A es la imagen de v bajo el epimorfismo candnico.
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Supongamos que 1" € Dar. Entonces TA' C A’, luego T(mp A + Opv) C A +
O v. Por lo tanto, en el cociente, se tiene que TT € 75 A + Oxv = Ko. Reefpro-
camente, si 77 € K7, entonces Tv = Ao+ moq, con v; € Ay A € O. Luego
T(Okgv) = OxgTv C Opv+ wA. Como TA C A, tenemos que (A +v0x) C
TN+ 0Ok, es decir T' € Dyr.

Este resultado nos dice que Dy € Sk ($H) si y solamente si T € K7, para
cualquier 1" € $. En particular ® tiene valencia 1 en Sg ($) si y solamente si existe
un tnico vector T € A/micA, salvo multiplos, tal que TT € K7. para cualquier
TeH.

Supongamos ahora que © tiene valencia 1 en Sg($). Por lo mencionado en el
parrafo anterior, la representacién ¢ : § — M, (K), definida por ¢(T)(w) = Tw, es
indescomponible. Luego, tomando en K? la base compuesta por T y otro vector 7’

; : , _ — o o
linalmente independiente a T, tenemos que (1) = = ) .donde at, br,cr €

0 by
a .
0 , con

¢ ¢ mOk. Considere i = T — ald € §, de modo que Q‘J(Tl) = ( 8 ﬁ )

Observe que ¢(T1)? = (b—a)@¢(T1). Si b = @ obtenemos un clemento nilpotente

= ol

Q. Como ¢ es indescomponible existe 1" € £ tal que qf»('.l_‘) = (

no trivial. Si b —a # 0, entonces existe una base en la cual ¢(77) = ( b E ¢ g )
T

Considere Ts € § tal que ¢(Ty) = ( E:' 7 ), con £ # 0 o W # 0. Este elemento

existe pues ¢ es indescomponible. Entonces 13 = Th—aId € $ cumple con ¢(71)13) =

( g w(bou a) ), que es un elemento nilpotente no trivial, si @ # 0. En caso

contrario (;ﬁ(m-‘;) = ( %0_(5 8 ) es un elemento nilpotente no trivial. Esto
demuestra que, en cualquier caso, existe i € § tal que ¢(h) es nilpotente y no
trivial.

Por otro lado si existe h € $ tal que ¢(h) es nilpotente y no trivial, tenemos que
#(5) contiene alguna matriz no diagonal en cualquier sistema de coordenadas. Por
lo tanto ¢ es indescomponible. Luego existe a lo mds un vector T € A/wx A tal que
TT € K7, para cualquier T € §. Esto nos permite concluir que D € Sk ($) tiene
valencia 1, ya que por hipétesis, la valencia de D no es 0, pues Sk (£) tiene més de
un clemento. O

Estudiemos el comportamientos de los vértices de valencia 1 de una rama al
incrustar 7(K) < T(L). Supongamos que D € Sk ($) es un vértice de valencia 1.
Entonces existe h € § tal que ¢(k) es nipotente y no trivial, donde la representacién
@ es la definida en el parrafo que precede al Lema [4.10.

Observe que si D = D enlonces tomando la matriz P tal que P(Op x Og) = A
se tiene que D = PMa (O ) P71, Luego, la imagen Dy =D @, Of del vértice D
en T(L), cumple con D = PMu(OL)P~! = Ende, (A 2 Or).

Considere 5, = § ®p, Or. Entonces la representacién ¢y, : Hr — My(L)
asociada a la accién de §z sobre el reticulado ARQy, cumple con ¢ (T @ 1) = ¢(T).
Considere entonces el elemento iy, = h @ 1 € $H, con i como antes, de modo que
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or(h @ 1) = ¢(h) es un elemento idempotente no trivial. Utilizando el lema previo
tenemos que ;. es un vértice de valencia 1 en Sp(Hr).

Teorema 14.11. Sea K un cuerpo local no arquimedianc y sea L una extension
de este. Sea ® € Sk (H) un vértice de valencia 1 en Sk ($). Entonces la imagen
Dy =D R, Or del vértice ® en T(L) tiene valencia 1 en S(9).

Clonsideremos ahora una rama Sy () tal que existe un camino maximal § que
cumple con Sk (§) = Sl en T(K). Haciendo uso del teorema anterior, demostremos
que la profundidad de la rama Sg () en T(L) es k = et. En efecto ya sabemos que
e(t+1) > k > ef, donde k # et si es que existe alglin vértice de valencia 1 en Sk (43)
que 1o ticne valencia 1 en Sy (). Haciendo uso del teorema anterior concluimos
que esto 1iltimo no puede suceder. Graficamente, eslo quiere decir que los vérlices
de la [rontera de la rama Sk ($) son también vértices de la forntera de la rama
S1($). Ahora bien, como en T(L) dos vértices son vecinos si y solamente si estén
a distancia 1;, se tiene que la profundidad normalizada de la rama Sp, () en T(L)
es b,

Teorema 14.12. Sea K un cuerpo local no arquimediano y sea L una extension
finita de este. Considere los arboles de Bruhat-Tits 7 (K) y T(L) definidos sobre
K v L respectivamente. Si la rama 7% ($) es un camino maximal cuyos extremos
son a, b, y si la profundidad de la rama Sk () en T(K) es {, entonces Tp(H) es
el tmico camino maximal en T{L) con los mismos extremos a,b, y la profundidad
normalizada de S, ($3) en T(L) es también ¢.

Aplicando este tltimo resultado al orden $ = O i], donde i es un cuaternion
puro tal que 42 = 8%, concluimos el siguiente resultado.

Corolario 14.13. Sea K un cuerpo local no arquimediano y sea L una extensién
finita de este. Considere los &rboles de Bruhat-Tits 7(K) y T (L) definidos sobre
K vy L respectivamente. Sea i € My(K) cuaternién puro tal que 2= p% e 0.
Si la rama T (¢) es un camino maximal cuyos extremos son c, b entonces 17, (%) es
el iinico camino maximal en 7 (L) con los mismos extremos a, b y la profundidad
normalizada de Sg (i) en T (L) es vx (26).
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15. DISTANCIA ENTRE TALLOS

Sea K un cuerpo local no arquimediano y sea 7 = g un parametro uniformi-
sante de K. En esta scocién, asi como en §16 y en §17, estudiaremos la posicion
1elat1va entre las ramas § = Sk(i) = {@ S )' (K):ie D}y T = 8k(j), donde

i, 7 son cuaterniones puros tales que i? = a, j2 = 3 son enteros y no nulos. Por lo
mencionado en §4, podemos asumir que o, § € SR = {1, A}UQUTL, donde A es
una unidad no ramificada de K, € es un conjunto de representantes de las unida-
des ramilicadas en K*/K*? y 1l es un conjunto de representante de los parédmetros
uniformizantes en el mismo cociente.

En lo que sigue trabajaremos en los cuerpos locales L K (/a./B), en donde
5 . + 4 _ ! -
emplearemos la valuacién normalizada por v(rr) = = / 7 = = o(Dp,D%). para g

la distancia normalizada en T (L) y ©r, D7 vértices vecinos en el mismo arbol.

Dividiremos el analisis de estas distancia en varios casos dependiendo de los valores

de o, 8 € SR.

Partamos analizando ¢l caso méas elemental, que se da enando o = § = 1. En
este caso trabajamos en L = K, en donde, por los calculos hechos en §11, tenemos
que Tk (i) y T () son dos caminos maximales. 51z, 7 son cuaterniones linealmente
independientes, podemos asumir que Ty (i) es el camino maximal que une a 0 con
oo (en azul en las figuras) y que T (7) es el camino que une a 1 con ¢ {en rojo en
las figuras), donde A = £1%¢.

Si |1 — ¢ < 1 tenemos una configuracién como la que se exhibe en la Figura 17.
Luego la distancia d entre Ty (4) ¥y Tk (7) es:

d=v(l-1t).
Teniendo en cuenta que |1 — | < 1 implica |1| = |¢|, tenemos que d = v (1—1). De
esto se sigue que d = _lé'u (“—jﬂj) . Reescribiendoe la igualdad anterior, en términos

del producte simetrizado A, oblenemos que:

1 P |

Sea dg : K — ZU{sc} la funcién definida por dy(A) = —1v (Az—q_i) Sijl—t|>1
entonces 0 € BJ[1, 1], Tuego B[O, |1 —t[] = B[1,]|1 —t[]. En este caso el vértice a
mayor altura de Ty (f) es un vértice de Ty (i). Entonces la distancia entre los tallus
es nula, puesto que se intersectan. Esto se ilustra en la Figura 18. De la misma
figura se sigue que el largo / del segmento de interseccién entre las ramas T (i) ¥
Ty (j) es I = —v(1 — t). Esto debido a que el segmento de interseccion es el que
tienc por vértice de inicio D = B[0,1] y por vértice final a By = B[0,[1 — t|]. Por

. As{ obtenemos

] = Bl0, |t]] se tiene que | = v (“i

=0 (222) - a0

Observe que si t = oo, es decir si A = %1, tenemos que [ = oo. Este caso se
obtiene identificando los extremos correspondientes en la Figura 18. En dicho caso
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otro lado, como B[1,
que:
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la rama de interseccién esta conformada por las bolas B = B[0,|77|], con r < 0 y
es 1n rayo.

S Bie

1'/ \'.'

FIGURA 17. Posicion relativa de Sy (j) (en rojo) y Sk (i) (en azul)
para |1 — 1| < 1. En la figura B; = B[1,[1 —¢|]] y D = B[0,1]. La
rama Tx (j) tiene por vértice a mayor altura a B). La distancia en
cuestion es la que se tiene entre la bola B} y D. Esta se grafica con
linea punteada.

®q

[ Tum
o

D'\;

FIGURA 18. Posicién relativa de Sg(7) (en rojo) y Sk (i) (en azul)
para |1 — ¢/ > 1. En la figura B, = B[1,|1 —t|| ¥y D = D[0,1].
Tx(7) es la rama que tiene por extremos a 1 y 4. La Iinea priirpura
representa el segmento de interseccién entre los tallos.

Por tltimo si [1—¢| = 1, se tiene que 0 € B[1, |1—¢|]. Luego B[0, 1] = B[0, |1—{|] =
B[1, |1 —t]]. Por lo tanto la distancia entre 75 (i) v T%(4) es nula. Esto se ilustra
en la Figura 19.

De hecho, en este caso el largo del segmento de interseccion entre 4 (i) v T (4)
es [ = v(t). Observe que v(1—1%) = 0. Por lo tanto [ = v ((]_;”) Esto nos permite
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Fraura 19. Posicién relativa de Sy (f) (en rojo) v Sk (4) (en azul)
para |1 —t| = 1. En la figura Bo = B[0,|f|]] y D = B[0,1]. Tk ()
es el camino maximal que tiene por extremos a 1 y £. La linea de
color plrpura representa el segmento de interseccion entre los ta-
Nos.

reescribir el largo del segmento de interseccién entre las ramas 1 (i) y 1'% () como:

b |
z=t-(\ 7 )=-2df(,\).

Ademaés, si i, j son cuaterniones puros linealmente dependientes, entonces i = +7,
va que i = j2 = 1. Luego A = ‘;j?i = +1. Por otro lado sabemos que en este caso
las ramas T (i) y T (7) coinciden, es decir se intersectan en un camino maximal,
por lo que podemos asumir que { = oco. Observe que poniendo A = £1 en la férmnla
para el largo de la rama de interseccion obtenemos el mismo resultado. Luego, para
efectos de la expresion del largo de la rama de interseccién y la distancia entre tallos,
la hipotesis de independencia lineal se¢ puede eliminar. No obstante, si A = +1,
[ = oo no distingue el caso linealmente independiente, en el que Ty (i) N Tk (j) es
un rayo, del caso linealmente dependiente, en el que Tk (i) = T (j). Lo anterior se
resume en el siguiente teorema.

Teorema 15.1. Sean i,j € Ma(k
e ij -+ ji = 2A, y considere df(A

; ) .
dos cunaterniones puros tales que ¢ = 1. 7° =1

e i Sl

= —3v ("24*1). Entonces la distancia d entre
Ty (i) y Tie(j) es d = max {0,dy(N)}. Si d = 0 entonces el largo 1 del segmento de
interseccion entre Tx () vy Tr(7) es { = —2dz(\).

Observacion 15.2. Si A = 0, entonces d = v(2). De esta manera recuperamos los
resultados de Ignacio Saavedra en [Sa, §4].
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16. ANALISIS DE DISTANCIAS PARA o = 1

En esta seccién seguiremos con el estudio que comenzamos en §15. Especifica-
mente, estudiaremos aqui la posicién relativa de las ramas § = Sy (i) y T = Sk (J),
donde 4, j son cuaterniones puros enteros, para los cuales podemos asumir, por lo
dicho en §13, que i? = o = 1y 52 = 5 € SR — {1}. Observe que en este caso
los cuaterniones i, 7 son linealmente independientes, pues de lo contrario A = af,
luego A € K2 N SR = {1}. Dividiremos mestro estudio de acuerdo al valor de 5.
Ademds, dado 3, trabajaremos en la extensién cuadritica L = K (/F) de K.

En este capitulo asumiremos que T (4) es el camine maximal que une a 0 con co.
1 0
0 -1
Luego, por lo mencionado en §12, la rama 77 (i) coloreada en azul y la rama 1’ (5)
coloreada con rojo lucen como en la Figura 20.

Esto ya que en algnna hase & = y en esta base hacemos todo el analisis.

o0
.
D
Bye
B
<
7 ebBs
g \
e
Bi % \
/ \
\
/ \
* * [ ] ®
a+by1B a—by/B celK 0

Figura 20. Bu la figura By = Blu + b/B. [20v/B|] v si 8 # A
entonces 1% (j) tiene por vérlice més alto Ba. Bajo el mismo su-
puesto B ¢ T(K) y en este caso la distancia en cuestion es la que
se muestra entre la bola By y D = B[0, la + by/B|]. Esta se grafica
con linca punteada. Si 8 = A entonces el unico vértice de Tk (j)
es 13 € T(JK) y la distancia en cuestién es la que se muestra entre
las bolas B v . De hecho, en este caso B = By,

Observe que Ty (7) puede estar constituido, dependiendo del valor de 3, tanto
por un vértice como por dos. Esto se debe a lo calculado en §7.

16.1. 5= A. En este caso trabajamos en L = K(VA), extensién de grado 2 que
no ramifica sobre &. BEn la Figura 12 y la Figura 21 se muestra como lucen, en
este caso, los tallos 17, (1) y Tr(5). Observe que el punto a mayor altura en el Lallo
de T1(5). es el tallo de Sk () (cf. §14). Por ello la distancia normalizada entre los
tallos en T (L) es:

20VA a+bvA

d=wv = —vy

a+ VA ' 2b ’



donde v es la valuacién normalizada, definida en 14.5. Sin embargo, como I%+\/Z =
‘% — VAl tenemos que:
1 A2 A
d=-sv|{—7—]20
2 4

donde A = £4 es el producto simetrizado de i y . Observe que, por la definicién de

v, se tiene que d es la distancia en T(K) entre Tx (i) y Tk (7). Como Tg(j) consiste
en 1N tnico vértice, este cstéd contenido en Tx (4} si y solo si d = 0.

Observacién 16.1. Observe que si A = 0, es decir si 4, j son ortogonales, entonces:

A
d= —%’L.‘ (I) = v(2).

Esto concuerda con lo expuesto en [Sa, §4].

2 - - -
Analicemos la distancia d = — v ()‘ ;A> obtenida anteriormente, haciendo va-
riar A € K.
i.- Si|A| > 1entonces por principio de dominancia tencmos que d = —Ly (1\4—) =

2(2) —w(A) > v(2) = 0.

ii- Si [A] < 1 entonces A2 — A € Ok Supongamos que A% — A = un®, con s € N
y u € Of. Entonces, como [VA — Al = [VA 4+ A| = |7t | = |7, tenemos
que s = 2t, ya que L es una extensién no ramificada de K. Por lo tanto

24 h —
d=—1iv (“—j—) = u(2) —t. Observe que en este caso [AZ—A| > [§(A)| = [4],
donde 6(-) denota el defecto cuadrdtico. Por lo tanto, en este caso, d >0,
con igualdad cuando (A? — A) coincide con el defecto cuadrético de A. En
este dltimo caso la rama Sy (j) estd contenida en Sk (2). Graficamente, esta
distancia se puede observar en la Figura 21.

De este andlisis se desprende lo siguiente.

Teorema 16.2. Scan 4, j € Ma(K) dos cuaterniones puros tales que P=152=A
e if + ji = 2A, donde A € K es una unidad ne ramilicada. Enfences la. distancia
entre Tw (i) v Tr(j) es d = —%1: (A'IA) c N, Ademas la interseccién entre Ty (7)

y T (j) contiene un tinico vérlice si A € O} es tal que (A2 — A) = (4) y es vacia
en cualguier otro caso.

16.2. 3 = & € 1l. En este caso trabajamos en la exlensién L = K (/) que
ramifica sobre K. Sabemos como lucen, en este caso, las ramas 17 (¢) y 11.(j), por
lo dicho al comienzo de la seccién y mostrado en la Figura 20. Dichas ramas se
destacan en las figuras signientes con azul y rojo, respectivamente. Observe que
Twc () = {Ba, Bs} esta a distancia v(2) + é del punto de mayor altura de I'7.(j).
Esto fue demostrado en §14. Luego, si los tallos no se intersectan tenemos una
configuracién como la mostrada en la Figura 20 y la distancia d entre ellos es:

ol BN B R
e=r a—+ b7 - b ’

donde 7 = 7x v v es la valuacién normalizada, definida en 14.5. De hecho se tiene
que |4 + /7| = |§ — /7, por lo que:

1 ;
d=—3zv (A=),
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donde A = =% es el producto simetrizado de los cuaterniones ¢ y j. Observe que,
por la deﬁmqon de v, se tiene que d es la distancia en T(K) entre Ty (i) v Tic (4),
cuando est()q no se intersectan. Sea dy : K — Z U {cc} la funcién definida por

ds(A) =

,_,, ()\“ — Tr) En lo que sigue analizaremos la funcién dy para entender

como reind Lrpletarla en ¢l caso en que los tallog de las ramas se intersecten. Para
este propdsito analizaremos dy en distintos valores de A € K.

]

iii.-

Si [A| > 1 entonces por principio de dominancia dy(X) = —iv(A\?) =
—v(A) > 0y los tallos de las ramas no se intersectan. Por lo tanto d = dy(A).

Si |A| < 1. entonces se tiene que A = wlu, con £ > 0, u € Oj. Note que
es este caso m|A y por lo tanto df(A) = —3. Para interpretar este resultado
hacemos el analisis siguiente. De la igualdad A = % = un’ se desprende
que a = +un'h. Esto nos dice que los extremos de TL( ) son +b(riu+ /) y
+b(mtu — /7). Si hacemos actuar la tranformacién de Moebius 7(z) = 17,
entonces podemos asumir que 7, (1) y 74 (4) son como se muestra en la Figura
22.

S Bie “

/N

a+b a— b\F §EK 0

Ficura 21, En la figura B, = Bla + bW/A, |20]] = B[¢,|20]] s
el finico vértice de Tk () y D = B[0,|a + bv/A[]. La distancia en
cuestién es la que se muestra con lineas punteadas y es igual a

v(2) — L.

En este diagrama la K-liana méds cercana a T7.(j) tiene por extremo infe-

rior al punto £, gue en este caso coincide con A = ur?, por lo visto en §14.2,
Luego Tk (j) consiste en los vértices By = B[\, |1|] ¥ By = B[\, |7|]. Observe
que 0 € Bs, debido a que |\ — 0| = |7f| < L. Luego By = B0, 1]. Por otro
lado 0 € Bj, puesto que 7|\, Luego tenemos que By = B|0, |x|]. Esto nos
dice que si t > 0, y por ende dy(X) = —1, se tiene que Ty (j) C Tk (i).
Por 1iltimo, asumimos que [A| = L. V\ledlante los mismos argumentos que se
muestran en [ii], podemos asumir que T'.(7) y 7'L(j) son como se muestra en
la Figura 23. Ademéds en este caso, por principio de dominancia, se tiene que
de(A) =0.

Observe que 0 € B, debido a que |A — 0] = |7t < 1. Luego B2 = B[0, 1].
Por otro lado 0 ¢ By, puesto que 7+ A. Por lo tanto 1'% () N Tk (j) = {B2}-
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Fraura 22. Configuracién de las ramas para ¢ > 0. En la figura
B: = Blur* + /7, |2v/7], B = B\, V7], Ba = B0, |M] ¥y Tk ()
consiste en los vértices Bs = B, |L|] ¥ Bz = B[\, 7.
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Ficura 23. Configuracién alternativa, para t = 0. En la figura
By = Blu + @, |12vx|], B = B\ |7l vy Ti(j) consiste en los
vértices By = B[, |1|] y Bs = B[\, |-

Concluimos que d(A) = 0 si y solamente si Tk (4) v Tk (J) se intersectan en
sélo un vértice.
Lo anterior se resume en el siguiente teorema.

Teorema 16.3. Sean ¢,j € Mo(K) dos cuaterniones puros tales que =1, 42 =
7 e ij + 4 = 2X, donde 7 parametro uniformizante de K, y considere dg(A) =
—%v (A% —x). La distancia entre Ty (i) y Tk (7) es d = max {0.d;(\)}. Ademds,
si |A| = 1 entonces dp(X) € NU {0}, tomando el valor dg(A) = 0 si A = 1, en
cyo caso T (i) y Tk (5) se intersectan en sélo un vértice. Por otro lado, si [A] <1
entonces dy(A) = —3, en cuyo caso T (j) C T (7).

Observacion 16.4. Observe que si A = 0, es decir si nuestros cuaterniones 4, j son
(J]‘Lugunalﬂ& entonces:
1 1
dg(0) = =5 (m) = =5
en cuyo caso d =0y Tk (j) estd contenido en T (4). Esto concuerda con [Sa, &4).
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16.3. 4 = u € Q. En este caso trabajamos en la extensiéon [ = K(/u) que
ramifica sobre K. Note que este caso solo puede darse cuando K es un cuerpo
diadico, por lo mencionado en §4. Por otro lado, por lo dicho al comienzo de la
seccion y mostrado en la TFigura 20, sabemos como lucen en este caso los tallos
Tr(i) v Tr(5). Dichos tallos se destacan con azul y rojo respectivamente, ci las
figuras que siguen. Observe que 4 (7) = {B2. B3} estd a distancia v(2) — ¢ — 1 del
punto mas alto By de T (j), donde ¢ € [0,v(2)] cumple con 6{u) = (7w2+1). Luego,
si los tallos no se intersectan se tiene una configuracion como la mostrada en la
Figura 20 y la distancia d entre estos es :

t 1
o mheb Cd a-+byu
di(—a{»b\/ﬂ)t L(———b )

donde v es la valuacién normalizada definida en 14.5. Sin embargo [# + /u
a . S8 Slrneie:
|4 — /u|, de donde se sigue que:

1 2
d:t—E*u(}\‘fu),

donde A = =% es el producto simetrizado entre los enaterniones ¢ v j. Observe que,
por la definicién de v, se tiene que d es la distancia en 7 (K) entre Trc (i) vy Tri(3),
cuando estos no se intersectan. Sea dy : K — Z U {oc} la funcién definida por
de(X) =1— %'{f ()\'2 - 'u.). En lo que signe analizaremos la funcién dy para entender
como reinterpretarla en el caso en que los tallos se intersecten. Para este proposito
analizaremos dy para distintos valores A € K.
i- Si |[A| > 1, entonces por principio de dominancia dg(\) = ¢ — sv(M) =
{—v()\) > 0, y en este caso las ramas no se intersectan. Por lo tanto d = dp(A).

ii.- Si |A| < 1 entonces por principio de dominancia dr(N) =1t— {;L(u) =t>0
y en este caso las ramas no se intersectan. Por lo tanto d = dp(N).

iii- 5i |A| = 1, entonces M —uw =max%g, cons >0y g & O En este caso
realizamos el cdlculo en un diagrama como el que se aprecia en la Figura 24,
Observe que [A2 — u| > [72%1], para todo A € K. Si [\ —u| = [r2HL ] es
decir si A? es el cuadrado més cercano a u, entonces dy(A) = —3.

En la Figura 24, el elemento £ es el extremo inferior de la K-liana mas
cercana a Tr(7). Observe que si s es impar y s # 2t + 1 entonces el vértice
més alto D del camino que une a 0 con £ no pertenece a 7 (K). Esto no
puede suceder debido a que el vértice mas alto del camino maximal que une
a 0 con £ es B[0,|€]] € T(K). por lo mostrado en el Lema 14.3. Esto nos
lleva a la conclusién de que s es par o bien s = 2t + 1. Esto corresponde a la
descripeion del defecto cuadradico en [O, §63.A].

Sis =9+ 1, entonces B =Dy Sk () estd contenido en Sy (i). En este
caso dy(A) = —%, el cual es el menor valor posible de dy.

Por otro lado si s es par entonces T (i) esté a distancia dp(A) =t—5 =0
de Tx(4). Si s = 2t entonces dy(A) = 0. En cste caso T (4) intersecta a
Tk (i) solamente en el vértice By = D = B[0, |=*|].

Lo anterior tiene por consecuencia lo siguiente:

Corolario 16.5. Sea w € K unidad ramificada. Entonces todos los niimeros del
conjunto {v{a? —u) : a € K} son pares, excepto el mayor de ellos, es decir v(b? —u),
donde b € K satisface 5(u) = (b* — u).
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FIGURA 24. En la figura B) = Bla+b\/u, |2b]], B = B[E, |br2™]
y Tr(j) consiste en los vértices B = BlE |brt]] v By =
BlE. [brtT1|]. El vértice D es igual a B[0, |a + by/u|] = B0, |bm3 |].

Teorema 16.6. Sean 4, j € My (K) dos cuaterniones puros tales que i2 = 1, j2 = u
e ij + ji = 2}, donde v es una unidad ramilicada de K y considere df(A) =
t — 4v (A* —u). La distancia entre T (i) y Tk (j) es d = max {0,d;(\)}. Ademss,
dr(N) € NU {0} para cualgquier A € K a excepcion de los A € K tales que A% es el
cuadrado mds cercano a w. Si d¢(A) = 0. sc tiene que Tk (i) ¥ T (J) se intersectan
en un solo vértice. Por otro lado, si A? es el cuadrado més cercano a u. entonces
dr(X) = —,]E, en cuyo caso Tk (7) C Tk (i).

Observacién 16.7. Si A = 0, es decir si 4, j son ortogonales, entonces:

1
d=df(0)=1— Ev(u) =1,

Esto concuerda con [Sa, §4].



17.  ANALISIS DE DISTANCIAS PARA a # 1

En esta seccién seguimos con el estudio que se desarrolla en §15 v §16. Especili-
camente, estudiamos la posicion relativa de las ramas Sy (i) v Sy (), donde i, j
son cualerniones puros tales que 12 = a,7° = 8 € Og v o, 8 & K*. Por lo dicho
en §13, podemos considerar «, 8 € SR. Para ello. dividiremos nuestro estudio en
varios casos, de acuerdo al valor que tomen dichos parametros. Ademés, para o, 3
fijos, trabajaremos en la extensién L = K(\/B, a).

17.1. Notaciones generales: En esta seccién by € K es un elemento tal que
v(h1) es la mayor altura de un vértice de T (7) ¥ ha € K es un elemento tal que
v(h2) es la mayor altura de un vértice de Ti (¢). Ademds £, es la K-liana més cercana
a la rama T7,(j) v & es la K-liana mds cercana a T (¢). Por dltimo, en las figuras
que siguen los tallos 77(i) y Tr(j) se denotan con azul vy rojo, respectivamente.

17.2. a = A8 =
que i% = j% =

A. En este caso tenemos dos cuaterniones puros i,j tales
A e ij 4 ji = 2\, Sabemos por lo visto en §14.1 que T (i) v Tk (J)
corresponden a los vértices a mayor altura de los caminos maximales que determinan
Tr(i) y 17(4). Supongamos que 17,(j) tiene por extremos a + bvVA y a — bv/A.
Haciendo actuar la transformacién de Moebius 7(z) z"“ , podemos asumir que
Tr(4) es el camino maximal que une a VA con —VA. Partamob considerando la
configuracién para T (i) y Tr.(7) que se muestra en la Figura 25.

B=BI&: |e+rVA-VA||
[ ]

N
- ~
- ~
- \
B,=B E!,P” o 032“B[E> [2r(]
.
&t —VAa c+rva c—rVA &2

FIGURA 25. En la figura los tallos T () y Ty (4) estdn constitui-
dos por los vértices Bs y B; respectivamente. Ademds. la menor
bola que contiene a VA y c+rvA es B y suponemos que esta esté
a una altura mayor o igual a By y 35, pero no igual a ambas.

La distancia d entre Ty (i) v T () en T (L) esta dada por:

(c+ (r—1)VA)?

4r

d=—

Por la unicidad del valor absoluto normalizado definido en 14.5, tenemos que |c +

rVA - VA| = |c— ,-\/m m. Por lo tanto d = —v { E==0"4

+' . Luego +X —
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sabemos que =)\ = &

i

2 (r—1)2A :
f‘—%r—)—, de lo que se sigue

4r

) . Por otro lado,



que d = —uv (#) Ahora bien, al cambiar 7 por —i en el razonamiento previo
4\ cambia de signo. Esto, en el arbol de Bruhat-Tits, equivale a intercambiar los
extremos de T (i), lo que no cambia la posicién relativa entre Tr (i) y T (j). De

esto se sigue que d = —v (#) Concluimos que bajo las hipotesis de la Figura
25 se tiene que:
I {3—0F
d=——v| ———].
2 4
Definimos la funcién d; : K — Z U {oo} por ds(A) = —gv (’\21‘&2). Sea t =

v(&) — &). Observe que la configuracion de la Figura 25 se obtiene cuando |7t| >
méax {|2], 27|} v |7*] > |2] o bien |zf| > |2r|. En lo que sigue supondremos que esto
no es asl y dividiremos el caso a = 8 = A en subcasos segin el orden de los valores
absolutos |7%|, |2] v |27].

Supongamos que |2| < |7t y |2r| > |7t o bien 2| < |7f| y |2r| > [7f|. Entonces
tenemos una conliguracién como la que se muestra en la Figura 26.

"
BlEy o'l -~
. —
-~
- |
-
Bie !
/ |
2 |
/
p |
/s |
° +* *

L * *
& VA VA & orVA c—rvAa

F1GURA 26. En la figura T (1) v Tr () estan constituidos por los
vértices B y Bj respeclivamente.

En este caso la distancia d entre los tallos es d = v(r), pero |2¢| = |e¢+ rA —
VA| = |e+ rvVA + VA Luego d = —v ( “+("_ﬁii)‘/3)z) = —v (-"—‘)—(Culr(?_,ll \/Z)z) .

4

Joncluimos que d = —zv (AZQAZ =ds(A).

Supongamos que |2r| < |7¢ v |2| > |7*| o bien |2r| < |#!| y 2| > |«?[. Entonces
intercambiando i con j obtenemos la misma configuracion que en el caso anterior
y concluimos que d = df(A) andlogamente.

Si |7t| < [2| < |2r| tenemos que 17 (z) y T(J) estén dispuestos como en la Figura
27. En este caso la distancia d entre los tallos es d = »(r). Observe que |2| = |c +
rVALVA| = |e+rVA+VA| Podemos reescribir d como d = —v ((H'—(T_il)—@) =

. 2 B 2 : 5
—v (QWA} . De esto se sigue que d = —5v (A_‘;laﬁ) = ds(}). Lo mismo

concluimos si |mt| < |2¢] < |2].

Por tltimo, si |2| = |2r| entonces tenemos que la distancia en el grafo es nula,
De hecho la configuracién de las ramas debe ser la que se muestra en la Figura 28.
Observe que:

1 (,\ZN)_ 1| ((e+rVB+VAY i (e + VA — VA)?

1ol

"9 . 4r

s
[

Bk & ir



Pero en este caso ademas se cumple que |2 = |2r| = |e + rv/A + VA|. Luego
dp(A) = —%v (5]—A2> = —$u (%@) = —v (Mﬂ) € Z es un
ntimero negativo v el conjunto de valores que recorre, haciendo variar ¢, r no esta
acotado. Observe también que si tomamos cuaterniones 7, 7 linealmente dependien-
tes, entonces A2 = AZ En dicho caso los tallos de las ramas coinciden, pero la
tormula anterior dice que dg(A) = —oo. Resumiendo todos los casos anteriores, se
concluye que la distancia d entre T (i) ¥ T (j) es d = max 10.dp (M)}

AV /\

Ez £ VA — \/_ e+ \F c—rvA

F1aURA 27. En la figura T (i) y Tr(j) estén constituidos por los
vértices B3 y By respectivamente.

B,=0»
® _—
T, 5B[sl,|wfn
BIVA, |7} ] *\ B[FM/*\
A C‘H’\/_ c-rA \/_ 52 (Sw

FiaUra 28. En la figura T (i) = Tk (j) = {B)}. Ademds, |77 | =
le+rvVA—VA| = lc—rVA+ VA, La linca en piirpura representa

la interseccién de los caminos (i) v 1'n(7).

Teorema 17.1. Sean, j € My(K) dos cuaterniones puros tales que P=A=A
e ij + ji = 2X, donde A € K es una unidad no ramificada. Entonces la distancia

entre T (i) y Tie(y) esd = ma’mx{O, —%w (’\QEAZ)} e N.

Observacion 17.2. Observe que si A = 0, es decir si 4, j son ortogonales, enfonces:

d=—v (TA) = v(2).

Estc resultado concuerda con [Sa, §4].



173. a==m € Il.3 = A. En (%i‘o caso tenemos dos cuaterniones puros ¢, j
linealmente independientes tales que i = 7, 32 = A e 1j-+7i = 2\, Aqui trabajamos
en la extension L = K{/T, \/_ ., CNYO 111(11<:e de ramificacion y grado de inercia
sobre K son ambos 2 y cuyo grupo de Galois es Gal(L/K) = ('3 x (5. Sabemos,
por lo visto en §14.1, que Ty (j) corresponde al vértice a mayor altura del camino
maximal que determina TL (). Ademds sabemos que Tk (¢) consiste en un par de
vértices a distancia v(2 )+ del camino maximal que determina 7 (7). Supongamos
que el camino maximal TL( ) tiene por e\tlemob o+ b\fA y a — by/A. Haciendo
actuar la transformacién de Moebius 7(z) = s asumir que T7 (1) es el
camino maximal que une a VA con —/A. Partamos considerando la configuracién
para Tp (1) v T1(J) que se ilustra en la Figura 29.

B=B[&) |etr/T—VA|
®

N
% N By=Bl&lr]]
P .
- el N
/ B;=B ra|] » .
Blevlall =Hi % Blotry/m|2ry/7]
*
&1 \/K VA & c+r‘ﬁ c:fv"\/?

FiaUrA 29. En la figura Tk (i) v Tx(7) estan constituidos por el

vértice By, y el par {Bs, B3} respectivamente. Ademas, la menor

bola que contiene a VA y ¢+ r\/7 es B y asumimos que esta estd
a una altwra mayor o igual a By y DBa.

Lucgo la distancia entre Tk (i) y T (§) en T (L) es, en este caso:

(c+rv7 - VA)?

2r

d=—v

Pero por la extension dnica del valer absoluto tenemos que ¢ + ry@ — VA| =
lc — r/T + VA| = e+ r/T + VA| = e — r/m — vV A|. Por lo tanto tenemos que
d=—v (&M_ VA) = —n (MF'AL") . Pero £A = +— luego

2r 2r
+A— VA = 45_72;2%4'2’——— V1h ¢ ) +/7A = %&—' Por lo tanto
d= —uv (j:)\ — \/W_A) = —wu(E£X + v7A). De esto se sigue que en este subcaso la
distancia es:

i = f%'v ()\2 — ﬂ-A) ‘

Definimos, en todo §17.3, la funcién df : &' — ZU{co} por d;(A) = —3v (A? — 7A)
y considere = v(€; — & ). Note gue tenemos que v(hz) = v(r). Tn cl caso de la
Figura 29 se cumple que || > |52/, [2]- En lo que sigue supondremos que esto no
es asi y dividiremos el caso o = 7, § = A en subcasos segiin el orden de los valores
absolutos |mt|, 2] v |As| (cf. 17.1).

9



Supongamos que |2| < |7'] < |hy|. Entonces tenemos una de las configuraciones
mostradas en las Figuras 30 y 31 para Tk (7) y T (5).

B
B —~
Blgall . -* 7
e
7y |
ol | |
| |
| |
| *
N
[ ] * *
El \E VA & etryw c—ry/m

FIGURA 30. Configuracién de las ramas para |2| < |7'| < |hs|. En
la figura Tk (i) y Tr(j) estén constlituidos por el vértice By y el
par {Bs, By} respectivamente.

B
o L]
- !

P *

Bse |

ERR

!

x

* * *
51 VA 7\/-" fa ety c—r\/T
FicuraA 31. Configuracidn alternativa, en el caso |2 < |wt] = [hal.

Asi. en el caso de la Figura 30, tenemos que la distancia d entre los tallos es d =
— (‘”‘ ), pero |e+ry/T— \/K] = |c+ryT+VA| = |hamy,|, donde |mp|* = || Luego
(((+r\/— VA ) 4 ( (e4r/THVA)? ) Bl

2o 7[! 9

mismo argumento que en el caso anterior deducimos que d = fg'u (/\2 — ﬂ'A) =
d(X). Por otro lado, en el caso de la Figura 31. tenemos que la distancia d entre
los tallos es d = —v (%), pero |c+ ry/m — VA| = [¢ + /T 4+ VA| = |ha|. Luego
d=—v (EM) = —w (M) . Esto nos permite obtener que d =

podemos reescribir d como d = —

2hio 2hs
1 oy
75‘!)( 7:|A) df( )
Supongamos que |he| < |7¢ < |2|. Entonces tenemos una configuracion como
la que se ilustra en la Figura 32. En este caso la distancia d entre los tallos es

d=v (%), pero 2| =|c+ry/T - VA| = e+ ry/7 + VA Luego tenemos que d =

v (i%—) = —p (“ + ’"\{}L_‘m f) . Utilizando lo dicho en los parralos anteriores

obtenemos que d = —iv (A2 — 7A) = d;(N).
80



Por iiltimo, si |7 < |2|. [k2] entonces, como las K-lianas se intersectan en un
vértice a menor altura que el vértice a mayor altura de T (i) y Tk (j), tenemos que
podemos considerarlas como iguales para el andlisis de la posicién relativa. Esto
ultimo, ya que cualquiera de las K-lianas nos define Ty (i) v Tk (J). como en §14.
Este caso es andlogo al ilustrado en la Figura 32. Concluimos que la distancia d
entre los tallos es d = —1v (A* — 7A) = dy(\). Lo probado en §17.3 nos permite
concluir el siguiente teorema.

By
B[E!-|7TE'|L i el
Ba T
= |
-1 [
=7 iyl \
*/
| I
| |
| I
| \
* * [ ] [ ] * +*
ctryT c—ry7m E2 & VA NN

Ficura 32. Configuracién alternativa, en ¢l caso |ho| < |7] < [2].

Teorema 17.3. Sean i, j € Ma(K) dos cuaterniones puros tales que i = 7, 52 = A
¢ ij + ji = 2\, donde A € K es una unidad no ramificada y 7 es un pardmetro
uniformizante. Entonces la distancia entre T (i) y Tk (j) es d = —3v (A\* — wA) €

NU{0}.

Observacién 17.4. Observe que si A = 0, el dlgebra (I—\A) no es algebra de
0

matrices. Luego no existen i, 7 € My (K) tales que i2 =, % = A e¢dj | ji = 0. Por

ende no se puede estudiar la posicién relativa de las ramas en esle caso.

174. a =u € Q.38 = A. En este caso tenemos dos cuaterniones puros 1, j
linealmente independicntes tales que i% = u, j° = A ¢ ij+7ji = 2)\. Aqui trabajamos
en la extensién L = K (u, VA) cuyo indice de ramificacién y grado de inercia sobre
K son ambos iguales a 2 y cuyo grupo de Galois es Gal(L/K) 2 Oy x Cs. Note que,
por lo mencionado en §4, este caso solo tiene sentido cuando K es diddico. Sabemos
por lo visto en §14.1 que Tk (4) corresponde al vértices a mayor altura del camino
maximal que determina 77, (j). Ademés sabemos que Tk (i) contiene exactamente
dos vértice, los cuales estén a distancia v(2) — ¢ del camino maximal que determina
Tr(i), donde t < v(2) es el niimero natural tal que §(u) = (7**+'). Supongamos que
T7(j) tiene por extremos a + bv/A y @ — bv/A. Haciendo actuar la transformacién

de Moebius 7(z) = 52 podemos asumir que TL(7) es el camino maximal que une

a VA con —vA. Asumamos primero que la configuracién de Ty (i) v 1T7.(j) es la
que se muestra en la Figura 33.
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B=R[£1,|ctr/u—v Al
[ ]
~ ~
b8 +
i ~  Ba=Bl&|r
- .

//B—_bf IM"“I - \
B1=B[1.]2]] ® ? Blet+rva,|2r|]

ANEZAN

& \/K 7\;'3 &2 c+‘r\/ﬁ c—w'\/ﬂ

Fiaura 33. En la figura Ty (1) v T (7) estdn constituidos por el
vértice By y el par {Bs. By} respectivamente. Ademads, la menor
bola que contiene a VA y ¢+7r/u es B y esld a una altura mayor
0] lgual a B ¥ Bs.

En este caso, la distancia entre T (3) y Ti(5) en T (L) es:

i ( 2rm )
d=uw ;
(¢ +ryu— VA)?
: ST Y2 , )
es decird =14 — v (%) Por un argumento andlogo al dado en el primer
sub-caso de la seccidn §17.3, tenemos que:

1
d=1—zv (A —ud).
2
Ahora bien, se demuestra anilogamente a lo diche en §17.3, poniendo iy = rat,
que la férmula anterior es vélida para cualquier configuracién de Ty, (i) y Twu(4).
Esto demuestra el siguiente resultado.

Teorema 17.5. Sean i, € M (K) dos cuaterniones puros tales que P=ujt=A
¢ if +ji = 2\, donde A € K es una unidad no ramificada y « cs una unidad
ramificada. Entonces la distancia entre T (i) y Tk (5) es d = [ — 1v (3> —uA) €
N U {0}.

Observacién 17.6. Observe que si A = (0, es decir si nuestros cualerniones 7, j son
ortogonales, entonces:

1
e b gAY =
¢ 5 (—ud)
Esto concuerda con [Sa, §4].

Lo expuesto en §16.1, §17.2, §17.4 y §17.3 nos permite concluir que si existen
cuaterniones puros linealmente independientes ¢, € Mp(K) tales que i? = q
72 = A e ij +ji = 2) entonces v(A? — Aq) es par, independientemente del valor de
a € Q. Un resultado més es el siguiente.

Teorema 17.7. Supongamos que A # Aa. Emom(‘q vxm en cuaterniones puros
linealmente independientes 4, 7 € May(K) tales que i2 = o, j> = A e ij + ji = 2\ s
v solamente si v{A% — Aa) es par.
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Demostracion. Por lo ya demostrado sabemos que la existencia de cuaterniones
implica la paridad en la valuacién. Damos aqui una demostracion alternativa de
este hecho. Supongamos que v(A%? — aA) es impar, es decir A? — Aa = ur?*!, para
clertot € Zy u € Of. Observe que, como A? # «A, tencmos, por lo mosl‘rado en el

ey i L (22 Aa)A ' A2t
Teorema 10.1, que (%) = %) Luego (“‘f—\‘) = (M) =4
A A

! K K

(LKL\') , donde w2 = —Awr es otro parametro uniformizante de K. Observe que

esta Ultima &lgebra es de divisién y, por lo mostrado en la Proposicion 9.4, esto
implica que no existen cuaterniones puros lincalmente independientes 4, 7 € M. (K)
tales que i2 = v, 5% = A e ij + ji = 2\

Por otro lado, si ©(A* — Aa) es par, entonces (L‘KA )A = (%)1 pa-
ra clerto pardmetro uniformizante m y cilerta unidad u € Op. Luego tenemos

que (”f\iﬁ) = (#) Observe que, por ser el simbolo de Hilbert un pareo
A

dual, tenemos que (—Auw, A}(m, A) = (72, A) = —1, dado que ™ = —7uA es un

parametro unilormizante. Ademds (w. A) = —1, por la misma razén. Por lo tanto

(—Au, A) = 1. Esto implica que (Q—',,’(é))\ = (#) > M, (K). Luego. se sigue

de la Proposicién 9.4 que existen cuaterniones puros linealmente independientes
i,7 € Ma(K) tales que i = @, 72 = A e ij + ji = 2\ O

17.5. a=m €1II,3=m €Il. En este caso tenemos dos cuaterniones puros 4, f
tales que 4° =y, j% = m ¢ 4j + ji = 2. En lo que sigue supondremos que ¢, j son
cuaterniones puros linealmente independientes lo que, por lo dicho en el Teorema
13.8, equivale a que A? # mm. Observe ademés, que en este caso trabajamos en la
extensién L = K (/71 \/m2) cuyo indice de ramificacién e{L/K) cumple con:

51 no i

si ;= my 0 bien m = Amy
e(L/K) {
y cuyo grupo de Galois es:

Gal(L/K) = {(.v

/2><(,-Yg Siﬂ—l?—'L'H—gl

Oy 81 = M2

Sabemos, p(n lo visto en §14.2, que Tx (j) estd compuesto por dos vértices a distan-
cia v(2) + L del camino maximal que determina 7. (7). Lo mismo vale para 1'% (7).
Suponﬂamaq que 17(7) tiene los ehuunm o+ b\/__ ya-— b\/__ Haciendo actuar
la transformacién de Moebius 7(2) = que 1.(j) es el camino
maximal que une a /T con —/my. Plll'ﬂe] 0 asumimos M conliguracion de la Figura
34 para T.(¢) v Tr,(J)).

En este caso la distancia entre Tx (i) y L (5} en T (L) es

,.
De la figura 34 se deduce que ¢+ /T2 — /71| =
| =

¢ — ry/Ta + /7L = e+ T+

c—r\/T2 — /71, pues esLe valor corresponde al 1ad10 de la bola B. Por lo

et —r?my—my —2r/miTs 2 iy —ry 420 /7
tanto tenemos que d = —v ( 2 ?j V7 4) — ( A 7‘1 AT ) Por
C e (12—r‘97rg—171+2r\/7r1ﬂ2
otro lado, sabemos que =\ = ———”1”9:1 £ luego +A—,/mim; = — S
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Bia=H[&s
Bl/F 2Vl « — 7 | T“ e I”“ ~ & Blotry7, 120 y73)]
=Rl
/ A\ l
74 \ |
/ |
* * [ ]
Vo — /Tl &1 E'z Cchry/ma t*f\/i'_z

FIGURA 34. Iin la figura Tk (i) y Tk (7) estdn constituidos por los
pares de vértices {Bs, Ba} v {B1, B2} respectivamente. Ademds,
la menor bola que contiene a /m ¥y ¢+ ry/T2 es B y estd a una
altura mayor o igual a By vy Bj.

v EA+ ST = _ oM oM B VTT Doy g tanto d = —u (2(£X — /m ) =

r

—v(2(£A + /m1m2)). De esto se sigue que:

d= *é’(’ (4()\2 == ’Tlnz))

Sea, en toda §17.5,dy : K — ZU{OO} la funcién definida por d; (A) = —1v ( (A2 — myma))
v sea t = w(€; — &), En este , |Ba] = |7]. En ol caso de 1:1. Figura
34 tenemos que || > |k, [h2|. En lo que sigue supondremos que esto no es asf
v dividiremos el caso oo = m, § = 72 en subcasos segin el orden de los valores
absolutos |7t|, || v [Ral-

Supongamos que |h1| < || < |hs|. Entonces tenemos una conliguracién para
Tr (i) ¥ Tx (j) como la que se muestra en las Figuras 35 y 36.

By
By _®
CIENES I o
B Y s
x® 7 | |
A \ !
¥ | B2 | |
w L i
! |
| | / \
* * & L I *
Ty V71 & €2 cbryT2 =172

FicUrA 35. Configuracién de las ramas para |fy| < |7t < |hal.

En el caso de la Figura 35, tenemos que la distancia d entre los tallos es d =
— (T,,"]) pero por lo visto en §14.2 tenemos que |¢ + ry/m — /M| = e+ 7 /T2 +
1 T2 2
71| = |hem?|. Luego podemos reescribir d como d = (H’——— S 7”))

hahy
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FIGURA 36. Configuracion de las ramas para |h| < |7f] = [hal.
(e4r/ T2+ /W;)z

-

mos que d = —;%'v (4()\2 — 7T]_7T2)) = ds(A). Por otro lado, en el caso de la Figura 36,
tenemos que la distancia d entre los tallos es d = —v (%) pero |e+ryTe — /71| =
o4 v/ 4 AT = I Luogo d = —u (SHVEEVI) _ _ ((etrmmt /ey

haliy hahy
Esto nos permite obtener que d = —%‘v (4(A\? — mym3)) = dy(A). Si suponemos que
|lia| < |7w'| < |hy|, entonces obtenemos dos diagramas del mismo tipo a los mos-
trados en las Figuras 35 y 36. Mediante el mismo argumento, se obtiene que la
distancia d entre los tallos es d = —$v (4(\? — mim2)) = df (A).

Por tltime, supongamos que |7t| < |hs|, |f1]. En este caso tenemos que tanto
la K-liana definida por el extremo &, como la K-liana definida por el extremo &»,
son K-lianas de Tp{z) v T0(J). Sin pérdida de gencralidad podemos suponer que
|hi| < |hz|. Luego si |hy| < |h2| tenemos una configuracién como la ilustrada en el
Figura 37.

o ) Utilizando el mismo argumento que en el caso anterior deduci-

B, Bl— e
Blgw =) i ’T‘
e
/N Jc
/N 2T,
. . * *
&2 & 71

e /T2

By

e k-®

*/*\*

B3

C—T /T3

FIGURA 37. Configuracién de las ramas para |7¢| < |[hy] < |hal.

Observe que si |hi| = |hz2| entonces T (¢) N Tk (f) # &. Es més, dichos tallos

deben coincidir, pues B[&1, [mhil|] = Bl&a, |mha|]. Luego si [hy| =

diagrama como los que se ilustran en la Figura 38.
Luego, en el caso mostrado en la Figura 37, tenemos que la distancia d en-

T2 — T = ¢+ rym2 +

hsl|, tenemos un

tre los tallos es d = —v (%), pero por lo visto en §14.2 tenemos que |e +
1 FS
71| = |hami|. Luego podemos reescribir d como

(etryma—y/m1)"

hohy

d=—v(

entre los tallos es d = —

)

1

5 U

o

(4N — mm2)) = dy(N).

(etryTa+yT1)°
hohy
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A B
By =B: =B
Bo=By e Bay=B4 *lf'. .
— -
Blewla'l) _ - — "% Blenn'l] _ . —— "% ;
(i R i °«— gl
/N _*T 2N /N T F g
L] L] *x * * * L] ® * * * *
&2 &iym =TT ctryTa e—ry /T2 & E1/m c+1r/Te /T e—ry/Tz
F1GURA 38. Configuracién de las ramas para |7t| < |hy| = |hg|.

La linea de color ptirpura representa la rama de interseccion entre

Tp(i) y Tr().

Por otro lado, en el caso de 1a Figura 38, tenemos que la distancia en ¢l grafo entre
Ty (i) y T (j) es nula. Por otro lado, para cualquicr ¢, r € K se tienc que d (A) =

- Ta— /1) etrymaJmr)?
=y (("_‘M) =—u (LM.L) . Pero |(e+r /D)), [(c+r/Fa—

hohy hahy
V1)?| < |hiw|, esto implica que df(\) € | — 0o, —1]. Ademas que este es el iinico
subcaso en el cual Tx (i) = Tx(j). Luego d¢(\) € | — o0, —1] si ¥ solamente si los
tallos de Sg (i) v Sk (j) coinciden. Lo mismo se sigue si los cuaterniones 4, j son
linealmente dependientes, pues en este caso ds(\) = —oc y Tk (i) = Tx(j). Lo
mostrado en esta subscecion nos lleva al siguiente resultado.

Teorema 17.8. Sean 4,j € My(K) dos cuaterniones puros tales que i® = mq,
j? = @y e ij + ji = 2), donde 7,7 € K son pardmetros uniformizantes v
considere df(A) = —3v (4(A\? — mm2)). La distancia entre Ty (i) y Ti(j) es d =
méax {0,ds(\)}. Ademads, si ds(A) = 0 entonces Tk (i) y T (j) se intersectan en un
solo vértice, y si dy(\) < 0 entonces Tk (i) = Tx (J).

Observacién 17.9. Observe que si A = 0, entonces:
1 i 1
rff(O) = —Et’ (f“l(z\z — 71‘17?-3)) = —-2-'1‘ (f"lﬂ'l'frz) = —(l’(?) + 1) < 0..

luego en este caso Ty (i) = T (j). Esto concuerda con [Sa, §4].

17.6. a=m7cIl,3=u € Q. Sean i,j dos cuaternioncs puros tales que 2 = m,
j% = weij+ji =2\ En este caso trabajamos en la extensién L = K(\/7, /)
cuyo indice de ramificacién sobre K es 4. Ademas el grupo de Galois Gal(L/K)
cumple con Gal(L/K) =2 s x (5. Note que, por lo visto en 44, este caso tiene
sentido solo si K es un cuerpo diadico. Sabemos por lo visto en §14.2 que Tk (7)
contiene exactamente dos vértices a distancia v(2) + 3 del camino maximal que
determina 17, (i). Ademds por lo visto en §14.3 tenemos que Tk (j) estd compuesto
por dos vértices a distancia v(2)—£ del camino maximal que determina T (j), donde
t < v(2) y 8(u) = (7*+1). Supongamos que T7(j) tiene por extremos a + by/u y
a — by/u. Haciendo actuar la transformacién de Moebius 7(z) = 2% podemos
aswmir que 77,(j) es el camino maximal que une a /u con —y/u. Primero asumimos
la configuracion de la Figura 39 para 170(:) ¥ Tp(5):
En este caso la distancia entre Ty (i) y Tr (7) en T(L) es:

(c+ryT—Vu)?

d=-v (——T) 2
"
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Observacién 17.13. Observe que si A = 0, entonces:
. 1 f |
d}(m = '61 + 62 —= ;U (4(/\2 = L',M.LQ)) = fl e tz = ;U(*4‘u1ug) =ty =tp— ?.,‘(2),
luego Ty (1) = T (J) si v(2) > t1 +t1 ¥ se intersectan en un punto si ¢y +t2 = v(2).

Ademas, si v(2) < #1 +#1 se tiene que Tk (i) cstd a distancla d =t + t2 — ¢(2) de
T (§). Este resultado concuerda con lo descrito en [Sa, §4]

18. TEOREMA GENERAL PARA LA DISTANCIA

Los teoremas demostrados en §15, §16 y §17 se resumen en el siguiente resultado.

Teorema 18.1. Sean #,j € M (k) dos cuaterniones puros que satisfacen i* = «,
FF =8y i+ ji =2) Asuma que o v 7 pertenecen al conjunto de represenlantes

SR = {1, A, tUye. oy Upy Wiy enn s Triats
de clases en K*/K*?, donde A es una unidad no ramificada, {uq,...,1u,} es un
conjunto de unidades ramificadas y {m1, ..., 7,22} es un conjunto de representantes
constituido por parametros uniformizantes. Sea dy : K — ZU{0} la funcién definida
POT Casos cOMmo sigue:
1. Sia,d € {L,A}, entonces dp(\) = —3v (@)
2. Si a € {1, A}, mientras que 3 ¢ {1, A}, entonces ds(A) =t — fv (A* — af),
donde el defecto cuadratico de 8 es (72F71).
3. Sia ¢ {1,A} y 3 € {1,A}, entonces d(A)f = 5 — L (A? — af), donde el
defecto cuadratico de o es (w211,

4. 8i {a, B} N {1, A} = 0, entonces d;(A) = s+t — 2v(4(A2 — a)), donde los
delectos cuadraticos de @ y 3 son (72T1) v (721 respectivamente.
Entonces, si dg(A) > 0, este valor es igual a la distancia entre los tallos Tk (i) v

T (7). Por otro lado, el largo de interseccion entre las ramas Ty (1) v Tic(j) es

min{*gd.f (A), 1G3), 1(5) }

donde I(g) es el largo de T (g), el cual es 0, 1 0 oo {ver §14 vy §15).
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