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RESUMEN

En esta tesis se desarrolla una metodologia de muestreo estadistico compatible
con las propiedades mecanicas de productos del cobre. Para lograr este objetivo se
implementé un modelo que permite analizar, estadisticamente, pruebas mecanicas en
catodos y alambrones de cobre, mediante la formulacién de algoritmos numéricos que
aplican probabilidad bayesiana para estimacién de pardmetros, contraste de hipdtesis
v comparaciéon de modelos. Nos interesa la relacién entre el contenido de impurezas (v
precipitados, como por ejemplo CuyO) vy la fragilizacién en productos del cobre. Una
de las hipdtesis més importantes sobre la causa de pérdida dé ductilidad en cobre es,
precisamente, la presencia de impurezas y precipitados en las muestras. Cabe hacer
hincapié que una de las fortalezas del analisis bayesiano reside en que éste se apoya cn
el muestreo histérico de los datos como informacién previa, permitiendo asi disenar
métodos que optimizan su eficiencia con la obtencién futura de pocas muestras, como

ocurre en el caso de las pruebas mecénicas que son altamente costosas de realizar.
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ABSTRACT

In this thesis we develop a methodology of statistical sampling compatible with
mechanical properties in copper products. To achieve this goal we implement a model
for analyzing statistically the results of mechanical tests in copper cathodes and wire
rods through algorithms applying Bayesian probabilities for parameters estimation,
testing of hypothesis and model comparison. We are also interested in the relation
between the concentration of impurities (and precipitate of impurities like Cu,0)
and the fragilization in product of copper. One of the strenghts hypothesis about the
origin of loss of ductility is, precisely, the presence of impurities and precipitates in
the samples. It must be highlighted that one of the strenghts features of Bayesian
analysis is that this methodology can process historical data as prior information,
enabling the design of methods that optimize its efficiency for future obtentions of

few samples as in the case of mechanical tests that are highly costly.



Capitulo 1

Introduccion

Los primeros usos del cobre datan de hace més de 10000 anos atras. Alrededor
del afio 3000 A.C. una gran cantidad de depésitos de cobre fueron encontrados en la
isla de Chipre (Cyprus) en el mar mediterraneo, cuando los romanos conquistaron
Chipre estos le dieron el nombre en latin cyprium que significa metal de Chipre,
del cual se derivé su nombre actual. Otros hallazgos indican que cerca del 3500
A.C. se empezaron a elaborar productos mas sofisticados a partir de aleaciones. Este
temprano uso se debid a su presencia nativa en la tierra.

A partir del desarrollo de la electricidad, durante el siglo XIX, el cobre fue elegido
como un material idéneo para la fabricacién de alambres y otros productos conduc-
tores. Debido a la facilidad para ser trabajado, lo convirtieron en un elemento muy
practico para sus diversas aplicaciones como lo son en electrénica, conduccién eléctri-
ca, fabricacién de monedas, entre otras, este uso ha ido creciendo enormemente con
el paso de los afios.

La industria del cobre tiene dos divisiones principales: la de productores y la de
fabricantes, los primeros extraen el mineral, lo refinan y venden en forma de catodos,
mientras que los fabricantes compran estos productos para producir alambrones,

tubos, lAminas, etc. En la actualidad, Sudamérica se posiciona en el primer lugar en



produccién de cobre, siendo Chile y Perii los principales exportadores.
Particularmente, Chile es el mayor productor de cobre de mina del mundo, ex-
portando concentrados, chatarra, catodos, entre otros. Codelco, una minera estatal,
es la empresa lider en la produccién y exportaciéon de cobre a nivel mundial. Sus
productos se comercializan hacia diferentes regiones, principalmente Asia, Furopa,
Norteamérica y también a Sudameérica. Parte fundamental de la exportacion lo cons-
tituyen los cédtodos de cobre. En consideracién a la refineria de origen y el proceso
de electro deposicién de cobre (electro refinacién o electro obtencién), asf como la
calidad quimica v la apariencia fisica de los catodos, Codelco registra mas de die-
ciocho marcas diferentes. En particular, su principal producto, el catodo de grado
A (de alta pureza: 99,99 %), debido a su superioridad en términos de composiciéon
quimica a la de otros productores internacionales, recibe un premio por tonelada
de producto, cuyo valor se negocia anualmente con los distintos clientes. Por ello,
basado en un andlisis estadistico de propiedades quimicas, Codelco desarrollé una
norma interna respaldando la calidad quimica de sus marcas de catodos. Sin embar-
go, la caracterizacién quimica y la apariencia fisica de los catodos de cobre hoy en
dia. resultan insuficientes para respaldar un producto; a menudo surgen rechazos de
clientes, que terminan por descalificar el grado A. Los reclamos se basan principal-
mente en la apariencia fisica del catodo (observacion macroscdpica de las superficies),
que se respaldan ademés por informaciones limitadas de porcentajes de impurezas,
acompaiiadas a menudo de un resultado mecénico de un ensayo de traccién que ain
no estd normalizado. Surgen entonces informes por parte de Codeleo, a la base de las
discusiones comerciales con los clientes. Se mencionan en estos informes las contro-
versias con respecto a los andlisis quimicos y se proponen soluciones en los procesos

de planta, pero Codelco no contrapone resultados de ensayos mecanicos de ningin



tipo: ni de sus productos, ni de las muestras recibidas del cliente. Estos ensayos
permitirfan verificar/controlar la pérdida de ductilidad que se presenta y discutir
de manera cientffica su origen. Surge asi una aparente contradiccién entre la alta
calidad (en términos de composicién) de los citodos grado A, y la baja ductilidad
detectada por los productores de alambrones, bajo la suposicién implicita de que la
composicién quimica de los cédtodos y las propiedades de sus alambrones deberfan
estar relacionadas.

En este contexto, actualmente se intenta respaldar la calidad de los productos
de Codelco, complementando los andlisis quimicos que se realizan con una carac-
terizacién micro estructural v mecanica rigurosa, que permitan finalmente lograr
una trazabilidad' del producto. Para esto es necesario realizar andlisis mecanicos,
desarrollar metodologias apropiadas de muestreo y fundamentar (aunque sea cuali-
tativamente) estos comportamientos con estudios a nivel atémico.

El objetivo global a resolver apunta hacia un desarrollo transdisciplinario, por lo
cual esta tesis forma parte de un proyecto mayor de Codelco, denominado Propie-
dades mecdnicas de productos del cobre, a cargo del Dr. Miguel Ignat (FCFM-IM2),
el cual consiste en el estudio experimental vy tedrico de cobre anddico, catodico v
alambrones con el fin de caracterizar sus propiedades mecanicas y proponer ensayos
que permitan a Codeleo su completa caracterizacion.

Particularmente, el drea comprometida para el desarrollo de esta tesis esta con-
tenida en las técnicas estadisticas de muestreo v andlisis, técnicas que juegan un rol
fundamental cuando se trata de determinar las propiedades de un producto, espe-

cialmente cuando es imposible por la gran cantidad de material y tiempo requeridos

IGrupo de procedimientos preestablecidos que facilitan el conocimiento sobre el histdrico, la ubi-
cacién y la trayectoria de un producto o lote de productos a lo largo de su cadena de transformacion,
en un momento dado.



que se necesitan para realizar las mediciones pertinentes, mas aun si las propieda-
des a estudiar presentan una variabilidad intrinseca, como lo son en el caso de las
propiedades quimicas y mecanicas.

De los ensayos mecénicos realizados a productos del cobre, se obtendran valores
que se ocuparan para descubrir la relacién de estos con valores de impurezas quimicas
presentes en cl material. Los pardmetros mecanicos que se manejaran seran los de
alargamiento rapido (AR) y el pardmetro de Hollomon (e, /n). El alargamiento rapido
es un ensayo industrial que mide la elongacién méaxima del material, por otro lado,
el pardmetro de Hollomon es un indice que se obtiene a partir de una curva de
esfuerzo-deformacion (a su vez obtenida de un ensayo de estiramiento a mucha menor
velocidad que el caso del AR) que indica la capacidad de deformacién plastica sin
dafo mecénico del material [7]. Dada la alta variabilidad y la escasa informacion que
tenemos en el caso del parametro de Hollomon, los métodos clésicos de estadistica
no son apropiados v recurrimos al uso de la probabilidad bayesiana. La teorfa de
la probabilidad bayesiana define la probabilidad como el grado de credibilidad que
asignamos a una proposicién cualquiera, independiente de experimentos o nmero
de casos. Como en la estadistica tradicional, en la estadistica bayesiana necesitamos
suponer modelos que describan la incerteza sobre las cantidades de interés.

Fl anélisis bayesiano de estos procesos de falla o ruptura, llamados de fiabilidad,
es de gran interés en la industria metalirgica y de fabricacién de componentes y ha
sido desarrollado en extenso [16,17].

Por otro lado, cuando se necesita buscar el grado de correlacién entre un parame-
tro v otro (en este caso entre propiedades mecinicas y quimicas) para multiples
variables puede usarse de forma precisa el test de Fisher [22]. permitiéndonos distin-

gnir la relacién de éstas con el valor predictivo a modelar. Los resultados obtenidos al



aplicar dicho test se pueden apreciar de manera grafica en un diagrama de Pareto [24]
(donde se muestra el orden de los factores prioritarios); de nuestra incumbencia seran

las concentraciones de impurezas asociadas al valor del alargamiento répido.

1.1. Estructura de la tesis

Esta tesis estd dividida en ocho capitulos y cinco apéndices. A partir del segundo
capitulo, se abordan las referencias mecénicas del cobre a modo de contexto, en tan-
to antecedentes que se consideraran para la elaboracién de esta investigacion. En el
tercer capitulo, se explican los objetivos que fucron propuestos y cumplidos duran-
te el desarrollo de esta tesis, para el cuarto capitulo describir los modelos tedricos
ocupados, en este caso, los métodos estadisticos que se necesitaran en base a los
objetivos fijados. Posteriormente, en el quinto capitulo se mencionan los resultados
obtenidos a través de los modelos descritos, luego se discuten y se contrastan los
criterios mecanicos existentes para la calificacién de los catodos de cobre y se pro-
ponen alternativas a estos, con el fin de clarificar el proceso de clasificacién a partir
de un desarrollo objetivo y coherente a las técnicas empleadas. Finalmente, en el
capitulo seis, se mencionan las conclusiones de esta investigacién, donde se deducen
los pardmetros representativos en las mediciones hechas a citodos y se argumentan
los criterios como perspectivas a seguir para el disefio de una etiqueta mecanica que
certifique la calidad de los catodos producidos. A modo de sintesis de la investigacion
descrita, se presenta un resumen de la tesis descrito en el séptimo capitulo.

De este trabajo se escribié una publicacién para el Congreso internacional del
cobre, Copper 2013. Los detalles y el resumen de dicha publicacién se especifican en

el octavo capitulo.



Capitulo 2

Objetivos

1. Objetivo principal

a) Disefiar e implementar una metodologia para hacer muestreo de produc-
tos de cobre gue permita su caracterizacién y futura elaboracion de una

etiqueta mecanica.
2. Objetivos especificos
a) Obtener predicciones para valores del pardmetro de Hollomon en cdtodos

v alambrones.

b) Distinguir las mediciones del parametro de Hollomon, en cuanto a su

procedencia (ya sea de catodo o de alambrén).

¢) Evaluar si existe correlacién entre la concentracion de impurezas en alam-

brones y el valor de alargamiento rapido.



Capitulo 3

Antecedentes mecanicos

Por medio de los ensayos de traccién es posible obtener valores que caracterizan
muy bien parte de las propiedades mecanicas del material. que luego servirdn para
evaluar la calidad de éste previo a su uso. Por lo general, estos ensayos estdn nor-
mados internacionalmente a través de la norma ASTM E8M-04 [11], que define las
condiciones para su aplicacion en materiales metdlicos, algunas de ellas son la velo-
cidad de deformacién, el montaje de la experiencia, la temperatura del ensayo, etc.,
asi como también los parametros esenciales que deben deducirse, los cuales proveen
de informacién acerca de la resistencia mecdnica y la ductilidad de los materiales.
En cuanto al criterio de evaluacién de la calidad de los cdtodos de cobre exportados
por Chile, los pardmetros que se analizardn son los que serdn de importancia para el
desarrollo de esta tesis en base a dicho contexto, estos son: el pardmetro de Hollomon
y el alargamiento répido, este 1iltimo es obtenido por medio de un ensayo de traccién
del mismo nombre que aiin no se encuentra normalizado.

Por otro lado, se muestran a modo de referencia, en la tabla 3.1, algunos valores

de interés para el cobre.



Numero atémico 29

Estructura cristalina Chibica centrada en las caras
Masa atémica 63,54 g/mol

Densidad a 20°C 8.6 g/cm?

Punto de fusién 2595°C

Resistividad eléctrica 1,71x10~% ohm- m

Médulo de Young 117 GPa

Médulo de compresibilidad 140 GPa

Médulo de elasticidad 120,7 GPa

Tensién de rotura en el limite elastico 70 MPa

Tabla 3.1: Algunos datos de interés para el cobre

3.1. Ensayo de alargamiento rapido

Actualmente, los productores de alambrones llevan a cabo distintos ensayos mecani-
cos sobre ellog para evaluar su calidad. Uno de los ensayos méas ntilizados es el de
alargamiento rapido, donde se ocupa un alambrén que es traccionado rapidamente
a una velocidad aproximada de 250 mm/min hasta su ruptura.

Este ensayo ain no estd bajo las normas de ASTM E8M-04 de calificacion de
materiales metalicos, sin embargo, es ampliamente reconocido en la comunidad eu-
ropea v es también a partir del cnal se descalifican citodos de cobre, deduciendo una
baja calidad a partir de la medidicién del alargamiento rapido en alambrones. Esta

medida no es més que el porcentaje de alargamiento del material hasta su ruptura.

3.2. Conceptos tedricos

3.2.1. Constantes elasticas y de rigidez

La ley de Hooke establece que en un sélido eldstico, para deformaciones suficien-
temente pequefias, el esfuerzo es directamente proporcional a la deformacién, por lo

que las componentes de la deformacién son una funcién lineal de las componentes de



esfuerzo:

€5 = Uikl Okl (3-1)

mientras que para el tensor de deformacién:
Oi5 = DijklCkl- (3-2]

Las cantidades ;. se llaman constantes clasticas de deformacién. y las cantida-
des Cjjp, constantes eldsticas de rigidez. Las componentes Siji tienen dimensiones
de unidad de drea por unidad de fuerza o volumen por energia. Las constantes Cj;p
tienen dimensiones de fuerza por érea o energia por volumen. Estas cantidades seran

ocupadas para describir parte de los conceptos explicados a continuacion.

3.2.2. Esfuerzo y Deformacién

La fuerza que actia en una unidad de édrea del sdlido se define como esfuerzo.
Hay nueve tipos de esfuerzo, los cuales forman el tensor del mismo nombre. En la
figura 3.1 la componente de esfuerzo o, representa una fuerza a un plano cuya
normal yace en la direccién z, v estd aplicada en la direccion x: la componente de
esfuerzo o, representa una fuerza sobre un plano cuya normal estd en la direccion
y, aplicada en la direccion z.

El niimero de componentes independientes se reduce de nueve a seis cuando se
aplica a un cubo. Las componentes del tensor de esfuerzo tienen dimensiones de
presion.

Cualquier cambio en la forma o volumen de un material es llamado deforma-
cién. El aumento fraccionario de volumen asociado con una deformacién se llama

dilatacion.
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Figura 3.1: Componentes 0., ¥ 04, del tensor de esfuerzo.

Para la deformacién total ¢ del material , se destaca la siguiente relacién conocida

como la ley de Ramberg-Osgood [18],

o3 & o %"

El primer término corresponde la ley de Hooke, que indica la respuesta eldstica
del material, mientras que el segundo se refiere a la contribucién de la deformacion
pléastica. El término e corresponde a una constante que varia entre 0,5 y 1, m es
el coeficiente de endurecimiento por deformacién para materiales metalicos y o
estd definido como la solicitacién (que es bdsicamente una fuerza externa actuando
sobre el material) de referencia para la iniciacién de la plasticidad.

Una manera més sencilla de escribir la ley de Ramberg-Osgood, resulta de reem-
plazar o por K(o,/E)™"1, donde K es un pardmetro relacionado al endurecimiento

del material. Si no consideramos los efectos de la deformacion elastica, el término 3.3
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Esfuerzo /
Resistencia maxima -
a la tensién
~ Deformacion
Limite de deformacion elastica de ruptura
Ao
Ag

Madulo de Young= Ag

Ag
Deformacion

Figura 3.2: Ensayo de esfuerzo deformacion

puede escribirse como:

f:K(%)m. (3.4)

De donde se desprende la ley de Hollomon [1]:

o= Ké", (3.5)

que es ocupada para modelar la deformacién homogénea.

Por otro lado, al graficar la curva de esfuerzo v delormacién, es posible visnalizar
un régimen eldstico (tal como se muestra en la figura 3.2 antes de alcanzar el limite
clastico). Este régimen se puede describir a partir de constantes eldsticas que miden

la rigidez del material, como por ejemplo el médulo de Young.
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Médulos elasticos

El esfuerzo produce deformacion pero cuanta deformacion es producida, depende
particularmente del tipo de sélido sometido a este esfuerzo. Un material se puede
caracterizar por la relacién que hay entre el esfuerzo y la deformacion, conocida como
médulo eldstico. Existen distintos tipos de médulos elésticos, entre ellos, el médulo

de Young v el médulo de compresibilidad deseritos a continuacion:

s Mddulo de Young

El médulo de Young (E) es una medida de la capacidad de un material para
resistir los cambios en longitud bajo tension longitudinal o de compresién. En
términos generales, se expresa como la tensién longitudinal (o,) dividido por

la deformacién (e,). Este término estd dado por la signiente relacion:

B o= o
€n
F,l
CAlAT (36)
donde
en = 61/1, (3.7)

! representa la longitud, 4! el cambio de longitud y F, la fuerza normal aplicada,

tal como se muestra en la figura 3.3.

s Médulo de compresibilidad

Si consideramos la dilatacion uniforme ez, = €y = €2 = %51 podemos definir

el médulo de compresibilidad usando la relacion

1.
U= 5’%2’ (3.8)

L
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Figura 3.3: Médulo de Young o de elasticidad longitudinal

donde U es la densidad de energia del cristal, la cual es equivalente a la relacién

oP

B=-Vo,
Vv

(3.9)

P v V son la presién v el volumen, respectivamente. Para un cristal cibico, el

médulo de compresibilidad es igual a
1
B = 5(011 + 26’12).

Siendo C1; y Ciz constantes de rigidez elastica mencionadas en la expresién

3.1.

La compresibilidad de un material se define mediante la relacidon
K=1/B.

En la figura 3.4 Se muestra esquematicamente este concepto que se refiere

principalmente a la deformacién volumétrica del material, bajo cierta presion.
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Figura 3.4: Médulo de compresibilidad

3.2.3. Deformaciéon homogénea

La deformacién homogénea es un factor que indica la capacidad de deformacion
plastica sin dafio estructural referido a su méximo posible sobre el material. Este
factor es obtenido a partir de una curva de esfuerzo-deformacién donde se grafican
los valores ajustados provenientes de un ensayo de estiramiento lento.

Se aproxima la curva experimental de esfuerzo-deformacién por la ley de Hollo-
mon enunciada en la ecuacién 3.5. Este ajuste es conocido como la curva ingenieril
mostrada en la figura 3.5, donde ¢ representa la deformacién real del material, & la
constante de Hollomon y o el esfuerzo. Luego, al aplicar la ley de Hollomon [1], la

condicion de estriccidn se deriva del siguiente desarrollo:
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Curva
reat O7F

Curva
ingerweril  S.e

Figura 3.5: Curva de esfuerzo-deformacion

do
— = kne !
de
ne
= (3.10)
€
e imponiendo f{f,—‘(’ =g,
n=E¢. (3.11)
Evaluando en el punto maximo de la curva ingenieril, se tiene:
£y, = (8.12)

Asi se obticne el pardmetro de Hollomon h = ¢,/n que toma valores entre 0 y 1,
incluyendo ambos. Para el caso del metal ideal se tiene que ¢,/n = 1, lo cual indica
perfecta ductilidad [9].

En el diagrama de la figura 3.6 se indican las etapas de deformacién del material
representadas en la curva ingenieril. Esta curva, en su parte lineal, muestra hasta

el punto B el limite de elasticidad, mas adelante ¢l material empieza a deformarse
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pléstica v homogéneamente hasta llegar a su maximo representado por el punto R,

llegando finalmente a su rotura, tal como se indica en el punto U de la curva.

R
P
iy T 5
i
klﬁ_d‘%
| ;
1
[5)
= Ly L
—
= e *"‘,rg_,,& i
B BER ’
s vt Fp
=
- Fa
-EEME%&—-
£
e
e e Fu

Hrrita da proporcionafided
limite sparente de alasticidad o limite de flusncia
timite de rotura

-

—

E limite de elasticidad
| 4

B

R

U rotura efectiva

Figura 3.6: Diagrama representativo de la curva de esfuerzo-deformacién



Capitulo 4

Métodos Estadisticos

Los métodos estadisticos necesarios para estimar propiedades mecénicas de un
producto de cobre, a partir de anélisis realizados sobre muestras adquiridas de él,
son una pieza indispensable para el desarrollo de esta tesis, ya que nos permiten
justificar rigurosamente las conclusiones propuestas acerca de dichas propiedades.
En el desarrollo de este capitulo se abordard el marco tedrico, en cuanto a las he-
rramientas estadisticas ocupadas a lo largo de esta investigacion, la perspectiva del
andlisis bayesiano como un método apropiado para la resolucién del problema de ca-
racterizacién meecdnica, puesto que esta técnica permite, esencialmente, la creacién
de modelos estadisticos con la capacidad de aprendizaje a partir de datos histérica-
mente obtenidos. La fortaleza de este enfoque bayesiano radica en la capacidad de
incorporar informacién previa en la estadistica, de manera completamente explicita,
lo cual lleva naturalmente a mejorar la precisién de las conclusiones aun en el caso
de un ntimero limitado de muestras, a diferencia de la estadistica clasica donde los
estimadores solo son validos en el limite de infinitas muestras. Esta restriccion cs
especialmente severa en el caso de las propiedades mecanicas, donde cada medicién
de una propiedad mecanica implica un proceso de deformacion controlado, realiza-

do sobre una probeta construida a partir de un pequeno bloque del material. Todo

17
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este largo v costoso proceso hace impracticable el desperdiciar mediciones mecani-
cas, requiriendo al mismo tiempo extraer el maximo de informacion posible de cada
muestra incorporada en la estadistica.

A su vez, se describirdn otro tipo de técnicas proporcionadas por la estadistica
cldsica (ocupadas en situaciones donde si existe una gran cantidad de datos para
ser analizados) a analizar) para determinar la dependencia entre la concentracion
de impurezas v el valor del alargamiento rdpido a través de un modelo de regresion

multilineal.

4.1. Analisis bayesiano

Las técnicas de andlisis bayesiano se dividen fundamentalmente en dos ramas:
Las que hacen uso exclusivo del teorema de Bayes [2] y las basadas en el principio de
méxima entropia [12]. El teorema de Bayes describe el proceso de aprendizaje racio-
nal, que combina el conocimiento previo relativo a un problema con las evidencias
presentadas para su andlisis. El principio de méxima entropia tiene sus raices en la
teoria de informacién de Shannon [4] v se puede utilizar para construir una distri-
bucién previa (prior) a partir de conocimiento previo escaso, es decir, contando con
clertos parametros como restricciones del sistema. En particular, nos centraremos en

el uso del teorema de Bayes.

Para el andlisis bayesiano entran como ingredientes el modelo P(z|A) (tal como
en el caso cldsico, donde A representa el conjunto de pardmetros) pero ademés una
distribucién de probabilidad previa P(A) para los parametros (prior en inglés). Esta
codifica nuestra preferencia subjetiva hacia unos u otros valores de A basada en la

experiencia previa, que se usa sélo como un punto de partida. El teorema de Bayes

asegura que, a medida que se introduce evidencia, esta informacion previa picrde
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peso v la distribucién final es dominada por la informacion contenida en las muestras
mismas. Por ejemplo, si queremos determinar los pardmetros del modelo p y o de
una distribucién ganssiana dadas muestras T = (21, g, ..., x ), escribimos el teorema

de Bayes en su versién continua como:

P(E].2)Plu,o)
[ dp'de’ P(Z| i, ") P(!, 0")

P(p,olZ) = (4.1)

donde P(u,o|Z) es la distribucién de probabilidad para gy oy P(p. o) es la dis-
tribucién previa a esta observacidn. El resultado obtenido mediante el teorema de
Bayes serd no sélo los valores més probables de 1 v o sino el grado de credibilidad
que asignamos a cada valor de u y o; con esto podemos construir sus intervalos de
credibilidad (ej. podriamos concluir que 1 < p < 3 con un 95% de credibilidad).
En la estadistica clasica reportar un resultado asi no tiene sentido, ya que como
pardmetro, p tiene un valor 1inico (no es “aleatorio”). En el enfoque bayesiano P(u),
es una medida de nuestra ignorancia respecto al verdadero (pero desconocido) valor
de y al cnal nos aproximaremos a través de la incorporacion historica de datos como
métode de aprendizaje, con la finalidad de obtener un modelo cada vez mas preciso.

En la aplicacién del teorema de Bayes no se supone propiedad alguna (salvo
continuidad en este caso) del modelo. Es decir, no hay problemas con distribuciones
asimétricas o de colas extendidas, como la que trataremos en el caso de propiedades

mecanicas.

4.2. Inferencia bayesiana sobre propiedades mecani-
cas

Se realizard inferencia bayesiana sobre una distribucién de Weibull [23] (que des-

cribe la aparicién repentina de valores muy inferiores a la media), ésta requiere de
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algoritmos muy especificos debido a la falta de una estadistica suficiente de dimen-
sion fija, esto es, no es posible encontrar una cantidad que resuma en términos de
informacién el contenido de un conjunto de datos, salvo los datos mismos. Tanto el
caso del andlisis bayesiano del nivel de impurezas como en el caso de propiedades
mecdanicas, una alternativa siempre valida es el uso de MCMC (Markov Chain Monte
Carlo) [6] para realizar la inferencia de manera completamente numérica [8]. Todo
esto se explicara con mayor detalle a continuacion:

Se toman N mediciones (z1, 22, ..., Zy) supuestas todas independientes entre si,
luego se aplica el teorema de Bayes continuo usando un prior que refleje la informa-
cidn previa respecto a los datos historicamente obtenidos. Esto lleva a una distribu-
clén posterior, en particular, para la distribucién de Weibull cuyos parametros son
kv X

1

P(.IG,)\|$1, "'::I:IV) = EP(mh s IN

k, \)P(k, ) (4.2)

combina la informacién previa con la evidencia presente en las mediciones. Notemos
que n = P(zy,...,zy) es tratada simplemente como una constante de normalizacién.
Integrando sobre todos los k y A posibles el producto de la distribucién posterior

por el modelo mismo, obtenemos la distribucién predietiva,
Piz|e1, ., Tr) = / dk/ dAP(z|k, \)P(k, Mz, ...,2Nn), (4.3)
Jo 0

a partir de la cual podemos extraer el valor esperado de la cantidad x asi como tam-
bién intervalos de confianza y otros momentos de orden superior. Podemos escribir
la distribucién predictiva como un valor esperado del modelo dadas las observaciones
es decir,

P(z|zy, ..., zn) = {(P(z|k, X)) (4.4)
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Que se puede resolver ocupando métodos de Monte Carlo. generando muestras dis-
tribuidas segun la distribucion posterior.
Asi tenemos que para la distribucién de Weibull, los términos mencionados ante-

riormente, vendran dados por las signientes expresiones:

P(zlk, \) = ; (;)H g In A,
y la funcién de verosimilitud:
P(z o (B i (7 2 -
1,...,:::Nk,}\)—(/\) e &i=1 % H/\

i=1
Donde los parametros iniciales se obtienene de la maximizacién de la funcién de

verosimilitud o mazimum likelihood de la que resultan los siguientes términos:

N ; Nk
G)XBE)-F=

=

1< 1 & N
XZlnzi ~ e me (Inz;) + ? =0.
i=1 i=1

Teniendo en cuenta el desarrollo anterior, se escribié el algoritmo de Metropolis-
Hastings (para mas detalles ver apéndice A.1) que realiza el proceso de andlisis
bayesiano sobre el modelo de Weibull incorporando la informacién histérica de las

propiedades mecanicas.

4.3. Elementos de estadistica clasica

Cuando se disponen de suficientes muestras es posible usar herramientas de es-
tadistica més sencillas que su contraparte bayesiana. Los siguientes elementos a des-

cribir, se utilizardn para la obtencién de correlaciones entre pardmetros mecénicos y
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quimicos medidos en productos del cobre a través de un modelo de regresién multi-
lineal. Esto serd necesario para determinar correlacidn entre las impurezas y el valor
del alargamiento répido, de esta forma se evaluard si existe alguna correlacion entre

ellos. A continuacién se describirdn algunos de estos elementos.

» Test de Fisher: Es un test usado para probar la hipdtesis nula de independen-
cia de variables. Se calcula la probabilidad de obtener los datos observados de
un fenémeno junto con la probabilidad de obtener datos con valores extremos
en sus desviaciones estandar. Estas probabilidades se suman para el céleulo del
llamado fndice de probabilidad p (0 < p < 1). Por convencidn, si éste toma un
valor menor a 0, 05, la hipdtesis nula es rechazada. Este indice de probabilidad

p es calculado mediante una funcién hipergeométrica [19].

» Diagrama de Pareto: Es una grafica que muestra el orden de factores rele-
vantes a analizar dentro de un problema, siguiendo el principio de Pareto que
indica, esencialmente, la presencia de una mayorfa de problemas irrelevantes
frente a algunos pocos trascendentes. Esta grafica es altamente nsada dentro
del an4lisis de procesos industriales para determinar un lista de variables prio-

ritarias, respecto a una situacién en particular.



Capitulo 5

Desarrollo

En este capitulo se hace un estudio sobre los parametros mecanicos de alarga-
miento rapido y el pardmetro de Hollomon, para contrastar estos dos indices (en
base a los criterios de calificacion de la calidad de los catodos de cobre) segun la in-
formacion entregada sobre el material puesto a prueba. Se evaluara si existe alguna
relacion entre los valores medidos en alambrones respecto a sus catodos de origen
para mostrar qué tan preciso es evaluar el grado de calidad de los catodos, basandose
en las pruebas mecanicas de alargamiento rapido efectuadas a alambrones. Para el
caso del pardmetro de Hollomon, el ensayo correspondiente a esta medida fue reali-
zado en laboratorio y disenado por el profesor Miguel Ignat, bajo los criterios de la

norma ASTM 8M-04 [11].

5.1. Parametro de Hollomon

Cuando se presentan procesos de fallas mecdnicas, las elongaciones y esfuerzos
de ruptura de un material se describen generalmente por medio de una distribucién
de Weibull [23] mencionada en en la seccién 4.2.

En lo que respecta a este estudio, se aplicaran métodos bayesianos de estima-

cion de pardmetros para la distribucion de Weibull, pues como fue mencionado. es

23
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usada extensamente en el modelamiento de propiedades mecénicas y procesos de fa-
lla o ruptura de materiales. Para este caso, se aplicara al analisis del parametro de
Hollomon, conocido también como indice de deformacién homogénea (descrito en la

seccion 3.2.3) el cual, como bien fue mencionado, valora la ductilidad del material [9].

5.1.1. Implementacién del método y datos obtenidos

Se escribié un algoritmo computacional para este propdsito, asi como también
se estudis la aplicacién de diversos métodos para incorporar la informacién previa
contenida en las curvas de solicitacién-deformacion.

La distribucién de Weibull se caracteriza porque su funcién de verosimilitud (lzke-
lihood function) no puede separarse de la dependencia de los datos ni de los pardme-
tros (es decir, en la terminologia clasica, no existe una estadistica suficiente que sea
de dimensién fija), esto implica que dicha funcién debe volver a procesar los datos
para cada valor posible de los pardmetros considerados, lo cual hace su analisis mas
costoso en términos de tiempo computacional, para evitar esto se ocupardn métodos
de Monte Carlo.

Se desarrollé un cédigo computacional en el lenguaje C++ que realiza inferencia
bayesiana sobre la distribucién de Weibull, recibiendo como entradas un niumero N
de observaciones de una propiedad mecanica, ademés del modelo a utilizar, gene-
rando estimaciones de cantidades tales como el valor esperado de la propiedad, su
varianza v la cota maxima segiin un cierto nivel de credibilidad. El cédigo se basa
en un algoritmo estocéstico de cadenas de Markov, especificamente el algoritmo de
Metropolis-Hastings, a través del cual se generaron 1000000 muestras para asegurar
la convergencia de los resultados.

Se estudié el parametro de Hollomon €,/n, obtenido en 5 ensayos con probeta
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cilindrica, fabricadas a partir de cdtodos (denotados como cat) de un lote particular
(numerados como L5 v L3 en la memoria de Gonzélez-Hidalgo [7]) y de alambrones
(denotados por la abreviatura ala) provenientes de los mismos lotes de catodos. En
las tablas 5.1, 5.1.1, 5.3 ¥ 5.4 se muestran los 5 valores experimentales correspon-
dientes a cada caso v las predicciones generadas a partir de nuestro software bajo

una distribucién de Weibull para e,/n.

Ensayo €y n o | e/n

1 0,20221 | 0,26 | 0,777
0,19864 | 0,25 | 0,794
0,16824 | 0,24 | 0,701
0,092157 | 0,21 | 0,438
0,21131 | 0,26 | 0,812 |

[ S EN VL S

Tabla 5.1: Valores de los pardmetros de la curva esfuerzo-deformacién para cétodos
del lote 5. datos de Gonzilez-Hidalgo

Ensayo €u n €/
1 0,20734 | 0,25 | 0,829
2 0,2195 | 0,25 | 0,878
3 |0,20063 | 0,26 | 0,806
4 |0,18799 | 0,24 | 0,783
5 |0,18676 | 0,23 | 0,812

Tabla 5.2: Valores de los parametros de la curva esfuerzo-deformacién para catodos
del lote 3, datos de Gonzalez-Hidalgo

| Ensayo €y n | e/n
1 025511 | 0,32 | 0,797
0,25268 | 0,29 | 0,871
0,24056 | 0,33 | 0,728
0,23089 | 0,3 | 0,769
0,2056 | 0,27 | 0,761

U WD

Tabla 5.3: Valores de los pardmetros de la curva esfuerzo-deformacion para alambro-
nes del lote 3, datos de Gonzalez-Hidalgo
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Ensayo Eu n | eyfn

1 0,20086 | 0,31 | 0,647
0,21384 | 0,31 | 0,689
0,20339 | 0,28 | 0,726
0,23104 | 0,3 | 0,770
0,23458 | 0,32 | 0,733

Tl o WD

Tabla 5.4: Valores de los pardmetros de la curva esfierzo-deformacién para alambro-
nes del lote 5, datos de Gonzalez-Hidalgo

Caso | ¢,/n Bayes | eu/n Promedio Aritmético
cat-L5 | 0,768 & 0,041 0704 * 0,137
cat-L3 | 0,823 + 0,043 0,821 + 0,118
ala-L3 | 0,809 £ 0,042 0,785 + 0,089
ala-L5 | 0,723 + 0,038 0,713 & 0,042

Tabla 5.5: Valor esperado, bajo la formulacién bayesiana y su promedio aritmético
correspondiente a cada caso.

De estas mediciones podemos concluir (utilizando como distribucién previa el
prior de Jeffreys [13], esto es, nada més que las simetrias de invarianza de escala
del problema) que los valores méas representativos de ¢, /n son de: 0,768 para cat-L5,
0,823 para cat-L3, 0,809 para ala-L3 y 0,723 para ala-[.5, con desviaciones estandar
de 0,041, 0,043, 0,042 y 0,038, respectivamente, como se muestra en la tabla 5.1.1
donde se contrastan estas predicciones con el promedio aritmético v la desviacion
estandar de las 5 observaciones para cada uno de los casos.

Notemos que segin los intervalos de credibilidad bayesianos (de 67 %, ya que se
us6 £ 1 desviacién estandar) construidos con 5 observaciones, no es posible discrimi-
nar si el catodo es superior al alambrén en términos del pardmetro de Hollomon, sin
embargo es un indicador que sugiere diferencias entre las medidas de ¢, /n en cdto-
dos v alambrones. Esto sefiala la necesidad de un nimero mayor de observaciones
en caso de no disponer de informacién previa para la construccién del prior (tal co-

mo fue realizado este andlisis), o utilizar otros diagndsticos para cuantificar qué tan
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estadisticamente significativa es la diferencia, como se explicara en las siguientes
lineas.

De utilizar informacién previa, el nimero de observaciones requerido para una
correcta discriminacion de las calidades relativas de catodos versus alambrones podria
reducirse.

A continuacion estudiaremos si es posible distinguir la relevancia estadistica de
las diferencias entre catodos y alambrones, y entre el uso de probetas cilindricas
v entalladas, en relacién al parametro de Hollomon. Para ello medimos el indice de
entropia relativa, de esta forma es posible cuantificar la distancia estadistica las entre
distribuciones (ver apéndice A.2) referentes al pardmetro de Hollomon en base a las
clasificaciones mencionadas, ocupando los indices tabulados y conocidos ampliamente
en teoria de la informacién [14] (expuestos en la tabla 5.6), asi se obtuvieron los

resultados mostrados en las tablas 5.7 y 5.8.

Indice (bits) | Fuerza de la evidencia
0alb Irrelevante

1,6 a 3,3 Sustancial

3,3ab,0 Fuerte

5.0a6,6 Muy fuerte

Mayor que 6.6 | Decisiva

Tabla 5.6: Tabla de valores para indices de entropia relativa

Comparacién entre distribuciones [Indice de entropia relativa|Fuerza de la evidencia
Alambrén v/s Cétodo (cilindrica)|3,945 bits Fuerte
Alambrén v/s Catodo (cntallada)|2,922 bits Sustancial

Tabla 5.7: Valores de entropia relativa y fuerza de la evidencia asociados a catodos
y alambrones, utilizando el conjunto completo de datos de catodos y alambrones de
Gonzalez-Hidalgo.

Luego, se calcularon los valores promedio de ¢,/n para citodos y alambrones,

como se puede apreciar en la tabla 5.9.
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Comparacién entre distribuciones|Indice de entropia relativa|Fuerza de la evidencia
FEntalle v/s Cilindricas 8,838 bits Decisiva

Tabla 5.8: Valores de entropia relativa y fuerza de la evidencia asociados a la geo-
metria de las probetas, utilizando el conjunto completo de datos de catodos y alam-
brones de Gonzalez-Hidalgo.

Caso €u/n Aritmético | ¢, /n Bayesiano 1
Catodo 0.8169 0.8215
Alambron 0.6964 0.7263

Tabla 5.9: Promedio aritmético y valor esperado bayesiano para catodos y alambrones

Dada la diferencia en los promedios v la marcada diferencia estadistica entre las
propiedades, se puede concluir en base a las muestras estudiadas, que para el cato-
do existe una mayor ductilidad del material respecto al alambrén, pues los valores
de ¢, /n sc encuentran més cercanos a 1 [9]. Ademads es posible distinguir estadisti-
camente los valores pertenecientes a probetas cilindricas en mayor medida que los
pertenecientes a probetas con entalle, lo cual sugiere que experimentos realizados
con esta geometria, serdn un mejor indicador de la calidad de los catodos.

En la signiente seccidn, utilizaremos un prior obtenido a partir de datos empiricos
previos, con el fin de mejorar la precision de las inferencias ocupadas en este primer

resultado.

5.1.2. Generacién de un prior informativo para el parametro
de Hollomon en catodos y alambrones

Se obtuvo obtenido un prior informativo para los parametros de forma y escala

de la distribucién de Weibull de la deformacién homogénea normalizada de Hollomon

€u/m, esto se logré a partir del algeritmo de Metropolis-Hastings, generando pares

(k,A) a partir de los datos obtenidos de 74 curvas de esfuerzo-deformacién para

catodos de cobre y 50 curvas de alambrones (provenientes de dichos catodos) (datos
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extraidos de la tesis de Gonzalez-Hidalgo [7]). El contorno de esta distribucién de
pares se aproxima a la grafica de una elipse, cuyos pardametros representan la varianza
en k v en ), estos parametros junto al indice de correlaciéon entre k y A, son ocupados
para obtener el modelo bivariante seguido del apéndice A.3 [21]. Los pardmetros

generados se muestran en el grafico de la figura 5.1.

0.9
Prior Alambran

Prior Citado

(a) Pares (k, A) en catodos (b) Pares (k, A) en alambrones

Figura 5.1: Pares (k, \) generados con datos previos de deformacién homogénea

Las distribuciones previas son las graficadas en la figura 5.2 para el caso de

catodos en (c) v (d) v el caso de alambrones en (e) vy (f).
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En una aproximacién bivariante, la distribucién previa conjunta Pk, A1) (en

este caso llamaremos I; para indicar el uso de informacién histérica en el prior) para
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Figura 5.2: Distribuciones previas informativas

los pardmetros k y A puede reconstruirse a partir de los intervalos de credibilidad por
separado para ambos pardmetros y de las correlaciones de Pearson [20] entre ambas.

Estos valores se reportan en la tabla 5.10.

Pardmetro de forma k|Pardmetro de escala A|R de Pearson entre k y A
Cétodos 10,65 £ 0,61 0,86 £ 0,02 0,1309
Alambrones 6,24 + 0,61 0,76 + 0,04 0,0818

Tabla 5.10: Intervalos de confianza para los distintos parametros con sus correspon-
dientes indices de correlacion.

Los intervalos condensan toda la informacién contenida en las 124 mediciones
histéricas consideradas. Los bajos valores de correlacién de Pearson [20] indican que
es posible descomponer la distribucién previa en dos factores, cada uno de ellos una

distribucién normal para los pardmetros de forma y escala por separado, es decir,

Para evaluar la calidad del prior informativo obtenido, comparamos las inferencias
basadas en él con el simple promedio mas la desviacién estdndar para dos lotes de
catodos y sus respectivos alambrones. Los resultados se muestran en la tabla 5.11.

Vemos por un lado que los alambrones siempre presentan menores valores del
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eu/n €u/M
(Bayesiano + incerteza) | (Promedio + desviacién estdndar)
Cétodos (Lote 1) 0,3094 + 0,0978 0.8016 & 0.1119
Catodos {Lote 2) 0,8112 + 0,0923 0,7828 £+ 0.1072
Alambrones (Lote 1) 0.6823 + 0,1538 0,6396 £ 0.2549
Alambrones (Lote 2) 0,7019 + 0,1118 0,7186 + 0,0420

Tabla 5.11: Valores esperados para el coeficiente de Hollomon

parametro de Hollomon comparado con sus citodos de origen, y por otro lado que la
inferencia bayesiana informativa casi siempre reduce la incerteza de la prediccion
(en el caso donde no lo hace, para los alambrones del lote 2, las mediciones se
agruparon de manera particular alrededor de 0.7, es decir, no hubo puntos outliers,
y el procedimiento bayesiano corrige el valor esperado de la varianza basado en la
tendencia histérica). Si consideramos las 74 medidas del pardmetro en cdtodos y las
50 medidas en alambrones, se obtiene que:

El siguiente paso serd evaluar el test mecénico de alargamiento rapido respecto a

su validez como indicador del grado de calidad en los catodos de cobre.

5.2. Test de alargamiento rapido (AR)

El alargamiento rapido es un ensayo de traccién realizado desde los anos 70. Es
usado habitualmente en los informes de rechazo para evaluar el grado de pureza de
los cétodos originarios a partir de esta medida en alambrones. En la actualidad, este
ensayo no se encuentra normalizado, haciéndose hajo protocolos dependientes de la
empresa que elabora los informes. Para el caso de un informe de reclamo o rechazo
de 1a calidad de los catodos, este reporte se justifica normalmente a través de este
test, donde un resultado de alargamiento rapido insatisfactorio se considera cuando

AR < 30%. Para maés detalles ver apéndice A.4.
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5.2.1. Prediccion de valores de AR a partir de impurezas
quimicas en alambrones cobre

A continuacién se obtendra un modelo predictivo para valores de alargamiento
rapido en base a las impurezas quimicas en distintos lotes de alambrones de un
total de 421 datos, por medio del siguiente andlisis: Primeramente, obtendremos los
pardmetros quimicos mayormente significativos para calcular AR, en base al test de
Fisher. Con este test calenlamos qué impurezas tienen mayor peso en el valor del
alargamiento rapido, lo cual indicard qué variables participardn en la expresion del
modelo, de esta forma se obutuvo una expresién grafica de esta situacién mediante el
diagrama que se muestra en 5.3 (generado a partir del software StatSoft 6.0), donde
la linea recta roja muestra el radio de corte p = 0,05 a partir del cual los pardametros

quimicos dejan de ser estadisticamente significativos para nuestro modelo.

838024
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Figura 5.3: Diagrama de Pareto
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Los valores indicados al costado derecho de las barras del diagrama de Pareto,
indican el tamafo del efecto [5] que tienen las impurezas sobre AR como una medida
de su correlacién.

Este diagrama, tal como se menciond en la seccién 4.3, nos permite ver qué fac-
tores o pardmetros quimicos son los que tienen mayor peso estadistico en el valor del
alargamiento rapido.

A su vez, se realizé una regresion multilineal para obtener los coeficientes asocia-
dos a cada impureza quimica, de esta forma se obtuvo el modelo predictivo para el

alargamiento rapido. Estos coeficientes se muestran en la tabla 5.12.

Impureza | Coeficiente
Constante 42,28
O, 0,02
Zn 3.9
Pb -2,8
Mn 9.5
Fe 1,95
Ni -1,28
Si -1,82
Se -4.7
As -8,38
S -2,86
Sh 3.31
Ag -0,58

Tabla 5.12: Coeficientes obtenidos a partir de la regresién multilineal para cada
impureza

Los coeficientes menores a cero indican que la presencia de la impureza perjudica
cl valor del alargamiento rapido y vicevera, los mayores a cero lo incrementan.

A modo de comparacién, se muestra en el diagrama 5.4 el nivel de frecuencia v la
presencia perjudicial de impurezas para el alargamiento rapido segin la empresa A,

del cual se desprende que, efectivamente, la presencia de Pb, Se, As y S disminuyen
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Frequency

v

critical

Figura 5.4: Diagrama de clasificacién de los elementos en base a su frecuencia y a su
presencia perjudicial para el valor del alargamiento rapido.

el valor del AR, tal cual se obtuvo por medio del andlisis multilineal. para ello se
realizé un esquema andlogo mostrado en la figura 5.5, considerando el promedio de
cada impureza detectada en los alambrones v su respectivo coeficiente obtenido en
la regresién multilineal (como se muestra en la tabla 5.13) cuyo valor negativo indica

una contribucién perjudicial en la medida de AR.

Impureza | Coeficiente (valor critico) | Concentracién promedio (ppm)
Pb 2.8 11
Ni 1,28 1,16
Si 1,82 0,64
Se 47 0,28
As -8,38 0,27
S -2,86 2,96
Ag -0,58 0,27

Tabla 5.13: Coeficientes obtenidos a partir de la regresién multilineal para cada
impureza
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Concentracion promedio

v

Valores criticos

Figura 5.5: Diagrama de clasificacién de los elementos en base al promedio de con-
centracién de impurezas (en ppm) y a su valor critico para el valor del alargamiento
rapido.

5.2.2. Estudio de correlaciones entre alargamiento rapido e
impurezas quimicas

En vista a los resultados obtenidos en el andlisis multilineal y a que existen es-
tudios previos, referidos a cdtodos, que demuestran la influencia del oxigeno en las
propicdades mecdnicas del cobre (ecnando es sometido a ensayos de traccidn) [10] [3],
se estudiara la dependencia del alargamiento rapido en alambrones de 6, 3mm (ocu-
pando los datos obtenidos en la tesis de Hidalgo-Gonzdlez [7]) v el total de impurezas
medidas en ppm (ver tabla 5.12), andlogamente se hard este andlisis excluyendo la
concentracion de oxigeno para saber si éste presenta una correlacién con el valor
del alargamiento rapido. Para ello se calcularon dos coeficientes representativos: El
indice de correlacién de Pearson [20] y el indice de informacién mutua [15] (el cual

valora la medida de dependencia estadistica entre variables).
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Figura 5.6: Porcentaje de alargamiento rdpido versus total de impurezas incluyendo
oxigeno

En el grifico 5.6 se muestra la dispersiéon de datos para el caso cuando la con-
centracién de oxigeno es incluida en la concentracion total de impurezas, donde se
obtuvo la el indice de correlacién de Pearson y el indice de informacién mutua,
respectivamente:

R = 0,0855687 = 0, 0500404, (5.1)
I=0,0071994 + 0,0113076. (5.2)

De estos resultados se puede concluir que no existe correlacién entre el valor del
alargamiento rapido y la concentracién total de impurezas, dado el bajo valor de los
indices calculados.

Por otro lado, al excluir la concentracién de oxigeno del contenido de impurezas,

se obtuvieron los siguientes valores:

R =0, 747338 = 0, 0236038 (53]
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I =0,593188 + 0,0612263 (5.4)

En la figura 5.7 se muestra de forma gréfica la corrclacion existente, al excluir la
concentracién de oxigeno del total de impurezas. Se puede observar que la ausencia
de O, afecta, a nivel estadistico, el valor del alargamiento rapido respecto al resto
de impurezas, en contraste al resultado anterior, donde la correlacién obtenida fue
cercana a 0. Por lo tanto, se puede apreciar que la presencia de O, enmascara,

estadisticamente, los efectos de las impurezas sobre el AR.
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Figura 5.7: Porcentaje de alargamiento rapido versus total de impurezas excluyendo
oxigeno

Relacién entre los precipitados de calcocita y cuprita en el alargamiento
rapido

Existe literatura cientifica en estudios de metalurgia que hablan sobre la influen-
cia de precipitados de cuprita y calcocita en valores de propiedades mecénicas ob-

tenidas a partir de ensayos de traccién [3] [10]. En particular, dentro de la tesis de
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Gonzélez-Hidalgo se identifica que la cuprita es el precipitado de mayor influencia en
las propiedades mecanicas del cobre, deduciendo que la ductilidad de éste es inversa-
mente proporcional a la concetracion de CupO. En vista a ello, se calculara si existe
alguna correlacién entre la formacién de precipitados (medidos en ppm) de calcocita
(CusS) v cuprita (CuyO) y el valor de AR en catodos para 421 datos.

Al ser andlogo el cdlculo de correlacion entre AR versus CusS y AR versus S
ocupado en la formacion de calcocita, v de igual forma para el caso de formacién
Cuy0, se estudiard si existen correlaciones entre AR con Oy y AR con S, luego
de restar las concentraciones de Oy y S asociadas a la formacién total de éxidos y

sulfuros para cada caso, tal como se explica en el apéndice A.5.

R = 0,0851686 + 0, 048658 (5.5)
I =0,00700382 + 0, 00658667 (5.6)

En las ecuaciones 5.5 v 5.6, para el caso de Cuy 0, se muestra respectivamente que
el porcentaje asociado al indice de correlacidn de Pearson es de un 8 % aproximada-
mente, mientras que la dependencia estadistica, en el caso del indice de informacién
mutua, es de a penas un 0, 7% aproximadamente, por lo cual no existe una evidencia
fuerte o sustancial para afirmar que hay correlacién. Asi la presencia de estos preci-
pitados, practicamente, no tiene efectos cuantitativamente relevantes en el valor del
AR. Los resultados obtenidos bajo este analisis, sugieren que este test mecinico no
es un buen test para valorar la calidad mecanica de los alambrones en relacién a sus

impurezas, a partir de estos analisis.

R = 0,00207052 + 0, 0241532 (5.7)



39
I = 0,000424274 + 0, 000588482 (5.8)

Como se muestra en las ecuaciones 5.7 y 5.8 en relacion a CuyS, ocurre de forma
similar al caso de cuprita, puesto que los valores indican que no existe correlacién

entre los precipitados y el AR, incluso en menor medida que en el caso de Cu,0.
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Conclusiones

Se puede apreciar que existe una evidente discontinuidad de las medidas del
parametro de Hollomon entre cdtodos y alambrones, ya que estos dltimos siempre
presentan menor valor respecto a sus cdtodos de origen, ademds de existir una mar-
cada diferencia estadistica respecto a la distribucién de los datos para cada caso. Por
lo cual es posible decir (a partir de los andlisis estadisticos estudiados y a estudios
existentes en metalurgia y en ciencia de materiales [10]) que los cdtodos presentan
una mayor calidad que los alambrones, en cuanto a su ductilidad. Por otro lado,
para alambrones de 6, 3mm (que son los que se someten al test de alargamiento rapi-
do), practicamente, no existe correlacién entre la concentracién total de impurezas
presentes y el valor del alargamiento répido, a diferencia de cuando se excluye la
concentracién de Og, lo cual sugiere que la presencia de la concentracién asociada
al oxigeno, no afecta estadisticamente a la medida del alargamiento rapido, llegando
incluso a contribuir en su incremento tal como muestra la tabla 5.3 (donde aparece el
coeficiente relacionado a esta concentracién) y a enmascarar las correlaciones entre
el resto de impurezas y AR. Al preguntarnos si el ox{geno adquiere alguna relevancia
al combinarse con S y Cu, en la formacién de precipitados de cuprita y calcocita,

se puede deducir que estos precipitados tampoco contribuyen estadisticamente en el

40
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valor del alargamiento rapido, por lo tanto, no es posible afirmar que la calidad de
los cdtodos disminuya respecto a su presencia, segn los criterios actualmente usados
que se realizan en base a este test mecénico.

Es posible concluir, finalmente, que el disefio de la etiqueta mecdnica debiera
basarse en la medida del pardmetro de Hollomon como un buen indicador de la
ductilidad [9] de los cdtodos de cobre (por los cuales muchas veces se emiten los
informes de rechazo al deducir una baja calidad mecénica en estos a partir de la
pérdida de ductilidad en alambrones); medida que es representativa de la calidad
mecénica de este producto y que difiere, estadisticamente, de las obtenidas en los
alambrones derivados de sus correspondientes cdtodos de origen, lo cual permitiria
una efectiva trazabilidad entre ellos para la elaboracién de una etiqueta mecénica

que respalde la calidad de los cdtodos exportados.



Capitulo 7

Resumen

Codelco exporta principalmente catodos de cobre, en particular, cdtodos de un
99.9% de pureza, rotulados como cdtodos de grado A, por los cuales recibe un pre-
mio monetario. La empresa A (productora de alambrones) emite informes de re-
clamo/rechazo que descalifican la calidad de dichos cdtodos en base a un test de
traccién, conocido como test de alargamiento rapido aplicado a alambrones. A partir
de este test se deduce la calidad de los cdtodos que dan origen a estos alambrones.
Sin embargo, existen cambios microestructurales en la materia producidos durante
la fundicién de catodos, que es necesaria para la obtencién de dichos alambrones.

El objetivo de esta tesis fue disefiar un muestreo estadistico que respalde la calidad
de los cdtodos exportados por Codelco para, posteriormente, disefiar una etiqueta
que certifique la pureza de estos. En el desarrollo de esta investigacién, se logré mos-
trar que el test de alargamiento rédpido no es un buen test para indicar la relacién
que hay entre las impurezas quimicas y los valores obtenidos a partir de este ensayo
de traccién, basandose en los analisis actualmente ocupados. También se logré evi-
denciar una marcada diferencia estadistica para las mediciones del pardmetro de
Hollomon (como un indicador de ductilidad) entre catodos y alambrones, de esto se

pudo deducir que los valores arrojados indican una mayor ductilidad en catodos y

42
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una marcada discontinuidad entre la distribucién de valores de alambrones y cétodos,
lo cual confirma lo ocurrido a nivel fisico respecto a las variaciones que experimenta
el material durante el proceso de fundicién. Asi, en base a esta medida de ductili-
dad, es posible cuantificar la calidad de los catodos de cobre a nivel mecénico, la
cual presenta diferencias favorables respecto a la de sus alambrones derivados. Por
otro lado, gracias a la estadistica bayesiana, se logré modelar una metodologia de
muestreo para la prediccién de valores estimados del pardmetro de Hollomon, los
cuales se pueden obtener con una mayor precisién al incorporar datos histéricos en
el modelo, este método tiene como ventaja la capacidad de aprendizaje a partir de
la incorporacién de datos en la distribucién previa, necesaria para la inferencia y

aplicacién del teorema de Bayes.



Capitulo 8

Publicacion

» Yasmin Navarrete, Sergio Davis and Michel Ignat, “Bayesian inference of
mechanical parameters of copper products”, Copper international conference

(2013).

Abstract: In this work we present a Bayesian methodology for the charac-
terization of high-purity Chilean copper products (from anodes to cathodes
and the derived wire rods). The method, applies a Weibull distribution, which
considers the homogeneous tensile deformation, deduced from the engineering
stress-strain curves, which describe the ductility of the material. Based on
previous data, we designed an informative, semi-empirical prior distribution
for the Weibull scale and shape parameters. The data base was established
from the results of tensile experiments on coppers of cathodes and their co-
rresponding wire rods. This Bayesian procedure allows a more efficient use of
the information contained in a few mechanical tests, and therefore reduces the
amount of individual tests needed for the characterization coppers (cathodes

and corresponding wire rods).
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Apéndice A

A.1. Algoritmo

A través del algoritmo de Metropolis-Hastings, se evalud el cuociente:

P(kposterior: }‘posterior!-'ri)

P=
P(kactuals /\a.ct.ual‘-{ri)

por medio de la implementacién mostrada en el diagrama de flujo de la figura A.1
para luego obtener las predicciones de los valores deseados. El programa. bédsicamen-
te, recibe los datos de alguna propieda mecanica {en este caso se tomé el indice de
deformacién homogénea) que son ocupados para generar un muestreo de los parame-
tros correspondientes a la distribucién de Weibulll, estos pardmetros son necesarios

para calcular la distribucién de prediccion:

P(z|Z) = ZP z|ki, \)

Esta integral es usada en el método de Monte Carlo como una buena aproximacion
(por la ley de los grandes ntmeros) en el caso de generar una cantidad considerable

de muestras (pardmetros en este caso). Asi es posible escribir:

/da:P:c:c
- NZ ( ),\é (A.1)
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Figura A.1: Esquema de la implementacién del programa
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A.2. Entropia relativa

Es una medida de la diferencia estadistica entre dos distribuciones de probabi-
lidad, @ y P. No es una métrica pues el término no es simétrico, por lo tanto, se
trata de una divergencia (pues la entropia relativa de P a @ no es la misma que de
() a P). Se encuentra en unidades de bits que miden dicha diferencia o similitud. En

particular, se ocupara la version continua de este concepto dada por:

P(z)
Q(z)

Para calcular este indice se ocupo un software computacional escrito en Python por

Smg = —/P(QS) In dzx.

Sergio Davis.

A.3. Aproximacion bivariante

La distribucién bivariante tiene la siguiente forma:

P(z,y) =

— f/?p (écz(m,y)). (A4.2)

Donde Q(z,y) es una funcién cuadrética dada por:

Q) - [(w ,ux)z . (x_p_) )y - m}  (A3)

Oz oy @0y

0, ¥ 0, representan las varianzas para las variables senaladas en los subindices,
Lz ¥ Hy denotan los promedios en ambas variables y p representa el coeficiente de
correlacidén para variables aleatorias. Supongamos dos variables x e y aleatorias con
una distribucién normal bivariante, para esta situacion, se desprenden las siguientes

propiedades:

= Si p =0, la forma cuadratica queda expresada por:

A = (2 “‘*)2 + (‘—”) (A4)

T oy




48

En consecuencia, se tendra que f(z,y) = f(z)f(y), es decir, las variables son

independientes entre si.

» Si x e y son dependientes, se tendra la signiente distribucion de probabilidad

para y dado x:

Pyix(yls) = 1 - [_ly — g — e — ya«,)} | (A5)

V21o,\/1 — p? 2 ayy/1 — p?

Anélogamente, la distribucién de probabilidad para z dado y, sera:

12— o — pZE(Yy — piy)
y y}. (A.6)

1
Priy (2ly) = —o— =P {—5 i
A.4. Informes de rechazo por AR

Por simple inspeccién, es posible apreciar de la tabla A.1 que el criterio de rechazo
de la empresa A (llamada asf por razones de privacidad) se aplica cuando AR—-o <
30, siendo AR el promedio de AR para un lote de alambrones puestos a prueba, esto
es asf considerando que AR < 30 % se considera insatisfactorio. El criterio usado por
esta empresa es discutible y en base a ello sugerimos que si la probabilidad de tener
un alambrén de un AR < 30 % en un lote es mayor a un 50 %, la calidad debiera ser
descalificada.

Como contamos con los valores promedios de alargamiento rapido y sus correspon-
dientes desviaciones estdndar, es posible deducir por medio del principio de maxima
entropia [12], que un buen modelo para tratar esta situacién podria ser el de la
distribucion normal.

Luego, considerando todo lo anterior, el criterio que proponemos es €l mostrado

en la relacién A7



AR

Desviacién estandar(o)

38,04
34,41
32,49
35,40
29,95
31,60
31,21
924,72
26
38,77
35,58
33,02
32,97
34,68
29,32
25,33
32,37
95.59
31,03
15,14
37,64
33,45
31,43
38,16
41,30
40,61
39,93
34,50
28,49
34,46
35,66

1,43
3,39
3,83
4,72
4,15
4,80
2,54
2,54
5,89
3,10
3,66
5,03
3,77
2,43
6.0
6,18
3,43
2,18
5,04
2,43
2,18
2,42
3,18
5,34
2,5
2,42
2,49
4
8,44
4,36
4,06
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Tabla A.1: Valores medidos por la empresa A para distintos lotes de alambrones

P(AR < 30/AR, 0)
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A.5. Regla de formacién de 6xidos y sulfuros

Dentro de la formacién de precipitados, existe un orden de generacién en base
a los elementos existentes. El caso que se aborda en esta tesis, tiene relacién con
los elementos quimicos presentes en los catodos de cobre, que contribuyen en la
formacion de precipitados de cuprita (CuO) y calcocita (CusS). En la figura A.2, se

muestra el orden de formacion para las moléculas sefialadas.

0 Ellinghan Diagran for Standard Reaction
-z00 [ -
e >
= 2
j,tg ar S
3 4 7‘/ ACuO
- ACw =
2 |-
[
e
&
]
S
=
-q00 [
300 600 900 1200 1500 1600

Tenperature {K)

Figura A.2: Diagrama de Ellingham

La regla se basa en que la cantidad consumida por cada éxido o sulfuro (todo
esto medido en ppm) es la concentracién del metal (z) multiplicada por el factor
( =X %%) donde m y n son los coeficientes que aparecen en la reaccién entre el

metal y Oz 6 S, (segin sea el caso) respectivamente, mientras que M, es la masa

atémica de Oz 6 S y M,, la masa atémica del metal reactante.
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Por ejemplo, si tenemos la reaccién mostrada en la ecnacidn A8, n = 4 es el
entero que acompafia a Cu, m = 1 es el que acompafia al Sy, My es la masa atémica

de Oy v My es la masa atémica de S.
4Cu+ Sy — QCUQS} (Ag)

EERE, = Ty (A.9)

Tanto para el calculo de la concentracién formada por CuzO asf como también para
Cu,S, tenemos que se cumple la equivalencia mostrada en la ecuacién A.9, donde
es la concentracién en ppm de cuprita o calcocita, zs es la concentracién total de
azufre 1 oxigeno v x, es la concentracién ocupada de azufre u oxigeno en la obtencidon

del resto de sulfuros u 6xidos, de manera correspondiente seglin el caso a tratar.
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