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RESUMEN

El esl uriio de las reiles compk, jil.s .ha sitlo de gran in1,erés el esle rilrim, tiempo

puesto quo so,, c¿lp¿r(:es de describil uria variedad impoliante de f'enómenos. En
palticular, en este trab:r.io estudi¿rrenxrs aquellos li:uórnenos que pueden ser repre-

sent¿rdr.rs por redes r:otl]ple.jas espar:iales. es cler:ir, en ar¡uell;rs en que los nodos r.

enlaces l,iene rrna ubicar:itilr l¡ien rlefinirl¿¡ er el esp:tcio. corno poi ejemplo ula red

de c:rr¡eteras. \trestro irri.er'és, es proponel' modekrs clut: reproc.ltizcan en alguna rn*
dirl¿r l¡rs r:ar-acter'ísticas fundarnerrt¡rles ¡le estos sisl.ernas. Irara ello, en itrinrer lugar,

en el ctrp.2 se hrrcr: ula revisi(»r de krs pr-inr:itrrales lópicos ¡.ie l¿rs ledes cnmplcja*s.

¿rsí rúrnt.r t¿utibién de krs priut:ipales nodek;s o_risteni.es.

El e.je funr.lanenral en el cual se sustenlal los mt-,delt.rs propuestos t¡n és1.¿l Lesis es

l:r o¡rl.irnizar:ión. Est;r opt,irnizar:ión esl.:r asot:iatl:r, Iror un laclo, ¿r la minirlizar:iiin {e
Ios costos rlc falrric¿rr:ií¡rr cle l¿rs rcr.les, v por oi,ro. a I¿r rninimizar:ión cle los r:oslos de

inefltiencia de ttslas. La rlr¿lnera pt-rr ltr cual es r:rcdicla est¿r ineficienci¿r r:s la qrre c.la

paso a dilererites modelos. En el Cap. 3 se h¿x:e un¿r rer.isiiru a algunos modelos rie

optirniz:rr:ión en«rntrados eu la Iiteratula v se prolirnrliza el estridio de s¡s car¿rri

lerísi.i(i¿s. se muestra, clue bajo L:iertas condir:ir:nes, las redes resultantes de eslos

rrrorlelt-,s pl'esert¿)n c¿u ¿rcter'ís1,i(:as srno.ll-utorkl, het;ho que no h¿¡ sido evick:nciar.lo

cle form¿r e-xplicita por otros ¿rut.ores. Sin embalgo, eslas re¡les no sou c:4races de

Ieprochicir las disi.ribuciones de conectividad liblr.'de est:¿ri¿r vista on lnuch:l.s lerles

le¿ les.

Por últi,ro, e, el Cap.4 se est.dia u,a evolución a ]os moclelos anl;eriores, la que

consiste en asu¡nir Ia construcción de la red corno un proceso paulalino de creci¡nien-

to, nún que sin dejar de larkr la optimizaciíxr. L¿¡s rede.s resultado de estos modelos

pierden en parte sus caracterÍsticas sm,aLl-world' pero a, cambio, süs clistribuciones

cumplen leyes de potencia (con constantes 1 :2.2 y .y :2.b),lo cual se asemeja

mucho más a muchas redes encontradaus en la n¿turaleza.
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CapÍtulo 1

Introducción

Las redes complejas proporcionan un malco teórico útil para la representacióu v entendi-

miento de muchos si-stemas ter:nológicos, biológi<xrs y socialtrs, y ei por ello que han recibido

una sustancial ate¡rcirin en los últirnos años [1 4],

Una parte importnnte cle estos rnodekrs de redes tiene rua reptesentar:ión geomótrica, en

la cnal los nodos tienen una posicióu bien definida en el espacio, esie tipo de re<les será el lbco

de esta tesis. Ejemplo de rede espaciales o geométricas son las redes de trausporte eléctrico,

redes de proteÍnas, ¡edes de treues, etc [5 8]. Se ha enc<lntrado c,¡ue muchos de estos sist,emas

a nrenudo preseut¿Ir c¿¡racterfsiic¿s cornunes. tales como distribur:iones llbres de escal¿r en su.

conectivirlad. alto factor de clusteñn g ). baja distancia promerlio entre ¡¡odos [9 11] I.

En vista de Io anterior, muchos iuvestigadores han desarrollado irabajos que intentan

explir:ar est:is caracterÍsticas y es en esa dirección en l¿¡ cu¿¡l a\,¿nza esta tesis. sienclo más

precisos, estamos interesados de proponer modelos que repliquen de rne,.ior forma las prin-

cipales características hallarlas err redes leales. I)ara elkl. en primer lugar tr-aba.jarernos con

modelos de redes espaciales que surgen coulo resultado de alghn criterio de optirnización. Esta

optimizacií»r esta basad¿i er la minimizar:ión cle una energin el'ectiva, la <:ual ponclern ert.re

dos l'actores, uno irsociado al costo de construcción de la red y otlo asociado a su eliciencia.

La.medida de esta eficienci¿i radica en Ia dist¿ncia prouredio eul;re Ios nodos. Por oiro lado, el

costo asoci¡rdo ¿¡ l¿¡ txlnstrut:ción de la red est¿r determinado ¡ror la r:antidad de enlaces y sus

longitudes. \.{ás detalles sobre esta energÍa efeel;ira se entregan en la.s secciones 3.f ,3.2 y 3.3,

Siu embargo, a pesar de lo intuitivo que resultnn est,os modelos, ¡lo solr *)paces de explir;ar

IEsta^s y otr¿s pxlpiedades de las retles ser¿in x:visadas con rriryor aterlción e1r el r:apÍr,ukl 2



caracrterÍsticas claves de las redes «nro la dist,ribución tle conectividad, es por ello que final-

mente se opta por introducir modelos de crecimiento. L¿r ditárnir:a de éstos es Ia «nrtirü¿r

expansión de la red producto de Ia constante incorporaci&r de nuevos nodos al sistema. Es

p:rrtimlar, sin embargo, que a pesff de se.r redes dinámi<:as sus prin(,ipales carar:terísticas

tienden a esl,ados estacionalios cuando el número de nodos es sufir:ientemente grande.

!'arios autores han propriesto modelos de t:recimiento de r-edes que en alguna medir.l¿r se

a.just,an a ledes reales, sin ernbargo, distau de ula completa descripciól, ademá.s a veces

care(:en de re¿ilismo e intuicií»r. P¿rra solrrcionar estos puntos, los modelos de cret:imiento

ac¡rÍ propuestos estan rruev¿unente l-¡i¡^sados en la optimiz:rción de un¿r energía específica. Este

hecho no sokr busca darle mayor re¿¡lismó e intuición a los nodelos sino que taI¡rbiéu busc¿r

la ol¡tencióll de mejores resultados.

Los modelos ac¡rÍ tratados se riesarrollan tenienrlo elr melte redes de transport,e "hutna-

nas". Con esto nos rel'eriruos a redes construidas por ¡:ersorr:u, y¿r sean de flujo físico o de

información, corno por ejeniplo, redes de c¿uleteras, de potencia eléctrica, de Intemet, de

rut¿rs de vuelo, de cableado telefónitxr, etc. Sin eurbargo, los misrnos análisis pueclerr ser Írtiles

para describir otros tipos rle redes.

Esta tesis está dividicla en tres partes principales:

Redes Complejas (Cap. 2): Estri set:ció¡r es un resumen de los couceptos trásirxrs re-

lacionados a las redes cornplejeus. acornpañaLclo cle trlgunos de los modelos nlás recurreutes etr

la literatur¿¡. AquÍ también se define la terminología ¡, nornenclatura que se utilizará en el

resto de la tesis. Finaln¡ente se expone parte clel algoritmo r¡ue se utilizará en las sinurlaciones

postedores.

Mínimo Global (Cap. 3): Aquí se trabajan dos modelos de optirnización que ya han

sido tratados por otros autores. Se detallan y se entreg¿ln resr¡ltados que podrían ser de

interés, corro por ejempkr, «:aracterísticas sm,o,ll-utorld [70]. Los dos mo<1ebs aquí triitados (que

llarn¿remos Global I y Global II) buscan el diseño óptirno de una red para una configur:rción

espacial de nodos fi,ia. En particular, lo que se l¡usca es el mÍnimo global de costos pa.ra una

energía detern:inada, la cual clependerá de la configuración de los enlaces. Los resultados aquí

obtenidos sen,irírn como un purto de <xrrnpnración oon otros modelos publicaclos, así com<r



taml¡ién servirán como con)paraci(»r con Ios modelos de clecirnieuto que se tlatarán etr el

capÍtulo siguiente.

Crecimiento (Cap. 4): L¿¡ irtroduccitin clel cxlncepto de crecirlie¡rto de redes sulge

como una ner;esidad de ctear modelos qtre rlescrib:rm nrejor a las redes r:eales. Los modelos

t¡atados sor) cuatro. Los prirneros dos tienen que ver con una led que c¡ece err torno a ur

Ítnitx> nodo «:entral, despreciando Ia importamcia de lt>s otros nodos rie la red. A estos modelos

kls llamaremos crecirniento Central I v IL Los otros clos modelos, por otra parte, ponderan

1:or igual Ia importanci:r de todos los nodos en [a red, A éstos riltimos los denominaremos

Or-et:irniento llbtal I y Crecimiento lbtal 1I. Los crratro modekrs aquÍ tratarkrs optimizal

costos paso a paso según Ia colliguraciót que hayzl al morneuto de agregar cacla nodo, sin

tomar en cuenta la configuración futura, es rlecir, se está realizando una optüniza:ión local,

sin considerar el costo global de l¡¡do el proceso. Esl.o concuerda corr la lógica de crecimieuto

de algunas redes reales, en donde ei sentido de [o urgente (r:orto plazo) puede imponerse por

sobre el sentido de 1o irnportante (largo plazo).

3



CapÍtulo 2

Redes complejas

En este capítulo itrtroduciremos algunos conceptos írLiles para caracterisar redes comple-

jas.'Ihuüién disctrtiremos ejernpl<is especÍlicos r.le ledes que han sido delinirl¿rs y estudiadas

por otros autores, poniendo énlásis en las diferentes topologias que estos obtuvieron. Pos-

te¡iormente se introducirá el concepto de rede.s esp:rciales l.¡idimenciorrales, y por Írltimo, se

explicará el algoritmo de l'lovd llarshall el cual será utilzado en los capítulos siguientes para

determi¡r¿rr <list¿rnci¿rs mínima.s, las que tendrán un papel fi¡udamental en esta tesis.

2.1. Definiciones generales

Para corneuz¿u'el a¡rálisis cle redes, es pret:iso hacer algunas definiciones [1 3].

Def. I Nodo (vertex): Es la unidad fundatnental de una rcd. A cada notlo individual
lo clenotaremos ti, y al @njunto total de nodos de la red k¡ denoninarcnos
¡l : {u¿}.

Def. 2 Enlace (edge); Pat orclenaclo de n¿:rjos (u¡,u¡). Grálicam enf,e puetle r.isua]i-
zarse como una línea rccta Erc u¿e el ¡odo ü¿ r:on el nodo u¡. Ocasionalnette
será detomi ado como eiJ.

Def. 3 Red: Cb4lunüo rle .V ¡roclos y - {u1,ut,. . .,.¿,¡}, y un conjmto cle IVI parejas
c»'clenadas (enltx:es) á: {(r,r,u;)} CV xV. La red se denontina no dirigida
si para r:ztda pareia (¿r,p,) Q t tanbié¡ exisúe la pare,ja (u¡,,u¡) € t . De lo
contrario, la rcd se rlenomina dirigida. Al númerc de enl¿ces !,i se le denonha
el orclen ele ]a rul.



üto ¡J5

(a) Red dirigida (b) Red no dirigida

I'igura 2.1: Gr¿ific¿r de bs dos tipos de redes menr:ion¿das. Una representat:ión típica de red

diligida es por medio cle flechas tal «>rno se rnuest.r¿r eu la pnrte (a). En cambio par:r ltrs redes

no rlirigidas l¡¿rsta <;orr rnostrar l¿r existenr:i¿¡ o no del enlace [parte (b)]. Observe¡nos que p¿ra

la led dirigida podemos moverros descle el ¡todo t1 al l¡, pero no podemos llegar del norlo l'6

al u1. En «)ntr¿lste, en la red no diligida totkts Ios c¿rutilos son reveLsibk¡s.

Def, 4 Conectividad: 'l.atnl'¡ién cottot:icl¿t cono el grado de t:oordina<:ión, e.s eI l¡ime.r'o

rle enlaces «»tecLaclos a tt tr¡do. La cr¡terl,ividad del lodo ui es (lerol,ad¿¡ ])or
k¿ y a) promeclio (fr) : + I[, k¡ se le dettomir¿] ia conectiviclad cle la red.

Def. 5 Matriz de adyacencia: La ntatriz de adyat:encia A e.s ur¡a rcpresentación

naLricial del coniunto de enlaces €. Sus tétninos sr» úales que:

^ | t si (u¡,r,,) €átt,r:lU 
si(rr¡.r;) (á

Como ejemplo, a continuación se muestrar la,s matrices de adyacencia correspondientes a

la figura 2.1.

¿r2 o t,r

/\".-i
/ 

'\-------u.

/0 10 0 0 0
lo o r o o o

lo 101r. o
loor or o

looor or
\o o o o o o

U,

I

I
I

I
I

1)1 o

Retl dirigirla. [Fig. 2.1.a] Red ur dirigirla [FiB. 2.1.b]

Notemos que la matriz de l¿r deredl¿¡ es sirnéi.rica, r:ar¿rcterÍstic¿r de toda"s las nr¿rtrices de

aclyarrcncia <le redes no dirigidas. En est¿¡ lesis sókr consirleraremos rerles no dirigidas, de

/0 l 0 0 0 0
Ir o r ooo
lo r o r r oA: I o o r o r o
lo o l r o r

\o o o o r o

(2 1)



nodo que cn¿Indo ros rel'erimos a "red", sientpre queiremos decir "re<l no dirigida".

Def, 6 Geodésica: Conjutttct de enla.ce.s que r.:on[otnan ei ca¡nino más cotdo (nenor
túnero de enlaces) entre at nodo v otro a tra+és de la red. Es el r:anino que

tiene menos "esLaciones" entre un nodo y otro.

Def. 7 llattizH: Las componertes H¡¡ <le la natLiz t:r»reslxnde» al número cle enlat:es

r¡te confórntan Ia geodésica e.lÍre los ¡rotlos t¡ .y t:¡, Si tto hav fomade «)tectal
lti Con D j elttoll.ce' Hrj : oo.

Def. 8 Factor de Clustering; iVúr¡re¡o entre ce ) y u o c!üe indit:a c1ué tan "agttpit-
rlos" están los nodt¡"-. El fat:tor de clustetitg <!e un noclo u, se difine rt¡mo e)

cuc¡<:iente entrc el nútnero ¡le enlaces que hav entte k¡g "nodr¡s vecilos" rle un,

y el máxinto nitmero de. e,^¿os qüe puecle ltabet (k"(k," - 1)12). Esto es:

5- A,"
C,,: ---:::t----::- V i. j tal que A¿n ,. 1 y que A¡, ,,, 1 ,

nn\^11 - L)/ ¿
(2.2)

clonde 16 es la cotectiviclad del noclo r;,". El Jactor de clustering de la red se

define t;otno:

C: (2.3)

Es importante señalar que todas la^s propiedacles me¡¡cionada^s hasta ahora quedan deter-

minadas a partir de la matriz de ad¡,acencia. Pt'rr e.iemp1o, para deter¡nina¡.ia conectividad

A;¿ de un rodo podemos esr:ribir

.N

*»t,

NNn":ro''-fa"
i:1 i:t

Para el caso de la matriz de adyacencia mostrada en la ecuación

se obtienen los valores nrostrados e¡r la Tabla 2.1. 'lhrnbién la matriz

partir de la matriz de adyacencia, como se mostraxá en la Sec, 2,7.

(2 4)

(2.1) (red uo dirigida)

H se puede obtener a



kr 1

kz 2

ktt 3

2

kr', 3

tr;o 1

Tabt¿ 2.1: Conectividarl c1e la rerl no rtirigirla mostr¿xla en la F'igura 2.1. I'trotemos que par¿r

este ejempo I[ : 6 y M : 6, y en general se tendrá q.ue \k] - 2¡4 ¡ ¡¡ '

2.2. Distribución de la conectividad

Una p-..o¡liedatl nrtr¡, importatrte qtte catact,t:riz:r l¿r estrtlcttrr¿r de rrn¿r retl contpleja es 1rr

distribución de L:oü«t.ivid¿rd P(fu), que es Ia probtrbilidad de qüe ul] lloclo esct.rgirlo aI zrzar

terrgir fu coneriones (o vecinos). Ilivcrsos trtiba.jos [1 3,12 25] nos pelmiten esttrblecer ptinci-

pahneuie trcs tipos de <iistr-ibur:iones P(Á.). las qtre del.elminan i.r'es est,rllctut¿IS o topologi;rs

dilelelries. Es(¿rs son:

-a
P(k:): rr" ir.

(2.5)

P(k): Cc-"r Distribución exponencial' (2.6)

P(k) : ck 1 Distribución con ley de Potencia. (2.7)

En ia figura 2.2, se grafican la*s distribuci<»res de Poisson, Exponencial y Ley de potencia

Las grá.ficas reievantes que se utilizarán más adelante son ia clistribr¡ciÓn de Poisson en escala

LIN-LII,i, Exponencial en LOG-LIN y Libre de Escaln en LOG-LOG (ver figura 2.2).

A1 fin¿l de krs años 50, y principios de los 60, ord6s y Rényi l\reron los primeros en estu-

rliar Ia riistribució1 de una re<l aleatoria [26 28] (ver Sec. 2'3), obteniendo distribuciones cle

Poisso¡. Sin embargo, a pesar rle su importancia histórica las rerles «»r topología de Poisson

están lejr:s de ser una representación realista de las recles reales observadas en la naturaleza.

N'tl,it I Conectivitl¿rd

Distribución de Poisson.

k 2
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!'igura 2.2: Distribuciones Libre cle Escala, lbisst;r v Exponencitrl graficad¿Ls en diferentes
escalas. L¿rs representaciones más irtiles pa¡¿t rlosotros serán LIN-LI\ para [a dist. Poissol,
LOG-LIN para la clist. exponencial v LOG-LOG par¿ I¿ dist. con lev de poi;encia.

Recién en 1998 se tx¡me¡rzó el estudio sisie¡rírtirn rle las pro¡riedades topológica-s de las redes

re¿rles. Estos estudi<.rs mostraron que un núrnero co[sider¿¡ble de redes reales eústentes en

l¿¡ natrlralez¿r plesent,¿rn distribuciones dc «»rer:tit,id¿xl qlle si€iuen leyes de potenr:ia [12 25].

Esto se puede apreciar en l¿r tal¡la 2.2 que muestra algunos eieni¡rlos de redes reales y el v¿lor

del e-xponente 1 [Ec. (2.7)] par:r clitiras redes.

A tnenudo, Ias distribuciones con lel'es de potencia son ll¿rmad¿¡s distribuciones lible de

escala, esto es debiclt¡ ¿r la clistribuciót es I¿r misr¡ra r,,n t,orlas las escalas, por e,.ieütplo, para ur

raugo de k tenetnos que P(k) : CAl ahora bien si r:¿r¡nbia.tnc¡s l¿r escala en un factor 10 (sin

perdicla cle gereralidad) tenemos P(41t0) : C10r . k1 a k^t .

10

k
100 10

h
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Circrritos electroulc0s

-Ikrkle,r'¡.,rrt¿tt¡rssexutrle-s

2 810

.fi;;u*r* u"-*"*eares co, distribución de conectiviclarl lir¡re de escala. se indica

el ralor clel Nq de üoclos Iú, Ni de enlat'es 'ff y el exporetúe 7 de la rlistribución [Ec' (2'7)l'

2.3. Redes aleatorias

Cotno primer ejeurplo de utta retl coltple'jtr' estttdiaremos l¿rs redes aleatorias' tatDbién

Il¿rmad¿rs r"edes tiptl Erdós-Rérryi Estas se tnustruyen de Ia siguiente fornia:

Se tlefine un set. de lV uorlos'

Se escoge al azar ttn¿l pareja de nodos'u¡ !'t'¡' ] si no est¿in rlonectados se conecl'an

Se repite el ¡lroceso ¿rnteriot h¿rsta o[¡tene:: 'il,lr enlaces' etr rlonde '\'l serh el ordeu de

Ia red.

Sepueder]etnostrarrluetodar.eclaleat,oriatieneunaconect,ivicl¿¡dquesigtlerrtadistribu'.

cionrlePoisson.I)araelkl,notelnospr.irneroqtreelrl,rnrerotot'alAl,rleenlacesqtreseptrcden

founar en un coqjttnto de N nodos es

1

^r ^\r/AI- I\.rrp _ 
,,y 

\:!

como se enlazaron r1.1 Parejns tle norlos, In probat-rilidarl p" de r|re una pnrej il arbitrari¿

de nodos est,í: eul¿rz¿rda es

2r[
N(N - 1)

I

¡

a

!

I,I

^!
?e:

(2.8)



Consideretros un nodo ¡rarticular'15 de la red, escogido al ¿rzar. El número total cle eula«:s

r¡re ¡rodrÍan rx)ne0tar- a u3 es f\- - 1, va t¡te t5 t.iene N - 1 posibles nodos con los t:uales

coneúta$e. Como lr¡ inclica la er:iración (2.8) la plotrabilklad de que exista cada enlace eu la

.,..ed es p,,. Por Io i.arrto Ia probabilklad P(k) de ilue el nodo rj teng¿r k de lo-- iV - 1 errlaces

posibles, suponiendo clue la probabilid¿rd de existencia de cada uno de ellos es p", viene dadtr

por lzr sip¡uiente expresión:

P(k): (2.e)

Ésta es la distribución de probabilidad general para cu¿lquier valor rle lü y .41. Pero si

consideramos que la red es rnuy grande, lú --, co ,1.1 -+ oo, de tal forura que la cantidacl

2ltÍ
-¡f

penriulezca finita, entonces (vel apéndir:e A) la distr:ibuciírn (2.9) se transfbrrna eu

P(,r): e (2.10)

Ésta correspoude a una distribucií¡n cle Poisson con promedio z [nq. (Z.S)]. Con esto

conduimr:s qlrer para una red mu1' grande, el proceso de enlazar pares de nodon^ en lbrma

aleatoria conduce a una distribución de Poisson. Las Iigulas 2.3.a, 2.3.b y 2.3.c muestran una

represenl;acion gráfica de recles ¿rleal,orias cor N : 100 .y con il1 : 50, l.f :200 v .,rl{ :400

resper:tivamente, mientras que las figuras 2.3.d, 2.3.e y 2.3.f rmrestran sr¡s distribuciones de

Poisson respectivas

Cabe serialar que durante rnudxrs ¿¡ños se pensó que este r¡lec¿rnisrno de lblmacií»t de

redes, eu el r:ual c¿rda pareja cle nodos se enl¿rz¿¡ ale¿¡toriarreuLe. era adecua(b para describir

el origen de r:iert¿¡.s redes sor:iales cotno l¿¡s redes rle amistades o l¿rs recles de corrt¿rctos sexu¿rles.

Después cle todo, I¿s amistades se dan por el encuenlro casual y aleaLorio tle la^s personas c¡L.e

viven en una sociedad. Por tauto, era n¿rtur'¿rl esperar que el rnorlelo ¿rleatolio leprodujer;r Io

que reahnente o(jurle en la-s redes sociales, sin embargo, esto resultó ser iDcoued;ol corno lo

muest¡¿l la tabla 2.2

(" r 
')t,"t-t' -Pe)N-l-r

frl
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f'igura 2.3: L]jemplos de redes ¿üeato¡i¿s cotr.ly':100 y ool L'I :50, M:200 y r]r':400
[figuras (a), (¡) y (c)]. Junto ¿r elias se ¡nuesilra¡ l¿s distril¡uciones rle conectividad a,iustadas

a s¡¡ distribucióu de Poisson respectiva [figuras (d), (") y (f)1.

2,4. Crecimiento de redes

El rnncepto cle crecimiento tle lecles surge eu la lileratura conro una trírsquecla de realiz¡rr

modelos r¡ue se ajusten más a las característic¿ls de las redes re¿lles. En este caso, la re<1

iiene inici¿¡lmente un cierto Ne de nodos y enlar:es, y luego se rarr agreg:urdo nuevos rrodos

y enlaces, siguiendo algrin criterio adecuado. Cousideremos en particular el siguiente rnodelo

de crecimiento, utilizando un par'ámetro temporal f para rotular la ev<¡lución de l¿ red:

. Se comienza el proceso de «xl¡rstrucción en l: 0 solamente con un noclo tt¡.

. EIl el instarte t : I se airar]e el troclo t1, que es coueclado al no«ltr o¡.

. En ú: 2 se añade un uuelo notlo tr2 y se enl¿rz¿¡ a u0 con unn prob;rbilidarl IIo o a tr
con un¿ probabiliclad IIr, cor fls * fI1 : 1.

11



En ¡l : 3 se añade un nodo u3 "\, se enlaz¿ a uno de los Iodos uo, ?1 o ü2, con

probabilidades IIo, IIi y II2 respecLival.nente. Aquí, 1os valores de II¿ en genertrl sou

diferentes a lt¡s de f : 2 y se cumple que flo * fIr * II2 : 1.

En general, se tiene que en el instanl.e f * 1 se ait¿rcle el nodo t4*1 el ctral se conectar¿i

solo txrn uno de los nodos uo, u1, ü2, . . .,h Ya e.Yistente, en donde la probabilidad de

que el nodo tr¿ sea sele<rionado es fI¿. Debido a que fI, \arÍa en cada iteracióu se tiene
que ni : [(ú), debiencto cumplirse q,re fl-o n,it¡ : t.

Se repite este proceso rnuchas veces y se espera ¿ que la distribución de conectividad
del sistema tie¡rda a un estado estacionari<¡ (lf suficient,enrente graacle),

Notemos que el caso estacion¿rrio aludido no implica c¡ue la red <[eje de r:recer, sil¡o sim-

plernente que srr distribución de conectividad sea una función independiente del tiernpo.

Un aspecto que resulta crucial para determinar la topokrgía de la red resulta¡rte es e.[

criterio con el cual se rietermina a qué nodo preexistente se conect¿ cada nuevo nodo de

la red. Una elección positrle es que la probabilidad de conexión a un nodo depelda de la

conectividad de dir:ho l¡odo, es decir:

I]¿(¿) : II(k¿,r) . (2.11)

Bajo esta tnndición, es posible ellcontrar una ecuaciriu para 1:r evolución de la distlibucifur

de conectividad P(k), lo cual harer¡tos a coltinuación.

De¡rotenros por P(n. k,t) la probabilidad de que el nodo 'u.o tenga fr <;orexiones en el

tiempo f. Entonces la probabiliriad P(il,, f) de que un nodo arbitrario tenga & r:onexiones en

el tiempo f es:

P(a,4: frirt,,,*.,r,
donde /ú(t) es el nÍrmero de nodos de la red en el tiempo f.

(2.1,2)

La ecu.¿¡ción que det;erurila I¿r evolución teuiporal de P(rz.k,f) se obtiele notauclo r¡ue,

par¿r (llre el nodo t,," <rralt¡uiera cle Ia red telga fu conexiones en el tiernpo f * 1, hay dos

plocesos c¡re dan origeu a elkt. esLos son:

72



1. A1 tien:po ü el nodo u. tenÍ¿r & - 1 cone.xiones y fue selecciouado [con una probabilidad

n(l - 1, ¿)l para conectarse «)rI el Duel,o rodo añ¿rdido a Ia red. Por lo tnnto, a,l tiempo

f* 1 el nodo r', lendrá /t tonexiones.

2. El nodo u,¿ ),a terlÍ¿ A r:onexiones al tiernpo f y lo lue seleccionado para conectarse corr

el nuevo nodo añadido [lo cual ocurre con un prob¿bilidad 1- II(k, f)]. I'Jor lo tanto, en

el tiempo ú * I el nodo u, seguirá teniendo A txrnexiones.

'foma¡rdo amb¿.ls contribuciones, Ia eeuaciót rlue deterrnina la evolución de P(n, ft, t) es:

Probabilirlad,

de tlue t,, sea

sele edona¡l,o

Probabil.idatl

de que u,, no sea

se lecci onatlo

P(n,ft,f + 1): p(n,k- 1,ú) n(k - 1,¿) + p(rt,k,t) (1_n(A,r)). (2.13)

Probqbilidad

de que u,, tenga

k. - I coneyianes

al tiempo t

\-,-
P r obabilitutd.

de que 'u,, tenga

k cone:¡:i ones

al tienlpo t

Por srr ptrrte el nodo u, apareció en el tienipo ¿: n con ura sola couexión, la cual da la

siguiente condición:

P(n, k, r)1,=,, : 6u,, . (2.14)

Si sumamos sobre n a ambos lados de la ecuaciól (2.13), y utilizando la ecuaci<iu (2.12),

nos queda

Ip(", A,¿+ 1) : D,tp@,[' - 1,r)r(k - 1,0 + p(n,k,t)(l- il(i,,0)]
,¡=o r¿:o (2,15)

: N(t){P(n, tu - 1, f)II(} - 1, r) + P(n,1, t)(t - n(t,0)} .

13



Notemos en que el r:rodelo irnplica rtrue en ctrda paso se ¿Iñade un lluevo nodo (rxrmenzanrlo

cor el uodo t)0 en t : 0). Esto implir:a que /f(t) : f * 1, rnn k: cu¿il Ia ecu¿rción (2.15) queda:

Dp(r, fr,, + 1) : (¿+ lxP(ft - 1,ú)tl(k- 1,¿) +P(ft.r)(1 - r(k.r))) (2.16)

(2.i7)

1)or otlo lado, el larb izquierdo de l¿r ecuacirirr (2.16) se puede reesc:ribir, usarrdo (2.1"1)

(2.16) queda:

t t+l

Ir(",fr,r+ r) : I.(",t,¿+ 1) - P(t + 1,tu,¿ + 1)
.¡¿:0 r=0

¿+1

: Do(r,, tu,¿ + 1) - ¿r,1

n=0

: ¡,/(f + 1)p(k,r + 1) - ó,r,,

: (t + 2)P(l¿,t + 1) - ¿1,1 .

De (2.16) y (2.17), nos quecla finalurente que:

(t+2)P(k,t + 1) - áA,1: (ú+ 1){P(a - 1,f)r(k - 1,r)+P(&.¿)(r n(e,¿))}. (2.18)

Ésta es una ecuación de recurreucia que rletern:inil P(k,t + 1) a ptrrtir de P(k,t) y

P(k,t - 1). l'ara resolvella es necesario conocer ex¡rlír:itamente la lirru:ióu II(k, f), que es ln

probabilidad de rtrue un nockr ya exisi;ente cou coneclividatl k sea seleccionarlo para co¡ect;a6e

«ln el mrevo rodo que se ¿rña,de en el tiempo f. Como se verá en las siguieutes secciones,

rliferentes e]et:ciones ck: la prol.rabilidad II(A,t) conclut.:en a topologÍtrs clilelentes de la recl

resultante.

2.4.1- TopologÍa exponencial

En el c¿tso de que cutrlquier¿r de los rrodt¡s existentes puecla escogerse con la uisura proba-

hiliriad para conectarse cou el uuevo uorlo añrirlido, la plobabilirlad II(k, ¿) es inde¡rendiente

de k v queda dacla por

1,1
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Figura 2.4: (a) Representacil»r gráfica de una recl resulLante con ufl moclelo de topología

exponencial (Ser:. 2.4.1) con .lf: 200 nodos. (b) Distribución de conectividad para el misrntr

rnoclelo con -l[: 106. Puntosr resuli;arlos de la simulacil¡¡r. LÍnea sólidtr: Ec' (2.6).

a,

,l

n(k.f) = \¡/r\ :

Sustitu.yendo (2.19) en (2.18). queda

(2.1e)t+r

(t + 2)P(k,t+ 1) - da.1 : P(k - 1,t) + tP(l;,t) (2.20)

Después de un tiempo nuty latgo, la linción P(k,t) alcanza uu estado estacionario en el

que P(k, t + 1) : P(ii, ¿) : P(fu). En este caso la Írltima ecuaciór¡ queda como

P&):;lP(k- 1) +ó;.11 (2.2t)

Como todos los nodos de la red tienen por lo menos una conexión, es clam que P(0) :0'

Cc»r esta r:oldición inicial, la ecuaci(xr de recutrencia anteri<¡r tie.¡re la solución

P(k) :2-l' : e-1\\(2)k l) .))\

En la figura 2.4 se tieneu resultados de simulacioues de este modelo, mostraldo claramente

córno la distribución de conectividad tiende a la ecuaciór (2.22).

15



2.4.2. TopologÍa libre de escala

La topología expottencial rlo es nnly buena cuando se t¡rieren describir algruros tipos de

redes reales, por e..ienp1o, sociales. Esto es debido a que url nrrevo individuo lo se vin¿:ula

con alguDo de los ¡.a existeDtes equialeatoriamente. siuo qrre existen ciertas ¡rreferenr:iers,

Por ejemplo, si trtt nuevtl a<;tor debe decidir enl;re clos obr¿ls en las cuales trabtl.jar', es rnuy

posible que decida palticipar en el elenco mas "recolocido", ya que tendrlr urás visibilklad,

o por qlre probablemonte signilique que lii obra se¿r de meior «;alidad, etc. Entouces, el ar:tor

creará con nrayor probabilidad, un vinculo con actores más "populares". Para incorporar este

comportarniento, el modelo B¿rrbási-Albert [1,29,30] sugiere que la "popularidad" de un nodo

está determinada segun su r:onet:lividatl, por 1o que sugieren <¡ue la probabilidad de enlace

II(ft, f) debe tener la lorma:
/¡'ttl \

rr(k,¿): llr,l /i, (2.23)

\r=o )

donde fr¿ r'epresenta la conectividad del i-ési¡no nodo ya existente en el tiempo ú. El fáci;or

(»Il'J *,;-' simplemeute garantiza que la probribilidart II(fr, t) esté normalizada. Al hacer

que II(,k, ú) sea proporcional a k, telemos enlace prel'er.encial, ya clue de esta fbrma, rnientras

más grande se¿¡ [a conectividatl k de uu nodo, mavol será la probabilid¿rd de conectame <xln

é),. Como en cada paso de tiempo se airarle un nuevo ¡rodo a Ia red con un nuevo enlace, y

como se «rulienza con cero enl¿rces eu f :0, se teuclrán f e¡laceo^ en el tie,rnpo ú. Debido a

que cada enlace aporta dos cone.xiones, se ti.ene que para cualquier tiernpo f > 0 se curnple

que
NG)

!ro: zt,

v por Io lanto

II(4. f) : I
2t

Sustitu¡,enr1o (2.25) en (2,18), nos quecla

(2,24)

(2,25)

(t+2\P(k,t + 1)- ó;,, : (¿+ 1){(k - l)p(ft- 1,f)+ (2¿ - k)p(k.t)} . (2.26)

La distribución de conectiyidad estacionaria P(k) se obt,ie.ne del límite ú ---+ cc de la últür¡a

lb
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F'igula 2.5: (a) Firncióu mostr¿rda en la ecuación (2.28) j unto cou la fturción /(e) : Á,-3. Se

puecle ver que para r.iilores aitos de k anrl¡¿rs tieren el misrno comportamiento, (b) Distribucióu
de r:onectividad de un¿r simula<:iór del modelo a<¡rí expuesto. La simrrlación fue hetha parn
,\' : 106 nodos. Nuevamente podemos ver que para r.alores altos de fr la dist¡ibución tierrde
¿¡ l¿r tirnción "f(k) 

: ft-'

ecuación, lo que conduce a

10010

P@) +;t&P(k) - (k - 1)P(& - r)) : ó0,, (2.27)

Oomo todos krs norlos tieuen al merlos ur¿r conexión, podemos im¡roner que P(0):0, lo

cual nos da Ia solrrción

P(k):
fr(fr+1)(fr+2)

(2.28)

Aunque esto no e^s exactarnente una 1ey de potencia^s, para valores grandes de tr; la dis-

tribución se «)mporta como P(k) - k-s. La figura 2.5 muestra una gráfica de la ecu.ar:ió¡r

(2.28), y también se rnue$tran resultados de una simulacitin del nrodeb.

Si bien, el modelo de lJarbási-Albert fire inspirado err redes sociales, es de gran utilidad

para representar otros procesos de crecirniento de redes. en ltls que los nue¡os nodos se

enlazan a los nodos con alta "popularidad". Por eje.urplo pensemos en una red de serviclores

de iuternet; cada nuevo rnienbro no se enlaz¿ al servidor más cercano, sino que ponriera eltre

la cercanÍa y accesibilidad del servidor al resto de la red, accasibilidarl que es una medida de

la "popularidad" del servidor.

(b)
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2.5. Redes tipo srn,u.ll-utorkl,

Duncan J. Watts y S. Strogatz publicaron en la revista /{¿luru en e.l año 1998 un articulo en

dourle se desr:rihÍ¿¡n por prirnera vez las llam¿das redes de mundo pequeño (srnall-utorld) [10],

ponie.ndo en evidencia la exisi;encia de ést¿¡-s en la n¿rturaleza y err Ia sociedad. Ellos clefinen

wa rcd small-world, como aquella cuya distancia medio, (H7¡) es similal a la rie un¿r red

iileatoria, pero cuyo Jactor de chtste.rin,g (Se<:. 8) es m¿ryor. AdemáLs, en el artÍr:ulo, proponen

un modelo probabilístico mediar¡te el cual es posible obtener este tipo de redes.

2.5.L. Redes srn,a,ll-uorld, rea.les

La tabl¿r 3.1 [10]. rrluestla tres tipos tle redes. La primela, es el sistem¿r nervioso de l¡r

espe<:ie Caenorhabditis elegans, en donde los noclos representan treurorr¿,s.y los erlaces, cone-

xiones sinápticas. El nrimero de nodos de esta red es de N 282 y su conectividad promedio

es de & .,. 14. En segundo lugar se analizó l¿r red rle colabor¿r,ciones cinematogr'áficas de los

EE.UU. Y fiualmente la red de distribución de una rnmpairÍa eléctrica de la zona oeste de

Ios Dsl,¿rc1os Unidos, en 1a que cada l,ransfcrrnra,dor o suliest¿rción representa un nodo y los

terididos de alto lrlltaje repre.seutan los eul¿ces. l\rdemos ver a paltir de estos resr¡ltados

qtrc la di;tancia nt edia et los tres casos es si¡uilar a la de su análogo en rcdes aleatorias, sin

enrbargo. err los tres r:.asos el Jo,ctor tle clusttn'ing es signi{iciit ivnmerte tna)¡or.

¡/ k H) (H), C co

C. elegans 282 T4 2.65 2.25 0.28 0.05
Red de Actores 225226 61 3.65 2.99 0.79 0.00027
Recl eléctlica 4941 2.67 18.7 12.4 0.08 0.00r.¡

'Ihbl¿r 2.3: Valores de la ¡l'istancio, medio, l}I) y del f actor rle. clu,steri,ng C para tres redes reales.
'Iambién se muestran estos mismos términos ((fil y C) ol¡tenirk¡s para ledes aleatorias de
la"s ¡¡rismas c¿rrar:terÍstir:as (igual nrimero d<l nodos A'y de ellaces I,l), los «;uale.s l¡an sido
rotularlos como (H)" v C".

2.5.2. Modelo probabilístico de Watts y Strogatz

Wátts y St,rogatz [10] ¡nuestr¿n un modelo probabilÍstico capaz de generar l'edes regulares,

redes snall-uot'l¿l o bien ¡edes aleatolias. El rnoclelo I'unciona de la siguiente manera: se

«rrnienza con ur1¿ red regular como la ¡no,strad¿ eu Ia figura 2.6.a, la r:u¿l tieue I{ : 20
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nodos 
"v 

oonecl,ividad igual paltr t.odos los nodos f¿ : 4. Luego, cor una probabilidari p,

cada enl¿ce es movido de su lugar. I)e esta lbrma si p: 0, cada etl¿ce perur:urecer-á donde

misrno, ,v si p: 1 un¡on""s cad¿r enlace migrará de posición a alguna otra posición escogida

al azar, «urlbrmarrdo finalmente rrna red «rmpletarnerrte aleatoria. Par¿r valores intermedios

de trr surgerr estructuras con caracteristicas small-uorld. (ba.ja distancia promedio (H), alto

Jactor de clusteri,ng). La griilica de la figura 2.7 muestra Ia dist¿rnci¿r, promedio II y el far:tor

de clustering C en firnció¡ de p, arnbos norntalizadr¡s a sus respectivos valores par¿r p:0.

7t:7
Figura 2.6: I)escripción gráfica del modelo planteado por Watts v Sl;rogatz. Se puede ver
que para P : 0 la ¡ed es completamente ordenada, mientras que para ? : 1 la red es

completamente aleatoria. Para valores intermedios tene[ros redes tipo small-worl¡L.

ü, t]
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olt¡:
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l-igula 2.7: GrÍrfitrr que irrdic¿¡ vakrres de la d,istan cia nterlia lII) y el fa.e.tor de chrsterhrg
C en firnr:iírn de p para el rnodek¡ de \\htts v Strogatz (Sec. 2.5.2). Ambos ralores están
normalizatlos a sus respectivos valores p¿ra p : 0.

(b) Srnall-\'Vorld(:r) Regular

p-()

(Q Aleatoria
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2.6. Redes espaciales bidimensionales

Uu¿r red esprrci:rl es ttna red er:. Ia cu¿¡l cada rodo tieue a.sociado un¿r rxxlrdenada en el

espa«:io. En parl;icr.rlar eri esta tesis se «¡nsiclerarán redes espaciales tridimensionales, es decir,

c¿rrla noclo tendrá trsoci¿rlo un pun1.o en el plano r-y. Debiclo a esto, a cada par de noclos se

Ies puede asor:iar una lorrgitud que represente la dist¿rnci¿r euclidiana entLe aunbos, con lo cual

se puede introducir la siguiente clefilición:

Def. 9 LlatrizD: LLattiz de tlist¿utt:ias. Sus ténninos D¿ ¡ iltlican la clist¿tnt:ia etu:lidi¿na

ettrc los nodos u¡ .y u¡.

Con respecto a los enlaces de la red, por sin4rlicidad se asumirá que éstos sólo pueden

ser líneas rectas que van desde urt noclo a oiro. Ahora obserlemos que la Def. 6 (Sec. 2.1)

entrega una definición de geociésica que tiene que ver coll el mÍnimo rrumero de e¡rlaces entre

clos nodos. Sin ernbargo, cuando estar¡ros liente a recles espaciales surge de forma natural

urra defirrición alter¡rativa al camino rnás cxlrto entre nodos, el cual corresponde a la menor

distancia geométrica que hay que recorrer para llegar cle un nodo a otro siguiendo enlaces de

]a. rerl. A este r:amino lo Ilam¿rremos geod,é,sir:a geom,étrica,

Def, 10 Geodésica geométrica: Conjunto cle enlaces que corrforman e) camino tná¡s

corLo (menot longitud geonétrica) entre uo no<lo y otro a ttavés de la t'ed.

Conviene eutonces definir una mtrtriz anírloga a HU, pero b¿rsada en el «»rcepto de geo-

d, ési, ca g eo nt, él,ri ca:

Def. 11 l\'Iatriz L: Las compolentes L;¡ de la rnattiz r:orresp<»rden a la longitud de la
geodésica geométrica er¡t¡e lr.¡s nodos ui r* uj. Si no ltay [orna de coner.:tar

'U¿ (:On U j, entonCes L],j : ,n.

La {igura 2.8 nruestra un diagrarna en el cual se ilustran las tres definiciones de dist.ancia

qrre liemos introdut:ido, H¿¡, Li¡ y D"¡.
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H¡¡ Geodésica

L¿7 Geodésica geornétrica

D¿¡ Distancia euclidian¿r

l'igrrr:a 2.8: Courparrricin entre H¿¡ ,L;¡ y D¡;, para los nodos t)¿ Y ?J.

2,6.L. Condiciones de borde periódicas

En este traba.io consideraremos «»rclir:iones de l:rorde ¡reriórlicas sobre el plano qlre «)n-

tiene a la red, con lo cu¿1 elirninauros l¿¡ existencia cle nodos en el contouro, los cuales pueclen

preserltar carar:terístic¿rs pzrlticulares. Algo sirnilar <xruseguiríamos si utiliz¡ramos redes con

condi<:iones de borde no periodicas, pero oon .\ >> 1, -va qlre en ese c¿rso el nírmero de uodos

e¡r el contoLno de la red se haría ruuy pequeño en comparación al nÍrrnero de nodos al interior

y su el'ecto soble las propiedades estadísticas de la red sería despreciable. Sin embargo, para

nuestras simulaciones, del orden de ir' = 100 lodos, no podemos suponer esta coldición.

Para plauos «rn <;o¡rdiciones de brlrde no periíldir:ns se tiene ur¡¿r sola opción de establecer

un enlar:e entre rlos uoclos (recorclar que los enlaces sólo pueden ser líneas rectas). En carntrio.

si l¿rs fionteras del ¡:lano son periódicas, se tiene más de un¿r forma de conectar dos nodos.

La figura 2.9 nruestra un ejemplo a escala real en el que se indican dos positrles caurinos para

unir dos nodos. Podem<ls notar ql¡e se gerera ambigíiedad con respecto a cual es la distant;ia

flrtre ¿ri y u3 (Ser;. 2.6, Dell 9), ya que en el ejempkr esta podrÍa ser de 3.61 cm o bien de

2.24 c¡t. Para evitar irnpreciciones futuras cou lespecto a la ¡natriz D la redefinirernos de la

siguiente fbuna:

27



Def. 12 fulatriz D: Se le denominará como la malúz <le clistancias ,Y strs iéminos Dij
indican la tongiLud del ca¡nino méLs corto que nne Di con üj de ent¡e todos k¡s

cantinos posibles.

1 c¡¡r

-rt

lr - 3.61 cur

tz - 2.24 <:ttt

.o

o
,UL

(b)

Figura 2.9: (a) Dos norlos de una red cualquiera; (b) dos posibies carniuos rectos que corectaa
los nodos (dos posibles v¿rlores de D,¡); (") clist,anci¿¡ mÍnima entre los clos nodos, con elkr

clecirnos que D¡¡ : 2.24 cm.

2.7. Algoritmo de Floyd-Warshall

En esta sección esl,udiarer:ros el algorit,mo cie F lo¡-lVarshall, el r:ual serti ul,ilizado para

cletenninar l¿rs distalr:i¿rs mílirn¿rs deni:ro de la rerl. Cu¿indo hablamos cle distancias millimas

nos leferimos ¿ H y L que corresponclen a la lnatriz de dist¿nciirs geodésicas 
"v 

¿r Ia rnatriz

de rlist¿urcias geodésicas geornétri<:ns definidas e¡r l¿rs set;r:iones 2.7 v 2.6 (lefiniciones 7 y 11

restrlectivamente). Esl.as mal;rices serán clave en los t;álculos de o¡rtinrización que se llet.aran

a ca\¡o en kis capÍtulos 3 y.1.

EI algoritmo cle !'1oycl-Walshall [31,32] (couociclo a veoes cotno Algoritmo de Roy-]'1oyd,

puesto que Ilern¿rrd Roy desr:ribió esle algoritnio en 1959) es un algoritnio que ett genererl

t,ralraj:r sobre redes ¿rl;str¿r:tas y fijns L, Ias r:uales se r:ar¿Ici,elizan pol ser porrrlerada^s, esto es,

el las r¡re cacla enlace tiene un cusl,o ¿rsoci¿¡do, y el costo t;ot¿rl de rnoverse r1e un nodo a otro

por medio de la red es Ia surn¡r de los costr¡s de los enl¿x:es que «rul'orrnau el camino que k>s

une. IJaio este criterio. el algoritmo de !'loyd es utiliza<lo para enoontlar cuál es el caurino

IEI algoritmo se Iimita a hacer medicio¡es y ctilcukrs sobre rrn¿¡ red fija (no dinámica) e,n la r¡re no hay
entr¿rrla ni salida de nodr» ni enlar:es.

aj
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o
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ntis económico que une c¿d¿ par de lodos de Ia red. .En redes geornétricix es cr¡mún asurni¡

que el ,,costo', de cada enlace es su longitud, bajo este criterio el algolitmo entrega cúal es el

camino mhs corto eltre cada par de todos.

El algoritmo es tol.ahnente elicierte ya ql¡e courpara todas Ias trayectoria^s posibles a i,ravés

de l¿r reri entre c¿da par cle uodos. Puede h¿rcer esto «)r solamente lúJ cotnparrciones (esto

es notable «)nsiderando que puede haber hasta -l{2 enl¿rces en ln red, y cilda combinación de

enlaces debe ser evaluacla para «:ada par de nodos). Es im¡rortaute señalar, que debiclo a que

el algoritmo cornpara todas las t.r'ayectorias posibles, el resultado entregado cotresponde al

mínimo total y no a mínimos locales.

El algoril,mo opera de la siguiente lbrma:

r Prime¡o se define una mal,riz l!'rvx¡¡ en la que cada compolente represenLa el costo

de cada enlace. Eltre Ios pares de nodos doncle no hay enlace el «)sto se cotrsidera

infinito. Además, Lt'¿i:0 Vi.

. Posteriormente, se realizn la siguierrte e).orx:ifur 1:ara cacl¿r uno de krs componentes de

la matriz W;
W¿¡ : niÍn(\Ú',r, \Y¡ * lüv) .

Et palabra*s; se escoge eu1;re'taminaf' por el enlace e¡; eI cual tietre un costo l'[r¡, o

bien por el carnino con "escala'' en tt (e¿, * ey) el cual tiene un costo de l{''¡ + !l,ir.
Entre amba^s posibilidade§ ros quedamos con l¿) más económica. Esta eleccií¡rr se

realiza para todos los pares de no<los de la red.

r Repetimos el proceso ¿nterior, pero estn vez t:onsideramos la txrnvenienci¿r de lt¿rcer

"esca.la" eu r.,2 y no en ü1, es decir. se realiza la siguiente elección prua cada uno de

los cxlmponentes r1e la nl¿¡triz i4l:

tr'lr¿, : 1¡¡i,r1Y1ir, ,V¡z * IVz¡)

La entr¿ida de la derecha de est¿r función es la rn¿rtriz I,l/ ::esultaute del paso anterior
(eJe<x:ión en torno a u1).

r Luego, Io urismo para u3:

íIti¡ : r¡¡¡n¡1Yrr,l\t¡:¡ * lts¡) .

AquÍ ruevarnente el input de la delecha de la fr¡nción es la nratriz ill resultante del
pa§o ¿rntcrior.

. La secuencia auterior se continha p&ra u4, ¿!, t;6, ..., hasta l¡.
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. El resu.ltado de este proceso en[rega una lnatriz tr'l/ final, en l¿r cual c¿rda compouente

I'lz¿¡ representa el menor cost,o ¡rosible p¿lr¿l lrlove$e desde tr.¡ a L'j por medio de la red.

Si no se puede llegar desde ur a L'j pol'medio cle Ia red, el algoritrno uaturalmerrte nos

entreg:r I{¡¡¡ : cc.

El algoril;mo de !'loycl l,iene ura inlinidad de aplicaciones en diversas areas [33], como ltr

son Ia investigar:ión de operaciones, en Ia er:onomfa, en las telecormrnicar:iones, en 1;ransporte,

etc. Eu geleral es rltil cada vez que podauros modelar Ia problemática por nedio c.le recles

y podamos ¿rso<:i¿rrle un «)sto a r:ada eulace. Como ya dijimos, en esta tesis utilizaremos el

algr:ritmo para determinar distancia^s r¡rínimas (matrices H y L.

Par¿r determinar la natriz H el algoritmo asune que) si existe enlace entre t,', y uj el costo

de trausit¿rr por él es uzo, mientras que, si uo e.tiste eul¿¡ce el «rsl;o de trausitar por él es

inlinilo. Por ello r¡tiliza como seurilla una matriz l,Vini'iat, er la cual su corrponente l!'ij es

tr7¿¡: 1si es que á¿¡ : 1o bien \yij: e si es que Ar¡ --0. En la diagonal de la matliz todos

sus térmiros son I4l¿¿:0 (lxr htty cost;o de moverse cle l,¡ a'u¡). De est¿r lbrma el algoritrno

eutregará corno restrltado final un¿¡ ttttttriz lV fi"ot en la qrre cad¿r u¡ra de sus r:omponenetes

Ll;¡ irrdica el rnínimo núr¡rero de enlaces posibles c¡ue hay para llegar d.e u¡ a u¡ (distancia

geodésica).

P¿rra el c¿rs<r de l¿r m¿rtriz L el algoritrno utiliza como se¡nilla l¡na maftiz Wi"íd"t en la

cual sus componenles I,Í,',:¡ será[ la distancia euc]idiana ent;re tr¿ .y uj si es que existe el eBlace

(Ar¡:1 ---, Wú: D¿;), de lo t:ontrario, se.rár, i.nJini,to (á¡¡:0 '--, llrij: oo) y nuer.aureute

los ténninos rle la diagonal seráu ceros (l{:,r: ¡¡. De esta fon¡ra el algoritmo entregará como

resultado final urrn matriz WJi'""t en la que cada una de sus comporrenetes I,fr¿¡ indica el

niÍnimo r,¿rlor geodésico geométlico posible que hay eutre tr¿ a ri (distanc.ia georlésica).

La Iigura 2.1.0 muestr¿r un ejenlplo ¿ escala real de cono opera el algoritmo. Las ¡naírices

A ¡, D están hech¡¡"s a partir de Ia red ¿hi rnostrada t:orr su lespectiva escala. Luego Ia figura

rnuestra l¿l-s mai;rices sernilla que utiliza el algoritmo, y por último, se muestl'an las matrices

L y H resultantes.
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I'igura 2.10: Esc¡uerna que grafic:r el uso clel algoritmo de floyd.

Algoritrro de floydAlgoritrno de floyd

t;)



CapÍtulo 3

Optimización: MÍnimo global

Como una uranera de proponer modekls que puedal explicar de utejor forma las prin-

cipales cara«:terísticas de la-s redes reales, e.n este capítulo, se hace una rev-isión de algutos

morlelos ba^sados en optinizaciótr. Estos moclekrs se car¡rcl,erizan ptLr t»rsca.r una configuracióu

de eul¿¡ces óptima para un conjulto de nodos lijos en un plarro. La manera etr que se mide

que tan ópl,ina es cacla conliguración es por u:eclio de la definición de una energía especÍlica

la t¡ue pondera entre {jostos de co¡rstrur:cion y costos por ineficiencia de la red. Debido ¡r kr

intuitivo cle krs modelos tratados, es de esperar, clue sus resultados logren en alguna uredida

replicar p:u'te cle las característi«:as de las redes reales.

El capítulo esta clividido en tres seccit¡nes, en Ia p-,-imera se e,xplicau la-s metodologias

usadas para buscar los mÍnimos de la energfa especifica señalada, Ia segunda secc'iírn muestra

krs resull;ados obtenidos para el pt'imer mocleb (.\IÍniuro gkrbal I: geodésica geométrfua). Por

irltimo, la tercera sección ¡nuestra los ¡esull;ados obtenidos para eI segundo moclelo (\,Iínirno

gkrbal II: geodésica).

3.1. Modelo de minimización

E.l problerna c¡re se quierc, reslover es el est¿iblecer los enlar:es de un coniu¡to {e N
nodos fijos en un plano periódico. El critério para establecer los enlaces estará dado por Ia

minir¡rizar:ión de una energÍn específica del ti¡ro:

Ert.ergi,u: ,(.1. A. D) : E^(A) ,
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Corul;iuaciorres
1

2

3

4

5

0

1

8

64
tt)21

Corlbil¿¡cio¡¡t¡s
1 0

15

20

30

3,5 x 10'r
4.1 x l03r
1 ,6 x 1057

2.0 x 1.0s0

8-9 x 10130

Co¡¡¡binacir¡ues
40

50

6t)

70

80

6,9 x 1024
5,8 x 10368

6.7 x 10532

9,8 x 10726

1.8 x 1.0eÚ1

Cor¡lbi¡r¿rcio¡¡es

100

L25

150

17i
200

1,3 x 1014'u

9,9 x 102518

1,0 x 10¡ee¿

1,6 , 1ga5s3

3,4 x 105e88

'Ihbla 3.1: thbla c¡re muestra el nrime¡o «le r:onfiguraciones posibles rle la matriz A en lirnciórt
de su tauraño. Didxr de otra 1c¡rma. Ia t¿rbl¿r indíc¿r la cantidad de redes posibles de «rnstruir
a partir de lf nodos.

en donde ) es urr parár:retro, el cual permanecerír lijo err cacl:r simul¿xrión y qrre pennitiríl

ponderar 1a importancia de cada tipo de costo y D es la rnat¡iz de distancias, I¿ eual tarr biél

permanece oorrst¿rnte. Con esto, Ia energía tle l¿r ecu¿rr:ión (3.1) síno depen<ie rie la m¿triz de

adyacercia A.

En principio la resolució¡r de esi,e problerna inrplíca la evaluación de Ia energía de toclas las

configuraciones posil)les rle la matriz A, rur problema inmanejable tr»rsiderando la tabla 3.1

que muestra 1a canticlad de combinaciones de A en lirnción de su taniairo jVx iv* (;V ,.. ¡1f1¡1s¡1¡

de nodos). Lls po¡ ello que se utilizaxá un método de carácter estadistico, disminuyendo

significativanrente los tienrpos de cálculo, pero que sólo nos l¡ri¡idará una ¿lproximaciór a la

solucií¡n exact¿r del probleura.

3.1.1. Algoritmo de minimización M

Como prin:era aproximación en 1¿r resolución del problema se utilizarfr un mélodo iteralivo,

el cual desi¡Jnaremos por la letra ,/vl. Este algoritmo parte de uua «r¡rdición inicial A y entregr:

c<»no resulf,¿rlo una matriz Á curnpliéndose siempre que:

^¿(A) 
: Á Er(Á) < E)(A)

El algorit.rno mapea el espacio c1e m¿rtrices y se va uroviendo en la dirección en la cual la

derivada de la fuución E(A) es uegatir.a, deteniéndose eu algirn mínirno de la firncirin. Como

es cle esperar, es all;amente probable que este núnimo represente uno local y no uno global,

siendo esta probabilidacl dramáticaureute creciente rx»i el nirmelo de nodos Iú. A continuació¡r

se explica brevement,e el proceso iteral.ivo;
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1. Se conienza con la m¿ririz tle adyar:encia elemenl;al As, la üial asu[re ql¡e todos los

nodos están coner:tados entre sÍ.

":Ii
11
11
11

1 1 ...

1

1

I

i

2. Se elünintr un enlace "¿r1 azar".

3. Se calcula la energín de la mreva txxrfiguraci<in.

4. Si la energía aumenta se repone el enlace elirninaclo; si no, se rnantieue la configuración.

5. Se escoge nuevamente un enlace al azat, que no haya siclo escogiclo anteriorntente I se

elimina y se vueh"e al paso 3.

6. Des.pués de recon'er en fonna ¿rleatoria todos los enlaees de la red. se lermina el ptoceso.

La figura 3.1 muestra u¡l esquema del proceso- Debido a que la secuencia de selerción de

los enlaces es aleatoria, el proceso no siempre converge a la misma solución. Es más, para

los valores de ,^y' utilizados en esta tesis, la probabilidad de Ilegar a Ia mis¡na solución en dos

procesos se hace prácticamenl.e nula; difere¡tes secuencias conducen a diferentes mínimos.

Este i;ipo de algoritmo es comÍ¡nmente utilizado por otros autotes pala eDcontrar mínirnos en

espacios ¡nultidimersionales, siu embar¡¡o, l-arias veces es irrtroducido un factor ¿leatorio

a Ia energía cor el fin de evitar quedar "atrapado" en míninros locales (\,lontecarlo con

temperatura) [34]. Nosotros, para evitar esto, harentos uso de r¡n algoritmo ¡1enético, el c;ual

es explicado en Ia pr'óxima sul¡sección.

lDebido a l¿s ca¡¿¡cteriztic¿rs r¡re tendrri la energÍa esper:ifir:a, llo hay rtrzírD para qr¡e un erlace que antes
no se htrya eliminado nhora sí se justifique hacerlo.
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l'igura 3.1: L]squena del algoritmo de Inininlización (Sec. 3.1.1)

3.1.2. Algoritmo genético

Como ya se indi<;ó, las soluciones entregadas por M no lepresertan la solur:ión óptima

al problema. tratándose sólo de un mÍtiuo local. l)ara ne.jorar, err parte, este ptoblema.

se utilizó uu algoritmo genétir:o, el cual busca urra rnejol soluciíln iil problema a ¡iartir rle

un corlunto de solucioues locales. El uso cle esi,e l;ipo de algorii,mos para Ia búsqueda de

soluc'iones en espacios rnultidimensionales es bastaule ct¡niún debiclo a su elicacia [35 37].

A continua<:ión se expli<:an l¡reve¡neute los pasos seguidos por el algoritrno genético ar¡uí

utilizado:

1. Se busca una población rle n solucioles locales ¡ror medio de la lirnció¡r ,AZ(A¡). A este

conjunto se Ie delornin¿rrá {A¡} «rn 'i: 1,.. .,n.. Recordeuros que la lirnción M es de

car'ácter aleal,orio, por lo que se t,iene que Ar I A (con t: I j). Al conjunto {A¡} se 1e

denorninar¿i pob Lación semill,a.

2. Se cruzan enl;re sí todos los pnres de matrices semilla. El cruce o la unión enNre dos

matrices aquí es definida de Ia siguiente forura:

A:BUC <- A¡:ma.x(B¡,C¡¡)
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Cada ual,riz resultaul;e del paso anteri<¡r es llevada a algún míuino r:crcalo por medio

del algoritmo ,M.

En defititiva, el paso anl,erior entrega una población de rz(n - 1)/2 matrices, de las

r:uales se selorcionan las r¿ matrices rnírs óptirnas, que pasan ¿r conform¿rr el mrevo

conjunl;o senlilla para el paso 2.

Después de algunas generaciones, cua¡rdo l¿r dispersión de E¡ no ¡,¿rría rmrcho eu Ia

poblacióu, se detiene el pror:e«r y se selecciona la n¡at¡iz óptima rle Ia población.

La ligura 3.2 muest¡a un esquerna de có¡no funcion¿r el algoril,rno geoético utiliz¿do. Es

importante mencionar que, si bien este algoritmo genético tros entrega mejores míl¡imos. nada

nos asegura encont¡ar la solución óptima aI problema.

Ar : I4(Ao)

As : rl(Ao)

A, : trZ(Ao)

41, A2, ..., A"

A partir del conjunto {Á¡} se

seleccior¡a el subconjunto de lr
ntatrices más óptimas, las

cuales se pasan a llamar {A¡}
F:igura 3-2: .0squema del funcionamie¡rto del algoritmo geuético 3.1.2.

.{.

5.

Ar:/l(ArUAz)
Áz :.^4(Ar u Aa)

A¡r-1 :,M(Al U A")

Á" :;\Z(A: U As)

Á"+r:trZ(AzUA¿)

A"r,'.,r : /f-Z(A,.-1 UA,,)
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3.2. Modelo global I: Geodésica geométrica

La primera serie de sinrulaciones está asociada a elco[trar la matriz de adyacencia que

minimiza la energía dacla por la sigr.riente ecuar;ií¡n [5,38, 30]

E:(r-.\)D+)¿, (3.2)

donde

:»
i<j

:»
i<j

D A,¡Dr¡ ,

L¿j.

(3.s)

(3.1)

I)olde A es la matriz de arlyacenr:ia (Defl 5, Sec. 2.1), D es la rn¿rtriz de distanci¿rs (Def. 12,

Sec. ??) .v L es la matriz de geodésicas qernnétricas (De,l. 11, Sec. 2.6. Busca¡'un¿ conliguración

de A que minimice ésta energÍa, es buscal una red que optimir:e pouderando entre costos de

«rnstru<r:iírn y costos por ineficienr:ia, donde los costos por const¡ucciíru sou me<lidos por el

vohinlen total de enlaces y la eficiencia por la suna cle las distancias que hay que recol.rer

entre r¡n norlo y otro. Es por elkr qre el modelo cs útil ulaudo se tiene una red de trnnsporte

err l¿ cu¿rl la eficiencia clepenrle cle que lus trayectos que deba recorrer Ia informacií¡n sean lo

tnás cortos posibles, uo inpo-t-t:urdo el nrimero de "escalas" que la infbrmación de}¿¡ ha<;er. Un

e..jemplo de erito es una reri de c¿rretet'a^s. En ésta, lo reler,¿rnte desde el punto de vista de Ia

eficieucia son krs tiempos de viaie, Ios <ruales, depenclerán del largo de las distancias totales

rer:orridas, sietdo despreciable el efecto del nírmero de intersecciones.

La ecuación (3.2) depeude del parámetro D, el cual depende de la matriz A y D, est;o es

D : D(A, D). Por otro lado, el térrnino .L depende de la matriz L, la cual depe.nde de A y

de D 2, por lo que tantbién te¡rer¡los que ¿ : ¿(A, D). Pol último, como ya se mencionó en

el cnpÍtulo url.erior, la matriz D es fija, de modo que

E : (1- ))D + )¿ : E(), A, D) : p^(A) 
, (3 5)

que es la former (3.1). La figura 3.3 rnuestr¿ un¿r serie rie redes qrie resultan de las simulaciones

ptrra diferentes valores de .\. Se puecle apr-eciar que el núl]]ero rle enlar:es auurenta con ,\,
2Re«¡¡dar la secr:ión 2.7 e¡ donde por uretlio del algr:ritmo de ['byd se obtiene L a paftix de A y de D



Iesult¿rt1o qtle es de csperar. .lebido a llrle I¿1 ecrr¿r(iión (3'2) indir:r rllre el costo de los t:Ilaces

clisurirru¡'e ¡r medid¿r rlue atrmenla )

\i

t':

.\ : 1tl-a T:ro-'- .r: lO-¡

): 0.01 ,\: 0.056,\ : 0.0056

,\ : 0.1 
^

F igura 3.3: Arboles resultarlo de la minim:

distintos v¿Ilores de .\ (¡ú=''80). Podemos r

"caminos" utiliz¿xlo es bajo (baio valor de I
mí» Iargas entle rtn nodo y otro (alto valor c

"barata" cle construir pero "ineficiente/'. En 
'

mnyor (alto v¿ilor de D), por 1o que la red s

y otro (menor va.lor de tr), caracterÍstica"s '

pero "eficiente". Entre medio, tenemos toda I

intermedias rle los dos I'actores de costo C¿

misma confi€iur¿ción de noclos'



En todos los casr¡s nostr¿rdos en Ia figura 3.3, la conectividad de la red sigrre una dis-

ttil--rur:ión poissoniarrn. El nlá-ximo de Ia dist;ril¡ución se desplaza h¿rcia I¿r derecha a metlid¿t

que aurnenta el valor de ), esl;o es clebido ¿i que a rna)or valor de ). es tnayol el nírmero de

enlaces, lo qlre ¿I sr1 vez irnplir:a un malor r,¿i.lo¡: de la t:onectiviclad media (i;) de los notlos.
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l'igura 3..1: ]Jistribur:ión de la «xrrrectividad parri rlistintos valores de ) (mismos que figura 3.3).
Cacl¿r distribución es el ¡rromedio cle 20 sir¡rulaciones, y 1:nra <;¿rl.¿i una de ellas se utilizaron
tV:80 llodos. En cada una de las grtificaus se muestr¿l un aiuste a ufla curva poissoniaua
(ver ecuación 2.5). EI rna-rirno se desplaza hacia la dererüa a medicl¿r rlue aumenta ,\.
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La figura 3.5 muesi,ra los valor<;s d,,> D y L er lunr:Íón de ). uolmaliz¿¡dos a su t:ráxit¡o

\¡alor. Como es de espernr I) aumenta y .L clisminuye con .\, debirk¡ a que Ia eor«:ión (3.2)

pondera d.e lblma inversa enLre ellos. En 1,arto, er la figura 3.6 se grallca el coelicietite cle

<lustering C y la distan<:i¿ media (H) en lirncirin de ).

L/L,"u*

D/D"'*" A
l\

A

A

\ ,^A
" ^ al\-AAAAAAAA^A

10-5 10-á 10-3 l0 2 10-1 100

(^)
f'igrrra 3.5: Gráfica de D y L en firnciírn de l. Cada punto es el promedio de 20 simula«:ione.s

y para cacla un¡r de ell¿rs se ut;iliz¿rron Iú:80 nodos.
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F'igura 3.6: Grálica de (H) y C (<:oeficierrte de dustering) en ñrnción de ,\. Cada punto es el

¡rromeilio de 20 simrrlar:io¡res y para c¿¡r.la r¡na r.le ell¿¡s se utiliz¿rron .l{:80 nodos.
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De Ia figura 3.0 se sigue que, a pariir de ) = 10-2, la red adrluiere caracteúsi;icas de

mundo pequeño. Para poner esto en evide¡rcia, la t¿rbla 3.2 muestra los vak»'es de (H) y C

para .\ > 10-2. 'Iar¡trién se muestran k:s v¿rlores de (H) y C ¡rara redes aleatolias (sección

2.3) y de rerles del ¡rodelo \\:atts-Stlogatz par¿ 2 : 0.1 (ser:citin 2.5.2) ix»r igual nrimero de

nod<¡s N y enlaces ,r|y'. Se puocle observal que el factor de clusterilg es l¡tucho nayor que

el de las redes aleatorias, y sin embargo l¿¡ distaur:ia promerlio es b¿¡st¿¡nte sirnilar. Ahora,

courparando estos mismos témrinos con los del modelo \{iat;ts-S t rogatz, se p[ede observar que

los resttltados sotr siflrilares, noslraudo asÍ que ¡rala estos valores de ,\ Ia red es de mundo

pequeño.

\Iodelo Global I Red -{leatori¿ Red lvlodr':lo \\:-S

0.562 I /i]() 0.396
0.316 3.103 0.354
0.177 3.511 0.286
0.100 3.976 0.238
0.056 4.391 0.774

2.238 0.109
2.553 0.079
2.877 0.062
3.229 0.049
3.633 0.0.12

2.523 0.382
2.961 0.343
3.151 0.317
3.927 0.269
4.732 0.219

'labla 3.2: \hkrres de (H) V C en furción de ), Se puede ver que se tierre un alto far:tor de
clusterí,ng y uu¿r baja distanci¿¡ pronredio, propiedades típicas de rcdes stnall-wotld. Con jul-
tamente se muestran los valores cle (H) y C de re.des aleatorias (se<rión 2,3) y de r-edes del
rnodekr Watts-Strogatz con p:0.1 (se«:cióu 2.5.2) del mismo tamaño. Por últüno se indic¿r
el orclen tlf de las redes e,n cada r:aso (A' ,,80 para tod:rs las redes y todos los casos).

) H C: H C C

3.18

253

199

16.1

139
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3.3. Modelo global II: Geodésica

En esta serie de simulaciones se está interesado en encontrar la rnatriz de adyacencia que

minimíza la energía dada por la siguieute ecuación [5,40]:

,()) : (1 - r), +.\fl , (3.6)

doude,

D

H

: ! A',D', 
'i<j:I,,,

,i<j

(3.7)

(3.8)

Donde A es la nr¿rtriz de adyacenr:ia, (Def. 5, Set:. 2.1), D es la matriz de distant:ias (Def.

12, Sec. ??) y H es la matriz cle geodési,cas (Def. 7, Sec. 2.1. Este modelo, a diferencia del de

la sec«:ií¡n anterior, es relevante cu¿¡rdo se tie¡ren redes de transpofte er l¿rs cuales la e.ficiencia

depende de que la infomración haga el menor nrimero de "e,scalas" en su viaje, no ilnportando

el largo final del trayecto que ésia deba reco¡rer. Un ejemplo de esto puede ser una red de

mtas cle vuelo pequeira (por ejernplo al interior de un país). En esta, los tiempos de vuelo

son pequeños en comparación a los tiempos de espera c¿da vez que ei avión hace una escala.

Adernás, .[os pasajeros siempre tienden a escoger vuelos en el que el número de escalas se¿

menor y el sólo hecho de aterrizal implica c.ostos de operacióu.

Nuevamentente, se tiene c¡re D : D(A, D). Y también se tiene que 11 : I1(A, D) 3. l'or

Io que nuevtrmente podernos decil que:

E: (1-.\)r+.\11 : E(.\,A,D) : r¡(A). (3.e)

Lo que la convie.rte en urra fi¡nción del tipo (3.1). La figura 3.7 rnuestra una selie de redes

resr¡ltado de la ¡nini¡uizació¡l hecha en fu¡rción de la energía mostrada eu la ecrración (3.6)

para difer.entes valores de ). A diferencia de l¿s redes obtenidas por el modelo anterior, éstas

tienden a formar estrellas. Éstas configr.rraciones tipo estrella, son las que minimizan .I/.
3Recordar la sección 2.7 e¡ donde por medio del algoritmo de Floyd se obtiene H a partir de A

36
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:-, / |
'..,/"";

-i .^.

i*.

): 10-5

) :0.0056

.\ : 0.1

):10-{ ): 10-3

,\ : 0.05G

,\ = 0.56

) :0.01

,\ : 0.32

['igula 3.7: Árboles ¡esult¿rdo de l¿¡ mirrimiz¿¡cií»r de Ia ecuación 3.6 para distirtos valores de

,\ (N, 80). L¿r corrducta e.rhibicia es simil¿rr a la de la figura 3.3, en el sentido de que para
v¿rlores de ) = 0 el volúrnen de "c¿rminos" utilizado es bajo (bajo valor de D), en r:oltraste «:n
) = 1 en donde el volilmen de "c¿rminos" es mavor (iilto r,:rlol de D). Por otr-o l¿rdo, tenemos
que la surna de lzr-s geodésicas (-Fl) crece «») .\. Ambas obser\aciones eran de esperar debido
n que ,\ pondera. inversarnente entr-e D y 1l (crece una y desminu)¡e Ia otr¿r, y visi:eversa).

En la figura 3.8 se ¡ntrestL¿l las distribuciones de conectividad pa:'a los vak¡res de ,\ de l¿r

Iigura 3.7. La distribución es similar, ¿urque no iguitl. a una disiribución poissoniana, cuyo

n)áximo se desplazn a la dere«:ha al aume¡rtar l¿¡¡nbda. Esto se debe a qrie la conectividad

promedio aumenta con ).
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l'igura 3.8: Distribut:ión de l¿r rxrnectir,iri:rd para distiutos r,¿rlores de ). C¿rda distritnci<irr es

el promedio rle 20 sirmrl¿u:iones y para c¿rrl¿r. un¿r de ell¿rs se r.rtilizaron A'-, 80 nodos. Etr c¿rda

una de las gráficas se rnuestra un ajuste a una our\a poissoniana [Ec. (2.5)].

La figura 3.9 muestr¿r los valores de D y H en liurción de ), normalizados a su máxirno

valor. Corno es de espelar, D aurnenta y ll disminu¡,e t:on ,\, debido a qrte l¿I ecuación

(3.2) pondera de forma inve¡sa entre ellos. Er l.anto, en Ia figura 3.10 se grafíca el facl,or de

clustering C y la distancia media (H) en lInci(rn de ).

.\: 1.9-:r
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f'igula 3.9: Grírlica de D y H et función de ]. Oad¿ punt,o es el plouedio de 20 simulaciones
y para cada un?l de ellas se utilizaron lv',.,80 nodos.
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F-igura 3.10: GrÍrfica cle (H) y C (coeficieni;e de dustering) en función de ,\. C¿¡da punto es

el promedi<> de 20 simr.rlaciones y par¿r cad¿ un¿¡ de ellas se utilizaron -N,,.,80 nodos.
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En Ia ligura 3.10 se aprecia que fI desciende más rápido con ,l que en el modelo a¡¡terior

(Fig. 3.6). Esto es debirio a que ltr energía aqui utilizada (Iic. 3.6) ilrcluye de fbrma explÍcita el

tér¡nino I/ el cual, obviamente, es proporcional a (I1). Por otra parte C pareciel'a aumeütar

lnás lentamente. .De todas ibrnras, tambiétt podernos decir en este ¡noclelo, qtte cuando .\

se aproxirna a ) - I el uodek¡ prresenta característir:as small utorld. Para poner esto en

evide¡rcia .la tabla 3.10 muestra resttlt¿rclos de (I1) v C para algunos valores de ). Como

punto de comparación, en la tabla se incluyen los resultados de redes aleatorias y redes de1

tnorielo Watts-Strogatz. Comparando los resultados de la tabla trtn el modelo anterior (Ser:.

3.2), aquí se puetlen \¡er \¡alores de (H) uotoriamerlte menores incluso c¡re los proporciurarlos

pol redes aleatorias. Sin embalgo, Ias propiedatles sn¡all-utorld. no son evidentes eI] el factor

de chrstering, el cual, tiende a ser []enor que para el Inodek> de la Se<;. 3.2.

Vlodekr Cilol¡al lI Red Aleatoria Rt¿d Nlodeh \V-S

0.562 1.806 0.378
0.316 2.031 0.158

0.777 2.337 0.055
0.100 2.657 0.039

0.056 2.931 0.015

1.837 0.197
2.327 0.090

3.310 0.047

3.079 0.034

5.286 0.012

i.988 0.4,11

Z, DJ.) 0.366

4.066 0.269

5.491 0.238

8.235 0. i66

'Ihbla 3.3: \'akrres de (H) y C en fuución cle ). Se puede ver qt¡e se tieDe un alto fa<:tor de

clustrt'i,ng v un¿I b¿¡j¿r, distancia promedio, ¡rropiedarles tipicas de rcdes snxtll,-uot'ld. Conjulr-
tamente se muestran los valores de (H) y C de rerles aleatorias (sección 2.3) y de redes del
modelo Watts-Strogatz con p:0.1 (serrciórr 2.5.2) del misuro tarnaño. Por últirno se indit:¿r

el orclen r'|y' de las redes en cada cas<¡ (rY,',80 par-a tod¿rs las recles y torlos los casos).

Ol,ros autores ya habÍan estudiado los morlelos Global I y lI, sin eulbargo, ninguno de

ellos habÍa hecho notar la capncidacl que estos tieuen para reproducir las t:arar:teristicas

smoll-uorld, def\nida-s por \\'atts v Strogatz. La única aproxinraci.óti al respecto lire hecha por

Maihias y Gopal 140], quieues proponen lln rrcdelo l¡asado en la mi¡iimización cle lzr energí:r

(3.6) (Nlodelo Global II) capaz de generar lerles small-uot'ld, pelo a dilerencia de Io realiz¿rclo

aquí, el modelo propuesto por ellos ¿rsume nodos distril¡uirlos unifo¡memente sobre un ¿nillo,

lo cual lo hace un ca-so muy parl;icular. Adeniás, elk¡s lo mencionan Dada eon respecto a la

energia (3.2) (Modelo Global l), Ia cual es representatir,a en u¡r nú¡nero importante de krs

ca^sos.
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CapÍtulo 4

Optimizacion: Modelos de crecimiento

Los rnodelos l;ratados en la sección arterior, ¡.rol su naturaleza ópt;ima, parece ser u1l¿r

lnanera razonable de modelar lecles re¿rles. Sin emb:ugo, corrlo ya. se vio en l¿r secciórr 2.2, mu-

ch¿rs de las recles reak-,s lesponden a disl,ribrrciones r:on le.yes de poLencia.v no ¿r r.lisi,ribuciones

¡roissoniantrs, que fireron Ias obtenidas err i,orlos los t;asos estucliados en el t;apítrrio 3. Corx¡

una ví¿r de solucion¿rr este problemzr, en este capítulo se tral¡¿riar'á «¡n modelos b¿rsados en

el crecinrienl.o de redes, ¡, er clorde tanrl¡ién se considerarán las reglas cle opl,irnización vistas

en el capÍtukl anterior.

Los rno¡lelos de r:recinlierto r¡ue se expoudrírn. al igual t¡ue los mostlados el la serción

2.4, comenzarán ctxr un sol<l nodo 'u¡, y cada nuevo norlo t;, que srrrge se enlaza a algun

nodo r,,, existente en I¿r rerl. AI igual qre el r::rpÍtulo 3. los nodos est,írn ubic:ados err un pl:uro

bidimensional, con condiciones de borcle periótlicas. v la posicióu er cada nuevo rodo ro se

deterlnin¿r aleatoriaurente. L¿r det:isií.¡n r:lave que determin¿r Ia configuración final de Ia red es:

¿,a atal nodo ¿,,," eti,stertte tl,e la red se debe enl,a,zu,r eL nueuo n,odo u,?

A continuación, se expodrlur rin«¡ modelt.¡s que pretenden respondeu de difereni,es l'orm¿rs

est¿r pregunta. tt"otal siernpre que rr?r¿ € (tr¡, u1, . . .,'u"-r), y sn imporrrirá qre el ploceso de

crecinieni,o se clet.iene cuando n: l\¡. Es imporl,ante seiral:ir rlue c¿rda vez clue un uoclo

surge en una posici<irt quecla en ella pala siempre v ca¡la enlace que se forma nuuc¿r mírs es

relx¡r,ido. De esNa lbrma, en cada paso, tenernos un lnlevo uodo y un nu.evo enlace, kls c¡ue

ser¿iu definitivos, y nl linal del proceso tenrl-ernos /f enlaces y N + 1 noclos (incluyeurlo el

nodo r.,6 inicial). .Pol otro larlo, debiclo a clue sienrpre se t,endr'á AI )> 1, podenos pensar clue el

:11



n:0 7¿:1 ,._.) n:3

I'igurn,1.1: l)iaglirma de r:recirniento para el rnodelo CrAC (Sec. ii.1).

caso n = N representa un estado est¿rcionario. Nos ref'erir¡ros r:on est¡lr:ionario, a que tanto las

distribucioles de coneclividad, como ot;as c¿lracterísl,icas de la red, Lienden a un er¡rilibrio,

no irnportando si esr:ogernos A' : 103 ó N : 104.

4.1. Crecimiento con ahorro de camino (CAC)

I"lno de los ¡¡rodelos más sirrtples de erecimiento bas¿rdo en optiniización que podemos

pensar, es aquél que propone al¡ouar c¿rmino en cada pa^so, esto es, cada uuevo nodo que

§rrge e¡r el plano se enl¿za sirn¡rleurente al rrodo más cercatro a él (i,er figura 4.1). Eu este

caso, estamos asumiendo que la única energía en el siste¡n¿ que se pretende miuirnizar, es la

referente al costo de los enlaces;

E:»D'jA'j'
i<j

(4.1)
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(a) Arbol de crer:irllientt¡ (b) Distribucióu de «¡¡rectividad

o : 0.69

t23456789

10rl

10-1

10- 2

103

Figura 4.2: Result¿xlos del modelo de crecimie¡rto CAC, cou N:5000.

Con esta definición el incremento de energía del n-esirno paso es:

En: D.* , (4.2)

donde u,, es el nuevo nodo er] el n-ésilno paso y u,n el nodo al cu¿rl se e¡rlaza. Esta der¡rás decir

que ! E" : E. La figura .1.2 mtlestra resl tados de una simr¡laciór¡ del modelo. Poclemos

ell,ender l¿r disl;ribucirin de la l-ig.4.2.b notandr¡ Io siguiente: c¡¡da nuevo nodo .u,, se enlaza

simplernente al nodo t,, más cercano a é1, pero debido a que la apalición <lel norkr o,, es

aleatoria en el plano, el uodo u,, tarnbién será ale¿Ito[io, es decir, cac]a nuevo nodo esctlge

al azar un nodo de la recl pnra enlazarse a é1. Est¿r dináuric¿r «rnsigue reprodtrcir en alguna

rnedida la dinámica del modelo cle c¡ecimier¡to expuesto en la subseoción 2.4.1, el cual converge

a un¿r clist¡ibución exponencial corl .r : O.6S [Ec. (2.0)].

4.2. Crecimiento Central I

Gastuer y Nervmau [5, 41] sugiererr un modelo de crecimiento basado e.n optimización

similar a los que ar¡uí se exponen. Elkrs proponen que la energía de Ia red es del tipo:

E:(1 -))D+)¿0,

43

(4.3)



donde

D

Lu

: I A,¡D,:,

: I ,",
i

(.1.4)

(4.5)

donde ) es un p¿rámetro c¡ue pondera errtre D y tro. Notat que ésta clelinición de euerglit

es igual a la mostrarla en la sección 3.2 [ec. (3.2)], pero :r dil'ereur:i:r de ella,, a<¡rí síllo se

consideran las geodésicas que lle¡1an al nodo c¿. Es clecir, cada nuevo nodo t.,,, escogr al nodo

¿,,. tal que minirniza la siguierrte expr.esi<iu:

4, - (1 - 
^).D,,,, 

+.\.L,,u . (4.6)

sienclo el témrino E, el incremento de la energía e¡r el n-ésimo paso y »n 4¿ : E. Sin

embargo, a dilerencia de Io cltre proponemos et este tr'¿rl¡¿rjo, Gastner y Nelvman no seleccionan

al azar la posición del nuevo nodo o,., sino clue su niodelo propone que Ia ubicación de todos

los nodos tlebe esta,r preestablecida. Así, el nuevo uodo x,,. será r.:s«rgido de este grupo «rrno

el uodo que genele e.l meror cosl;o de adhesií».

Nosotros consiclerarnos que e1 surgimiento ¿rleatolio de nuevos nodos es rnás representa-

tivo de l¿¡ realidad en un ¡rorcerriaje impott:rnte de krs <:asos, ya que! por lo general, <:ada

nuevo individuo no esper¿ ser el más econtlnico de enl,re t;oclos los desconeci,ados para poder

adherirse, sino que más bien, son far;tores ¿¡leatorios externos los que influyen en su decisión,

como por ejemplo, e.l descubrirniento de ur¡a miua tle oro en l¡r pequeño poblado lo puede

obligru a conect¿Irse con la recl de carretelas que llegan a la ciuclad. Es por ello que hacernos

énfasis en que tanto el modelo "central I" como todos los modelos vistos e¡r este capÍtulo

asulnen que el surgirniento de nuevos noclos en el plano es ¿¡leotorio.

La delinición de energía mostrada e¡r la ecuación (4.3) asunre que cada nodo r¿ solo rnan-

tiene flujo de inlbrmación con el nodo central t¡, despreciando el intercaurbio de infor¡nación

con los otros tiodos de la, reri. Este modelo puede considerarse útil cr¡ando se tiene¡r orgiuriza-

cioues completamente ce¡tralizadas, couto por qjenph, uüa capital de provinc'ia con rnucha
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importancia. rode¿rda de rnuchos pueblos nrenores en donde se desprecia la ilteraccií-rn que

pueda haber entre ellos, o un¿I configura(:ión de tx»n¡lr1.arlores en dorlrle todos están obligados

a acceder a una base de clatos <;en1.r'al.

En Ia [igura 4.3 se rnuestran ia grálica de algunos árboles de crecinlierto resultado rlel

modelo con ¡ú : 1000, para diferentes valores de ,\. Es iuteresante uotar que para .l = J.

todos l<¡s nodos llegan de lbrma c¿¡*si directa al nodo central. Por otro lado, la figura 4.4

muestra las distribuciones rie conectividarl para los rnismo vak¡res de .\. Podenlos notar que

las distribrtciones tienen u¡r conrport.arniento exponencial.

): 10-5

) : 0.56

):0.1 ) : 0.32

):0.8
\. r§r. \r.,\i ll I /r/ /r/

.\ : 0.99

Figura 4.3: Árboles resultado del r:r'ec.imiento de redes minirniz¿lndo en <:ada paso Ia ecuación
(a.6). Se muestran siuurlar:iones para diferentes valores de ,l y en cadii un¿r de e,llos el núlnero
total de uorlos utilizados lire de A- : 1000. Se puede ver que nue\,'amerlte se <:umple el patrón
de la figura 3.3, el cual muestra que, par¿r ) = 0 es menor el ro.lúmen de caminos y rnayor la
longitud de las nrtas (geodésica,s geométrir:ns) enlre nodo y rotlo, rnieutras que p:rra ) r 1

se produce lo contrario. Sin embargo, esta vez podemos ver que los nodos "buscan" al norlo
central u¡. Esto se debe a que Ia ect¡ación (4.3) sókr cousidera las geodésicas que llegan a .r5.

Es interesante ol¡senar, de las distribuciones de la figura.1.4, que cuando ) --+ 0 obtenemos
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disi,ribtrciorcs e-xpouelr:iales con ) ;:0.6g. al igtral qrre p¿r¿l ¡:l r¡roc.lelr¡ CAC pl;rni.eaclt_r eu l¿
ser:t:ió¡ arrterior (Sec. ,1.1). Esto es cie espeu¿tr )ra rlue el límite m¿rnclo ,\ __+ 0 r.le Ia energitr de
la ecu¿rciÓn (:1.3) es prrtisiurtente la enelgÍa tlel lx.¡rld.¡ CAC lnostr.ada en Ia ecurrció¡ (4.1).
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Figura'1.4: Distribuciones de rrcne«:tivid¿¡d de redes de crecimiento obtenidas mediante la op-
timiz¿ción de la ecuación (4.6) para <iiferente,s varores d.e ,\. cada grárico mumtra er promedio
de 50 simulaciones dil'ererrtes, cada una con ,^l : 1000.

4.3. Crecimiento Central II

u,a r'aniació, a lo que plopóqe el mocrelo anterior es suponer que la e,ergra der siste¡na

está dada por:

E:(1* 
^)D+^Ho.

.\: 0.56

L_"
6

):0.8

L_'
.6rr:0

clonde
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:»

:»
i

D

Htl

A¡rDr¡,

H¿o ,

(.1.8)

(4.e)

clonde ,\ es un par'ámetro que pondera entre 1os costos de los caminos (D) y la suma de la^s

geodésicas que llegan a ¿b (1lo). Esta energí:r es muy similar a la mostrada en la sección

anLerior pero, é.sta vez, utilizanios H.y no L (al igual que para el modelo Global I1 visto en

la sección 3.3). Con esta definición, y siguiendo la dinámic;a de crecimiento, eu la que en cada

Duevo paso se busca optimizar costo, teuerl¡os qrre cada nuevo nodo c; ascogerá eDlazarse al

nodo c; tal que nrininice se la siguiente función:

8,": (L _ t) .D,,," + ) .H"o . (1.10)

siendo nuer.¿mente el térmilo .8, el incremelto de la energía en el n-ésimo paso (!,,E,:
E. Este modelo tire planteado originalmente por lhhrikant e-t o,l 142). y su rev.isión aquÍ se

iustilica en ei seltido en que repre.senta url rnarco útil a los modelos que se verán en secciones

posteriores.

Al igual que p¿r'a el caso ¿rnterior (rnodelo t:entral I, Sec. 4.2) Ia delinición de energÍa rle

l¿r ecuación (,1.7) asulre r¡ue cada noclo t¡ sólo m¿¡ntiene Ilu.io de inlblrnación cor el nodo

r:errtral ts, clesplecirirdo el int,ercambio de i¡llbrmació¡r con los otros uodos rle la red.

En la ligura 4.1.-r se muest¡an la grálica cle algunos result¿rdos del modelo con N: 1000

pata rlil'erentes vakrres de ). Debido a la similitrld cle Ia ecr¡¿rciótr de energía ¿Lquí pl¿Ilrteada

[eq. (a.Z)] con la planteada en Ia seccií¡¡ 3.3 (nrodelo global iI), nue]'arnente se produce lzr

lbrmacií»r de patrorres estrelln, aunque ésta vez, son más explÍcitos. Esto es debido a que los

pat,rones estrellas u:"inirnizan el térrnino 11¿.

Pot otr-o Iado. ltr figula <1,6 muestr¿r I¿s disl;ribucir»res de r:onectir.idail para algunos valores

r1e ). Noter:ros que uuevamenl,e se cutrple que cualrrlo .\ --+ 0 se tierrde al r:rodelo CAC. por ello
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I'igura -1.5: Arboles resultado del crer:imiento de rerles utilizando la e<:uación (4.10) para
dil'erentes valores cle l. El ní¡mero total de nodos utilizado en cada árbol lire de tl : 1000.

Como es de esperar, se cumple el patrón rle mayor'!olí¡men" de caminos para ,\ = L y menor
para ,\ = 0. Por otro lado, podemos not¿rr la. lbrmacirin de estrellas, situacií»r similar exhibid¿¡

en el n¡odelo "Global li".

rlue las distribuciones t1e ) = 0 sigueu curvas expouenciales con a = 0.69. Pero a diferencia de

las distribu«:ionas del moclelo Cerrtral I, aquí, podemos ver leyes de potencia. Este resulta<io

nos acerca más a las redes reales como las resumidas en la tabla 2.2. Sin embargo, el exponente

de ley rle potencia (7 = 1.6) está uu porxr alejado de los v¿rlores urostrados cn ln, tabla 2.2,

los cuales <¡scilan entre 1 : 2.1 y ^l : 3.2.Adernás, el hecho de sólo considerar el flujo cle

irrfbrmar;.ión con el noclo celtral, clartunente limita la genernlidad de los urodelos 'te¡rtr¿¡les"

vistcrs en 1as secciones 4.2 y 4,3.

Co¡l¡o una for¡na de buscar moclelos aplicables a un¿I tnayor cantidad de casos reales, en las

próximm serci<¡nes se eliminarÍr l¿r constlicción de "flujo celtral" impuesta de forma implftrita,

tarto por Gastner-\e.wman [5,41] conro por lhbrikaut [a2]. l)or lo que cnnsideraremos modelos

en que la inter¿rccií»i re,levante no solo será la de eada nodo c<¡n el noclo u¡, sino que será la

interacción entre todos los pares de nodos de la rerl.

48
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Figura 4.6: I)istribución cle coneetividad cle recles cle crecüniento obtenid¿s mediante la opti-
rnización de la ecuación 4.10 para diferentes valores de i. Cada gráfico mriestra el prornedio
de 50 simr;Llaciones ciil'erentes cada uná hecha para N,,,,. 1000.
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4.4. Crecimiento Total I

Los modek;s denominados "clet;imiento total" que nr¡uí se e-xpondrán, corresponden, en el

contexl;o local, a la continuación y genelalización de los rnodekrs de "crecirniento central", sin

embargo, en el contexto geueral, responrlen a nuestr¿ propuesta original de modelos capaces

de generzrr redes libres de escala similares ¿r las obtenida.s por Barabixi (Sec. 2.,1.2), pero

susteutadas soble la intuición de optimización que hemos riesanollado durante esl,e trabajo.

Consiclerernos Ia mísma situaciól pl'opllesta en los rnodelos auteriores. ett la que se <xl

nienza con ur solo nodo uo y er I'oru¡¿r áleatoria van aparecieudo rruevos nodos en el cuadro

unitario periódico, los cualas se van errlaz¿rndo a algún nodo ya perteuefiente a la red, pero

esta vez, la energÍa que queremos minimizar eu cada paso esta dada por:

E:(1 - 
^)D+^L,

(4.11)

dontlt:

Esl.a energía es exactamente la rnisma <¡ue

(\4odekr Global I). Con esta deliniciírn decirnos

tnl r¡re minimiza. ln siguiente er:u¿rr:ión:

:»
i<j

:»
i<j

D

/ n-t \
(1 )) .D,,, - ¡. I n D,,,, + t t,,, 'l ,

\ñ)
'n-l

[1 + 
^(n- 

1)] D,,* + l. »L-l .

i=0

AojDrj,

Lij.

la energÍa emlnciada

que cacla mrevo nodo

(4.12)

(.{.13)

en Ia ecuación (3.2)

'u,, es<xr.je al nodo u,n

,¡-1
E":(r-)).D--+).»L",,

i--o
(4.14)

(1.15)

o equiv¿)lententenl.e:

EJ' :

¿r

El término D,.,, es la distancia er«lidi¿r¡r¿r entre los noikts

50
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la geodésica geométrica entre los nodos ?D¡ y r¡. La optimizzrción de la ecuación (4.15) nos

inclica que en cada pa-so, cada mrer,o nodo ün se enlaza a un rrodo t'- de la red, que por

un lado. se encuentre ce,rca a él (bajo valor D,,,,"), pero por otro, que esté en una,,posición

privilegiada" en Ia red. Cuanclo det:imos " posici&r privilegiada", nos referimos a un nodo que

tenga alta accesibilidad a todos los otros nodos de i¿ red (bajo ralor Dn L",r). Esta noción de

"posición privilegiada" es en alguna rnedida uu símil a Ia noción de "popularidad" expuest¿

por Barabasi (Sec. 2.4.2). Aun que cabe señalar que, p¿ua ¡ruestro ¡nodelo, la existencia

de .l¿r dualid¿rd "ahorro-eficiencia" o dirlio de otra lbnna 'insto-popularidad" kl hace ¡nás

representativzr en un gran nirrnero rle casos.

Alguna-s situ¿rcioues reales r'rtiles para representar con este rnotlelo ¡lueden ser una rerl de

servidores de internet, o de esl;¿ci<¡nes de potenciil, o de carreteras, ctc. Pero que necesaria-

mente se¿In result:rdo de un "proceso desordenado de c:recimiento" y no de un diseño pla.neado

y dirigido. Con "proceso clesorcleu¿rdo de crecimiento" nos rel'erimos ¿ que, en cada ¡raso no

se tiene celteza de la conliguraciól lirlura. Est,o en la plhctir:a suele ocurrfu, puesto que el

crecimiento va siendo deternlürado por l:rs denttrndas futuras, Ias cuales t¡lucllas veces sor

tot¿¡lmente impredecibles.

En la ligura 4.7 se mrrestr¿ur algunos resulttldos de este r¡rodelo c<¡n lvr : 1000 y para

cliferentes valores de ), mir:ntras rlue en la Iigura 4.8 se [)uestran ]¿l^s distribuciones de cot]ec-

tividad de diferentes simul¿rciones para los misrnos r'¿lores de ). Podemos not¿Ir qr¡e cu¿uldo

,\ ¡: 0las disl,ribuciones tienden a a.iustalse a una exponencial negativa cor o :0.69 [Ec.

(2.6)l Io que coru:uerda «rn el utorlelo CAC I, y para va.loles ligerarnerrte mayol-es de ), ést¿rs

l'ienclen ¿¡ ¿riustalse a leyes de potenoia. siendo la coustante caract,erística i : 2.5 {Iic. (2.7)1.

Este riltirno result¿do es de sumo interés, y:r qlle se encuelrtra en el ralgo de palzrrretros

exil'ridos por lecles loales ('Ihbla 2.2).

La figrrra 4.9 rnuestra valores de D y L para diferent,es valores de ). Estos valores están

lPa¡a este caso t¿mbién se tiene que cuando tr - 0 el modelo converge al modeb CAC.
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,\:r0- I : 10=1- un=lf

):0.0056

):0.1

) : 0.01

lit' l,! l .\ \,' Y :," il';,fl(

l:0.56

.\ : 0.056

,\ : 0.99

l'igura 4.7: .A'r'boles lesult¿rtlo del cret:imiento tle lecies utilizando 1¿r ecuación (4.16) para
dili:r'entes valo¡os de ,\. El ur'rrne¡o total tle loclos rrtilizatlo en c¿¡da árbol hre de -\,:1000.

Ittrnalizados al mavot valol dc D ¡, I. reslrecti\a¡telti.e. Es claro not¿lr que mienl,ras que

D es c|ecie¡rte r:ou ), r es decrecielle. Io cu¿rr cra <le esperar .|rr¡ido ¿ que el lol ¿e ,\. cs

prer:istrmeni,o, l.roudertrr.el «)s1.o elttre el uno r..el ot.ro.
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Figura 4.8: Distribucióu de la conectivid¿¡d de recles, resultado del morielo ¿e crecimiento
tot:rl I para difi:rentes valores de ). Cada gráfico muestra e,l promeclio rle 100 sim¡l¿rciones
diferentes, cad¿r una hecha para ¡l : 1000.

En la figura 4.10 se mue¡tra el valor il er función cle ). Notemos que el grálico muestra

una curva decreciente, la cual comienza con v¿rlores d,e H = 11.2 y termirra con v¿¡lores de

H x 5 5. Estos r¡alores son bastante pequeños, similares a las redes tipo small-utorld, visias en

la sección 2.5, pero a cliferencia de ellas, aquí por las caracterÍsticas del rnodelo y la definición

del lactor de clusteríng se tiene que c : 0. Esto kr pod.emos explicar de la siguierte forma:

el térmiro c es directaniente proporcional a1 número de triángulos de la rec1, pero debido a

que en la red si hav n enl¿rces hay rr. * 1 noclos, se hace Ímposible la formaci6n de triángulos,
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esto, siempre y cuando no se per.nrita la lb¡¡naciól de isla.s (caso de todos los modelos vistos

en esta tesis) 2.

0.2
10-5 l0-1 10 -3 l0-2 t0-I 100

)
l'igula 4.9: V¿lores de D y L para dilerentes r.aloles tle ,\. Estos v¿¡lores estáu normalizarlcls
al ma¡rcr valor de D y L respectivamente. Cada punto en la figura es el promedio de 50
simu.l¿¡ciones diferentes cnn .ly' : 1000.

t2
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10-5 10-1 10-3 10-1 100

F'igura 4.10: \i¿¡k¡r de (H) err lirnciúr cle ), Cada plrnto et) el grrlfir:o es el ¡:romedio de 50

sirlulacio¡res dif'ercntes rr¡r A : 1000.

2l¡rsita¡tr» al leetor a que in¡eute realizar urra red con z enlaces y ,¿ + 1 nodos err la que eústa al menos

ul'r tri¿lngulo y destubri¡á que es inrposible, si uo se permite Ia fo¡ntar:ión de isl¿¡s eu st¡ red.

(H)

10-2

)

/
L / Lrn^*

54



4.5. Crecimiento Total II

-{qtrí est.ttcliiutos ttti¿r variar:i(rn clel r;aso altelior. en rlonde reemplazarnos r:l "camino ¡ieo-

rnétrico nrás corl.o" L;; por el "c:rmilo lnás cori.r.r" H¡;. cou est,o, la energÍa clueda cl¿fla

p t}r:

E:(1 -^)D+^H. (.1.16)

donde

A,;D,: ,

H¿j .

n_1

E, : (1 - )). D,,",+.\. »H,,, .

i:0

a, : (1 - )) .D,,, +,\.

r)-1

8,, - (\ * )(r¿ - 1)) .D,,,+ I.»H,,¿ .

:»
í<j

:'
í<j

D

H

(1.17)

(4.18)

Esta es la misma clefinición que Ia ¡rlanteada en e1 modelo global II (Ec. 8.6). Entonces,

tenemos que ca,rla rruevo no<Io ?,, escoge ¿l nodo um, tal que, minimiza la siguiente ecuación:

o equivalentemente

(,1.19)

(4.20)

("'-*8"-') '

El témrino D".* es Ia distancia euclidiana entre los nodos o,, y u,, y el témrino H,,,¿ es

lzl geodésica entre los notkrs tr* y tr¿. Esta vez tenemos una situ¿rciírn similar a la del modelo

de la Sec 4.4, en que, en cada paso, cada nuevo nodo u,, se enlazará a un nodo tr- de la red

que cumpla las dos siguientes condiciones, por un lado, que se encuentre cerca de é1 (bajo

valor D,,-), y por otro, que esté er una "posir:ión privilegiada en la red',. Pe¡o esta vez, con

55



".¡:osicitin privilegitrcla en la red", nos rel'eri¡nos a un nodo r¿ue tenga bajtr tlistturcizr geodésiua

con todos krs nodos de la red (bajo valor Io H-,).

En la figura 4.7 se nruestran algunos resull,ados de este modelo con -\¡ : 1000 y para

diferentes valores de ,\. \ueva¡nente al igual que pnra los rnode.los Global II y Central II
podeuros ver el surgimieni,o de estructulas 1,ipo estrella.

) = 0.01

.\: 10-3

) : 0.018

A : 0.0056

) : 0.011

,\ : 0.056

Figura 4.11: Árboles resultadr¡ del crecir¡liento cle redes utilizanclo la ecuación 4.!9 para
d.ife¡eltes valo¡es de .\. El número total de nodos utilizado en cada árbol fue de .¡[:1000.

!
?,,L

.\ = 10-5

2t/¡
(.
\
)S

):0.1

mNffi

%w
) : 0.99
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Figura 4.12: Distribucion de l¿¡ conectividad de redes resllltad.o del lnodekl de crec.imieuto
total II para dil'erentes valores (le l. C¿rda grrifi<n rnuestla el promedio cle 100 simulaci<»res
dilerentes, cada una hmha para A": 1000.

La figura 4.12 muestra las distribucio¡les de cürectividad de diferentes simulacione^s para

los rnismo l,alores de ). Al igual que p¿rra el nrcdelo Tol;al I, podemr)s notar que pala v;r.lores

de.\ cercanos a 0las distribuciones de conectividad tieudel a ajustarce a una exponencial

negativa, mientras que p¿lra vak)r'es ligeramente ln¿ryores, ést¿rs tienclen ¿r ajust¿rrse a Ieyes de

poterci¿¡, siendo I¿ constante caracterÍstica I : 2,2 IEc. (2.7)], lo que es co¡tsisl,ente co¡¡ el

rango de result¿¡dos exibidos en Ia tabl¿r 2.2.
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10-1 10-3 1.0-2

^!'igrrra.1.13: \hlr¡res de D y L para difi:rentes valores rle ). Estr¡s v¿rlores están nornr¿rlizados
:rl ura¡ror valor de D -v -L respectivanrente. C¿rd¿r punto en ln figura es el promedio de 50
sir¡lular:iones dif'erentes <x»r .\' : 1000.

0L-
10-5 10-1 100

72
(H) 
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10

o

a

7

t)
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2

star'

I

10-5 1t)-4 1o-3 1o-2
)

10-1 100

Figura 4.14: Valor de (H) en lunción cle ). Para valores cle ) * I se hace clara la forrnación de
est.rellas. Cacia punl;o en el gráfico es el prouredio de 50 simulacioues difere¡ttes «¡n ltr : 1000.

La figura 4.13 uuestran valores de D y L para clil'erentes valo¡es de ). Estos valores

estárr norm¿rlizados al mayor r,'ak>r de D y tr, respectitaulente. Por otro lado.la figura 4.14 se

mrrestra el valor de I1 en función de .tr. \otemr¡s c¡ue el gráfico r¡ruestra una cur\a decreÍiente,
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li¡ cual comienza con val<¡res cle H x 11.0 .y teunina con v¿rlores de H x 2.0. Estos i,alo¡es

son ba"stante pequerios, similares a las redes snnll-utorl,d. Notemr¡s de la figura 4.11 que pala,

) t 1 tenernos una ertrella casi perl'ecta. lo que concuerda con fl = 2.0 de la figura 4.14, ya

qlre, en ulra r:onfiguración estrellil, torios los nodos estáur unidos a un único noclo central, kr

que irnplica que, cad¿ nodo dista sólo de dos enlaces rle ctralquier otro nodo de la red.
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CapÍtulo 5

Conclusiones

En este trabajo hemos estudiaclo el ploblemtr de la constru«:ión de r.ura red bidi¡nension¿¡I

capaz de repli<:aLl las print:ipales cart;terfstica^s encontradas en ledes reales. Para ello, en prirner

lugar, consideramos redes en las c¡uc.: su conslrucciórr comienz¿¡ con ul coqiunl;o cle nodos fijos

distribuidos de forma aleatoria en un plano, v cu¡.a configuración de enl¿rces se define bajo

un criterio de optlnización co[siste&te en un compror]riso enire ul ba.jo numelo cle enlaces

y bajas distanr:ias de geodésicas. Esto dio origen a krs moclekrs Gkrbal I y II (Sec.3.2 y Sec.

3.3), los qur: responclen a dos definiciones cle geodésir:a^s diferentes (DeI. 6 y Dell 10).

A partil de las simulaciones pudimos not¿rr que la principal riqueza de estos modekrs

radica en su capacidad de reprodur:ir las ca¡terÍsticas Small-WorkL definidas por Wai;ts y

Strogatz [10], y si bien, estos ¡nodelos han sido estr¡diados por dil'erentes autores, niuguno

cle elk¡s había puesl,o on evidencia este hecho. Solo exisie ula aproximación por parte de

.lvlathias y Gopal [40], pero su propuesta de modelo es bastante restrictir,¿ al limitar los

nodos a disLrit¡uirse sobre un ¿rnillo.

Debido a que en los morlelos Cilobal I.y Il la configuración de nodos es fija y sabida desde

el comienzo, pueden ser ritiles para representar diseños de t:onstrucción de redes planificaclas,

algo que a priori parece adecuado cuando queremos modelar redes de transporte hechas por el

hombre. Sin eurbargo, las distribuciones de concctividad obtenid¿s son culvas poissoniana^s,

lo cual cual Do concuerda cot la naturaleza lil¡re de escala enrxrntra<la en diversas redes reales,

Con el fin tle obterrer las t;itada.s distril¡ru;it¡nes libre rle escal¿r es que se decidió ¿¡sumir

1¿r cor¡st¡r.rcción de la recl co¡no ¡esult¿clo de un proceso de crecirniento, similar a lo heüo

por Barabási y Albert [1,29,30], este hecho l.levo en un¿r ¡:r-imer:r irrstanci¿r a Ia cre¿rcií»r de

los urodelos "Crecirniento Central I y Il", los cuales ya li¡eron trata<Ios eu alguua rnedida por
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G¿xtner-\ervmal [e,+r] y F'abrikanl, [42] respectivameDte. Y, su revisión en este trabajo se

justifica err el sentido que brindan un rn¿lrco conseptual ritil y una evrrlrrciírt har:ia los rnodelt¡s

"Creciuiento'lbtal I y 11".

Debido a la falta de generalidad tle los modekrs de crecimiento central y su iucapacid:rd

de explicar las topolo¡¡Ías de redes reales es que surgen lt.¡s nrodelos "Creciruiento Total I v I1".

Cabe señ.¿l,lar que estos modelos son el aporte rna*s significativo de este trabajo, ya que, no

han sido tratados anterionnente en la literatura. En ellos, se l¡usca modelar las característ.icas

estmcturales de redes de transporte en la,s que la optimizrición es realizad¿r, err cada p:rso. y n<r

en el diseito getrerzrl rle Ia red. Este es el c¿¡so de uru<;has redes reales, en las que la construc-

citl¡i de un ¡ruevo enlace está determinada por Ia der¡randa y por los cosl,os de constnicción

instarttáneos, no evalu¿urdo costos de ellaces, ni demand¿¡s futuras. Urr result¿ido interesante,

.v quizá el más irnportante de este trabajo, es que tantio el modelo "Crecimieuto 'Iotal l" corno

el moclelo "Orecimiento 'lbtal 1I" logran re¡:rorlucir eu fonna satisfactoria distribucir»res de

conectividad libres cle escala, en doncle los exponenl,es car¿rteríst;icos solt ?:2.5y ^¡:2.2,
los cu¿rles están dentro del raago de la^s redes retilas ('Ihbla 2.2). Otros modelos, como el

propuesto por Barábasi y Albert, logran resultados siurilares, pero a dif'erencia tle ellos, los

aquí propuestos son de rtn¿ natur¿¡lez¿l determinist¿¡ ya que la red se «xrutruye er lirnción de

una minirnización y no e¡) iirnr:ión de una elec<:ión aleatoria como el propuesto por ellos, lo

cual lo hace más represenl;atvo en un número importante de casos.

Otra característica interesante de los modelos "Crecimieuto lbtal I v II", es rtrue el valor

de Ia media de las geodésicas es bajo (el cornpalacií»r corr recles aleatorias) lo cual, es ca-

r¿rct€rístico de redes sntall-tuorld. Sin embargo, son irrcapaces de leproducir el'dlto foctor de

clustering propio de este tipo de redes. Este último punto represeuta un desafío y un puflto

de partida de fill;uros trab¿¡ios sobre modekrs de redes comple,jas bidime.nsionales, basndos en

optimizacióo. De todos rnodos, este trabajo. per¡nile nosl;rar que las propiedades estadística^s

cle redes reales, pueden ser descritas satisiack)riamente con rnodelos sencillos de crecir¡rie¡to

basarlos en optimizacióu, y que clidras propiedades, tlependen crÍticarnelte del criterio de

opt;imización utilizado.
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Apéndice A

Distribución de Poisson como límite de
una distribución Binomial

Aquí se nrostrará un metodo para lleg:rr cle la ecuaci(»r (2.9) a la er:u¿rciírn (2.10), tornando

el lúrrite -ll --, oo y l[ --- *:. Para esto ut.ilizarenios dos resultacios bien conocidos: la fórmula

de Stirling y la rlefinición de Ia exponencial:

A! = e-aA* para k grandes,

z ota
e" : tin¿*_,x (1 + ¡,) .

La distribur:ión binorni¿rl mostrada en la ecu¿rción (2.9) es:

. /n.\
P(k) : (;) (&)u(1 - p"¡'-* (A.1)

donde se ha definido r¿ : N - 1. Uiilizando la fbrmula de Stirling, el coeficiente binomial de

la ecuación (A.1) para n grande pLrede escribirse couro

/n\ nlI l:-
\t'/ 

: 
r'¡z i:

(.{.2)

_ e-"ttn _e 4(rr-fr)a ( " \"- ¡t .-tn-*)i?¿ - /,)t"-r.r k! \" - l'/

Con esto Ia distribución bi¡rorni¿l (A.1) queda, para n grandes, como
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(4.3)

Notemos r¿ue el término z :2Al lN es la coner:tividad promedio rle cada nodo de la red.

En térntüros de este núrnero, 1a probabilidad p" puede escribirse corno pi, : z/n., cttn lo e::.al

I¿r or;uación (A.3) quetla «rmo

P(k) : (#)' @")o(1 - p") o

.a1r; : e-,(n - *)* (#)" (i)^ (,_ ;)"-- ,

p@ :+t (, _ *)" (, 
_ *) 

" 
(, _ ;)"-.,

AsÍ, cuando ?¿ --r oo)

e6¡:fi.e'.

(A 4)

(A.5)

Por lo tauto, para una red rnuy grancle, el proceso d.r: enlazar ¡rares de nodos err fonn¿t

alealolia concluce a una tlistribrrr:ión de Poisson.
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