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RESUMEN

El estudio de las redes complejas ha sido de gran interés en este tltimo tiempo
puesto que son capaces de describir una variedad importante de fenémenos. En
particular, en este trabajo estudiaremos aquellos fenémenos que pueden ser repre-
sentados por redes complejas espaciales, es decir, en aquellas en que los nodos y
enlaces tiene una ubicacién bien definida en el espacio, como por ejemplo una red
de carreteras. Nuestro interés, es proponer modelos que reproduzcan en alguna me-
dida las caracterfsticas fundamentales de estos sistemas. Para ello, en primer lugar,
en el Cap. 2 se hace una revisién de los principales topicos de las redes complejas,

asi como también de los principales modelos existentes.

El eje fundamental en el cual se sustentan los modelos propuestos en ésta tesis es
la optimizacién. Esta optimizacion esta asociada, por un lado, a la minimizacién de
los costos de fabricacién de las redes, y por otro, a la minimizacion de los costos de
ineficiencia de estas. La manera por la cual es medida esta ineficiencia es la que da
paso a diferentes modelos. En el Cap. 3 se hace una revision a algunos modelos de
optimizacién encontrados en la literatura y se profundiza el estudio de sus carac-
teristicas. Se muestra, que bajo ciertas condiciones, las redes resultantes de estos
modelos presentan caracteristicas small-world, hecho que no ha sido evidenciado
de forma explicita por otros autores. Sin embargo, estas redes no son capaces de
reproducir las distribuciones de conectividad libre de escala vista en muchas redes

reales.

Por @ltimo, en el Cap. 4 se estudia una evolucion a los modelos anteriores, la que
consiste en asumir la construccion de la red como un proceso paulatino de crecimien-
to, aun que sin dejar de lado la optimizacion. Las redes resultado de estos modelos
pierden en parte sus caracteristicas small-world, pero a cambio, sus distribuciones
cumplen leyes de potencia (con constantes v = 2.2 y v = 2.5), lo cual se asemeja

mucho méas a muchas redes encontradas en la naturaleza.
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Capitulo 1

Introduccion

Las redes complejas proporcionan un marco teérico itil para la representacion y entendi-
miento de muchos sistemas tecnoldgicos, biologicos y sociales, v es por ello que han recibido

una sustancial atencion en los tltimos afos [1 4].

Una parte importante de estos modelos de redes tiene una representacion geométrica, en
la cual los nodos tienen una posiciéon bien definida en el espacio, este tipo de redes serd el foco
de esta tesis. Ejemplo de redes espaciales o geométricas son las redes de transporte eléctrico,
redes de proteinas, redes de trenes, ete [5 8]. Se ha encontrado que muchos de estos sistemas
a menudo presentan caracterfsticas comunes, tales como distribuciones libres de escala en su

conectividad, alto factor de clustering y baja distancia promedio entre nodos [9-11] L.

En vista de lo anterior, muchos investigadores han desarrollado trabajos que intentan
explicar estas caracteristicas y es en esa direccion en la cual avanza esta tesis. siendo mas
precisos, estamos interesados de proponer modelos que repliquen de mejor forma las prin-
cipales caracteristicas halladas en redes reales. Para ello, en primer lugar trabajaremos con
modelos de redes espaciales que surgen como resultado de algtin criterio de optimizacion. Esta
optimizacion esta basada en la minimizacién de una energia efectiva, la cual pondera entre
dos factores, uno asociado al costo de construccion de la red y otro asociado a su eficiencia.
La medida de esta eficiencia radica en la distancia promedio enire los nodos. Por otro lado, el
costo asociado a la construccion de la red esta determinado por la cantidad de enlaces y sus
longitudes. Mas detalles sobre esta energia efectiva se entregan en las secciones 3.1, 3.2 y 3.3.

Sin embargo, a pesar de lo intuitivo que resultan estos modelos, no son capaces de explicar

'Estas y otras propiedades de las redes serdn revisadas con mayor atencién en el capitulo 2



caracteristicas claves de las redes como la distribucién de conectividad, es por ello que final-
mente se opta por introducir modelos de crecimiento. La dindmica de éstos es la continua
expansion de la red producto de la constante incorporacidon de nuevos nodos al sistema. Es
particular, sin embargo, que a pesar de ser redes dinamicas sus principales caracteristicas

tienden a estados estacionarios cuando el nimero de nodos es suficientemente grande.

Varios autores han propuesto modelos de crecimiento de redes que en alguna medida se
ajustan a redes reales, sin embargo, distan de una completa descripcidon, ademas a veces
carecen de realismo e intuicion. Para solucionar estos puntos, los modelos de crecimiento
aqui propuestos estan nuevamente basados en la optimizacion de una energia especilica. Este
hecho no solo busca darle mayor realismo e intuicion a los modelos sino que también busca

la obtencién de mejores resultados.

Los modelos aqui tratados se desarrollan teniendo en mente redes de transporte “huma-
nas”. Con esto nos referimos a redes construidas por personas, ya sean de flujo fisico o de
informacion, como por ejemplo, redes de carreteras, de potencia eléctrica, de Internet, de
rutas de vuelo, de cableado telefénico, ete. Sin embargo, los mismos analisis pueden ser itiles

para describir otros tipos de redes.
Esta tesis esta dividida en tres partes principales:

Redes Complejas (Cap. 2): Esta seccion es un resumen de los conceptos basicos re-
lacionados a las redes complejas, acompaiiado de algunos de los modelos més recurrentes en
la literatura. Aqui también se define la terminologia y nomenclatura que se utilizara en el
resto de la tesis. Finalmente se expone parte del algoritmo que se utilizara en las simulaciones

posteriores.

Minimo Global (Cap. 3): Aqui se trabajan dos modelos de optimizacién que ya han
sido tratados por otros autores. Se detallan y se entregan resultados que podrian ser de
interés, como por ejemplo, caracteristicas small-world [10]. Los dos modelos aqui tratados (que
llamaremos Global I y Global 11) buscan el disefio 6ptimo de una red para una configuracion
espacial de nodos fija. En particular, lo que se busca es el minimo global de costos para una

energia determinada, la cual dependera de la configuracion de los enlaces. Los resultados aqui

obtenidos servirdn como un punto de comparacién con otros modelos publicados, asi como



también servirdn como comparacion con los modelos de crecimiento que se trataran en el

capitulo siguiente.

Crecimiento (Cap. 4): La introduccion del concepto de crecimiento de redes surge
como una necesidad de crear modelos que describam mejor a las redes reales. Los modelos
tratados son cuatro. Los primeros dos tienen que ver con una red que crece en torno a un
tinico nodo central, despreciando la importancia de los otros nodos de la red. A estos modelos
los llamaremos crecimiento Central [ y 1. Los otros dos modelos, por otra parte, ponderan
por igual la importancia de todos los nodos en la red, A éstos tltimos los denominaremos
Crecimiento Total I y Crecimiento Total II. Los cuatro modelos aqui tratados optimizan
costos paso a paso segin la configuracion que haya al momento de agregar cada nodo, sin
tomar en cuenta la configuracion futura, es decir, se estd realizando una optimizacion local,
sin considerar el costo global de todo el proceso. Esto concuerda con la logica de crecimiento
de algunas redes reales, en donde el sentido de lo urgente (corto plazo) puede imponerse por

sobre el sentido de lo importante (largo plazo).



Capitulo 2

Redes complejas

En este capftulo introduciremos algunos conceptos ttiles para caracterisar redes comple-
Jas. También discutiremos ejemplos especilicos de redes que han sido definidas y estudiadas
por otros autores, poniendo énfasis en las diferentes topologias que estos obtuvieron. Pos-
teriormente se introducira el concepto de redes espaciales bidimencionales, y por ltimo, se

explicara el algoritmo de Floyd Marshall el cual sera utilzado en los capitulos siguientes para

determinar distancias minimas, las que tendran un papel fnudamental en esta tesis.

2.1.

Definiciones generales

Para comenzar el andlisis de redes, es preciso hacer algunas definiciones [1-3].

Def. 1

Def. 2

Def. 3

Nodo (vertex): Es la unidad fundamental de una red. A cada nodo individual
lo denotaremos v;, y al conjunto total de nodos de la red lo denominaremos

V= {v}.

Enlace (edge): Par ordenado de nodos (v;,v;). Graficamente puede visuali-
zarse como una linea recta que une el nodo v; con el nodo v;. Ocasionalmente
serd denominado como e;.

Red: Conjunto de N nodos V = {v,v,...,vx}, ¥ un conjunto de M parejas
ordenadas (enlaces) € = {(v;,v;)} €V x V. La red se denomina no dirigida
si para cada pareja (v;,v;) € £ también existe la pareja (v;,v;) € E. De lo
contrario, la red se denomina dirigida. Al mimero de enlaces M se le denomina
el orden de la red.
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Figura 2.1: Grifica de los dos tipos de redes mencionadas. Una representacion tipica de red
dirigida es por medio de flechas tal como se muestra en la parte (a). En cambio para las redes
no dirigidas basta con mostrar la existencia o no del enlace [parte (b)]. Observemos que para
la red dirigida podemos movernos desde el nodo v; al vg, pero no podemos llegar del nodo vg
al vy. En contraste, en la red no dirigida todos los caminos son reversibles.

Def. 4 Conectividad: También conocida como el grado de coordinacion, es el niimero
de enlaces conectados a un nodo. La conectividad del nodo v; es denotada por
. N . 5 e
k; v al promedio (k) = % > ioq ki se le denomina la conectividad de la red.

Def. 5 Matriz de adyacencia: La matriz de advacencia A es una representacion
matricial del conjunto de enlaces €. Sus términos son tales que:

A — 1 si(v,v) €€
i 0 si(v,v) €&

Como ejemplo, a continuacion se muestran las matrices de adyacencia correspondientes a

la figura 2.1.

010000 01 0 000

0 01000 101 000

010110 010110
A=l 001010 A=loo1010 2.1)
000101 001101 (2.

000 00O 000010

Red dirigida |Fig. 2.1.a) Red no dirigida [Fig. 2.1.b]

Notemos que la matriz de la derecha es simétrica, caracteristica de todas las matrices de

adyacencia de redes no dirigidas. En esta tesis sdlo consideraremos redes no dirigidas, de

5



modo que cuando nos referimos a “red”, siempre querremos decir “red no dirigida”.

Def. 6 Geodésica: Conjunto de enlaces que conforman el camino més corto (menor
niimero de enlaces) entre un nodo y otro a través de la red. Es el camino que
tiene menos “estaciones” entre un nodo y otro.

Def. 7 Matriz H: Las componentes H;; de la matriz corresponden al niimero de enlaces
que conforman la geodésica entre los nodos v; y v;. Si no hay forma de conectar
v; con v; entonces Hy; = oo.

Def. 8 Factor de Clustering: Niimero entre cero y uno que indica qué tan “agrupa-
dos” estdn los nodos. El factor de clustering de un nodo v, se difine como el
cuociente entre el mimero de enlaces que hay entre los “nodos vecinos” de vy,
v el maximo mimero de estos que puede haber (k,(k, — 1)/2). Esto es:

Gi= AAL— Vi, jtalque A, = 1vqueA;, — 1, (2:2)
kn(}‘fn _ 1)/2 3 J 7 ’

donde k, es la conectividad del nodo v,. El factor de clustering de la red se
define como:

Es importante sefialar que todas las propiedades mencionadas hasta ahora quedan deter-
minadas a partir de la matriz de adyacencia. Por ejemplo, para determinar la conectividad

k; de un nodo podemos escribir

N N
kn = ZAin = ZAni . (24)
=1 =1

Para el caso de la matriz de adyacencia mostrada en la ecuacion (2.1) (red no dirigida)
se obtienen los valores mostrados en la Tabla 2.1. También la matriz H se puede obtener a

partir de la matriz de adyacencia, como se mostrara en la Sec. 2.7.



j Nodo [ Conectividad J

ky 1
ko 2
ks 3
ka 2
ks 3
ks ] 1

3]

[ ® ] ]

Tabla 2.1: Conectividad de la red no dirigida mostrada en la Figura 2.1. Notemos que para
este ejempo N = 6y M = 6, v en general se tendra que (k) =2M/N.

2 9 Distribucion de la conectividad

Una propiedad muy importante que caracteriza la estructura de una red compleja es la
distribucion de conectividad P(k), que es la probabilidad de que un nodo escogido al azar
tenga k conexiones (o vecinos). Diversos trabajos [1-3,12-25] nos permiten establecer princi-
palmente tres tipos de distribuciones P(k), las que determinan tres estructuras o topologias

diferentes. Estas son:

Sk
P(k)=¢e"- % Distribucién de Poisson. (2.5)
P(k) = Ce™* Distribucién exponencial. (2.6)
P{k)y=Ck™" Distribucion con ley de potencia. (2.7)

En la figura 2.2, se grafican las distribuciones de Poisson, Exponencial y Ley de potencia.
Las graficas relevantes que se utilizarn mas adelante son la distribucion de Poisson en escala

LIN-LIN, Exponencial en LOG-LIN y Libre de Escala en LOG-LOG (ver figura 2.2).

Al final de los afios 50, y principios de los 60, Erdés y Rényi fueron los primeros en estu-
diar la distribucion de una red aleatoria [26 28] (ver Sec. 2.3), obteniendo distribuciones de
Poisson. Sin embargo, a pesar de su importancia histérica las redes con topologia de Poisson

estan lejos de ser una representacion realista de las redes reales observadas en la naturaleza.

7
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k k k

Figura 2.2: Distribuciones Libre de Escala, Poisson y Exponencial graficadas en diferentes
escalas. Las representaciones mas utiles para nosotros seran LIN-LIN para la dist. Poisson,
LOG-LIN para la dist. exponencial y LOG-LOG para la dist. con ley de potencia.

Recién en 1998 se comenzo el estudio sistematico de las propiedades topologicas de las redes
reales. Estos estudios mostraron que un nimero considerable de redes reales existentes en
la naturaleza presentan distribuciones de conectividad que siguen leyes de potencia [12-25].
Esto se puede apreciar en la tabla 2.2 que muestra algunos ejemplos de redes reales y el valor

del exponente v [Ec. (2.7)] para dichas redes.

A menudo, las distribuciones con leyes de potencia son llamadas distribuciones libre de
escala, esto es debido a la distribucién es la misma en todas las escalas, por ejemplo, para un
rango de & tenemos que P(k) = Ck” ahora bien si cambiamos la escala en un factor 10 (sin

perdida de generalidad) tenemos P(ky10) = C'107 - k¥ o k7.



IT"@d ] N M | ~ j | Referencia
Red de llamadas telefonicas 47 000 000 80 000 000 2.1 [13,21]
Redes P2P 880 1296 21 [14,25]
Redes metabolicas 307 2359 | 22 (19]

| Red de actores de cine 449 913 25 516 482 | 2.3 |20]

[ Interaccion de proteinas 2115 2240 2.4 117)
Internet 10 697 31 992 25 [12,18]
Red de palabras co-ocurridas 460 902 17 000 000 2.7 |23, 24]
Circuitos electronicos 24 097 53 248 3.0 [15]

Red de contactos sexuales 2 810 - B2 J [16,22] |

Tabla 2.2: Ejemplos de redes reales con distribucion de conectividad libre de escala. Se indica
el valor del N de nodos N, N de enlaces M vy el exponente v de la distribucion [Ee. (2.7)].

92.3. Redes aleatorias

Como primer ejemplo de una red compleja, estudiaremos las redes aleatorias, también

llamadas redes tipo Erdos-Rényi. Estas se construyen de la siguiente forma:

« Se define un set de N nodos.

= Se escoge al azar una pareja de nodos v; ¥ Vj, ¥ si no estan conectados se conectan.

s Se repite el proceso anterior hasta abtener M enlaces, en donde M sera el orden de

la red.

Se puede demostrar que toda red aleatoria tiene una conectividad que sigue una distribu-

cion de Poisson. Para ello, notemos primero que el niimero total N, de enlaces que se pueden

formar en un conjunto de N nodos es

1,
j\'p= —?::\ (N—‘l) i

Como se enlazaron M parejas de nodos, la probabilidad p. de que una pareja arbitraria

de nodos esté enlazada es

M 2M
pe - l’\rp N ‘NT(AT - 1) '

(2.8)



Consideremos un nodo particular v; de la red, escogido al azar. El nimero total de enlaces
que podrian conectar a v; es N — 1, ya que v; tiene N — 1 posibles nodos con los cuales
conectarse. Como lo indica la ecuacion (2.8) la probabilidad de que exista cada enlace en la
red es p.. Por lo tanto la probabilidad P(k) de que el nodo v; tenga k de los N — 1 enlaces
posibles, suponiendo que la probabilidad de existencia de cada uno de ellos es p,, viene dada

por la sigulente expresién:

N-1 » S
Plk) = ( . )(pe)"”(i — p N1k, (2.9)
Esta es la distribucién de probabilidad general para cualquier valor de N y M. Pero si
consideramos que la red es muy grande, N — oo M — oo, de tal forma que la cantidad

2M
N

y —

permanezca finita, entonces (ver apéndice A) la distribucién (2.9) se transforma en

k

P(k) = e.-;i? . (2.10)

Esta corresponde a una distribucién de Poisson con promedio z [Eq. (2.5)]. Con esto
concluimos que, para una red muy grande, el proceso de enlazar pares de nodos en forma
aleatoria conduce a una distribucion de Poisson. Las figuras 2.3.a, 2.3.b y 2.3.c muestran una
representacion grafica de redes aleatorias con N = 100 y con M = 50, M =200 y M = 400
respectivamente, mientras que las figuras 2.3.d, 2.3.e y 2.3.f muestran sus distribuciones de

Poisson respectivas

Cabe senalar que durante muchos anos se pensd que este mecanismo de formacién de
redes, en el cual cada pareja de nodos se enlaza aleatoriamente, era adecuado para describir
el origen de ciertas redes sociales como las redes de amistades o las redes de contactos sexuales.
Después de todo, las amistades se dan por el encuentro casual y aleatorio de las personas que
viven en una sociedad. Por tanto, era natural esperar que el modelo aleatorio reprodujera lo
que realmente ocurre en las redes sociales, sin embargo, esto resultod ser incorrecto, como lo

muestra la tabla 2.2
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Figura 2.3: Ejemplos de redes aleatorias con N = 100 y con M = 50, M = 200 y M = 400
[figuras (a), (b) y (¢)]. Junto a ellas se muestran las distribuciones de conectividad ajustadas
a su distribucion de Poisson respectiva [figuras (d), (e) y (f)].

2.4. Crecimiento de redes

El concepto de crecimiento de redes surge en la literatura como una bisqueda de realizar
modelos que se ajusten mas a las caracteristicas de las redes reales. En este caso, la red
tiene inicialmente un cierto N° de nodos y enlaces, y luego se van agregando nuevos nodos
y enlaces, siguiendo algiin criterio adecuado. Consideremos en particular el siguiente modelo

de crecimiento, utilizando un parametro temporal ¢ para rotular la evolucién de la red:

» Se comienza el proceso de construccion en ¢ = 0 solamente con un nodo vg.
» En el instante £ = 1 se anade el nodo v1, que es conectado al nodo vp.

s En ¢ = 2 se afiade un nuevo nodo vy y se enlaza a vy con una probabilidad Ily o a g
con una probabilidad IT;, con IIy 4+ IT; = 1.

11



= En t = 3 se afiade un nodo vy vy se enlaza a uno de los nodos vg, v; 0 v9, con
probabilidades Iy, I1; v II» respectivamente. Aqui, los valores de II; en general son
diferentes a los de ¢ = 2 y se cumple que Iy + IIy 4+ I[Iy = 1.

» En general, se tiene que en el instante ¢+ 1 se anade el nodo 2445 el cual se conectara
solo con uno de los nodos vy, v1,v9, ..., v ya existente, en donde la probabilidad de
que el nodo v; sea seleccionado es I1;. Debido a que II; varia en cada iteracion se tiene
que IT; = IL(¢t), debiendo cumplirse que E:=U II,(6) = 1.

= Se repite este proceso muchas veces y se espera a que la distribucién de conectividad
del sistema tienda a un estado estacionario (N suficientemente grande).

Notemos que el caso estacionario aludido no implica que la red deje de crecer, sino sim-

plemente que su distribucién de conectividad sea una funcién independiente del tiempo.

Un aspecto que resulta crucial para determinar la topologia de la red resultante es el
criterio con el cual se determina a qué nodo preexistente se conecta cada nuevo nodo de
la red. Una eleccién posible es que la probabilidad de conexién a un nodo dependa de la

conectividad de dicho nodo, es decir:

IL(t) = (ks t) . (2.11)

Bajo esta condicién, es posible encontrar una ecuacion para la evolucién de la distribucién

de conectividad P(k), lo cual haremos a continuacién.

Denotemos por P(n,k,t) la probabilidad de que el nodo v, tenga k conexiones en el
tiempo ¢. Entonces la probabilidad P(k,t) de que un nodo arbitrario tenga k conexiones en

el tiempo £ es:

P(k,1) = Nl(t) S P(n.kt). (2.12)

n=0
donde N(t) es el nimero de nodos de la red en el tiempo t.

La ecuacién que determina la evolucién temporal de P(n, k,t) se obtiene notando que,
para que el nodo v, cualquiera de la red tenga k£ conexiones en el tiempo ¢ + 1, hay dos

procesos que dan origen a ello, estos son:
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1. Al tiempo t el nodo v,, tenfa k — 1 conexiones y fue seleccionado [con una probabilidad
[1(k — 1,t)] para conectarse con el nuevo nodo afiadido a la red. Por lo tanto, al tiempo

t+ 1 el nodo v, tendra k conexiones.

2. El nodo v, ya tenia k conexiones al tiempo ¢ v no fue seleccionado para conectarse con
el nuevo nodo afadido [lo cual ocurre con un probabilidad 1—TII(k, t)]. Por lo tanto, en

el tiempo ¢+ 1 el nodo v, seguird teniendo & conexiones.

Tomando ambas contribuciones, la ecuacion que determina la evolucién de P(n,k,t) es:

Probabilidad Probabilidad

de que v, sea de que v, no sea

seleccionado seleccionado
e e— S

”~ ™

P(n,k,t+1)= Pnk-1,t) + (k-1,¢t) + Pmnkt) - 1-Ikt). (213)

~ i - | S —
Probabilidad Probabilidad
de que v, tenga de que v, tenga
k — 1 conexiones k econexiones
al tiempo t al tiempo t

Por su parte el nodo v, aparecié en el tiempo ¢t = n con una sola conexion, la cual da la

siguiente condicion:

P(nr ka t)lt:-n, = 5&',1 . (21'—1)

Si sumamos sobre n a ambos lados de la ecuacion (2.13), y utilizando la ecuacion (2.12),

nos queda

Y P(nk,t+1) =Y {P(nk~ L)k — 1,8) + P(n, k, £)(1 — TI(k, 1))}

n=0 n=0 (2.15)

= N(t){P(n,k — L)II(k — 1,1) + P(n, k, t)(1 = TI(k, 1))} .
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Notemos en que el modelo implica que en cada paso se afiade un nuevo nodo (comenzando

con el nodo vy en t = 0). Esto implica que N(t) =t +1, con lo cual la ecuacién (2.15) queda:

I

Z P(n,k,t +1) = (t + D){P(k — LOI(k — 1,) + P(k, £)(1 — TI(k,2))} . (2.16)

n=0

Por otro lado, el lado izquierdo de la ecuacién (2.16) se puede reescribir, usando (2.14) y
(2.16) queda:

t t+1

> P(nkt+1)=> P(nkt+1)—P(t+1,kt+1)
n=>0 =0
t+1

= Z P(n,k,t+1)— 8y (2.17)

n=0

=N+ 1Pk, t+1)—
= (t+2)P(k,t+1)— 1 .

De (2.16) v (2.17), nos queda finalmente que:

(t+2)P(k,t+1) — 61 = (t+ D{P(k — LOI(k — 1,8) + Pk, t)(1 — I(k, 2))} . (2.18)

Esta es una ecuacién de recurrencia que determina P(k,t + 1) a partir de P(k,t) y
P(k,t — 1). Para resolverla es necesario conocer explicitamente la funcion I1(k, ), que es la
probabilidad de que un nodo ya existente con conectividad k£ sea seleccionado para conectarse
con el nuevo nodo que se anade en el tiempo f. Como se verd en las siguientes secciones,
diferentes elecciones de la probabilidad II(k,¢) conducen a topologias diferentes de la red

Tesultante.

2.4.1. Topologia exponencial

En el caso de que cualquiera de los nodos existentes pueda escogerse con la misma proba-
bilidad para conectarse con el nuevo nodo afiadido, la probabilidad TI(k,t) es independiente

de k y queda dada por
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Figura 2.4: (a) Representacion grafica de una red resultante con un modelo de topologia
exponencial (Sec. 2.4.1) con N = 200 nodos. (b) Distribucién de conectividad para el mismo
modelo con N = 108, Puntos: resultados de la simulacion. Linea solida: Ec. (2.6).

(k,t) = & B (2.19)

1 1
T

Sustituyendo (2.19) en (2.18), queda

(t+2)P(k,t+1) — 81 = P(k—1,t) + tP(k,t) . (2.20)

Después de un tiempo muy largo, la funcién P(k,t) alcanza un estado estacionario en el

que P(k,t +1) = P(k,t) = P(k). En este caso la altima ecuacién queda como

P(k) = %[P(k — 1) + ] - (2.21)

Como todos los nodos de la red tienen por lo menos una conexion, es claro que P(0) = 0.

Con esta condicion inicial, la ecuacion de recurrencia anterior tiene la solucién
P(k) =27% = g~ ln@* (2.22)

En la figura 2.4 se tienen resultados de simulaciones de este modelo, mostrando claramente

como la distribucion de conectividad tiende a la ecuacion (2.22).
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2.4.2. Topologia libre de escala

La topologia exponencial no es muy buena cuando se quieren describir algunos tipos de
redes reales, por ejemplo, sociales. Esto es debido a que un nuevo individuo no se vincula
con alguno de los ya existentes equialeatoriamente, sino que existen ciertas preferencias,
Por ejemplo, si un nuevo actor debe decidir entre dos obras en las cuales trabajar, es muy
posible que decida participar en el elenco mas “reconocido”, ya que tendra més visibilidad,
0 por que probablemente signifique que la obra sea de mejor calidad, ete. Entonces, el actor
creard con mayor probabilidad, un vinculo con actores mas “populares”. Para incorporar este
comportamiento, el modelo Barbési-Albert [1,29,30] sugiere que la “popularidad” de un nodo
estd determinada segun su conectividad, por lo que sugieren que la probabilidad de enlace

IT1(k,t) debe tener la forma: A
N(t) -

Mk, )= (> k| k, (2.23)
=0

donde k; representa la conectividad del i-ésimo nodo ya existente en el tiempo ¢. El factor
(Z:ﬂfg kn)ﬂl simplemente garantiza que la probabilidad TI(k,t) esté normalizada. Al hacer
que II(k,t) sea proporcional a k, tenemos enlace preferencial, ya que de esta forma, mientras
més grande sea la conectividad k& de un nodo, mayor serd la probabilidad de conectarse con
él. Como en cada paso de tiempo se afiade un nuevo nodo a la red con un nuevo enlace, y
como se comienza con cero enlaces en £ = 0, se tendran t enlaces en el tiempo . Debido a

que cada enlace aporta dos conexiones, se tiene que para cualquier tiempo t > 0 se cumple

que
N(t)
> k=2t (2.24)
1==()
y por lo tanto
k
(k1) = - (2.25)
Sustituyendo {2.25) en (2.18), nos queda
(t+2)P(k,t+1) — &1 = (t+1){(k—-1)P(k—1,t) + (2t — k) P(k,1)} . (2.26)

La distribucion de conectividad estacionaria P(k) se obtiene del limite ¢ — oo de la Gltima
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Figura 2.5: (a) Funcién mostrada en la ecuacién (2.28) junto con la funcién f(k) = k3. Se
puede ver que para valores altos de k ambas tienen el mismo comportamiento. (b) Distribucién
de conectividad de una simulacién del modelo aqui expuesto. La simulacién fue hecha para
N = 10% nodos. Nuevamente podemos ver que para valores altos de k la distribucién tiende
a la funcién f(k) = k.

ecuacion, lo que conduce a
1
P(k) + S{(kP(k) = (k = )P(k = 1)} = bk - (2.27)

Como todos los nodos tienen al menos una conexién, podemos imponer que P(0) =0, lo

cual nos da la solucién
4
(k+1)(k+2)

P(k) = (2.28)
k

Aunque esto no es exactamente una ley de potencias, para valores grandes de k la dis-

tribucién se comporta como P(k) ~ k™3, La figura 2.5 muestra una grafica de la ecuacion

(2.28), v también se muestran resultados de una simulacién del modelo.

Si bien, el modelo de Barbasi-Albert fue inspirado en redes sociales, es de gran utilidad
para representar otros procesos de crecimiento de redes, en los que los nuevos nodos se
enlazan a los nodos con alta “popularidad”. Por ejemplo pensemos en una red de servidores
de internet; cada nuevo mienbro no se enlaza al servidor més cercano, sino que pondera entre
la cercanfa y accesibilidad del servidor al resto de la red, accesibilidad que es una medida de

la “popularidad” del servidor.
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2.5. Redes tipo small-world

Duncan J. Watts y S. Strogatz publicaron en la revista Nafure en el afio 1998 un articulo en
donde se describfan por primera vez las llamadas redes de mundo pequeno ( small-world) [10],
poniendo en evidencia la existencia de éstas en la naturaleza y en la sociedad. Ellos definen
una red small-world como aquella cuya distancia media (Hj;) es similar a la de una red
aleatoria, pero cuyo factor de clustering (Sec. 8) es mayor. Ademas, en el articulo, proponen

un modelo probabilistico mediante el cual es posible obtener este tipo de redes.

2.5.1. Redes small-world reales

La tabla 3.1 [10], muestra tres tipos de redes. La primera, es el sistema nervioso de la
especie Caenorhabditis elegans, en donde los nodos representan neuronas y los enlaces, cone-
xiones sinapticas. El nimero de nodos de esta red es de N--282 y su conectividad promedio
es de k — 14. En segundo lugar se analizd la red de colaboraciones cinematograficas de los
EE.UU. Y finalmente la red de distribucion de una compania eléctrica de la zona oeste de
los Estados Unidos, en la que cada transformador o subestacion representa un nodo y los
tendidos de alto voltaje representan los enlaces, Podemos ver a partir de estos resultados
que la distancia media en los tres casos es similar a la de su analogo en redes aleatorias, sin

embargo, en los tres casos el factor de clustering es significativamente mayor.

| [ N [ k [ ® H), | C |

C. elegans 282 14 2.65 2.25 0.28 0.05
Red de Actores 225226 61 3.65 2.99 0.79 0.00027
Red eléctrica 4941 2.67 18.7 12.4 0.08 0.005

Tabla 2.3: Valores de la distancia media (H) y del factor de clustering C' para tres redes reales.
También se muestran estos mismos términos ((H) y C) obtenidos para redes aleatorias de
las mismas caracteristicas (igual nimero de nodos N y de enlaces M), los cuales han sido
rotulados como (H), y C,.

2.5.2. Modelo probabilistico de Watts y Strogatz

Watts y Strogatz [10] muestran un modelo probabilistico capaz de generar redes regulares,
redes small-world o bien redes aleatorias. El modelo funciona de la siguiente manera: se

comienza con una red regular como la mostrada en la figura 2.6.a, la cual tiene N = 20
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nodos y conectividad igual para todos los nodos k; = 4. Luego, con una probabilidad p,

cada enlace es movido de su lugar. De esta forma si p = 0, cada enlace permanecera donde

mismo, y si p = 1 entonces cada enlace migrara de posicién a alguna otra posicion escogida

al azar, conformando finalmente una red completamente aleatoria. Para valores intermedios

de p surgen estructuras con caracteristicas small-world (baja distancia promedio (H), alto

Jactor de clustering). La grafica de la figura 2.7 muestra la distancia promedio H y el factor

de clustering C' en funcién de p, ambos normalizados a sus respectivos valores para p = 0.

(b) Small-World

(c) Aleatoria
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Figura 2.6: Descripcién grafica del modelo planteado por Watts y Strogatz. Se puede ver
que para p = 0 la red es completamente ordenada, mientras que para p = 1 la red es
completamente aleatoria. Para valores intermedios tenemos redes tipo small-world.
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Figura 2.7: Grafico que indica valores de la distancia media (H)

C en funcién de p para el modelo de Watts y Strogatz (Sec. 2.
normalizados a sus respectivos valores para p = 0.
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2.6. Redes espaciales bidimensionales

Una red espacial es una red en la cual cada nodo tiene asociado una coordenada en el
espacio. En particular en esta tesis se consideraran redes espaciales bidimensionales, es decir,
cada nodo tendra asociado un punto en el plano z-y. Debido a esto, a cada par de nodos se
les puede asociar una longitud que represente la distancia euclidiana entre ambos, con lo cual

se puede introducir la siguiente definicion:

Def. 9 Matriz D: Matriz de distancias. Sus términos D;; indican la distancia euclidiana
entre los nodos v; y v;.

Con respecto a los enlaces de la red, por simplicidad se asumira que éstos sélo pueden
ser lineas rectas que van desde un nodo a otro. Ahora observemos que la Def. 6 (Sec. 2.1)
entrega una definicién de geodésica que tiene que ver con el minimo numero de enlaces entre
dos nodos. Sin embargo, cuando estamos frente a redes espaciales surge de forma natural
una definicién alternativa al camino mas corto entre nodos, el cual corresponde a la menor
distancia geométrica que hay que recorrer para llegar de un nodo a otro siguiendo enlaces de

la red. A este camino lo llamaremos geodésica geométrica.

Def. 10 Geodésica geomeétrica: Conjunto de enlaces que conforman el camino més
corto (menor longitud geométrica) entre un nodo y otro a través de la red.

Conviene entonces definir una matriz analoga a Hj;, pero basada en el concepto de geo-

désica geomélrica:

Def. 11 Matriz L: Las componentes L;; de la matriz corresponden a la longitud de la
geodésica geométrica entre los nodos v; y v;. Si no hay forma de conectar
v; con v;, entonces L;; = oo.

La figura 2.8 muestra un diagrama en el cual se ilustran las tres definiciones de distancia

que hemos introducido, H;;, L;; y D,;.
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Figura 2.8: Comparacién entre H;; , L;; y Dy, para los nodos v; y v;.

2.6.1. Condiciones de borde periédicas

En este trabajo consideraremos condiciones de borde peridédicas sobre el plano que con-
tiene a la red, con lo cual eliminamos la existencia de nodos en el contorno, los cuales pueden
presentar caracteristicas particulares. Algo similar conseguiriamos si utilizaramos redes con
condiciones de borde no periodicas, pero con N > 1, ya que en ese caso el nimero de nodos
en el contorno de la red se haria muy pequeno en comparacion al niimero de nodos al interior
y su efecto sobre las propiedades estadisticas de la red seria despreciable. Sin embargo, para

nuestras simulaciones, del orden de N = 100 nodos, no podemos suponer esta condicion.

Para planos con condiciones de borde no periddicas se tiene una sola opcion de establecer
un enlace entre dos nodos (recordar que los enlaces solo pueden ser lineas rectas). En cambio,
si las fronteras del plano son periddicas, se tiene mas de una forma de conectar dos nodos.
La figura 2.9 muestra un ejemplo a escala real en el que se indican dos posibles caminos para
unir dos nodos. Podemos notar que se genera ambigiiedad con respecto a cual es la distancia
entre v; y v; (Sec. 2.6, Def. 9), ya que en el ejemplo esta podria ser de 3.61 cm o bien de
2.24 cm. Para evitar impreciciones futuras con respecto a la matriz D la redefiniremos de la

siguiente forma:
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Def. 12 Matriz D: Se le denominard como la matriz de distancias y sus términos D;;
indican la longitud del camino més corto que une v; con v; de entre todos los
caminos posibles.

cesr = 361lcm

1 cm e {5 = 2.24 cm
vj L v
o © e
) o o
% () " (b) (©

Figura 2.9: (a) Dos nodos de una red cualquiera; (b) dos posibles caminos rectos que conectan
los nodos (dos posibles valores de D;;); (¢) distancia minima entre los dos nodos, con ello
decimos que D;; = 2.24 cm.

2.7. Algoritmo de Floyd-Warshall

En esta seccion estudiaremos el algoritmo de Floy-Warshall, el cual sera utilizado para
determinar las distancias minimas dentro de la red. Cuando hablamos de distancias minimas
nos referimos a H y L que corresponden a la matriz de distancias geodésicas y a la matriz
de distancias geodésicas geométricas definidas en las secciones 2.1 y 2.6 (definiciones 7 y 11
respectivamente). Estas matrices seran clave en los calculos de optimizacion que se llevaran

a cavo en los capitulos 3 y 4.

El algoritmo de Floyd-Warshall [31,32] (conocido a veces como Algoritmo de Roy-Floyd,
puesto que Bernard Roy describié este algoritmo en 1959) es un algoritmo que en general
trabaja sobre redes abstractas y fijas ', las cuales se caracterizan por ser ponderadas, esto es,
en las que cada enlace tiene un costo asociado, y el costo total de moverse de un nodo a otro
por medio de la red es la suma de los costos de los enlaces que conforman el camino que los

une. Bajo este criterio, el algoritmo de Floyd es utilizado para encontrar cuél es el camino

'E] algoritmo se limita a hacer mediciones y calculos sobre una red fija (no dindmica) en la que no hay
entrada ni salida de nodos ni enlaces.
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més econdmico que une cada par de nodos de la red. En redes geométricas es comiin asumir
que el “costo” de cada enlace es su longitud, bajo este criterio el algoritmo entrega ciial es el

camino mas corto entre cada par de nodos.

El algoritmo es totalmente eficiente ya que compara todas las trayectorias posibles a través
de la red entre cada par de nodos. Puede hacer esto con solamente N* comparaciones (esto
es notable considerando que puede haber hasta N? enlaces en la red, y cada combinacion de
enlaces debe ser evaluada para cada par de nodos). Es importante sefialar, que debido a que
el algoritmo compara todas las trayectorias posibles, el resultado entregado corresponde al

minimo total y no a minimos locales.
El algoritmo opera de la siguiente forma:

s Primero se define una matriz Wy n en la que cada componente representa el costo
de cada enlace. Entre los pares de nodos donde no hay enlace el costo se considera
infinito. Ademas, W;; =0V i.

» Posteriormente, se realiza la siguiente eleccion para cada uno de los componentes de
la matriz W
Wi; = min(Wy;, Wi + Wyy) .
En palabras; se escoge entre “caminar” por el enlace e;; el cual tiene un costo Wy, o
bien por el camino con “escala” en vy (e;1 + e1;) el cual tiene un costo de Wy + Wy;.
Entre ambas posibilidades nos quedamos con la més econémica. Esta eleccion se
realiza para todos los pares de nodos de la red.

» Repetimos el proceso anterior, pero esta vez consideramos la conveniencia de hacer
“escala” en 19 v no en v, es decir, se realiza la siguiente eleccién para cada uno de
los componentes de la matriz 1

Wi = min(Wy;, Wis + W) .

La entrada de la derecha de esta funcién es la matriz W resultante del paso anterior
(eleccion en torno a vy).

= Luego, lo mismo para vs:
I’{’r,;j = min(I'V,;j, I"Vi."j + ]’1‘”3_,') .

Aqui nuevamente el input de la derecha de la funcién es la matriz W resultante del
paso anterior.

» La secuencia anterior se contintia para vy, vs, Vs, - .., hasta vy.
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» El resultado de este proceso entrega una matriz W final, en la cual cada componente
W;; representa el menor costo posible para moverse desde v; a v; por medio de la red.
Si no se puede llegar desde v; a v; por medio de la red, el algoritmo naturalmente nos
entrega W;; = oco.

El algoritmo de Floyd tiene una infinidad de aplicaciones en diversas areas {33}, como lo
son la investigaciéon de operaciones, en la economia, en las telecomunicaciones, en transporte,
etc. En general es ttil cada vez que podamos modelar la problematica por medio de redes
v podamos asociarle un costo a cada enlace. Como ya dijimos, en esta tesis utilizaremos el

algoritmo para determinar distancias minimas (matrices H y L.

Para determinar la matriz H el algoritmo asume que, si existe enlace entre v; y v; el costo
de transitar por él es uno, mientras que, si no existe enlace el costo de transitar por él es
infinito. Por ello utiliza como semilla una matriz Wl en la cual su componente W;; es
Wi; = 1sies que A;; = 1 o bien Wj; = oo si es que A;; = 0. En la diagonal de la matriz todos
sus términos son Wy; = 0 (no hay costo de moverse de v; a v;). De esta forma el algoritmo

entregara como resultado final una matriz W/

en la que cada una de sus componenetes
W;; indica el minimo namero de enlaces posibles que hay para llegar de v; a v; (distancia

geodésica).

Para el caso de la matriz L el algoritmo utiliza como semilla una matriz Wi en la
cual sus componentes W; seran la distancia euclidiana entre v; y v; si es que existe el enlace
(A4;; =1 — Wy = Dy;), de lo contrario, seran infinito (A;; =0 — W;; = oo) y nuevamente
los términos de la diagonal seran ceros (W;; = 0). De esta forma el algoritmo entregara como
resultado final una matriz W/ en la que cada una de sus componenetes W;; indica el

minimo valor geodésico geométrico posible que hay entre v; a v; (distancia geodésica).

La figura 2.10 muestra un ejemplo a escala real de como opera el algoritmo. Las matrices
A v D estan hechas a partir de la red ahi mostrada con su respectiva escala. Luego la figura
muestra las matrices semilla que utiliza el algoritmo, y por dltimo, se muestran las matrices

L y H resultantes.
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Figura 2.10: Esquema que grafica el uso del algoritmo de floyd.
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Capitulo 3

Optimizacién: Minimo global

Como una manera de proponer modelos que puedan explicar de mejor forma las prin-
cipales caracteristicas de las redes reales, en este capitulo, se hace una revisién de algunos
modelos basados en optimizacion. Estos modelos se caracterizan por buscar una configuracion
de enlaces 6ptima para un conjunto de nodos fijos en un plano. La manera en que se mide
que tan 6ptima es cada configuraciéon es por medio de la definicion de una energia especifica
la que pondera entre costos de construccion y costos por ineficiencia de la red. Debido a lo
intuitivo de los modelos tratados, es de esperar, que sus resultados logren en alguna medida

replicar parte de las caracteristicas de las redes reales.

El capitulo esta dividido en tres secciones, en la primera se explican las metodologias
usadas para buscar los minimos de la energia especifica sefialada, la segunda seccién muestra
los resultados obtenidos para el primer modelo (Minimo global [: geodésica geométrica). Por
iltimo, la tercera seccion muestra los resultados obtenidos para el segundo modelo (Minimo

global II: geodésica).

3.1. Modelo de minimizacién

El problema que se quiere reslover es el establecer los enlaces de un conjunto de N
nodos fijos en un plano periodico. El critério para establecer los enlaces estara dado por la

minimizacién de una energfa especifica del tipo:

Energia = E(\, A,D) = E\(A), (3.1)
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N | Combinaciones N | Combinaciones N | Combinaciones N | Combinaciones
1 0110 35 x 108 ] | 40 6,9 x 10 100 1.3 % 1045
2 1|15 4,1 x10% | | 50 58 % 1038 | | 125 0.9 x 102518
3 8| 120 1,6 x 1057 | | 60 6,7 x 10532 | | 150 1,0 x 103364
4 64 | | 25 2.0x 10% | | 70 9,8 x 10726 | | 175 1,6 x 104583
5 1024 | | 30 8,9 x 10130 | | 80 1.8 % 10951 | | 200 3,4 x 10588

Tabla 3.1: Tabla que muestra el ntimero de configuraciones posibles de la matriz A en funcién
de su tamano. Dicho de otra forma, la tabla indica la cantidad de redes posibles de construir
a partir de N nodos.

en donde A es un parametro, el cual permanecera fijo en cada simulacion y que permitira
ponderar la importancia de cada tipo de costo y D es la matriz de distancias, la cual también
permanece constante. Con esto, la energia de la ecuacion (3.1) solo depende de la matriz de

adyacencia A.

En principio la resolucion de este problema implica la evaluaciéon de la energia de todas las
configuraciones posibles de la matriz A, un problema inmanejable considerando la tabla 3.1
que muestra la cantidad de combinaciones de A en funciéon de su tamafio N X N (N = niimero
de nodos). Es por ello que se utilizardA un método de caricter estadistico, disminuyendo
significativamente los tiempos de calculo, pero que s6lo nos brindara una aproximacion a la

solucién exacta del problema.

3.1.1. Algoritmo de minimizacién M

Como primera aproximacion en la resolucion del problema se utilizara un método iterativo,
el cual designaremos por la letra M. Este algoritmo parte de una condicion inicial A y entrega

como resultado una matriz A cumpliéndose siempre que:
M(A)=A =4 Ex(A) < Ex(A)

El algoritmo mapea el espacio de matrices y se va moviendo en la direccién en la cual la
derivada de la funciéon E(A) es negativa, deteniéndose en algiin minimo de la funcién. Como
es de esperar, es altamente probable que este minimo represente uno local y no uno global,
siendo esta probabilidad dramaticamente creciente con el niimero de nodos N. A continuacién

se explica brevemente el proceso iterativo:
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1. Se comienza con la matriz de adyacencia elemental Ag, la cual asume que todos los

nodos estan conectados entre si.

111 1
11 1
g 121 1
111 1

2. Se elimina un enlace “al azar”.
3. Se calcula la energia de la nueva configuracion.

4. Sila energia aumenta se repone el enlace eliminado; si no, se mantiene la configuracion.

1

o

. Se escoge nuevamente un enlace al azar, que no haya sido escogido anteriormente * se

elimina y se vuelve al paso 3.

6. Después de recorrer en forma aleatoria todos los enlaces de la red, se termina el proceso.

La figura 3.1 muestra un esquema del proceso. Debido a que la secuencia de seleccion de
los enlaces es aleatoria, el proceso no siempre converge a la misma solucién. Es mas, para
los valores de NV utilizados en esta tesis, la probabilidad de llegar a la misma solucién en dos
procesos se hace practicamente nula; diferentes secuencias conducen a diferentes minimos.
Este tipo de algoritmo es cominmente utilizado por otros autores para encontrar minimos en
espacios multidimensionales, sin embargo, varias veces es introducido un factor aleatorio
a la energia con el fin de evitar quedar “atrapado” en minimos locales (Montecarlo con
temperatura) [34]. Nosotros, para evitar esto, haremos uso de un algoritmo genético, el cual

es explicado en la proxima subseccion.

!Debido a las caracterizticas que tendra la energia especifica, no hay razoén para que un enlace que antes
noe se haya eliminado ahora si se justifique hacerlo.
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Figura 3.1: Esquema del algoritmo de minimizacién (Sec. 3.1.1)

3.1.2. Algoritmo genético

Como ya se indic6, las soluciones entregadas por M no representan la solucién 6ptima
al problema, tratandose s6lo de un minimo local. Para mejorar, en parte, este problema,
se utilizé6 un algoritmo genético, el cual busca una mejor solucién al problema a partir de
un conjunto de soluciones locales. El uso de este tipo de algoritmos para la bisqueda de
soluciones en espacios multidimensionales es bastante comin debido a su eficacia [35-37].
A continuacién se explican brevemente los pasos seguidos por el algoritmo genético aqui

utilizado:

1. Se busca una poblacion de n soluciones locales por medio de la funcién M(Ag). A este
conjunto se le denominara {A;} con ¢ = 1,...,n. Recordemos que la funcion M es de
caracter aleatorio, por lo que se tiene que A; # Aj (con i # j). Al conjunto {A;} se le

denominara poblacidn semilla.

2. Se cruzan entre s{ todos los pares de matrices semilla. El cruce o la unién entre dos
matrices aqui es definida de la siguiente forma:

A=BUC <= Ay =max(By,Cy)
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3. Cada matriz resultante del paso anterior es llevada a algiin minimo cercano por medio
del algoritmo M.

4. En definitiva, el paso anterior entrega una poblacion de n{n — 1)/2 matrices, de las
cuales se seleccionan las n matrices mas éptimas, que pasan a conformar el nuevo
conjunto semilla para el paso 2.

9. Después de algunas generaciones, cuando la dispersion de FEy no varfa mucho en la

poblacién, se detiene el proceso y se selecciona la matriz 6ptima de la poblacién.

La figura 3.2 muestra un esquema de cémo funciona el algoritmo genético utilizado. Es
importante mencionar que, si bien este algoritmo genético nos entrega mejores minimos, nada

nos asegura encontrar la solucién éptima al problema.

Al = M(Ai))

Ag = M(Ayp)

A, = M(Ay) | / Ay = M(A1 UA,) \
1 Ag = M(A; U Ay)

.

An.....]_ it M(A—l U AII)
An = M(A2 U A3)

Conjunto
semilla {A;}

An(n—l} = M(An——l U An))

A=
|

A partir del conjunto {A;} se
Ay Ag. .. A, selecciona el subconjunto de n
matrices mas optimas, las
cuales se pasan a llamar {A;}

Figura 3.2: Esquema del funcionamiento del algoritmo genético 3.1.2.
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3.2. Modelo global I: Geodésica geométrica

La primera serie de simulaciones estd asociada a encontrar la matriz de adyacencia que

minimiza la energia dada por la siguiente ecuacion [5,38, 39

E=(1-)ND+AL, (3.2)
donde
D = > A;Dy, (3.3)
b= 5_5 Lij (3.4)
i<

Donde A es la matriz de adyacencia (Def. 5, Sec. 2.1), D es la matriz de distancias (Def. 12,
Sec. 7?) y L es la matriz de geodésicas geométricas (Def. 11, Sec. 2.6. Buscar una configuracion
de A que minimice ésta energia, es buscar una red que optimice ponderando entre costos de
construceién y costos por ineficiencia, donde los costos por construccién son medidos por el
volimen total de enlaces y la eficiencia por la suma de las distancias que hay que recorrer
entre un nodo y otro. Es por ello que el modelo es itil cuando se tiene una red de transporte
en la cual la eficiencia depende de que los trayectos que deba recorrer la informacién sean lo
mas cortos posibles, no importando el niimero de “escalas” que la informacién deba hacer. Un
ejemplo de esto es una red de carreteras. En ésta, lo relevante desde el punto de vista de la
eficiencia son los tiempos de viaje, los cuales, dependeran del largo de las distancias totales

recorridas, siendo despreciable el efecto del nimero de intersecciones.

La ecuacion (3.2) depende del pardmetro D, el cual depende de la matriz A y D, esto es
D = D(A,D). Por otro lado, el término L depende de la matriz L, la cual depende de A y
de D 2, por lo que también tenemos que L = L(A, D). Por dltimo, como ya se mencioné en

el capitulo anterior, la matriz D es fija, de modo que

E = (1-MD+ AL = E(\,A,D) = E\(A), (3-5)

que es la forma (3.1). La figura 3.3 muestra una serie de redes que resultan de las simulaciones

para diferentes valores de A Se puede apreciar que el nimero de enlaces aumenta con A,

Recordar la seccién 2.7 en donde por medio del algoritmo de Floyd se obtiene L a partir de A y de D
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resultado que es de esperar, debido a que la ecuacion (3.2) indica que el costo de los enlaces

disminuye a medida que aumenta A.

AT S\ K WP NN DGR WL
/ AT s, .\\

\; ) . -.é-
@i::--:,—; = Fl’“/fi\\& %
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3 i N a0 NN,
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W / e N e
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Figura 3.3: Arboles resultado de la minim’
distintos valores de A (N=-80). Podemos 1
“caminos” utilizado es bajo (bajo valor de L
mas largas entre un nodo y otro (alto valor ¢
“harata” de construir pero “ineficiente”. En «
mayor (alto valor de D), por lo que la red ¢
vy otro (menor valor de L), caracteristicas 1
pero “eficiente”. Entre medio, tenemos toda
intermedias de los dos factores de costo. Ce
misma configuracién de nodos.



En todos los casos mostrados en la figura 3.3, la conectividad de la red sigue una dis-

tribucién poissoniana. El maximo de la distribucion se desplaza hacia la derecha a medida

que aumenta el valor de A, esto es debido a que a mayor valor de A es mayor el ntmero de

enlaces, lo que a su vez implica un mayor valor de la conectividad media (k) de los nodos.
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Figura 3.4: Distribucién de la conectividad para distintos valores de A (mismos que figura 3.3).
Cada distribucion es el promedio de 20 simulaciones, v para cada una de ellas se utilizaron
N = 80 nodos. En cada una de las graficas se muestra un ajuste a una curva poissoniana
(ver ecuacion 2.5). El maximo se desplaza hacia la derecha a medida que aumenta .
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La figura 3.5 muestra los valores de D y L en funcién de A, normalizados a su méaximo
valor. Como es de esperar D aumenta y L disminuye con ), debido a que la ecuacion (3.2)
pondera de forma inversa entre ellos. En tanto, en la figura 3.6 se grafica el coeficiente de

clustering C' vy la distancia media (H) en funcién de A.
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Figura 3.5: Grafica de D y L en funcién de A. Cada punto es el promedio de 20 simulaciones
y para cada una de ellas se utilizaron N = 80 nodos.
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Figura 3.6: Grafica de (H) y C' (coeficiente de clustering) en funciéon de A. Cada punto es el
promedio de 20 simulaciones y para cada una de ellas se utilizaron N = 80 nodos.
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De la figura 3.6 se sigue que, a partir de A = 1072, la red adquiere caracteristicas de
mundo pequenio. Para poner esto en evidencia, la tabla 3.2 muestra los valores de (H) y C
para A > 1072. También se muestran los valores de {H) y C para redes aleatorias (seccién
2.3) y de redes del modelo Watts-Strogatz para p = 0.1 (seccién 2.5.2) con igual ntimero de
nodos N y enlaces M. Se puede observar que el factor de clustering es mucho mayor que
el de las redes aleatorias, y sin embargo la distancia promedio es bastante similar. Ahora,
comparando estos mismos términos con los del modelo Watts-Strogatz, se puede observar que

los resultados son similares, mostrando asi que para estos valores de A la red es de mundo

pequeno.

I Modelo Global I I L Red Aleatoria | [ Red Modelo W-8 I

LA T ®m | ¢ |\ | ¢ |[®m ] ¢ |[ M
0.562 2.619 0.396 2,238 0.109 2.523 0.382 348
0.316 3.103 0.354 2.553 0.079 2.964 0.343 253
0.177 3.011 0.286 2.877 0.062 3.451 0.317 199
0.100 3.976 0.238 3.229 0.049 3.927 0.269 164
0.056 4.391 0.174 3.633 0.042 4.732 0.249 139

Tabla 3.2: Valores de (H) y C' en fuuciéon de A. Se puede ver que se tiene un alto factor de
clustering y una baja distancia promedio, propiedades tipicas de redes small-world. Conjun-
tamente se muestran los valores de (H) y C de redes aleatorias (seccion 2.3) y de redes del
modelo Watts-Strogatz con p = 0.1 (seccion 2.5.2) del mismo tamafio. Por tltimo se indica
el orden M de las redes en cada caso (IN=-80 para todas las redes y todos los casos).
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3.3. Modelo global II: Geodésica

En esta serie de simulaciones se esta interesado en encontrar la matriz de adyacencia que

minimiza la energia dada por la siguiente ecuacion [5,40]:

E(AN)=(1-XD+ AH, (3.6)
donde,
D = Z A;;Dy; (3.7)
i<
W e Z H;; . (3.8)
i<

Donde A es la matriz de adyacencia (Def. 5, Sec. 2.1), D es la matriz de distancias (Def.
12, Sec. 7?7) y H es la matriz de geodésicas (Def. 7, Sec. 2.1. Este modelo, a diferencia del de
la seccion anterior, es relevante cuando se tienen redes de transporte en las cuales la eficiencia
depende de que la informacioén haga el menor niimero de “escalas” en su viaje, no importando
el largo final del trayecto que ésta deba recorrer. Un ejemplo de esto puede ser una red de
rutas de vuelo pequena (por ejemplo al interior de un pais). En ésta, los tiempos de vuelo
son pequeiios en comparacion a los tiempos de espera cada vez que el avién hace una escala.
Ademas, los pasajeros siempre tienden a escoger vuelos en el que el niimero de escalas sea

menor y el solo hecho de aterrizar implica costos de operacion.

Nuevamentente, se tiene que D = D(A, D). Y también se tiene que H = H(A,D) ?. Por

lo que nuevamente podemos decir que:

E = (1-ND+AH = E(\,A,D) = E\(A). (3.9)

Lo que la convierte en una funciéon del tipo (3.1). La figura 3.7 muestra una serie de redes
resultado de la minimizacién hecha en funcién de la energia mostrada en la ecuacion (3.6)
para diferentes valores de \. A diferencia de las redes obtenidas por el modelo anterior, éstas

tienden a formar estrellas. Estas configuraciones tipo estrella, son las que minimizan H.

3Recordar la seccién 2.7 en donde por medio del algoritmo de Floyd se obtiene H a partir de A
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Figura 3.7: Arboles resultado de la minimizacion de la ecuacion 3.6 para distintos valores de
A (N=80). La conducta exhibida es similar a la de la figura 3.3, en el sentido de que para
valores de A =~ 0 el volimen de “caminos” utilizado es bajo (bajo valor de D), en contraste con
A = 1 en donde el volimen de “caminos” es mayor {alto valor de D). Por otro lado, tenemos
que la suma de las geodésicas (H) crece con A, Ambas observaciones eran de esperar debido
a que A pondera inversamente entre D y H (crece una y desminuye la otra, y visceversa).
En la figura 3.8 se muestran las distribuciones de conectividad para los valores de A de la
figura 3.7. La distribucién es similar, aunque no igual, a una distribucién poissoniana, cuyo
méaximo se desplaza a la derecha al aumentar lambda. Esto se debe a que la conectividad

promedio aumenta con A.
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Figura 3.8: Distribucién de la conectividad para distintos valores de A. Cada distribucién es
el promedio de 20 simulaciones y para cada una de ellas se utilizaron N=80 nodos. En cada
una de las graficas se muestra un ajuste a una curva poissoniana [Ec. (2.5)].
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La figura 3.9 muestra los valores de D y H en funcién de A, normalizados a su maximo

valor. Como es de esperar, D aumenta y H disminuye con A, debido a que la ecuacién

(3.2) pondera de forma inversa entre ellos. En tanto, en la figura 3.10 se grafica el factor de

clustering C' y la distancia media (H) en funcion de A.
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Figura 3.9: Gralica de D y H en funcion de A. Cada punto es el promedio de 20 simulaciones
y para cada una de ellas se utilizaron N =80 nodos.
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Figura 3.10: Grafica de (H) y C (coeficiente de clustering) en funciéon de A. Cada punto es
el promedio de 20 simulaciones y para cada una de ellas se utilizaron N=-80 nodos.
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En la figura 3.10 se aprecia que H desciende més rapido con A que en el modelo anterior
(Fig. 3.6). Esto es debido a que la energfa aqui utilizada (Ec. 3.6) incluye de forma explicita el
término H el cual, obviamente, es proporcional a (H). Por otra parte C pareciera aumentar
mas lentamente. De todas formas, también podemos decir en este modelo, que cuando A
se aproxima a A = 1 el modelo presenta caracteristicas small world. Para poner esto en
evidencia la tabla 3.10 muestra resultados de (H) y C para algunos valores de A. Como
punto de comparacion, en la tabla se incluyen los resultados de redes aleatorias y redes del
modelo Watts-Strogatz. Comparando los resultados de la tabla con el modelo anterior (Sec.
3.2), aqui se pueden ver valores de {H) notoriamente menores incluso que los proporcionados
por redes aleatorias. Sin embargo, las propiedades small-world no son evidentes en el factor

de clustering, el cual, tiende a ser menor que para el modelo de la Sec. 3.2.

| Modelo Global II | [ Red Aleatoria_ | [ Red Modelo W-S |

C> [ ®m [ ¢ J[®m ] ¢ J[m] ¢ |[H
0.562 | 1.806 0.378 1.837 | 0.197 1.988 0.441 625
0316 | 2.031 0.158 2327 | 0.099 2.635 0.366 315
0.177 | 2.337 0.055 3.310 | 0.047 4.066 0.269 158
0.100 [ 2.657 0.039 3.979 0.034 5.491 0.238 125
0.056 [ 2.931 0.015 5.286 0.012 8.235 0.166 98

Tabla 3.3: Valores de (H) y C' en funcién de A. Se puede ver que se tiene un alto factor de
clustering y una baja distancia promedio, propiedades tipicas de redes small-world. Conjun-
tamente se muestran los valores de (H) y C de redes aleatorias (seccion 2.3) y de redes del
modelo Watts-Strogatz con p = 0.1 (seccién 2.5.2) del mismo tamano. Por tltimo se indica
el orden M de las redes en cada caso (N80 para todas las redes y todos los casos).

Otros autores ya habfan estudiado los modelos Global I y II, sin embargo, ninguno de
ellos habia hecho notar la capacidad que estos tienen para reproducir las caracteristicas
small-world definidas por Watts y Strogatz. La anica aproximacién al respecto fue hecha por
Mathias y Gopal [40], quienes proponen un modelo basado en la minimizacién de la energfa
(3.6) (Modelo Global II) capaz de generar redes small-world, pero a diferencia de lo realizado
aqui, el modelo propuesto por ellos asume nodos distribuidos uniformemente sobre un anillo,
lo cual lo hace un caso muy particular. Ademas, ellos no mencionan nada con respecto a la
energia (3.2) (Modelo Global I), la cual es representativa en un ntimero importante de los

casos.
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Capitulo 4

Optimizacion: Modelos de crecimiento

Los modelos tratados en la seccién anterior, por su naturaleza 6ptima, parecen ser una
manera razonable de modelar redes reales. Sin embargo, como ya se vio en la seccién 2.2, mu-
chas de las redes reales responden a distribuciones con leyes de potencia y no a distribuciones
poissonianas, que fueron las obtenidas en todos los casos estudiados en el capitulo 3. Como
una via de solucionar este problema, en este capitulo se trabajard con modelos basados en
el crecimiento de redes, y en donde también se considerardn las reglas de optimizacion vistas

en el capitulo anterior.

Los modelos de crecimiento que se expondran, al igual que los mostrados en la seccién
2.4, comenzaran con un solo nodo vy, y cada nuevo nodo v, que surge se enlaza a algun
nodo v, existente en la red. Al igual que el capitulo 3, los nodos estdn ubicados en un plano
bidimensional, con condiciones de borde periédicas, y la posicion en cada nuevo nodo v, se

determina aleatoriamente. La decisién clave que determina la configuracién final de la red es:
sa cual nodo v, existente de la red se debe enlazar el nuevo nodo v, ?

A continuacién, se expodran cinco modelos que pretenden responden de diferentes formas
esta pregunta. Notar siempre que v, € (Vo,V1,...,Un-1), ¥ se impondra que el proceso de
crecimiento se detiene cuando n = N. Es importante sefialar que cada vez que un nodo
surge en una posicion queda en ella para siempre y cada enlace que se forma nunca méas es
removido. De esta forma, en cada paso, tenemos un nuevo nodo y un nuevo enlace, los que
seran definitivos, y al final del proceso tendremos N enlaces y N + 1 nodos (incluyendo el

nodo vy inicial). Por otro lado, debido a que siempre se tendra N > 1, podemos pensar que el
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Figura 4.1: Diagrama de crecimiento para el modelo CAC (Sec. 4.1).

caso n = N representa un estado estacionario. Nos referimos con estacionario, a que tanto las
distribuciones de conectividad, como otras caracteristicas de la red, tienden a un equilibrio,

no importando si escogemos N = 10* 6 N = 104,

4.1. Crecimiento con ahorro de camino (CAC)

Uno de los modelos mas simples de crecimiento basado en optimizacién que podemos
pensar, es aquél que propone ahorrar camino en cada paso, esto es, cada nuevo nodo que
surge en el plano se enlaza simplemente al nodo més cercano a él (ver figura 4.1). En este
caso, estamos asumiendo que la tnica energia en el sistema que se pretende minimizar, es la

referente al costo de los enlaces:
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(b) Distribucion de conectividad
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Figura 4.2: Resultados del modelo de crecimiento CAC, con N = 5000.

Con esta definicién el incremento de energia del n-esimo paso es:

B =D,,, (4.2)

donde v, es el nuevo nodo en el n-ésimo paso y v,, el nodo al cual se enlaza. Esta demas decir
que Y E, = E. La figura 4.2 muestra resultados de una simulacién del modelo. Podemos
entender la distribucién de la Fig. 4.2.b notando lo siguiente: cada nuevo nodo v, se enlaza
simplemente al nodo v, mds cercano a él, pero debido a que la aparicion del nodo v, es
aleatoria en el plano, el nodo v,, también serd aleatorio, es decir, cada nuevo nodo escoge
al azar un nodo de la red para enlazarse a él. Esta dinamica consigue reproducir en alguna
medida la dindmica del modelo de crecimiento expuesto en la subseccion 2.4.1, el cual converge

a una distribucién exponencial con o = 0.69 [Ec. (2.6)].

4.2. Crecimiento Central 1

Gastner y Newman [5, 41] sugieren un modelo de crecimiento basado en optimizacién

similar a los que aqui se exponen. Ellos proponen que la energia de la red es del tipo:

E={—-ND+ilLg, (4.3)
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donde

D = Z Aiijj, (44)

<]

Ly = ) Ly, (4.5)

donde A es un parametro que pondera entre D y Ly. Notar que ésta definicién de energia
es igual a la mostrada en la seccion 3.2 [ec. (3.2)], pero a diferencia de ella, aqui solo se
consideran las geodésicas que llegan al nodo vg. Es decir, cada nuevo nodo v, escoge al nodo

Un, tal que minimiza la siguiente expresion:

E,=(1—X) Dppn+A-Ly, (4.6)

siendo el término E, el incremento de la energia en el n-ésimo paso y > .k, = E. Sin
embargo, a diferencia de lo que proponemos en este trabajo, Gastner y Newman no seleccionan
al azar la posicién del nuevo nodo v, sino que su modelo propone que la ubicacién de todos
los nodos debe estar preestablecida. Asi, el nuevo nodo v, serd escogido de este grupo como

el nodo que genere el menor costo de adhesion.

Nosotros consideramos que el surgimiento aleatorio de nuevos nodos es méas representa-
tivo de la realidad en un porcentaje importante de los casos, ya que, por lo general, cada
nuevo individuo no espera ser el mas economico de entre todos los desconectados para poder
adherirse, sino que mas bien, son factores aleatorios externos los que influyen en su decisién,
como por ejemplo, el descubrimiento de una mina de oro en un pequerio poblado lo puede
obligar a conectarse con la red de carreteras que llegan a la ciudad. Es por ello que hacemos
énfasis en que tanto el modelo “central I" como todos los modelos vistos en este capitulo

asumen que el surgimiento de nuevos nodos en el plano es aleotorio.

La definicion de energfa mostrada en la ecuacion (4.3) asume que cada nodo v; solo man-
tiene flujo de informacién con el nodo central vy, despreciando el intercambio de informacion
con los otros nodos de la red. Este modelo puede considerarse ttil cuando se tienen organiza-

ciones completamente centralizadas, como por ejemplo, una capital de provincia con mucha
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importancia, rodeada de muchos pueblos menores en donde se desprecia la interaccidén que
pueda haber entre ellos, o una configuracion de computadores en donde todos estan obligados

a acceder a una base de datos central.

En la figura 4.3 se muestran la grafica de algunos arboles de crecimiento resultado del
modelo con N = 1000, para diferentes valores de A. Es interesante notar que para A = 1
todos los nodos llegan de forma casi directa al nodo central. Por otro lado, la figura 4.4
muestra las distribuciones de conectividad para los mismo valores de A. Podemos notar que

las distribuciones tienen un comportamiento exponencial.

XA a. 17 ‘/'M //’J\

i

rd
ot
s

:
oA s\ bl Iy e s

A=0.99

Figura 4.3: Arboles resultado del crecimiento de redes minimizando en cada paso la ecuacién
(4.6). Se muestran simulaciones para diferentes valores de A y en cada una de ellos el niumero
total de nodos utilizados fue de N = 1000. Se puede ver que nuevamente se cumple el patrén
de la figura 3.3, el cual muestra que, para A = 0 es menor el voliimen de caminos y mayor la
longitud de las rutas (geodésicas geométricas) entre nodo v nodo, mientras que para A & 1
se produce lo contrario. 3in embargo, esta vez podemos ver que los nodos “buscan” al nodo
central vp. Esto se debe a que la ecuacion (4.3) solo considera las geodésicas que llegan a vy.

Es interesante observar, de las distribuciones de la figura 4.4, que cuando A — 0 obtenemos

45



P(k)

P(k)

distribuciones exponenciales con ) = 0.69, al igual que para el modelo CAC planteado en la
seccion auterior (Sec. 4.1). Esto es de esperar va que el limite cuando A — 0 de la energia de

la ecuacion (4.3) es precisamente la energfa del modelo CAC mostrada en la ecuacion (4.1).
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Figura 4.4: Distribuciones de conectividad de redes de crecimiento obtenidas mediante la op-
timizacion de la ecuacion (4.6) para diferentes valores de \. Cada grafico muestra el promedio
de 50 simulaciones diferentes, cada una con N = 1000.

4.3. Crecimiento Central II

Una variacion a lo que propone el modelo anterior es suponer que la energia del sistema

esta dada por:

E=(1-\ND+\H,. 4.7)

donde
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Hy = Z Hy , (4.9)

donde A es un pardmetro que pondera entre los costos de los caminos (D) y la suma de las
geodésicas que llegan a vy (Hp). Esta energia es muy similar a la mostrada en la seccién
anterior pero, ésta vez, utilizamos H y no L (al igual que para el modelo Global II visto en
la seccion 3.3). Con esta definicion, y siguiendo la dindmica de crecimiento, en la que en cada
nuevo paso se busca optimizar costo, tenemos que cada nuevo nodo v, escogera enlazarse al

nodo 1, tal que minimice se la siguiente funcién:

E,=(1-2)Dun+A-Hy, (4.10)

siendo nuevamente el término E, el incremento de la energia en el n-ésimo paso ()., E, =
E. Este modelo fue planteado originalmente por Fabrikant et al [42], y su revision aqui se
justifica en el sentido en que representa un marco itil a los modelos que se veran en secciones

posteriores.

Al igual que para el caso anterior (modelo central I, Sec. 4.2) la definicion de energia de
la ecuacion (4.7) asume que cada nodo v; s6lo mantiene flujo de informacién con el nodo

central vy, despreciando el intercambio de informacién con los otros nodos de la red.

En la figura 4.5 se muestran la grifica de algunos resultados del modelo con N = 1000
para diferentes valores de A. Debido a la similitud de la ecuacion de energia aqui planteada
leq. (4.7)] con la planteada en la seccion 3.3 (modelo global II), nuevamente se produce la
formacion de patrones estrella, aunque ésta vez, son mas explicitos. Esto es debido a que los

patrones estrellas minimizan el término Hp.

Por otro lado, la figura 4.6 muestra las distribuciones de conectividad para algunos valores

de A\. Notemos que nuevamente se cumple que cuando A — 0 se tiende al modelo CAC, por ello
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Figura 4.5: Arboles resultado del crecimiento de redes utilizando la ecuacién (4.10) para
diferentes valores de A. El nimero total de nodos utilizado en cada arbol fue de N = 1000.
Como es de esperar, se cumple el patron de mayor “volimen” de caminos para A &~ 1 y menor
para A = (). Por otro lado, podemos notar la formacion de estrellas, situacion similar exhibida
en el modelo “Global II".

que las distribuciones de A = 0 siguen curvas exponenciales con a ~ 0.69. Pero a diferencia de
las distribuciones del modelo Central I, aqui, podemos ver leyes de potencia. Este resultado
nos acerca mas a las redes reales como las resumidas en la tabla 2.2. Sin embargo, el exponente
de ley de potencia (v = 1.6) estd un poco alejado de los valores mostrados en la tabla 2.2,
los cuales oscilan entre v = 2.1 v v = 3.2, Ademas, el hecho de s6lo considerar el Hujo de
informacion con el nodo central, claramente limita la generalidad de los modelos “centrales”

vistos en las secciones 4.2 y 4.3.

Como una forma de buscar modelos aplicables a una mayor cantidad de casos reales, en las
proximas secciones se eliminard la constriceion de “flujo central” impuesta de forma implicita,
tanto por Gastner-Newman [5,41] como por Fabrikant [42]. Por lo que consideraremos modelos
en que la interaccion relevante no solo sera la de cada nodo con el nodo vy, sino que seré la

interaccion entre todos los pares de nodos de la red.
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Figura 4.6: Distribuciéon de conectividad de redes de crecimiento obtenidas mediante la opti-
mizacion de la ecuacion 4.10 para diferentes valores de A, Cada grafico muestra el promedio

AT

de 50 simulaciones diferentes cada una hecha para N = 1000.
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4.4. Crecimiento Total 1

Los modelos denominados “crecimiento total” que aqui se expondran, corresponden, en el
contexto local, a la continuacion y generalizacion de los modelos de “crecimiento central”, sin
embargo, en el contexto general, responden a nuestra propuesta original de modelos capaces
de generar redes libres de escala similares a las obtenidas por Barabasi (Sec. 2.4.2), pero

sustentadas sobre la intuicion de optimizacién que hemos desarrollado durante este trabajo.

Consideremos la misma situacién propuesta en los modelos anteriores, en la que se co-
mienza con un solo nodo vy y en forma aleatoria van apareciendo nuevos nodos en el cuadro
unitario periédico, los cuales se van enlazando a algin nodo ya perteneciente a la red, pero

esta vez, la energia que queremos minimizar en cada paso esta dada por:

E=(1-)MND+AL, (4.11)
donde
D = Y A;Dy, (4.12)
i<j
L =) Ly. (4.13)
i<g

Esta energia es exactamente la misma que la energia enunciada en la ecuacion (3.2)
(Modelo Global I). Con esta definicién decimos que cada nuevo nodo v, escoje al nodo v,
tal que minimiza la siguiente ecuacion:

n—1

En=(1-2)Dun+A- > Ln, (4.14)

=0

0 equivalentemente:

n—1
B, = (1 = /\) D + A+ | 10 D + Z Lini |

=0

n—1
E, = [1 + )\(n - 1)] ' Dnm + A= Z L - (415)
i=0

El término D,,,, es la distancia euclidiana entre los nodos v, v vy, y el término L,,; es
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la geodésica geométrica entre los nodos v, y v;. La optimizacién de la ecuacion (4.15) nos
indica que en cada paso, cada nuevo nodo v, se enlaza a un nodo v,, de la red, que por
un lado, se encuentre cerca a él (bajo valor D,,,), pero por otro, que esté en una “posicion
privilegiada” en la red. Cuando decimos “ posicion privilegiada”, nos referimos a un nodo que
tenga alta accesibilidad a todos los otros nodos de la red (bajo valor }°, L,,;). Esta nocion de
“posicion privilegiada” es en alguna medida un simil a la nocién de “popularidad” expuesta
por Barabasi (Sec. 2.4.2). Aun que cabe sefialar que, para nuestro modelo, la existencia
de la dualidad “ahorro-eficiencia” o dicho de otra forma “costo-popularidad” lo hace mas

representativa en un gran nimero de casos.

Algunas situaciones reales titiles para representar con este modelo pueden ser una red de
servidores de internet, o de estaciones de potencia, o de carreteras, etc. Pero que necesaria-
mente sean resultado de un “proceso desordenado de crecimiento” y no de un diseno planeado
v dirigido. Con “proceso desordenado de crecimiento” nos referimos a que, en cada paso no
se tiene certeza de la configuraciéon futura. Esto en la practica suele ocurrir, puesto que el
crecimiento va siendo determinado por las demandas futuras, las cuales muchas veces son

totalmente impredecibles.

En la figura 4.7 se muestran algunos resultados de este modelo con N = 1000 y para
diferentes valores de A, mientras que en la figura 4.8 se muestran las distribuciones de conec-
tividad de diferentes simulaciones para los mismos valores de A. Podemos notar que cuando
A = 0 las distribuciones tienden a ajustarse a una exponencial negativa con a = 0.69 [Ec.
(2.6)] lo que concuerda con el modelo CAC !, y para valores ligeramente mayores de A, éstas
tienden a ajustarse a leyes de potencia, siendo la constante caracteristica vy = 2.5 [Ec. (2.7)].
Este tltimo resultado es de sumo interés, va que se encuentra en el rango de parametros

exibidos por redes reales (Tabla 2.2).

La figura 4.9 muestra valores de D y L para diferentes valores de A. Estos valores estan

!Para este caso también se tiene que cuando A — 0 el modelo converge al modelo CAC.

51



o NS oA
I TR
N
‘ i [ ¥ 2

R

} E . af, F

A =0.056

’ .
4 \'\ \ ]
R TR AN

NSRS SR
2 \__4::;. e :\g‘f; /’é‘/_{" ;

W

i
Y
7

A=0.99
Figura 4.7: Arboles resultado del crecimiento de redes utilizando la ecuacion (4.16) para
diferentes valores de A. El ntmero total de nodos utilizado en cada arbol fue de N = 1000.

normalizados al mayor valor de D y L, respectivamente. Es claro notar que mientras que
D es creciente con A, L es decreciente, lo cual era de esperar debido a que el rol de A, es

precisamente, ponderar el costo entre el uno y el otro.
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Figura 4.8: Distribucién de la conectividad de redes, resultado del modelo de crecimiento
total I para diferentes valores de X. Cada grafico muestra el promedio de 100 simulaciones
diferentes, cada una hecha para N = 1000.

En la figura 4.10 se muestra el valor H en funcién de A Notemos que el grafico muestra

una curva decreciente, la cual comienza con valores de H =~ 11.2 v termina con valores de

H = 5.5. Estos valores son bastante pequefios, similares a las redes tipo small-world vistas en

la seccién 2.5, pero a diferencia de ellas, aqui por las caracteristicas del modelo y la delinicion

del factor de clustering se tiene que C = 0. Esto lo podemos explicar de la siguiente forma:

el término C es directamente proporcional al ntimero de tridngulos de la red, pero debido a

que en la red si hay n enlaces hay n + 1 nodos, se hace fmposible la formacion de tridngulos,



esto, siempre y cuando no se permita la formacion de islas (caso de todos los modelos vistos

en esta tesis) 2.
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Figura 4.9: Valores de D y L para diferentes valores de A. Estos valores estan normalizados
al mayor valor de D y L respectivamente. Cada punto en la figura es el promedio de 50
simulaciones diferentes con N = 1000.
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1075 0 10-3 10~2 101 10°
A
Figura 4.10: Valor de (H) en funcion de A. Cada punto en el grafico es el promedio de 50
simulaciones diferentes con N = 1000.

2Insitamos al lector a que intente realizar una red con n enlaces y 7 + 1 nodos en la que exista al menos
un tridngulo y descubrira que es imposible, si no se permite la formacion de islas en su red.
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4.5. Crecimiento Total IT

Aqui estudiamos una variacion del caso anterior, en donde reemplazamos el “camino geo-

métrico més corto” L;; por el “camino més corto” H;;. Con esto, la energfa queda dada

por:
E=(1-)D+ \H, (4.16)
donde
D = Z Ai;Dy; (4.17)
i<j
H =) H;. (4.18)
i<

Esta es la misma definicion que la planteada en el modelo global I1 (Ee. 3.6). Entonces,

tenemos que cada nuevo nodo v, escoge al nodo v, tal que, minimiza la siguiente ecuacién:

n—1
Ex=(1-2)-Dum+A-) Ha, (4.19)
i=0

0 equivalentemente

n-1
E, = (1_A)'Dnm+)\' n‘D’17”+ZH'n1"i }
i=0

n—1J
E. = (14+An=1) Dyn+A- > Hai (4.20)
i=0

El término D, es la distancia euclidiana entre los nodos v, y v, y el término H,,; es
la geodésica entre los nodos v, y v;. Esta vez tenemos una situacién similar a la del modelo
de la Sec 4.4, en que, en cada paso, cada nuevo nodo v, se enlazard a un nodo v, de la red
que cumpla las dos siguientes condiciones, por un lado, que se encuentre cerca de él (bajo

valor D,,,,,), ¥ por otro, que esté en una “posicién privilegiada en la red”. Pero esta veZz, con
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“posicion privilegiada en la red”, nos referimos a un nodo que tenga baja distancia geodésica

con todos los nodos de la red (bajo valor )~ H,,;).

En la figura 4.7 se muestran algunos resultados de este modelo con N = 1000 y para
diferentes valores de A. Nuevamente al igual que para los modelos Global I y Central 11

podemos ver el surgimiento de estructuras tipo estrella.

N = 0.056 ' N=01 X = 0.00

Figura 4.11: Arboles resultado del crecimiento de redes utilizando la ecuacion 4.19 para
diferentes valores de A. El namero total de nodos utilizado en cada arbol fue de N = 1000.
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Figura 4.12: Distribucion de la conectividad de redes resultado del modelo de crecimiento
total II para diferentes valores de A. Cada grafico muestra el promedio de 100 simulaciones
diferentes, cada una hecha para N = 1000.

La figura 4.12 muestra las distribuciones de conectividad de diferentes simulaciones para
los mismo valores de A. Al igual que para el modelo Total I, podemos notar que para valores
de A cercanos a 0 las distribuciones de conectividad tienden a ajustarse a una exponencial
negativa, mientras que para valores ligeramente mayores, éstas tienden a ajustarse a leyes de
potencia, siendo la constante caracterfstica v = 2,2 [Ec. (2.7)], lo que es consistente con el

rango de resultados exibidos en la tabla 2.2.
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Figura 4.13: Valores de D y L para diferentes valores de A. Estos valores estan normalizados
al mayor valor de D y L respectivamente. Cada punto en la figura es el promedio de 50
simulaciones diferentes con N = 1000.
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Figura 4.14: Valor de (H) en funcién de A. Para valores de A = 1 se hace clara la formacién de
estrellas. Cada punto en el grafico es el promedio de 50 simulaciones diferentes con N = 1000.

La figura 4.13 muestran valores de D y L para diferentes valores de M. Estos valores
estin normalizados al mayor valor de Dy L, respectivamente. Por otro lado la figura 4.14 se

muestra el valor de H en funciéon de A. Notemos que el grafico muestra una curva decreciente,
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la cual comienza con valores de H = 11.0 y termina con valores de H = 2.0. Estos valores
son bastante pequernos, similares a las redes small-world. Notemos de la figura 4.11 que para
A & 1 tenemos una ertrella casi perfecta, lo que concuerda con H = 2.0 de la figura 4.14, ya
que, en una configuracién estrella, todos los nodos estan unidos a un nico nodo central, lo

que implica que, cada nodo dista s6lo de dos enlaces de cualquier otro nodo de la red.
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo hemos estudiado el problema de la construccion de una red bidimensional
capaz de replicar las principales carcteristicas encontradas en redes reales. Para ello, en primer
lugar, consideramos redes en las que su construccidon comienza con un conjunto de nodos fijos
distribuidos de forma aleatoria en un plano, y cuya configuracion de enlaces se define bajo
un criterio de optimizacién consistente en un compromiso entre un bajo numero de enlaces
y bajas distancias de geodésicas. Esto dio origen a los modelos Global I y II (Sec. 3.2 y Sec.

3.3), los que responden a dos definiciones de geodésicas diferentes (Defl. 6 y Def. 10).

A partir de las simulaciones pudimos notar que la principal riqueza de estos modelos
radica en su capacidad de reproducir las carteristicas Small- World definidas por Watts y
Strogatz [10], v si bien, estos modelos han sido estudiados por diferentes autores, ninguno
de ellos habia puesto en evidencia este hecho. Solo existe una aproximacién por parte de
Mathias y Gopal [40], pero su propuesta de modelo es bastante restrictiva al limitar los

nodos a distribuirse sobre un anillo.

Debido a que en los modelos Global I y 11 la configuracién de nodos es fija y sabida desde
el comienzo, pueden ser ttiles para representar diserios de construccion de redes planificadas,
algo que a priori parece adecuado cuando queremos modelar redes de transporte hechas por el
hombre. Sin embargo, las distribuciones de conectividad obtenidas son curvas poissonianas,

lo cual cual no concuerda con la naturaleza libre de escala encontrada en diversas redes reales.

Con el fin de obtener las citadas distribuciones libre de escala es que se decidié asumir
la construccion de la red como resultado de un proceso de crecimiento, similar a lo hecho
por Barabasi y Albert [1,29,30], este hecho llevo en una primera instancia a la creacion de

los modelos “Crecimiento Central I y II”, los cuales ya fueron tratados en alguna medida por
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Gastner-Newman [5,41] y Fabrikant [42] respectivamente. Y, su revision en este trabajo se
Justifica en el sentido que brindan un marco conseptual 1til y una evolucién hacia los modelos

“Crecimiento Total I y 117,

Debido a la falta de generalidad de los modelos de crecimiento central y su incapacidad
de explicar las topologias de redes reales es que surgen los modelos “Crecimiento Total I y II7.
Cabe senalar que estos modelos son el aporte més significativo de este trabajo, va que, no
han sido tratados anteriormente en la literatura. En ellos, se busca modelar las caracteristicas
estructurales de redes de transporte en las que la optimizacién es realizada en cada paso, y no
en el diseno general de la red. Este es el caso de muchas redes reales, en las que la construc-
cién de un nuevo enlace estd determinada por la demanda y por los costos de construceion
instantaneos, no evaluando costos de enlaces, ni demandas futuras. Un resultado interesante,
y quizé el mas importante de este trabajo, es que tanto el modelo “Crecimiento Total I” como
el modelo “Crecimiento Total 1I” logran reproducir en forma satisfactoria distribuciones de
conectividad libres de escala, en donde los exponentes carateristicos son v =25y v = 2.2,
los cuales estan dentro del rango de las redes reales (Tabla 2.2). Otros modelos, como el
propuesto por Barébasi y Albert, logran resultados similares, pero a diferencia de ellos, los
aqui propuestos son de una naturaleza determinista ya que la red se contruye en funcion de
una minimizacién y no en funcién de una eleccién aleatoria como el propuesto por ellos, lo

cual lo hace mas representatvo en un nimero importante de casos.

Otra caracteristica interesante de los modelos “Crecimiento Total 1 y 11", es que el valor
de la media de las geodésicas es bajo (en comparacion con redes aleatorias) lo cual, es ca-
racteristico de redes small-world. Sin embargo, son incapaces de reproducir el alto factor de
clustering propio de este tipo de redes. Este ultimo punto representa un desafio y un punto
de partida de futuros trabajos sobre modelos de redes complejas bidimensionales, basados en
optimizacion. De todos modos, este trabajo, permite mostrar que las propiedades estadisticas
de redes reales, pueden ser descritas satisfactoriamente con modelos sencillos de crecimiento
basados en optimizacién, y que dichas propiedades, dependen criticamente del criterio de

optimizaciéon utilizado.
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Apéndice A

Distribucion de Poisson como limite de
una distribucién Binomial

Aqui se mostrara un metodo para llegar de la ecuacion (2.9) a la ecuacion (2.10), tomando
el limite N — oo y M — oco. Para esto utilizaremos dos resultados bien conocidos: la formula

de Stirling y la definicién de la exponencial:
k! = e *k* ara k des
l~e "k para k grandes,
. a\k
e* =limipise (I - —) ;
k
La distribucién binomial mostrada en la ecuacion (2.9) es:
n

P = ()@ - nr (A1)

donde se ha definido n = N — 1. Utilizando la formula de Stirling, el coeficiente binomial de

la ecuacion (A.1) para n grande puede escribirse como

g e"n" _efm—k)F( n \"
T W e tR (= k)R k! n—k

Con esto la distribucién binomial (A.1) queda, para n grandes, como

(A.2)
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-k 5 k n )
P(k) _ € (?’L[ k) (n i k) (pe)k(l _pe)n——k ) (A.3)

Notemos que el término z = 2M/N es la conectividad promedio de cada nodo de la red.

En términos de este niimero, la probabilidad p, puede escribirse como p, = z/n, con lo cual

la ecuacion (A.3) queda como

(A.4)
=552 (-2 (-2) 03
Asi, cuando n — oo,
®
P(k)= T e . (A.5)

Por lo tanto, para una red muy grande, el proceso de enlazar pares de nodos en forma

aleatoria conduce a una distribucién de Poisson.
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