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INTRODUCCION

En todos los textos de Electrodinémica esti ampliamente tratado el
problema de la radiacibn de cargas puntuales aceleradas. En este trabajo

se considera el caso de dos particulas cargadas aceleradas que interactia

ja]

y se estudia la interferencia en la radiacién producida por ambas partIicu-

las. Parez ello se supone conocida explicitamente laz linea de universo

z (1) de cada particula, y a partir del campo electromagnético se constru

ve el tensor energiz-momentum del sistema de las dos particulas interactuan
tes.

Se cbtiene asi una expresidn exacta para el momentum total radiade
por el sistema. Sin embargo, las integrales que resultan no se pueden cal-
cular en forma exacta, de modo que se introduce unz aproximacidn gue permi
te llegar al resultado deseado. Gracias a esta aproximacidn se pueden eva-
luar las cantidades din@micas asociadas a ambas particulas en un mismo
tiempo retardado T y se integra sobre el pasado de una sola de las parti

culas. La validez de esta aproximacidn depende de la distancia y velocidad

relativa de las particulas consideradas.



En seguida, con el objeto de examinar la plausibilidad de 1la aproxi-

macidén usada, se desarrcllan algunos ejemplos de interés.



RADIACION DE UNA CARGA PUNTUAL RELATIVISTA

Dada la lines de universo ZU(T) de una carga puntual g , el campc

3 "‘; - . .
electromagnétice FPl debidc a esa carga, en un punto arbitrario del espa

cio-tiempo, se puede construir a partir de los potenciales de Lienard-Wie-

chert(*). [1]-

I STRERY) Jduv v
} (K v . T } .
Y o ! = A = plosm)) —mea—] (I.1)
L K 2
N 4T K
donde
(a*b) = aub_ (I.2)
u
fu  vi wv V. u
a’ b =ab - a {(I.3)
_‘] i
o= - 2P D) {54}
K = vy(ﬂ(xu - 2], (1.5)
(*) Hacemos usc de las coordenadas retardadas de Newman. -Penrose, defini

das en el Apéndice A.



; - ; . o e = s U ;
siende T el tiempo propio retardado del eventc x , es decir, solucidn

2
de (x -z) =20.

Usamos las definiciones

. dzu
¥ T — _— .
'”p( ) 21-* ax (I.6)
‘U TRV 1Y) dv*.a
= W, =T T (1.7}
Y
ﬂuv = nuv = didg (1,-1:-1:-1) . {1.8)

La velocidad de la luz se elige igual a uno.

TV

- | . -
El tensor energlila-mementum T asociadc & un campo electromagnéti-

co FUV es:
gV, ile] v 1 _uv _aB
T = F F * = F F 2
G 2 n B (1.9)
gue, como se sabe, tiene divergencia nula
v
WV, =0 {T..10)
para cualquier campo que satisfaga las ecuaciones de Maxwell.
Se define el momentum radiadc por la particula g como
r ne
P=-| ™axz , (I.11)
R ) v

donde Z es una superficie tipo-tiempo que eventualmente se hard tender

a2l infinito espacial. Se puede demostrar ([1], [ 2]) que la forma exacta de

- v ] e . v b e
dicha superficie no es importante ya gue TU (., = 0 . Por conveniencia, pa

v

ra integrar elegimos un tubo de Bhabha, definido por la ecuacifn «k = cte.



Su elemento de volumen estd dade por | 3], [4]:
¢ = {1 - kkNIK - v Ic2aran ; (I.12)
’ T

donde todas las cantidades del ladc derechc deben

retardado asociado a xu , v @il representa un elemento de &ngulec sdlido

evaluarse en el punto

en el marcc en reposo de la fuente.

Usande (I.9) y (I.12) en (I.11), tomandoc el limite K —* ° vy resol -
viendo la intecral angular se obtiene [ 5]:
U

2 i
PR =--4gq | v v 4t , (I.13)

gue es la conocida fdrmula de Larmor para 1

=

o

radiacidn de una particula.

Esta fOrmula supone gue, para determinar el cuadrimomentum radiado

1 . S 5 - 5
PL ;, debe conocerse la trayectoria z" (7) de la particula. Sin embargo,

! . - .
estrictamente hablando, ZL(T) no puede ser dada a priori porgue la radia

cidn perdida por la particula debe producir un cambioc en su velocidad y
aceleracidn. En nuestro desarrcllo posterior consideraremos tiempos de emi

sifn relativamente pequefios, lo gue nos permite prescribir aproximadamente

la linea de universo de las particulas involucradas.

A manera de introduccidn, y con el objetc de comparar los resultados
qué obtendremos mas adelante con los conocidos en la literatura, derivare-
mos la radiacidn producida por una particula carcada que Se mueve con ace-

leracidn constante, la radiacidn emitida por una particula gue se mueve en

una orbita circular, y la radiacidn dipclar.



&
Radiacifn de una partfcula cargada gue se mueve con a = cte .

i)

por

donde

con

En general, sabemos gque la 4-velocidad de unz particula esti dada

dado por

y si suponemos gue la particula se mueve con

u -
v o= y(1,v) o, (1.14)
dt =2 =-1/2
il (s (1 = v) / {1.15)
se obtiene
. H 4 = = 4 = = -
vH = %%:—= (y vea , y (vea)v + yz ;) (1.16)
*2 4, -2 2. >>2
v = -y [a” + “Y‘(v-a) ] ., (LT
d—>
- v
a -d_t— (1.18)
Entonces, el momentum radiado por una particula en un tiempo t estid
2 2 (* 2 2
4 s A T ) —
pF =g yi1at + vy a1, wmat . (1.19)
R 37 ]
En el limite no relativista (y = 1) , se obtiene
(I.20)

j =
2

—
cte. vy de modo que v y

e
a



—
a sean colineales, se encuentra que la energia y el momentum radiado por

dicha particula en un tiempo t son

n
win
flo]
o
+

o
PR

R
]

(1.21)

ii) Radiacidn de una particula cargada en movimiento circular uniforme.
Consideremos una carga puntual ¢ que describe una Srbita circular
de radioc R Yy se mueve con una frecuencia angular w constante. Si el

plano de la orbita es el plano

4-aceleracidn de la particula estadn dados por

zLi = (t, R cos wt, R sen wt, 0)
vb =vy(1, -Rw sen wt, R w cos wt, 0)
1 2 2
a# =y (0, -R w2 cos wt, -R w sen wt, 0) ,
con
2.=1/2
y=11- mni™"? .

Asi, el momentum radiadc por

reduce a calcular

27
T =

2 42 4
Pu = 2-q YRW o vudr .
R 3 0

Es ficil mostrar gue

o i
J vhar = Ez-ﬂp ,
6 w

Xy , la linea de universo, 4-velocidad y

(I.22)

(I.23)

(1.24)

(I.25)

(1.26)

(1.27)



donde

& = (1,0,0,0) . (1.28)

Por lo tanto, la particula irradia energia en un pericdo T en una

cantidad igual |a

2 3
p° = i q2 U . (1.29)
R 3 2 2

[+ - (mr)7]

iii) Radiacidén |dipolar.

El tratamiento usual de la radiacidn de un dipolo eléctrice 6], [ 7]

-

se hace a través del cilculoc del vector de Poynting
—
§ =|— (E X B} ., (I.30;}

que representa|el flujo de energia del campo electromagnético.

En la literatura se encuentra gue, si se tiene un sistema localizado
de cargas y corrientes, el vector de Poynting en la llamada zona lejana o

de radiacidn estd dade por

— ‘[ =3 ~ 2/\
B = o= {pl xn)“n, (1.31)

=¥ = . v - . . -
donde p es el momento dipolar del sistema, €l puntc indica derivacion
respecto al tiempe retardade t' =t -1 , ¥y el paréntesis cuadrado sehala

-
gue p debe evaluarse en el tiempo t' .

La potencia media radiada por unidad de anguleo s6lido por el momento

s
dipclar p es



(1.32)

-
6 se mide respecto de la direccidn de p

en gue el angulo

total radiacda es

La potencia

sen58d8§¢

f
<P=J
4am

(I.33)

GD:

win

gue el momento dipolar varia armdnicamente en el tiempo,

Supongamos

(I.34)

EFIET |
-1t

- - -
[pl|=2(t") = p_e

ncia media radiada es

M

n ese caso, la pot
(I.35)

2y

r

m

¢=3

de modc gue se obtiene finalmente

,\
-
LV1]
o
Z

1 42
F=guwp -



RADIACION DE UN SISTEMA DE DOS CARGAS RELATIVISTAS

1. Radiacidn de| un sistema de dos cargas relativistas.

Ahora consideremos dos cargas puntuales g, ¥ q2 gue interactiian.
i

"4

El campo electromagnético creado por cada unz de ellas es:

|
. \ |
w9y Ki[L i ] . k¥ Yy "
F = | = + (1 - K (V. eRD)) = [
/ Y . L
N 4T : K R
(II.1)
(1 = 1 ,21
y el campo electromagnético total producido por el sistema es
1\" ‘J 11
HY o pHY o pHY (I1.2)

El tensor energia-momentum para el campo creado por las dos cargas

se puede escribir en la forma

AR LA LA ¢
1 2 mix

’ (Ir.3)

donde



Uy uc v 1 _uv _nf ;
4 = F F + — T F =
Tl 3 io il Fi ap (i 1,2) (I1.4)
Yy
MV HC uc _ v 1 UV _af _
= F - ;
Tmix F1 ig ¥ F2 ?w + > n F1 F 8 {I1.5)

Siguiendo la misma idea, el momentum total radiado por el sistema

puede escribirse como

Ho_ M
= + + p!
PR PR PR PR —— (I1.6)
1 P
donde
Pg - TV & Z, (I1.7)
i 'z -

es el momentum radiado por cada particula, es decir, de acuerdo con £1.13Y ;

oc
wio__2 2 2y
PR = - Q'qi | v, Vi dTi (11.8)
i f_x
Y
T N NETICR
P . = = | T n
R mix J 1mlx ¢ Y (I1.9)

z
es el términc |[de interferencia. Agui tomaremos como superficie de integra-
cidn un tubc de Bhabha en tornoc a la lineaz de universo de una de las parti-
culas (particula 1), y haremos tender Ky ¥ K, a infinitoc. Esta eleccién

tiene sentido en el marco de las aproximaciones que luego se hardn para cal

cular explicitamente el té&rminoc de interferencia.

Queremos calcular entonces
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U i’ . { UV -
P . = - l y ¢ e i
R mix | K:ﬁlm nix 1v) ! (II. 30
2

con el elemento de volumen dade por (I.12).

Para determinar el comportamiento asintdticc de las cantidades que

aparecen en la integral (II1.10), definimos un vector

1 i
§F = k. ¥ -k ¥ TI.11

1Ky TR, ( )

donde las cantidades asociadas a q, (g.) esté&n evaluadas en 11 {12) F
“
tiempo propic retardado sobre la linea de universo LU de q, (q2) del
puntc de observacidn x¥ . De acuerdo a su definicidn, 6” tiene su origen
en zf(f.} v Bu extremc en 22(12} . {ver Fig. 1).
¥ i

L U,

Fig. 1.



i | ;Kﬁ - oo
¢" es un vector que no es afectado cuando il
| 2

H | .

Dok g @ ' gt s i,

K2 ; 2 © oo

- 0O
2

donde se ha definido la variable o como

Entonces se tiene

==2p X, .

|53

definicidn de K- (1.4) se comprueba

asi es gue, sil multiplicamos (II.14) por Vo, 58 tiene
1
K_*w =
T2 g o]
| i
K - 00
2

13

, de forma gue

(11.12)

.
-
:
—
u

&

(I1.176)

; u: | . .- s -
Haciendo uso de estas relaciones en la expresidon explicita de (II.10),

después de unllargo cdlculo se encuentra
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9. 9., [ =
(UYL \ 1 *2 3
lim |T g = - | ;. ¥ -
K iigL‘mLx v/ 2T iD L(‘2 a1}(32 Y1}
K-—>m
2
: - (v.*v.)(a.*K,)(a *K ] + pZ[(v *a_){a, *K,) -
| 127 2 T 1 172 1
|
| - (a,*a )ILKu dar, 4o, , (II.17)
|
donde
| &
a” = vt (i=1,2) . (11.18)
li 1
EntoncesL
;
U | P o, v
| =12g9q.q. | —d = " (II1.19)
FR mix 4 9 | am 9T B X sELa 122
donde

|
|
|
3
X = Pl (vyra) (aytK) = (v, ev,) (8, K ) (a k)] +
+ 0  kv.ra ) (a *x.) - (a_*a)] . (II1.20)

|
;
i
|
|
Las 1nt§gra1e5 gue aparecen en (II1.19) pueden ser calculadas sdlo si

se conocen las expresiones explicitas de ambas liIneas de universo. Aln en
| .
tal caso, los cilculos resultan engorrosos. En la proxima seccidn veremos

cdmo es posible, haciendo una aproximacidn razonable, calcular la integral
|
|

deseada.
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2. Sclucidn aproximada.

Cuando &l tiempo t£ gue tarda una sefial lumincsa en ir y volver

entre ambas particulas es peguefio comparédo con algln tiempo caracteristi-
co de la interaccidn, es posible hacer una aproximacidn gue permite calcu-
lar las integrales anculares para lineas de universo cualesguiera. Tal EOE
dicidn se satisface cuando las particulas estdn cerca unaz de la otra y su
velocidad relativa r definida, como es usual, por

ervz = (1 - rz)-i/z 4 (II.ZI)

es pequeha comparada con la velocidad de la luz.

En efecto, r es la velocidad relativa entre ambas particulas ya

gue, si consideramos un sistema inercial acompafiante (S.I.A.) ligado a una

-
de las particulas, su velocidad esti dada por V; = (1,0) , mientras gue

=
ju]

velocidad de la segunda particula vista desde ese mismc sistema es

2. +1/2 - e L . . - _
) (i,r; . De agul se obtiene la relacibn (II.21).

| T ¢

H H

Bajo las condiciones indicadas, puede verse gue v, Y a, varian
levemente en el intervalo t£ v pueden considerarse constantes para efec-

to de las integrales angulares.

En laz eproximacidn descritea se puede escribir
H

= - .“ T
Primix - 29 9 J at, W (11.22)

donde



W = ’

-{a 2

17809

—(v.*v_)a
A V)

v se ha usado la notacidn

Ci_iD;Z
o =

...(15 fr
n J

- (vq*az)a

“20

an
—p

1

47

uv
+ (v
1w Y2 vy
_Hveo
Y3
KG? Ka2 Kas
T T

-aj)a J

4

WV _
2v "3

(IT1.23)

. (I1.24)

lLas integrales (II.24) pueden evaluarse en esa aproximacidn (ver

Apéndice B) y se encuentra gque

‘i-i = .
W o= Rv1 a2){v2

= . ; & 3y { - i
+ [(v1 a))(vra ) f (r) + (a ;ra)g,(r)]v

+ . h }
(v1 az) ?{r,a1

donde fi' g. y h.

(r =
i i

y cuya expresidn explicita esti dada en (B

1

a
4

>

1,2

Y £

)

L

7 ¢

y L H
+ *a_}h_(r)a
(V2 .;; 2( } 2

son funciones de

.40) .

L

r) + (ai'aﬁ)gjfr)}v

Ea

j8!
2

+

la velocidad relativa

X



CAPITULO I1I

EJEMPLOS

La particula neutra.

En primer lugar, ilustraremcs la plausibilidad de la aproximacidn usa
da considerandp una particula neutra, que se puede suponer formada por la
superposicidn de dos cargas +g y -g gue viajan juntas sobre la misma

linea de universo.

En este casc se tiene

vf = vg {TTE 1Y

ag = a; (III.2)
Kq

p=—=1. (I11.3)
2

Se puede calcular en forma exactz la radiacidn de interferenciz dada

por la ecuacidn (II.19). En efecto, ¥ se reduce a

2 3
X =-a = (K-a) , (I11.4)

15
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y usando la notacidn de (II.23):

1 2 1l 1 .\}\‘
Wi =-a“s" -a a gV (IT1.5)
c vV A ©
{3l HVA . .
Jc vy JO pueden encontrarse a partir de las ecuaciones (B.10) vy

(E.12), obteniéndose

HVA

2 2
Wu = - a va - a IU -a a, I
o A O

IRV
o " v“zo (I11.6)

De (B.15, 19, 20, 37, 38) se tiene

(EII..7)

de modo gue

S.II
I
!
Wt
o
<

i (I11.8)

v finalmente

9] 4 2 2 U
P .o == q dTr a :
R mix 3 ° L ¥ (I11.9)
gue cancela exactamente la radiacidn producida por ambas particulas consi-
deradas independientemente. Por 1o tanto, el momentum total radiado es ce-

ro, como era de esperar.
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Por otro lado, si usamos la aproximacidn propuesta, de acuerdo a

(I1.25) W-

se reduce a

W= [g,(0) + g2(0)]a2vu ' ~ (III.10)

ya gque la velocidad relativa r es en este caso igual a cero.

De (B.40) se puede evaluar

lim [91(r) + gz(r)] = - % ' (II1.11)
0
encontrandose
2
W =—%avu , (1T1.12)

con lo gue se obtiene nuevamente el resultadc esperado.

Por lo tanto, el resultado exacto (III.B) y €l gue se obtiene en

(I11.12) usando la aproximacidn coinciden exactamente para la situacidn

descrita (z? = zg ;, r = 0} . Cabe hacer notar que la aproximacidn es

tanto mejor cuanto menores sean r vy la distancia relativa (%zu - zg|)

entre ambas particulas.

2. El positronium.

Vamos a considerar ahora un sistema que consiste en dos particulas,
+g Yy -9 , que rotan una en torno a la otra. Calcularemos el momentum ra-
diado Pg durante un periodo T , suponiendoc que el movimiento es
circular en ese periodo, siendo R el radio de la circunferencia descrita

vy w la frecuencia angular.



Las lineas de universc para cada particula son

2? = {(t, R cos wt, R sen wt, 0)
zg = (t, -R cos wt, -R sen wt, 0) .
De agul resulta gue
v? = a1, -Rw sen wt, Rw cos wt, 0)
vi = a1, Rw sen wt, -Ry cos wt, 0)
Y
Y 2 2 2 .
a? = o (0, -Rw cos wt, -Ru" sen wt,0)
U 2 2 2
a, = a (0, Rw cos wt, Rw sen wt, 0)
donde
at dt 24 =12
= meme— s e— ?—*\ -
G dT1 dT2 [ Ra) ]

La aproximacidn usada permite evaluar las cantidades asociada

en el mismo tiempo t en gue evaluamo

A1)
.
o
11
m
"

1 2 252
[1- (R)]
_ 1+ {Rm)2
v -V'_\ = 'Y 4 -
1 z

(II1.13)

(ITI1.14)

{IIT. 15)

(II11.16)

{(ITT.19)

(I11.18)

{IT11.19)

0]
o
+
e}

(I11.20)

{IT1.21)

(I11.22)
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Tanto € como Y son constantes y de (II1.21) se ve que r tambidn

lo es . Entonces, de las ecuaciones (II.22) y (I1.25) se encuentra que el

momentum radiado por interferencia en un periodo T es
. T T
iy 2 [ [ Mar gl
o = - at, + r) a . 2N
P q {s{gj(r) | viay ¢ ey | vhar)| (III.23)
o o
Un simple cilculo conduce a
T T
( I u. 2T U
dt, = { 78T, = == .
Jo v :.? JO \,2 Ty “ L i {1TT .24)
donde
£" = (1,0,0,0) . (IIT.25)
Por lo tanto
H 2 R2w3 1
P mig = ~A%4 73 La, (=) + g, i)l" (I1I1.26)
- [1- (r)7] -
En el Capitulo I se calculd el momentum radiado por una particula en

Orbita circular. De acuerdo con (I.29%), cada particula irradia independien

temente un momentum dado por

(IT11.27)

de modo gue el momentum total radiado por el sistema en un periodo T .es

3

: 3 R2w> 2 b
¥ = 4ng Y 2 - g ) - g () |2H (III.28)
R 4]2 i 2 §

[1 - (rRw)



Mir) = %,_ g () = gzir) . {ITE .29}

&

usando las expresiones explicitas de g {r} ¥ gz{r) dadas en (B.40) se

T

m

4

o 4
puede ver gue M(r) disminuye desde un valor — (para 1r = 0} hasta un
>
2 .
lox 3 (para r = 1) , comc muestra la Figura 2.
M (r)
1\ )
A
g §
\
2 \
=2 4
O ] -
Fig. 2.
Se sabe, sin embargo, gue la aproximacidn es v&lida sclamente para
« 1. En este caso, el momentum radiado por el positronium en un periodo

+iende al valor

. (ITI.30)
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Dipolo oscilante.

Consideramos un modelo de dipolo oscilante, es decir, dos particulas

de carga +g ¥ -g , gQue oscilan longitudinalmente en torno & una posicidn

sa

de eguilibrioc con la misma amplitud b y frecuencia angular . La dis -

tancia entre lac posiciones de eguilibrioc de las particulas es .

Se encuentra gue, Si las particulas oscilan en fase, el momentum to-

+a1 radiade durante un periode T es cero.
£n efecto, las lineas de universo para un periodo T estdn dadas
por

2, T (t, £ + b sen wt, 0, 0) (I11.31)
H _ .. P 3 o ; \ fTTT 2
z. = (£, =L + b sen wt, 0, 0) . (I11.32)
2
Por 1o tanto
Y H T ; o frYT R
v, = v, = B(1, bw cos wt, 0, 0) (TTT+33)

}7

& U L4 2 ;g
a1 = a_ = -f£ bk sen wt{bw cos wt, 1, 0, o)y ., (I11.34)
“
onde
dt 2. 2 2 -1/2
8= —=1[1-b"w cos wt] B (I11.35)
dT1

Evaluando las cantidades dinZmicas correspondientes a +g vy a -g

en el mismo tiempo t , se encuentra gue

v -V2 = v =1 {(ITI1I.36)
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;r *a,. = v _*a, =0 I1%.:37

Vit T T2 %y SELTed
6 -

51-32 = a2 = -f b w sen wt . {I11.38)

donde, usando la ecuacidn (II.25), se tiene

perc la velocidad relativa r de las particulas es cero; de este

modc, usande (IXII.11) se llega a

T
H < 2 2 u
== 1,8 VvV . (III.47
PR mix & E Jo L ¥ \diLd )

(t, £ + b sen wt, 0, 0) (III.42)

i e f2

(t, -£ - b sen wt, 0, 0) . (ITI.43)

N
T
I

De agqul se cbtiene

vlf = B{1, bw cos wt, O, O} (I11.44)



v: = B(1, -bw cos wt, ©,0)
b
H g 2
a, = -B"bw” sen wt(bw cos wt, 1,0,0)
J 4 2
a; = =B bw” sen wt(bw cos wt, -1, 0, 0} ,
con B dado en (III.23).

En forma anéloga a2 lo hecho anteriormente, calculamos

v,'a_ = v_*a = —2”5b2u3 wt cos wt
] ¢=2 2 1 B ) sen
_ L2 2 2
v,*V_= Yy =8 (1 + bw cos wt)
1 2
£ 2
a . *a. = B Yb‘m sen Wt
1 72
N 2bl cos wt
- 2 2 p; s

T+ bw cos wt

(I11.45)

{IIX.46)

(II1.47)

(III.48)

(II1.49)

(IXT.50)

(EEE:D1)

Lz radiacidn por interferencia en un periodo T es, como siempre

donde la expresidn para W » dada por la ecuacidn (II.25), es
W= vu{(v a }2f {r) + {a_~a_l)g. (r)] +
1 12 17 T 27

(¥ on 12 ”
+ vz{(v1 a,) £,(0) + (a az)gzir)} +

i, o . U, ox :
+ ai(t1 az}h](r) - az('\_i az)hz{r;

(Ixx.52)

(II1.53)
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Usando (B.40) y (III.48) & (II1.5%), después de un large cilculo se

llega a la expresidn

(* w (7% 1 1] 3 1 1 4+ ]
o )s L}1 - x 2x | léx 4x” ) 1 - Tj
{ 2 2"
X &8 - x dx , (I11.54)
donde se han definido
¥ = S cos Wt (I11.55)
y
s = bw . (111.56)

Como hemos dicho anteriormente, lz aproximacidn usada es valida cuan
do la velocidad relativa r entre las particulas es peguefa comparada con
la velocidad de la luz. En tal casc, x <1 y & < 1 , loc gue permite cal

cular las integrales en forma aproximada haciendo desarrollo en serie de

las expresiones gue aparecen.

Se obtiene asi

L8}

2 4 4 6 1]
E =g TWw [Ers - s + O(s )L . (111.57)

u1|._n

Por otre lado, el momentum radiadc durante un periodo por cada par -

ticula independientemente es

(LS

’ (II1.58)

donde



2 2
a? = -Eeb m4 sen2 we . (I11.59)

La integral por resolver es, en este caso

N Ry R~
T 2 s i =S /‘ 52 x2
J dT1a1v: = 200" B B (1I11.60)
' (1 - x7)" '
o s
cuya seolucidn exacta es

[* 2. H 54 = 452 i

| dr.alv, = 7w L (II1I.61)
J 111 . 2. 3/2

" 4(1 - s )

0]
+
O
0n
)
=

(ITTI.62)

as)
I
i
L]
Q
=
&
.
Wt
n
¥

Por lo tanto, el momentum total radiade por las particulas en un pe-

riodo T es

uo_2m 2.2 4 2 2\ v
PH o “bu b w Y . (III.63)

R W

| b
o+
U

Segun nuestro resultadc y de acuerdo al modelo, la potencia media ra
diada por el dipolo eléctrico cuando las particulas oscilan desfasadas €S
2.2 4

4
CPR-*—Eqbw ; (III.64)

al primer orden de aproximacidn. Si consideramos la amplitud de oscilacidn

b igual a £ -mitad de la distancia entre las posiciones de eguilibric de am
- - - . - -

bas particulas- su momento dipolar po tiene un mddulo igual a 2{g , de

modo qQue, en primera aproximacidn, nuestro resultado coincide con el resul

tado conocido. (Ver ec. (I.36)}.
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—
4, Dos cargas con a = cte gue se persiguen.

Consideremos ahora dos cargas iguales (+g) moviéndose a lo largo
de una 1ineaz con una aceleracidn constante & . Una de ellas parte desde
el reposo en el instante t = 0 , y la segunda inicia su movimiento, detréas
de la anterior, en el instante. t = T . Podria pensarse gue esas cargas Se

mueven entre las placas de un condensador.

La 4-velocidad de la primera particula es

Ve T - (1,v,,0,0) . (II1.66)
\.T-V; l

En el sistema de referencia propic de dicha particula se tiene

v
1

=N p—_— (I1I1.67)
at / 2!
VT o- V,i

Integrando y haciendoc v =0 en t

¢ se obtiene

at
Y= : = (I11.68)
V14 att”t
y volviendo a integrar con la condicidn inicial x =0 en t =0 se lle-
ga a
1 /T 2.7
x| == (V1 +a%? - 1) . (II1.69)
a

De esta forma, para la primerz particula se cbtiene



2}

a3

b

(1. 7 = )
= | 2 & g2 }
= i;t, 2 (\ T+ a t 7'[, O, 0’

27

(I11.70)

anilogamente, considerandc gue la segunda particula parte en un tiem-
= i
u _ | 1 )
| ¥ = i
z =ht—T,—{\"‘lﬂta‘(t—T)h-i],G, o} (ITI1.72)
2 & )i
i 5 > | alt = T 1 -
v;= v1i+a(e-17)" %%, — ) .+ 0. D} (I1I.73)
. Vi1+afe-m? /
De aqui es facil obtener
; [ a% )
} J 2,2 P
ar;: = V1 +a't? | —— . a, 0, 0 (I111.74)
Ly 1 + a%t? J



2E

aE = 1+ aZ(t - T)z‘( 2 (L,‘ L3, , 8, 0, 0 (I1I.75)
V14 aie - 1?2

Como nuestra aproximacidn vale cuando las particulas estdn cerca una
de la otraz v su velocidad relativa es mucho menor que 1, consideramos gue

t y T son peguehos.

Esto nos permite hacer las aproximaciones

2
v1'a2 - ~v2.a'i il (I111.76)
7 oey = 'y %1 4 _1._ -~2v'r2 —— =
V.Y, Y 5 aTd {ITI.77)
- -*2r1 + L a2T2]
a,*a, a | 5 ) (I11.78)
r = aT , (I11.79)

donde, comc se ve, todas estas cantidades son constantes en laz aproximacidn

usada.
asi, usando la ecuacidn (11.25) ; W  estf dado en forma aproximada
por
r 5 7
B ool fotife iy o200 L PP i)
W v1 L a1 f1(r) a (. ¥ o aT jg1(r,J -
vl 42, 2, 1 .22
+ v, L—a T ;2{r) -a {1+ 22’ ]gz(r)J =
2
- a'r [afh (1) - &b, @] (111.80)

v la radiacidn por interferencia es, por (II.22),
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¥ 2 t {3l
P = 2g J dTTW " (I11.81)

Calculando las integrales, con £,g ¥ h dadas por (E.40), se ob -

. g . 4
tiene, tomando términos hasta del orden t

d \
2y 22 (4 289 2 2 2 2 2 |
= = —_— - - —— - ! - — -
Prmix - 92 [3(-T -Jpa’ (-1 - Fa'rt ™)
b
! 23 f 4 - 31 2.3
= = = = e — 4 - _l d - Y
Rmix @28 |["gTE-T +3 (7 -17) + g a T (-1
\
6B _2 2 2 2‘ 7 3 3 1 ._2 ‘4 4
"qs 2T -T) +paTitt -T) -za(t -T }}
: p> 0 .
PR mix R mix ! (I11.82)

3 H
s 4 co de tor P 2
para la compenentes 1 vec B i

Considerando cada particula independientemente, tenemos ademis

t
(T 2 1 2y G B
PR1 = 3 @ J diqa1v1 (II1.83)
c
y
t
oo 2.2 . 2u
PRA 3 g J szazvz " (I11.84)
= T
2 2
Como a1 = a2 = -a , se llega a
2 22
20 L
Pr 39at
1
1 23 1.2 1 24
= —_ - — z 5
PR1 g a 3 t - a t J (I11.85)
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sl
ey

fu
Le)
o
i}
t
L]
¢
=]
bt
o
L

para la primer

o 2 22

F =—ga {t - T

R. 3
2

1 2 3 [1 2 &)

P # g a = b= = ==ag {t—-M"
R i3 12 |
2 1 ;
P 3

p. =P, =0 (I11.86)
R4y R,

P . . ; . ;
para la segunda particula, conservando la misma aproximacidn anterior.

inalmente se obtiene

o]

N
po = q2~2 (gf‘ + 2{(t -T) —-—aTi(t-1T g—a T t2 T
R Tot - = iS“ - ! B - 3 ' J
1 >3 [1 .2 1 4 3 2 2
P =t = (£t =T =T T{t =~ T) = 48 =T7) =
R Tot % Ls 3 ) B ¥ g :
1 2.4 1 2 4 31 23
“qz 2 F —ggR k- R #0832 " -
68 2,22 .2 L 72,3 .3 1 2. .4 4 |
~ g &1 It 1) + o aTE -T) -ga(x =T
/s
2 3
P =P =0 . 11.87
R Tot R Tot (21187

Por lo tanto, el sistemz irradia energia y también momentum en la

direccidn del movimiento.

Unz forma de mostrar gue es razonable nuestro resultado es hacer



T = 0 , que corresponde a la situacidn en gue ambas particulas salen jun-

tas. Esto es equivalente a suponer gue una particula de carga 2q , gue

se mueve con aceleracidn constante a , irradia durante un tiempo t  con-

siderado pegueho.

e
.

este caso,

O ~ g Eazt
R Tot 3 "
(I11.88)
1 - 2 32
PR Tot 33at

gue e

mn

el resultade gue esperariamos obtener en el

(Ver ec. (I.21)).



CONCLUSTIONES

Es un fendmeno conocido el gue las cargas aceleradas emiten radiacidn
electromagnética. Dicha radiacidn depende de la lInea de universo de las
particulas. Sin embargo, estrictamente hablando, la linea de universo no
puede ser dada a priori debido a gue la radiacidn perdida por la particula
debe producir un cambio en su aceleracidn. El problemz se complica si tene-
mos dos cargas aceleradas interactuantes donde, ademis de la radiacidn emi-
tida por cada una de las particulas, debemos considerar la radiacidn debida
a la interaccidn entre ellas. Esa radiacidn por interferencia depende de 1la
formz detzllada de ambas lineas de universo. Hemos mostrado gue, para un
sistema de dos particulas cercanas, esto es, en el caso en que el tiempo
gue tarda una senal luminosa en ir y volver entre ambas es pequeho compara-
do con algln tiempo caracteristico del sistema, y suponiendc gue la veloci-
dad relativa entre las particulas es mucho menor gue la velocidad de la luz,
la radiacidn por interferencia puede ser calculada considerando el pasado
de una sola de las particulas. En tal casc podemos prescribir aproximadamen

te la linea de universc de cada particula y obtener la radiacidn emitida

por el sistema considerando s®lo los t&rminos de orden ceroc en el desarrollo

32
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de Taylor de las variables dinfmicas asociadas a una de las particulas. El
cdlculo puede refinarse considerando potencias superiores del desarrollo

en serie.

Probamos la plausibilidad del resultado obtenidc aplicéndolo a dis -

tintas situaciones fisicas de interés, tales como 1

L0)]

A1)

particula neutra, el
positronium, el dipole eléctrico y dos cargas aceleradas que Se persiguen.
Luego comparamos el resultado de estos cilculos con los gue Se encuentran

para casos andlogos en la literatura.

Para el caso trivial de la particula neutra, considerada como la su-
perposicidn de dos particulas de cargas opuestas, el resultado exacto y el
gue se obtiene a partir de la aproximacidn coinciden y se reproduce lo que
era de esperar, es decir, que la radiacidn total es nula. Esto es, la ra -
diacidn por interferencia cancela la radiacidn emitida por ambas particulas

en forma independiente.

De especial interé@s es el ejemplo gue se refiere al modelo de dipeclo
eléctrico. Aqui la radiacidn emitida por el dipolc se calcula usando una
formulacidn covariante de la teoriz de radiacidn, tratamiento que no se en-
cuentra normalmente en la literatura. Se muestra asl gue un sistema forma-
do por dos particulas oscilando en fase no irradia, es decir, se encuentra
un sistema gque, alin cuando cada una de sus partes estid acélerada, no irra -
dia come un todo. Basandose en este resultadc se puede pensar gue serla po-
sible encontrar, tedricamente y dentro de la aproximacidn introducida,
otros sistemas que no irradien, ajustandc adecuadamente los parimetros que

describen las lineas de universo de cada unz de las particulas.



En el caso del
lan desfasadas, y en
gue se persiguen, se

dar.
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dipolo eléctrico, suponiendo gue las particulas osci-
el caso de las particulas unifcrmemente aceleradas

- . . - -
recupera en primera aproximacidon el resultado estan -



APENDICE E

COORDENADAS RETARDADAS DE NEWMAN-FENROSE [ 4], [ 8]

1

Consideremos una linea de universc x" = z (1) en el espacio de

Minkowski. Es posible definir cuatro coordenadas (7, K, 8, ¢) asociadas

a cualquier punto de este espacio de laz siguiente forma. El tiempo retar -

dadec T es la solucidn de la ecuacidn

[« - 2@ilx -2z (0] =0 (2.1)
H H
donde, como es habitual,

v ’
ZU(T} = nuvz (1) (A.2)

con

n,, = dtagli, -1, -1, -1 . (A.3)

La variable g estZ definida por

€= v (D) (=¥ - 241 , (B.4)

35
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(1) = 2 =—L (£.5)

| Geométricamente, K representa la distancia espacial entre xb y

~L(T) en un marco en gue la carga estid en reposo en el tiempoc retardado

1 —
T En efecto, en este case v = (1,0) , de modo gue, en €Se mMarco,

L .

-
K =x° - 2°(1) = |x - z(1) | (A.6)

de acuerdo con las ecuaciones (R.4) y (A.1). La situacidn puede visualizar-

| sen en la fig. A.1

| Fig. A.1



Finalmente, si definimos

1]

Koo
{x 4 (T)]l

los &ngulos ¢ y ¢

37

(Y - t“t‘){xv -z (D], (2.7)

Son los &pgulos Polares del 3-vector pr = zU(T)h

referido a un Sistema inercial arbitrarie Cuyo eje temporal tiene 1a direc

cidn de un Vector unitarig

+H

r



"
CALCULO DE J_ = 19

Se guiere evaluar las integrales

Q0.0 f dQ1 n % 05 &
Jn = —ZW— p K1 K1 R K_] ’ n = 0,1,2 ... (B-1)
g & 1,;2; wse
cuando
K - oo
1
vy donde
0 3 *1 L * (B.2)
. i - OO . - N
K, K, (K.l vz)

Conviene introducir el cuadrivector K?i , gue es la proyeccidn de

1
Ku sobre el espacic ortogonal a v# :

M H (B.3)

3g



Este vector satisface las relaciones

pefiniendo ademis

[ an
1 5 l 1 QII
n 4T
J
*i?
gyt [G-.‘-L,} N Ka" Kcz2 1«(&5
n - l o © 11 3 R Y §
J
es fiécil probar gue
g =1
n n
S R
n n n
3 1Y A
T P L L e
T n i n 1 i n
3 W 5 L "
Ju\u'k = THVA L < VA + v By Vg A
I n o g I
MOV A
" \1 v‘s In "
donde
u i) y U1
SV o B s aVBM

398

(B.4)

(B.5)

(B.6)

(B.7)

(B.8)

(B.11)

(B.12}

(B.13)



coniocer II" .

deonde

con

vf . Por otro lado, I? también puede

Se puede demostrar que para evaluar I

En efecto, consideremos

L
" v, =0.
n (@]

Entonces ¥  ec una combinacidn

n

m

[ an
= | ———-‘n KE! = A VE,
Il i4m (n i n 24
J
H L BV R !
v = h v = v. - vV
21 1 2V 2~ Y
1 N :
hhY = nL - vl’1 vv
1 101
Y = (vﬁ-vz) .

AnZlogamente podemos decir gue

s
19 = e & kb =
n - 7 P %41 ™M1

e

40

@1&2

n

Y
es sdlo neceaario

u

I .

a

(B.14)

lineal d&e vectores ortogonales &

escribirse en fu &n de un vector

' (B.15)
(B.16)
{(B.17}
(E.18)

o g op
V_., V + 1 3
n 21l 24 Cnn1 (8.19)
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n

Multiplicando (B.15) por vzpl , Se cobtiene

e B w s

“J’B n-1 TE n !
ya gue

4 ) = -2 2

W "Vegd =¥ T
v

= . _ 1

(I\,]l V2_L) = o y

(aR

41

VZl

Ahora, multiplicando (BE.19) por v 1 vzﬁl , se obtiene
=

20

2 2
YIS Y1 _,+I ,=Yr (yrB c)

y contrayende o y £ en (B.192) se llecga a

Y (.20

(B.21)

(B.22)

(B.23)

(B.24)

(B.25)

se obtie-

(B.26)

Anzlogamente, multiplicandec (B.20) por VZQi vzﬁi
ne
3 2 4 4 22
y I - 3Y + 3y 1 - I = - 3 .
K n ; In-1 L n-2 n-3 ¥k Dn BEn)
Ahora, contrayendo los Indices 8 y Y en (B.20) y multiplicando
por v se tiene ademis

2ol

2 2. Z 2
YI_ - In_1 =y r (yr D, - 5En)

(B.27)



i & B C D E
|terminar a’ *n’ ' ¥ n

Las expresiones (B.21},(B.24),

n n

i

Debemos calcular entonces

(B.25),

en t€rminos de In' a3

(B.26) y (B.27) permiten de-

In . Su valor debe ser independiente del

| sistema que se elija para evaluarlo. Si se elige el sistema que se mueve

| espacial de v,

con q. .,
i

entonces

la direccidn =z

G

Vi, = (y, 0, O,
ndemés, de
K*v = 1 , se tiene gue
K? = (1, sen 61

o) .

Por lo tanto,

la definicidn de K

cos ¢1, sen

Tomando el limite k., = &
1
p=——————"" .,
Y(1 - er}
donde

X, = cos 61 3

Pero
dali, = - do. dx_ ,

€ sen , cos B
1 ¢1 T)

y considerandc (B.2},

v de los Angulos

(B.28)

puede elegirse comc agquella gue coincide con el eje

(B.29)

€ v ¢ , y como

(B.30)

(B.31)

{(B.32)

(B.33)
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de modo gue, después de hacer la integral angular, para I_ definido en

n
(.7 se llega &
1
1 | 1
L. = = ax g
n 2 | n n
L v {1 - rx}
De agul se obtiene
1 = 1 n I =
i 2Yx 1 =x
1 . . i-n . 1-n
Z, = [(1 + 1) - {(1-z) 1, n#1.

n
2y r{(1 - n)

En nuestros célculos necesitamos la expresidn explicita de

ra varios valores de n

1 P

I = — {4v - 1)
0T
] =

-
I =1
1:1&11;1’
1 2Yr -
I, =1

2

13 =Y .

Usando estos resultados y resclviendc las ecuaciones para A _ E
n

c + B y E se obtiene
n n n

I

{B.34)

(B.35)

B
- P

(B.37)

n

F
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e L
-
+
.+.
T
TN -
|
i
L
MM
| vl ¢ axd
. +] 1
d % ) nu — | —
P i H 7
P L LZ wd
L IR
+1 | i o~
i 4+ I
Lol N 2 Lo
ISR | et | H
o ™~
T o o] - =
< ™ et
| (] H
LS ™ ~
nm ] H ' 2r_ ™
I *
o3 i e
«— o
_r - M — B
Tled ™ ™) o™
N v i | TR N -
(o] L ™ €N )
b4 . [ R i o SR
=]
o4 N ™
i 3 1 b i o |
o 1“ h &N r =l _
O - bl -~ o o o {
i ] I li i It il I
Q o o~ (431 e ™ (58] (9]
& <G Y I m sl m (@]

(B.38)




; 4 a u
Estc nos permite evaluar las funcicnes 32

definidas en (B.9)-(B.12). Reemplazéndolas en (II

expresidn (II.25) se encuentra gue las funciones

estan dadas por

2
= A + . - - = 71
fq(r) YBE A2 3y B3 C3 3yﬂ3 15

2
32 - 2'\(53 + A3 #: N

fz(r) = 3
()‘A—I+2E-—C
g ¥ = YA, T A T L

gZ(r) =-A2—y33
h.{x] = C. 4 Y B, - §C
g A8 = Ly Ty By T Vg
hz(r) = C3 - YEB %

r

45

.23) y comparando con la

(i 1,2}

3
- ¥ By v Y,

(B.39)

se obtiene directamen-

La forma explicita de ellas en funcidn de r
te al reemplazar (B.37) y (B.38) en (B.39):
1 ( 13 15 3 +
fi =g L3 (oo 154}55“1_§1%
YT t 2r 25 4r 7/ )
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+ r
- X

1
i

) ¢

3(1 - ¢

3

1 (6

on

(B.40)
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