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RESUMEN

En esta tesis se estudia Ia dinámica dc un condensado de Bose-Einstein atrapado

en una red óptica. Nuestro obietivo prilcipal cs encontrar y caracterizar cstados

localizados que existen en estos sistemas. Considcramos dos elcmentos que facilitan Ia

localización, a saber, los efectos no lineales surgidos de las intcracciones atómicas, y/o

localización de Anderson inducida por desorden. EI modelo utilizado es un $istema

discreto que permite expresar- las magnitudes físicas involucrada^s en este estudio en

términos de unos pocos parámetros. A través de análisis numéricos obtenemos un

cuadro completo, dentro del cual las propiedades de las soluciones localizadas se

relacionan claramente con la fenomenología propia dcl sistema.

ABSTRACT

In this thesis, the dynamics of a Bose-Einstein condensate trapped ilt an optical

lattice is studied. Our main goal is to find and characterize localized solutions that

exist in these systems. Trvo elements that lea<l to localizatiou are considererl, na-

mel¡ nonlinea.r effects provided by atomic interactions and Alderson localization

induced by disorder. We study this problerr by using a discrcte model that allow us

to express most of the relevant phvsical magnitudes involved in this work in tems

of few parametcrs. By means of numerical analysis, we obtain a complete picture

within which the properties of localized sohltiot)s are clcarly rt¡latccl to the system

phenomenology.
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A partir de ia segundil mitad del siglo XX, los sistemas no lineales en general y,

derrtro de óstos, los modclos discretos han teniclo gran influencia etr muchas áreas de

la ciencia. Los célebres erperdnrcn,tos n'u'm,éricos dc Fermi, Pasta v Ulam llevados a

cabo en 1953 fueron el origen del rcnovado intcrés por cadenas o redes de partículas

que presentan interacciones no lineales. La contradicción entre las predicciones y los

resultados (Fermi esperaba que la no linealidad llevara a una suerte de terrnalización

del sistema, pero sus resultados no mostraron ningún corrportamiento caótico [1] )

Ilevó a otros investigadores a relacit¡nar los sisternas discretos no linea.les con modelos

continuos conocidos que sustentaban la cxistencia d,e soLitot¿es. esto es, paquetes de

onda localizados que son solución de ecuaciones de ond¿ no lincales, y que perma-

necen invariantes al propagarse o al evolucional el sistcma completo [2]. Por otra

parte, diversos trabajos evidenciarorr que algunos sistcrnas físicos en que los efectos

rro linea"les determinan visiblemente la dinámica pueden scr considerarlos discretos en

cierto regimen. La interacción cntre discretitud y no linealidad lleva, en estos casos,

a una interesante y novedosa fenornenología [3 5]. Uno de lc¡s modelos más exitosos

para describir tales sistemas es Ia ecuación de Schroedinger no lineal discreta (DNLS

en adelante), ocupada por primera vez en un contexto biológico, para describir la

contracciórr rle proteínas [6]. Su relevancia so ha visto incrernentada r:n las últimas

décadas, no sólo por la gran cantidad de predicciones teóricas que permitió realizar -
que incluyen fenó¡rrenos tales como solitones discretos, difracción discreta y barrera^s

de Peierls-Nabarro; sino también por la posibilidad de comprobar dichas prediccio-

ncs experimentalmente l7]. Los principales sistemas físicos que han sido descritos

exitosamente por la DNLS son los arreglos dc guías de ondas y, posteriormente, los

condensados dc Bose-Einstein (BECs cn adclante) sot¡re los quc actúa un potencial

óptico externo. A través de la discretización, ambos medios pueden ser entendidos
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como un arreglo o red a cuyoÍi sitios (nodos) corlesponde una doterrninadrr ampli

tud de la funcióu de onda que describc el sistema, Existe un grado de interacción

entre los sitios, que e¡r Ia fornra estándar de la DNLS r:stá dado por acoplamiento a

primeros vecinos (en correspondencia con el modelo de estado sólido conocido como

tiqht-b'indinq). Además, la DNLS comprende un término que da cuenta de Ia respues-

ta no lineal del medio, y cuya dependencia en la amplitr.rd de la onda puede va.riar

según el modelo y sistema físico en particular [8].

Entonces, el sistema que consideramos en nuestro caso es discreto espacialmente:

un arreglo de sitios con posición bien definida en que la función de onda que describe

el sistema tiene una cierta amplitud tiempo-dependiente. Si bien csto también im-

plica una discretización del espectro de autofrecuencias o autoenergías, la principa.l

consecuencia de la discrctitud espacial sobre la localiz¿rción de cxcitaciones se da a

través de la forrnación de bandas de cnergía (o liecuerrcia). Por ot¡a palte, la no

Iinealidad en nuestro sistema puede describirse a través do la cvolución de ondas,

que, en principio, no pueden tener forma arbitraria y al mismo tiempo propagarse

con velocidad deflnida: el principio de superposición deja de ser válido. En medios

ópticos, esto corresponde a una rel¿'¡ción entre Ia polarización y el cuadr¿r.do del cam-

po eléctrico, que se traduce err una modificación no lineal del índice cle rcfracción

(efecto Kerr).

La existencia de estados localizadr¡s en sistemas r.liscretos no lineales es de gral im-

portancia por la aplicación que podría tener en el desarrollo de tccnologías rile infor-

mación y comunicacioncs. La caracte¡ización de soluciones localizadas estacionarias

(breathers discretos) o móviles (solitones discretos) h¿ sido realizada desde diversos

enfoques analíticos, numéricos y experimentales. No obstante, el descubrimiento de

nuevas formas de respuesta no lineal, así como la inclusión dc otros factores que favo.
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recen la Iocaliza(:iórr, hace quc Ia deternlinación de las conclit:ioncs para la existencia

y estabilictact cle soluciones localizadas, así cono su manipulación, sea todavía un

campo muy amplio de investigación.

1.1. Sistemas ópticos y solitones discretos.

La idea de implementar sistem¿m discrctos con componentes ópticos empezó a to-

mar forma desde mediados dc los años sesenta. Dentro de las posibilidades concretas

para este propósito, los arreglos de gnías dc onda evanescentes aparccían como la más

factible. Esto se vio favorecido por distintos trabajos teóricos sobre [a propagación

de 1uz en tales medios [9], que pusieron de manifiesto la interesatte dinámica surgida

dcl confinamiento de luz en las guías y del intercambio de energía entre ellas debido

al acoplamiento. Estas propiedades son causa de que al inyectar luz en una de las

guías, se produzca la llamada d,iJracción, d,'iscreta, obsewada experimentalmente por

primera vez en 1973 {10], y que no tiene correspondencia con la dispersión de Ia luz

en urr medio continuo: en un sistema discreto, la luz se concentra cn dos lót¡ulos alo.

jados de la guía inicial, a diferencia dc un sisterna contínuo, en quc el perfil dispersivo

presenta siempre mayor intensidad en el sitio donde Ia luz es inyectada.

En Ia dócada de los ochenta, el estudio teórico de los arreglos dc guías dc onda

tomó otra dirección con el estudio de Christodoulidcs y Joseph [11] en que se ex-

ploró por primera vez la posibilldad de observar solitones discretos e inestabilidad

modrrlaciorral en arreglos t?,po Kerr en que Ia no linealidad jucga un rol cletermi-

nante. EI proceso de forrnación de solitones en estas estmctura^s puede enterrderse

como el bal¿ncc entre la no linealidad local y la difracción discreta, que manticne la

Iuz confinada a un&s pocas guías mientra"s se propaga. La localización se debe a la

modificación del índice de refracción inducida por el rnismo haz de luz, por lo cual
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es referida en este contexto como autoenÍoquc. Desde esta perspcctiva, los solitones

discretos sou entendidos en ocasiones cotno defectos no li,neales, ya que la constantc

de propagación de la guía en que se concentra el haz de luz cambia también. (Es irn-

portante desiacar que los solitones discretos son una excitaciól colectiva del arreglo

no lineal como un todo, por lo que no tienen un análogo exacto en sistemas corrti-

nuos [12].) En [11] tarnbiéu se mostró que la fenomenok.rgía de los arreglos no lineales

puede describirse pol una ecuación DNLS. Al contrario de otros modelos discretos,

la DNLS no es una ecuación integrable, siendo ésta la causa de l¿ interesante feno-

menología que exhibe no sólo en relación a sus soluciones estacionarias sino también

a su dinámica.

Los solitones discretos en arreglos de guía,s de onda fucron observados por primera

vez en 1998 por los grupos de Silbcrberg y Aitchison I13] utilizardo un arreglo de

guías de onda altamente no lineales de AlGaAs. Sus resultados fueron claros: al us¿r,¡

l¿íseres de baja potencia, el arreglo se comportó linealmente exhibiendo difracción

discreta, mientras que para potencias m¿ís altas (del orderr de 500 W) la energía se

mantuvo confinada en unas pocas guías, indica;rdo Ia formación de solitones discretos.

Desde entonces, muchos experimentos li¿n sido realizados en estos sistemas - en una

y dos dirnensiones, llevando a u¡ra caracterización bastante precisa de los solitones

discretos ópticos.

L.2, Condensados de Bose-Einstein dipolares.

En los años setenta se propuso por primera vez la realización de un gas de átomos

bosónicos a travós de un proceso de congelamiento que utilizara el efecto Doppler [14].

El feuómeno rnisrnc¡ de la condensación bosónica había sido propuesto cincuenta años

antes por Sat¡,q¡¿., Bose y Albert Einstein. Lo novedoso de este estado de la ma-
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teria cs la integración de Ia estadística bosónica con Ia distribución espacial de un

gas riiluíclo, lo que pennite tener muchas partículas en trn rnismo nivel de energía,

con una separación promedio ent¡e cllas mucho uraYor que las rnagnitudes relevantes

para su intcracción. La condensación de Bose-Einstein es uno dc los pocos fenómenos

cuá¡ticos observables macroscópicamente. TYas mucltos experirnerrtos realizados clu-

rante Ia década de los ocherrta [15,16] finalmente se logró Ia observación experimental

de condensados de Bose-Einstein (BEC) con átomos de Rubidio y Sodio [17, 18]

Para el estudio de un BEC, es necesario confinarlo mediante un potencial externo

(trampa). Generalmente se utilizan potenciales magnéticos u ópticos, o una combirla-

ción de los dos. En e1 caso de una trampa óptica gcnerada por haces de luz liíser, es

posible fonnar un patrón de interferencia que produce un potencial periódico sobre el

condensado. Cuando es profundo, cstc potencial da lugar a rura fenomenología discre-

ta , rnientra,s que la interacción de contacto entre los bosoncs irrplica necesariamente

efectos no lineales.

Recientemente, un nuevo tipo de BEC ha estado a disposición de los físicos expe-

rimentales, gracias a la formación cle condensados con átornos dc 52Cr 
[19]. En este

medio, Ia interacción atómica no es sólo de contacto, sino también de largo alcance,

lo que se debe a la gran magnitud del mornento dipolar rnagnético que presenta el

52Cr. Si bien hay rnoléculas cuyo momento dipolar eléctrico es rnucho m¿ás fuerte

que el rnomento rnagnético del Cromo, hasta ahora no ha sido posible construir un

BEC con ellas, principalmente clebido a la pérdida de átomos durante el proceso de

enfriamiento [20,211.

Varios son los modelos teóricos disponibles para el estudio de un BEC dipolar en

una red óptica. Dentro de cierto regimen, la evolución de la funciót de onda que

caracteriza el sistema puede ser descrita por la ecuaciórr de Gross-Pitaevskii (GPE)
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generalizada: basada en Ia teoría de cartpo medio. Media¡rte la utilizacií»l de las

funciones rle Wannier como base para expandir la funciól de onda [16], la GPE

puede mapearse cn una ecuación DNLS con tér¡ninos adicir.¡n¿les couespondientes a

la interación dipolar. Los métodos usuales para encorltrar soluciones estacionarias y

determinar su estabilid¿d son aplicablcs a los BECs dipolares, lo que lta permitido

encontrar propiedades novedosas, como la existencia dc solitones ostables isotrópicos

y anisotrópicos en dos dimensiones 122]. Las propiedades de estos modos Iocalizados

cstán determinadas por la acción conjunta de la interacción dipolar (no local) y Ia

interacción de contacto (local). Ésta (rltima cs inherente a los BECs, por Io que

ha sido estudi¿da en profundidad desde distintos enfoques [15, 16]. No obstante,

la posibilidad de contrarrestar su efecto con Ia interacción dipolar (que puedc ser

va¡iada en signo y magnitud de forma independiente) permanoce aún por explorar.

Por ejemplo, las interacciones dipolares pueden hacer que solitones oscuros (darb

solitons) -- inestables en presencia de intoracción de cortacto repulsiva, sean esta,bles

para un BEC en redes ópticas profundas.

A pesar del interés suscitado por los condensados dipolares, Ia existencia de solucio-

nes localizadas en la superficie, así como la urovilidad de solitones err ciertas regiones

del espacio de parámetros no ha sido cornplet¿mente estudiada, por Io cual los BECs

dipolares constituyen aírn un fértil campo de estudio. En esta tesis, intenta,remos

hacer una contribución en esa dirección.

L.3. Sistemas desordenados

Si bien Ia respuesta no lineal cs cleterminante pa¡a la obtención de perfilcs discrotos

localizados en sistemas periódicos, no es el único elemento que perrnite conseguirlos.

El desorden presente en un mcdio lieva a que todos sus ¡nodos normalcs (MNs) sean
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localizados espacialrnente, fenómeno conocido como locttli,zación de An'derson, pttes

éste, en su trabajo de 1958, relacionó por primcra vcz cl problen.ra de Ia localización

con Ia difusión (o Ia auscncia de ella) dentro clel lenguaje de I::, mecánica cuántica [23].

Su contribución no se reduce sólo a la forrnulaciórl del problema, sino quc incluye

también una estinación cuantitativa de la fuerza del potenciai desordenado necesario

para cancelar Ia difusión.

Los primeros esfuerzos por observar el efecto de ia loc¿lización de Anderson estuvie-

ron dirigidos a comprobar una rel¿rción urtre desorden y conductividad electrónica,

es decir, las propiedades del transporte, principaltrente en metales [24]. En esta línea,

la refornlulación del problema usando teoría de renormalización [25], sentó las bases

para la posterior irtroducción de la teoría de escalam.iento, uno de los enfoqucs más

exitosos en caractcrizar ol comportarrrierrto crítico de la conductividad y de Ia lon-

gitud de localización de los autoestados. La idea b¿ásica de esta tcoría, es que ccrca

de la tra¡sición entre estados extendidos y localizados, b¿sta con una variable de

escalamiento para describir el comportamiento de ar¡rbos parámetros (conductividad

y longitud de localización). Paralelamente, ftre necesa¡ia un¿l clasificación previa de

los distintos tipos de desorden, que permitiera adecuar la teoría dc escalamiento a las

propiedades pa.rticulares del medio on cuestión. La aparición de nueva"s técnicas teriri-

cas y experimentales, permitió que en los ochenta ya se tuviera un cuadro descriptivo

bastante completo de los electos de desorden en la conductividad y Ia conductancia.

Una revisión detallada de estos desarrollos se encuentra en la referencia [26].

A pesar del éxito alcanzado dulante sus prirneras ct¿pás por Ia teoría de la loca-

lización en sistemas desordenados, la observación explícita de localización de ondas

en el interior de un rredio (es decir, sin la linritación de conocer só1o el znpzú y el

output del sistema) no fue posible sino hasta algunos años atrás. Dos sistemas físicos
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han resultaclo ser apropiados para el estudio de este fenómerro, a sabor, los arreglos

de guías de ondas 127 zo) y BECs atrapados cr re<les óptictrs [30-32] Ambos siste-

rnas han permitido la observación rie la localización dinámica de paquetes de onda,

así como la excitación de modos de Andcrson particulares.

En el caso óptico, el desorden es implementado por una perturbación en el índice

de refracción inducido en las guías, o bien por un p<.rsiciorrantiento &leatorio de éstas

En principio y bajo ciertas aproximacioles, puede decirse que estos dos mecanismos

permiten obtener respectivamen\e d,esord,en dzo,gon,al y d,esonJ'en no d'iagonul por se-

parado. Esta distinción apunta al hecho de que con el prirner mótodo la pertr.rrbación

provocada por e1 desorden afecta las propiedades Iocales de cada guía de onda, rno-

dificando Ia diagonal de la matriz en Ia correspondiente ecuación de autofrecuencias

(autoenergías); en carnbio, al posicionar aleatoriarnentc las guías, la alteración se

produce en el acoplamiento ertre las funcir¡nes de onda de cada ula, por Io que Ia

modificación lbrmal en la lnatriz de autocnergías sc da filera de la diagonal. Un ejem-

plo de la reaJización experimental de un sistema corr desorden diagonal está dado err

la ref. 128], donde se usó urr arreglo dc guías de onda con dcsorden diagonal pa-

ra excitar MNs específicos que exhibieran localización de Andelson. El desorden fue

introducido a través de una pequeña variación aleatoria err el ancho de cada guía, rno-

dificando así su constante de propagación efectiva. Dado que la variación en el ancho

es pequeira, puede despreci¿rse el efecto que tiene en la constante de acoplamiento

entre guías, Ilevarido a un sistema con desorden puramente diagonal. Un experimento

courplementario, en que se carnbiara Ia separación cntre las guías rnanteniendo su

archo constante, permitiría introducir desorden no diagonal solamente.l

lEn 1a prrlctica. cs dilícil aisl¡r ambos cf'ectos, por lo quc, cr gerrcrzrl, cstiál siernpre plescntcs
silu[ltá¡e¿lnqlte .
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En un BEC, en tanto, el desorden se introduce con una aclecuada configuración

de los láseres usados para el atrapamiento, que perurite removcr Ia periodicidad rle

la red óptica, a fin tle producir un potencial aleatorir¡. En cstc caso, la perturbación

a,fecta tanto a las energía^s en cada sitio de Ia c¿rdena como a los coeficientes de

acoplamiento entre sitios, por Io que no es posible aislar arnbos tipos de desorden.

En el últirno tiernpo, muchos estudios se han cent¡ado en el efecto de incluir una

respuesta no lineal en sistemas desorderrados. En las ¡efs. [33,34] sc distinguieron tres

regimenes distintos de acuerdo al efecto en la loca.lización de un paquete de ondas

propagándose en un sistema no Iineal desordenado: cuando 1a nolinealidad es débil,

la localización dc Anderson prevalece para tiempos largos, pcro el pulso finalmerúe

se dispersa; en un regimen intermedio, la dispersión ocurre inmediatarnente; para no

linealidad fuerte, una parte del paquete de ondas se localiza debido al autoenfoque,

mientras que e1 resto se dispersa subdifusivamerfe, Así, cierto grado de desorden

y no lineali<Iad puedc favorecer la dispersión de uri pulso. La cuantización de estc

efecto combinado de desorden y no lirrealidad es todavía un¿ tarea pendiente.

En este trabajo nos centra.remos en dos sisternas realizables mediante un BEC

atrapa.do en una red óptica, en que la localización surge como consecuencia de las

interacciorres atómicas y del desorden int¡oducido en el sistema, respectivamente.
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La descripción de un BEC en una red periódica pucdo a,borclarsc desde diversos

errfoques, no obstante la rraturaleza propiamentc cuántica del fcnrimcno de la co¡l-

densación. Para una visión macroscópica, la introducción de un pará.metro de orden

simple es posible gracias a la teoría d,e campo rnedi.o (lCM), en que la operatoria

cuántica es reemplazada por un modelo semiclásico. Incluso dcntro de este marco,

Ia interacción atómica apalece colno rlna de las componentes fundamentales en Ia

descripción, dando pie a fenórnenos no lineales. La prirnera parte de este capítulo

presenta un resumen del desarrollo necesario para introducir la TCM en el estudio

de un condensado.

Sin embargo, antes de discutir la dcscripción de Ia fenomenología no lineal a través

de la TCM, es provechoso revisar la teoría line¿l de ula partícula en un potencial

periódico. Dado que la dinánlica de un BEC es resultado de la combinación de la inva-

riancia tra^slacional discreta dada por el potencial pori<ldico y de los efectos no lirreales

aportados por la interacción atómica, la comprensión de las propiedades lineales de

un condensado es un requisito irnprescirrdible para el estudio de su dinámica. A lo

largo de este capítulo presentamos las consideraciones fundamentales surgidas del

sistema linea.l, y nostr¿ntos como éstas pueden ser incluidas en un modelo discreto.

2,L. Descripción general. Teoría de campo medio.

La corrdcrrsación de Bose-Einstein es un fenómeno cuántico. Por esta razón, consi-

derarnos err prirner lugar el hamiltoniano de varios cullrpos quc dcscribe N bosones

interactu¿ntes sornetidos a un potcncial exteruo 7"*¡:

u: I a,vt1,¡l-#,",i y",.,(4],i,(r)

+ ) f ara, vt fr),lt(r'¡v1r - r'),i,1r¡,Í,1r'¡ .

(2.1)



ZI DE C>\tl" '<,¡)

Jero,-:o-rrcr !Í .egtit¡¡u- -
(o."'9

Aquí út(r) [t?i";] "s 
el operador de creación [clestrucción] de trn bosón en la posi-

ción r. El potencial 7(r - r/) es un potcncial interatórnico que describe I¿ interacción

binaria (de dos cuerpos) entrc los átomos quc componell el condensado El hecho de

que sólo considerernos interacciones binarias se debe a Ia definición del BEC como

un gas diluído, en que el camino medio entre los átornos es mucho mayor que las

longitudes relevantes para la interacción. La aplicación de métodos nurnéricos al mo-

delo (2.1) permite caracterizar propiedades del sistema, corno cl estado hrndamental

y su comportamiento terrrodinámico [36]. No obstante, Ios cálculos se diflcultan con-

siderablemente al aumenta¡ el número de pa"rtículas [fS]. Osta cs una dc las razonesl

que motivan el desarrollo dela teoría de campo med.io (ICM) para estudiar un BEC

en un marco cl¿ísico. La idea básica de este enfoque consiste en considerar la parte

operatorial de ü(r) como una perturbación cle su valor esperado (prome<lio cuántico)

l, : ('?) Es decir,2

.Ír1", t¡ : 4,(r, ¿) + \i,'(r, ¿) , (2 2)

donde hemos extendido el planteamiento aJ ca,so tiernpo dcperxliente. Asuminos que

el operador r?/(r,f), relacionado con las fluctuaciones cuánticas en la clistribución

de población atómica, es una perturbación. La función r¡i(r, f) es un campo clásico

con fase bien definida, y recibe cl nombre de Junci,ón r1e onda macroscópicu. Esta

nomenclatura es apropiada, en tanto l(r, f) da cuent¿ dc Ia amplitud de probabilidad

de encontrar una partícula en una posición v tiempo dcterrninados, dcflniendo así la

densidad del condensado segrin n(r,f) : ldr(r,¿)]'.
I Adem¿is de Ia simplificación de los cálculos. Ia teo¡ía de campo mcdio permite el1tel1der el

comportamiento del sisterna cr¡n un co[jur¡to acot¿do de p¿ránct¡os físicos, y desc bi¡lo cuattita-
ti\amente de forrna precisa.

2Par¿ un dcs¿r¡ollo det¿llado que oxplique c$ta ¿rproximación, así como srr rclacióü coú l¿r. Írat z
densidad qrrc desc¡ibc el condcnsado. ver rcfs. [15,37] o los fundamentos origi¡ales cn [38].
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A fln cle obtencr Ia ecuación para la función de onda ry', debemt¡s usar priürero Ia

ecuación de Heiscnberg con e1 hamiltoniano (2.1),

^:
¡¡9'Y = [v,sl : { -!r' L v*,(r) + [ ar' v,¡,'.r1v¡, 

"';ú1"'.r;],u1,,r¡0t L ) l2m J )
(2.3)

La utilidad de la descomposición (2.2) es clara cuando la perturbación dada por

Ú'(r, t) es muy pequeña (es decir, cuando el condensado es más bien homogéneo).

En ese caso, simplemente reemplazamos el operador ,i, por l. No obstante, para

que esta aproximación sea válid¿, m¡ís consider¿rciones deben hace¡se en relación

a.l término de interacción. Esto es present¿do en el capítulo siguiente. Aquí nos

referiremos en detalle a las propiedades que surgen del caso no interactuante, en que

la evolución temporal de la función de orrda macroscópica qucda dada sólo por la

ecuación siguiente:

Si la dinámica está rcstringida a una dimensión (las consideraoiones necesarias para

la realización fisica de este caso se darárr cn la sección 3.1), la ecuación correspon-

diente a (2.4) estará dada por

*# : {-*"'+ v",.,1"¡},¿1",t¡ (2.4)

. hA{,, _ I _ h2 02 r rz ¡-r I
'n at -- \-z*,r'+v-'rlr)Jth(r't)' (2.5)

Nos interesa estudiar el caso en que Vext es un potencial óptico (producido por

un haz de luz láser) en que cl corrdensado está inmerso. En l¿s secciones siguientes

exponemos los elementos neccsarios para introducir este potelcial en un modelo que

posteriormente pueda ser considerado como un sistema discreto.
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2.2. TYampas ópticas.

El atrapatnionto de áiornos con un potencial óptico es posillle a ttavés del efecto

§far&: cuando un átomo es situado en un campo elcctrornagnético oscilante E(f)

(como una onda de luz) se induce un momento dipolar dependiente del tiempo

D : a(w)E(t), (2.6)

que provoca una modificación r.[e los niveles de energía atómicos. Aquí o es la pola-

rizabilidad clel nivel atómico, que depcnde dc la frecucncia dol campo, c"r : oros + A,

y exlribe una resonanci¿ en c¿.*. El término A queda definido como eI d,etuning o

diferencia entrc la frecuencia del campo y la de resonancia [16].

El cambio AE en un nivel de energía del álomo viene dado por

rc: -1.a(u)ln'z(t)), (2 7)

doude 0 se refiere al promedio temporal de E2, evaluado sobre un ciclo de oscilación.

Si la frecuencia del carnpo eléctrico es mcnor que la de rcsouancia, a es positivo

y el dipolo (2.6) está en fasc con el carnpo. En este ca-so, el gradiente de la energía

potencial resultante apunta en Ia dirccción cn quo cl campo se incrementa. Por lo

tanto, una trampa óptica estable puecle realizarse enfocando un láser consiclerado

en Io que sigue corr o un haz gaussiano -- h¿r-sta tener una ci,nhtra de ancho ,r-u¡,

con lo que el desplazamierrto AE (a^sí como Ia correspoldiente energía potencial 7)

adquiere la siguiente depcndencia en la posición:

LE(r,z):V(r,z): -% exp (-zr'/,utlzl2) ,

I /,\
l'. (;)

(2 8)

ulzl : u1o (2.e)

COII
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En (2.S) V¡ denota la profundidad de la trampa óptica, que es proporcional al

cuociente entre el pea& de intensidad del catnpo y el deht'n;ing A (cl signo negativo

se debe a que considcrantos el caso a > 0, Ilarnado red detu'ning). La variable r

corresponde a la posición en la dirección radial.

Expandiendo V(r,0) (esto es, la energía potencial en Ia cintura del liaz) en torno

ar:0obtenemos

(2.10)

de donde sigue que, en una aproximación armónica del potencial, Ia frecuencia de

oscilación c"-,l en la dirección radial para un átorno de rnasa nr. cs dada por

lrv"F,. (2.11)

Esta frecuencia cuantifica la fucrz¿ dcl atrapamiento cjercido por Ia traurpa en la

dirección radial; asirnisrno, es posible definir la fiecuencia de oscilación en la direc-

ción longitudinal. No obstante, como la distancia característica cn la dirección z es

la longitud. d,e RaELeigh zR, el atrapamiento longitudinal es mucho rnrís debil que el

radial. Por esta razón, si se quiere confinar fuertemente a los átomos en todas direc-

ciones es necesario usar varios láseres orientados pe rpendicultrrmcnte, o bien utilizar

otro método de atrapamiento en combinación con la trampa ópiica (por ejemplo,

confinamiento magnético).

2.3, Potencial periódico. Redes ópticas.

Cuando dos láseres propagánclose en sentido contrario se superponen, el patr<in de

interferencia que se forma da origen a un potencial periódico. En efecto, consideremos

dos liíseres idénticos (es decir, de igual intensidad, polarizaci<in y longitud de onda)

que se propagan err la dirección u con vectores de r:nda respectivos kr : ki y

/ q-.2 \
Y(r,O): -Yo {r - --o * )\rró/

1

U0
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kr : -k i, donde k : 2r /), y \ es Ia longitud de onda común a los dos láseres. En

ese caso!

(l|n : \leik§ + e-ik'12 a El cos2 (kr). (2.t2)

Luego, Ia energía potencial originada por el campo óptico, a través del efecto Stark,

resulta ser

V(r) : Uo"o"z1nr¡Or, (2.13)

donde d : \/2 s el espaciamiento de Ia red y yo es su profundidad, proporcional

al cuadrado de la amplitud del campo óptico. I/¡ suele medirse en unidades de la

energía d,e retmceso (recoil energy)dada por

- n'1f'
"' - 2mdt ' (2.t4)

que corresponde a la energía entregada a un átomo que interactúa con un fóton de

los que componen el campo óptico, a través de la transmisión de momento lineal.

Por tanto, la profundidad del potencial se define con el parámetro adimensional

s--Vn/8,. (2.15)

Notemos que el ensa.nchamiento de los haces gaussianos lleva a una pérdida de la

periodicidad lejos del ancho mínimo (foco). No obstante, como el espaciamiento d

Figura 2.1: Dos láseres propagándose en contra forman una red óptica unidimensio-
nal. EI patrón de interferencia da origen a un potencial óptico que, en cierta región,
puede considerarse periódico con periodo d.
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cle la. red cs proporcional a la. longitud de onda del láscr y tmrcho mcnor que zR,

el potencial puede ser consiclerado periódico v descrito pol (2,13) en una región

extendida sobrc va,rios cientos dc pozos de potencial (sitios de Ia Lcd) [39].

Con un procedimiento análogo ¿rl utilizado para calcult'ur la frecuencia de atra-

parniento ,-¿'rcli¿r,l en la sección anterior, cs posible expandil cl potencial en torno a

alguno de sus mínimos y encontral l¿r frecuencia de oscilación armónic¿ de trn átomo

atrapado en uno de 1os pozos de I¿ red:

(2.16)

Al comparar esta expresión cor t-,1 (2.11), nos pernrite ver que ambas frecuencias

son inversarnente ploporcionales a sus longitudes característic¿rs corrcspondientes

(l:r ciutura del haz t¡ y la longitud de la red d, res¡rcctiva.rncntc). Para un haz

con cintrrra ¿¿o : 10pm ¡:ueder: alcanzarse frecuenci¿s radiaks de unos cuantos

Hz; por otro lado, Ia longitud d de una red óptica generada por un láser de ,\ :

800 nnl es aploximadamente vointe veces mayor. Luego. con una ntisma intensidad

de Iáser puede construirse un potcncial óptico que localrnerte tiene una frecuencia

de atra.pamiento ¿rmónico de varios kHz.

2.4. Autoestados de un BEC con potencial pe-
riódico. Sistema lineal.

Antes de considerar las interacciones atómicas presentcs en un BEC3 es decir,

cousiderando sólo Ia parte lineal del sistema - porlcmos deducir algunas propiedadcs

de los autocstados y las autocnergías quc lo describen, rmicamentc a partir de la

periodicidad del potencial [en 1o que sigue nos limitamos al c¿so unidimensional

7f

d ;

sEstas serán integrad¡rs al modelo en cl c¿pítillo siguiente.
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clescrito por (2.5)]:

%*(¿) : I/¡ cos'?(Á:r) = ,sE, c,os2(k¡) . (2.17)

La teorítr que rigc la forma del cspcctro lineai y los corrcspondier)tes antoestados

es una extrapolación direcia de los result¿rdos básicos en la teotía de sólidos [40].

La conexión entre sólidos y átomos insertos en ula ond¿r dc luz r¡stacionaria ha sido

discutida en 141]. Esta corresporrlencia permite que las solucioles estacionarias del

sistem¿ sean encontladas a pat'tir de la aplicación riel teorema de Bloch, segriu el

cual las autofunciones cle onda dc un hamiltoniano con un potencial peliódico sol

de Ia fol ma

Ón, - eiq'u-'.?) ' (2.18)

Aquí, q es el llarnado atasi, mo'mento, rz indica el índice de la banda (esto será ex-

plicado más adelante), y la función u,,o(z) tiene Ia misma periodicidad espacial dcl

potencial V(z), es decir, 2",,0(r + d) : u",r(r). Esia úrltima propieclad permite res-

cribir las ftrnciones dr,q y el potencial 7(r) como una seric dc Fourier, co:o eI uector

tle red recíp'roca definido por G :2tr/d,:

ón': eiq'l cn e*c' '

v(d:»v"e.t^G"

(2. ie)

(2.20)

Sustituyendo estas expresiones en Ia ecuación de Schroedinger lineal (2.5) y trun-

caudo las sumas en algírn rn = 14, obtenernos un conjunto cle 2(2M 'l 1) ecr"racioncs

algebraicas:

{*, - *c1'z +uu\ c,-,,c +!c,-.^u,tc +2,n (ñ l)c : Ecq-,nc. Q.2t)
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0

q

0

Flgura 2.2: B¿Lrc1¿s tle cncrgía cie ulr sistelllii perlóclico. (a) I'otenllia} clóbil (- E,):

ias 1¡¿rnr.l¿rs Son máS anchas c}re lits gaps; óstOS sc cstt'cch¿Lu cacla Yez máS para llaucltrs

supetiolcs (b) Potenci:Ll prolrtllclo (- 10,1-,): La ptitllcra b¿r¡td¿¡ esth scparada clc 1a

scgrttLcla ¡ror uu gap rnLcfio rtrhs ancho que cl1as.

Figrrltr 2.3: FrtnciorLes dc Rloch pa,riL ttrt potctlcial riptiro rlc prolirldidaci - '1á',.
correspondicntes ¿r cu¿rsirnomcnto q - 0 (abajo) -v q - r (¿r'ril¡¡r)
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El úrclicc ¡r¿ torrra los r',rlorcs ,,V. "M -l 1,....M 1.-M. Lut'go. pilr¿l cad¡1

cttasirnotxerrto 4 cs1.ii ecrrat:iórt pelmi¡c atlCorrlr¿¡ \M=l ntrtrlelle|qías tlilercutcs -É,"'.

cada uir¿L peltonc(i(rnLe a.trta hrttttlu tk r'.rt'etq'ío roi tll¿rcla col ¡¿. ,A.sí. las tr,utoeticrgías

v Los antocstados clependcn clc la profunrlLriarl riel potcrrci:rl ¡ dcl c tittsitt.totttotrto q. Lrr

fig¡r.a 2.2 utriestr¿t 1¿1S prirlct irs )talrlas ptrlir rlos potencialcs clistiutos: ln figula 2.3 las

a¡tofrrnr:ioncs cort e.qpoudicuti:s ¡r los br: tclt:s ittJclior l'-*ttpr.:t'iol c1c 1rr ptirricla Lancla

parar un poternciaL irtiertncclio. Es iülpolt¿1xte deslac¡rr cltttl ctt e1 1Írniti:1i -+ 0, e1

sisLem¿l corre-§1)onclc a t¡r rrlcdio corLtiuuo, sin lt¡ttda.-.. cle etrergÍa.

2.5. Límite de potencial profundo. F\rnciones de

Wannier.

Cnando l¿r profirnclirltrcl dci polencial ól)tico es 3rar11e, 1a sqrar ación cntrc l¿s ban-

clas es lambiól grandc.r.. r¡rr concordanci¿r, la r.¿rtiaciórr cle la enclgiu con cl crt¿rsituo-

rnerrto q ars pcqui:iLtr.

Dario r¡re 1as pur-tícu1as on Lru r:o¡rclels¿i1o cst:il r:n cl e:starkr rkr ntítritrtri clelgíit, nos

conceritfaremos cspecífic,rmcute el Ia plirrtr:ra lrattri¡r. La rcf. Il?] 1,r'c.,rLl,L rlu,L cx

FigrLra 2..1: Frrnciorrcs dc \\'¿tinier de otrlcl ccfo p:lla un policnci¡.I ctóbil l- 0.5Á",

ar.-riba) ¡ urro fueri.e (- EI-:". abnjo).
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presión analítica para le deperdencia de Ia energía e el cua"'iimomento en Ia primera

banda, conviene a saber,

(2.22)

4
r-$)3/,r "-z¡=

(2.23)

Con respecto a las autofunciones, podemos ver que los estados de Bloch en g : Q

y en q : r/d, difieren en la fase rela,tiv¿r de la furLción de orrda cntre dcls míninos

arlyacentes del potencial (para q : 0 l¿ funcirin es rrr¡ cscalonada o unstaggercd,

mientras que para r/d es esca.lonada o staggered), pero comparten una característica

importtr,nte, a saber, sel combinación de funciones localizada,s cn cada sitio de la red

óptica (ver fig. 2.3). Luego, para estudiar la dinámica cn este límite, resr.llta úlil la

introdrrcción cle las funci,ones de Wanni.er', definidas como I¿r trarrsformada cle Fourier

de las funciones de Bloch, segírn:

'!: * -2ncos(qd,),

o,,(n,r) : ) .1 
a, u'^,,1.,,q.¡, (2.24)

donde R indica el ccntro de Ia función de Wannier. Según esta definición genelal,

las funciones de Wannier pueden ser complejas. No obstante, en su trabajo de 1959,

Kohn mostr'ó que por cada barda existc una funcir'rn de Wannicr que es rcal, sinrétrica

y exponencialmente localizada 143]. Esta últirla propiedad es neccsaria para nuestra

descripción, por Io cual considcraremos solamente la^s funcir¡nes cle Warrnicr reales.

Además, dado que nuestro estuclio involucra estados dc mínirna enelgía, nos lircita,-

remos a las funciones de orden cero. )¡ adoptalcmos Ia notación

é¡(z) : o6(R - .id.,) ,

COI]



rLoncle.j irxlir:a cl sitio de l.r rcd cu qttt': cstá ccntlil(lit lt Itttttriórt cLc lVarrnier (r: - 0

par:r el ptirtrer sitir.,l. La figrua 2.1 rlrlresll¡ la fttnr:ititi de\\:ir¡lucr tlt: otrlcn rr:ro v el

l,u,r' r 1', ',.1i,,,, ,¡ ' 1'u ,1i' I

Si l¡ien no hcruos cousidcr¿rdo aiur la iulcr¿rcciórr atóuLica rlcl sistcnla, es trecesalio

señllal c¡rc l¿l extcrrsiri¡ clcl rlotlelo dc potcncirl plofirnclo ¿Ll r,aso tto lincal itnplir:a

rirra rilocliiica,cirin clc las funclones rlo \\¡¡uuicr clcl¡ido al ctrtnl¡io cn la ricnsidarl 1ocal

del BEC, que a slr r.ez r.lcpcude dei uúmcro de átottLos \(f) r:tt ol rrLítiitrro f ósirno

del potcncial f-1,11. Dr. moclo qrtc Il rlefirición de Q,,i::) r'icbtr '.er genetaliziLda courr

sigue.

4.'j(u) ---) é,(2, Nr(t)) . (2.25)

Esta rnodilictrción sc condit:e «rr h consider-acirill cic Ia c¡lllrl)L]uelrtc.'ü'¿r'['crs¿Ll r]c

1¿r Iuuciórr c1c onda. qllc sc le al'ect¿rdl crt¿rttrlo la rk¡rrsirl¿rrl ¡itó1rlic¿ ars n¡,-tv glanclc. No

obsta.ntc. cn Dirc,qtro análisis es posiblc onritir la ilepenclenci:r ,L",F,r.r) orr,\, 1). 1',

qrre pnede collsicicr'¿lsc corno cl c¿lso clc ordctt (:clo cu l¡t oxprr-:siótt (2.25).4 LLrego, la

funcií»r de oldir nracroscrípic¿I p¿r,r¿l, 11ü colxlcnsado dc Bosc-Einstcin r:tt ttn potencii

óptico pofrriido pu,"de descort t¡r oIIer se coltto

t¡

f, r''l' ,ra
doncle u,,,(t) e C v i:l Ír'rclicc r¿ corLe soLre los i1 siiios de l¿i rer-l.

aEn la ¡ealizacró¡r l:xpelimcrrtal de cortleusir(los con int0r¡tcjcionrs dipolarcs 1a,< drxlid¿clcs ¿1tómi-

cas obtcni.l¿-" son baias [21], ¡rorrrrilicndo c¡re r:sta irpro:iinraciólL se¿r vrilicl¡. !}r r:l c¡so gi::¡er't1. c1

rmrgo dc virlidcz qucdir rlclilido por' l;rs f'r'ecuelcias rl.' ¡tl ¿palrlinlrto .tuc cerlcrÉrriziln cL potcnclnL

óptico [.i.,1].

(2.26)
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Discretización del modelo. Ecuación discreta
lineal de Schroedinger.

z¡,-::: | * lfrtr,,)']+i,:.,oil

De ¿tcuclClo a lo visto cn 1¿rs sr:cciones ¡rrrteLiolcs. r:n cl lílrito dC potellCi:il prolutlclo

Ia fli¡¿ir¡ic¿r lir.real clcl BEC qr«:rli:L bicu cltscrittr a tt'avé-" rir:l el'eclo t,rinel clc funcioties

localiztirltrs €rtlc pozos de poti:ticiitl rr:i:irtos J,:r collst¿rnte de ItnrcLo1e o:tcoplatttiento

(tiLnrlriórr ll¡ut;rtla t¡iza c.lc. hoypm,¡i \-ielrc d¿l(l¿1 por

(2.27)

r:si,o cs. c1 h¡irriltorriano iirreal prornerliarlo sohre l¿Ls litnr it¡ttes clc \\'¿rnrrier ur clos sitir¡s

r.ccinos (ac¡rí heltrts vrrclto al caso ¡ii-.rrelal el r:rralqrtict clirncrtsirin). Dc forrrLi,l itnáloga.

rlcfini¡ros lit tt¡erqía ert s,it.,i¡ a r.c.ccs 1lirrn¿rrl¿r cor¡it¿urtc de ltttoacoltlatrtictito

cono la intcgt al del ]r¿rntiltoni¿ur¡ Iles¿1d¿i irllr 1¿ futLciritL dc \r,'itrlitl i'tr ul solo sitio

scgún

(2 28)

Estas intcgrak's ¡1p¿lrccctl ri¿rt ul ¡llnerrtr: al tcctnlllaz,rr 1r coll 'l irll;;rlz ll -'(i) nn Ir,

ecuación dr: Scltroedingel (2.4). rmltiplical pot'<I',,,(r) c itrtegr:u r:spaciahrcrrte l'1-1r'

F)ste prcr:edinielto ller.¿r a I:r siguietito ecua,cii»t de Sclir,lctlingcr rlisrreta pata l:r

cvolución c1c la:rrrrplitucl 2,,,(f) dr: la lirnciórr rlc oncia cr el sitiL, ¡r¡-i"irtro:

no9+9: rck¿- r(¿)+z-+r(¿)l + e^?,;-(t), (2.2e)

dolxlc sc L¡r usado 1a ortor r orrtL¿lid¡ d clc les ftlncionus alc \V¿irx1i('l:

f dr: or,,ó,,+r : o, fa'o?'-t (2.30)

Eslir propir:r1iLd sc lt-r¿rrrtierrc int:ltrso cuarrclo cl potr:rlcial ó¡rlico cs ligtlt ltrx'rttc ape

liódico. Err csc caso, }¡rs fiurcioncs de \\¡anricr sori (listirtas parrr crurcla sitio rle la led 1
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asirnisrno los coeficientes c1e enelgía dc sitio y acoplalrliellto vatían, sieuilo ]lecesalio

rotularlos corr un índice 6l y rc1. Esto se usará cr e1 capítulo 5 para estudiar sistelras

desorderaclos.

En ocasioles, para efectos de cáIculo, es conveniettc norrnalizar Ia energía de sitio

y rescalar el tiempo segírn

'2n.

con Io que lrr er:. (2.29) r¡ieda

nu";:ü : u*-t(t) -r tt*+t(.t) -F e.,,-(t) ' (2.32)

Est¡¡ rrruación pLtcclc obtclclse colllo lllla ct:lt¡Lciritr dc rltovinticrrto cilnóliica.

.aHu*- aoui)'

7
' 2r.'

(2.31)

(2.33)

ru¡n el lr¿rrliltori¡ r ro lineal ilisr:tcto

(2 34)

Tanto l¿rs pr.¡lticdlcles lincales dc un BEC coruo la rljscrctitrrrl clcl ststctrta ctl prr:

st:rrci¿ cle 1ur potellci¿r1 profiurclo. cst¿í1r prcscul.cs cn cl tnorLclo cur'¡r rlt:tlttcrrión ltctixls

expucsto en este capí1,]rlo. No obstatlitl. la desclillción rro estti c'orlpleta. ell t,aDto

hcmos ouritiflo 1¿ls irrteli,rcrcioruts oltle I¡rs partícrrlas !111-a coltU)orl(rtl ttl cotrdt:ttsado.

r:uestión que se clcs¿r¡r-ollatá cir t:l t apítrtkr sigtticlltc.

H : t {-i,,",,,,,, 
t,i u,,, -1) + r,,12,,,1'} .
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Err cste capíLLr1o prcserti¿l nro-c ur.ra cicscripción de dos |ipos tle irttu accjritt ¡tólltic¡.r,

existelrt¡s c¡ krs co¡dc¡sailrs rle Boso-EirLsLeitr. tltx: ilatr lugar a urtir irttt'resi'iltttl ¡'

clilersa dirrámica.

En prirrer 1ugar, r:sruuimos 1a rlcscli¡rciin gcnclll de las jttl ct ¿rcciittri:s ¿rtótlic¿rs

localcs r:n L¡,se r L¿L ¡eorí¿r cle c¿Drpt) rrredio. anlplialni:rrtc rtliliz¿1d¿'r cn 1a ttia¡ot^irr.

cle estudlos scr¡icl¿isicos dc BECs. Bajo cicrtos par:itnetlos. cs posiblc rlcsr:ril¡ir tl

sistern¿t con ul nxrdelo tli,*clctr¡. qrre -"erá utiliz¿rdo ell 1rL1os¡1'o estndio Ittuuérico ut

ios sigrrientrls capítrtlos. Eu sc¡1nudo 1ugar, introrlur,iuto-' la inte|acción irtónlic.r de

lalgil :ilcill1cc prcsentc cl BECs ,:ltl'o" ilomoq exllil)r,rll LLrI lllolll(lll1a) rllagtlétic':r pct-

¡lanerte considcrablc, cotrc¡ es el cirso del (lroulo52. t:nv¡r couclctlstrción frre rc¿lizacla

cxitosirnlenle en años rccicntes 119]. Dos ¡rtrer c¿t tttientos clis¡irito-s son rrtosttaclos. ptr-

ra ir.Lcn1,i1lc¿il la rnoclific¡iciórr eu rlilcstr'o modelo clisclcto dcbirla a 1¡r iuclusirilr rle l¡r

il.rn¡.,,',,r. lil,.,l¡r.

3.1. Interacción de contacto. Ecuación de Gross-
Pitaevskii

En cl capítulo ¿intclior sr: plantcr'r qui:, i:rt gettrtliil 1¿r t:r,ohrr;ióti tcnrporal ric utt

conderrsado cstalra legida por la ecltaciritr

,ttr f lt- ¡ )
,l;'-- .n'tt { = f I'.1r /'r¡ 'l' ¡',1¡ t,r'.rf'l't'';)t I '1.. .l ) 

\Jl
La intcrlLcciórr de contircto. asoci¿rcl,,i a l¡is colisirxrt's entrc l¡rs partícnlits qLle conr-

prinen cl BLlCl, cstá r'cptcscntacla por cl tóutiirto c¡ue cont,ietrc al potcnci¿ll l'(r - r').

Estc tér'rrino puerlc simplificrrrst-. si consicler¡rrlos qrLe ol g-as cstii sLtficiontentcttte cli-

luido, cie rlodo quc sókr se dan cohsio es biuarias (entrr: r-krs bosoucs). Ai.lerriiLs. r:l

hectio rlc Llue en ull IIEC l¡s ¿ltour¡s it-stán en el estado rlt'tnirirra cnergí:r ilnplicrr
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quc cu Llr i,r e\pr,Lnsirirr rrullipill¿r del prtterrr:inl de iltteracción. só1o 1a :4lroxirrrar:irin a

prilx:r orclerr (rror¡ sirretría r:slrl ica) o-. rlccesali¿t pafa Lllla ricsctipciíln co¡r'ecta. Pol

csta razóIr. cs posiblc ca]i:[ctcrizal'1¿ iutcr¿cciórr a Lri]\'tis .le utt r'ttlico patám|tro l:r

long.ittLd de s(1t.l,Ltrí,71g r¿.. lln r¡l¿r ¿nalogía corr la ik:sclipción ciísica rLe Lolisiorc-r.

pucck: irlorrtificalsc .¡r con cl r'¿rrlio cie un blarco esl¡rico irltclacl rL¿rndo colr ttr l)ro,t-ec-

til a ent:rgía tan b¿.j¿ qllc cllitlcluier csll urrtllr¿ intct'n¡ ck:l lrltttcr,r lrrtcde scr igllolad¿r.

Corno se ilijo, r:s ui:cesalio qrte i:l gas es1ó itierr clihrirLo. ¿r lin rk: illLtl cl c¿lrrLilo librc

rlicrlio r:rttre bo-.o¡r:s sc¿r rrLrtr:ho nr¡L\-or r|ri: la lolgihtcl dc scottt:'rirtg. Los :rtgumelitos

antcliorts lier.¡ru ¡ la rldirrición clcl sigrriurto sr ¡.t.rlt¡l¡otenr t.olpar ir ,:roli-.iottes bin¿rri¡s:

V(r - /): 7d(r - r') ,

doncle Ia constante J se relaciona con as según

(3.2)

4rf? a"
1: *

Ahor-a reernplerz,rrrros el operarlor ú, cr¡n 1¿r fuución cle ontla macroscópicir d para

obtr:riel

ihfir¡.,(r.t'¡- [ #t' + 1,".,(r) +-r'q.(r,r)':]'.,'(.,r). (3 4)

Est¿i i:s 1a c(:uación, de Gn¡s¡- Pita,:.¡.'sir lGPl. rleIir¡cla por Gtoss i11161 v 1963) t'

Pitacr,skii (1961). r,¿ilid¿ pala Las aproriuaciones r'xpttcstas antcriolnreDtc, ¡'cuatrcio

el lúrrLero clc át,orros cs tlucho nr¿l'vor (1Ltc rtno. Iln particttlar. es ncccsario ertfatiz¿rt'

c¡re el teernpl:tzo clcL i¡relarlot ú,'tr f,rrr,r ,t,' s¡r r'¿1,¡ ,''l,el¿ido celrllal i:n Ia

teorí¿r rk: carLpo nrcrlio e-s r'¿iLirlo sirlr a rnuv l)aja telnl)eriil.ulir,, err que lodas

las partícrulas csl,ál en el o-st¿do furxl¿rrnent¿rl. Ba.jo t'se legiurcrt. 1¡L ccuaciórr rie CP

ilescribe 1¿r cr.olur-:itin rnacloscírpica clel sistcura. caractcrizird¿ por e1 prrrárrietro cle

ordcn l) (r. f) .
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L¿r urua,ciórr (3.4) -*e srrnl.,lific;r cuanclo nos rcfctimos a un¿r Letl uulclitticrrsiotirrl po

siciolL¿rcl¿ a 1o largo cle ulLa direccji»l :r. Este caso correspr)ldo ¡t tür cotrfirrarlicntr¡

co¡ una ti¿urpa cr¡r'i sirnertr'í¡r cilírrrL'ir:¿r I en quc L:L ficcttcni:ia clc :Ltr rLp:r.niicttt o rxlial

c, es n:rucho rr¿r-r.()1 qLrc I¿ ficcuettci¿r cu ltr rliteccirjn trxial. -'\ lirr ile rlianterrer' los

átornos cn sn esiaclo frlrld¿ltlletttal. cs nctr('s¿trio c¡te la encrgía originacla lror 1a ititer-

¿ri:cicirr ¿rtórnica scr¿ menor a 1¿ -.cl¡¿rr¿rcióu t:rttre k¡.'' cst¿¡,dos vil¡l'¡rciottales ttanrcts¿1es

AE - l¡,¡. Dentl o di: estrr aplo..iimacirirr. l¿ Jrarte radi¿1l ú iii ;) dc la lu¡ciriu dc

onda. 1,r(r,f) - al .(p. l)rr,-lrl,f). con p : y2 + zr, 1)rrc(li: cortsiillrL¿t.r"sc conlo Lrú¿r gitrrt

ssialir r:u¡'o aucho corlespoirdt al cst¡Lclo furrcLarlcrrtal LL¿tt¡vcrsal. Lueg-o, la ccltaciótr

resulN¿rutc para ?,r.(:¿:. ¿) es []5]

clorrde

1to:2o,"ltuL. (3 6)

Notr:se qrLe 1¿r conrlicirlrrr planlcada con lesl)(xrto a la crtcrgía de intclac:ciótr ¡'su

cota fliJ,. sc tlailuce el utr vaLr¡r rnáxirno 1:rosible pilrir l.r (lcnsi(l¡td nr¡ - ¿,,ll.fl 2

*r el t ltrir.,-r 1,,-, ir''l ,l (:t:

'n,¡¡ <. 7f 2o". (3 7)

lo que sc crrmplc ctr l¿L nr¿¡'oría cle 1os expcritucutos actrr¿¡lt's.2

Cuanclo la pxrfurrdiclari l¡ dc I:r rtrl iiplica es granrle. nos cncorrtr'¿tulos cn cl Iírrlite

de potcncial profun,lo (r,el s,:cs 2.5 v 2.6) ,r'podernos discrtrtizar La r:cu¿ción de CIP

gclcral (3.4) expanclicirrlo l¿'L fir¡ción tlc otrd¡L t,'cri las httrcit¡ti, - d" \\"rrrrLi,'r-Ó.,fr)

1r\1 ¡rclrr¡s cn cir:r'ro r-:urgo, r'cl st¡cci¡irr 2.11.

2i!n cl c¡so del Ru1¡iclio. esto impli.il rn¿ clursirl¿rr1 lineal rn¿ixllra dc l0ll ái oin¡)s,/irrrr [16].

rnfi+"@, t) : I X#+ %*.(z) + 1, » ú(r,t)f){,ft:,t),
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Luego, sustituvendo cn (3.4), multiplicando por é"(r) e integrando en todo el

espacio, obterremos que la interacción de contacto es incluída en el modelo discreto

(2.29) a través de un tér'mino no lineal ctibico:3

nn\# : e,,u-(t) + ,r [2,,-1 (t) + rl,,11(r)] + q u,,(t)1'zu,,(t) , (3 e)

con 17 definido como

(3.10)

(o O",(e) para el caso lD) centladas cn los mínimos del potencial,

I = !2,,(t)o,.(4

o en el caso unidimelsiorral:

,/: l:oN¿ [ a, o, o¡.r1,

donde N¡ corresponde al número total cle átomos.

q:N,la,P,,¡1'

(3.8)

(3,11)

La ecuación (3.9) es Ia forrna está¡clar d,e la ecuación de Schroed.'inger no l'ineal

discrefa (DNLS), anrpliamente Lrtiliz¿rd¡r, partr. dcscril:lir'1¿r clinárnica dr: uu BEC atra

pado en una red óptica profunda, así corno otros sistemas físicos 17]. Srs propiedades

serán tratadas con mayor detalle en 3.5,

o.tJ.A. Manipulación de la interacción de contacto.
Resonancias de Feschbach

Tanto en el caso general como en el unidinlension¿I, Ia constante J con que se

define el seuclopotencial de la iuteracción de contacto es proporcional a Ia longitud

de scattering a" [ecs. (3.3) y (3.6)]. Luego, urr cambio en este parámetro implica urr

3Aquí usamos (. para clcnotar la energía de sitio en vcz ciel 2,, usado r:¡r la seccióu 2.6.
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c¡:rullio en la elcr-gía rLc irrt ci acr.irirr. La r.narripulación cle a" es posilrlc tr tra¡,,é¡ dc1

rttcc¿ruisrrxr conocjclo cttt:r¡ n:sot¡,l¡tc,iu\ (¡c F esctLbl.r:l¡. cn cluc 1a longitLLd de s t,tt.et i.nq

es r'¿Lli¿Lil¿r ntc(ljantc ttll carrlpo rriagnétir:o espaciallrcrrtc hontogrltrco rk. lr:rgultrrrl B.

La fcnonrcnolo--ía básic¿r dci,r¿1s c.iel 1)1oce-\o qrrc ller.¿ ¿r 1a-< r.r:son¡nala-s cl{: }-cslr

l¡ach se lesrurrc <:onro sigLrel. Lr irrtcr¿rcciórr cltrc (.los ¿itouro-. c¡rc coli-qjorr¿ln a rrn¡r

cierta crelgía lf cla Ltliq,:n ¿t potcnciirlcs rlolccul¡¡-rls qllc depelr.ltltj dr: 1¿r dlsta¡cia

ürte¡¡ltriruicr¡i ;" J. cut.¿r lel¡rción corr lll cncrgía de intcr¿rcciórL r.uia.rá scgún ia rlri-

figuraciiirr total dr: los grados dc libert¿rcl a1,r-ilicos (corno en el ca-.o rlc l¿L ¿rrlicirirL

rle ttiorlcnto ttngulal irrtrínscr:t¡,t .ylti,rt rlc 1os átorrios). Clu¡llrlo la energí:L ¿sintótica

(¡rar¿ r' ---+ co) clcl poterrcial r:s lrcuol r¡rc li (,,cr figrrra 3.1), clccinros c¡re aquól

cs rrn c¿n¿l ubi?.i to o t¡.¡,rn,l tlt: en.trad¡.| si corrtrali¿nrcltc cl poteu(ia.l asill1,ót,ico sn,

pela 1a" ener gíil rlc l¿l colisirin. sc trat¿r de tt can.trl cr.n adtt, t:at -qus cor lcsp orrcljenlos

eslaclos ligados. Por sirlpliciclad consideremos sólo do¡ c¿rn¿rlcs. u.o cclrado r. urro

abierto (r:rr experimcntos corr bosorcs es ¿rdccLraclo srrponer 1:L ¡xislerrci¿ rle nn solo

can¿l ¡bicrto, toda r,cz qnc pucdc drr-seclrarse Lr. ¡¡.obabilidacl rle tr¿rnsiciól rlc los

¿itomos a nivele.c cle r:rrcrgía miis nltos [20]). Evideni.cricnte. clos ¿i,touro-s lei¿rnos clrrc

se ¿rcercan ¡tara colisioniu corstitu-\.cxt utr cstado de srtttarin,t¡iclrr_r.a encrgía cs E) di:1

t:anal ¿bietto 1' en trttscncia de acoplarrrierito sc lr¿rrrtcrt dr í¿rrr cn e-ct,e r¿rnal. Siu ern-

balgo, si rrrr esl.ario ligaclo cli:l can¡i1 «:r'r'¿Lc.lo riene cncrgÍ:r ccl'ca1r¿r a -E'¡uecle ocrr¡ir

¿rcoplalrrieuto resorrtrnt,c e¡rtre los c¡rnalcs: los ¡ltornos sufi-err ura tr¿rrr-riciórr virtual

al cstado ligaclo. constitnycldo urr:r sau,dt¡¡¡t ol,éu t la cuv¿ clru¡rción es invcr.saÍrcrjtc

pro¡rorcional ¿r la clifelencja entre lil cnorgí¿l clcl cst¿rclt¡ ligar r ii¡, v la cuer.gía rlel

cstado cle scotLcri.nq E. Iucln¡o si el acopiarliento r:s dribil. l¿r rnczc-l¿r eltrc c¿Ltr¿leii cs

4lin¡. r'el.isió¡r corrrpleta rlc cste lencimeno (inclrnr:rdo -.rr aplir:aciú]r ctxper.irnoDta) cl dir.cl's¡rs
sistomas u)olécrrl¡r-r:s) se encrrcrtla en cl rcpoltc [46,. l,ara urta e;<p1ir:acicin cu¡]itatir.a quc c¡¡ra

rclorencias i20,,171



fncrle [461 1o que uroclifica lotal¡lerlentc lrrs propi«lirrics tla) st rtttr: t'i,n.!J atótnico. L¿l

Jlr'oxlrniclacl errrtle los rivele-r dc crre|gía dcl cstaclo de crntr:¡ldrl I cl ligado i:s ttn requisi-

t¡ irrrli spor Lsa hlc par-a cl;rcoplitruicnto: ¡i rio se cla es iro;ible ir¡rr Lrlccltitt la ilifcrcrrci¿r

cr krs rlo¡ncntr-,s IIr¿lg,]r¿ticos dc los can¿rk'-. ¿rl¡icr¡o ¡'ccrradr¡, Alr - llr,,::¡ao lt¡!¡a,,¡¡a

pnra r¡oiiificar 1;r crrer girr r-clalir'¡r errtre ar¡tcllos a fitr rk' ¿rccr t ¡¡r' r'l eslacl,l lig-irclo a

la enclgía -8. ptodur:iónclrso ilsí acoplanrieuto lc-qoriil,Dte. cs ditt,ir-. rtrt¿ Lc-*ort¿irici¿ dc

Fesclil¡aclr ntagnética ¡. Si r¡ E es t'cclrrtritk¡ a r'¡.1o1es 1¡ttt¡' perrlul'itos. la clnrar:irin cle

1a niolécula vilt,rr¿l prrecle inclernerl.arsr. a tierirpos rn tclio t¡r]rl.olcs clue los lcqnericlos

pol cl proccso tlc coLisiótL, iucrtrrrrcrtt trndo Ia trrnplit,lLcl cl': st'r¡tlati.tttl i'17 Así. ccrca

dc rrrra le,.c¡nancia. 1:r longiturl rle stn,tl,erirtg vat ía. scrgtitt

(3.12)

El siglificado dc toclos 1os piLt-iitnctros cn csta exprt:sión. se llllrestra. cn lii figura

i3.2: .8. cs la posicirirr de la rcsort¿tttcia. All cs srt antrho Y {l¡ es lir lorgitucl t'le

scatteTtng clr ¿ulserrci¿! de cstarLrs ligaiios resoutrltcs (rolirciottacl:r cou cl poLcttcitrl dcl

c¿rrial celr'¿¡cLo). Eu -8, 1a longitud c-lc sn¡.ltct'inq clivclgc. Es iml)orlanlc not¿lr quc L¿l

iongitrrcl de scatt€r'¡,n.q totrra r.¿ilorr:-" positir,os 1- rLegaNiyos. t sc arlul¡i Para Lln (lemPo

rr.rtrg-nético B : 8,. + AB. Lur:grt. 1a. aplicaciL'lr de ttn caurpr, uI¡!ll,lri.o p"rrrLiliri,

rurr prilci¡rio c¿rrrbiar el sentidrr rie L¿rs irr¡er¿ccionc.s ¿rtóIrlic¿1s ett 1ir ploxirlidld d'"

uri¿r lesonarrcii,i cie ].-eshbach. e irLcluso carrr:eLar r onplet¿ilrr,'ltr': l¿r irtcrtrccitin pat a

fbrrnar nn gas irleal. Esta posibilidad es fund¿imctrt¡tl para Lr r:lccrritirt del rango rlc

par'árrctlos crr r.]ucstlo ¿rrrálisis clc BECs dipr-r1alcs, cloride clos tipos dc interacciórr

corIrpiten.

/ lr\,,.1.8)-a¡[l-r_n)

5E1 ar:oplarricnt,:r rcsoúante tanlllié1I puorlo colscgrrirs0 con ¡nótorbs (iPti(os I18, 19].



Figula lj.1; NIodelo l¡írsico clc dos callales p?rr¿l rln¿:L lcsortanci¿i rle Feschbach. Los

clos átornos r:n colisión colrr:sporrrleu i Lru est[(1o,E dcl cspccilo cotitinrLo clcl cartal
abiclto (1üiea ucgra). lil c¿r'ial cr.rraclo tierie al menos utr estaclo ligndo E¡, (línca gris).
CLrando E v E¡ están ccrctr pnctlc ploriur:irse acoplarlionlo (r'eci ringLLlo ) .

8,. ts,+LB

Carrpo magnitico

Figura 3.2: \¡ari¡rcirjrr rh Ia longitrLil clc sttttlcrtntl tts colc¿l tlc rrna rrsc¡rranri¡r clc

Fcscllb¿rch. 8, cs r:l valol rltl ctrrlpo rliLgnético externo para cl ru¿rl a. dii,clgc. Con
nl) c¿lr po /r,. + 

^B 
la longitrrd tle sca.tt,crutg sc ¡nLtla.

:.

E¿u

-JO

J

Distancia interatómica
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3.3. Interaccióndipolar.

Ert corrclcns¡Lrlos crrl.os ál,otro-< l)lesentan Lur lrornelto dipol:u rla.grrético cousi-

dcr'¡ible, no basta ci¡n estu(li¿rr la i¡tctacción de r:ortt.:Lcto desclitir pl eYi¡'t,tliol Il c: I¿

iltcr'¿tcrriórL i:rrtre los clipolo,s tanrbirlu h¡r clc terter'-sc crl cuellia.

(lc»rsi¡lelerrnos clos p:r,r'tículas cou rlouie¡rlo rlipolal nragnrltico dir-igiclo a lo largo

ck: los vecl.c.rlcs er l c?. respcctjvalllelrtc. cLr\-r,r po-sicirin tcltrtivir cs r [fiq. J.3 (a)1. La

cn('rgíit cor'1'esllondiorle a l¡L intt:t ¡rcr:itirL elltrr: los dos clipolos cstrtr,i rLidr:L p,tr f21l

clonde ¿r, corlr.spondc ¡¡l moux:rrto rnagirétilr, Ilerrnanente dc lirs ¡rattítrtlas 1'1-l¡ es

la, ¡rcrmctrlrilidrri-l del r,¡rt:ío icrL aclclarrt,r: dcfininros C¿¿ - ¡t¡¡t2'1 Clt¿rttilo el r¡Lt¡clir¡

estii poLirizaclo n'iaglírticancrrte (por ejcrlplo pot'1r rlcción clc rtu r:arllro rnagrtético

cxtclno). ic,dos los dipolos rrpuntan cn rtna tnisttt¿¡ rlir-ección. pol lo cluc 1tr, cncrgía dc

intcr'¡rccir'¡u ¿il,t pue(le explesalse clc fbr¡r¡r nriís siniple:

, (3.13)rle1 .r) (e2.r3(
,.5

. 
"r) 

r, _

(3.14)

dondc d dcnot¿r el hngulo eni,rc la r.lilect'icirr rle uraguctizaciri:r r, I¿r liosiciórr relatir'¿r

eutr-e l¿s parlícu1as. corno se muestra en la. fig. 3.3 (b).

Dos plopicdadc-s iruport:rrites rlt lt¡ interaccirin dipolo dipolo sc rr¡re-qfral en La ec.

(3.1:1), a s:rl-rcr', cl largo aicarrce (riei olrlcl rlc 1,,1r'n) cn lrr clcrgía clc itttr:raci:iótt, v

su c¿uácter i.rlisotr'ópico. clirdo pol c:l f¡rctol cros2 á. La irtlcracción clipolar tienc 1a

sinletría ¿ulgul¿r1 clc un polirrc»nio rle l,cgcrtrl c clc scguttilo or rlcrr l,2 (c os É7). Clu¿rrxlo Él

r,arí¿ cltrc 0 ¡.;r/2. el liLc;tor' 1-ll cosz á trlllrir 1,¿Ilores elrtIc' -2 r- 1. Esi.o íüt,ilro iruplica

qur: }a magnitucl. c il)cluso cl ef¡ctro. di: la ititer¡rcciórt rlipolar pur:dc \i¿1t iar de a.ruerdo

a 1¿¡ oriurtaclól cle los dipolos entlc sí: cs rcpulsiva piua rlipolos alilcados lndo ¿r 1¿rcLo,

r/aa(r)-#[t-]rt"1
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)¡ es atlacti\a para dipolos puestos c fil¿. teniendo cu el segundo caso ei doble dc

firerza qne en cl prinrelo (fig. 3.4). Cluando á toma el r,alor d*: ar<,cc,s (t lutr) ."

54.7" (11arnado rinQulo rntígico en reson¿ncia nagnétic¡ nucle¿rr [;0,;t]). la intcracción

dipolar- se ¿rnul¿r. A pesar c1e esta clependenr:ia cle la interacciórr corr rcspecto a 1a

posición relativa cntre 1os clipolcis. es posible a.justar globalmenie su magnitud e

incluso su senticlo a través tle un campo magrrético externo. Los <let¿¡.llcs cle este

proccdimiento se cxplican en la refcrencia i211. Aquí simplementc ¿rbsorbemos esc

factr¡r' r'ariable cn el coeficiente Q¡,¡.

Al incluir e1 tírrmino cle inter-acción clipolar err la ecuación GP unidimensionnl (3.5)

obtenemos

t
(b)

iñfi,,,,k,t) -l *#+ r,;.t(:,) + 11¡l¡.,,(r. r) 2

*ff f c, +-,4)ffia,/1,,,,qr,r¡,
(3. i5)

(u)

L.' v
Figura 3.3: Dipokis i,teractua.tes (a) co. cualquie. orientación (sin polarización)
1' (b) orientados en la riirección del campo magrrótico externo, á es el ángulo con
respecto a la longitrrd cle separación.

'L1f * r+ >+ r>
!'igrrra 3..1: (tr) Cua.do los rlipolos están orientados lac.lo a l¿do (.0 - r lZ¡,1¿ fuerz¿. de
irrteracción es reprrlsira. (b) cualdo cstiin err fila. (á : 0), l¿r i,tera.cciórr es atracl,i\.a.

(b)
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A p:iltir dc la ecuaciórt (3.15), podeuros ilcorpor¿rr l¿r irttrrracciól rlipolar a nttestro

rrrodclo discreto (3.9) cxpatdicldo 1a lunciórr dr: oncl¡r e¡r l¿s flncir¡nes r'l¡: \\¡arrlier

é,,(r) centr;xlas cn lr:¡s rriínirut¡s clel potcrxriirl, c-< dccir 1,(r. ¡) : »,, ¿,'(¿)tl"(x). A1

reerrplazar cn (3.15), surgcn irtegr:rlcs de traslape rcptcsctrt,i'rnrlo c1 ilcoplamiento

dipolar cntre dos sitios 7¿ )' rt dc Ia rcd:

(3.1ti)

Lnego, r,ernos qut: 1:r iuteracciiru clipolar tarnbiéu conLril¡rt¡,c a 1a tto lirtealid¿d en

sitio a tra:r.és del cocficicltc 9,,,,. juuto a la inicrar:cirin cle contacto. Por lo t:rnto, si

se busc¿r srLprimir Ia interacción iocal cn favor c'le l¿r rro local, no basta con aplicar

las reson¿rncias clc Feschbach para anula.r' la Iongitucl tle: suttt,eftng:la contribución

de la intcracción dipolar sigue lrresente. Sin embalgo, pucdc probarse que .q.,, de-

pcndc fucrtcrx-'ntc (le Ia anisotropía de la funciól c1c oncl¿r cn cl fiindo dc los pozos

clc potcrrcial 152]. Por ejenplo, cuando los dipolos estiirr orie¡itados verticalrnente, la

intcracción clipolar crr sitio es atr¿ctiva o re¡rttlsiva ptir¡l pozos cilíndricos. rnicrrtr¿rs

quc p¿tr¿1 pozos csfóricos sc ¿lnul¿r. Lrrcgo, el parámetro g,, pucdc :i.justarse manipu-

lantlo la ¿rlisotropírr de las firuciones rlc. \I,'zurnier. esto es. rlodific¿lndo la rcxl ciptica

con ttla corrfi¡¡trr aciórt a¡rropiarla tle k¡s llrsr:res quc Ia fonlan. Por sinrplificnción. en

kr qrrc siguc closc¿rrtarrros l¿r coltril¡rrcirin krcal g,,,, y retcncmos sol¿rnrcn1,c g-r,+t - !1,

cl cocficicrrtc clc :rcoplanricnto rro linea,l a pliurelos vrxrirxrs. clc. dondc sc siguo quc

n,,," - %n; 
.f 

rtL, rt t. e,, ( t ) o,, t,,t [H#] é, (z) o,,, (r')

difitr,,\tl- r(tr,lr l ttn 1) I Q rt,,)2t1,, + g( tL.,,.Ll2 I lu,, 112)u". (3.17)

cs la ccuaciór. quc ,-lcscribc 1¿ dinánlic¿-r dc la nrlplitu<1 ri,,(f) de Ja. función c1c onda.



3.4. Interacciones no locales. Plantearrriento gene-

raI.

Pala colcluir la definición rlel modclo utilizarlo eIr nLLestl'o estuclio. plcscntamos urt

plzrntcanicrrtri i:illernalivo rle 1as interaccioncs clc lar¡¡o alcancc, r¡bteujdo al introducil

firrrcic¡nes de respnesta o kt:rrr:ls en la ccrración ckr Gloss-Pit¿icr.ski. Estc rnritoclo r:s

usado fiecuerrterrnerltc par¿1 cu¿rntificar'1¿ lo loca.lid¿rd dc distirrtas cl¿rscs clc cfcctos

no lireales en lunción de un sólo ¡rariimctro f53 56] y consisl,e cn rina cxprcsión miís

gcnera.l clel térurirro tle interacciórr er la ecuación GP:

,r# - y*# [cos(2,(x)1i, + 11¡ ij'12r,,

(3 18)

+2ffa,k,ü ll_rt^,x -(t) r,((,¿)' - o.

Conro antes. 11p :2fto."a¡ es la «)llstante qtre riefirrc cI potcncial cqnivalcnte para

l¿r ilteraccirin cle contacto. I)acio qnc cs posiblc cancelar a" rrtilizando las resorrancias

de Feslibach (sec. 3.2) eri lo <¡re sigrre onritircrnos este tétmilo. sigtrlendo cI plantea-

rniento prescntado cn l5(i]. Ei coelicierte d rilerrota Ia magnituci rlcl rnornonto dipolar.

El par:imelro n puetle va,lial cntro 1 y -1/2 sr:grin 1a oricutacióri de los dipolos sea

más o rnerros paralcla o perpendicrLlar ai e.je r. La lirrciórr dc rospuesta o kernel .4(r)

est,á ¡:reser:te en el térnrirrc cle irrtera,cción c introduce folnraltnerrte i¿,r rrtl loc¿¡lidad

cle ésta. Originalmcnte. el uso dr: kerrrels srrlgiri cn cl ánibito de la óptica tril lincal.

doncle ei c¿rlbiti cn cl ílrlice clc ¡elraccióu sr: rcl¿ririon¡r con l¿r interrsid¿tl 7 dil haz de

luz incitlerrte rrrerliantc c1 siguiente prodrrr:to dc r:onvolución l53l:

An(1): * ll-or,' r')r(ti.z)dt'

De forma anákrga, para trl erstudio de condensados. t<¡cl¿rs

reunitlas cn Ia convolución de -R(z) cori Ia dcnsidarl rlr({,1) 
'?

(3.1e)

las interacciones st¡rr

. Tles kcrncls usaclos
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Figura li.5: Rrncioncs dc respuesta nolrnalizarlas. La curv¿ rretglii corrcsponde a
fr1(r), Ia gris oscuro tr fr2(r) I ltr gr-is cla,ro a 1?3(r). El ancho tom¿do es o -
r Il2 - 0.56.

frecucnt,crncntc son: r:l gaussiarr,-r,

/?r\r.r - '-"",'l-'1)o\/ t \ o'/

el cxporrelciai.

ri.,¡r . l, ',,f '-) ,' 2o '\ o)

y cI Lorentzian,o gencral,iz,o,d,o.

1?,1¡) lo 
n'y.tt * o'1 ' 'i

Po<'lorrros \¡er quc los tres satisf¿)ccn la lonnalización

l* n'¡'¡ a'' - 
' 

' (3 21)

En las exprcsiorrcs (3.20). el ¿rncho o detcrrnina ol glado de no localirlarl rlc las

intelacciones lo lincalcs. La figura 3.5 muestra Ia lorr¡ra dc 1¿r"s tres fnnciorres cle

(3.20a)

(3.20b)

(3.20c)
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respucsta para distjnlos valoles de a. Los dos prirncros hr:rnels. o va,r'i¡rcioni:s de

estos. so ¡rpropiados p¡ra descrilljr un BEC cn rina tr¡lrnpil clr¿rsi lrnidirn(xlsional.

y tornan asirrtólicanrerrrte 1¿r fonrr¡l cle iur¿l furtciórr dclt¿l cu¿lclc¡ o ---+ 0, cotr )o clue

forrlralnelte cl moclclo dcvicnc crr l¿ ccuacicin de Grc¡ss Pitaevskii estárril¿r-cle I¿

sección 3.1. El tcrccr kcrncl (3.20c), en tarrto, es r¡rás crlrvelierlte para rrrr estudio

arralítico, caso en e1 qr-le o cs tom¡do corno pariímctro dc cortc l57l proporcional

al tarnaño efectir..o de hrs rlipokrs, T r:uvo valor está err el or<1qi de Ia lorrgitrrl de

confinarr ir-,nto llrinvcrs¡rl ldo a,cucrrlo a 1¡r conclicii-ru (3.7)1. Elr tal t;aso, el arxrhci cltl

kr:rncl constituve 1a longitud calactcrística en (11.18). y 1¿r r-'k:i:r:iril

o - ¡-1/2 - 0.1¡6 (3.22)

es razori¿bler. va que satisfirr:c la condición nr(0) : l?;r(0) 158].

En el lírnit<: r >> a. donde la lnteracción drpolo-dipolo prinra soble l¿¡ interacciól

de contacto. la ftrrrción r1c rcspuesla lhc¿.Le «tmo - 1/:¿;3, err concorcl¿rncia corr el

platrteanicnto ¡rrcvio para Ia interrrcción clipoiar.

Corno antes, en el lírnitc do potcncial profrrndo cxpandimos la lunción dc olida

macroscópica en las funciones de \\¡alrrricr ccntrad¿s en los r11 mínimos del potorrcial:

1, :,i ,,,1r¡ o,1,¡

El ariálisis de l¿s ir.rtegrzrlcs de trasiaPc f56] uos ller..r nuc\,¿rnroute ¿r I¿r ecu¿r,ció])

DNLS gerrcraliztrda para la ovolución de la arnplittrrl rr,,,(f) err el sitio n-ósimo:

d.
ifi.u"(l.) * r(2,,.u1 * ti,, 1) + r7lz,, 2t.tn. -l g(1t,,¡12 i- u,, 112)u, : ¡. (3 24)

dondc Ios partirrctros r/ v q se dcfincn aliora segrin

t:,t, | .f 
na €)o,(z)l'?lo,,(o'?¿,'d(

t: n | | no 0ló,11(:r)2 o,(ol'?df d(

(3 23)



,1t)

Eslos par'árrretros lxreden intcrpretalse de ciistint¿s marlclas. Algtrnos irutolcs iden-

tificarr r¡ con la inter¿rcciiirt dc coni,acto qnc puede suprimirsr: rn«iiitute l¿ls reson¿lncias

do l'eschbach 158]. liientr,rs que otros Io asirnilan ¿1 cfecrto local de la irLteracción di-

polar 156]. Er cualquicr caso, ula linritación de reuriir l¿rs intcr¿rr:ciolcs no lilc¡.les en

nn¿r función dc respuesta es qrre t¿nto ( como.q dcl¡cn scr clc igual signo, algo distin-

to a lo que ocrrlre si se corrsidera la intcr¿rcción dc cont¿rcto a¡:altc de 1¿r inter¿rcriiin

clipolar.

La clcscripción ciesalrollad¡i on estc capítulo para )as interacciorrcs atórnicas -v dipo

lares (con las dos dcriv¿ciones presentadas) nos ha llevado al misrno modelo discreto

gcncral (3.24), quc rcticnc las principalcs propicdtrdcs de la corr4rlejidad de rur BEC,

a Ia vez clue adrrritc cl uso dc l¡s mnchas horramicntas analítiicas y numéricas desa-

rrollarias en ias írltirnas dócaclas para cl análisis dc la DNLS 1¡ sus extcnsiorcs.

.r. o. Consideraciones generales sobre la DNLS, sus
soluciones y otros modelos relacionados.

Antcs dc presÉrrrtar nLlestros rcsultarlos, r:s convenicutc rcvisar a,lgnnas propiedades

y rcsultirdos inrportantcs cn rclación ¿r la ccu¿rción dis(rreta no lincal de Schrocrlinger.

3,5.1. Cantidades conservadas y estabilidad.

En sr¡ {brrria original normalizada (cu qrre sólo se consider¿r no li¡realid¿rd cn sitro).

la DNLS es clada por6

'P]# : z, r (r) + t4, *1 (i) + t1l u,,, (t) 2 u,.(t.1, (3.25)

6Es posiblc cscal¿u las vadabk)s ¡¿,, v ¿ para elllrrinar- incluso el factor q tlc ]a DNLS. par¿ nucstro
análisis prelerinos lratrtenor este paliunctro.
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en qne onlit¡Iros tl térrnino iirrciLl e ti,, a.soci¿rrlo ¿r l¿r cticrgía cle sitio ctt BECs o a Ia

constante c1e ptopa,gación err i'rrroglos clc guías de onda7. Las c¿utlitlades conscrv¡rclas

por Iir ec. (3.25) son 1a nr¡rura v el harlriltc¡niano dc r¡rc sc dcrir'¡:

¡: ! t'.,,', A : - » \r.i,",,*, + tr.ui,*, + t¡,.1,,'), (3.26)

I):rr1o qrre sólo se tir:nen tlos c¿rntid¿rckrs corlsetr,¿rdas, la DNLS no cs iutt:grable. salvo

crr el caso cle urr dírnero. csto cs, si cl taruaño clel alroglo es r1'/:2. L¿r falt¿r de una

Iey de conscrvacirin de rnorrxruto sugiclc uri conportnruiento clcl sisterna orjcnlado

rl¿is bicrr hacia el atrapamierrto tI-'sohrciones estacionari¿rs qtic n I:r propagaciótr

lil¡rc a tr¿rvós tlcl arleglo [12]. Las le1'es clc cousr:rva.cirin de lir energÍa y la nornta

(equir.alentc a l¿r conscrvación cle Ia potencia e sistern¿rs ópticos) pucdcn Llsarse.romo

colrprobaciórr de I¿r solución numórica de (3.25), pelo aclerlás permiten cr¿luar la

establlicl¿rcly moviliriaci rle Ios solitoncs r¡re son soluuionos <le est¿ r:cnacióri. En cfccto,

urr¿r sirlrción cu)'o contro coincidc corr un sitio del arreglo (solución an, si,tio o irnpat)

tiene eu genelal ula euergía distinta a una srihrc:icirr rr.rrtr'¿r<.I¿t eutre tkrs sitios (soiución

inter sitios o 1-,or) cuarxio sl1s norrnas coinciclcn. Así, cl harniltoniarro cxrrlc¡ funciólr

tlel centro de l¿ls solucioncs loc¿rliz¡rclas (pala una norna fi.ja,) r"ar'ía clc ¿rctrcrtlo a I¿r

pcriodicidad del arreglo y cs llalrado potencial de Peierls- N abLtrt o 1591. La rliferencia

cntrc cl potencial de nla solución par e impar es cr»rocitla t:ottto ln'ttr:ro dt: Pr:'ierls'

No.btl"ro y restringe I¡r movilid¿rr1 rle las soluciones. Cn¿rlit¿ltir'¿rrnr:rrtc, prretle decirse

que un solitón debe tcncr crrclgía cinética suficiente para sobrcpnsilr I¿r }¡alrera de

Peierls-Nab¿¡rro y Írcr,erse a irar'és del atrcg1o.8

Tlls fácil mostlar que paxa ar¡ : . c(Dst¿ulte: urra traDsformación simplc climina cstc térrrim¡ dc

las ecuaciont¡s. sionclo st írrrico efecto real rrna renorm¿liz¡roirin o si.irfl dc las flecuencias del sistem¿.
8No obst¿¡ntr:. dr¡lx:nros ser cuidadosos c¡ ln intcrpretar:irlrr rlc la ba¡rcra dc Pcicrls-Nabar¡<¡. E¡r

algunos casos, las dos soluciorrcs par c impiil compartcn la rnisrn¡r rcrxlicir'rrr rle esLabilidad (cono sc

verá rnás adr:lanto) v l:r rlifrrlorcia dc potcncial es ¡ul¿. 1)t lo olrt¡¡ltr:s dol¡c considcrarsc la existencia
de ula solucií»r cstlciorr¿rri¿r intcrmccLit quc sí 1x'esenla u¡a dii¡lenclii r1e polencial con aqrtíllas y
riene un clecto cn la rnovilirl¿d.
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3.5.2. Clasificación de las soluciones localizadas.

Adcrnás tle la dis{.ilciiin errtrc rnoclos pares e irnpares, la cl¿rsificación rtsua.l clc

los solitones que son solución dc la ecuación DNLS (fig. 3.6) <torrsidcra si ésios son

staqr¡ered o unstaggcrad, arsto es, si entre sitic¡s vr:citLos ltzry tttr¿r diferencia de sigrio

(de fase r) cn Ias amplitrxles, o si por cl contr¿rtio cl paqttete rlc r»tdas oscila err f¿rscr

conlo Llr] todo. Li¡s pritreros puederr exis|ir cuanclo cl sislenla I)leserrta no lirrealiclad

tlesenlbcarrte lr7 < 0 en la cc. (3.25)], nrii:rrtr¿rs qrrr los scgttntlos se dan cor no

iinealid¿rri enfoc¿rrrte (q > t)). Siguierxlo la clasific¿ición propuesta por Lcclercl cl

al [12.60]. poclcmos distingrrir tar¡rbiéri entre soluciones sirlrétric¿ls y arrtisiurétrir:as.

Además, ctarrclo los efir:tos cliscretos sol lirertes f611, prrerkrri existir solito¡ies fr¡¡r:idos

(t'wr,sted solttons) que rro tierrerr equilalerrte err sisternas corrtirruos, yii cluc son In

cornbil¿rcirin dc dos solitoncs quc dificrcn cn fasc lvcr fig. 3.6 (b)]. Es importante

ada,rar quc cn osttr clasificacióri nos lcslringirnos a solitones brillanl,es, es decir, crr

que 1tr onda (de luz o rnateria segrin el crrniexto) cstrl localizacla err rrrra regirirr acotad:r;

los solitones oscLllos se defirnrr por oposición, cs deciL, colto ausr:rrr:i¿r ktcalizacla cle

energía denlro de rur pulso ancho.

La cxistencia rle sohrcit¡ncs stagoercd ¡' 'unstaqqcred, est,i:t, rclacionad¿l col la sirnctría

de la DNLS antc el carrrbio der rrc lirralirlacl clloc¿rrrte tr rlestnfbcante ¡, cie frecuencias

positir.as a negatir'as. En cfecto, colrsirlerernos la ccuaciórr algebraica quc satislhcerr

las solrtciorrcs cstacionarias u,,,(t) -'¿,,,,-t't (con 2,, € R) de la tr. (3.25):

alrn = ?Ln- r 1- un+t I qi, .

Consicleremos la tr¿rnsforln¿rció\ q ) -q j L!) ---+ Lr:

(3.27)

A'L|,|L - Ui 1 +'t1n+7 qU':, (3.28)
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Figrrra 3.6: Cl¿rsificaciiírr cle solitones brillantr:s cyuc soluciotrarr la ccuació¡r DNLS.
(a) Solrrciones pares lt,n.,\taqga.red (arribn) y stl.gge,red (,rba,io). (b) Solitorrcs torci
tlos p:rres, estalrles srilo ptrra confirrarnicnto alto. (c) Soluciones itryaras u,r»lr,rtllered
existentcs para q > 0. (d) Solucionr:s irl¡rarcs sfoggererJ cxistcntcs para rJ < 0.

Para rrrarrtent:r'la consisterx:i¿r urtrc (ii.27) y (3.28), las solucirinos de est,¿,1 ecuación

debcri presentar rlifitrcncia rle signo critle 1as arrrplitudes tr,, rlc sitios r.er:inos, cs clecir,

deben scr solucioncs staggercd,.,\sí, nrecliantr: l¿L lr¿Lrrsfolnración ?rn --+ ( l)¿un

obtrrnemos

-u'Lt'71 - -11'r¡ 1 u''*¡ - tY 
''l) '

con Io qur: r'crcuperarrlos la cc. (3.27).

(3.2e)

3.5.3. Generalizaciones de la DNLS.

Otro cliscretización de la ccu¿lción de Schroedingor no lirc¿rl, distint¿.i a l¿ DNLS.

cs el rnoclclo de Ablorvitz-Laclil( (AL) 162]

(3.30)
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N{edia.nte el método dc scatteting imterso i63). cstc rnodek¡ os corripletarnerrte inte

grable, a difercricl¿r dt¡ Ia DNLS. quc 10 0s sólo para rlos grados dr: libertad (dÍmcro).

No obstantc, ciertas propicclades cle la ccu¿rciórr rl: AL (vcr iliscrrsión cn 16.1,65]) han

impedido su aplicación a a.lgún sisternti físico. uri rnoclclo más gcrrclal fuc irrtroclucjclo

l^-l
-,/;,, - 

fr 
- ,'1,r,1 1,,, - u, 1t , ,1,¡. )¡,,.. (3 31)

l,a calar:terístic¿ llirrt:ip:rl r1e estr: lnr¡delo es quc srr tánto sll harriiltoni¿r¡o r:omo el

corlespondietrte par'óntesis rkr Poisson 1'la rrisrn¿r ccuaciól (3.31). rlrpcnden rlc foma

coltínua en urr partírnetro dc defblmación e, tal quc crra.ndo e - 0 el sistena se lecluce

¿l moclelo dc AL. nricntr¿,rs quc p¿lra € ---+ j se ol¡tienc I¿t ecu¿rtrión DNLS. Luego, ia

ec. (3.31) sólo cs intcgrzrblc parzr É : 0, on qrre el mótodo dc sca,tter-inq irr.vr.rrso puedc

rrsalse, rnicntras (Iro p¿1ra r f 0 cs posible utiliz:ir los plocr.clir,,icntos errrplcados habi-

tlt¿ mentc cn la sohrc iórr clc l¿r DNLS. Al igual rlue ést¿r. i,:l urcilekr clcfb¡r¡¿blc sí tierrr:

aplicaciones físicas. ¡rarticulalmentc crr la propagacirin de cxcritacioncs ¡liolcculares

err preserrcia cle irrtr:racción resoriinte v :rcoplarriicnto fonón-vibración molecrrlar [66].

En rclación a la folm¿rción de solucriones loc¿lliza,cl¿rs. es impo't:urte clestac¿r que cl

modolo rle Salerrio prcsenta urr:r variacitir:r ilc la incst ¿rlriliclad rriorhiiacional (l{I) de

ondas planas segrir la rel¿¡ción entre los pa,rámerros e v 1 l6a] ()a \{I favorecc la

filamentación de frelrtes de onda cxtendidos y. por t¿rnto, l¿r fo¡niación cle solitones

discrctos).

Ar'r, con la discretiz¿rción tipo DNLS, son nur.has l¿n ,ariaciorLcs ' extcnsiorres de

1¿ DNLS que han sirlo cstu<liadas cri la litc.atu,a. adcrr¡is clel r,orielo (3.2,1) der.ir..aclo

on estc capítukr. E,tro k>s cjcnrpkrs rriás notab)cs, cstá, la incl.siórr c,lc tórr,inos rrcr
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Iinc¿rlcs dc clistinto orrk:n r. forma 167 69], d análisis de inLprirczas lino.alcs y no

lincaks 170 76] v la consiclcr¿rciór clc acoplanrierrto de largo alcance 177].

Un nroclelo quc gualcla ¿llgrrnas serrcjarrz¿s c-.on el quc es ol).jcto r-le nuestro csirrdio

fue introducido por: Ni. Óstcr- cl ol. par-a descril¡ir arrcglos dc guías cle oncla line¿r.I,:s

inrnersas err urr rncdio no line¿r1 178]. Asrurrieniio acoplamiento el,arresccrltc cntre las

gnías, los autores tloriv¿rrrn la siguicnte ecu¡rción para ln dinámica de 1a orrrla cli: luz

el la guí:r n-lrsima

4* * Qt!. + Q2(ú.-1+ ü,,+1) + 2Qtt!, ,J ,12

+ zQ,rl2V^( ú,-, ' + lú,*, ') + qr;(ü; , + úi,.,)]

.t- 2Qrl2l\y,. '(ü.,.-, + {/,,+1) + u,;(ü; r + üi+r)

r-ü,, 1l{/,, ,'+ ú,,*,r1,I,,,*r1'1 :¡.
Corrrc puede versr:. cl factor Q3 ta cc. (3.32) os propolt_'iorral al parárrciro g cle

(3.25) v corrosponde a 1¿r no lincalirl¡rcl cúbica err sitio. El acopla,miento rro lineal

cDtre sitios vecirros está cnantificiido por Q+ r- Qa c incluyc r,alios tórrLinos además

dc los encrir:trados en lucstro tuoclclo (3.24). De hccho, se consicler¿rn todos los posi-

bles productos r.le orden cribico cntre las ¿nr¡rlitrrdes V,, ú"+r v sus corijugados; en

cieito rango dc paliímctros toclos ellos son no rktsJrlccirbles. Es importanto notar quo

el término lÚ,.1'(V" r l- ü,,*, ) corrcsponrlen al rrxrdelo de Ablorvitz Lac.lik des¡:ritcr

¿nteriormente.

Entre las principalcs car¿ctcrísiic¿s del rnodelo (3.32) está la invcrsión de estabi-

lidaci entrc los rnodos imparcs v p^r'es (sctrn éstos sir,étricos o trntisimétricos) quc

ocurre sr;brc cierto valor dr:l orrocjcrrte c)4lQt. El intcrc¿lrnl¡io cstá preccrliclo por rrn¿

rcgióri rlr: bicst¿rlriliclacl de arn]¡as sr¡hicionc.s. ort quc cs posible encontlar tt bre¡tther

discreto incstablc, crrya asimcfría lo sitri¿r coruo ulla solucirin irrtclr¡lcdia entro los

rnodos par c i,rpar'. Éstc fire el prirrre'moclekr cn <¡re sc errcontró urra rcgió, rle

(3.32)
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par¿írnct«)s donr:le eslas dos sohrciories firnd¿rr¡eutabs sou si¡riult¿inc¿rrttentc csl¿blcs.

La cxiste¡rcia de l¿:i solucitirr intcrmcdi¿1 f¿rcilita Ia ¡rrovilicl¿rd clc l¡rs soluc:iones 1oca1i-

zadas. Esta ferromenología cs atlibnirla ¿1 l¿r presencia del térrlirio con Q4. Por otr¿r

parte, el rrcdekr (13.i32) adrliter soltciorrcs cornpactas (esto es. qrrc sor estrictamerrte

mr1¿rs firera de rrnos pocos sitios) rlebiclo ¿r los tér-nrirros Q5, ertro los c¡re se inchrve

l¿r interacciórr tipo Ablou,itz-Lndik. Si bior rrn rnodclo tan complcio no cs lod¿vÍ¿

factible de ser realizado eri un experinrento, rosulta rrruv ilustr¿rtivo ver cómo la ex

tcnsión do la DNLS a través de térmirros rro lirrc¿rlcs rn:is gcnerzrLr:s puede surgir en

colltextos y dcrivacioncs lruv difcrcntcs.



Capítulo 4

Soluciones localizadas en un
condensado dipolar
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En L;s capítukrs ¿lntcriorc-c ht:rnos l;rat¿rdo los clemerrtos rrccesarios pala rnodclar.

rrri cc¡ndensatlo clc Bose-Eirrstcin (Btrc) en rcdes iiptir:¿s. co sidulaldo dos tipos de

interacciolcs atómicas: iritcraccirir clc corrtacro (local) r: ilicracciórr dipolar (rle lar-go

alcance). El este capítulo prescrltauros cl mótodo utiliz¿ido para cncontrar soluciones

Iocralizadas cliscrct¿r.s corr este moclelo, y r¡rcstt:os resrrlt¿idos cor responclienresl . Vcrnos

que en presencit-r, de la, intcr¿cr:ión dipolar surgen propiecladcs interesa.utos, tales

como regiones err el i:spacio de p:rráiletros err que <los sr¡luciorrcs fundarnent¿rlcs

soD simultánt¡amente irrr:st¿lbles. v rrn c¿lrnbio en iir nolrnii rníniura nccesaria para Ia

Iorrrración de b,eathers de srrperficie (soluciones loc¿lizarl¿rs cn el borde rle la caclena).

4.L. Generalidades.

4.1.1. Modelo.

Conslcleramos rur¿-r caclena. de M silios (r,orrcsporrrlicntt s a l¿r. posición de Ios nlílri_

mos clri potencial periódico irrclucido por Ia lccl óptica). La er..oluciti, tcmporal tlc la

arnplitud dc 1¿r onri¿r clel condensado, crr el sitio r¿-ósirrio dc la caderrir, cstá r1:rcla por

(4 1)

Aquí, n es el coeficicnle cle acopla,ric,to iineral enirc sitios'ccirros, q co.rcsporrcle al

coeficierrte no lincal err sitio (relacionado con Ia inter.¿¡cciril dc crorrtacto) r,g clenota

cl cc¡cficierrtc de acoplar,ic,to rro lineal (¿rsociado a l¿r i,tr:racción clipolar cle l,rgo

alcance).

El sistcm¿r (4.1) p,sce dos cautirlades conseL'aclas por la rlintir,ica, a saber. la

nolm¿

N - Ih¿.,i'
lPublic¿dos on [581.

(4.2)
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4.1.2. fr."t.¡itl'a.d modulacional.

La ecuaciórr (4.1) admite ondas plalas como sohrcló1, cn la forll:i 2,,(t) : ¿o cxp(-¿

[krt c",f]). Esto es relevantc para nuestro estuclio. va r¡re la gcncr.ación de so]itoncs

discretos puede scr obtenida clc forma eficierrtc a tr¿vés de la inestabilidatl trodula-

cional (IN{) cle las ondas f651.

Srrstituvenclo el (,1.1). obtcrrr:mos la siguicntc rclacirirr c.lc clispelsiól no lineal para

la,s ondas plalas:

* (,t) - 2 cos Á: + (.u + 2g).u1, . (4 4)

La cstabiliclacl es arr¿rlizacla introduciendo rrn¿ oucia plana pc.rturbad¿r c, la forrna

¿"(¿) : k,¡ + du,,(t)l cxp(-il,(n *4) (4 5)

Sustitnycnclo con (a.5) en (,1.1) l retenicndo los tórrnirxrs lineales cn á2,,(t) llcganios

a la ecuación de cvolución para Ia pcrturbaciórr:

tfrt,. + l')(q + slul '.r(A)ldu,,+

(du,*1etr' t dn r exl¡ 'k) + qul6r,,; (,16)

+ gul(6u,*, t r!¿,, r t dzi*, + dzi ,) :0.

La pertur'l;:rción cornplcja dz,(i) puede exprcsrlrsc conro

d¿'' (l) : u*'tQ't+ttt + tt)t '\t)'L+\¿t) e 7)

con Io qrrc la. ecu¿lcióu clc evolucióri lleva al siguicnle sistcm¿¡. Iincal:

[-fl c",(ft) + o+]21 I bu2 - O

üzr + lo -,.:(t) + a ]?¿1 : o, 
('1 8)
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con las defirriciorles

ar : 2(q + g)uN + 2 cos(Q t k) + 2su¡ cos Q

b:qun¡2guncosQ

¡l =o- +n-.

La existencia de soluciones no triviales de (4.8) es posible sólo si la frecuencia de

la perturbación satisface la igualdad

n-fr(r-@t) (4 e)

A partir de esta ecuación podemos cuantifi.car 1a inest¿bilidad con la parte ima-

ginaria de Q. Es decir, definiendo Q : InQ podemos afirntar que Ia onda plana

presenta lM st I * 0. La figura 4.1 rtuestr¿ la variación de Q en función de Q y

u0 para una onda plana uniforme (k : 0) V para distintos valores del parámetro de

interacción dipolar g (q : 1). Pod"rnos ver cómo en el caso DNLS (9:0) siemp¡e

hay IN4 err un rarrgo rle Q; más aún, cuando ltr amplitucl u0 c"s nrayor qre .r/2lrl lat

ondas planas son incstables para todo Q. Al incrementar el valor dc a esta cota se

va incremerrtando hasta diverger cuando g: q. Es decir, en este cario siempre hay

un ra.ngo de Q en que las ondas son estables.

Como puede verse de la ecuación (4.4), el fáctor tl l29 es importante para deter-

minar la existencia de lkl. Si fijamos q, el valor crítico S : -sl2 define un cambio

en la mtabilidad de una onda plana. Esto se muestra claramente aI comparar Im

figs.4.1 (c) y (d) correspondientes a g = -0.2y 9: -1. Cuando g esrábajo -qf2
se invierte el comportarniento dcl caso DNLS: ahora siemprc hay estabilidad en un

rango de Q; bajo un cierto valor de la amplitud ?0, no existe IN,f para ningún Q.

Los resultados anteriores sugicren que para cualquier valor positivo de g (intcr-

acción dipolar repulsiva) Ia existencia de breathers discretos es posible. En tarrto,
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Figura 4.1: Inestabilidad modulacional en el sistema (4.1). Parámetro I en función
de Q y u6 para una onda plana no linea.l con I = 1 y distintos valores de la interacción
dipolar. Las regiones en negro corresponden ondas planas estables. (a) 9 - 0 (DNLS
estándar). En este caso, el estado fundamental es siempre inestable sobre cierto valor
de la amplitud uo. (b) s - a: t. (") g : -O.Z y (d) g--t.

para el caso g < 0 (interacción atractiva), la formación de soluciones localizadas no

escalonadas se dificulta, requiriendo una norma mínima, como se r.erá más adela¡te.

4.2. Soluciones localizadas discretas no lineales.

A continuación, buscamos soluciones estacionarias en la forma un(t) : unei't col

u¿ real. Sustituyendo cn (4.1) llegamos al siguiente sistema de ecuaciones algebraicas.

aun: K(un r ]-, z,*,) + qu3^+ g(u?. ,+ u?.*r)u^. (4.10)

(a) (b)

ut¡
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Las ecuaciones paran = I y n: M serán distintas según se considcren condiciones

de borde fijas o periódicas. En lo que sigue trabajamos con condiciones de borde fijas,

cunrplióndosc que ¿o : uM+t : 0.

4.2.L. Método.

Para resolver el sistema algcbraico (4.10) usamos el método dr: Newton-Raphson,

tomando como semilla un pcrfil localizado en un sitio central n6,

',,: JÑ6n,nn,

o bien un perfil centrado entre dos sitios r¿0 y n0 + 1

(4.11)

(4.12)

a los que designamos como soluciónes en sitio o inter sit'ios, respectivarlente. Ahora

bien, la existencia de soluciones localizadas es debida a las interacciones presentes en

cl sistema a través de los términos no lineales en la ec. (4.1), que a su vez dependen

fuertemente de la norma .lf del paquete de ordas. Por Io tanto, para encontrar

soluciones localizadas, buscarnos en regiones de alta norma. En sistemas modelados

por ecuaciones tipo DNLS, el regimen de muy alta norrna (potencia para sistemas

ópticos) es conocido como límite anticontíntn, donde el acoplamiento entre sitios es

despreciable en comparación a la energía de interacción en sitio. En este límite casi

cualquier perfil (en particular uno localizaclo) es solución dcl sistema. Comenzamos

busca.ndo soluciones localizadas para valores grandes de N y para frecuencias a.r muy

por encima del borde de la barrda lineal. Una vez encontrado un perfil {",,,'} qu"

lesuelve el sistema, reducimos levernente Ia frecuencia y Io utilizamos como semilla.
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Figura 4-2: Las curvas negras y grises corresponden a las soluciones eu sitio e inter
sitios respectivamente, mientras qne las curvas gruesas (delgadas) corresponden a

s : o (g: o.a). (a) Dependencia de Ia norma en Ia frecuerlcia. Como couvenr:ión,

e¡r todos 1os gláficos usamos l¿r. 1ínea continua (punteada) para indicar est¿bilidad
(inestabilidad). (b) Solución en sitio para un valor fijo de la norrna N :20. Notese

el ensanchamiento de la solución a medida que se incrementa la interacción dipolar

9. (c) Solución inter sitios. En este caso no se aprccia un incremento del ancho con

9.

La iteración de este procedimiento ha^sta que la frecuencia llega a la banda llnea.l2

nos lleva a contruir toda la familia de soluciones localizadas no lineales.

4.2.2. Efecto de la interacción dipolar repulsiva (g > 0).

La figura 4.2 muestra las curva^s N vs c,.r para clos valores distintos del coeficiente

9, y para lc¡s dos modos fundarnentales en consideración. Para g : 0, se tiene el

comportamiento plopio exhibido por Ia ec, DNLS estándar, conviene a saber: para

cua.lquier fiecuencia ¿"., ) 2 la norma de la solución inter sitios está sob¡e la norma de

2Como estamos trabaja.ndo con un sistema finito, la paridad del ¡úmero de sitios impide la
existenci¿r de alguno de 1os modos (en siiio o jnter sitios) muy cc¡ca cle la band¡¡ lilleal: sólo una de

las curvas puede continualse exactamcnte hasta el borde de la band¿.

49 50 5I
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la solución en sitio. Para frecuencias graudes prtede verse que N","ir,i,,/Ni"t"^itt"" -+ 2,

la,s curvas asintóticas N vs o para ambas soluciones son rectas donde una pendiente

es el doble cle la otra. Si irrcrementamos g hasta un valor posiiivo rnerror que q (curvt»

delgarlas en la 69- 4-2 para I : 0 8q), ve los que l¿ curva asinNótica de la solución

inter sitios reduce fuertemente su pendiente, acercárdose a Ia curva de la solución en

sitio. Para g - q las dos curvas se superponen y lcs rectas asintóticas N vs c¡ tienen

la misma pencliente para las dos sohrciones en sitio e intel sitios Este cal.nbio en la

dependencia de la nonna en 1a frecuencia va acornpañado de un intercambio entre

la cstabilidad de l¿us soluciones fundamentales, que se esttldia en la sección siguienie

Ademas, Ia superposición de Ias pendientes implica una equivalencia en Ia norma y

la energía de las dos soluciones para una misma frecuencia, quc podría facilitar su

movilidad tranversal [69].

4.3. Estabilidad lineal.

Una vez encorf;rada una solución est¿cionaria {r4,}, la perturbamos añadiendo una

pequeña porturbación compleja de Ia forma

(b^(t) : x^(t,) + i,Y^(t) . (4.13)

El efecto de esta perturbación en Ia evolución ternporal de la solttción nos permi-

tirá determin¿l,r si cs lincalrnente estable o iuesiable.

La sustituciirn de {2,,} -+ {u,,,. + ó") en (4.1) Ileva a dos ectt¿lciones difercnciales

pa,ra X: (Xr,Xr,. .Xm) e Y: (y,,Y2,...Y¡¡), a saber,

X+AtsX:0,

ii+BAY:0,
(4.14)
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Figula 4.3: Esiabilidad corno función de cu para la solución en sitio (curla negra)

e inter sitios (curva gris). Las líneas gruesas corresponden a g : 0, y ltls delgaclas

a 9 : 0.8. Podernos ¡,er cl aparente intercambio de estabilid¡rd entre las soluciones

firndamentalcs para q : 0.8

donde A y 18 son dos mat ces de orden ,[l x t]f definidas corno sigue.

l" :lq"?,+ g(ri._r+rl" ,) - A] 4,,-

+rc(d,,-1..,+á"+r,,")

e"* : lzqu'z" + g(ú,_t + u?^_) - 
^] 

6",* (4.15)

-t (x i 2g'u-tt,, 1)6^ 1,*

t (n * 2gu-u,,n1)6,,*1,*.

Dado que la"s rnatrices ,{lE y 1E.A tienen los mismos autov¿lores {,\¡}, podcmos

elegir cualquiera de ellas pa,ra cstudiar I¿ estabilidad. Si algirrr autovalor tiene partc

imaginaria positiva, la perturbación crccerá en e1 tiempo, de modo que, en tal caso,

la solución estacionaria {2"} será inestable. Entonces, definimos la ganancia

G : rn¡x{Irn()r)} (4.16)
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como parámetro para cuantificar kl irLestabilidad de urta soluciórt, de modo que las

soluciones cstables tienen G = 0.La figura 4.3 muestra el cambio en las curvas G vs

cu a medida rlue se incrementa la interacción dipolar. Para 9:0 (límite DNLS) Itr

solución cn sitio cs siempre estable, mientras que la inter sitios es irrestable Si au-

mentamos el valor de 9, la estabilidad de las soluciones empieza a cambiar: aparece

un rango de frecuencias bajas en que la soluciót en sitio (inter sitios) se vrtelve ines

table (esta,ble). Desde un cierto valor de c,', Ias solucio¡res intercarnbian estabilidad y

reaparece Ia fenomenología ante¡ior del sistema (9 : 0). No obstante, el intercambio

de estabilidad entre los modos fundamentales no es inmediato; más bien, existe una

región de parámetros (frecuencia y norma) sobre Ia cual las dos soluciones son ines-

tables simultánearnente (ver fig.  .a ). Esta región de biinestabilidad se ensancha

cuando g tiende a q, a la vez que se desplaza hacia frecuencias (y normas) rnás altas

(fis. 4.5).

Esta fenomenología está presente en varios sistemás físicos quc exhiben un rango

de pará,metros donde dos solucioncs fundamentales son estables [69] o inestables 178]

simultiínearnente. Que clos soluciones compartan Ia misma condición dc estabilidad

para la misma frecuencia o norma implica la existencia de :u.na soLuci,ón estac'ionaria

intermedia (SI) con la condición de estabilidad opuesta ¿ las otras dos. En nuestro

caso, esto implica que eu la región de bi-inosta,bilid¿d debe exisiir una SI estable.

Encorrirarla no es trivial; sin rxnbargo, podemos utiliza,r el hcclto de que toda solución

estacionaria debe ser un purrto extremo del hamiltonialo cofl respecto a Ios paráme-

tros que caracterizan un paqr:ete de ondas. A contimración explicamos el m,étodo d'el

constrdint, que aprovecha este principio para construir el potencial e,fect'iuo qte la Sl

clebe minimizar o nraximizar, clependiendo de su estabilidad.
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Figura 4.4: Estabilidad como función de a,l para la solución en sitio (curva negra) e
inter sitios (curva gris oscuro) y 9 : 0.96 y Q:7. La curva gris claro corresponde a
la solución intermedia, que es estacionaria en la región de bi-inestabilidad.
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Figura 4.5: (a) Región de bi-inestabilidad en función del parámetro de interacción
dipolar y la norma. (b) Relación entre el rango de norma AN sobre el cuai hay
bi-inestabilidad y e1 parrirnetro g.
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4,4. Método del constraint.

Cualquier pcrfil {2,} puecle ser caracterizado por su cc¿¿r, de r¿r¡s¿¿ deflnido corno

(4.r7)

Con el mótodo del corrstraint, buscarnos calcular el potcncial il(p), esto es, el ha-

miltonia¡ro como función de p. Si Ias sohrciones en sitio e inter sitios son simultárrea-

mente estables (inesiables), corresponderán a rnínirnos (mriximos) de H(p), siendo la

SI un máxi¡rro (rrrínimo) er.ttrc aquellas. La implerlentación del método del constraint

consiste en los siguicutes pasos:

(i) Para un valor fiio de la norma -li, resolvcmos el sistcma algebraico

wun : fn(u1,u2,... u¡a), nt,:1,2,...M, (4.18)

asociados con las ecuaciones diferenciales que rigen el sistema [ec. (a.10) en nuestro

caso], y obtenemos un modo estaciona¡io en sitio (entre sitios) centrado en r¿0 (en

no + 112). Si n¡ es algrin sitio cerc¿no ¿ la mitad de la cadena, entonces el centro

de masa definido por (4.17) será n¡ ó na * lf2 para el modo en sitio o inter sitios,

respectivarnente. En lo qr.re sigue, nos referiremos sólo al primer caso, es decir, co-

merzamos con un perfil {u.} correspondiente a Ia solución en sitio centrada en n¡.

Notese que e1 centro de rnasa de la solución intermedia deberá ser un valor entre n6

y n¡{1/2 (fuera dc esta región, el potencial se repetirá debido a la periorlicidad del

sistema).

(ii) A continuación, escogemos un sitio próximo a r¿0, digamos ñ, y despejamos la

amplitud correspondiente ua = A de la ecuación (4.17):

Np-lnul,.^_ (4.1e)

Lrl,"l'
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48 49 50 5l s2 s34.0 49.5 50.0 50.5 51.0

Figura 4.6: (a) Potencial efectivo para tres valores distintos de Ia norma N. La curva
gris delgada corresponde a N : 35, la negra a N : 48 (región de bi-inestabilidad), y
la gris gruesa a N : 61. (b) Solución intermedia correspondiente a los mínimos del
potencial efectivo para N : 48.

Así, ,4 queda expresada en función de las arnplitudes restantes. de Ia norma y de1

centro de masa. Ahora tomamos .41 - 1 ecuaciones del sistema algebraico original, a

saber. las de índice i - 1,2....n - 7,ñ + 1,. ..,1/, y en todas ellas reemplazamos z¿

con Ia amplitud A deflnida según (4.19). A este sistem.¿ de ecuaciones añadimos la

restricción ( construint)

A'z+\ul: N,
n+ñ

(4.20)

esto es, la condición de que Ia norma esté fija. De este modo, tenemos un sistema de

M ecuaciones para M variables: las amplitudes un, n f ñ, y la frecuencia c.o.

(iii) Ahora aumentamos en pequeños pasos el valor de p para obtener soluciones en

el rango ns < p ! t'¿a + 1/2 (esto es, para mover el centro de masa desde 1a solución

en sitio a Ia inter sitios). En cada iteración, resolvemos el sistema algebraico tomando

lasoluciónanterior{21,tr2,...uñ-r)'uñ+t1...,uM,a} como semilla y obtenemos una

nueva solución para el valor p respectivo. Evaluando el hamiltoniano en cada punto,

construimos el potencial efectivo II(p) para Ia norma dada N. Todos los extremos

de I1(p) corresponden a soluciones estacionarias del sistema.

(b)
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La fig. 4.6 (a) ilustra la construcción del potencial efeclitro H (p) para tres difererrtes

valoles de la norma N y para 9 : 0.96, mostrando perfecta corrcordancia con el

análisis cle estabilida.d presertado supra (el tam¿ño de la cadena es ,44 : 100, y

elegimos ns : 50). Cuando Ia nornra es baja (crrrva gris gruesa), cl potencial efectivo

tiene un máximo en los valores enteros de p (en particular en no), que son centtos de

masa de soluciones err sitio inestables. Los mínirnos en p semienteros (corno n¡ t i/2)

están asociados a las soluciones inter sitio, que son estables. En Ia región donde los

modos en sitio e irter sitios son simultáneamente inestables (línea negra), ambos

corresponden a un máximo. La solución intermedia e stable aparece como un mínimo

centrado entre las dos soluciones fundamerrtales ltriángulos en la figura 4.6 (a); el

perfil de intensidad de Ia respectiva solución intermedia sc muestra en a.6 (b)]. Al

inclementar la norma (curva delgada gris), el anríJisis de estabiliclad predice que la

solu.ción en sitio (entre sitios) se vuelve estable (inestable): ahora hay un mínimo en

los valores enteros de p y un miiximo en los semienteros.

4.5. Interacción dipolar atractiva (S < 0).

Cuando los dipolos están orientados longitudinalmente (scc. 3.3) Ia interacción

dipolar es atractiva, 1o que se traduce en un r,alor negativo para el coeficierLte q.

Observamos que para g j 0.3 Ia curva ly' vs a., para la solución en sitio deia de ser

monótona: aparece un rniritro 1ocal, el cual implica un cambio cn las propiedades

de este modo, que pasa de ser estable a ser inestable. En la figura 4.7 (a) se muestra

córno cerca de ese punto la solución en sitio se firsiona con la inter sitios, decayendo

juntas en norma hacia el borde de la banda lineal (c" : 2). En esta última sección de

las curvas, la solución en sitio vuelve a ser estable, dado que nuevamente su curvatura

ha ca.mbiado. Reduciendo el valor de 9 un poco más, aparece ta¡nbién un rnínimo en
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Figura 4.7: Norma vs frecuencia para interacción dipolar atractiva.. La estabilidad es

indicada con la contimridad de la curva, siguiendo la conve¡rciórr. (a) La lúrea gruesa

correspo[de a 9: -0.3 y Ia delgada. a 9: -0.48. (b) La lfuea gruesa (delgada)
corrcspolde a 9: -0.5 (a S : -0.58).
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la curva de la solución intcr sitios. No obstante, Ias curvas de los dos modos atin se

fusionan y decaen de fo¡ma muy abrupta hacia la ]:arda lineal. con una pendiente

que crece indefinidamente a meditla quc a --+ -0.5 [lirea delgadn en la fig. a.7 (a)].

Ahora bien, cuando se a-lcanza el valor crítico g : 0.5, cl múrirno cn cada curva

pasa a ser global, ya que desde esos prntos respectivos a¡rbas soluciones incrementan

su norm¿ con pendiente infinita cuando u.., 

-+ 
2 [curva gruesa cl Ia fig. a.7 (b)]. Para

cualquier valor de g bajo -0.5, la,s cunas de arnbas soluciones cruzan el borde de

l¿ b¿nda (u : 2) v entran en ella sin fusionarse, aparecienri.o así uria rama en Ia

familia de cada solución qrre se origina cn c, : 2 v cuya relaciórr norma \,-s frecuencia

se aproxima e un& rect¿ con pencliente negativa.

Esta dependencia en la norma es la que se espera para el rnodo fundamental a partir

de la relación de dispersión (4.4) cuando g < -0.5, es decir, cuando q-l29 < 0.En

efecto, si aproximamos Ia norma del modo fundamental como M veccs el cuadrado

de Ia amplitud zs,

lr*" : ,r[rf , (4.2t)

la ec.

según

(4.4) nos indica que Ia norma rlel estado fundamerrtal va¡ía co¡r Ia frccucncia

'' ,¡¡ ¡ ,r - 
* 'rvs\ tpl - ---:.(l+ ¿g

(4.22)

Esto corresponde a una relacirin lineal desde c,-, : 2, cuya pendicnte es inversarrrcnte

proporcional 
^ 

q + 29- Así, cuando g torna el valor -qf 2,la norma diverge, tal corno

ocurre con las soluciones localizadas. Para g ( -q/2,la pendiente sigue variando de

la misma form¿r. La semeianza existente entre ondas planas y soluciones localizadas,

en relación a la dependencia de la no¡ma en Ia frecuencia, puede vincularse al cambio

en la inestabilidad modulacional que ocurre en el valor crítico g : -ql2 (sec. 4.1).
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La formación de breathers se ver perjrrrlicada frente a la estabilidacl quc adqLrieren los

mrldos c¡xtendidos.

4.6. Aproximación de modos fuertemente locali-
zados.

Las ecuaciones tipo DNLS presentan un obstáculo al tratamicnto analítico: no son

integrables. No obstante, el uso de ciertas aproximaciones permite encontrar expre-

siones simples para las relaciones entre las variables relevantes para la calacterización

del sistema que queremos describir. Una de esa^s herramientas analíticas esla aprori-

mac'ión de mod,os fuertemente localizad,os (SLN{), que permite expresar la norma de

Ias soluciones localizadas en función de Ia frecuencia. Éste método - aplicado en lo

que sigue sobre nuestro modelo (4.1) ha sido utilizado exitos&mente en diversos

estudios [35,58,77].

La aproximación de modos ftrertemente localizados consiste en lo siguiente: us¿mos

como ansatz para la solución de (4.1) un perfil centrado ya en uno, ya en dos sitios;

al reemplazar en (4.1) para un n cerca¡o al centro de Ia cadena, podemos encontrar

relaciones entre Ia norrna y la frecuencia válidas en distintos regímenes, basados en

Ia stposición de que un aumento en Ia nornta favorece la existencia de soluciones

localizadas [79].

En primer lugar, suponenos una solución esta¡iona,ria en sitio, Iocalizada alrededor

de n : no, es decir,

2,,(t) : ¿ s¡r1¿¡¿) Ir,,,"" + o(4,,""-r + 4,,,,+r)l , (4.23)

con al < 1. Sustituyendo en (4.1) para n - no y dividicndo cntre A obtcncmos

) - 2rca I lq + 2ga2)A2 . (4.24)
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Dos ca-sos límite pueden ser considerados. Primero, cuando la nonna es alta, supo-

nemos que ias solucioncs son muy localizadas. Luego, a -+ 0 y la norma cumple

Ni-A' (4.25)

Despcjando A2 de (4.24) y reemplazando en (4.25) obtenernos la dependencia de

Ia norrna alta el Ia frecuencia para nn perfil en sitio:

(4.26)

Esto nos indica una relación asintótica line¿l entre la norrna No y la fiecuencia ,\.

en que la peudiente no depende de g sino sólo cle q (c1e hecho, es Ia misma solución

obtenida en el límite DNLS, .q --+ 0).

Ahora bien, a pesar de que el azsalz usado en Ia aprofmación supone que sólo hay

amplitud no nula en los sitios ccntrales, es posiblc arralizar el límite de uorma baja,

donde los modos localizados de.jan de serlo, volviéndose cornpletamente extendidos

debido a su proximidad a la banda lineal. En este caso, consideramos a : 1 y

obtenemos la relación

Nl - u¡'' (4 27)

De (4.2a) y Q.27) se sigue que

¡/i(.\) = ¡q

¡¿.0 - ¡¿) - 2o 
.' q1-2s (4.28)

Esta relación para norma ba.ja tiene la dependencia e\ q+ 29 en cl denominador,

tal como la que encontrantos para ondas planas en la sección anterior (y quc coincide

con los resultados numéricos para las soluciones localizadas). Asimismo, indica que

Ia no¡ma es nula cuando ) = 2n, esto es, en el borde de la banda linea,l.



65

En segLrrrclo ltrgar', tomamos (:ot\\o 0.nsotz una soLuciótr est¿tcionari¿r 1oc¿lizar-1¡r tnfel

s¿úíos, de la folm¿r

u,(r) : A exp(i.\l) ló,,,,," + ó,.,u+r * o(4,,,n , * d,,"n+:)l , (4 29)

es c_lccir, cri que rlos sitios r:entr¿rlcs tieuen anplitncl rnáxjma. sustituvelclo cn (4.1)

pala cl sitio r¿o obterlqnos

) - 1 * no - (q + q't t\2 l- gtlA2 .

La norrn¿l alta parti }a solrtciórr itrter sitios \¡ielc da.l¿r IJor

(,1 30)

A.n-tJ2 (4.31)

rlorxle sc consicleró cr + 0. Tonraucl¡ esta rnisrriir trproxilrlacióri en (4.30) r despcjando

á2 poden'ios corrcluir l¡, relacirin ¿rsintótic¿r entre la lror'rrr¿1 y l:i frcutenci:r ptrra Ia

solrlr:ión inter sitios:
2.\

" q+!l

Vcrrios clttc tarrrbién se tr¿ri¿\ dc ttna relacií¡tt lini.'a1, pero esi,a r¡cz li'r petldii:ute

rlisminlrye a nrcciicla que au rctrt¿ g. ErL electo. cuilrxlo g * 0 se tiene qrte la pendicritt:

en (a.32) es 2,/q. c1 cloble ik: la pendicnlc en (4 2tfi) para lr soltrcir'rn en sitio lo

que corrcsponcle cxacta letrtc al (:¿'LSo DNLS. CutLlLclo 9 - tJ. ¿rntb¿ts po[ciientes sorL

iguales. lo quc también est¿i en concordanci¿r cr¡n tltresl|os resnltados. Firialltentc.

p¿]ra llorrra baja (o - 1). ttxrtqtet atrtos la niisma ri:1ación ('1.2E) rlc la solución r:ri

sitio, cnmplicnciose así que l¿rs clo.s solnciorLes Con\-CIgCn iulltas a 1¿r l¡altla. lirrcal.

En coriclusión, la aproximar:ióri ric rnoclos firi:rtcrnente Ic¡c¡rlizados pelrttite estirt.tttr

y co¡robor¿u ltn¿ parlic,,iulpott¡rte ile nrresttos tcsultaclos Itut.tttiricos presctltad.rs erl

cstc capítrrlo.

(4.32\
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Figura 4.8: La cu¡va negra (gris) indica el modo ccntrado en el primer sitio (entre el
primero y el segurrdo de los sitios) de la cadcna. La línea gruesa corresporrde a rr : 0,

larnediaag:0.4ylaur¿ísdelgadaag:0.8.(a) Solución en el prirner sitio para una
norma fija. AI igual que Ia solución en sitlo del ázl#, la solución se ensancha a üredida
que se inclementa Ia interacción dipolar g. (b) Solución inte¡ sitios superficial. (c)
Depenclcricia de la norma en la frecuencia para ambas soluciores.

4.7. Modos de superficie.

Finalmente, aplicamos nuestro método a la búsqueda cle modos de superfici,c, es\o

es, soluciones estacionarias cuya amplitrid máxim¿ está situada cerca del borde (pri-

rnel sitio) de Ia cadena. En cl modelo cúbico (cou 9 : 0) las propiedades de tales

soluciones han sido ampliamente estudiadas, llevando a resrütados manifiestos. Por

ejemplo, es conocido el liecho dc que lzls solucioncs localizadas en la sr.rperficie son

posibles sólo si su norma está sobre un valo¡ mínimo o umbral, N.,. En la ref. [80]

se determinó la variación del unbral de acuerdo a la posición de Ia soluciól locali-

zada, utilizando el mótodo del constraint (sec. 4.4). La frecuencia correspondiente al

umbral define además urr cambio en la estabilidad de la solución superflcial en sitio,

25l5t0

(1,)

(")

at
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que cerca de ese punto se conecta con Ia solución inter sitios, siendo ést¿1, inestable

en todo e1 rango de norma y liecuencia. Ambos modos se mue§tran en la figura 4.8

(o) v (b)

A medida que incrementamos el v¿lor de g, observamos qr.re el umbral N". aumenta

tarnbién (tal como en la sección 4.2.2, frjamos cl coeficiente cle interacción loc¿'1l

q : 1 pa¡a todos nuestros cálculos). En otras palabras, es más diJíc'il sustentar

una solución locali,zad,a en la superJicie si las ir¿teracciones dipoLares de Largo alcance

están presentes. El creciente carácter repulsivo de Ia superficie se hace eviclente en los

diagramas de norma versus frecuencia [fig. +.8 (c)] en que puede apreciarse el cambio

en la pendiente de l¿ curva correspondiente a la solución en sitio (coincidente con el

ca.urbio de estabilidad mencionado anteriormente), que se fusiona con la curva de Ia

solución inter sitios cerca del umbral. Por esta razón, Ia divergencia de N". a medida

que g ._> q implica la desaparición de amba^s soluciones fundamentales: pzra g >_ q

no eristen mod,os locaLizados de superf.cie (en sitio o inter sitios).

De otra parte, cuando g es negativo (esto es, cuando considcramos interacciones

dipolares atrartivas), el umbral decrece. Esto puede apreciarse en la fig. 4.9 para

g : -0.4 (segunda línea más gruesa), donde se ve que las soluciones en sitio e inter

sitios se conectan cerca del umbral tal como cn el c¿so DNLS. Esto se cumple siempre

que g está sobre -0.5. Para este yalor (segunda curva mrís delgada en la fig. 4.9) las

curvas N vs r¡ de las dos soluciones fundamentales tienden a la banda lineal, pero

divergen cuando r,; --+ 2+ (borde de la banda para cadenas infinitas), perdiéndose Ia

bifurcación de ambas soluciones a partir de un perfil común. Si disrninuimos g bajo

-0.5, las curvas de las dos soluciotes se extienden independientemente incluso bajo

r,.¡ : 2, divergienclo ambas con una pendielte que decrece con g. En este contexto, oL

serva.mos que la norma con que la solución inter sitios entra a la banda se inc¡ementa
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mientras g disminuye, lo que coincide con un aumento de la pendiente de su curva N

vs o:, Se completa ¿rsí la fenomenología observada para ralores positivos de 9, en que

la pcndicnte de la solución inter sitios decrecc a medida que aumenta la interacción

dipolar. EI umbral de norma (colrespondientc al rnínimo en ltr curva para la solución

intel sitios) disminuye cada vez menos, ma.nteniéndose en un valor ceLcano a 2, L¿-l

fig. 4.10 muestra Ia depenclencii:r del umbrai con lespecto a .r7, resumiendo nuestras

observaciones previas.

Tai como ocurría co¡r las solucioues en el b¿lfu, paxa una norria fija I¿r solución en

sitio cle superficie se ensancha al aumenta¡ el valor cle g v sc agucliza al reducirlo

hasta valores negativos. Los modos inter sitios, en talto, m¿ntienen casi I¿ misrrra

forma para una cierta norrna, independientemente dc la magnitud de la interacción

dipolar.

4.8. Conclusiones.

I{emos estudiado el modclo (4.1) .'- una generalización de la ecuación DNLS, uti-

lizado para describir un condensaclo de Bose-Einstein con interacciones atómicas

dipola,res en prescncia de un potencial ópiico peliódico. En prirrrer lugar, encontra-

nros modos cstacionarios loc¿ izados (breathers discretos) de dos tipos: centlados en

un sitio central de la c¿rdcna (soluciones en sitio) o entre clos sitios centrales (solucio-

nes inter sitios). Caracteriza ros estos modos a través de la rolación entre la norma

y 1a frecuencia. Observamos que al incrernentar la irrteracción dipolar, la penclientc

asintótica de Ia curva lú vs o; para la solución inter sitios decrece, acercándose a

la curva de la solución en sitio. Cuando la interacción dipolar equipara Ia interac-

ción atómica de contacto (q : g et nuestro urodelo) las clos curvas se supcrponen.

Esto coincide con ul intercambio en la estabilidad de Ias soluciones, que ocurre a
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f¡ecnerrcias cada vez menores a mcdida que g se aproxirna a q. Ivfás precisamente,

el intercambio se prodtce en lltr rango de liecuencias donde Ic¡s dos modos so¡t si-

¡nu.ltánear:rente inestablos. Luego, existc una solución intermedia estable centrada

entre ltrs soluciones en sitio c inter sitios. P¿rra encoutrar Ia solución intermedia,

utilizamos el método del constraint (explicado en sec. 4.4) clue permite expresar el

lramiltoniarro (llamado potencial efectivo en este contexto) como función d.el centro

de masa de las soluciones localizadas en Ia cadena, para ura norma fija. Los puntos

extremos del potencial corresponden exactarrrente a las soluciones estaciolarias del

sisterna, permitiendo no sólo encontrar Ia sohrción intcrmedia, sirto además compro

ba.r- su estabilidad.

Al considerar interacción dipolar atractiva (reduciendo el parámetro g a valoreli ne-

gativos) Ia curva de nornla \¡s frecuencia para el nrodo par incrementa su pendiente

asintótica ha^sta diverger cuanclo g --+ -q, con lo queda completo el cuadro observa-

do para interacción dipolar airactiva. La forma en quo Las curvas de aurbos modos se

aproximan a 1a banda lineal (cuyo bordc corresponde a la frecuencia r,¡ - 2) cambia

notablemente alredeclor de g: -q12. Para interacción baio ese valor, al reducir la

frecuencia Ias familias de soluciones entran a Ia banda con norma no nula y sin con-

vcrger a un perfil común. Alrerledor de esa transición, observamr;s una sernejanza en

Ia relación nolma/frecuencia de la^s soluciones localizadas con la de las ondas planas

(el valor g : -(ll2 tambión supone un canbio en Ia inestabilidad modulacional de

éstas, ver sec. 4.1).

Finalmente, estudiamos rnodos localizados de superficic. El principal efecto de Ia

interacción dipolar en este caso consiste en el incremento (decrecimiento) del u¡nbral

de norma sobre el cual existen la^s soluciones localizadas al aumental (reducir) la

interacción dipolar. Es decir, cuanto mayor es esta ilrteracción (cuando es repulsiva),
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es más difícil sustentar soluciones krc¿rlizadas en el bolclc de la cadena. Para g: q

cl umbral diverge, ¡.lor 1o cual no cs posible encontlt[ moclos localizados sobre este

valor de g. Adcmís. se marLtierre el clecto de la intcracciórr cn la pendiente de Ia

curva asintótica par¿ el correspondier.rtc modo intcr sitios, mostrando la robustez de

nuestros resultados.
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Desorden y no linealidad
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A contilu¿ción estudiamos el caso en que el potencial óptico quc contiene al con-

densado es desordenado; es decir, en que pierde la periodicidad que le lue atribui-

da en Ios capítulos anteriores. Esto se traduce en una distribucióu aleatoria de los

energías de sitio y/o de Ias constantes de acoplantiento definid¿rs e¡r nuestro modelo.

La combinación de no linealidad Iocal (cúbica) y desorden lineal da origen a una

fenomenología nor.edosa que está lejos de haber sido esturiiada completamcnte. La

preselcia de desorden en la led induce la localización de Andcrson, por Ia cual los

modos normales de oscilación (MNs) están loca.liza.dos espacialmente. En un primer

acercamiento, esto puede llevar a la conclusión de que, cn un sistema desordena.do,

la difusión de paquetes de onda sólo se ve dificultada a medida que el desorden se

incrementa.

Por otra pa,rte, es conocido el efecto de la respuesta no lineal en Ia locaiización: Ia

no linealidad sustenta el ¿utoatrapamiento de los paquetes de onda, al desacoplar las

frecuencias de las soluciones y llevarlas a Los gaps entre las baudas lineales. Por esta

razón, podríamos inferir como primera conclusión que la combinación de desorden y

no linealidad sólo favorecería Ia localización y perjudicaría la difusión.

El propósito de este capÍtulo es comp¿rar los efectos de desorden diagonal y desor-

den no diagonal, dentro del marco de Ios sistemas discretos descritos por la DNLS, y

caracterizar el efecto de variar la no linealidad presente en el sistema. Para el estudio

de la difusión de paquetes de ondas en presencia de desorden (en el caso lineal y

no lineal) nos basamos principalmente en el método presentado en Ia referencia [8I],

donde sólo se consideró desorden diagonal y no linealidad variable. Dado que los

sistemas desordenados no lineales dificultan el uso de herramientas analíticas, nues-

tro acercamiento sigue siendo la implementación de mátodos numéricos y nuestro

aná)isis, a diferencia de los capítulos anteriores, es ahora principalmente cualitativo.
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5.1. Modelo.

Para el caso totalncnte general. el que e1 rlesorclert pucde ser tanto diagonal como

tio diagonal, no só1o la enei.gía de sitio, sino tanrl¡ién 1a constante de trcciplarricrrto

prretlen canrbiar según la posición. Luego. Ia dinállica de Ia amplitud de onda en ei

sitio r¿-ésirno dc ia retl es dcscrita por ltr ecuación

t)t t -.

-i"n! , ,' h...'t, r',. 'u- ) Q 'tn2u, . (51)

El coeficicrrte x, es la constantc de acoplamiento elltre los sitios n y n + 1. 
"v,

como arrtes. e, dcnota Ia energía de sitio en Ia posiciórr rl-ésima, mientlas que q

es e1 coeficierrte que cuirntifica la. fuerza de intcracción atómica En nuestro esiudio

consider¿nros riris tipos dc desc¡rdeu separadauente y err conjunto, tr saber. (i) x,, - 1

v r,, elegirla ¿rl az¿u en el rango [ 11.'l2,ll' l2') (dcsorden diagonal). 1' (ii) e, - 0 ¡' x,,

escogido ¿rleatoriamente en Ia distribución unifcirme ll - \l'12.1 + If'12), con I'I¡ I 2

(desorden no clitrgonal). En ambos casos. el parámetro I'l'r¡reda definido como el

(u) y
Potencial
óptico.

t tl t lt 

-u 

1 tl lndice de

. i''il ir'". ifi- -f"i"t- fl.i ' t'cfra'cción'

|-d¡ 4 c1.¿- *-dB + dF 1

Figura 5.1: Implcmentaciórr r1e desorden en un aueglo. (a) En rrn BEC, el dcsorden

en el potencial óptico implica tanto desorden diagonal corno no diagonal. (b) hl-
plementaciórr de desolden diagorral (arriba) y no diagorral (abajo) cn un alreglo de

gnías c1c ondir, carnbiando el ancho ¡- Ia sepalación entre las guías, respectir,amente
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grado o la .fuerza de deso«lcn. La figura 5.1 ilustra la implcmentación de sistemas

desordenados en dos medios distintos.

La. norma 
NI

N: »l?¿"l' (5 2)

(correspondiente a la potencia de la luz en sistemas dc guías de onda) es una cantidad

corservada del sistema - en tanto proporcional al númcro de partículas del BEC,

así corno el hamiltonia¡ro (sólo en el caso en qrre q es constante)

¡,f

H : -»ln^@,aui+ui,*,u^) +f,1""1^) (5 3)

El parámetro que usamos para cuantificar la localización de un paquete de ondas

en la cadena es el número de participación:
,..2

^ \L lu"l' ) t\''" D 1""1, I1""1, 
, (5 4)

que da una estimación gruesa del númcro de sitios cn que cl paquete dc ondas tiene

una amplitud significativa. Por ejemplo, pua un perfil consisterrte de una excitación

en un solo sitio, ol nrimero de participación cs igual a 1: mientras que para un perfil

completamente extendido, esto es, en que todos los sitios tienerr igual amplitud, el

número de participación resulta ser igual al número de sitios .4¡1. Como se yerá en las

secciones siguientes, el núnre¡o de participación resulta ser una cantidad adecuada

para cuantificar la distribución de urr paquetc de ondas sobre un sistema finito.1

5.2. Modos lineales.

Con el fin de distinguir el efecto del desordcn en los casos (i) y (li), estudia¡ros

primero el sistema linea1 (q : 0). Para los modos estacionarios z,(z) : i/" exp (-i)t)
lOtras cantidaclcs usadas en la lite¡atura con estc llropósito sou la lolgitucl de localiz¿rlri<iu dc

los MNs y cl seguudo rnomcrto. No obstantc, aulbas sólo tiettcrr sentido er¡ sistor¡ras uruy grandcs.
que no pueclcn ser impleucutados expcriürentalmentc hoy el dí¿.
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(a)
2

I

I

0

3 f-.
(b)

2
;

I

Figura 5.2: Ba.ndas lineales de dos sistemas con (a) desorden diagonal, y (b) desorden
no diagonal, respectivamente, para lY : 1. Los insertos muestran los modos normales
en los bordes de las bandas. Notese que en (b) el modo mrís alto es la versión staggered,

del inferior.

la ecuación (5.1) se traduce en la siguiente ecuación de autovalores

)U" : ¿"¡¡" * nnUn¡1 + Kn-lUn-t . (5.5)

Los autovectores normalizados U",, de esta ecuación son los MNs con sus corres-

pondientes frecuencias ,\,. En ausencia de no linealidad, la localización de Anderson

ocurre paxa ambos tipos de desorden. Así, incrementando el valor de W, los auto-

estados del sistema se vuelven más localizados, mientras que la banda lineal (esto

es, el espectro de frecuencias de los MNs) se ensa¡rcha hasta 4 -f W aproximada-

mente J81] (ver fig. 5.2). Un hecho interesante es que para desorden no diagonal el

ensanchamiento de Ia banda es simétrico, al contrario de lo que ocurre para desor-

den diagonal. La simetría del primer caso está relacionada con una correspondencia

existente entre cada MN staggered en la parte superior del espectro y su versión

wtstaggered, en la parte inferior, que se da sólo para desorden no diagonal. Compro-

bamos esto considerando nuevamente una solución estacionaria un(z) : ¿ns-tÁt ¿a

la ec. (5.1) (para q :0), y sustituyendo .\ y 2,, con -.\ y (-l)"u", respectivamente.

l,

- 0 l0 20 304050
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Figura 5.3: NÍtmero de participación promcdio cle todos los N.lNs del sistema en
función del grado de desolden para cadcnas de distinto tamaño, (a) Desorden dia-
gonal. (b) Desorden no diagonal. Las curvas desde la más gruesa a la rnás delgada
corresponden a 50, 100 y 200 sitios respcctivameute.
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Este procedirniento lleva a

-\tr,r,: enu,r, - Kn-rLn-l - Ka'trn+t. (5,6)

Entonces, vernos que la simetría ,\ + -), u,, ) (-l)n% es válida sólo si Ér = 0,

es clccir, para desordcn no di¿gonal. Esio es ilustraclo en los insertos dc la fig. 5.2

dorrde mostramos los ir{Ns correspondicntes a los borcles de catla banda (Ios modos

más extendidos están ahcdedor dr:l centro del espectro) p¿ra una configuración al

azar con grado de clesorden I,tr/ : 2, Adernás presentamos una comparar:ión entre las

bandas linea.les para desorden no diagorLal y diagonal, mostrando explicítalnente Ia

simetría ¡, la caroncia de ella para uno y otlo c&so.

A continuación, a rnodo de análisis estadístico, calcultr.mos mrrnéricamente el núme-

ro dc participación promcdio (,8) de iodos los MNs pnra 100 rcaliz¿rciones por cada

valor de I4l, y para cadenas dc distintos tamaños. En un sistcna ordenado (l4r:0)

de ,41 sitios, cada MN está extendido soble el arreglo, y puede lnostrarse que su

núrnero rle participación es igual a 2(M + l)13. En la ref. l82l sc encontró un decai-

miento exponenciai de (,R) con I4l para cadenas muy grandes con dcsolderr diagonal:

de acuerdo & nuestros cálculos, obtenemos que (R) decrece más rápido crranclo el

desolden está dado en los coeficie tes de acoplamionto que eu el caso de desorden

diagonal: el efecto de la Iocalización de Andt¡rson en los MNs es más {ucrte con des-

orden no diagonal (fig, 5.3). No obsta.nte, las curvas (l?) vs W son similares en forma

para ambos tipos de desorden, pudienrb ser mapeado,s las unas en las otras al escalar

W por un factor 2. Ademrís, otairtos que la tasa de decairnierto varía con el tamaño

del arreglo N, como se aprecia al colnparar las frgs. 5.3 (u) y (¡) Ahí inclicamos

el grado de desorden I4l. correspondiente a (R)" : 0.41V1 , que definirnos como valor

crítico para considernr que un pulso está deslocalizado o extendido2. Esto puede usar-

2Esta elecciórr ya ha sido hccha en [81]
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se para definir dos regírnenes: pa.ra desorden bajo t42", los N'fNs son en promedio

-- extendidos sobre toda Ia cadena; pzr.ra l4l sobre tr4l., Ia mayoría de los \'INs esi;án

Iocalizados (al menos, su número de participación es melror que 0.4M). Observamos

que 17" decrece al ¿r.umentar N (r,er lineas verticales en la fig. 5.3), 1o que implict'i

que el decaimiento de (E) es rnás abrr:pto para una cadena más grande (para un

sisterna infinito, W'" tiende a 0, lo que implica localización de Anderson incluso para

bajo desorden),

5.3. Difusión lineal.

En segundo lugar, estudiamos la evolución de perfiles inicialmente localizados en

el sistema lineal. Integramos nurnéricamente la ecuación (5.1) para una re¿lización

con un cierto grado cle desorden I4l (consideramos desorden diagonal y no diagonal

por separado), tomando como condición inicial una excitaciór de un solo sitio

,u-(.0) : 6 
".,-,, 

, (5 7)

donde n¡ es un sitio cerca del centro de la cadena. Cuando ei paquete de ondas ha

evolucionado hasta f : t¡ : 1144, calculamos el núrnero dc participación del perfil

final3. Luego de repctir este procedimiento ptl.ra muchas realizaciones, c¿mbiamos el

valor de W hasta cubrir el rango 0 < W < 2, obtenicndo así Ia dependcncia del

número de participación final prornedio en el grado de desorclen. Nuestros resultados

se rnuestran en la fig. 5.4. Aparece errtonces una diferencia clara errtre los dos tipos

de desorden considerados: para desorden diagonal bajo. el número de par-ticipación

se incrementa notablemente hasta un valor máximo, desde donde se observa el dccai-

miento espera<lo paua valores miís graldes de 17. Esto ya ha sido reportado en 181],

SDl valor ¿/ : llf/4, también utilizado cu [81], conesponde al irstaltc en que los lóbulos latc¡ales
de un pulso u.(0) : ó,,,"," alci¡,rrzan los bo¡des dc rrna c¿rdc¡ra ordc¡r¿da.
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Figura 5.4: Promedio (sobre 100 realizaciones) del núrnero de participación final de

un pulso inicialmente Ioca,lizado que se propaga hasta alcanza¡ los bordes del arrcglo,

(a) Desorden diagonal. (b) Desorden no diagoual. La^s curva^s desde la más gruesa

a la más delgada corresponden a 50, 100 y 200 sitios, respect'ivanrente. Las líneas

verticales grises marcan el grado de desorden para el cual el uúrnero de participacirir
promedio es igual a 0.4114.

É<
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donde se da una explicación dcl fenómeno en base ¿rl núrnero de lvlNs qLre participan

en Ia difusión del ¡:erfil ri,,,,,,, ¡. que, dada Ia simetría par de óste, correspondetía

exactamcnte a Ia mitad de Ios ,Az1 modos disponibles. A medida que el desorden se

ircrcmenta, Ios N¡INs dejan dc tener una simetr'ía clefinida, por )o que una mayor

cantidad de ellos cstá¡ involucrados en la evolución lineal cle la exciiación inicial.

No obstante, otros efectos debcn scr to¡nados crr considcración al extender este al gu-

mento a sistem¿Ls con clesoldcn no diagonal, ya qrle en este caso rro se observa nirtgún

incremento del núrnero de participació1, sino que éste decrece dc forma mouótorta al

aumentar el grado de desordeu [fig. ;.+ (U)].

Aquí ofrecemos una explicación cualitativa de la diferencia observada para el re-

girnen de bajo desorden, esto es, cuando la localización dc Arderson cs poco noto-

ria 1831. Si construimos un sisteÍr¿ co¡l desorden diagonal, en cualquier posición n

podenros tener energía de sitio cerca de -Wl2 o de Wl2 con igual probabilidad.

N4uy posiblernente, el paquete do ondas tenclerá a loca,lizarse alrededor de sitios con

estos valores extrernosa como si se tratara de impurezas locales, irrcrementarrdo así el

número de participación. No obstante, cl pa,quete de ondas aírn puedc difundir desde

esos sitios, va a la izquierda, ya a la derecha, es decir, no hay una dirección privile-

giada para la difusión, ya qrre los coeficientes de acoplamiento ¡rermanecen iguales.

Así, podemos decir que el esparcimiento del pulso sobre la cadena no se ve afectado

pol el desorden diagonal débil, permitiendo incluso que el nírmero de participación

aumente. Por el contra.rio, un sistema con desorden no diagonal presenta coeficientes

de acoplamierrto cerca de 7-lUf2 y 1+W12 con la misma probabilidad (lo que puede

generar impureza^s locales), pero estos va.lores ticnen distinto efecto: los mrís bajos

obstaculizan Ia propagación del paquete de ondas (ya que atenúan el acoplamiento

asólo si la energía do sitio en posiciones contiguirs es meDor cn m¿Bnitud
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entre dos sitios vecinos), micntras que los rtt ás altos contribuyen a ella, Así, para

cada sitio aparece una dirección privilegiada para la difusión. Dado que la excit&ción

considerada se origina en el centro del arreglo, lo anterior implica que se extenderá erl

una región alrededor dcl centro, ilcluso para bajo desorden, privilegiando Ia dirección

de mayor acoplamiento: la extemión del paquete de onclas (y por tanio su rtúme¡o

de participación) se ve limltado en su crecimiorrto, y sólo decrece.

1ir,l como hicimos en el análisis de los MNs, indicarnos en la fig. 5.4 cl valor crítico

trU" que corresponde a R:0,4,4,f. Nuevamente l.emos que I4l" disminuye al ar.tmentar

el nírrnero de sitios, conflrmando que el decaimiento del número de participación

causado por el desorden se acentúa cuanto más grande es Ia red-

5.4. Difusión no lineal. q fijo.

Cua¡do 1a densidad atómica es suficiente para inducü electos no line¿les en el

BEC, Ia energía se ve modificada a causa dei potencial clc irrtcracción. Esto producc

una reuorrnalización en las frecuencias de excitación dr: Ios IvINs 181,82], Ilevardo a

una interacción entre ellos. Formalmente, esto sc expres¿r, al expandir ul paquete de

ondas z,(t) en el espacio de los rnodos normales U,, según

",,(q-»a"@u,.".
donde @,(ú) son los coeficienies tiempo-dependientes de la expansión (en el caso lineal

serían proporcionales a e "r) Sustituyendo en (5.1) obtenemos

- i » ó "U "," 
: qL,i,u 

",, + K^ - 1 » ó,U,,.- r + K^» ó,u,,.+l

(5.8)

-.^ \- .ar .t ), rt Ír r{ll|1¿\u"|\yU2\/u.|vv|.nvD2'4vu,\.n'
(5 e)
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Ahora aplicamos el proyector !,, {,/7.", a estn ecu¿¡,ción, EI rnietlbro izquierclo querin

-ió, : )¡ó, + q L 1,,,*,^ó;,ó*ó^.
ú1\u2,v3

(5.i0)

Los télminos Iineales en el nriembro clereciro dc (5.9) son proyectados como sigue:

: 
T r"+r,. 1,,u,,* + K,, - trJ u,r¡ t * nn[J,,u*l

-T a"Y u,,"s"u",,

:\-r,¡¡

: ¡io, (5 1r)

Aquí se usó el hecho de que los [/,,,, son solución de Ia partc lineal de (5.1), es

decir, que satisfacen la ec, (5.5). Filalmente, el término no lincal en (5.9) lleva a la

proyección siguiente:

qLu",^ D ai,o*o""u,,,nu,,.nuu,,n:c ! 1,,,,,,,,ó:,ó-ó,., (5.12a)
n ul,u2,u:t yltv2lu¡

con las integrales de traslape definidas como

l u,,*"1 0,u,,,, + L, tJo,,,,,,,,'1q,,u,,,", + ! rr,,,n,, ! ó,u,,.+,

1,.,,,,,.,,, : Y u 
".,"u ",,"u -."u",,.,,

La,s expresiones (5.10-5.12) definen Ia ecuación de evolución para la aurplitud p,(l):

(5.12b)

(5.13)

En todas cstas cxpresiones, U"," os el y-ésinro trodo norrnal (scc. 5.2). En relación a

Ia dinámica del sisterua, Ia ecuación anterior implica qrt:, en el regimen no lineal, un

paquete cle ondas no puecle sol descompuesto en modos espccíficos corL frecuencias
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fijas que sc propagar independientemente, ya que Ia interaccitiu pucde lleval a quc

otros modos sean cxcitaclos: Ia.s resonancias entre UINs llcvan a una dinámica c¿lótica

dentro del paquetc de ondas, cuya propagación pasa a ser incoherente 182] A su vez,

esto puede producir su deslocalización a medida qrte evoluciona. (Evidentcmente, rut

efecto tal sólo cs posible cuando la no linealidad no tiene la magnitud necesaria para

producir autoatrapa.triento. )

A fin de comprobar este efecto, propagamos nna excitación inicialrrlente localizada,

ta.l como en la sección arrterior, hasta un tiernpo l¡ en clue el paquete de oldas arin

no alcanza los bordes clel arreglos. Calcularnos el númcro de participación final v

promediamos sobre 100 realizaciones, para un rango de desorden 0 < W < 2 y de

no linealidad 0 < q < 10. Nuestros resultados se muestran en la figura 5.5. Un hecho

sorprcndente es que la no linealid¿d parece favorecer un inc¡ernento dcl número de

partic\ración firral incluso en ausencia de rlesorden, generándose un peak cerca de

s :3. AI observar los perfiles finales en torno a esto punto, podernos ver que el

crecimiento del nírmero cle participaciórr se clebe a una distribucióu más homogénea

de la intensidad en el perfilfinal y no a un incremento en sn ancho6. Asimismo, surgerr

diferencias radicales entre anlbos tipos de desordcn: En concorda¡cia con lo hallado al

estudiar la difusión lineal, el desorden sólo favorece la dcslocalización para desordert

diagonal; a medida que ¿umentamos q, la cirna cn el número de participación se

desplaza hacia valores m¿is bajos de desorden, Luego, es claro que el punto de rnayor

extensión se encuertra para alguua cornbinación de desorden y no iinealidad. Para

desorden no diagonal. el decaimienio nLonótono del núrnero de pa,rticiptrción con el

desorden persiste para valores no mrlos de q [ver fig. 5.5 (b)1.

5Es decú, menor que lvf/4, ver riota 5.3.
6Est¿ es una de l¡¡^s razones que nos Ileva a preferi¡ el nrimero de patticipación como parárnetto

cuaritificador-- de la localización (o extensión) de un pulso, f¡entc a otros parámetros usa.dos en la
literatura, corno el seguntlo mornento, más apropiado pala arreglos infinitos.
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(")

v

w

(1, )

V

F

ra

w

1.5

..¡r tt



86

5.5. Difusión no lineal. q variable.

Cuando la interacción de contacto en un BEC (o la respuesta no lineal de un

medio óptico) no es fija sino que, cambia en el tiernpo, es posible que un paquete de

ondas evolucionando en el sistema interactúe con distintos MNs, es decir, que haya

resonancia con alguna frecuencia del espectro IineaIT. Luego, con el fin de registrar el

cambio en la frecuencia que sufre el paquete de ondas, usamos la /reczenci,a efecti.ua

)"r definida al insertar el ansatzu.n(t): -A" exp(-i).r¿) en la ec. (5.1). Ivlultiplicando

por ui y sumando sobre n podemos despeiar

¡^. : -1\.- le-lu",l, I nn ,,¡yu:nt nn ¡t,, 1u,i,+ q(z)l.u,.l4l ,
l\J /--t t tt"" 1

donde hemos ,l"t"rriinudo un¿ variación Iineal de g corr z [81]:

sQ) : cz. (5.15)

El factor c queda definida como Ia tasa de crecimiento c: uelocitlad no lineal, esto es,

Ia razón de cambio de Ia interacción de contacto. Físicamentc, este incrernento lireal

puede ser logrado mediante las resonancias de Feschbach (scc, 3.2) corr un campo

magnético vtrriablc, como ha sido propnesto en las refs. [81, 84, 85].

Evidentemente, un valor de c rruy grande, implica una variación rápida de la fre-

cuencia efectiva, lo qr:e hace quc ésta salga de Ia banda linezrl y el pulso se mantenga

Iocalizado sin Ia posibilidad de interactuar con krs NfNs. Por el contrario, una velo-

cidad baja permitc una disrninución paulatina de Ia frccut¡ncia cféctiva, aumentando

Ia posibilidad de ülteracción reson¿l,nte con los MNs de la bancla, 1o que favorece la

deslocaliz¿ción. Esto se ilustr¿ en la fig. 5.6. Nuestro propósito es deterrninar la ve-

Iocidad no lineal crítica c" bajo la cual un paquete de orxlas inicialrnente localizado
TOtros facto¡es corno la posición espacial dc los MNs deben ser tonidos en cuenta para tlvaluar

la probabilida.d real de que ocurra rerionancia, ya que debe existi¡ un ooerlo¡r esapcial ro ll¡lo entre
e1 paquetc de ondas y el ¡nodo con el que este interactúa.

(5.1,1)
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se extiende sobre Ia cadena (evidcntemente, para un valor alto, el autoatrapamiento

predomina sobre Ia deslocalización producida por la interacción entre MNs). Para un

cierto gra.do de desorden, tornauos un v¿lor inicial de c e irrtegramos la ec. (5.1) corr

la nisma cordición inicial localizada de la sección 5.3 hasta que la frecuencia efec-

tiva del paquete de oldas ¿lcanza el fondo dcl espectro lineal (bajo esta frecuencia,

el paquete de ondas no puede interactuar con ningún otro iMN, y en ca.so de estar

loca.lizado, permanecerá así debido a la creciente no linealidad). Luego, evaluarnos

el número de participación r?¡ del perfil find. Si,?7 < 0.4, definimos que el pulso

está localizado, por lo que reducimos c en una cierta cantidad Ac y repetimos la

simulación con la misma configuración de coeficientes de acoplamiento y energías de

Figura 5.6: Arriba: Evolución de la frecuencia ef'ectiva para una vclocidad no lineal
baja (c: 1, curva negra) y alia (c = 2.5, curva gris). La línea punteada gris marca
el borde inferior de la ba¡da lineal. Abajo: Los correspondicntes perfiles finales.
Podemos ver córno una velocidad mrís baja permite que el paqucte de onda^s se
desk:calice antes de que su frecucrrcia cfectiva salga de la banda lineal. En ambos
casos, cl grado de desorden es tr,tr/ : 0.8.
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sitio. Si ahora el pulso está extendido, esto es ,B¡ ) 0.4, aurlentanos c en Ac/2; si

no, continuamos reduciendo ¿. La continuación dc estc proccdirniento nos permite

arotar el valor crítico en que se produce la transició¡r hasta Ia prccisión descada.

Para un rango dc desorden O < W < 2, repctimos este proccdimicnto cien veces, ob-

teniendo un valor promedio c.. Nuestros resultados se muestran cn la fig. 5.7. En un

primer acercamiento, llama la atención urra cie¡ta correspondencia cualitativa entre

las curvas encontradas para la difusión lineal en la sección 5.3 y la-s obtenidas ahora:

para desorden diagonal, existe claramerte un máximo de 1¿ velocidad crítica que per.

mite deslocalizar un pulso. Una lectura de este fenómeno puede darse considerando

el regimen de lineal, en que, conlo se señaló, el bajo desorden favorece por sí rnismo

Ia extensión del paquete de ondas: a medida que se incremenla W, el perfil final

tiende a ser mrís extendido, por lo que se requiere una velocidad mayor que saque

rápidamente la frecuencia cfectiva de la banda linea1 y llevc el sistema al rcginrcn de

autoenfoque. En este caso, la r¡o lincalidad ayuda a contener la difusiótr, mientra^s

que para desordcn alto contribuye a aumental la^s interaccio¡res con otros modos, y

asÍ deslocalizar el paquete de ondas. Para desolden no diagolal, en tanto, si bien

aparece un incremento en la velocidad crÍtica, éstc es rrlenor que para el primer caso,

confirmando así que este tipo de desorden " castiga" más fuelternente la extonsión

de Ia onda sobre el sisterna, como se puede intuir a paltir de r:ruestros resultados del

sistenra lineal. Asimistro, d, peak en este caso a,parece para rrn vak¡r rtucho mas bajo,

y ctrueda limitado por los valores críticos de desorden encontrados anteriormente.

En un nivel mris básico, destacamos el hecho de que es posible erlconttar la veloc!

dad crítica que permite deslocalizar un paquete de ondas cn presencia de desorden

no diagonal. Esto constituye urr resultado importante orr sí mismo, que viene a cour-

plementar 1o encontradr.¡ en 181] para desorden diagonal.
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5.6. Conclusiones.

Hernos estudiado u¡r sistema iliscreto no lineal desordcrrado, usa,ndo como modelcr

una generalización de la ecuación DNLS en que ta¡to Ias energÍas de sitio cor¡o

los coeficientes de acoplamiento pueden variar aleatorarniente en cada posición de

la cadena, dando lugar a desorden diagonal y no diagonal, respcctivamente. Ambos

casos han sido analizados a través del efccto que tienerr en la extensión espacial de

Ios modos normales (lvINs) del sistcma, y en la krcalización dc paquetes de onda que

se propagan cn éste. El parámetro quc utilizamos para cuantificar Ia extensión de

un perfil es el núrmero de participación l? [ec. (5.a)], que ofrece una estimación de

cuántos sitios contribuyen efectivamente (participan) de la distribución de la función

dc onda sobre la cadena. En gcneral, nuestro mótodo consiste en considerar muchas

realizaciones (distribuciones aleatorias para los parámetros que introducen desorden)

y promediar 1as cantidades relevantes para distintos graclos o .fucrzas de desorden.

En primer lugar, estudiamos el cambio err el espectro lineal del sistema (frecuencias

de los MNs). Observamos que para un grado de desorden tr4l, el espectro se ensancha

hasta 4f 17, existiendo una diferencia en Ia simetría de la banda lincal entre sistema,s

con desorden diagonal v no diagonal. Después, evaluamos el número de participación

promedio de todos los MNs de 1a cadena lineal, para los dos tipos de desorden en

un cierto rango. Si bien en ambos casos observamos localización de Anderson de los

modos, este efecto es mrís fuerte para desorden no diagonal, manifestiíndose en un

decaimiento más abrupto del núrne¡o de participación promedio al ürcrementarse el

grado de desorden. Las diferencias entre ambos tipos de desorderr son aun más claras

al estudiar la propagación de un paquete de ondas inicialmcnte localizado sobre

la cadena lineal. Evaluando el número de participación del perfil en un instante
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¿f y prornediando sobre ÍIucha,s realizaciones para distintos grados de desorden,

observamos que hay un incremento en cl valor promedio de /? para bajo desorden

diagonal, que no se observa para cl caso de desorden no diagonal. Esto signifrca

que la distribución de la energía sobre Ia cadena se ve, al principio, favorecida por

el desorclen, antes de pasar al regimen donde prevalece la localiz¿r,ción de Andc¡son.

Con respecto a por qué esto sucede exclusivame¡rtc para desorden diagonal, ofrecemos

una explicación cualitativa que tiene err cuenta el efecto de va¡iar aleatoriamente las

energías de sitio y las constantes de acoplamiento.

Posteriorrnente, estucliamos la combinación de desorden y rro linealidad, c¿lculando

el número de participación final después de propagar un pcrfil localizado (de modo

semejante aJ caso lineal). Observamos que, incluso en ausencia de desorden, un grado

de no linealidad contribuye a la deslocalización del paquetc de ondas, a través de la

renormalización de las frecuencias lineales, que lleva asociada la interaccirin resonantc

del paquete con los MNs. Esto se traduce en una distribución más homogénea de las

amplitudes de la onda en los sitios de la cadena. La diferencia obselvada entre ar¡rbos

tipos de desorden para el ca^so lineal se mantiene en el caso no lineal: el desorden sólo

favorece la cleslocalización para desorden diagonal, desplazándose el peak del número

de participación hacia v¿lores más bajos de desorden a medida que incrementamos

la no linealidad.

Finalmente, consideramos el ca.so en que la no linealidad no es constante, sino que

se incrementa linealmente en el tiempo, a una razón c. A través de la introducción

de la frecuencia efectiva, podemos estimar cuándo un paquete dc ondas deja de in-

teractua,r con los modos lineales. Luego, buscamos el valor crítico de c sobre (bajo)

el cual un paquete de onda"s se mantend¡á localizado (se extentlerá sobre todo el

sistema). Los c¿ilculos nunéricos implernentados nos permiten encontrar este valor
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crítico para cualquier grado de desorden diagonal y no diagonal, mostrando una vcz

más diferencias entre ambos casos, que pucden a.sociarse a los resultados obtenidos

en el estudio del sistema lineal. Especialmente interesarte es el hecho de que el cfecto

del desorden en 1a difusión lineal determina el rol que debe jugar la no linealidad (y

que puede ser controlado a través de la velocidad no lineal c) en los regímenes de

bajo y alto desorden. Cuando se tiene desorden diagonal bajo, se requiere un valor

crítico de ¿ alto, a fin de evit¿r la resonancia con los MNs y frenar la deslocaliza-

ción del pulso. (Esto tarnbién se cumple para desorden no diagonal, pero en lnenor

grado.) Para alto desorden, en tanto, se tiene un valor mucho m¡ís baio de c crítico,

bajo el cual se permite que la frecuencia efectiva recorra lentamente la banda lineal,

aumentando las posibilidades de interacción con los modos normales, lo que favorece

la deslocalización. En nuestro análisis consideramos también sistemas de distintos

tamaños, concluyendo que el dccaimiento en el númer.o de participación y en la velo-

cidad crítica (sea o no procedido de un incremento previo) ocurre más rápido cuanto

mayor es la cadena.



Conclusiones generales

Hernos llevado a cabo un estudio exhaustivo de modelos discretos no linea,les deriva-

dos de la ecuación discreta no lineal de Schroedinger, que se aplican a la descripción

de condensados de Bose-Einstein. Tanto los condensados dipolares como el deso¡den

son objeto de estudios que aún están en desarrollo dentro de Ia comunidad científi-

ca mundial, por lo que no podemos aármar que nuestro trabajo está terminado. A1

contrario, con esta tesis esperamos haber logrado (7) rcalizar urra revisión profunda

de los elementos teóricos fundamentales que definen los rnodclos utilizados, (2) pre-

sentar y aplicar un método adecuado para el cstudio de los sistemas tratados, y (3)

clestacar la relevancia y novedad asociada a nuestro análisis.

La idea de abordar el estudio de condensados dipolares a través de un modelo tipo

DNLS surgió en la primera etapa de nuestra invcstigación, gracias a la sugerencia

del doctor Fatkhulla Abdullaevs, investigador de arnplia experiencia en la dinámica

de solitones en diversos medios. El trabajo conjunto que nuestro grupo realizó con

é1, definió en gran medida la línea que siguió nuestro estudio, y tuvo como fruto

una publicación [58] que recoge parte de los resultados presentaclos en e1 capítulo

4 de esta tesis. La relevancia y originalidad de éstos, nos llevó ¿ exponer nuestro

trabajo en la escuela de Verano "Surnmer School on Quantum \.{atter: Foundations

and New Tlends" re¿lizada en Granada durante scptiembre de 2011. Una explicación

sPhysical-Technical Institute, Uzbek Acadcmy of Scienccs, Tashkcrrt, Uzbekistan; Ccntro de
Fisica Tcodca e Computarional, U¡riversidade de Lisboa, Lisboa, Portugnl.
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detallada de los métodos numóricos entpleados cn nuestro ¿lnálisis .. en pa,rticular

el mdtodo del constrctirtl, será incluida crr cl liblo NumericaL S'trnu,l,at'ionse , q,,s.e se

encuentra en proceso de revisión y edición. Actualrnente, dentlr¡ de ruestro grupo,

estarnos trabajando en la extensión de mrestro modelo a sistemas bidimensionales,

donde ya hemos podido observar que la interacción dipolar ticne efectos interesa¡rtes

e incsperados, cor¡ro la disminución del umbr¿l de nornla necesario para la existencia

de soluciones localizadas, rnovilidad de solitones discretos (poco común en sisteln&s

bidirnensiorrales) y regiones de estaL¡ilidad simultánea de dos soluciones fundamen-

tales localizadas.

Por otra parte, avanzar en la comprensión del complejo comportamiento exhibido

por sistemas discretos no lineales desordcnados, ha sido una de las principales metas

de nuestro grupo desde hace ya varios aítos. Es por eso que, una vez definido el cn-

foque que daríamos a nucstro trabajo, estos sistema"s constituyeron nuestro pri ler

objeto de estudio. En la conJerercia de Ia Sociedad Chilena dc Física realizada en

Pucón el año 2010, presentamos un esbozo del aniílisis que ahora forrna parte de esta

tesis, junto a aJgunos resultados preliminares que ilustraban nucstros puntos priuci-

pales: (i) el desorden y 1a no linealidad no solo favorecen la localización, sino que en

cierto rango incluso la contra¡restan; y (ii) la fenomenología varía según se considere

desorden diagonal o no diagonal. Nuevarnente, ia colaboración con investigadores de

otros grupos - en este caso con el eximio experimentalista Alexander Zsameitl0

nos permitió dar un mayor alcance a nucstro trabajo, y contar con la realización ex-

perimental de sistemas desordenados no lineales, en arreglos de guías de ondas. Así,

algunos de nuestros resultados, en particular la mejora en la difusión de un pulso

eAcademy Publish, 2012-
rolnstitutc of Applied Physics, Fricdlich-schiller-IInivcrsity, Jcna, Alema,rria.
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en presencia de bajo desorden (ver capítulo 5), han podido ser comprobados en cl

contexto dc la óptica no lineal [83].

Esperamos que este trabajo de pie a futuros des¿rrollos qlle completen y profun-

dicen el conocimiento actual sobre la fenomenología no lineal cn sistemas discretos.



Apéndice A
Número de participación de losmodos normales dá ,r.-"r¿ena
ordenada.
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A continuación mostraxemos que los modos norma.les (MNs) de una cadena orde-

nada lineal, descrita por la ecuación

(A.1)

tienen número de participación i güal a2(M +1) 13, donde M es el tamaño del arreglo

(número de sitios).

Los modos estacionarios u*(z) : ¿*¿;'" satisfacen Ia ecuación lineal

ultn : un-1 t u,"¡1 , (A.2)

por lo que tienen la forma general (omitimos normalización porque calcula.mos la

norma explicitamente más abajo)

L" - sen(kn) . (4.3)

Daclo que trabajamos con condiciones de borde fijas, la ccuación para n = 1 tiene

la fonna au1 : u2, o bieÍt

cusen(k) : sen(2k) : 2senkcos k,

de donde obtenernos Ia relación de dispersión

a=2cosle.

En tanto, pa.ra n : .4zI se cumple uuM : u^t-r:.

(A.4)

u sen(M k) : sen(lM - 1]k) : sen(Ivfk) cos ib - cos(M&) sen k ,

o bierr

sen(M,b) cos& + cos(Mk)senk = sen(lM + 1]A) : 0,
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de donde se sigue que k toma los valores discrctos

U7T

"' - M +r'

Para mrestro desarrollo necesitaremos primero demostrar la igualdad

^4f coslzro) - cos([/t1 +-lh)jen(¡ra)

Para esto, notamos que corr cualquier n se cumple

senacos(2na) : |{."n(lz, + lla) - sen(l2n - rl.r)} . (A.7)

Luego, el lado izquierdo de (A.6) puede expresarse conlo una suma telescópica:

M

! cos(2na) : cos 2a * cos 4a + cos 6a + "'+ cos2Md

: - L{(r".rsa - seno) * (sen5a - sen 3cr) +...
2scna L'

+ (sen[(2,4.1 + 1)a] senl(2M - t)"1) ] ,

de donde se sigue directamente (A.6).

Ahora querernos mostr¿rr que el número de participación

(A.5)

(A.6)

- (Llu"l')'
)]l,#

de los MNs es igual a |Q,I + l). En primer lugar calcularnos la sumatoria en el

numerador de ,l? (norma):
ItM

L"r.: !r"nr1tr,,r¡" 
:i,_rybe

11 - I \-cosrz¡¡,.n)2 2Lr

- 
M 

-coi(lM 
+tlk,)sen(¡tk,)

2 2 sen(ic")
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donde hemos usado cl resultado (A.6).

Ahora bien, vemos que para cualquier k": url(M t 1), el scgundo térurino de Ia

exprcsión anterior cs igual a

-cos(vz.) 
se,(r'Arr1l4l 1l) 

- +1,2.'--) sen(ur/[M + t])( ,), __Eí;_
. Por Io tanto, concluimos que

En segundo lugar, calcularros

MNI

Il,Í: !.en'1*,n;

\-"3: '-(ttt +t\¿--2 " ',2'

)-"i:i(¡z+rl.

(4.8)

_ a( 1t - cos(2ft,r¿)\'z
/..- \ , I

a\'/
, M , L]

- 
lv! 

- : \- cos{2,t,.n ) + f §- cor'f 2k, r)4 '' z¿ J ¿--r

.. :, :,
+ -:fcos(2r,n) - 1f5en212tu,rr)) 2¿¿ 4¿¿
3M - "lr(lU + t)n,)""rr(UX,) * cos(2lM + 11k,,) scn(2,,\fto,)

a Z ."rrf f; I &"t (rl,
Nuevamente, un breve análisis nos lleva a concluir que para cuak¡uier k,, el segundo

término de esta expresión es igual a 1-1/2, mientras que el último es igual a

I scnl2z lln llM +l\
cosizvri +' : -t i8.

8 ll./ sen(2ur llM ¡71\
I \------y-/

-1

Por lo tanto,

(A e)
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Usauclo (4.2) v (4.9) obtcncmos

^ t_l_ 1.r/,,'_1,.,, r) 1\ro,
L,,',t -r \i --l 3'
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