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RESUMEN

En esta tesis se estudia la dindmica de un condensado de Bose-Einstein atrapado
en una red Optica. Nuestro objetivo principal es encontrar y caracterizar estados
localizados que existen en estos sistemas. Consideramos dos elementos que facilitan la
localizacion, a saber, los efectos no lineales surgidos de las interacciones atémicas, y /o
localizacién de Anderson inducida por desorden. El modelo utilizado es un sistema
discreto que permite expresar las magnitudes fisicas involucradas en este estudio en
términos de unos pocos pardametros. A través de anélisis numéricos obtenemos un
cuadro completo, dentro del cual las propiedades de las soluciones localizadas se

relacionan claramente con la fenomenologia propia del sistema.
ABSTRACT

In this thesis, the dynamics of a Bose-Einstein condensate trapped in an optical
lattice is studied. Our main goal is to find and characterize localized solutions that
exist in these systems. T'wo elements that lead to localization are considered, na-
mely, nonlinear effects provided by atomic interactions and Anderson localization
induced by disorder. We study this problem by using a discrete model that allow us
to express most of the relevant physical magnitudes involved in this work in tems
of few parameters. By means of numerical analysis, we obtain a complete picture
within which the properties of localized solutions are clearly related to the system

phenomenology.



Capitulo 1

Introduccion




A partir de la segunda mitad del siglo XX, los sistemas no lineales en general y,
dentro de éstos, los modelos discretos han tenido gran influencia en muchas dreas de
la ciencia. Los célebres experimentos numéricos de Fermi, Pasta y Ulam llevados a
cabo en 1953 fueron el origen del renovado interés por cadenas o redes de particulas
que presentan interacciones no lineales. La contradiccién entre las predicciones y los
resultados (Fermi esperaba que la no linealidad llevara a una suerte de termalizacion
del sistema, pero sus resultados no mostraron ningin comportamiento cadtico [1] )
llevé a otros investigadores a relacionar los sistemas discretos no lineales con modelos
continuos conocidos que sustentaban la existencia de solitones, esto es, paquetes de
onda localizados que son solucién de ecuaciones de onda no lineales, y que perma-
necen invariantes al propagarse o al evolucionar el sistema completo [2]. Por otra
parte, diversos trabajos evidenciaron que algunos sistemas fisicos en que los efectos
no lineales determinan visiblemente la dinamica pueden ser considerados discretos en
cierto regimen. La interaccidn entre discretitud y no linealidad lleva, en estos casos,

“a una interesante y novedosa fenomenologia [3-5]. Uno de los modelos més exitosos
para describir tales sistemas es la ecuacién de Schroedinger no lineal discreta (DNLS
en adelante), ocupada por primera vez en un contexto bioldgico, para describir la
contraccién de proteinas [6]. Su relevancia se ha visto incrementada en las tltimas
décadas, no sélo por la gran cantidad de predicciones tedricas que permitié realizar —
que incluyen fenémenos tales como solitones discretos, difraccién discreta y barreras
de Peierls-Nabarro; sino también por la posibilidad de comprobar dichas prediccio-
nes experimentalmente [7]. Los principales sistemas fisicos que han sido descritos
exitosamente por la DNLS son los arreglos de guias de ondas y, posteriormente, los
condensados de Bose-Einstein (BECs en adelante) sobre los que actiia un potencial

optico externo. A través de la discretizacién, ambos medios pueden ser entendidos



como un arreglo o red a cuyos sitios (nodos) corresponde una determinada ampli-
tud de la funcién de onda que describe el sistema. Existe un grado de interaccién
entre los sitios, que en la forma estdndar de la DNLS esta dado por acoplamiento a
primeros vecinos (en correspondencia con el modelo de estado sélido conocido como
tight-binding). Ademas, la DNLS comprende un término que da cuenta de la respues-
ta no lineal del medio, v cuya dependencia en la amplitud de la onda puede variar
segin el modelo y sistema fisico en particular [8].

Entonces, el sistema que consideramos en nuestro caso es discreto espacialmente:
un arreglo de sitios con posicién bien definida en que la funcién de onda que describe
el sistema tiene una cierta amplitud tiempo-dependiente. Si bien esto también im-
plica una discretizacién del espectro de autofrecuencias o autoenergfas, la principal
consecuencia de la discretitud espacial sobre la localizacién de excitaciones se da a
través de la formaciéon de bandas de energia (o frecuencia). Por otra parte, la no
linealidad en nuestro sistema puede describirse a través de la evolucién de ondas,
que, en principio, no pueden tener forma arbitraria y al mismo tiempo propagarse
con velocidad definida: el principio de superposicién deja de ser vdlido. En medios
épticos, esto corresponde a una relacién entre la polarizacién v el cuadrado del cam-
po eléctrico, que se traduce en una modificacion no lineal del indice de refraccién
(efecto Kerr).

La existencia de estados localizados en sistemas discretos no lineales es de gran im-
portancia por la aplicacién que podria tener en el desarrollo de tecnologias de infor-
macién y comunicaciones. La caracterizacion de soluciones localizadas estacionarias
(breathers discretos) o méviles (solitones discretos) ha sido realizada desde diversos
enfoques analiticos, numéricos y experimentales. No obstante, el descubrimiento de

nuevas formas de respuesta no lineal, asi como la inclusién de otros factores que favo-



recen la localizacién, hace que la determinacién de las condiciones para la existencia
y estabilidad de soluciones localizadas, asi como su manipulacion, sea todavia un

campo muy amplio de investigacion.

1.1. Sistemas Opticos y solitones discretos.

La idea de implementar sistemas discretos con componentes épticos empezo a to-
mar forma desde mediados de los afos sesenta. Dentro de las posibilidades concretas
para este propésito, los arreglos de guias de onda evanescentes aparecian como la més
factible. Esto se vio favorecido por distintos trabajos tedricos sobre la propagacién
de luz en tales medios [9], que pusieron de manifiesto la interesante dindmica surgida
del confinamiento de luz en las guias y del intercambio de energia entre ellas debido
al acoplamiento. Estas propiedades son causa de que al inyectar luz en una de las
guias, se produzca la llamada difraccidn discreta, observada experimentalmente por
primera vez en 1973 [10], y que no tiene correspondencia con la dispersién de la luz
en un medio continuo: en un sistema discreto, la luz se concentra en dos lébhulos ale-
jados de la guia inicial, a diferencia de un sistema continuo, en que el perfil dispersivo
presenta siempre mayor intensidad en el sitio donde la luz es inyectada.

En la década de los ochenta, el estudio tedrico de los arreglos de guias de onda
tomé otra direccién con el estudio de Christodoulides y Joseph [11] en que se ex-
ploré por primera vez la posibilidad de observar solitones discretos e inestabilidad
modulacional en arreglos tipo Kerr en que la no linealidad juega un rol determi-
nante. El proceso de formacién de solitones en estas estructuras puede entenderse
como el balance entre la no linealidad local y la difraccién discreta, que mantiene la
luz confinada a unas pocas guias mientras se propaga. La localizacién se debe a la

modificacién del indice de refraccion inducida por el mismo haz de luz, por lo cual



on

es referida en este contexto como autoenfoque. Desde esta perspectiva, los solitones
discretos son entendidos en ocasiones como defectos no lineales, ya que la constante
de propagacion de la guia en que se concentra el haz de luz cambia también. (Es im-
portante destacar que los solitones discretos son una excitacién colectiva del arreglo
no lineal como un todo, por lo que no tienen un analogo exacto en sistemas conti-
nuos [12].) En [11] también se mostré que la fenomenologia de los arreglos no lineales
puede describirse por una ecuacion DNLS. Al contrario de otros modelos discretos,
la DNLS no es una ecuacién integrable, siendo ésta la causa de la interesante feno-
menologia que exhibe no sé6lo en relacién a sus soluciones estacionarias sino también
a su dindmica.

Los solitones discretos en arreglos de guias de onda fueron observados por primera
vez en 1998 por los grupos de Silberberg y Aitchison [13] utilizando un arreglo de
guias de onda altamente no lineales de AlGaAs. Sus resultados fueron claros: al usar
ldseres de baja potencia, el arreglo se comporté linealmente exhibiendo difraccién
discreta, mientras que para potencias mds altas (del orden de 500 W) la energia se
mantuvo confinada en unas pocas guias, indicando la formacién de solitones discretos.
Desde entonces, muchos experimentos han sido realizados en estos sistemas — en una
v dos dimensiones, llevando a una caracterizacién bastante precisa de los solitones

discretos dépticos.

1.2. Condensados de Bose-Einstein dipolares.

En los afios setenta se propuso por primera vez la realizacién de un gas de dtomos
bosénicos a través de un proceso de congelamiento que utilizara el efecto Doppler [14].
El fenémeno mismo de la condensacién bosénica habia sido propuesto cincuenta afios

antes por Satyendra Bose y Albert Einstein. Lo novedoso de este estado de la ma-



teria es la integracién de la estadistica bosénica con la distribucién espacial de un
gas diluido, lo que permite tener muchas particulas en un mismo nivel de energia,
con una separacién promedio entre ellas mucho mayor que las magnitudes relevantes
para su interaccién. La condensacién de Bose-Einstein es uno de los pocos fenémenos
cudnticos observables macroscépicamente. Tras muchos experimentos realizados du-
rante la década de los ochenta [15,16] finalmente se logré la observacién experimental
de condensados de Bose-Einstein (BEC) con dtomos de Rubidio y Sodio [17,18].
Para el estudio de un BEC, es necesario confinarlo mediante un potencial externo
(trampa). Generalmente se utilizan potenciales magnéticos u épticos, o una combina-
cién de los dos. En el caso de una trampa éptica generada por haces de luz laser, es
posible formar un patrén de interferencia que produce un potencial periédico sobre el
condensado. Cuando es profundo, este potencial da lugar a una fenomenologia discre-
ta , mientras que la interaccién de contacto entre los bosones implica necesariamente
efectos no lineales.

Recientemente, un nuevo tipo de BEC ha estado a disposicién de los fisicos expe-
rimentales, gracias a la formacién de condensados con dtomos de **Cr [19]. En este
medio, la interaccién atémica no es sélo de contacto, sino también de largo alcance,
lo que se debe a la gran magnitud del momento dipolar magnético que presenta el
%2Cr. Si bien hay moléculas cuyo momento dipolar eléctrico es mucho més fuerte
que el momento magnético del Cromo, hasta ahora no ha sido posible construir un
BEC con ellas, principalmente debido a la pérdida de atomos durante el proceso de
enfriamiento [20,21].

Varios son los modelos teéricos disponibles para el estudio de un BEC dipolar en
una red éptica. Dentro de cierto regimen, la evolucién de la funcién de onda que

caracteriza el sistema puede ser descrita por la ecuacion de Gross-Pitaevskii (GPE)



generalizada, basada en la teorfa de campo medio. Mediante la utilizacién de las
funciones de Wannier como base para expandir la funcién de onda [16], la GPE
puede mapearse en una ecuacién DNLS con términos adicionales correspondientes a
la interacién dipolar. Los métodos usuales para encontrar soluciones estacionarias y
determinar su estabilidad son aplicables a los BECs dipolares, lo que ha permitido
encontrar propiedades novedosas, como la existencia de solitones estables isotrépicos
y anisotrépicos en dos dimensiones [22]. Las propiedades de estos modos localizados
estdn determinadas por la accién conjunta de la interaccién dipolar (no local) y la
interaccién de contacto (local). Esta tltima es inherente a los BECs, por lo que
ha sido estudiada en profundidad desde distintos enfoques [15,16]. No obstante,
la posibilidad de contrarrestar su efecto con la interaccién dipolar (que puede ser
variada en signo y magnitud de forma independiente) permanece atin por explorar.
Por ejemplo, las interacciones dipolares pueden hacer que solitones oscuros (dark
solitons) — inestables en presencia de interaccién de contacto repulsiva, sean estables
para un BEC en redes 6pticas profundas.
A pesar del interés suscitado por los condensados dipolares, la existencia de solucio-
nes localizadas en la superficie, asi como la movilidad de solitones en ciertas regiones
del espacio de pardmetros no ha sido completamente estudiada, por lo cual los BECs

dipolares constituyen aiin un fértil campo de estudio. En esta tesis, intentaremos

hacer una contribucion en esa direccién.

1.3. Sistemas desordenados

Si bien la respuesta no lineal es determinante para la obtencién de perfiles discretos
localizados en sistemas periddicos, no es el 1inico elemento que permite conseguirlos.

El desorden presente en un medio lleva a que todos sus modos normales (MNs) sean



localizados espacialmente, fenémeno conocido como localizacion de Anderson, pues
éste, en su trabajo de 1958, relaciond por primera vez el problema de la localizacion
con la difusién (o la ausencia de ella) dentro del lenguaje de la mecénica cudntica [23].
Su contribucién no se reduce sélo a la formulacién del problema, sino que incluye
también una estimacién cuantitativa de la fuerza del potencial desordenado necesario
para cancelar la difusion.
Los primeros esfuerzos por observar el efecto de la localizaciéon de Anderson estuvie-
ron dirigidos a comprobar una relacién entre desorden y conductividad electrénica,
es decir, las propiedades del transporte, principalmente en metales [24]. En esta linea,
la reformulacién del problema usando teoria de renormalizacién [25], sentd las bases
para la posterior introduccién de la teoria de escalamiento, uno de los enfoques més
exitosos en caracterizar el comportamiento critico de la conductividad y de la lon-
gitud de localizacién de los autoestados. La idea bésica de esta teoria, es que cerca
de la transicion entre estados extendidos y localizacdos, basta con una variable de
escalamiento para describir el comportamiento de ambos pardmetros (conductividad
y longitud de localizacién). Paralelamente, fue necesaria una clasificacién previa de
los distintos tipos de desorden, que permitiera adecuar la teoria de escalamiento a las
propiedades particulares del medio en cuestion. La aparicién de nuevas técnicas tedri-
cas y experimentales, permitié que en los ochenta ya se tuviera un cuadro descriptivo
bastante completo de los efectos de desorden en la conductividad y la conductancia.
Una revisién detallada de estos desarrollos se encuentra en la referencia [26].
A pesar del éxito alcanzado durante sus primeras etapas por la teoria de la loca-
lizacién en sistemas desordenados, la observacién explicita de localizacién de ondas
en el interior de un medio (es decir, sin la limitacién de conocer sélo el input y el

output del sistema) no fue posible sino hasta algunos anos atrds. Dos sistemas fisicos



han resultado ser apropiados para el estudio de este fendémeno, a saber, los arreglos
de gufas de ondas [27-29] y BECs atrapados en redes épticas [30-32]. Ambos siste-
mas han permitido la observacién de la localizacién dindmica de paquetes de onda,
asi como la excitaciéon de modos de Anderson particulares.

En el caso éptico, el desorden es implementado por una perturbacién en el indice
de refraccién inducido en las guias, o bien por un posicionamiento aleatorio de éstas.
En principio y bajo ciertas aproximaciones, puede decirse que estos dos mecanismos
permiten obtener respectivamente desorden diagonaly desorden no diagonal por se-
parado. Esta distincién apunta al hecho de que con el primer método la perturbacion
provocada por el desorden afecta las propiedades locales de cada guia de onda, mo-
dificando la diagonal de la matriz en la correspondiente ecuacién de autofrecuencias
(autoenergias); en cambio, al posicionar aleatoriamente las guias, la alteracién se
produce en el acoplamiento entre las funciones de onda de cada una, por lo que la
modificacién formal en la matriz de autoenergias se da fuera de la diagonal. Un ejem-

plo de la realizacién experimental de un sistema con desorden diagonal estd dado en
la ref. [28], donde se usé un arreglo de guias de onda con desorden diagonal pa-
ra excitar MNs especificos que exhibieran localizacién de Anderson. El desorden fue
introducido a través de una pequefia variacion aleatoria en el ancho de cada gufa, mo-
dificando asi su constante de propagacién efectiva. Dado que la variacién en el ancho
es pequeia, puede despreciarse el efecto que tiene en la constante de acoplamiento
entre guias, llevando a un sistema con desorden puramente diagonal. Un experimento
complementario, en que se cambiara la separacion entre las guias manteniendo su

ancho constante, permitirfa introducir desorden no diagonal solamente.’

1En la practica, es diffcil aislar ambos efectos, por lo que, en general, estdn siempre presentes

simultdneamente .
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En un BEC, en tanto, el desorden se introduce con una adecuada configuracion
de los ldseres usados para el atrapamiento, que permite remover la periodicidad de
la red éptica, a fin de producir un potencial aleatorio. En este caso, la perturbacion
afecta tanto a las energias en cada sitio de la cadena como a los coeficientes de
acoplamiento entre sitios, por lo que no es posible aislar ambos tipos de desorden.

En el Gltimo tiempo, muchos estudios se han centrado en el efecto de incluir una
respuesta no lineal en sistemas desordenados. En las refs. [33,34] se distinguieron tres
regimenes distintos de acuerdo al efecto en la localizacién de un paquete de ondas
propagandose en un sistema no lineal desordenado: cuando la nolinealidad es débil,

la localizacion de Anderson prevalece para tiempos largos, pero el pulso finalmente

se dispersa; en un regimen intermedio, la dispersién ocurre inmediatamente; para no
linealidad fuerte, una parte del paquete de ondas se localiza debido al autoenfoque,
mientras que el resto se dispersa subdifusivamente. Asi, cierto grado de desorden

y no linealidad puede favorecer la dispersién de un pulso. La cuantizacién de este

efecto combinado de desorden y no linealidad es todavia una tarea pendiente.

En este trabajo nos centraremos en dos sistemas realizables mediante un BEC
atrapado en una red dptica, en que la localizacién surge como consecuencia de las

interacciones atémicas y del desorden introducido en el sistema, respectivamente.
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La descripcién de un BEC en una red periédica puede abordarse desde diversos
enfoques, no obstante la naturaleza propiamente cuantica del fendmeno de la con-
densacién. Para una visién macroscopica, la introduccién de un parametro de orden
simple es posible gracias a la teoria de campo medio (TCM), en que la operatoria
cudntica es reemplazada por un modelo semicldsico. Incluso dentro de este marco,
la interaccién atémica aparece como una de las componentes fundamentales en la
descripeion, dando pie a fendmenos no lineales. La primera parte de este capitulo
presenta un resumen del desarrollo necesario para introducir la TCM en el estudio
de un condensado.

Sin embargo, antes de discutir la descripcién de la fenomenologia no lineal a través
de la TCM, es provechoso revisar la teoria lineal de una particula en un potencial
periédico. Dado que la dindmica de un BEC es resultado de la combinacién de la inva-
riancia traslacional discreta dada por el potencial periédico y de los efectos no lineales
aportados por la interaccidn atémica, la comprensién de las propiedades lineales de
un condensado es un requisito imprescindible para el estudio de su dindmica. A lo
largo de este capitulo presentamos las consideraciones fundamentales surgidas del

sistema lineal, y mostramos como éstas pueden ser incluidas en un modelo discreto.

2.1. Descripcidon general. Teoria de campo medio.

La condensacién de Bose-Einstein es un fenémeno cudntico. Por esta razén, consi-
deramos en primer lugar el hamiltoniano de varios cuerpos que describe N bosones

interactuantes sometidos a un potencial externo Vi:

= fdr ¥t (r) [—'2%‘72 + "?‘xt(‘")} W(r) (2.1)

+3 [ dede D@V (- )0 b().
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Aqui Ut(r) [¥(r)] es el operador de creacion [destruccion] de un bosén en la posi-
ci6n r. El potencial V(r —r') es un potencial interatémico que describe la interaccion
binaria (de dos cuerpos) entre los dtomos que componen el condensado. El hecho de
que sélo consideremos interacciones binarias se debe a la definicién del BEC como
un gas diluido, en que el camino medio entre los dtomos es mucho mayor que las
longitudes relevantes para la interaccién. La aplicacién de métodos numéricos al mo-
delo (2.1) permite caracterizar propiedades del sistema, como el estado fundamental
y su comportamiento termodindmico [36]. No obstante, los cdlculos se dificultan con-
siderablemente al aumentar el niimero de particulas [15]. Esta es una de las razones?
que motivan el desarrollo de la teoria de campo medio (TCM) para estudiar un BEC
en un marco cldsico. La idea basica de este enfoque consiste en considerar la parte
operatorial de W(r) como una perturbacién de su valor esperado (promedio cudntico)
¥ = (¥). Es decir,?

U(r,t) = ¥(r,t) + ¥'(r 1), (2.2)
donde hemos extendido el planteamiento al caso tiempo dependiente. Asumimos que
el operador ¥'(r,t), relacionado con las fluctuaciones cuénticas en la distribucién
de poblacién atémica, es una perturbacion. La funcién 1(r,t) es un campo clasico
con fase bien definida, y recibe el nombre de funcion de onda macroscdpica. Esta
nomenclatura es apropiada, en tanto ¢(r, ¢) da cuenta de la amplitud de probabilidad

de encontrar una particula en una posicién y tiempo determinados, definiendo asi la

densidad del condensado segiin n(r,t) = |[)(r,t)|2.

'Ademds de la simplificacién de los cdleulos, la teoria de campo medio permite entender el
comportamiento del sistema con un conjunto acotado de pardmetros fisicos, y describirlo cuantita-
tivamente de forma precisa.

ZPara un desarrollo detallado que explique esta aproximacion, asf como su relacién con la matriz
densidad que describe el condensado, ver refs. [15,37] o los fundamentos originales en [38].



14

A fin de obtener la ecuacién para la funcién de onda v, debemos usar primero la
ecuacion de Heisenberg con el hamiltoniano (2.1).
m‘?f’ [@H} :{ ;2 V2 4 Vi (r) fdr B )V (= ) B, t)} B(r, 1) .
(2.3)
La utilidad de la descomposicién (2.2) es clara cuando la perturbacién dada por
0’ (r,t) es muy pequena (es decir, cuando el condensado es mds bien homogéneo).
En ese caso, simplemente reemplazamos el operador 0 por 7. No obstante, para
que esta aproximacion sea vdlida, méds consideraciones deben hacerse en relacién
al término de interaccién. Esto es presentado en el capitulo signiente. Aqui nos

referiremos en detalle a las propiedades que surgen del caso no interactuante, en que

la evolucién temporal de la funcién de onda macroscépica queda dada sélo por la

ecuacion siguiente:

g = {- ¥+ Vo) (0,0, (2.4)

Si la dindmica esté restringida a una dimensioén (las consideraciones necesarias para

la realizacion fisica de este caso se dardn en la seccién 3.1), la ecuacién correspon-

diente a (2.4) estard dada por

i o R* O?
055 = { g + Vo) 9120 2

Nos interesa estudiar el caso en que Vi es un potencial éptico (producido por
un haz de luz laser) en que el condensado estd inmerso. En las secciones siguientes
exponemos los elementos necesarios para introducir este potencial en un modelo que

posteriormente pueda ser considerado como un sistema discreto.
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2.2. Trampas opticas.

El atrapamiento de dtomos con un potencial éptico es posible a traveés del efecto
Stark: cuando un dtomo es situado en un campo electromagnético oscilante E(t)

{(como una onda de luz) se induce un momento dipolar dependiente del tiempo
D = a(w)E(t), (2.6)

que provoca una modificacién de los niveles de energia atémicos. Aqui a es la pola-
rizabilidad del nivel atémico, que depende de la frecuencia del campo, w = wyes + A,
y exhibe una resonancia en wie. El término A queda definido como el detuning o
diferencia entre la frecuencia del campo y la de resonancia [16].

El cambio AE en un nivel de energia del atomo viene dado por
1 2
AE = —za(w)(E7(1)), (2.7)

donde () se refiere al promedio temporal de E?, evaluado sobre un ciclo de oscilacion.

Si la frecuencia del campo eléctrico es menor que la de resonancia, a es positivo
y el dipolo (2.6) estd en fase con el campo. En este caso, el gradiente de la energia
potencial resultante apunta en la direccién en que el campo se incrementa. Por lo
tanto, una trampa optica estable puede realizarse enfocando un ldser — considerado
en lo que sigue como un haz gaussiano — hasta tener una cintura de ancho wy,

con lo que el desplazamiento AF (asi como la correspondiente energia potencial V')

adquiere la siguiente dependencia en la posicion:

AE(r,z) =V(r,z) = =Vy exp (=2r%/w[z]?) , (2.8)

con

wlz] = woy /1 + (i) . (2.9)

“R
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En (2.8) V; denota la profundidad de la trampa Optica, que es proporcional al
cuociente entre el peak de intensidad del campo y el detuning A (el signo negativo
se debe a que consideramos el caso o > 0, llamado red detuning). La variable r

corresponde a la posicién en la direccién radial.

Expandiendo V(r,0) (esto es, la energia potencial en la cintura del haz) en torno
a r = 0 obtenemos
2r2 :
V(T,O) =-W 1"‘—2—4‘"' (210)
de donde sigue que, en una aproximacién armonica del potencial, la frecuencia de

oscilacién w; en la direccién radial para un dtomo de masa m es dada por

1
W) = E‘V 2%/7’”. (211)

0
Esta frecuencia cuantifica la fuerza del atrapamiento ejercido por la trampa en la
direccién radial; asimismo, es posible definir la frecuencia de oscilacién en la direc-
cién longitudinal. No obstante, como la distancia caracteristica en la direccién z es
la longitud de Rayleigh zgr, el atrapamiento longitudinal es mucho més debil que el
radial. Por esta razon, si se quiere confinar fuertemente a los dtomos en todas direc-
ciones es necesario usar varios laseres orientados perpendicularmente, o bien utilizar

otro método de atrapamiento en combinacién con la trampa éptica (por ejemplo,

confinamiento magnético).

2.3. Potencial periddico. Redes opticas.

Cuando dos laseres propagandose en sentido contrario se superponen, el patrén de
interferencia que se forma da origen a un potencial periddico. En efecto, consideremos
dos ldseres idénticos (es decir, de igual intensidad, polarizacién y longitud de onda)

que se propagan en la direccién z con vectores de onda respectivos k; = kx y
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k; = —kx, donde k = 27/\ y A es la longitud de onda comin a los dos ldseres. En

ese caso,

(|EP?) = B2 |e™® + e o E2 cos?(ka). (2.12)

Luego, la energia potencial originada por el campo dptico, a través del efecto Stark,
resulta ser

V(z) = Vocos®(rz/d), (2.13)

donde d = A/2 es el espaciamiento de la red y V; es su profundidad, proporcional

al cuadrado de la amplitud del campo dptico. V, suele medirse en unidades de la

energia de retroceso (recoil energy) dada por

K22
E,. = md (2.14)

que corresponde a la energia entregada a un dtomo que interactia con un féton de
los que componen el campo dptico, a través de la transmisién de momento lineal.

Por tanto, la profundidad del potencial se define con el pardmetro adimensional
s=W/E,. (2.15)

Notemos que el ensanchamiento de los haces gaussianos lleva a una pérdida de la

periodicidad lejos del ancho minimo (foco). No obstante, como el espaciamiento d

-
d

Figura 2.1: Dos léseres propagandose en contra forman una red éptica unidimensio-
nal. El patrén de interferencia da origen a un potencial éptico que, en cierta region,
puede considerarse periédico con periodo d.
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de la red es proporcional a la longitud de onda del ldser y mucho menor que zg,

el potencial puede ser considerado periddico y descrito por (2.13) en una region
extendida sobre varios cientos de pozos de potencial (sitios de la red) [39].

Con un procedimiento andlogo al utilizado para calcular la frecuencia de atra-
pamiento radial en la seccién anterior, es posible expandir el potencial en torno a

alguno de sus minimos y encontrar la frecuencia de oscilacién arménica de un dtomo

atrapado en uno de los pozos de la red:

T 2?0
d = =4/ —. 2.16
Wred d \/'m ( )

Al comparar esta expresién con w; (2.11), nos permite ver que ambas frecuencias
son inversamente proporcionales a sus longitudes caracteristicas correspondientes
(la cintura del haz wy y la longitud de la red d, respectivamente). Para un haz
con cintura wy = 10pum pueden alcanzarse frecuencias radiales de unos cuantos
Hz; por otro lado, la longitud d de una red dptica generada por un ldser de A =
800 nm es aproximadamente veinte veces mayor. Luego, con una misma intensidad

de laser puede construirse un potencial éptico que localmente tiene una frecuencia

de atrapamiento arménico de varios kHz.

2.4. Autoestados de un BEC con potencial pe-
riddico. Sistema lineal.

Antes de considerar las interacciones atémicas presentes en un BEC? — es decir,
considerando sélo la parte lineal del sistema — podemos deducir algunas propiedades
de los autoestados y las autoenergias que lo describen, unicamente a partir de la

periodicidad del potencial [en lo que sigue nos limitamos al caso unidimensional

SEstas seran integradas al modelo en el capitulo siguiente.
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descrito por (2.5)]:

Ve (2) = Vg cos®(kz) = s B, cos®(kz) . (2.17)

La teoria que rige la forma del espectro lineal y los correspondientes autoestados
es una extrapolacién directa de los resultados bésicos en la teoria de sélidos [40].
La conexién entre sélidos v 4tomos insertos en una onda de luz estacionaria ha sido
discutida en [41]. Esta correspondencia permite que las soluciones estacionarias del
sistema sean encontradas a partir de la aplicacién del teorema de Bloch, segin el

cual las autofunciones de onda de un hamiltoniano con un potencial periddico son

de la forma

Prg = eiqmun,q(:v) ) (2.18)

Aqui, q es el llamado cuasi momento, n indica el indice de la banda (esto serd ex-
plicado més adelante), y la funcién u, 4(z) tiene la misma periodicidad espacial del
potencial V' (z), es decir, u,,(z + d) = Uun4(z). Esta tltima propiedad permite res-
cribir las funciones ¢, , vy €l potencial V(z) como una serie de Fourier, con el vector

de red reciproca definido por G = 2x/d:

Gng =T 3 g0, (2.19)
V(z) =) Vnemoe (2.20)

Sustituyendo estas expresiones en la ecuacién de Schroedinger lineal (2.5) y trun-

cando las sumas en algiin m = M, obtenemos un conjunto de 2(2M -+ 1) ecuaciones
algebraicas:

B2 ) v Vi
%(q - T”‘G) -+ WJ Co—mG + I(:q—(m-f-l)c’ + '4_(1',;.,(-,—”,1)(; = ECq—mG ' (221)
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energia

A~ N

-7 0 T

q

-T 0 T

q

Figura 2.2: Bandas de energfa de un sistema periédico. (a) Potencial débil (~ E):
]as bandas son més anchas que los gaps; éstos se estrechan cada vez més para bandas

superiores. (b) Potencial profundo (~ 10E,): La primera banda est4 separada de la
segunda por un gap mucho méas ancho que ellas.

Figura 2.3: Funciones de Bloch para un potencial dpfico de profundidad ~ 4.,
correspondientes a cuasimomento g = 0 (abajo) y g = 7 (arriba).
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El indice m toma los valores — M, —-M +1,...,.M — 1, M. Luego, para cada
cuasimomento ¢, esta ecuacion permite encontrar 2M +1 autoenergias diferentes £,
cada una perteneciente a una banda de energio rotulada con n. Asi, las autoenergias
v los autoestados dependen de la profundidad del potencial y del cuasimomento g. La
figura 2.2 muestra las primeras bandas para dos potenciales distintos; la figura 2.3 las
autofunciones correspondientes a los bordes inferior y superior de la primera banda
para un potencial intermedio. Es importante destacar que en el limite Vo — 0, el

sistema corresponde a un medio continuo, sin bandas de energia.

2.5. Limite de potencial profundo. Funciones de
Wannier.

Cuando la profundidad del potencial dptico es grande, la separacién entre las ban-
das es también grande y, en concordancia, la variacién de la energfa con el cuasimo-
mente g es pequetia.

Dado que las particulas en un condensado estan en el estado de minima energfa, nos

concentraremos especificamente en la primera banda. La ref. [42] presenta una ex-

=2d -d 0 d 2d

Figura 2.4: Funciones de Wannier de orden cero para un potencial débil (~ 0.5E,,
arriba) y uno fuerte (~ 8., abajo).
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presién analitica para la dependencia de la energfa en el cuasimomento en la primera

banda, conviene a saber,

E@ = /s — 2k cos(qd) , (2.22)
con
K = i(s)i*f‘le—?ﬁ. (2.23)

T

Con respecto a las autofunciones, podemos ver que los estados de Bloch en g = 0
y en ¢ = 7/d, difieren en la fase relativa de la funcién de onda entre dos minimog
adyacentes del potencial (para ¢ = 0 la funcién es no escalonada o unstaggered,
mientras que para 7/d es escalonada o staggered), pero comparten una caracteristica
importante, a saber, ser combinacién de funciones localizadas en cada sitio de la red
6ptica (ver fig. 2.3). Luego, para estudiar la dindmica en este limite, resulta 1til la
introduccion de las funciones de Wannier, definidas como la transformada de Fourier
de las funciones de Bloch, segun:

¢, (R,z) = (—11 /dq e g (z), (2.24)

donde R indica el centro de la funcién de Wannier. Segiin esta definicién general,
las funciones de Wannier pueden ser complejas. No obstante, en su trabajo de 1959,
Kohn mostrd que por cada banda existe una funcién de Wannier que es real, simétrica
y exponencialmente localizada [43]. Esta dltima propiedad es necesaria para nuestra
descripeidn, por lo cual consideraremos solamente las funciones de Wannier reales.
Ademsds, dado que nuestro estudio involucra estados de minima energia, nos limita-

remos a las funciones de orden cero, y adoptaremos la notacién

b;(z) = Qo(R = jd, x),
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donde j indica el sitio de la red en que estd centrada la funcién de Wannier (z =0
para el primer sitio). La figura 2.4 muestra la funcién de Wannier de orden cero y el
potencial periddico correspondiente.

Si bien no hemos considerado aiin la interaccidn atdmica del sistema, es necesario
senalar que la extensidn del modelo de potencial profundo al caso no lineal implica
una modificacion de las funciones de Wannier, debido al cambio en la densidad local
del BEC, que a su vez depende del niumero de dtomos N;(t) en el minimo j-ésimo
del potencial [44]. De modo que la definicién de ®;(z) debe ser generalizada como

sigue.

(I)j (.’.L‘) === q.)j(.l", ]Vj(f)) : (225)

Esta modificacién se condice con la consideracién de la componente tranversal de
la funcién de onda, que se ve afectada cuando la densidad atémica es muy grande. No
obstante, en nuestro analisis es posible omitir la dependencia de ®;(z) en N;(¢), lo
que puede considerarse como el caso de orden cero en la expresion (2.25).* Luegp, la
funcién de onda macroscdpica para un condensado de Bose-Einstein en un potencial

6ptico profundo puede descomponerse como

M

Y@, 8) = Y tm(t)Pm(z), (2.26)

donde u,,(t) € C y el indice m corre sobre los M sitios de la red.

4En la realizacién experimental de condensados con interacciones dipolares, las densidades atémi-
cas obtenidas son bajas [21], permitiendo que esta aproximacién sea vélida. En el caso general, el
rango de validez queda definido por las frecuencias de atrapamiento que caracterizan el potencial
Gptico [44].
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2. 6. Discretizacion del modelo. Ecuacién discreta
lineal de Schroedinger.

De acuerdo a lo visto en las secciones anteriores, en el limite de potencial profundo
la dindémica lineal del BEC queda bien descrita a través del efecto tiinel de funciones
localizadas entre pozos de potencial vecinos. La constante de tunelaje o acoplamiento

(también llamada taza de hopping) viene dada por

. }‘2 ]
Ko — ] dr [)’—V@ VB + B Vet P | (2.27)
£

esto es, el hamiltoniano lineal promediado sobre las funciones de Wannier en dos sitios
vecinos (aqui hemos vuelto al caso general en cualquier dimensién). De forma andloga,
definimos la energia en sitio — a veces llamada constante de autoacoplamiento —
como la integral del hamiltoniano pesada con la funcién de Wannier en un solo sitio
segun

= B2 2 2

Em =~ — [ dr | —(V®,,)° + Vou®:, | . (2.28)

2m
Estas integrales aparecen naturalmente al reemplazar ¢ con el ansatz (2.26) en la

ecuacién de Schroedinger (2.4), multiplicar por ®,,(r) e integrar espacialmente [44].
Este procedimiento lleva a la siguiente ecuacién de Schroedinger discreta para la
evolucion de la amplitud u,,(t) de la funcién de onda en el sitio m-ésimo:

Oy, (T _
?Zhua—f() = Bl i (5 Bt ()] Emttn(E) 5 (2.29)

donde se ha usado la ortonormalidad de las funciones de Wannier:

/ dr®,®,., =0, / e B =01 (2.30)

Esta propiedad se mantiene incluso cuando el potencial éptico es ligeramente ape-

riédico. En ese caso, las funciones de Wannier son distintas para cada sitio de la red y



asimismo los coeficientes de energia de sitio y acoplamiento varian, siendo necesario
rotularlos con un indice € y #¢. Esto se usard en el capitulo 5 para estudiar sistemas
desordenacdos.

En ocasiones, para efectos de cédlculo, es conveniente normalizar la energia de sitio

y rescalar el tiempo segin

€ h
g = b —F =1 2.31
©T 9 2K (231)
con lo que la ec. (2.29) queda
a' brry t
i-%z = U1 (£) + Umt1 (L) + Entim(1) . (2.32)

Esta ecuacién puede obtenerse como una ecuacién de movimiento canonica,

oH
1 i T E s 2.33
e A(iur,) ( )
con el hamiltoniano lineal discreto
1 * * 2
H = Z —E(umumﬂ + U Umi1) F Em|tm] } . (2.34)
n

Tanto las propiedades lineales de un BEC como la discretitud del sistema en pre-
sencia de un potencial profundo, estdn presentes en ¢l modelo cuya deduccion hemos
expuesto en este capftulo. No obstante, la descripcién no estd completa, en tanto
hemos omitido las interacciones entre las particulas que componen el condensado,

cuestién que se desarrollard en el capitulo siguiente.
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En este capftulo presentamos una descripeién de dos tipos de interaccién atémica
existentes en los condensados de Bose-Einstein, que dan lugar a una interesante y
diversa dindmica.

En primer lugar, resumimos la descripcién general de las interacciones atémicas
locales en base a la teoria de campo medio, ampliamente utilizada en la mayoria
de estudios semiclasicos de BECs. Bajo ciertos pardmetros, es posible describir el
sistema con un modelo discreto, que serd utilizado en nuestro estudio numcérico en
los siguientes capitulos. En segundo lugar, introducimos la interaccién atémica de
largo alcance presente en BECs cuyos dtomos exhiben un momento magnético per-
manente considerable, como es el caso del Cromo®?, cuya condensacién fue realizada
exitosamente en afios recientes [19]. Dos acercamientos distintos son mostrados, pa-
ra identificar la modificacién en nuestro modelo discreto debida a la inclusion de la

interaccién dipolar.

3.1. Interacciéon de contacto. Ecuacion de Gross-
Pitaevskii

En el capftulo anterior se planted que, en general, la evolucién temporal de un

condensado estaba regida por la ecuacion

i 2
ih%i—} = [\DH} = —SH—LVQ + Vi (1) +/dr’ U Vi — 1)U, 8) p ¥(r, ).
(3.1
La interaccién de contacto, asociada a las colisiones entre las particulas que com-
ponen el BEC, estd representada por el término que contiene al potencial V(r —1').
Este término puede simplificarse si consideramos que el gas estd suficientemente di-
luido, de modo que solo se dan colisiones binarias (entre dos bosones). Ademds, el

hecho de que en un BEC los dtomos estén en el estado de minima energia implica
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que en una expansién multipolar del potencial de interaccién, solo la aproximacion a
primer orden (con simetria esférica) es necesaria para una descripeién correcta. Por
esta razén, es posible caracterizar la interaccién a través de un nico pardmetro, la
longitud de scattering a,. En una analogia con la descripcién cldsica de colisiones,
puede identificarse a, con el radio de un blanco esférico interactuando con un proyec-
til a energfa tan baja que cualquier estructura interna del blanco puede ser ignorada.
Como se dijo, es necesario que el gas esté bien diluido, a fin de que el camino libre
medio entre bosones sea mucho mayor que la longitud de scattering. Los argumentos

anteriores llevan a la definicién del siguiente seudopotencinl para colisiones binarias:
Vie—1)=+i(r -1, (3.2)

donde la constante v se relaciona con ag segin

drha, .
y=— (3.3)

T

Ahora reemplazamos el operador ¥ con la funcién de onda macroscdpica i para
obtener

- fg -
B 8) = | =2V + V(1) 20, D (1) (3.4)

B 2m

Esta es la ecuacidn de Gross-Pitacvski (GP), derivada por Gross (1961 y 1963) y
Pitaevskii (1961), valida para las aproximaciones expuestas anteriormente, y cuando
el niimero de dtomos es mucho mayor que uno. En particular, es necesario enfatizar
que el reemplazo del operador ¥ en favor de su valor esperado — central en la
teoria de campo medio ~— es vdlido sélo a muy baja temperatura, en que todas
las particulas estdn en el estado fundamental. Bajo ese regimen, la ecuacién de GP
describe la evolucién macroscdpica del sistema, caracterizada por el pardmetro de

orden (r, t).
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La ecuacién (3.4) se simplifica cuando nos referimos a una red unidimensional po-
sicionada a lo largo de una direccién z. Este caso corresponde a un confinamiento
con una trampa con simetria cilindrica ! en que la frecuencia de atrapamiento radial
w, es mucho mayor que la frecuencia en la direccidn axial. A fin de mantener los
dtomos en su estado fundamental, es necesario que la energia criginada por la inter-
accién atémica sea menor a la separacion entre log estados vibracionales tranversales
AFE, = fw, . Dentro de esta aproximacion, la parte radial ¢ (y, z) de la funcién de
onda ¥(r,t) = ¢.(p, t)e(x,t), con p = y? + 2%, puede considerarse como una gau-
ssiana cuyo ancho corresponde al estado fundamental tranversal. Luego, la ecuacion

resultante para v.(x,t) es [45]

2o = [ T v ol 0P| w8
Zlaﬁ Wa L, = T auLJ’ ext L 1o |We (T L | ?-.L/'J;(~E-. 245 -'J)
donde

Y1p = 2asMw; . (3.6)

Notese que la condicién planteada con respecto a la energia de interaccién y su

2

cota Aw ., se traduce en un valor maximo posible para la densidad nyp = |t (2, t)

en el término no lineal de (3.5):
nip < 1/20.53 (37)

lo que se cumple en la mayorfa de los experimentos actuales.”
Cuando la profundidad V; de la red éptica es grande, nos encontramos en el limite
de potencial profundo (ver secs. 2.5 y 2.6) y podemos discretizar la ecuacion de GP

general (3.4) expandiendo la funcién de onda 1 en las funciones de Wannier ®,(r)

1Al menos en cierto rango, ver seccién 2.3.
2En el caso del Rubidio, esto implica una densidad lineal méxima de 100 Atomos/jxm [16].
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(o ®,(z) para el caso 1D) centradas en los minimos del potencial,

P = un(t)®n(r), (3.8)

Luego, sustituyendo en (3.4), multiplicando por ®,(r) e integrando en todo el
espacio, obtenemos que la interaccién de contacto es incluida en el modelo discreto

(2.29) a través de un término no lineal ciibico:®

Oy, (T &
ih%l = €yUn(t) + K [Un-1(t) + Up+1(t)] + glu.(B)|*unlt), (3.9)
con g definido como
0=, [ drl (). (310)
o en el caso unidimensional:
g= ’}’IDNL/CE-T |l (), (3.11)

donde NN, corresponde al numero total de dtomos.

La ecuacién (3.9) es la forma estandar de la ecuacidn de Schroedinger no lineal
discreta (DNLS), ampliamente utilizada para describir la dindmica de un BEC atra-
pado en una red Gptica profunda, asi como otros sistemas fisicos [7]. Sus propiedades

seran tratadas con mayor detalle en 3.5.

3.2. Manipulaciéon de la interaccién de contacto.
Resonancias de Feschbach

Tanto en el caso general como en el unidimensional, la constante v con que se
define el seudopotencial de la interaccion de contacto es proporcional a la longitud

de scattering a. [ecs. (3.3) v (3.6)]. Luego, un cambio en este pardmetro implica un

3 Aqui usamos ¢, para denotar la energia de sitio en vez del €, usado en la seccién 2.6.
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cambic en la energia de interaccion. La manipulacién de a, es posible a través del
mecanismo conocido como resonancias de Feschbach, en que la longitud de scattering
es variada mediante un campo magnético espacialmente homogéneo de magnitud B.

La fenomenologia bésica detrds del proceso que lleva a las resonancias de Fesh-
bach se resume como sigue?. La interaccién entre dos dtomos que colisionan a una
cierta energia £ da origen a potenciales moleculares que dependen de la distancia
interatémica r y cuya relacion con la energia de interaccién variard segin la con-
figuracién total de los grados de libertad atémicos (como en el caso de la adicidn
de momento angular intrinseco o spin de los dtomos). Cuando la energia asintética
(para r — o) del potencial es menor que E (ver figura 3.1), decimos que aquél
es un canal abierto o canal de entrada; si contrariamente el potencial asintético su-
pera la energia de la colisién, se trata de un canal cerrado, con sus correspondientes
estados ligados. Por simplicidad consideremos sélo dos canales, uno cerrado v uno
abierto {en experimentos con bosones es adecuado suponer la existencia de un solo
canal abierto, toda vez que puede desecharse la probabilidad de transicién de los
atomos a niveles de energia més altos [20]). Evidentemente, dos dtomos lejanos que
se acercan para colisionar constituyen un estado de scattering (cuya energfa es E) del
canal abierto y en ausencia de acoplamiento se mantendrian en este canal. Sin em-
bargo, si un estado ligado del canal cerrado tiene energia cercana a F puede ocurrir
acoplamiento resonante entre los canales: los dtomos sufren una transicién virtual
al estado ligado, constituyendo una seudomolécula cuya duracién es inversamente
proporcional a la diferencia entre la energia del estado ligado E, v la energia del

estado de scattering E. Incluso si el acoplamiento es débil, la mezcla entre canales es

4Una revisién completa de este fendmeno (incluyendo su aplicacién experimental en diversos
sistemas moléculares) se encuentra en el reporte [46]. Para una explicacién cualitativa que cubra
también los desarrollos analiticos que describen las resonancias de Feshbach, pueden consultarse las
referencias [20,47]
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fuerte [46] lo que modifica notablemente las propiedades del scatlering atémico. La
proximidad entre los niveles de energia del estado de entrada y el ligado es un requisi-
to indispensable para el acoplamiento; si no se da, es posible aprovechar la diferencia
en los momentos magnéticos de los canales abierto y cerrado, Ayt = cerrado — Habierto
para modificar la energfa relativa entre aquellos a fin de acercar el estado ligado a
la energia F, produciéndose asi acoplamiento resonante, es decir, una resonancia de
Feschbach magnética ®. Si B — E es reducido a valores muy pequefios, la duracién de
la molécula virtual puede incrementarse a tiempos mucho mayores que los requeridos
por ¢l proceso de colisién, incrementando la amplitud de scattering [47]. Asi, cerca

de una resonancia, la longitud de scottering varia segin

a5(B) = ag (1 - EA?%Z) : (3.12)

El significado de todos los parametros ¢n esta expresion, se muestra en la figura
3.2: B, es la posicién de la resonancia, AB es su ancho y o es la longitud de
scattering en ausencia de estados ligados resonantes (relacionada con el potencial del
canal cerrado). En B, la longitud de scattering diverge. Es importante notar que la
longitud de scattering toma valores positivos y negativos, y se anula para un campo
magnético B = B, + AB. Luego, la aplicacién de un campo magnético permitiria
en principio cambiar el sentido de las interacciones atdmicas en la proximidad de
una resonancia de Feshbach, e incluso cancelar completamente la interaccion para
formar un gas ideal. Esta posibilidad es fundamental para la eleccién del rango de
pardmetros en nuestro analisis de BECs dipolares, donde dos tipos de interaccion

compiten.

5E] acoplamiento resonante también puede conseguirse con métodos Gpticos (48, 49].
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energia

Canal abierto
Canal cerrado ——

Distancia interatémica

Figura 3.1: Modelo bésico de dos canales para una resonancia de Feschbach. Las
dos dtomos en colision corresponden a un estado E del espectro continuo del canal
abierto (linea negra). El canal cerrado tiene al menos un estado ligado £y (linea gris).
Cuando E y Ej estdn cerca puede producirse acoplamiento (rectdngulo).

Longitud de scartering

B, B+AB

Campo magnético

Figura 3.2: Variacion de la longitud de scaitering as cerca de una resonancia de
Feschbach. B, es el valor del campo magnético externo para el cual a, diverge. Con
- un campo B, + AB la longitud de scetiering se anula.
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3.3. Interaccién dipolar.

En condensados cuyos dtomos presentan un momento dipolar magnético consi-
derable, no basta con estudiar la interaccién de contacto descrita previamente; la
interaccion entre los dipolos también ha de tenerse en cuenta.

Consideremos dos particulas con momento dipolar magnético dirigido a lo largo
de los vectores e, y ey, respectivamente, cuya posicién relativa es r [fig. 3.3 (a)]. La

energia correspondiente a la interaccién entre los dos dipolos estard dada por [21]

Ugalr) = 12 [ 170 =301 T ey 1)) (3.13)

4 e

donde ;¢ corresponde al momento magnético permanente de las particulas y pg es
la permeabilidad del vacio (en adelante definimos Cyq = oi?). Cuando el medio
estd polarizado magnéticamente (por ejemplo por la accién de un campo magnético
externo), todos los dipolos apuntan en una misma direccién, por lo que la energia de

interaccidn Ugq puede expresarse de forma mads simple:

Uga(r) =

Cyqg [1—3cos?d .
Gu[izsen) -

donde 0 denota el dngulo entre la direccién de magnetizacién y la posicién relativa
entre las particulas, como se muestra en la fig. 3.3 (b).

Dos propiedades importantes de la interaccién dipolo-dipolo se muestran en la ec.
(3.14), a saber, el largo alcance (del orden de 1/r%) en la encrgfa de interaccidn, y
su cardcter anisotrépico, dado por el factor cos?§. La interaccién dipolar tiene la
simetria angular de un polinomio de Legendre de segundo orden Py(cos#). Cuando 4
varfa entre 0 y /2, el factor 1—3 cos® # toma valores entre —2 y 1. Esto ultimo implica
que la magnitud, e incluso el efecto, de la interaccién dipolar puede variar de acuerdo

a la orientacidn de los dipolos entre si: es repulsiva para dipolos alineados lado a lado,
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v es atractiva para dipolos puestos en fila, teniendo en el segundo caso el doble de
fuerza que en el primero (fig. 3.4). Cuando @ toma el valor 6,, = arc cos (1/v/3) =~
54.7° (llamado dngulo mdgico en resonancia magnética nuclear [50,51]), la interaccién
dipolar se anula. A pesar de esta dependencia de la interaccién con respecto a la
posicién relativa entre los dipolos, es posible ajustar globalmente su magnitud e
incluso su sentido a través de un campo magnético externo. Los detalles de este
procedimiento se explican en la referencia [21]. Aqui simplemente absorbemos ese
factor variable en el coeficiente Cyq.

Al incluir el término de interaccién dipolar en la ecuacién GP unidimensional (3.5)

obtenemos
0 R &
Eﬁ—ftl’)rn(l'. f) = + V:ext( ) + WlDlww('T: t)|2
ot " 9m Ox? (3.15)
. :
+% (1 +cos(9)d( il dm] Palz; 1),

Figura 3.3: Dipolos interactuantes (a) con cualquier orientacién (sin polarizacion)
y (b) orientados en la direccién del campo magnético externo, f es el angulo con

v

respecto a la longitud de separacién.

a (b)

Figura 3.4: (a) Cuando los dipolos estan orientados lado a lado (# = 7/2), la fuerza de
interaccion es repulsiva. (b) Cuando estdn en fila (§ = 0), la interaccién es atractiva.
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A partir de la ecuacién (3.15), podemos incorporar la interaccion dipolar a nuestro
modelo discreto (3.9) expandiendo la funcién de onda en las funciones de Wannier
@, (x) centradas en los minimos del potencial, es decir ¥(z, t) = ¥ ua(t]Pn(x). Al
reemplazar en (3.15), surgen integrales de traslape representando el acoplamiento

dipolar entre dos sitios n y m de la red:

Cdd

Gnm = /dmdmf @”(.1')@7”.(:{:’) [
4w

1+ cosf
|z — z'[?

] D, (2)P,,(z') (3.16)

Luego, vemos que la interaccion dipolar también contribuye a la no linealidad en
sitio a través del coeficiente g,,,, junto a la interaccidon de contacto. Por lo tanto, si
se busca suprimir la interaccién local en favor de la no local, no basta con aplicar
las resonancias de Feschbach para anular la longitud de scattering: la contribucién
de la interaccién dipolar sigue presente. Sin embargo, puede probarse que gy, de-
pende fuertemente de la anisotropia de la funcién de onda en el fondo de los pozos
de potencial [52]. Por ejemplo, cuando los dipolos estan orientados verticalmente, la
interaccion dipolar en sitio es atractiva o repulsiva para pozos cilindricos, mientras
que para pozos esféricos se anula. Luego, el pardmetro g,.,, puede ajustarse manipu-
lando la anisotropia de las funciones de Wannier, esto es, modificando la red éptica
con una configuracién apropiada de los ldseres que la forman. Por simplificacion, en
lo que sigue descartamos la contribucion local g, y retenemos solamente g, 1 = ¢,

el coeficiente de acoplamiento no lineal a primeros vecinos, de donde se sigue que

d _
—3Eun(t) = K(Uns1 + tno1) + qln*un + 9(|ttns1]® + [ttne1]|®)un (3.17)

es la ecuacién que describe la dindmica de la amplitud u, (¢) de la funcién de onda.
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3.4. Interacciones no locales. Planteamiento gene-
ral.

Para concluir la definicién del modelo utilizado en nuestro estudio, presentamos un
planteamiento alternativo de las interacciones de largo alcance, obtenido al introdueir
funciones de respuesta o kernels en la ecuacidén de Gross-Pitaevski. Este método es
usado frecuentemente para cuantificar la no localidad de distintas clases de efectos
no lineales en funcién de un sélo pardmetro [53-56] y consiste en una expresion més

general del término de interaccion en la ecuacion GP:

/ 2., b
rﬁ?—tﬂ i — Vo cos(2kX)% + yip|v >0
or 2 ?8X2 (3.18)
200d? o . '
+ 2y [ aERIX - ) P 0.
1 -0

Como antes, y1p = 2hagw, es la constante que define el potencial equivalente para
la interaccién de contacto. Dado que es posible cancelar a, utilizando las resonancias
de Feshbach (sec. 3.2) en lo que sigue omitiremos este término, siguiendo el plantea-
miento presentado en [56]. El coeficiente d denota la magnitud del momento dipolar.
El parametro a puede variar entre 1 y —1/2 segtin la orientacién de los dipolos sea
mas o menos paralela o perpendicular al eje . La funcién de respuesta o kernel R(x)
estd presente en el término de interaccién e introduce formalmente la no localidad
de ésta. Originalmente, el uso de kernels surgié en el dmbito de la dptica no lineal,
donde el cambio en el indice de refraccién se relaciona con la intensidad I del haz de

luz incidente mediante el siguiente producto de convolucién [53]:

An(I / R(z' — x)I(x', 2) dx’ (3.19)
De forma andloga, para el estudio de condensados, todas las interacciones somn

reunidas en la convolucién de R(x) con la densidad |¥(¢,¢)]%. Tres kernels usados
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R(x)

Figura 3.5: Funciones de respuesta normalizadas. La curva negra corresponde a
Ri(z), la gris oscuro a Ra(z) y la gris claro a R3(z). El ancho tomado es o =
712~ 0.56.

frecuentemente son: el gaussiano,

Ra(e) = = exp (_g) , (3.208)

el exponencial,
1 x
Ry(z) = —exp (WL{_) ; (3.20b)
a o

y el lorentziano generalizado,

10 . "y
Ry(z) = —c®(z? + 62732, (3.20¢)

T

Podemos ver que los tres satisfacen la normalizacion

/m Rlglde==1, (3.21)

o0

En las expresiones (3.20), el ancho o determina el grado de no localidad de las

interacciones no lineales. La figura 3.5 muestra la forma de las tres funciones de
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respuesta para distintos valores de o. Los dos primeros kernels, o variaciones de
estos, son apropiados para describir un BEC en una trampa cuasi unidimensional,
y toman asintéticamente la forma de una funcién delta cuando o — 0, con lo que
formalmente el modelo deviene en la ecuacién de Gross-Pitaevskii estandar de la
seccién 3.1. El tercer kernel (3.20c), en tanto, es mas conveniente para un estudio
analitico, caso en el que ¢ es tomado como pardmetro de corte [57] proporcional
al tamano efectivo de los dipclos, vy cuyo valor esta en el orden de la longitud de

confinamiento tranversal [de acuerdo a la condicién (3.7)]. En tal caso, el ancho del

kernel constituye la longitud caracteristica en (3.18), v la eleccidn
o=n"Y%~ 056 (3.22)

es razonable, ya que satisface la condicién R;(0) = R3(0) [58].

En el limite z >» o, donde la interaccién dipolo-dipolo prima sobre la interaccién
de contacto, la funcién de respuesta decae como ~ 1/z% en concordancia con el
planteamiento previo para la interaccion dipolar.

Como antes, en el limite de potencial profundo expandimos la funcién de onda

macroscopica en las funciones de Wannier centradas en los M minimos del potencial:

oo

Y= un(t) Bula). (3.23)

n=-—oo

El anélisis de las integrales de traslape [56] nos lleva nuevamente a la ecuacién

DNLS generalizada para la evolucién de la amplitud w,(t) en el sitio n-ésimo:
. d ;
7%”%(” + f"‘;(un-l—l - un—l) B f]|'U«-n.|2Un =+ .G(Irl'ﬁnirlﬁ =+ |'U'n—1l2)un - O; (824)

donde los pardmetros ¢ y ¢ se definen ahora segiin
1= [ [ R = /@06 dnde
o= | [ R -O@usmeae) drac.
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Estos parametros pueden interpretarse de distintas maneras. Algunos autores iden-
tifican ¢ con la interaccién de contacto que puede suprimirse mediante las resonancias
de Feschbach [58], mientras que otros lo asimilan al efecto local de la interaccién di-
polar [56]. En cualquier caso, una limitacién de reunir las interacciones no lineales en
una funcidn de respuesta es que tanto g como g deben ser de igual signo, algo distin-
to a lo que ocurre si se considera la interaccidn de contacto aparte de la interaccion
dipolar.

La descripcién desarrollada en este capitulo para las interacciones atdmicas v dipo-
lares (con las dos derivaciones presentadas) nos ha llevado al mismo modelo discreto
general (3.24), que retiene las principales propiedades de la complejidad de un BEC,
a la vez que admite el uso de las muchas herramientas analiticas v numéricas desa-

rrolladas en las ultimas décadas para el andlisis de la DNLS y sus extensiones.

3.5. Consideraciones generales sobre la DNLS, sus
soluciones y otros modelos relacionados.

Antes de presentar nuestros resultados, es conveniente revisar algunas propiedades

y resultados importantes en relacién a la ecuacién discreta no lineal de Schroedinger.

3.5.1. Cantidades conservadas y estabilidad.

En su forma original normalizada (en que sélo se considera no linealidad en sitio),
la DNLS es dada por®
i@un(t)
ot

®Es posible escalar las variables u,, y ¢ para eliminar incluso el factor g de la DNLS. Para nuestro
andlisis preferimos mantener este parametro.

= Un—1(t) + Uny1(t) + QIUrrr(t)‘zun(t) ; (3.25)




4]

en que omitimos el término lineal € - u, asociado a la energia de sitio en BECsoala
constante de propagacién en arreglos de guias de onda’. Las cantidades conservadas

por la ec. (3.25) son la norma y el hamiltoniano de que se deriva:

N = Z [ |? H=- Z [ununsr + wnth g + qlual’] (3.26)
i

n

Dado que sélo se tienen dos cantidades conservadas, la DNLS no es integrable, salvo
en el caso de un dimero, esto es, si el tamano del arreglo es M = 2. La falta de una
ley de conservacién de momento sugiere un comportamiento del sistema orientado
més bien hacia el atrapamiento de soluciones estacionarias que a la propagacién
libre a través del arreglo [12]. Las leyes de conservacién de la energia y la norma
(equivalente a la conservacién de la potencia en sistemas dpticos) pueden usarse como
comprobacién de la solucién numérica de (3.25), pero ademas permiten evaluar la
estabilidad y movilidad de los solitones que son soluciones de esta ecuacién. En efecto,
una solucién cuyo centro coincide con un sitio del arreglo (solucién en sitio o impar)
tiene en general una energia distinta a una solucién centrada entre dos sitios (solucién
inter sitios o par) cuando sus normas coinciden. Asi, el hamiltoniano como funcién
del centro de las soluciones localizadas (para una norma fija) varia de acuerdo a la
periodicidad del arreglo y es llamado potencial de Peterls-Nabarro [59]. La diferencia
entre el potencial de una solucién par e impar es conocida como barrera de Peierls-
Nabarro y restringe la movilidad de las soluciones. Cualitativamente, puede decirse
que un solitén debe tener energia cinética suficiente para sobrepasar la barrera de

Peierls-Nabarro y moverse a través del arreglo.®

"Es facil mostrar que para €, = ¢ constante, una transformacién simple elimina este término de
las ecuaciones, siendo su tinico efecto real una renormalizacién o shiff de las frecuencias del sistema.

$No obstante, debemos ser cuidadosos en la interpretacion de la barrera de Peierls-Nabarro. En
algunos casos, las dos soluciones par e impar comparten la misma condicién de estabilidad (como se
verd mds adelante) y la diferencia de potencial es nula. Pero entonces debe considerarse 1a existencia
de una solucién estacionaria intermedia que si presenta una diferencia de potencial con aquéllas y
tiene un efecto en la movilidad.
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3.5.2. Clasificacién de las soluciones localizadas.

Ademiés de la distincién entre modos pares e impares, la clasificacién usual de
los solitones que son solucion de la ecuacién DNLS (fig. 3.6) considera si éstos son
staggered o unstaggered, esto es, si entre sitios vecinos hay una diferencia de signo
(de fase 7) en las amplitudes, o si por el contrario el paquete de ondas oscila en fase
como un todo. Los primeros pueden existir cuando el sistema presenta no linealidad
desenfocante [g < 0 en la ec. (3.25)], mientras que los segundos se dan con no
linealidad enfocante (¢ > 0). Siguiendo la clasificacién propuesta por Lederer et
al [12,60], podemos distinguir también entre soluciones simétricas y antisimétricas.
Ademds, cuando los efectos discretos son fuertes [61], pueden existir solitones torcidos
(twisted solitons) que no tienen equivalente en sistemas continuos, ya que son la
combinacién de dos solitones que difieren en fase [ver fig. 3.6 (b)]. Es importante
aclarar que en esta clasificacion nos restringimos a solitones brillantes, es decir, en
que la onda (de luz o materia segiin el contexto) estd localizada en una regién acotada;
los solitones oscuros se definen por oposicidn, es decir, como ausencia localizada de
energia dentro de un pulso ancho.

La existencia de soluciones staggered y unstaggered esté relacionada con la simetria
de la DNLS ante el cambio de no linealidad enfocante a desenfocante y de frecuencias
positivas a negativas. En efecto, consideremos la ecuacién algebraica que satisfacen

las soluciones estacionarias u,(t) = u,e™* (con u, € R) de la ec. (3.25):
Wiy, = Up—y + Unay + qud . (3.27)
Consideremos la transformacién ¢ — —q, w — —w:

— WUy = Up_1 + Ups1 — qui : (3.28)
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.
|

Figura 3.6: Clasificacién de solitones brillantes que solucionan la ecuacién DNLS.
(a) Soluciones pares unstaggered (arriba) y staggered (abajo). (b) Solitones torci-
dos pares, estables s6lo para confinamiento alto. (¢) Soluciones impares unstaggered
existentes para ¢ > 0. (d) Soluciones impares staggered existentes para g < 0.

Para mantener la consistencia entre (3.27) y (3.28), las soluciones de esta ecuacién
deben presentar diferencia de signo entre las amplitudes w,, de sitios vecinos, es decir,
deben ser soluciones staggered. Asi, mediante la transformacién u, — (—1)"u,
obtenemos
(3.29)

P 3
— Wiy = —Up-1 — Upt+1 — q’lbn 5

con lo que recuperamos la ec. (3.27).

3.5.3. Generalizaciones de la DNLS.

Otro discretizacién de la ecuacién de Schroedinger no lineal, distinta a la DNLS,

es el modelo de Ablowitz-Ladik (AL) [62]

i = U1+ Unat + 2|1+t (3.30)
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Mediante el método de scattering inverso [63], este modelo es completamente inte-
grable, a diferencia de la DNLS, que lo es sélo para dos grados de libertad (dimero).
No obstante, ciertas propiedades de la ecuacién de AL (ver discusién en [64,65]) han
impedido su aplicacién a algin sistema fisico. Un modelo més general fue introducido
por M. Salerno en 1992 como una deformacidn de la DNLS [66]:

r\/_E

2

o — [1 -+ |un|2} (Un—1 + Uny1) + €|t 2y, . (3.31)

La caracteristica principal de este modelo es que su tanto su hamiltoniano como el
correspondiente paréntesis de Poisson y la misma ecuacién (3.31), dependen de forma
continua en un pardmetro de deformacién ¢, tal que cuando e = 0 el sistema se reduce
al modelo de AL, mientras que para € —3 ~ se obtiene la ecuacién DNLS. Luego, la
ec. (3.31) sélo es integrable para e = 0, en que el método de scottering inverso puede
usarse, mientras que para € # 0 es posible utilizar los procedimientos empleados habi-
tualmente en la solucién de la DNLS. Aligual que ésta, el modelo deformable sf tiene
aplicaciones fisicas, particularmente en la propagacién de excitaciones moleculares
en presencia de interaccién resonante y acoplamiento fonén-vibracién molecular [66].
En relacién a la formacién de soluciones localizadas, es importante destacar que el
modelo de Salerno presenta una variacién de la inestabilidad modulacional (MI) de
ondas planas segiin la relacién entre los pardmetros e y v [64] (la MI favorece la
filamentacién de frentes de onda extendidos vy, por tanto, la formacién de solitones
discretos).

Atin con la discretizacién tipo DNLS, son muchas las variaciones v extensiones de
la DNLS que han sido estudiadas en la literatura, ademds del modelo (3.24) derivado

en este capitulo. Entre los ejemplos méds notables, estdn la inclusién de términos no
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lineales de distinto orden y forma [67-69|, el andlisis de impurezas lineales y no
lineales [70-76] y la consideracién de acoplamiento de largo alcance [77].

Un modelo que guarda algunas semejanzas con el que es objeto de nuestro estudio
fue introducido por M. Oster et al. para describir arreglos de gufas de onda lineales
inmersas en un medio no lineal [78|. Asumiendo acoplamiento evanescente entre las
guias, los autores derivaron la siguiente ecuacién para la dindmica de la onda de luz

en la guia n-ésima
idilln
dz

=+ 2@4 [an(“‘pﬂ—l

+ Qllpn <+ Q2(\pn-—1 + II"n,+1) & QQSII'TL“};'H.P

. + l‘anrlIQ) I q];(\lf'rzafl - \Iji-}-l)]

(3.32)
+2Q5 [2{ W0 [P (Wroy + W) + T2(T7_, + 7))

+ W[V + ‘I’n+1J‘I‘n+1|2] = ().

Como puede verse, el factor Q3 la ec. (3.32) es proporcional al pardmetro g de
(3.25) y corresponde a la no linealidad cibica en sitio. El acoplamiento no lineal
entre sitios vecinos estd cuantificado por Q4 y Q4 e incluye varios términos ademds
de los encontrados en nuestro modelo (3.24). De hecho, se consideran todos los posi-
bles productos de orden ciibico entre las amplitudes ¥,,, ¥, 4, v sus conjugados; en
cierto rango de parametros todos ellos son no despreciables. Es importante notar que
el término |[¥,|2(¥,, , + ¥, ) corresponden al modelo de Ablowitz-Ladik descrito
anteriormente.

Entre las principales caracteristicas del modelo (3.32) estd la inversién de estabi-
lidad entre los modos impares y pares (scan éstos simétricos o antisimétricos) que
ocurre sobre cierto valor del cuociente Q)4/Qs. El intercambio estd precedido por una
regién de biestabilidad de ambas soluciones, en que es posible encontrar un breather
discreto inestable, cuya asimetria lo sitiia como una solucién intermedia entre los

modos par ¢ impar. Este fue el primer modelo en que se encontré una region de
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parametros donde estas dos soluciones fundamentales son simultdneamente estables.
La existencia de la solucién intermedia facilita la movilidad de las soluciones locali-
zadas. Esta fenomenologia es atribuida a la presencia del término con (4. Por otra
parte, el modelo (3.32) admite soluciones compactas (esto es, que son estrictamente
nulas fuera de unos pocos sitios) debido a los términos @5, entre los que se incluye
la interaccién tipo Ablowitz-Ladik. Si bien un modelo tan complejo no es todavia
factible de ser realizado en un experimento, resulta muy ilustrativo ver ¢cémo la ex-
tension de la DNLS a través de términos no lineales mds generales puede surgir en

contextos y derivaciones muy diferentes.
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Soluciones localizadas en un
condensado dipolar
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En los capitulos anteriores hemos tratado los elementos necesarios para modelar
un condensado de Bose-Einstein (BEC) en redes dépticas, considerando dos tipos de
interacciones atémicas: interaccién de contacto (local) e interaccién dipolar (de largo
alcance). En este capitulo presentamos el método utilizado para encontrar soluciones
localizadas discretas con este modelo, y nuestros resultados correspondientes!. Vemos
que en presencia de la interaccién dipolar surgen propiedades interesantes, tales
como regiones en el espacio de pardmetros en que dos soluciones fundamentales
son simultdneamente inestables, y un cambio en la norma minima necesaria para la

formaci6n de breathers de superficie (soluciones localizadas en el borde de la cadena).

4.1. Generalidades.

4.1.1. Modelo.

Consideramos una cadena de M sitios (correspondientes a la posicién de los mini-
mos del potencial periédico inducido por la red éptica). La evolucién temporal de la
amplitud de la onda del condensado, en el sitio n-ésimo de la cadena, estd dada por

du, (t ;
ﬁz*$ = K(Un-1 + Uny1) + qlun*uy + g(|un_1|® + [Ung1|*) - (4.1)

Aqui, & es el coeficiente de acoplamiento lineal entre sitios vecinos, ¢ corresponde al
coeficiente no lineal en sitio (relacionado con la interaccién de contacto) y g denota
el coeficiente de acoplamiento no lineal (asociado a la interaccién dipolar de largo
alcance).

El sistema (4.1) posee dos cantidades conservadas por la dindmica, a saber, la

norma

N =2 |un (4.2)

'Publicados en [58].



49

y el hamiltoniano

* q < -(
H=— Z {fwnﬂun -+ :iluﬂll il ‘;‘ruvwl‘glunlg - C-C-} . (4'3)

T

4.1.2. Inestabilidad modulacional.

La ecuacidn (4.1) admite ondas planas como solucidn, en la forma un(t) = ug exp(—1
[kn — wt]). Esto es relevante para nuestro estudio, ya que la generacién de solitones
discretos puede ser obtenida de forma eficiente a través de la inestabilidad modula-
cional (IM) de las ondas [65].

Sustituyendo en (4.1), obtenemos la siguiente relacién de dispersién no lineal para.
las ondas planas:

w(k) = 2cosk + (g + 2g)ul . (4.4)

La estabilidad es analizada introduciendo una onda plana perturbada en la forma

Un(t) = [uo + 0un (t)] exp(—ikn — wt]) . (4.5)

Sustituyendo con (4.5) en (4.1) y reteniendo los términos lineales en du,, (¢) llegamos

a la ecuacién de evolucién para la perturbacién:

i%&un + [2(g + g)ug — w(k)]Sun+
(6upi1® + 0pq exp™™) + quidu’, (4.6)
+ gup (St g1 + Suny + Suly +0ul ) =0 .

La perturbacién compleja du,(t) puede expresarse como

Bty (8) = gl T | g2 —iQn0t] (4.7)

con lo que la ecuacién de evolucién lleva al siguiente sistema, lineal:

[-Q —w(k) +aT]uy +buy, =0
(4.8)
buy + [ — w(k) +a"Juy =0,



con las definiciones
a® = 2(q + g)ud + 2cos(Q + k) + 2guo cos Q
b = qug + 2gug cos Q
d=a"+a”.

La existencia de soluciones no triviales de (4.8) es posible sélo si la frecuencia de

la perturbacién satisface la igualdad

G % (44 VE =2+ dolf) — o Jl®) — ) - (4.9)

A partir de esta ecuacidon podemos cuantificar la inestabilidad con la parte ima-
ginaria de . Es decir, definiendo ¢ = Im{) podemos afirmar que la onda plana
presenta IM si G # 0. La figura 4.1 muestra la variacion de G en funcién de Q y
uo para una onda plana uniforme (k = 0) y para distintos valores del pardmetro de
interaccién dipolar g (¢ = 1). Podemos ver cédmo en el caso DNLS (g = 0) siempre
hay IM en un rango de @J; méas ain, cuando la amplitud ug es mayor que m las
ondas planas son inestables para todo ). Al incrementar el valor de g esta cota se
va incrementando hasta diverger cuando g = g. Es decir, en este caso siempre hay
un rango de @) en que las ondas son estables.

Como puede verse de la ecuacién (4.4), el factor ¢ + 2g es importante para deter-
minar la existencia de IM. Si fijamos g, el valor critico ¢ = —¢g/2 define un cambio
en la estabilidad de una onda plana. Esto se muestra claramente al comparar las
figs. 4.1 (c) y (d) correspondientes a g = —0.2 y g = —1. Cuando g estd bajo —g/2
se invierte el comportamiento del caso DNLS: ahora siempre hay estabilidad en un
rango de Q; bajo un cierto valor de la amplitud uy, no existe IM para ningin ).

Los resultados anteriores sugicren que para cualquier valor positivo de g (inter-

accién dipolar repulsiva) la existencia de breathers discretos es posible. En tanto,
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Figura 4.1: Inestabilidad modulacional en el sistema (4.1). Pardmetro G en funcién
de @ y up para una onda plana no lineal con ¢ = 1 y distintos valores de la interaccién
dipolar. Las regiones en negro corresponden ondas planas estables. (a) g = 0 (DNLS
estdndar). En este caso, el estado fundamental es siempre inestable sobre cierto valor
de la amplitud ug. (b) g=¢=1.(c) g=-02y (d) g=—1.

para el caso ¢ < 0 (interaccién atractiva), la formacién de soluciones localizadas no

escalonadas se dificulta, requiriendo una norma minima, como se vera méas adelante.

4.2. Soluciones localizadas discretas no lineales.

A continnacién, buscamos soluciones estacionarias en la forma u,(t) = u,e™* con

Uy, real. Sustituyendo en (4.1) llegamos al siguiente sistema de ecuaciones algebraicas.

Wity = K(tno + tnp1) + qud 4+ g(ul_; + 12, u, . (4.10)



52

Las ecuaciones paran = 1 y n = M seran distintas segin se consideren condiciones
de borde fijas o periédicas. En lo que sigue trabajamos con condiciones de borde fijas,

cumpliéndose que ug = upr+1 = 0.

4.2.1. Meétodo.

Para resolver el sistema algebraico (4.10) usamos el método de Newton-Raphson,

tomando como semilla un perfil localizado en un sitio central ng,
Up = V J'V(Sn,nn 3 (411)

o bien un perfil centrado entre dos sitios ng y 75 + 1

Uy = "j;r_ (611,1;” o dn,,ng-%l) ] (412)

a los que designamos como soluciénes en sitio o inter sitios, respectivamente. Ahora
bien, la existencia de soluciones localizadas es debida a las interacciones presentes en
cl sistema a través de los términos no lineales en la ec. (4.1), que a su vez dependen
fuertemente de la norma N del paquete de ondas. Por lo tanto, para encontrar
soluciones localizadas, buscamos en regiones de alta norma. En sistemas modelados
por ecuaciones tipo DNLS, el regimen de muy alta norma (potencia para sistemas
épticos) es conocido como limite anticontinuo, donde el acoplamiento entre sitios es
despreciable en comparacion a la energia de interaccién en sitio. En este limite casi
cualquier perfil (en particular uno localizado) es solucién del sistema. Comenzamos
buscando soluciones localizadas para valores grandes de N y para frecuencias w muy
por encima del borde de la banda lineal. Una vez encontrado un perfil {u,,} que

resuelve el sistema, reducimos levemente la frecuencia y lo utilizamos como semilla.
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Figura 4.2: Las curvas negras y grises corresponden a las soluciones en sitio e inter
sitios respectivamente, mientras que las curvas gruesas (delgadas) corresponden a
g =0 (g = 0.8). (a) Dependencia de la norma en la frecuencia. Como convencién,
en todos los gréficos usamos la linea continua (punteada) para indicar estabilidad
(inestabilidad). (b) Solucién en sitio para un valor fijo de la norma N = 20. Notese
el ensanchamiento de la solucién a medida que se incrementa la interaccién dipolar
g. (¢) Solucién inter sitios. En este caso no se aprecia un incremento del ancho con

g.
La iteracién de este procedimiento hasta que la frecuencia llega a la banda lineal?

nos lleva a contruir toda la familia de soluciones localizadas no lineales.

4.2.2. Efecto de la interaccién dipolar repulsiva (g > 0).

La figura 4.2 muestra las curvas N vs w para dos valores distintos del coeficiente
g, y para los dos modos fundamentales en consideracién. Para g = 0, se tiene el
comportamiento propio exhibido por la ec. DNLS estdndar, conviene a saber: para

cualquier frecuencia w > 2 la norma de la solucién inter sitios estd sobre la norma de

2Como estamos trabajando con un sistema finito, la paridad del niimero de sitios impide la
existencia de alguno de los modos (en sitio o inter sitios) muy cerca de la banda lineal: sélo una de
las curvas puede continuarse exactamente hasta el borde de la banda.
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la solucién en sitio. Para frecuencias grandes puede verse que Negsitio e 3
las curvas asint6ticas N vs w para ambas soluciones son rectas donde una pendiente
es el doble de la otra. Si incrementamos g hasta un valor positivo menor que ¢ (curvas
delgadas en la fig. 4.2 para g = 0.8¢), vemos que la curva asintdtica de la solucion
inter sitios reduce fuertemente su pendiente, acercdndose a la curva de la solucion en
sitio. Para g = ¢ las dos curvas se superponen y las rectas asintéticas N vs w tienen
la misma pendiente para las dos soluciones en sitio e inter sitios. Este cambio en la
dependencia de la norma en la frecuencia va acompanado de un intercambio entre
la estabilidad de las soluciones fundamentales, que se estudia en la seccion siguiente.
Ademds, la superposicién de las pendientes implica una equivalencia en la norma y
la energia de las dos soluciones para una misma frecuencia, que podria facilitar su

movilidad tranversal [69)].

4.3. Estabilidad lineal.

Una vez encontrada una solucién estacionaria {uy, }, la perturbamos anadiendo una

pequeiia perturbacién compleja de la forma
(/)m(t) = Xm(i) B ?Yﬂm(t) : (413)

El efecto de esta perturbacién en la evolucién temporal de la solucién nos permi-
tird determinar si es linealmente estable o inestable.
La sustitucién de {u,} — {u, + ¢n} en (4.1) lleva a dos ecnaciones diferenciales

para X = (X1, Xs,... Xy) e Y = (Y1,Y,...Yuy), a saber,

X+ ABX =0,
) (4.14)
Y +BAY =0,
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Figura 4.3: Estabilidad como funcién de w para la solucién en sitio (curva negra)
e inter sitios (curva gris). Las lineas gruesas corresponden a g = 0, y las delgadas
a g = 0.8. Podemos ver el aparente intercambio de estabilidad entre las soluciones
fundamentales para g = 0.8

donde A y B son dos matrices de orden M x M definidas como sigue.
Anm = [quZ + g(u_ +ub_) — A bpm
+ K (On—1.m + Ont1m)
B = [Squi +g(uZ_, +ui ) - )\] B m (4.15)
+ (K + 2gUnUn—1)0n—1.m
+ (K + 29Untn11 )05 1, -
Dado que las matrices AB y BA tienen los mismos autovalores {Az}, podemos
elegir cualquiera de ellas para estudiar la estabilidad. Si algin autovalor tiene parte
imaginaria positiva, la perturbacién crecerd en el tiempo, de modo que, en tal caso,

la solucién estacionaria {u,} serd inestable. Entonces, definimos la ganancia

G = max{Im(\)} (4.16)
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como pardmetro para cuantificar la inestabilidad de una solucion, de modo que las
soluciones estables tienen G = 0. La figura 4.3 muestra el cambio en las curvas G vs
w a medida que se incrementa la interaccién dipolar. Para g = 0 (limite DNLS) la
solucién en sitio es siempre estable, mientras que la inter sitios es inestable. Si au-
mentamos el valor de g, la estabilidad de las soluciones empieza a cambiar: aparece
un rango de frecuencias bajas en que la solucién en sitio (inter sitios) se vuelve ines-
table (estable). Desde un cierto valor de w, las soluciones intercambian estabilidad y
reaparece la fenomenologia anterior del sistema (g = 0). No obstante, el intercambio
de estabilidad entre los modos fundamentales no es inmediato; més bien, existe una
regién de pardmetros (frecuencia y norma) sobre la cual las dos soluciones son ines-
tables simultdneamente (ver fig. 4.4 ). Esta regién de bi-inestabilidad se ensancha
cuando g tiende a g, a la vez que se desplaza hacia frecuencias (y normas) mas altas
(fig. 4.5).

Esta fenomenologia estd presente en varios sistemas fisicos que exhiben un rango
de pardmetros donde dos soluciones fundamentales son estables [69] o inestables 78]
simultdneamente. Que dos soluciones compartan la misma condicién de estabilidad
para la misma frecuencia o norma implica la existencia de una solucion estacionaria
intermedia (SI) con la condicién de estabilidad opuesta a las otras dos. En nuestro
caso, esto implica que en la regién de bi-inestabilidad debe existir una SI estable.
Encontrarla no es trivial; sin embargo, podemos utilizar el hecho de que toda solucién
estacionaria debe ser un punto extremo del hamiltoniano con respecto a los parame-
tros que caracterizan un paquete de ondas. A continuacién explicamos el método del
constraint, que aprovecha este principio para construir el potencial efectivo que la SI

debe minimizar o maximizar, dependiendo de su estabilidad.
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Figura 4.4: Estabilidad como funcién de w para la solucién en sitio (curva negra) e
inter sitios (curva gris oscuro) y g = 0.96 y ¢ = 1. La curva gris claro corresponde a
la solucién intermedia, que es estacionaria en la region de bi-inestabilidad.
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Figura 4.5: (a) Region de bi-inestabilidad en funcién del pardmetro de interaccién
dipolar y la norma. (b) Relacién entre el rango de norma AN sobre el cual hay
bi-inestabilidad y el parametro g.
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4.4. Método del constraint.

Cualquier perfil {u,} puede ser caracterizado por su centro de masa definido como

nlu,|?
o Zarlul -

Con el método del constraint, buscamos calcular el potencial H(p), esto es, el ha-
miltoniano como funcién de p. Si las soluciones en sitio e inter sitios son simultanea-
mente estables (inestables), corresponderdn a minimos (méximos) de H(p), siendo la
SI un méximo (minimo) entre aquellas. La implementacién del método del constraint
consiste en los siguientes pasos:

(i) Para un valor fijo de la norma N, resolvemos el sistema algebraico
Wiy = fn(uy, Us,. .. upm), m=12,...M, (4.18)

asociados con las ecuaciones diferenciales que rigen el sistema [ec. (4.10) en nuestro
caso], y obtenemos un modo estacionario en sitio (entre sitios) centrado en ng (en
ng + 1/2). Si ny es algin sitio cercano a la mitad de la cadena, entonces el centro
de masa definido por (4.17) serd ng 6 ng + 1/2 para el modo en sitio o inter sitios,
respectivamente. En lo que sigue, nos referiremos sélo al primer caso, es decir, co-
menzamos con un perfil {u,} correspondiente a la solucién en sitio centrada en ny.
Notese que el centro de masa de la solucién intermedia debera ser un valor entre ng
v ng+ 1/2 (fuera de esta regién, el potencial se repetira debido a la periodicidad del
sistema).

(i) A continuacién, escogemos un sitio proximo a ng, digamos 77, y despejamos la

amplitud correspondiente um = A de la ecuacién (4.17):

(4.19)
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Figura 4.6: (a) Potencial efectivo para tres valores distintos de la norma N. La curva
gris delgada corresponde a N = 35, la negra a N = 48 (region de bi-inestabilidad), y
la gris gruesa a N = 61. (b) Solucién intermedia correspondiente a los minimos del
potencial efectivo para N = 48.

Asi, A queda expresada en funcién de las amplitudes restantes, de la norma y del
centro de masa. Ahora tomamos M — 1 ecuaciones del sistema algebraico original, a
saber, las de indice t = 1,2,...m— 1,7+ 1,... M, y en todas ellas reemplazamos uz
con la amplitud A definida segiin (4.19). A este sistema de ecuaciones afiadimos la

restriccién (constraint)

A+> ul=N, (4.20)
n#ER
esto es, la condicién de que la norma esté fija. De este modo, tenemos un sistema de

M ecuaciones para M variables: las amplitudes u,, n # 7, y la frecuencia w.

(iii) Ahora aumentamos en pequefios pasos el valor de p para obtener soluciones en
el rango ng < p < ng + 1/2 (esto es, para mover el centro de masa desde la solucién
en sitio a la inter sitios). En cada iteracidn, resolvemos el sistema algebraico tomando
la solucién anterior {uy, ug, ... Us—1, Um+1, - . ., Urr,w} como semilla y obtenemos una
nueva solucién para el valor p respectivo. Evaluando el hamiltoniano en cada punto,
construimos el potencial efectivo H(p) para la norma dada N. Todos los extremos

de H(p) corresponden a soluciones estacionarias del sistema.
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La fig. 4.6 (a) ilustra la construccién del potencial efectivo H (p) para tres diferentes
valores de la norma N y para g = 0.96, mostrando perfecta concordancia con el
andlisis de estabilidad presentado supra (el tamafio de la cadena es M = 100, y
elegimos ny = 50). Cuando la norma es baja (curva gris gruesa), el potencial efectivo
tiene un maximo en los valores enteros de p (en particular en ng), que son centros de
masa de soluciones en sitio inestables. Los minimos en p semienteros (como ng+1/2)
estan asociados a las soluciones inter sitio, que son estables. En la region donde los
modos en sitio e inter sitios son simultineamente inestables (linea negra), ambos
corresponden a un maximo. La solucidn intermedia estable aparece como un minimo
centrado entre las dos soluciones fundamentales [tridngulos en la figura 4.6 (a); el
perfil de intensidad de la respectiva solucién intermedia se muestra en 4.6 (b)]. Al
incrementar la norma (curva delgada gris), el anélisis de estabilidad predice que la
solucién en sitio (entre sitios) se vuelve estable (inestable): ahora hay un minimo en

los valores enteros de p y un médximo en los semienteros.

4.5. Interaccién dipolar atractiva (g < 0).

Cuando los dipolos estdn orientados longitudinalmente (sec. 3.3) la interaccién
dipolar es atractiva, lo que se traduce en un valor negativo para el coeficiente ¢.
Observamos que para ¢ < — 0.3 la curva N vs w para la solucién en sitio deja de ser
monoétona: aparece un minimo local, el cual implica un cambio en las propiedades
de este modo, que pasa de ser estable a ser inestable. En la figura 4.7 (a) se muestra
cémo cerca de ese punto la solucién en sitio se fusiona con la inter sitios, decayendo
juntas en norma hacia el borde de la banda lineal (w = 2). En esta 1ltima seccién de
las curvas, la solucidn en sitio vuelve a ser estable, dado que nuevamente su curvatura

ha cambiado. Reduciendo el valor de g un poco mds, aparece también un minimo en
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Figura 4.7: Norma vs frecuencia para interaccion dipolar atractiva. La estabilidad es
indicada con la continuidad de la curva, siguiendo la convencién. (a) La linea gruesa
corresponde a g = —0.3 y la delgada a ¢ = —0.48. (b) La linea gruesa (delgada)
corresponde a g = —0.5 (a g = —0.58).
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la curva de la solucién inter sitios. No obstante, las curvas de los dos modos atin se
fusionan y decaen de forma muy abrupta hacia la banda lineal, con una pendiente
que crece indefinidamente a medida que g — —0.5 [linea delgada en la fig. 4.7 (a)].

Ahora bien, cuando se alcanza el valor critico ¢ = —0.5, el minimo en cada curva
pasa a ser global, ya que desde esos puntos respectivos ambas soluciones incrementan
su norma con pendiente infinita cuando w — 2 [curva gruesa en la fig. 4.7 (b)]. Para
cualquier valor de g bajo —0.5, las curvas de ambas soluciones cruzan el borde de
la banda (w = 2) y entran en ella sin fusionarse, apareciendo asi una rama en la
familia de cada solucién que se origina en w = 2 y cuya relacién norma vs frecuencia
se aproxima a una recta con pendiente negativa.

Esta dependencia en la norma es la que se espera para el modo fundamental a partir
de la relacién de dispersién (4.4) cuando g < —0.5, es decir, cuando g+ 2g < 0. En
efecto, si aproximamos la norma del modo fundamental como M veces el cuadrado
de la amplitud uyg,

Ngs = MuZ, (4.21)

la ec. (4.4) nos indica que la norma del estado fundamental varfa con la frecuencia
segin %

=%
Nes (w) = —

= m . (4.22)

Esto corresponde a una relacién lineal desde w = 2, cuya pendiente es inversamente
proporcional a g + 2g. Asi, cuando ¢ toma el valor —¢/2, la norma diverge, tal como
ocurre con las soluciones localizadas. Para ¢ < —¢/2, la pendiente sigue variando de
la misma forma. La semejanza existente entre ondas planas y soluciones localizadas,

en relacion a la dependencia de la norma en la frecuencia, puede vincularse al cambio

en la inestabilidad modulacional que ocurre en el valor critico g = —¢q/2 (sec. 4.1).
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La formacién de breathers se ve perjudicada frente a la estabilidad que adquieren los

modos extendidos.

4.6. Aproximacion de modos fuertemente locali-
zados.

Las ecuaciones tipo DNLS presentan un obstaculo al tratamiento analitico: no son
integrables. No obstante, el uso de ciertas aproximaciones permite encontrar expre-
siones simples para las relaciones entre las variables relevantes para la caracterizacion
del sistema que queremos describir. Una de esas herramientas analiticas es la aproxi-
macion de modos fuertemente localizados (SLM), que permite expresar la norma de
las soluciones localizadas en funcién de la frecuencia. Este método — aplicado en lo
que sigue sobre nuestro modelo (4.1) — ha sido utilizado exitosamente en diversos
estudios 35,58, 77].

La aproximacion de modos fuertemente localizados consiste en lo siguiente: usamos
como ansatz para la solucién de (4.1) un perfil centrado ya en uno, ya en dos sitios;
al reemplazar en (4.1) para un n cercano al centro de la cadena, podemos encontrar
relaciones entre la norma y la frecuencia validas en distintos regimenes, basados en
la suposicién de que un aumento en la norma favorece la existencia de soluciones
localizadas [79].

En primer lugar, suponemos una solucién estacionaria en sitio, localizada alrededor

de n = nyg, es decir,
Un(t) = Aexp(iXt) [Onne + A(Oning—1 + Gnmos1)] (4.23)
con |a| < 1. Sustituyendo en (4.1) para n = ny y dividiendo entre A obtencmos

A = 2ka + [g + 2g0?) A%, (4.24)
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Dos casos limite pueden ser considerados. Primero, cuando la norma es alta, supo-

nemos que las soluciones son muy localizadas. Luego, &« — 0 y la norma cumple
Ny & A%, (4.25)

Despejando A? de (4.24) y reemplazando en (4.25) obtenemos la dependencia de
la norma alta en la frecuencia para un perfil en sitio:

NP (A) =~ 2 (4.26)
Esto nos indica una relacién asintética lineal entre la norma N® y la frecuencia A,
en que la pendiente no depende de g sino sélo de ¢ (de hecho, es la misma solucién
obtenida en el limite DNLS, ¢ — 0).
Ahora bien, a pesar de que el ansatz usado en la aproximacién supone que sélo hay
amplitud no nula en los sitios centrales, es posible analizar el limite de norma baja,
donde los modos localizados dejan de serlo, volviéndose completamente extendidos

debido a su proximidad a la banda lineal. En este caso, consideramos a ~ 1 y

obtenemos la relacién

NP ~ MA?, (4.27)
De (4.24) y (4.27) se sigue que
A—=2k
NP~ M 2 4.2
. g+ 2g (4.28)

Esta relaciéon para norma baja tiene la dependencia en ¢ + 2¢g en el denominador,
tal como la que encontramos para ondas planas en la seccién anterior (y que coincide
con los resultados numéricos para las soluciones localizadas). Asimismo, indica que

la norma es nula cuando A = 2k, esto es, en el borde de la banda lineal.
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En segundo lugar, tomamos como ansatz una solucion estacionaria localizada inter

sitios, de la forma

u’n(t) == AGXP(?/\U [5n.,110 + 571.71(}-*—1 + O’((Sn,vmfl + 51’L,ng+2ﬂ ) (429)

es decir, en que dos sitios centrales tienen amplitud méxima. Sustituyendo en (4.1)

para el sitio ng obtenemos
A=1+xra+ (g+g)A*+ g’ A%, (4.30)
La norma alta para la solucidn inter sitios viene dada por
NE ~24%, (4.31)

donde se consideré a — 0. Tomando esta misma aproximacién en (4.30) y despejando
A? podemos concluir la relacién asintética entre la norma y la frecuencia para la

solucidn inter sitios:

s

2
NE& = . 4.32
s (4.32)

Vemos que también se trata de una relacién lineal, pero esta vez la pendiente
disminuye a medida que aumenta g. En efecto, cuando g = 0 se tiene que la pendiente
en (4.32) es 2/q, ¢l doble de la pendiente en (4.26) para la solucién en sitio, lo
que corresponde exactamente al caso DNLS. Cuando g = ¢, ambas pendientes son
iguales, lo que también estd en concordancia con nuestros resultados. Finalmente,
para norma baja (o ~ 1), recuperamos la misma relacién (4.28) de la solucion en
sitio, cumpliendose asf que las dos soluciones convergen juntas a la banda lineal.

En conclusién, la aproximacion de modos fuertemente localizados permite estimar

y corroborar una parte importante de nuestros resultados numéricos presentados en

este capitulo.
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Figura 4.8: La curva negra (gris) indica el modo centrado en el primer sitio (entre el
primero vy el segundo de los sitios) de la cadena. La linea gruesa corresponde a g = 0,
la media a g = 0.4 y la més delgada a g = 0.8. (a) Solucién en el primer sitio para una
norma fija. Al igual que la solucién en sitio del bulk, la solucion se ensancha a medida
que se incrementa la interaccién dipolar g. (b) Solucién inter sitios superficial. (c)
Dependencia de la norma en la frecuencia para ambas soluciones.

4.7. Modos de superficie.

Finalmente, aplicamos nuestro método a la busqueda de modos de superficie, esto
es, soluciones estacionarias cuya amplitud maxima estd situada cerca del borde (pri-
mer sitio) de la cadena. En el modelo cibico (con g = 0) las propiedades de tales
soluciones han sido ampliamente estudiadas, llevando a resultados manifiestos. Por
ejemplo, es conocido el hecho de que las soluciones localizadas en la superficie son
posibles s6lo si su norma estd sobre un valor minimo o umbral Ne,. En la ref. [80]
se determiné la variacién del umbral de acuerdo a la posicién de la solucién locali-
zada, utilizando el método del constraint (sec. 4.4). La frecuencia correspondiente al

umbral define ademés un cambio en la estabilidad de la solucién superficial en sitio,
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que cerca de ese punto se conecta con la solucién inter sitios, siendo ésta inestable
en todo el rango de norma y frecuencia. Ambos modos se muestran en la figura 4.8
(a) y (b).

A medida que incrementamos el valor de g, observamos que el umbral N, aumenta
también (tal como en la seccién 4.2.2, fijamos el coeficiente de interaccién local
g = 1 para todos nuestros cilculos). En otras palabras, es mds dificil sustentar
una solucion localizada en la superficie si las interacciones dipolares de largo alcance
estdan presentes. El creciente cardcter repulsivo de la superficie se hace evidente en los
diagramas de norma versus frecuencia [fig. 4.8 (¢)] en que puede apreciarse el cambio
en la pendiente de la curva correspondiente a la solucién en sitio (coincidente con el
cambio de estabilidad mencionado anteriormente), que se fusiona con la curva de la
solucidn inter sitios cerca del umbral. Por esta razdén, la divergencia de N, a medida
que g — q implica la desaparicién de ambas soluciones fundamentales: para g > g
no ezxisten modos localizados de superficie (en sitio o inter sitios).

De otra parte, cuando g es negativo (esto es, cuando consideramos interacciones
dipolares atractivas), el umbral decrece. Esto puede apreciarse en la fig. 4.9 para
g = —0.4 (segunda linea mds gruesa), donde se ve que las soluciones en sitio e inter
sitios se conectan cerca del umbral tal como en el caso DNLS. Esto se cumple siempre
que g estd sobre —0.5. Para este valor (segunda curva mds delgada en la fig. 4.9) las
curvas N vs w de las dos soluciones fundamentales tienden a la banda lineal, pero
divergen cuando w —» 2+ (borde de la banda para cadenas infinitas), perdiéndose la
bifurcacién de ambas soluciones a partir de un perfil comtin. Si disminuimos g bajo
—0.5, las curvas de las dos soluciones se extienden independientemente incluso bajo
w = 2, divergiendo ambas con una pendiente que decrece con g. En este contexto, ob-

servamos que la norma con que la solucién inter sitios entra a la banda se incrementa



68

20 i El‘\ n-'_,"d" "P",-“JN |
. :
10t
5 o
0 1 1 L L L L
2 3 4 5 6 7 8
(6]

Figura 4.9: Dependencia de la norma en 1a frecuencia para interacei6n dipolar atracti-
va. La curva negra (azul) indica el modo centrado en el primer sitio (entre el primero
y el segundo de los sitios) de la cadena. Las lineas desde la mds gruesa a la mas
delgada corresponden a g =0, g = —0.4, g = —0.5y g=-0.385.
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Figura 4.10: Umbral de norma versus magnitud de interaccién dipolar para g = 1.
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mientras g disminuye, lo que coincide con un aumento de la pendiente de su curva N
vs w. Se completa asf la fenomenologia observada para valores positivos de g, en que
la pendiente de la solucién inter sitios decrece a medida que aumenta la interaccion
dipolar. El umbral de norma (correspondiente al minimo en la curva para la solucién
inter sitios) disminuye cada vez menos, manteniéndose en un valor cercano a 2. La
fig. 4.10 muestra la dependencia del umbral con respecto a g, resumiendo nuestras
observaciones previas.

Tal como ocurria con las soluciones en el bulk, para una norma fija la solucién en
sitio de superficie se ensancha al aumentar el valor de g y se agudiza al reducirlo
hasta valores negativos. Los modos inter sitios, en tanto, mantienen casi la misma
forma para una cierta norma, independientemente de la magnitud de la interaccién

dipolar.

4.8. Conclusiones.

Hemos estudiado el modelo (4.1) — una generalizacion de la ecuacién DNLS, uti-
lizado para describir un condensado de Bose-Einstein con interacciones atdmicas
dipolares en presencia de un potencial éptico periédico. En primer lugar, encontra-
mos modos estacionarios localizados (breathers discretos) de dos tipos: centrados en
un sitio central de la cadena (soluciones en sitio) o entre dos sitios centrales (solucio-
nes inter sitios). Caracterizamos estos modos a través de la relacién entre la norma
y la frecuencia. Observamos que al incrementar la interaccién dipolar, la pendiente
asintética de la curva N vs w para la solucién inter sitios decrece, acercdndose a
la curva de la solucién en sitio. Cuando la interaccién dipolar equipara la interac-
cién atémica de contacto (¢ = g en nuestro modelo) las dos curvas se superponen.

Esto coincide con un intercambio en la estabilidad de las soluciones, que ocurre a
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frecuencias cada vez menores a medida que g se aproxima a ¢. Mas precisamente,
el intercambio se produce en un rango de frecuencias donde los dos modos son si-
multdneamente inestables. Luego, existe una solucién intermedia estable centrada
entre las soluciones en sitio ¢ inter sitios. Para encontrar la solucién intermedia,
utilizamos el método del constraint (explicado en sec. 4.4) que permite expresar el
hamiltoniano (llamado potencial efectivo en este contexto) como funcién del centro
de masa de las soluciones localizadas en la cadena, para una norma fija. Los puntos
extremos del potencial c_orresponden exactamente a las soluciones estacionarias del
sistema, permitiendo no sélo encontrar la solucién intermedia, sino ademds compro-
bar su estabilidad.

Al considerar interaccion dipolar atractiva (reduciendo el pardmetro g a valores ne-
gativos) la curva de norma vs frecuencia para el modo par incrementa su pendiente
asintética hasta diverger cuando g — —¢, con lo queda completo el cuadro observa-
do para interaccion dipolar atractiva. La forma en que las curvas de ambos modos se
aproximan a la banda lineal (cuyo borde corresponde a la frecuencia w ~ 2) cambia
notablemente alrededor de g = —¢/2. Para interaccién bajo ese valor, al reducir la
frecuencia las familias de soluciones entran a la banda con norma no nula y sin con-
verger a un perfil comin. Alrededor de esa transicién, observamos una semejanza en
la relacién norma/frecuencia de las soluciones localizadas con la de las ondas planas
(el valor ¢ = —g/2 también supone un cambio en la inestabilidad modulacional de
éstas, ver sec. 4.1).

Finalmente, estudiamos modos localizados de superficie. El principal efecto de la
interaccién dipolar en este caso consiste en el incremento (decrecimiento) del umbral
de norma sobre el cual existen las soluciones localizadas al aumentar (reducir) la

interaccion dipolar. Es decir, cuanto mayor es esta interaccién (cuando es repulsiva),
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es mas dificil sustentar soluciones localizadas en ¢l borde de la cadena. Para g = g
el umbral diverge, por lo cual no es posible encontrar modos localizados sobre este
valor de g. Ademas, se mantiene el efecto de la interaccién en la pendiente de la
curva asintética para el correspondiente modo inter sitios, mostrando la robustez de

nuestros resultados.



Capitulo 5

Desorden y no linealidad
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A continuacién estudiamos el caso en que el potencial éptico que contiene al con-
densado es desordenado; es decir, en que pierde la periodicidad que le fue atribui-
da en los capftulos anteriores. Esto se traduce en una distribucion aleatoria de las
energias de sitio y/o de las constantes de acoplamiento definidas en nuestro modelo.
La combinacién de no linealidad local (cibica) y desorden lineal da origen a una
fenomenologia novedosa que esta lejos de haber sido estudiada completamente. La
presencia de desorden en la red induce la localizacién de Anderson, por la cual los
modos normales de oscilacién (MNs) estan localizados espacialmente. En un primer
acercamiento, esto puede llevar a la conclusién de que, en un sistema desordenado,
la difusién de paquetes de onda sélo se ve dificultada a medida que el desorden se
incrementa.

Por otra parte, es conocido el efecto de la respuesta no lineal en la localizacion: la
no linealidad sustenta el autoatrapamiento de los paquetes de onda, al desacoplar las
frecuencias de las soluciones y llevarlas a los gaps entre las bandas lineales. Por esta
razén, podriamos inferir como primera conclusién que la combinacién de desorden y
no linealidad sélo favoreceria la localizacidn y perjudicaria la difusién.

El propésito de este capitulo es comparar los efectos de desorden diagonal y desor-
den no diagonal, dentro del marco de los sistemas discretos descritos por la DNLS, y
caracterizar el efecto de variar la no linealidad presente en el sistema. Para el estudio
de la difusion de paquetes de ondas en presencia de desorden (en el caso lineal y
no lineal) nos basamos principalmente en el método presentado en la referencia [81],
donde sélo se considerd desorden diagonal y no linealidad variable. Dado que los
sistemas desordenados no lineales dificultan el uso de herramientas analiticas, nues-
tro acercamiento sigue siendo la implementacion de métodos numéricos y nuestro

andlisis, a diferencia de los capitulos anteriores, es ahora principalmente cualitativo.
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5.1. Modelo.

Para el caso totalmente general, en que el desorden puede ser tanto diagonal como
no diagonal, no sélo la energia de sitio, sino también la constante de acoplamiento
pueden cambiar segin la posicién. Luego, la dindmica de la amplitud de onda en el

sitio n-ésimo de la red es descrita por la ecuacion

Oup "
—i— = Enlln + Kpllnt1 T Bp—1Un—1 T Q|un|2un . (01)

ot

El coeficiente «, es la constante de acoplamiento entre los sitios n y n + 1, v,
como antes, €, denota la energfa de sitio en la posicién n-ésima, mientras que ¢
es el coeficiente que cuantifica la fuerza de interaccién atémica. En nuestro estudio
consideramos dos tipos de desorden separadamente y en conjunto, a saber, (i) kp =1
y €, elegida al azar en el rango [—W/2, W/2| (desorden diagonal), y (ii) €, =0y Kn
escogido aleatoriamente en la distribucién uniforme [1 — W/2,1 + W/2], con W < 2

(desorden no diagonal). En ambos casos, el pardmetro W queda definido como el

@, Potencial
dptico.

1
Indice de
refraccion.
H

B ‘ o
‘«—dlﬂidg-ﬁ{*—dg—+—d4—4
Figura 5.1: Implementacién de desorden en un arreglo. (a) En un BEC, el desorden
en el potencial éptico implica tanto desorden diagonal como no diagonal. (b) Im-
plementacién de desorden diagonal (arriba) y no diagonal (abajo) en un arreglo de
gufas de onda, cambiando el ancho y la separacién entre las guias, respectivamente.
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grado o la fuerza de desorden. La figura 5.1 ilustra la implementacién de sistemas
desordenados en dos medios distintos.

La norma

M
N=>|ul (5.2)

n=1

(correspondiente a la potencia de la luz en sistemas de guias de onda) es una cantidad
conservada del sistema — en tanto proporcional al niimero de particulas del BEC,

asf como el hamiltoniano (sélo en el caso en que ¢ es constante)

M
£ q
H=- Z [fcn(unHun Uy U ) F Zlu’"‘rl] ) (5.3)

=1

El pardmetro que usamos para cuantificar la localizacion de un paquete de ondas

en la cadena es el nimero de participacidn:

(Sl N?
R = Sl S Tel (54)

que da una estimacién gruesa del nimero de sitios en que el paquete de ondas tiene

una amplitud significativa. Por ejemplo, para un perfil consistente de una excitacién
en un solo sitio, el nimero de participacién es igual a 1; mientras que para un perfil
completamente extendido, esto es, en que todos los sitios tienen igual amplitud, el
numero de participacion resulta ser igual al nimero de sitios M. Como se verd en las
secciones siguientes, el nimero de participacién resulta ser una cantidad adecuada

para cuantificar la distribucién de un paquete de ondas sobre un sistema finito."

5.2. Modos lineales.

Con el fin de distinguir el efecto del desorden en los casos (i) y (ii), estudiamos

primero el sistema lineal (¢ = 0). Para los modos estacionarios u,(z) = U, exp (—iAt)

10tras cantidades usadas en la literatura con este propésito son la longitud de localizacién de
los MNs y el segundo momento. No obstante, ambas sélo tienen sentido en sistemas muy grandes,
que no pueden ser implementados experimentalmente hoy en dia.
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Figura 5.2: Bandas lineales de dos sistemas con (a) desorden diagonal, y (b) desorden
no diagonal, respectivamente, para W = 1. Los insertos muestran los modos normales
en los bordes de las bandas. Notese que en (b) el modo mas alto es la versién staggered
del inferior.

la ecuacién (5.1) se traduce en la siguiente ecuacién de autovalores

AU = €Uy + 6pUpniy + Kn—1Up—1 - ( -

(1
(3]
~—

Los autovectores normalizados U, ,, de esta ecuacién son los MNs con sus corres-
pondientes frecuencias A,. En ausencia de no linealidad, la localizacién de Anderson
ocurre para ambos tipos de desorden. Asi, incrementando el valor de W, los auto-
estados del sistema se vuelven mas localizados, mientras que la banda lineal (esto
es, el espectro de frecuencias de los MNs) se ensancha hasta 4 + W aproximada-
mente [81] (ver fig. 5.2). Un hecho interesante es que para desorden no diagonal el
ensanchamiento de la banda es simétrico, al contrario de lo que ocurre para desor-
den diagonal. La simetria del primer caso estd relacionada con una correspondencia
existente entre cada MN staggered en la parte superior del espectro y su versién
unstaggered en la parte inferior, que se da sélo para desorden no diagonal. Compro-
bamos esto considerando nuevamente una solucién estacionaria u,(z) = u,e™* de

la ec. (5.1) (para ¢ = 0), y sustituyendo A y u, con —A y (—1)"u,, respectivamente.
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Figura 5.3: Numero de participacién promedio de todos los MNs del sistema en
funcién del grado de desorden para cadenas de distinto tamafio. (a) Desorden dia-
gonal. (b) Desorden no diagonal. Las curvas desde la més gruesa a la mis delgada
corresponden a 50, 100 y 200 sitios respectivamente.
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Este procedimiento lleva a
ﬁ’\un = €ty — Kp—1Un—1 — Knllny] - (56)

Entonces, vemos que la simetria A — =\, u, — (=1)"u, es véalida sélo si ¢, = 0,
es decir, para desorden no diagonal. Esto es ilustrado en los insertos de la fig. 5.2
donde mostramos los MNs correspondientes a los bordes de cada banda (los modos
mas extendidos estdn alrededor del centro del espectro) para una configuracién al
azar con grado de desorden W = 2. Ademas presentamos una comparacion entre las
bandas lineales para desorden no diagonal y diagonal, mostrando explicitamente la
simetria y la carencia de ella para uno y otro caso.

A continuacidén, a modo de andlisis estadistico, calculamos numéricamente el ntime-
ro de participacién promedio (R) de todos los MNs para 100 realizaciones por cada
valor de W, y para cadenas de distintos tamafios. En un sistema ordenado (W = 0)
de M sitios, cada MN estd extendido sobre el arreglo, y puede mostrarse que su
nimero de participacién es igual a 2(M + 1)/3. En la ref. [82] se encontré un decai-
miento exponencial de {R) con W para cadenas muy grandes con desorden diagonal;
de acuerdo a nuestros célculos, obtenemos que (R) decrece més rédpido cuando el
desorden estd dado en los coeficientes de acoplamiento que en el caso de desorden
diagonal: el efecto de la localizacién de Anderson en los MNs es mds fuerte con des-
orden no diagonal (fig. 5.3). No obstante, las curvas (R) vs W son similares en forma
para ambos tipos de desorden, pudiendo ser mapeadas las unas en las otras al escalar
W por un factor 2. Ademas, notamos que la tasa de decaimiento varfa con el tamano
del arreglo N, como se aprecia al comparar las figs. 5.3 (a) y (b). Ah{ indicamos
el grado de desorden W, correspondiente a (R). = 0.4M, que definimos como valor

critico para considerar que un pulso estd deslocalizado o extendido?. Esto puede usar-

Esta eleccién ya ha sido hecha en [81]
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se para definir dos regimenes: para desorden bajo W, los MNs son — en promedio
— extendidos sobre toda la cadena; para W sobre W,, la mayoria de los MNs estédn
localizados (al menos, su nimero de participacién es menor que 0.4M). Observamos
que W, decrece al aumentar N (ver lineas verticales en la fig. 5.3), lo que implica
que el decaimiento de (R) es mds abrupto para una cadena més grande (para un
sistema infinito, W, tiende a 0, lo que implica localizacién de Anderson incluso para

bajo desorden).

5.3. Difusion lineal.

En segundo lugar, estudiamos la evolucién de perfiles inicialmente localizados en
el sistema lineal. Integramos numéricamente la ecuacién (5.1) para una realizacién
con un cierto grado de desorden W (consideramos desorden diagonal y no diagonal

por separado), tomando como condicién inicial una excitacién de un solo sitio
UH(O) = 6’”1,"10 ? (5?)

donde ng es un sitio cerca del centro de la cadena. Cuando el paquete de ondas ha
evolucionado hasta t = t; = M/4, calculamos el ndmero de participacién del perfil
final®. Luego de repetir este procedimiento para muchas realizaciones, cambiamos el
valor de W hasta cubrir el rango 0 < W < 2, obteniendo asi la dependencia del
numero de participacion final promedio en el grado de desorden. Nuestros resultados
se muestran en la fig. 5.4. Aparece entonces una diferencia clara entre los dos tipos
de desorden considerados: para desorden diagonal bajo, el niimero de participacién
se incrementa notablemente hasta un valor maximo, desde donde se observa el decai-

miento esperado para valores més grandes de . Esto ya ha sido reportado en [81],

3El valor t; = M /4, también utilizado en [81], corresponde al instante en que los I6bulos laterales
de un pulso u,(0) = d, r, alcanzan los bordes de una cadena ordenada.
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Figura 5.4: Promedio (sobre 100 realizaciones) del niimero de participacion final de
un pulso inicialmente localizado que se propaga hasta alcanzar los bordes del arreglo.
(a) Desorden diagonal. (b) Desorden no diagonal. Las curvas desde la més gruesa
a la més delgada corresponden a 50, 100 y 200 sitios, respectivamente. Las lineas
verticales grises marcan el grado de desorden para el cual el niimero de participacion
promedio es igual a 0.4M.



81

donde se da una explicacién del fendmeno en base al niimero de MNs que participan
en la difusién del perfil 4,,,, v que, dada la simetria par de éste, corresponderia
exactamente a la mitad de los M modos disponibles. A medida que el desorden se
incrementa, los MNs dejan de tener una simetria definida, por lo que una mayor
cantidad de ellos estdan involucrados en la evolucién lineal de la excitacidn inicial.
No obstante, otros efectos deben ser tomados en consideracion al extender este argu-
mento a sistemas con desorden no diagonal, ya que en este caso no se observa ningtin
incremento del nimero de participacion, sino que éste decrece de forma mondtona al
aumentar el grado de desorden [fig. 5.4 (b)].

Aqui ofrecemos una explicacién cualitativa de la diferencia observada para el re-
gimen de bajo desorden, esto es, cuando la localizaciéon de Anderson es poco noto-
ria [83]. Si construimos un sistema con desorden diagonal, en cualquier posicién 7
podemos tener energia de sitio cerca de —W/2 o de W/2 con igual probabilidad.
Muy posiblemente, el paquete de ondas tendera a localizarse alrededor de sitios con
estos valores extremos® como si se tratara de impurezas locales, incrementando asf el
numero de participacion. No obstante, el paguete de ondas atin puede difundir desde
esos sitios, ya a la izquierda, ya a la derecha, es decir, no hay una direccién privile-
giada para la difusion, ya que los coeficientes de acoplamiento permanecen iguales.
Asi, podemos decir que el esparcimiento del pulso sobre la cadena no se ve afectado
por el desorden diagonal débil, permitiendo incluso que el nimero de participacién
aumente. Por el contrario, un sistema con desorden no diagonal presenta coeficientes
de acoplamiento cerca de 1 —W/2 y 1+W/2 con la misma probabilidad (lo que puede
generar impurezas locales), pero estos valores tienen distinto efecto: los mds bajos

obstaculizan la propagacién del paquete de ondas (ya que atentian el acoplamiento

*46lo si la energfa de sitio en posiciones contiguas es menor en magnitud



entre dos sitios vecinos), mientras que los mas altos contribuyen a ella. Asi, para
cada sitio aparece una direccién privilegiada para la difusién. Dado que la excitacion
considerada se origina en el centro del arreglo, lo anterior implica que se extenderd en
una regién alrededor del centro, incluso para bajo desorden, privilegiando la direccidn
de mayor acoplamiento: la extensién del paquete de ondas (y por tanto su nimero
de participacién) se ve limitado en su crecimiento, y sélo decrece.

Tal como hicimos en el andlisis de los MNs, indicamos en la fig. 5.4 el valor critico
W, que corresponde a R = 0.4M. Nuevamente vemos que W, disminuye al aumentar
el niimero de sitios, confirmando que el decaimiento del niimero de participacién

causado por el desorden se acentia cuanto mas grande es la red.

5.4. Difusién no lineal. ¢ fijo.

Cuando la densidad atémica es suficiente para inducir efectos no lineales en el
BEC, la energia se ve modificada a causa del potencial de interaccién. Esto produce
una renormalizacién en las frecuencias de excitacién de los MNs [81,82], llevando a
una interaccion entre ellos. Formalmente, esto se expresa al expandir un paquete de

ondas u,(t) en el espacio de los modos normales U, . segin

Un(t) = Z q‘)u(t)Uf/,n H (58)

donde ¢, (t) son los coeficientes tiempo-dependientes de la expansion (en el caso lineal

serian proporcionales a e**) Sustituyendo en (5.1) obtenemos

—1 Z q:L"VUu,n =€n Z %Uy,n + Kp—1 Z @uUu,n—l + Kn Z ¢1/Uu,n~§‘l
v v v v

+q Z (rbzl¢U2¢U3U1/1.RUU2;HUV3."-'

V1,2,03

(5.9)
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Ahora aplicamos el proyector > Uz, a esta ecuacién. El miembro izquierdo queda
= Z Ql)y[ju,n[fﬂ,n = —1 Z ¢U z Dru,nU-F,n =—1 Z (rbva_u,ﬁ = ﬁﬂ@ﬁ . (310}
n,u v n v

Los términos lineales en el miembro derecho de (5.9) son proyectados como sigue:

Z Uﬂ,nen Z %Uy,n T+ Z U"}J,nf@n—'l Z q)r/U!/,n—l + Z Ur_/,nﬁ:n Z ¢uUu,ﬂ+1

= Z 'j‘)i/ Z UU,n [EnUu.w + Hn—1 Uy‘nﬁl - ﬁ"-nrj;.r,w‘r]]
v T

= Z ‘.f)y Z [-’rﬁ,nAyL'ru,'u
v k)

= Z )‘ugbuaﬁ,v
v

Aqui se usé el hecho de que los U,, son solucion de la parte lineal de (5.1), es
decir, que satisfacen la ec. (5.5). Finalmente, el término no lineal en (5.9) lleva a la
proyeccion siguiente:

4Y Usn Y. 85,0000 Unilinnlion =10 D Lunwambobudu, (5.122)
n vi,v2,vs Vi, vz,v
con las integrales de traslape definidas como

III.Vlsz,I-’a = E UU,?IUUl:'{lUUQ,?IUU:j,T} . (5121))

s
Las expresiones (5.10-5.12) definen la ecuacién de evolucién para la amplitud ¢, ():
~ide = oo+ 0 D Lywn sl Guubis - (5.13)
vy ,V2,03
En todas estas expresiones, U,,,, es el v-ésimo modo normal (sec. 5.2). En relacién a
la dindmica del sistema, la ecuacién anterior implica que, en el regimen no lineal, un

paquete de ondas no puede ser descompuesto en modos especificos con frecuencias
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fijas que se propagan independientemente, ya que la interaccién puede llevar a que
otros modos sean excitados: las resonancias entre MNs llevan a una dindmica cadtica
dentro del paquete de ondas, cuya propagacién pasa a ser incoherente [82]. A su vez,
esto puede producir su deslocalizacién a medida que evoluciona. (Evidentemente, un
efecto tal sélo es posible cuando la no linealidad no tiene la magnitud necesaria para
producir autoatrapamiento.)

A fin de comprobar este efecto, propagamos una excitacién inicialmente localizada,
tal como en la seccién anterior, hasta un tiempo ¢y en que el paquete de ondas ain
no alcanza los bordes del arreglo®. Calculamos el nimero de participacién final y
promediamos sobre 100 realizaciones, para un rango de desorden 0 < W < 2y de
no linealidad 0 < ¢ < 10. Nuestros resultados se muestran en la figura 5.5. Un hecho
sorprendente es que la no linealidad parece favorecer un incremento del ntimero de
participacién final incluso en ausencia de desorden, generdndose un peak cerca de
g = 3. Al observar los perfiles finales en torno a este punto, podemos ver que el
crecimiento del mimero de participacidén se debe a una distribucién més homogénea
de la intensidad en el perfil final y no a un incremento en su ancho®. Asimismo, surgen
diferencias radicales entre ambos tipos de desorden: En concordancia con lo hallado al
estudiar la difusidn lineal, el desorden sdlo favorece la deslocalizacidon para desorden
diagonal; a medida que aumentamos ¢, la cima en el nimero de participacién se
desplaza hacia valores mas bajos de desorden. Luego, es claro que el punto de mayor
extension se encuentra para alguna combinacion de desorden y no linealidad. Para
desorden no diagonal, el decaimiento mondtono del nimero de participacién con el

desorden persiste para valores no nulos de ¢ [ver fig. 5.5 (b)].

Es decir, menor que M/4, ver nota 5.3.

6Esta es una de las razones que nos lleva a preferir el niimero de participacion como pardmetro
cuantificador de la localizacién (o extensién) de un pulso, frente a otros pardmetros usados en la
literatura, como el segundo momento, mds apropiado para arreglos infinitos,
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Figura 5.5: Numero de participacién (promediado sobre 100 realizaciones) de un
paquete de ondas inicialmente localizado en el centro del arreglo y propagado hasta
z = M/4 con N = 100 sitios. (a) Desorden diagonal. (b) Desorden no diagonal. A
la derecha se muestran algunos ejemplos de la evolucién del paquete de ondas y el
perfil final, correspondientes a los puntos indicados en el grafico.
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5.5. Difusién no lineal. ¢ variable.

Cuando la interaccién de contacto en un BEC (o la respuesta no lineal de un
medio 6ptico) no es fija sino que, cambia en el tiempo, es posible que un paquete de
ondas evolucionando en el sistema interactie con distintos MNs, es decir, que haya
resonancia con alguna frecuencia del espectro lineal”. Luego, con el fin de registrar el
cambio en la frecuencia que sufre el paquete de ondas, usamos la frecuencia efectiva
Aef definida al insertar el ansatz u,(t) = A, exp(—ilgt) en la ec. (5.1). Multiplicando

por u, y sumando sobre n podemos despejar
1 * *
Aef = '“‘ﬁ ; [Gniun!z + Kplpg1tl, + Kn1Un-1%, + q(z)l'“"n-lq] ) (514)
donde hemos determinado una variacién lineal de ¢ con z [81]:
g(z) =cz. (5.15)

El factor ¢ queda definida como la tasa de crecimiento o velocidad no lineal, esto es,
la razén de cambio de la interaccion de contacto. Fisicamente, este incremento lineal
puede ser logrado mediante las resonancias de Feschbach (sec. 3.2) con un campo
magnético variable, como ha sido propuesto en las refs. [81,84, 85].

Evidentemente, un valor de ¢ muy grande, implica una variacién rdpida de la fre-
cuencia efectiva, lo que hace que ésta salga de la banda lineal y el pulso se mantenga
localizado sin la posibilidad de interactuar con los MNs. Por el contrario, una velo-
cidad baja permite una disminucién paulatina de la frecuencia efectiva, aumentando
la posibilidad de interaccién resonante con los MNs de la banda, lo que favorece la
deslocalizacién. Esto se ilustra en la fig. 5.6. Nuestro propdsito es determinar la ve-

locidad no lineal critica ¢, bajo la cual un paquete de ondas inicialmente localizado

TQtros factores como la posicién espacial de los MNs deben ser tenidos en cuenta para evaluar
la probabilidad real de que ocurra resonancia, ya que debe existir un overlap esapcial no nulo entre
el paquete de ondas y el modo con el que este interactiia.
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se extiende sobre la cadena (evidentemente, para un valor alto, el autoatrapamiento
predomina sobre la deslocalizacién producida por la interaccién entre MNs). Para un
cierto grado de desorden, tomamos un valor inicial de ¢ e integramos la ec. (5.1) con
la misma condicién inicial localizada de la seccién 5.3 hasta que la frecuencia efec-
tiva del paquete de ondas alcanza el fondo del espectro lineal (bajo esta frecuencia,
el paquete de ondas no puede interactuar con ningin otro MN, v en caso de estar
localizado, permanecerd asi debido a la creciente no linealidad). Luego, evaluamos
el nimero de participacién Ry del perfil final. Si Ry < 0.4, definimos que el pulso
estd localizado, por lo que reducimos ¢ en una cierta cantidad Ac y repetimos la

simulacién con la misma configuracion de coeficientes de acoplamiento y energias de

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 5.6: Arriba: Evolucién de la frecuencia efectiva para una velocidad no lineal
baja (¢ = 1, curva negra) y alta (¢ = 2.5, curva gris). La linea punteada gris marca
el borde inferior de la banda lineal. Abajo: Los correspondientes perfiles finales.
Podemos ver cémo una velocidad méds baja permite que el paquete de ondas se
deslocalice antes de que su frecuencia efectiva salga de la banda lineal. En ambos
casos, €l grado de desorden es W = (.8.



<Ce>

<Ce>

0.8
0.6 |

04+

02 F

38

Figura 5.7: Velocidad no lineal critica versus grado de desorden para (a) desorden
diagonal y (b) desorden no diagonal. Las curvas desde la més gruesa a la mds delgada
corresponden a 50, 100 y 200 sitios respectivamente.
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sitio. Si ahora el pulso estd extendido, esto es Ry > 0.4, aumentamos ¢ en Ac/2; si
no, continuamos reduciendo ¢. La continuacién de este procedimiento nos permite
acotar el valor critico en que se produce la transicion hasta la precisién deseada.
Para un rango de desorden 0 < W < 2, repetimos este procedimiento cien veces, ob-
teniendo un valor promedio .. Nuestros resultados se muestran en la fig. 5.7. En un
primer acercamiento, llama la atencién una cierta correspondencia cualitativa entre
las curvas encontradas para la difusién lineal en la seccién 5.3 y las obtenidas ahora:
para desorden diagonal, existe claramente un méaximo de la velocidad critica que per-
mite deslocalizar un pulso. Una lectura de este fendmeno puede darse considerando
el regimen de lineal, en que, como se sefiald, el bajo desorden favorece por si mismo
la extension del paquete de ondas: a medida que se incrementa W, el perfil final
tiende a ser més extendido, por lo que se requiere una velocidad mayor que saque
répidamente la frecuencia efectiva de la banda lineal y lleve el sistema al regimen de
autoenfoque. En este caso, la no linealidad ayuda a contener la difusién, mientras
que para desorden alto contribuye a aumentar las interacciones con otros modos, y
asi deslocalizar el paquete de ondas. Para desorden no diagonal, en tanto, si bien
aparece un incremento en la velocidad critica, éste es menor que para el primer caso,
confirmando asf{ que este tipo de desorden “ castiga” mds fuertemente la extensién
de la onda sobre el sistema, como se puede intuir a partir de nuestros resultados del
sistema lineal. Asimismo, el peak en este caso aparece para un valor mucho més bajo,
y queda limitado por los valores criticos de desorden encontrados anteriormente.
En un nivel mas bésico, destacamos el hecho de que es posible encontrar la veloci-
dad eritica que permite deslocalizar un paquete de ondas en presencia de desorden
no diagonal. Esto constituye un resultado importante en si mismo, que viene a com-

plementar lo encontrado en [81] para desorden diagonal.
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5.6. Conclusiones.

Hemos estudiado un sistema discreto no lineal desordenado, usando como modelo
una generalizacién de la ecuacién DNLS en que tanto las energias de sitio como
los coeficientes de acoplamiento pueden variar aleatoramiente en cada posicién de
la cadena, dando lugar a desorden diagonal y no diagonal, respectivamente. Ambos
casos han sido analizados a través del efecto que tienen en la extension espacial de
los modos normales (MNs) del sistema, y en la localizacién de paquetes de onda que
se propagan en éste. El pardmetro que utilizamos para cuantificar la extensién de
un perfil es el nimero de participacion R [ec. (5.4)], que ofrece una estimacién de
cudntos sitios contribuyen efectivamente (participan) de la distribucién de la funcién
de onda sobre la cadena. En general, nuestro método consiste en considerar muchas
realizaciones (distribuciones aleatorias para los pardmetros que introducen desorden)
y promediar las cantidades relevantes para distintos grados o fuerzas de desorden.

En primer lugar, estudiamos el cambio en el espectro lineal del sistema (frecuencias
de los MNs). Observamos que para un grado de desorden W, el espectro se ensancha
hasta 44+ W, existiendo una diferencia en la simetria de la banda lineal entre sistemas
con desorden diagonal y no diagonal. Después, evaluamos el nimero de participacién
promedio de todos los MNs de la cadena lineal, para los dos tipos de desorden en
un cierto rango. Si bien en ambos casos observamos localizacién de Anderson de los
modos, este efecto es mas fuerte para desorden no diagonal, manifestdndose en un
decaimiento mds abrupto del nimero de participacién promedio al incrementarse el
grado de desorden. Las diferencias entre ambos tipos de desorden son aun maés claras
al estudiar la propagaciéon de un paquete de ondas inicialmente localizado sobre

la cadena lineal. Evaluando el ntimero de participacién del perfil en un instante
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t; y promediando sobre muchas realizaciones para distintos grados de desorden,
observamos que hay un incremento en el valor promedio de R para bajo desorden
diagonal, que no se observa para el caso de desorden no diagonal. Esto significa
que la distribucién de la energia sobre la cadena se ve, al principio, favorecida por
el desorden, antes de pasar al regimen donde prevalece la localizacién de Anderson.
Con respecto a por qué esto sucede exclusivamente para desorden diagonal, ofrecemos
una explicacién cualitativa que tiene en cuenta el efecto de variar aleatoriamente las
energias de sitio y las constantes de acoplamiento.

Posteriormente, estudiamos la combinacién de desorden y no linealidad, calculando
el nimero de participacién final después de propagar un perfil localizado (de modo
semejante al caso lineal). Observamos que, incluso en ausencia de desorden, un grado
de no linealidad contribuye a la deslocalizacién del paquete de ondas, a través de la
renormalizacidn de las frecuencias lineales, que lleva asociada la interaccidn resonante
del paquete con los MNs. Esto se traduce en una distribucién méas homogénea de las
amplitudes de la onda en los sitios de la cadena. La diferencia observada entre ambos
tipos de desorden para el caso lineal se mantiene en el caso no lineal: el desorden sélo
favorece la deslocalizacién para desorden diagonal, desplazdandose el peak del niimero
de participacion hacia valores mas bajos de desorden a medida que incrementamos
la no linealidad.

Finalmente, consideramos el caso en que la no linealidad no es constante, sino que
se incrementa linealmente en el tiempo, a una razdn c¢. A través de la introduccién
de la frecuencia efectiva, podemos estimar cuando un paquete de ondas deja de in-
teractuar con los modos lineales. Luego, buscamos el valor critico de ¢ sobre (bajo)
el cual un paquete de ondas se mantendra localizado (se extenderd sobre todo el

sistema). Los cdlculos numéricos implementados nos permiten encontrar este valor



92

critico para cualquier grado de desorden diagonal y no diagonal, mostrando una vez
mds diferencias entre ambos casos, que pueden asociarse a los resultados obtenidos
en el estudio del sistema lineal. Especialmente interesante es el hecho de que el efecto
del desorden en la difusién lineal determina el rol que debe jugar la no linealidad (y
que puede ser controlado a través de la velocidad no lineal ¢) en los regimenes de
bajo y alto desorden. Cuando se tiene desorden diagonal bajo, se requiere un valor
critico de ¢ alto, a fin de evitar la resonancia con los MNs y frenar la deslocaliza-
cién del pulso. (Esto también se cumple para desorden no diagonal, pero en menor
grado.) Para alto desorden, en tanto, se tiene un valor mucho més bajo de ¢ critico,
bajo el cual se permite que la frecuencia efectiva recorra lentamente la banda lineal,
aumentando las posibilidades de interaccién con los modos normales, lo que favorece
la deslocalizacién. En nuestro andlisis consideramos también sistemas de distintos
tamarios, concluyendo que el decaimiento en el nimero de participacién y en la velo-
cidad critica (sea o no precedido de un incremento previo) ocurre més répido cuanto

mayor es la cadena.



Conclusiones generales

Hemos llevado a cabo un estudio exhaustivo de modelos discretos no lineales deriva-
dos de la ecuacién discreta no lineal de Schroedinger, que se aplican a la descripeidon
de condensados de Bose-Einstein. Tanto los condensados dipolares como el desorden
son objeto de estudios que atin estédn en desarrollo dentro de la comunidad cientifi-
ca mundial, por lo que no podemos afirmar que nuestro trabajo esta terminado. Al
contrario, con esta tesis esperamos haber logrado (1) realizar una revisién profunda
de los elementos tedricos fundamentales que definen los modelos utilizados, (2) pre-
sentar y aplicar un método adecuado para el estudio de los sistemas tratados, y (3)
destacar la relevancia vy novedad asociada a nuestro andlisis.

La idea de abordar el estudio de condensados dipolares a través de un modelo tipo
DNLS surgié en la primera etapa de nuestra investigacién, gracias a la sugerencia
del doctor Fatkhulla Abdullaev®, investigador de amplia experiencia en la dindmica
de solitones en diversos medios. El trabajo conjunto que nuestro grupo realizé con
¢él, definié en gran medida la linea que siguié nuestro estudio, y tuvo como fruto
una publicacién [58] que recoge parte de los resultados presentados en el capitulo
4 de esta tesis. La relevancia y originalidad de éstos, nos llevé a exponer nuestro
trabajo en la escuela de Verano “Summer School on Quantum Matter: Foundations

and New Trends” realizada en Granada durante septiembre de 2011. Una explicacién

8Physical-Technical Institute, Uzbek Academy of Seciences, Tashkent, Uzbekistan; Centro de
Fisica Teorica e Computacional, Universidade de Lisboa, Lisboa, Portugal.
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detallada de los métodos numéricos empleados en nuestro andlisis — en particular
el método del constraint, sera incluida en el libro Numerical Sirulations®, que se
encuentra en proceso de revision v edicion. Actualmente, dentro de nuestro grupo,
estamos trabajando en la extensién de nuestro modelo a sistemas bidimensionales,
donde ya hemos podido observar que la interaccion dipolar tiene efectos interesantes
e inesperados, como la disminucién del umbral de norma necesario para la existencia
de soluciones localizadas, movilidad de solitones discretos (poco comiin en sistemas
bidimensionales) y regiones de estabilidad simultdnea de dos soluciones fundamen-
tales localizadas.

Por otra parte, avanzar en la comprensién del complejo comportamiento exhibido
por sistemas discretos no lineales desordenados, ha sido una de las principales metas
de nuestro grupo desde hace ya varios afios. Es por eso que, una vez definido el en-
foque que darfamos a nuestro trabajo, estos sistemas constituyeron nuestro primer
objeto de estudio. En la conferencia de la Sociedad Chilena de Fisica realizada en
Pucon el ano 2010, presentamos un esbozo del andlisis que ahora forma parte de esta
tesis, junto a algunos resultados preliminares que ilustraban nuestros puntos princi-
pales: (i) el desorden y la no linealidad no solo favorecen la localizacién, sino que en
cierto rango incluso la contrarrestan; y (ii) la fenomenologia varia segiin se considere
desorden diagonal o no diagonal. Nuevamente, la colaboracién con investigadores de
otros grupos — en este caso con el eximio experimentalista Alexander Zsameit!® -
nos permitié dar un mayor alcance a nuestro trabajo, y contar con la realizacién ex-
perimental de sistemas desordenados no lineales, en arreglos de guias de ondas. Asi,

algunos de nuestros resultados, en particular la mejora en la difusién de un pulso

9 Academy Publish, 2012.
Onstitute of Applied Physics, Friedrich-Schiller-University, Jena, Alemania.
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en presencia de bajo desorden (ver capitulo 5), han podido ser comprobados en el
contexto de la dptica no lineal [83)].
Esperamos que este trabajo de pie a futuros desarrollos que completen y profun-

dicen el conocimiento actual sobre la fenomenologia no lineal en sistemas discretos.



Apéndice A

Nimero de participacién de log
modos normales de ung cadena
ordenada.
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A continuacién mostraremos que los modos normales (MNs) de una cadena orde-

nada lineal, descrita por la ecuacion

duy,(2)

5, = tn-1(2) +na(2), (A1)

—i

tienen nimero de participacién igual a 2(M +1)/3, donde M es el tamafio del arreglo
(ntmero de sitios).

Los modos estacionarios u,(z) = u,e™* satisfacen la ecuacién lineal
Wity = Un—1 + Un+1 (A.2)

por lo que tienen la forma general (omitimos normalizacion porque calculamos la

norma explicitamente mds abajo)
u, = sen(kn) . (A.3)

Dado que trabajamos con condiciones de borde fijas, la ecuacién para n = 1 tiene

la forma wwu; = ug, o0 bien
wsen(k) = sen(2k) = 2senkcosk,
de donde obtenemos la relacion de dispersion
w=2cosk. (A.4)
En tanto, para n = M se cumple wup; = wpar—1:
wsen(MEk) = sen([M — 1]k) = sen(Mk) cos k — cos(Mk)senk,

o bien

sen(Mk) cos k + cos(Mk)senk = sen([M + 1]k) =0,
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de donde se sigue que k toma los valores discretos

1z
ki = . A5
YOM+1 by

Para nuestro desarrollo necesitaremos primero demostrar la igualdad

M : ;
Zcos(Qna) _ cos([M + 1]ar) sen( M) ' (A6)

2sen o

Para esto, notamos que con cualquier n se cumple
1
sen o cos(2na) = 5 {sen([2n + 1]a) — sen([2n — 1]a)} . (A7)

Luego, el lado izquierdo de (A.6) puede expresarse como una suma telescopica:
M
z cos(2na) = cos 2a + cos4a + cosba + - - - + cos 2M o

1
= {(sen 3c — sen @) + (sen 5o — sen3ax) + - - -
Z2sen o

+ (sen[(2M + 1)a] — sen[(2M — 1)a]) },

de donde se sigue directamente (A.6).

Ahora queremos mostrar que el nimero de participacién

(S fu?
R = S Tr

2(M + 1). En primer lugar calculamos la sumatoria en el

de los MNs es igual a 3

numerador de R (norma):
M

M
Z ul = Z sen’(k,n)

i3

_ i 1 — cos(2k,n)
a 2

M 1Z
=Ty Z cos(2k,n)

_ M cos([M + 1]ky) sen(Mk, )

2 2sen(k,)
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donde hemos usado el resultado (A.6).
Ahora bien, vemos que para cualquier k, = vr/(M + 1), el segundo término de la

expresion anterior es igual a

sen(vMm/[M +1])
sen(vm/[M + 1])

—1) —

n

— cos(vm) =+1/2.
N——

. Por lo tanto, concluimos que

En segundo lugar, calculamos

M

M
Z uh = 2363114(kyn)

ki

_ f: 1 — cos(2k,n)\>
= ] S
M 1& i 2
S el ;cos(2k,,n) - i Zn: cos(2k,n)

Mo1M 1 M
g = ;COS(%UH) = %: sen®(2k,n)

3M  cos([M + 1]k,)sen(Mk,) = cos(2[M + 1]k,)sen(2Mk,)
8 2sen(k,) 8sen(2k,)

Nuevamente, un breve analisis nos lleva a concluir que para cualquier k,, el segundo

término de esta expresion es igual a +1/2, mientras que el dltimo es igual a

1 sen(2vMn/[M +1])
3 COS(2rm)ian(2Vﬁ/[M ) 1— —1/8.

-1

Por lo tanto,
M

3wl = %(M+ 1), (A.9)
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Usando (4.2) y (A.9) obtenemos
(M+1)? 2

(Zn ‘un“z)‘z .
Yo w2 (M4 (M +1). (A.10)

R =

Calhl—
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