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CAPITULO 1

INTRODUCCION

Existen algunos materiales que, en ausencia de campo magnético externo, se
magnetizan espontaneamente a bajas temperaturas, a causa de la interaccién entre
atomos magnéticos. Este ordenamiento magnético es un ejemplo de sistemas coo-
perativos, en los cuales los constituyentes interactian fuertemente, de modo que
no es posible hacer alguna aproximacién para considerar los atomos magnéticos
independientes unos de otros.

Entre estos materiales, los ferromagnéticos son conocidos desde muy temprano
en la historia, y son tecnolégicamente importantes desde hace cientos de anos.

Por otra parte, en 1932, Néel [1] propuso el concepto de antiferromagnetismo
para explicar el hecho de que la susceptibilidad paramagnética es independiente
de la temperatura en algunos metales, tales como Cr y Mn. La generalizacién de
esta idea condujo al descubrimiento del ferrimagnetismo y helimagnetismo.

En los materiales ferromagnéticos, la interaccion entre atomos magnéticos fa-
vorece un alineamiento paralelo de los momentos magnéticos atéomicos. Cuando
la temperatura absoluta es nula, el alineamiento es completo, obteniéndose el ma-
ximo valor de la magnetizacion espontanea. Cuando se aumenta la temperatura
las fluctuaciones térmicas favorecen un orden aleatorio, disminuyendo el valor de
la magnetizacion, la cual se anula a una temperatura caracteristica T¢, conocida

como temperatura de Curie.



En el caso de los materiales antiferromagnéticos, dos 4tomos vecinos tienen
momentos magnéticos antiparalelos. Ello da lugar a un orden magnético de largo
alcance, teniéndose una magnetizacién neta nula en la red. Esta red se pﬁede
dividir en dos sub-redes interpenetradas, exhibiendo cada una de ellas un orden
ferromagnético, siendo antiparalela la magnetizacién neta de las dos sub-redes. A
la temperatura absoluta cero, cada sub-red tiene su magnetizacién maxima; al au-
mentar la temperatura, las fluctuaciones térmicas disminuyen esta magnetizacién,
haciéndola nula a la temperatura Ty, conocida como la temperatura de Néel. A
diferencia del caso ferromagnético, el antiferromagnestismo exhibe una magneti-
zacion nula desde T' = 0 hasta T' = T, puesto que se cancela exactamente la
magnetizacion espontanea de las dos sub-redes.

La idea de que la magnetizacién espontanea es debido a interacciones de dtomos
magnéticos, fue propuesta por Pierre Weiss [2] en 1907. Sin embargo, la explica-
cién de los fenémenos fisicos microscopicos involucrados y que dan origen a sus
propiedades magnéticas, s6lo comenzd a generarse a principios de 1930, con el na-
cimiento de la Mecanica Cudntica. Desde esa fecha hasta el presente ha habido una
gran cantidad de trabajos dedicados a este tema. No obstante, hasta el momento,
hay sélo solucién exacta para el caso de una red unidimensional.

El Hamiltoniano mas usado como punto de partida para describir ordenamien-
tos magnéticos, es el Hamiltoniano de Heisenberg; su forma fue primero deducida
por Dirac [3], y luego usada de manera mas extensa por Van Vleck [4]. Este Hamil-
toniano fue construido sobre la base de considerar electrones que ocupan orbitales

ortogonales, por lo que es de gran utilidad en el estudio del magnetismo de aisla-



dores. Ademds, se considera que todos los 4tomos magnéticos son idénticos y que
todos los sitios de la red magnética son cristalograficamente equivalentes.

Con posterioridad a la construccién de este Hamiltoniano, se han publicado
muchos trabajos aplicando este modelo a sistemas magnéticos, pero a pesar de su
apariencia simple, los resultados analiticos exactos son escasos. El Hamiltoniano
de Heisenberg, en el caso antiferromagnético unidimensional, isotrépico, para espin
S = } y con interaccién a primeros vecinos, fue resuelto por Bethe [5] en 1931,
quien obtuvo las funciones de onda. Este resultado es uno de los mas notables en
la Fisica Matematica que envuelve problemas de muchos cuerpos. Desafortunada-
mente este tratamiento es extremadamente complicado y los resultados analiticos,
basados en el ansatz de Bethe, han sido para casos particulares y dentro de esque-
mas aproximados. La energia del estado fundamental fue evaluada por Hulthén [6]
siete afos después que Bethe propuso la forma de la funcién de onda; ésta fue
posteriormente generalizada por Orbach [7], quien discutié el Hamiltoniano ani-
sotrépico; también por Walker (8], quien mostré las propiedades analiticas de las
soluciones de Orbach. Finalmente, 32 afios después de los progresos iniciales, Des
Cloizeaux y Pearson [9] han calculado el espectro de un magnén y Griffiths [10],
la susceptibilidad magnética.

Vamos a revisar los avances en la teoria de ondas de espin, puesto que es una
de las méas desarrolladas y es usada, en el presente trabajo, para comparar nuestros
resultados. Esta teoria fue desarrollada por Anderson [11] en 1952, quien extendi6

la teoria de ondas de espin introducida por Holstein y Primakoff [12] en 1940 para

el ferromagnetismo, con el fin de estudiar el estado base del antiferromagneto con



espin S grande. También en 1952 Kubo [13], usando la transformacién Holstein-
i ” . 1
Primakoff y una expansién en potencias de 3 derivé el resultado de Anderson.

y ; : 1-
La teoria de ondas de espin es una expansién en potencias de —, siendo z el

25
numero de coordinacién. Estd basada en dos suposiciones: En primer lugar, que
el orden de largo alcance antiferromagnético existe en el estado base y, en segundo
lugar, que la amplitud de las fluctuaciones cudnticas alrededor del estado de Néel
clasico, es pequefia. Es natural, entonces, desconfiar de la convergencia de esta
expansion para espin y dimensiones pequenas.

Anderson [14] en 1973 , argumenté que las fluctuaciones cuanticas del estado
base, en el caso bidimensional y espin %, pueden dar origen a un nuevo estado. Se
especulé que dicho nuevo estado puede estar caracterizado por un orden de corto
alcance, en el cual se forma un sistema de "liquido de espin”, este estado seria una
superposicion de estados en el cual los espines estarian localmente enlazados unos
a otros, formando un estado de enlace de valencia resonante, Anderson [15] 1987.

Nuestro objetivo en este trabajo, es resolver el Hamiltoniano de Heisenberg bi-
dimensional con interaccién a primeros y segundos vecinos y con frustracién en el
orden magnético. Para esto se usa una aproximacion, que hemos llamado la teoria
de excitaciones no magnéticas apareadas, PNME, la que fue introducida en 1988
por Miguel Lagos y Guillermo Cabrera [16] y [17], para un sistema unidimensio-
nal con interaccién a primeros vecinos; ellos encuentran el espectro de energia en
funcién del parametro de anisotropia.

A continuacién mostramos el desarollo cronolégice de esta teoria. En un tra-

bajo del mismo ano [18], M. Lagos, M. Kiwi, E. Gagliano y G.Cabrera calculan



coeficientes de correlacién en términos del parametro de anisotropia, para la cadena
unidimensional. Posteriormente, G. Cabrera, M. Lagos y M. Kiwi [19] resuelven el
Hamiltoniano de Heisenberg para diménsién arbitraria, usando la teoria PNME,
mostrando que para redes cuadradas la teoria funciona bien hasta o = 1. En 1989,
M. Lagos, M. Kiwi, E. Gagliano y G. Cabrera [20], para el caso de la red bidi-
mensional, calculan valores esperados de las variables dinamicas, resuelven esto en
forma analitica y numérica. En 1989, D. Gottlieb y M. Lagos [22], estudian el
acoplamiento espin-red para una red unidimensional. El problema de la cadena
lineal con interaccién a primeros y segundos vecinos, es resuelto en 1991 por D.
Gottlieb, M. Lagos, K. Hallberg y C. Balseiro [21]. La teoria PNME, en 1991,
es generalizada a cualquier espin S y con dimensién de la red arbitraria, por D.
Gottlieb y M. Lagos [23]. En 1992, D. Gottlieb, M. Lagos y M. Montenegro [24],
partiendo de la teoria PNME, aplican un método variacional para trabajar en el
rango de anisotropia 1 < a < oo.

El presente trabajo esta estructurado de la siguiente manera: En el capitulo
IT se desarrollla la teoria PNME y se da solucién al Hamiltoniano de Heisenberg
“Antiferromagnético (HHA), con interaccién a primeros vecinos, con espin arbitrario
y para cualquier dimensién del sistema. (ver D. Gottlieb y M.Lagos [23]).
En el capitulo III se resuelve el HHA para una red bidimensional con interaccién
a primeros y segundos vecinos. (ver D. Gottlieb, V. Diaz [34]).
Finalmente, en el capitulo IV, utilizando la teoria PNME y mediante un metodo
variacional, se resuelve el HHA frustrado. (ver David Gottlieb, M.Montenegro,

C.Millan y Vicente Diaz [25]).



CAPITULO 2

SOLUCION ANALITICA APROXIMADA DEL ANTIFERROMAGNETO

DE HEISENBERG ANISOTROPICO

En este capitulo se resuelve el Hamiltoniano de Heisenberg Antiferromagnético

(HHA) dado en la ecuacién (1), con anisotropia c, interaccién a primeros vecinos,
con spin arbitrario y dimensién del sistema también arbitrario [21].
Para diagonalizar este Hamiltoniano, se usa un novedoso método que consiste en
usar excitaciones no magnéticas apareadas (PNME). Se definen operadores que
crean excitaciones de spin-cero, invirtiendo dos espines vecinos e imponiendo una
linealizacién apropiada. Estas excitaciones son cuasi-particulas cuya componente 2
de espin es nula, y obedecen la estadistica bosénica en el limite de alta anisotropia
(tendiendo al limite Ising).

El método permite encontrar el estado base, los primeros estados excitados,
la energfa del estado base y las funciones de correlacién con mucha precision, al
comparar con resultados numéricos obtenidos mediante método Lanczos. Ademas,
los resultados se obtienen como funciones analiticas cerradas del parametro de
anisotropia a. La obtencién de una solucién analitica, auque sea aproximada, nos
ayuda a entender los mecanismos fisicos envueltos en este problema, y ademds
~ se puede realizar una evaluacién analitica de cualquier elemento de matriz entre

estados estacionarios.



El estado base obtenido es una superposicién de estados coherentes y es se-
mejante a un estado desordenado, similar al propuesto por Anderson [15]. No
obstante, se preserva el orden <=ie largo alcance antiferromagnético, persistiendo la
estructura de dos subredes interpenetradas, i.e. (S*(m)) ~ 1, —% para m par y
m impar, respectivamente.

Esta aproximacién funciona muy bien para espines altamente correlacionados,

lo dltimo es valido para o muy pequefio. También, al crecer la dimensionalidad del
sistema, los resultados mejoran notablemente, puesto que al aumentar la dimen-
sién se favorece el orden de largo alcance. Si ademas se consideran spines mayores
que %, se obtiene una mayor precision en los resultados.
En una dimensién se obtiene que la energfa para el estado base es asintéticamente
exacta; el error es menor que el 1% al comparar con resultados exactos de Or-
bach [7], siempre que 0 < a < 0.5. Para redes cuadradas funciona bien hasta
a = 1 con menos de un 0.5% de error, lo tiltimo al comparar con resultados Monte
Carlo.

Aunque hay soluciones numéricas para este problema, no existen soluciones
analiticas en funcién del pardmetro de anisotropia c, excepto para el caso de una
dimensién con spin % Los tratamientos numéricos emplean tiempos de compu-
tacién excesivamente grandes al trabajar con sistemas anisotrépicos de dimension
mayor que 1 o bien espin mayores que %; ademds ellos presuponen el uso de cimu-
los finitos (aunque de tamaiio relativamente grande) de modo que en rigor, no son
exactos.

El Hamiltoniano a diagonalizar es el siguiente:



H = i3S {sR+9s(R)+
RF
+a[S*(R + 6)5°(R) + S*(R + 6)5*(R)]} (1)
acd J es la integral de intercambio, « el parametro de anisotropia, S*¥?* (E) son
las componentes {x,y,z} del operador de espin en el sitio R.

Para entender con mayor facilidad la aproximacion PNME, es conveniente co-
menzar con el caso mas sencillo, siendo éste el caso unidimensional. Pensemos
en un sistema fisico consistente en una cadena lineal de espines con S = 3 (por
ejemplo, iones fijos con espin ) Mais adelante retomaremos el caso mas general
consistente en un sistema de cualquier dimensién y espin arbitrario.

El Hamiltoniano a diagonalizar en este caso es

N

H - JY (55187 + a(55, 57 + 1.8V, (2)

=1

donde la integral de intercambio J, es positiva en el caso de interés (antiferromag-
netismo). S¥, S, 57 son las componentes del operador de espin en el sitio i-ésimo,
que para el caso de espin %, son las matrices de Pauli. Los operadores 5¢ cumplen

las siguientes reglas de conmutacion.

(8.8 = eeuly. (3)

Aqui 7, k son indices de sitio y { v, A, ¢ } toman los valores {z,y,z}.

En el limite @ — 0 la relacién (2) se convierte en el Hamiltoniano de Ising, el



limite @ — 1 nos da el Hamiltoniano de Heisenberg isotrépico y con a > 1
obtenemos el modelo XY.
Es més cémodo tratar el Hamiltoniano ((2)} introduciendo los operadores de
"subida” y "bajada”:
St = S¥445v (4)

Reemplazando (4) en ((2)) se obtiene:

N
z z o o -
H = JZ [Si+15i + 5(35_151- + Si+S=’+1) (5)

i=1

Lo que se pretende aqui es encontrar los estados del sistema descrito por el
Hamiltoniano (5) y sus energias. Para ello trabajaremos en el limite en que o es
pequefio, esto es cuando la componente z es la més importante en el Hamiltoniano,
lo que equivale a trabajar en el limite Ising. Al trabajar en este limite podemos
tomar el estado de Néel | N> = I T17{tl ... > como punto de partida
para resolver nuestro Hamiltoniano, pero el estado de Néel no es solucién de (5),
puesto que al aplicar H sobre dicho estado se obtiene un estado distinto. Como
primer intento hacemos una pequeia modificacién a este estado. Ya que estamos
interesados principalmente en el estado fundamental debemos considerar dos co-
sas: primero que el estado base de un sistema antiferromagnético se encuentra
solamente en el subespacio con M=0 [26]; esto lo podemos conseguir invirtiendo
un par cualquiera de espines en el estado de Néel, lo segundo es que esta altera-
cién del estado de Néel involucre la menor energia posible de la parte Ising del
Hamiltoniano, y esto lo conseguimos exigiendo que el par que se invierta, sean dos

espines inmediatamente vecinos.



Con estas consideraciones estamos motivados para definir los operadores ¢ que

invierten pares de espines de la siguiente forma [16]:
?52,1 =St ST I par (6)

¢5z,, = Sfo_I_I {  impar (7)

Suponemos que nuestro sistema no tiene frustracién del orden antiferromag-
nético y de este modo dividimos la red lineal de espines en dos sub-redes cris-
talograficamente equivalentes (esto es valido siempre que nuestro sistema exhiba
orden de largo alcance ! por eso esperamos que para dimensién mayor, y también
para interaccién a vecinos mas lejanos, mejoren nuestros resultados). A la sub-red
compuesta de sitios pares le asociamos espines up T y a la sub-red de sitios impares
le asociamos espines down |. De este modo los espines de una sub-red interactian
solamente con espines de la otra sub;red (interaccién sélo a primeros vecinos). De-

bido a la invariancia traslacional es conveniente tomar la transformada de Fourier

de (6) y (7):

N
si(ky= > eMShSr (8)
[ pares
A ikl
oik)= D €"SISh, (9)
! impares

1Gegin-un resultado de Landau, en dimensién 1 no existe orden de largo alcance, salvo even-

tualmente a temperatura estrictamente nula.

10



Ahora generalizamos ¢] tratamiento anterior. Con yup razonamiento analogo
al caso de 15 cadena lineal, Podemos tratar el caso de yp sistema, cop dimensigp
arbitraria y espin S también arbitrario [16], bajo 1a hipétesis que la red no sea

frustrada (i.e. que se pueda descomponer en dos sub-redes interpenetradas; por

Entonces e] Hamiltonjane (5) toma la forma;

H - IX SR +5)s(B)4
R§

+5ISH(R+ 8)S~(R) + SHR)S (R + 5')1} , (10)

cual llamaremog 2z,
Para este cagso general, los operadores (8) ¥ (9) Que crean excitaciones de con

Stotar = 0, toman la form,

11



k) = 3 FRS*H(R + §)8~(R), (11)
ﬁ e

donde k pertenece a la zona de Brillouin de una sub-red y R recorre la subred 1.

Es conveniente considerar el término aditivo ¢ 6z, en (11), para simplificacio-

nes posteriores.

1 o e o o
m%e“‘RS*(RJr )ST(R) + Q &z (12)

Estos operadores (;5} transfieren espines coherentemente de la sub-red T, a la

$l(k) =

sub-red |.
Es 1itil recordar las siguientes relaciones de conmutacién obtenidas a partir de

(3) y (4).

(SF,S¢]1 = 26;45; (13)

[S?, Sf] = itsj,ij: (14)

Ahora, el plan de trabajo a seguir es el siguiente: se intentara escribir el Ha-
miltoniano (10) en términos de operadores que cumplan las siguientes relaciones

de conmutacion.

[ak,af,] = 6k,k’ % (15)

12



lak,aw] = 0 (16)

H.at] = Euaf (17)

aqui hay tantos E, como grados de libertad del sistema.

Si se cumple (15)-(17), entonces, al usar el desarrolllo convencional ae opera-
dores de subida y bajada concluimos (dado que el espectro de H ests acotado
inferiormente) que existe un "estado vacio” | 0) o estado fundamental de energia,
H o0y = Eo|0). El "vacio” cumple a3 |0) = 0, V k. A partir de

este vacio es posible escribir cualquier autoestado en la forma:

+)’R«k
ng:

| ms 3 = I;I(f/__‘]ﬂ>, (18)

mientras que el Hamiltoniano toma la forma

H —_—' Z&‘ka:ak + Eo. (19)
k

Si logramos escribir ‘H en la forma (19), tenemos resuelto el problema, puesto
que tendriamoé la energia del estado base Eo y de las excitaciones Ele.

Comencemos ahora el desarrollo algebraico que nos permitird obtener la rela-
cién 19. Veamos en primer lugar las relaciones de conmutacién que cumplen los

operadores gg(i_c‘), dados por (12).

13



—eF = GHR) S~ (R + & - §)57(R + §)) (20)

Esta expresion es algo complicada, por lo que es necesario introducir una apro-
ximacién, la que consiste en trabajar en el subespacio de estados con alto orden
antiferromagnético. En tal caso, el primer término de la derecha es nulo, puesto
que el operador S "(ff -+ S) actia sobre la subred down |, tiene una contribucion
distinta de cero sélo para alteraciones del estado de Néel, las que son despreciables
en el espacio en que estamos trabajando.
En el segundo término de la suma, al conmutar los operadores STy S, la

relacion (20) nos queda:

1
R

[S=(R+85-8sH(R) + 205:5°(R)| S (R+38). (21)

[0 65(F)] = — g LD RSED
R

Aqui, mediante un razonamiento andlogo al anterior, es inmediato ver que el primer
término dentro del paréntesis cuadrado es aproximadamente cero. En el limite de

alta correlacion se cumple:

SR IN> = S|N >

SHR+E|N> = =S|N >

14



ST(R+8)S (R+8)|N> = 655(S(5+1)-82-5) [N > (22

SRS (B+8-8) N> = 8z5(S(S+1) -5 +5) | N >,

- donde S es el espin total de los iones.

Entonces la relacion (21) la podemos escribir como:

[#5F) , 63()] = 655 bp (23)

la que es valida para ¢« — 0.
En este punto, la teoria PNME extiende la relacién de conmutacién (aproxi-
mada) (23) mas alld de su rango original de validez; esto es, para valores de o y

temperatura finitos.

Por otra parte, en forma directa se obtiene :

[65F) , ¢a(F)] = 0 (24)

Las relaciones (23) y (24) nos indican que estos nuevos operadores q55-(i:c.), que
hemos definido en (12), cumplen las leyes de conmutacién bosénicas en el subes-
pacio de estados donde hay un alto orden antiferromagnético.

Ahora corresponde encontrar la relacién de conmutacién entre H y ¢ E’(‘i‘;) Para
esto separamos el Hamiltoniano en dos partes: Hamiltoniano Ising y Hamiltoniano

XY, los cuales respectivamente son:

15



H, = 752 (B+5)s(R), (25)
b= X3
H., = 22 L(s+ 55 (B) + 5 (B)S~(R+9)). (26)

Después de un poco de zilgebra se llega a la siguiente relacién para el conmu-

tador de Hj con cﬁ;(%‘)

Ho s 3R] = 3 R+ (R4 5 ()
‘ R
grarn g )

& 5

Nuevamente, para simplificar esta expresién, trabajamos en el limite de alta
anisotropia (@ — 0). El primer término entre paréntesis es la proyeccién sobre
el eje z, del espin perteneciente a la subred T, y sumando sobre todos los vecinos
se obtiene zS. Del mismo modo el segundo término nos da —zS. Con estas

consideraciones la relacién anterior nos queda:

S eFRSHR +8)S™(R)(225 — 1)+ O(L). (28)

Hi s o) x/z*sz_

Despreciando la contribucién de la desviacién del orden antiferromagnético,

" obtenemos:

M., s(F)| = \/2%%) FAGH R 4 )S-(R)(22s —1)  (29)

16



Ahora, el miembro derecho de (29) lo podemos escribir en términos del operador

$5(k) definido en (12)

[HI= ¢'§(’-5)] = J(2zs —1)(8f(F) - Qbz) (30)

Hemos obtenido asi la diagonalizacién de la parte Ising del Hamiltoniano, y
solo resta diagonalizar la parte XY. Pero, 'Hry se puede escribir inmediatamente

en términos de los operadores qﬁg(lz)

H., = I5VEFNS (83(0) + 44(0) - 20) (31)

&
Cabe hacer notar que la relacién (31) es exacta, ya que no se ha usado ninguna
aproximacion para llegar a esta expresién. Sumando sobre el tercer término de la

derecha nos queda:

'HW - J%\/232Nz(¢;(6) + ¢g(ﬁ)) — z2aJV2s2N Q (32)
5

Es inmediato ver que de (23), (25) y (31), se obtiene:

[ny, qsg(x?)] = J%\/ZSZN bi5 (33)

Ahora estamos en condiciones de escribir el conmutador de H con ¢} (k). De

(30) y (33) se obtiene:

17



(H ., st®)] = g2z 1) (85F) — Qbz)
+ J%x/%”?N 825 (34)

Definiendo adecuadamente Q, como

2228 —1)
obtenemos
[H, a5B)] = 7(228 -1) g5 (36)
y también,
MK = o T FRSHF4 S () + e [N[2 b (30)

V2SN & (225 - 1)

Como ya habfamos visto, las relaciones (23), (25) y (36) nos permiten escribir
el Hamiltoniano de la siguiente forma (restringiendo el espacio de Hilbert a estados

con componente z de espin nula)

H = s(22s —1)T 6t(B)gs(k) + E,. (38)

ES
Este Hamiltoniano es bien conocido, siendo del tipo oscilador arménico. E; es

la energia del estado base, la cual esta indeterminada por ahora y para obtenerla

se aprovecha el hecho de que la energia del estado base del Hamiltoniano de Ising

18



es conocida.

Para encontrar F, escribamos el Hamiltoniano directamente en términos de
los operadores gfag-(l;:.) Escribir H,y en términos de qﬁg(l-c') es directo de (32). La
obtencién de H en funcién de los operadores qﬁg(E) es un poco mas larga. Para

esto definimos

vik) = olk) — Qb5 (39)

y de (30) tenemos que 1/;5-(1_5) satisface

Mo\ wp®)] = J(220 —1)0tE). (40)

Obviamente, los ¢5(k) cumplen las relaciones de conmutacién bosénicas, luego

H: = S22 —1)t@wdh) + EL, (41)
i

pero, E_j es la energia del estado base para el modelo de Ising, la cual es conocida

N
E] = —zJSQE, (42)

y de este modo obtenemos
Hi = 5228 —1) S vt(Eeqh) - NJS™Z. (43)



H-——-HI-FHMJ

= J(2:8 1)L 6t (R)eF) — NS (1+2Z;_1). (44)

Comparando las relaciones (38) y (44) se obtiene directamente E,;, como

2

= _NJS2Z Y
E, = —-NJS 2(14—235_1). (45)

Para obtener el estado base | ¢ >, necesitamos que se cumpla:

L.PS"‘L
Sy

$:(k)lg> = 0, v (46)

Un camino posible a seguir es darnos un estado de prueba y mostrar que se

cumple (46). Para esto es 1itil la siguiente relacién:

sF) N > = @gsﬁ\/ /2620 | N >, (47)

Esta relacién indica que (qﬁg(E) — cte.) es un operador de destruccion si | N >

. i - bt — W
es el vacfo. Aplicando el operador "de traslacién” € cte. 2.5 (¢5 0) ¢5(0)) se

obtiene

|g > Zzs 1\/—25 (¢+ - 9?55(0)) |N> (48)
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satisface (46), para cualquier k. Notemos que el estado fundamental es una trans-
formacién unitaria del estado de Néel. Ademas, de (47) se tiene que el estado de
Néel es un estado coherente de los operadores ¢s(k).

En el grafico de la pagina siguiente, se muestra la energia del estado base para
una red cuadrada dada por la ecuacién (45) y corresponde a la linea continua.
Se compara con la teoria de ondas de espin y calculos numéricos mediante Monte

Carlo, representados por la linea discontinua y de puntos, respectivamente.
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La figura 1 muestra que la teorfa, en el caso bidimensional, es asintéticamente

exacta en el limite Ising (@ — 0) y se mantiene muy buena hasta o = 1.

0.6
figura 1

Eqlal/(NJ)

‘0.6

.0.7 1 &
0.0 0.2 04 0.6 08 1.0

X
En la referencia [21] se estudia la exactitud de esta aproximacién (PNME), y

. 4
se muestra que el error es proporcional a a*.
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CAPITULO 3

SOLUCION ANALITICA APROXIMADA DEL ANTIFERROMAGNETO
DE HEISENBERG CON ACOPLAMIENTO A PRIMEROS Y SEGUNDOS

VECINOS

El HHA, a pesar de su apariencia simple, permanece como un gran desafio
hasta el presente y ha sido resuelto exactamente en forma analitica solo para el
caso isotrépico, unidimensional, con interaccién entre espines primeros vecinos y
S = 1/2, por Bethe [27] en 1931. No obstante, para estudiar el caso bidimensional
se han usado varias técnicas, tales como calculo variacional [28], diagonalizacion
exacta para sistemas pequeiios [29] y método de simulacién Monte Carlo (30].
Por otra parte, con el descubrimiento de los materiales superconductores de alta Tc,
se ha agregado otra fuerte motivacién para estudiar el HHA bidimensional, puesto
que los experimentos, mediante scattering de neutrones [31] sobre La;CuQy y
otros materiales de este tipo, han mostrado que existe un orden antiferromagnético
en los planos CuO; y es en estos planos donde tendria lugar el fenémeno de la
superconductividad.

La teoria desarrollada en el capitulo anterior, funciona bien para redes biparti-
tas, donde los espines de una sub-red interactian sélo con los de la otra sub-red,

y para redes con espines altamente correlacionados.

23



Es interesante analizar qué pasa cuando el orden antiferromagnético tiende a
desaparecer. Esta frustracion se puede estudiar introduciendo una interacciéon a
segundos vecinos J, antiferromagnético, que compite con 1a;_ interaccién a primeros
vecinos J;, también antiferromagnética.

En este capitulo se generaliza la teoria, para interaccion a segundos vecinos J;
en una red bidimensional, en este caso es maés complicado dividir la red en dos
sub-redes, puesto que hay interaccion entre espines de una misma sub-red.

No obstante, nuestros resultados para la energia del estado base en funcion del
pardmetro Jy,no son buenos en el limite J, — J;, con J; antiferromagnético. Esto
se debe a que en nuestro analisis partimos de un estado que exhibe alto orden
antiferromagnético. Estos resultados fueron publicados en Physical Review B
[34].

Nuestro sistema fisico es una red cuadrada de iones con espin %; consideramos
interaccién a primeros y segundos vecinos con anisotropia a a primeros vecinos y

3 a segundos vecinos. El sistema estd modelado por el siguiente Hamiltoniano:

H = HII + Hfz + szl + nyzs (49)

donde Hy,, y Hay,, representa la parte Ising y transversal del Hamiltoniano, res-
pectivamente. Los subindices 1y 2 representan interacciones a primeros y segundos

vecinos, respectivamente.

Hy, = le[SZ(R'MQ)SZ(R')T (50)



Hi,

ny]

H-'L‘ Y2

'X;

Jz

Ai I
£1201 > [S*(R+ &)S~ (R) S+(1—é)5'“(_l_i+ 5:)] (52)
BB S [+ T () + 5 (Ds~(iE + 3)
R
VEE S (5 + R)s () + 5* (BSR4 R)] (69
R
B+ e

Aqui J; y Jy son las constantes de acoplamiento a primeros y segundos vecinos;

o y /3 determinan las anisotropias correspondientes, I representa los nodos de una

sub-red, I’ los de la otra sub-red, é; con 1 = 1,2, 3,4 son los vectores que conectan

las dos sub-redes entre si a primeros vecinos, como se muestra en la fig.2. S(R) es

el espin en el sitio Ry S*=5%419".

figura 2.

8\/ . i
\84

Definimos los operadores de excitacién de espin-cero como sigue:

8k (R) = S*(R +8)S™(R). (55)

Los operadores ¢z obedecen un dlgebra complicada,
]
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[bn(), L (R = (SR - S°(Fa+8) 6,085 (50
[$L(R, 8l (R)| = o, | (57)

sin embargo, si uno sustituye el lado derecho de la ecuacién (56) por su proyeccion

sobre el estado de Néel |A), el cual asigna espin up a la sub-red é, el conmutador

se reduce a

[6(Fa), 8L (Fo)| =8, ,8.4, (58)

Es razonable reemplazar la relacién de conmutacién (56) por la relacién (58)
que es mucho me{is simple, cuando trabajamos en el subespacio de estados con alto
orden antiferromagnético. En la referencia {32] se da un criterio preciso para la
exactitud de tal procedimiento. Con esta sustitucién Hyy, ¥ Hzy, pueden escribirse

en términos de los operadores ¢; en una forma muy simple.

J « ”
R
laf R R+ 8+ &; 55 el (R
How = == S {Sh(R)o g, (B8 +8ua) + 6_g, (R4 6+ b )og (R)
+oh (B+8+8)95(R+8+8)
+¢&+1(é+‘§;+ 41)¢ig‘(é+f§i+51)+H.C’.} (60)

Las ecuaciones (58), (59) y (60) permiten obtener las relaciones de conmutacién
de los operadores ¢z con la parte transversal del Hamiltoniano. El conmutador

con la parte Ising es dado por
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M1, 6L(R)] = +JSH(B+5)S(R) S {S (B +8 -5 — 57

7

b= o1}
+
L 1
Nt

— L S*H(R + 8)5(R), (61)

- J - — - — - — -t
[Hn, 6L(R)] = E%s+(3+ai)s-(}z)zj{ g 5T N T
J

S*(R— & = 8j41) + S*(R+ 6 + 5 + 8111)

—S*(R+ & + 8j41) } (62)

En el limite de alta anisotropia (a pequeno), en donde el orden antiferromagné-
tico prevalece, los operadores S* del lado derecho de estas expresiones pueden ser
reemplazados por sus valores medios < $* > = +21. La relacién de conmutacién

entre los operadores ¢z, v el Hamiltoniano finalmente queda

(ff)} + %’3 : (63)

La relacién (63) muestra que los operadores s, (R) y el Hamiltoniano H obe-
decen un dlgebra cerrada, y entonces una combinacién lineal de ellos puede diago-
nalizar el Hamiltoniano. La invariancia translacional del sistema nos lleva a tomar

la transformada de Fourier de los operadores é5 (R)

oL (k) = |5 Rt (B), (64)



donde k denota un punto de la zona de Brillouin de una de las sub-redes fe-
rromagnéticas, digamos {R}. Reemplazando la ecuacién anterior en la relacién
(63) obtenemos que el Hamiltoniano sélo mezcla aquellos operadores gb}(ié) con

t =1,2,3,4 para cada k. Uno obtiene

[, 6L(F)] = qub}'(fs’)+d{(1+e""£'(5"+&+3)) ot (B)+

it

- (1 L emz'fé-(é?g+5‘i+1)) AL (EC')} + abiy, (65)

diya

donde &y = 3J; —4Js, a = %9‘«\/%, yd = g%g Esta ultima ecuacién puede

escribirse en forma matricial

[ Eo  1+eFou 0 1 4 e=Fb2
- 1+ 6_51}"5‘23 Eg 14 e=ik-b12 0 oy
(", V(&) = N | V(E) + s,
0 1 + eiFda o 1+ etk
1+ e—ik‘-ga.; 0 1+ e*“}.'gli EO
) ] (66)
donde
t —
4551(}‘7) o
o7
.. ¢z (k) L |a o m m
VE ==, A= y  Bi=h+5 (67)
1_ —
9?553(]9) a
T -
i Cﬁg*(k) | i a |

Diagonalizando la matriz de 4 x4 dada en la ecuacién (66) encontramos un con-

junto de 2N operadores 1,[)1(.’;:‘), t=1,2,3, 4, operadores que obedecen la estadistica

28



de Bose, los cuales son excitaciones elementales del Hamiltoniano de Heisenberg

antiferromagnético en el limite de espines altamente correlacionados .

1 e—é—fc' 814 G_TE 3 e—%fgu ~| %"‘1 ~|
G 111 6—%; 514 —e‘ig'gl —e“%g go o 0
W(k) = = . . o V(k)+ %00 (68)
_ 1 -—-—6_5k Vi e—zk-sl _e—;;_k 12 0
1 _e—%E'g“ _e—iE‘51 e—%E'S‘IZ 0
donde
¥i(k)
L. | uhR)
W(k) = (69)
i(k)
vi(k)

La energia de las excitaciones asociadas a t;(k) vienen dadas por €;(k) y son

B, Lo 1o 2
e(F) = o+ 4dcos (%k : 1) - (Ek : 62) (70)
(k) = &o+4dsin (}23 q1) sin (%E - gz) (71)
- 1 - 1 T
€3(k) = &Eo—4dcos (ik . 61) cos (ifx - 52) (72)
1=

€4(k)

Il
o
o
|
N
=W
2.
=]
|
7~
gl
o
—
“
]
|
F
Sl
~—

5 (73)

El Hamiltoniano de Heisenberg, de este modo, toma la forma de un conjunto

de 2N osciladores armonicos

H=Y e(k)l(E)i(k) + E,, (74)

.,
k,t
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donde la energia del estado base viene dada por

' N Na?J}
By =y =) = 1 :
N TCY Ay Ty 1)
Notando que
- 2a
Pi(k)NV) = *gf;,olﬂ), (76)

donde |V) es el estado de Néel que asigna spin up a la sub-red R, uno puede

facilmente encontrar que el ket

satisface

vi(k)lg) =0 (78)

para cualquier k y 5, siendo asi el estado base.

No existen muchos resultados numéricos bidimensionales. La energia del estado
base dada por la relacién (75) se compara con céalculos numéricos de la referencia
[23] para la red unidimensional con interaccién primeros y segundos vecinos. Las
figuras 3-5 muestran la energia del estado base como funciéon del pardmetro de
anisotropia, para el caso de la red unidimensional. Estos valores se comparan con
calculos numéricos (circulos).

En la figura 3, se muestra el caso en que el pardmetro de anisotropia, a segundos

vecinos, es nulo. En el caso J; < 0, si |Jy/J1] crece, mejora el rango de validez de
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la aproximacién PNME, por lo que esta teorfa mejora cuando J; es ferromagnético

y con valores grandes.

La figura 5 es semejante a la figura 3, salvo que-_en este caso J = 0.2, se ve que la

; ; " : [ J1
teoria se quiebra dramaticamente cuando J; es antiferromagnético y cercano a —,

(J2 =0.447).
0.0
J,/J,= 0.00
B8=0.0 -0.25
-0.50
-0.2 ~0.75
‘_5——5\3\\\ -1.00
figura 3 A i -aar— SN
-0.8
0.0 0.3 0.6 0.9 1.2
o
0.0 0.0r— )
J,/J = ~0.25 /= g.;g
B=0.4 ~1.00 £=0.2 :
-0.2 -0.? Q
8
5 =
204 = i
™~ S
Ry o =
0.6 4&\‘7\ 0.6
- A8 050
0.0 0.3 0.6 0.9 1.2 0.00 0.15 0.30 0.45 :
' o3 a
figura 4 figura 5
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CAPITULO 4

HAMILTONIANO DE HEISENBERG ANTIFERROMAGNETICO CON
FRUSTRACION EN LA INTERACCION DE INTERCAMBIO EN UNA Y

DOS DIMENSIONES

En este capitulo desarrollaremos un método para resolver sistemas magnéticos
con frustracién en la interaccién de intercambio, en una y dos dimensiones.

Como se mostro en el capitulo anterior, el estado base obtenido por el método
PNME (excitaciones no magnéticas apareadas) es un estado coherente y tiene una
estructura con cierto grado de desorden, pero presenta orden de largo alcance an-
tiferromagnético. Esto explica porqué en el capitulo anterior la teoria no funciona
bien en el caso "sobre frustrado”, esto es, para J, > J; (la condicion de frustra-
cién para el caso unidimensional con o = 1 es J; = %Jl) . En el caso frustrado
unidimensional se espera una solucién tipo 2-2 (| TT1ITT ...))-

En el presente capitulo se presenta una versién variacional de la teoria PNME
en una y dos dimensiones. Se obtiene la energia del estado base, la que es com-
parada con la obtenida por método Lanczos para clusters de 12 atomos y con el

"método variacional de Oliveira; se comparan, ademas, los parametros de orden. Fi-
nalmente se muestra el espacio de fase de las distintas soluciones en funcion de las

interacciones de intercambio (J2/J;). Este método variacional fue recientemente
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introducido [24] para resolver el HHA.
Esta version variacional de la teoria PNME permite resolver el HHA para cual-
quier \;*alor del parametro de anisotropia a y cualquier valor de las interacciones de
intercambio J; y J,, en una y dos dimensiones. Se parte tomando el estado base
| ) obtenido por la aproximacién PNME para el caso de alto orden antiferro-
magnético (&« — 0) y se le aplica una rotacién en torno al eje y. Con este estado
base rotado, | g’ ), se construye el funcional de la energia ( ¢'| H |¢' ) v a
continuacion se buscan los minimos de este funcional para los distintos valores de
los pardmetros.

Elr Hamiltoniano a resolver es semejante al del capitulo 3, salvo que a segundos

vecinos consideraremos, por el momento, solamente la parte Ising.

H= HI: + Hfz + Hl‘m (79)

Donde Hj, , y Hzy, representa la parte Ising y transversal del Hamiltoniano, res-

pectivamente.
Hy = JIE[S"' §)8*(R)] (80)
Hey = J;“‘ [5*(B +8)5™(B) + S*(R)S™ (R +5)] (81)
Ri
- - — J — P =
Hy, = "{; [$°(R+X)s*(B) + 2L [s°(F + )5 (B)]  (2)
R.z R“‘,i
N o= &+ (83)

Aqui J; y J; son las constantes de acoplamiento a primeros y segundos vecinos
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respectivamente, o determina la anisotropia a primeros vecinos, R representa los
puntos de red de la sub-red T, R' los de la otra sub-red, b: con i = 1,2,3,4 son
los vectores que conectan las dos sub-redes entre si a primeros vecinos y. X; conecta
los sitios mas préximos de una misma sub-red.

A continuacion tomamos el estado base obtenido en el capitulo 2 para el caso

a < 1, el que viene dado por

{g> - e_gz(:il\/gzb’((ﬁg(o) - ¢§(0)) IN) (84)

aqui q%-([)) son las excitaciones bosénicas empleadas al usar el método PNME para

diagonalizar el Hamiltoniano, y vienen dadas por

#1(0) = \/2—.1971‘? S SH(R + §)5(B) + cte. (85)
7

y | N) es el estado de Néel.

En nuestro calculo variacional tomamos una rotacion del estado base (84) y lo

usamos como estado de prueba. De este modo el estado de prueba viene dado por

l9(8, ")) = Ry(8)|g(<)), (86)
con R,(#) operador de rotacién unitario y 0 = (04,0,,03,604), o, son parametros
variacionales. La rotacién es Va partir del orden antiferromagnético, mediante la
cual los cuatro espines de una plaqueta rotan en los angulos 64,85, 83, 4, respecti-

vamente, alrededor del eje Y.
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Para el caso bidimensional tomamos una plaqueta de cuatro sitios, con 8, y
0y los dngulos de abajo, derecha e izquicrda respectivamente (0 en (R'-hi) y 0,

en el sitio (é)) Ademads, 8, y 05 son los angulos de arriba, derecha e izquierda

respectivamente ( 3 en el sitio (K + &,)) y 04 en (R+61465).

L L

52

figura 6: s
—— h——
53 o)

» T‘S"a

R,(6) = [ exp [’5 (005, (R + 81) + 025,(R) + 05,(R + &) +
R

+ 0., (R +6, + 5;))] " (87)

Ahora evaluamos la energia para estos estados rotados. Para ello se calcula el

valor medio de H en los nuevos estados,

F(8,0") = (g(0,a)] H |g(0,0)) (88)

También podemos escribir el funcional de la energia como

R0, o) = (g(e) | RYO) H Ry(0) | gle) ). (89)
El trabajo que sigue es encontrar para qué valores de los parametros 6 y o se

obtiene un minimo del funcional F(#,') y de este modo sabremos la orientacion
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que tienen los espines en la plaqueta para este estado fundamental. Mediante
el parametro o', conocemos el grado de apartamiento que presenta este estado
respecto al estado de Neel.

Para obtener F(#,q’), comenzamos por rotar el operador H para luego pro-
mediar con el estado base dado en (84). Para simplificar el trabajo algebraico es

cémodo notar que la rotacidon de los operadores de espin es

RI(6) S* R,(8) = sin(#)S® + cos(9)S* (90)
R;(G) S¥ B8 = -é-(l + cos(B))S* — %(1 —cos(0))S™ —sin(0)5*  (91)
R;(B) ST R,(8) = %(1 + cos(6))S™ — %(1 — cos{#))5t —sin(0)S*.  (92)

Ocupamos estas relaciones para evaluar RI(6) H R,(f), esto es la rotacién del

Hamiltoniano dado en (79).

Para la parte Ising a primeros vecinos, en 1D y 2D, obtenemos

L ' T - = # . ,
(g1 RiHy Bylg) = JNZ(g(a)| S*(E+8)S (R)lg(a))(melsmez +
+ sin #; sin #3 + sin s sin 4 + sin §, sin 6’1>

)5%(R) | g(e) ) (cos 8y cos b +

+ cos @y cos 03 + cos 05 cos 84 + cos 84 cos 91) {(93)

De forma anéaloga, para la parte XY a primeros vecinos, obtenemos

36



(g | R;S Hewy Bylg) = JINEQ Kcos 61 cos B, + cos B, cos b5 +
cos B3 cos 04 + cos B, cos By + 4) ( g(a’)[

S*(B+ 55 (R) | g(a ))Jr%(sinﬂlsinﬂng

sin @, sin 03 + sin 03 sin 8,4 + sin §, sin 91) X

—

% (9(e') | (R +8)S*(R) | g(e'))] (94)

Finalmente, la parte Ising a segundos vecinos queda

(g|RVHL R, |g) = JQN% [(c0591 cos 03 + cos 0, cosfh) (g(e) ]
—h i g 1
S B+ D5 (R) | g(@) ) + 1 (sinf?l sl 4+

sindysin0s) (9() | SHE+ DS (R) 1 9@))]. (99)

Ahora podemos escribir el funcional de la energfa, reemplazando (93)—(95) en

(89) obtenemos

LN T8
g [aH}l)(a') + Hg)(a')} (sinf; + sin 05)(sin f; + sin ;) +
z Jy
47,
z Jz
16 J;

F(a,a ) .z [Hl(rl)(a.') £ aHf,;) (af)] (COS #, + cos 93)((:08 #; + cos 94) +
}2)(0’) (cos by cos O3 + cos §z cos 84) +

H(z)( "Y(sin 6, sin 65 + sin @y sin 64) + "Z-QHQ(:;)(GI) (96)
donde:
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Hi'(o!) = (g(a)| S*(R+86)S*(R) | g(e') ), (97)

HO)(@) = (g(o)|S°(B+8)S*(R) | g(a) ). (98)

=3
L
o}

HP(&) = (g(e) | SHR+X)S7(R) | g() ) (99)
HO(d) = (g(d) | S5(R+N)S*(R) | g(') ) (100)

Estos valores medios dan resultados distintos al ser evaluados para el caso unidi-

mensional o bidimensional.

Acd hacemos un alto para ver en detalle como obtener una de las relaciones

(93)-(95), por ejemplo la relacion (93)

(al’) | RY(6) Hy, By(0) | ol’)) = HY(ole) | RYO) 5°(F+5)5*(R)

Ry(6) | 9(’) ), (101)

y de la ecuacién (90) tenemos que
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R(0) S*(R+&)S*(R) R,(0) = sin(0g,;)sin(0z) S*(R + &)S™(R) +

cos(0z, 7 ) cos(0) S*(R + 6;)S*(R), (102)

donde se usé que (S*S%) = 0, ya que S* crea un estado cuya componente z de
espin es no nula, mientras que |g) posee 57, = 0; de acd la ortogonalidad de
ambos estados.

Entonces (101) nos queda

(g(a’) | RY My, By | g(e)) = 11%; [sin(0,5) sin(85) (S*(B + 8)S*(R)) +

cos(By, 7)) cos(8) (S*(R +&)S*(R))] . (103)

Los valores medios (5%(E + &)S%(R)) y (S*(R + &;)S*(R)) no dependen de los
angulos 6; ni de los nodos de la red.

Reemplazando (97) y (98) en (103) obtenemos

N/2
(9(a) | R My, By |g(e)) = JuHG) Y sin(0q,5)sin(6) +

B

N/2

JLHY 3 cos(f,5) cos(83). (104)
R

La suma es hasta N/2 puesto que estamos sumando sélo sobre la subred T {R}.

Ahora, es conveniente evaluar la relacién (104) en forma separada para una

(1D) y dos (2D) dimensiones.
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En una dimensién, tomamos una plaqueta lineal de cuatro sitios

Y sin(0rys)sin(r) = sin(fr_1)sin(Br) + sin(Ors1) sin(0r) +

1plagueta
sin(fpy1) sin(@rya) + sin(frya) sin(fpeq) (105)
Tomando en cuenta que los 4ngulos se repiten cada cuatro sitios, 8,4; = &;, la

relacién (105) nos queda

> sin(fpys;) sin(fr) = sin(f;)sin(f;) 4 sin(8s) sin(f3) +

1plaqueta

sin(f3) sin(f,) + sin(fy) sin(6;). (106)

Considerando que hay N /4 plaquetas lineales, obtenemos

Nj2

Z Sin(9ﬁ+5}) Sin(eﬁ) =
R

[sin(6,) sin(f2) + sin(8s) sin(f3)+

=

sin(6s) sin(fy) + sin(8s) sin(61)] (107)

Con un razonamiento andlogo se obtiene

N/2 N
> cos(fz,5)cos(z) = T [cos(f;) cos(fz) + cos(f2) cos(63)+
R
cos(fs) cos(f4) + cos(84) cos(8y)] . (108)

Reemplazando (107) y (108) en (104)

(mm@mmwwn;m—mﬂmmmw+mmmw+
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sin(f3) sin(0s) + sin(0,) sin(91)] +
2N )
Ji —S-—HI cos(0;) cos(62) + cos(8z) cos(8s) +

cos(83) cos(8y) + cos(8s) cos(t?l)] (109)

donde z es el niimero de coordinacién, que en este caso vale 2. Con esto hemos

mostrado que (93) es valida para 1D.

Ahora evaluamos 104 para el caso bidimensional, para esto es conveniente de-
oy — - - : .
finir, B’ = R+ é, + é,, y recordando que en una plaqueta recorremos dos sitios de

la sub-red T, obtenemos

Y sin(frys,) sin(fr) = sin(0z, 5 ) sin(fz) + sin(fg, 5 ) sin(05) +
1plagqueta
sin(fg, 7, ) sin(6z) + sin(fz, 5, ) sin(f) +
sin(9§,+gl ) Sin(f)ﬁ,) =+ Sin(9§'+5}) Sin(aﬁ,) +

Sin(ﬁﬁ,+5a) sin(@R-,) + sin(9§,+gi) Sin(aﬁ,) (110)

Considerando que hay N/4 plaquetas, obtenemos

N/2 N
; sin(f3,5)sin(0g) = 5 [sin(6,) sin(f,) + sin(é2) sin(f3)+
’ sin(fa) stn(dy) b sin(8)) sinlé)] (111)

De igual modo obtenemos
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N/j2

; cos(f3,5) cos(0g) = % [cos(8,) cos() + cos(B2) cos(8s)+

cos(f3) cos(04) + cos(4) cos(61)] . (112)

Reemplazando (111) y (112) en (104), se obtiene

(g(a') | R; Hn R, | g(e)) = Jl-z-g-H( ) [5111(91) sin(f;) + sin(6;) sin(03) +
sinfOs) sinfBa) 4 sinll;) sin(ﬂl)] +
J1 %H}l} [cos(ﬂl) cos(f2) + cos(6;) cos(83) +

cos(fs) cos(0) + cos(s) cos(Gl)] , (113)

donde z es el nimero de coordinacién, que en este caso vale 4. Con esto hemos
mostrado que (93) es valida para 2D.

De (109) y (113) queda demostrada la relacion (93), donde hay que considerar

la definiciones (97)- (100).

Habiendo mostrado como obtener { ¢ | Rl Hy R, | g ). Podemos ahora

minimizar el funcional de la energia dado en (96)

F(8,a)
JN

= —;- [H}l)(af) 4 aﬂg)(aﬂ')] (cos 0y + cos 03)(cos 0, + cosby) +

-g- [aH (o) + HY ()] (sin b + sin f) (sin 0, + sin ) +

z L);?' Hm( ")(cos 0y cos 05 + cos 0, cos 84) +
1

ZJ2

A H(z)( ")(sin 8y sin 03 + sin 0 sin 84) + aH(l)( "y (114)
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Los valores medios dados en (97)—(100) fueron calculados exactamente en 1D

(23] para S = % Para el caso 2D se pueden evaluar en forma aproximada.

Los valores medios para el caso 1D (ver [23]) vienen dados por

(0(a') | 55aS7 19()) = 7 [Bro+ (~1)"J2(20) — (20)],  (115)

((e) | S5aS7 Lg(@)) = 51" HD(-1)30H 5, + (1), 00)]

(116)

donde [ y | 4+ n son nimeros enteros que caracterizan dos sitios de la cadena y J,
son las funciones de Bessel de orden n.
A partir de las relaciones (115) y (116) evaluamos los valores medios de interés,

obteniendo

HP) = 3 (F3(2) + J(2a) (117)
H)(d) = —A(2') (118)
HP) = 7 (420a) - Ti(2)) (19)
HO@) = JH20') - Jo(2!)of20). (120)
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HY) = —i (1 -~ %2) +0(a) (121)
H)(o!) = —-C.;—, +0(”) (122)
HP%) = i (1-20%) + O() (123)
HO() = “; + O(a™). (124)

Ahora sélo falta encontrar los valores de 6, 65, 03, 84 ¥y ¢’ que minimizan
F(6,,6,,03,04,a"), con a y Jy/J; pardmetros libres. Esto se hace numéricamente
y se encuentran las soluciones que se describen a continuacion.

De los 23 conjuntos de pardmetros que minimizan F(6,a’), sélo 3 corresponden
a minimos absolutos de este funcional. Estos son
A)Oy=0,=0;=0, = 0yd <1,

Bt =0,=0,0,=03=m,

0)91_—'62:03:94 =

o | A

La solucién A) corresponde al estado de Ne€l generalizado, que en el caso uni-
dimensional lo podemos representar por, | T/T/7lT] ... >. La solucién B) es un
estado longitudinal o 2-2, con la siguiente representacion en el caso unidimensio-
nal, | TTLITTLLTTLLTT - >. Finalmente, la solucién C) es el estado de Neél

transversal.

En las figuras 7-9 se muestra la energfa del estado base en funcion de Jy/ )1,
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en ellas se compara dicha energia con las obtenida por los métodos Lanczos y
variacional de Oliveira. Las figuras 7 y 9 corresponden al caso bidimensional,
mientrag que la figura 8 describe un sistema unidimensional.

En 1D y con o = 0.5, la solucién PNME es mejor que la obtenida por Oliveira

para valores de J3/J; menores que 0.5, Iin 2D el método PNME funciona mejor

aln.
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Puesto que las soluciones tienen orden de largo alcance, es posible definir cuatro
sub-redes; usando la relacién (90) y el hecho que { g(e) | S"(R') | g(a) ) = 0 se

tiene

mi = cos(fy) (g(a)|S*(R)|g(e)) (125)
mi = cos(62) {g(a)|S*(F)|g(e)) (126)
m; = cos(8s) (g(a)| 5 (Rs) | g(e)) (127)
m; = cos(fs) (g(a)|S*(Ra)|g(a)). (128)

(129)

En 2D; m,y, my, m3 y my son las magnetizaciones correspondiente a los sitios
R+6, R, B+6 v R+ 6 + 6, respectivamente (ver figura 1). En 1D, la
magnetizacion m; corresponde al sitio i-ésimo en un arreglo de cuatro espines.

En términos de la magnetizacion, los tres estados descritos anteriormente se
pueden expresar como
1) El estado de Neél (NS) correspondiente a, mi = m§ = —mj = —mj.

2) El estado longitudinal (LS) 2-2 correspondiente a, m{ = mj = —mj = —mj,.
3) La solucién de Neél transversal (TN) esta representada por el estado de Neél

en la direccion z.

Se definen los parametros de orden para NS, LS y TN como sigue

e = (5 = m 4§ — m3) (130)
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1

me = 4—(mi + mg — m3 — mj) (131)

1
myy = Z(m’f —m3 + m3 —mj). (132)

En las figuras 10-12 se muestran los graficos de los parametros de orden corres-
pondientes a los estados LS, TN y NS, respectivamente, como funcién de J,/J;
para el caso unidimensional y a = 0.5. A cotinuacién en las figuras 13-15 se mues-
tra el grafico de los pardmetros de orden para « = 1.0.

La informacién entregada por estos seis graficos aprece también en el diagrama de

fase de la figura 16.

Estado longiltudinal 2-2

0.8 - . i
| .6"
figura 10 % 06- i 10
E | o
3 | 1 a=05
% i !
& ‘ ' » PNME
03 r !
i i » Olivaira
I
|
00} e ‘
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Jatdh
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figura 11

figura 12

De estos graficos se distinguen claramente cuatro regiones definidas por el para-
metro Jy/J; para el método PNME, siendo éstas [0.0, 0.4], [0.4, 0.6], [0.6, 1.0]
y {1.0, 2.0]. Los tres tipos de orden, NS, LS y TN, son mutuamente excluyentes,

para un determinado valor de J,/J; s6lo un orden esta presente. Por el método

Faiamalia dm ordan

Paramatra da orden

Estado Néelz

F
gl T
!.‘ I" P
06 ‘ : . t 10
} ' @05
! . PNME
03: : . Oliveira
| . |
0.0+ Loe ‘
0.0 0.5 1.0 15 2.0
Jaldy
Estade Néel x
08 E— ‘;‘_f
|
0.6 - ; 10
: l =05 :
i l‘l . PNME '
0.4t f | i
} | |
| { I
| \
L
|
0.0 :
0.0 0.5 10 1.5 2.0

Jalh

Oliveira se encuentran solo dos regiones.

Las figuras 13-15 muestran el caso @ = 1.0. Para valores de anisotropia mas

grandes, el comportamiento del sistema es notablemente distinto, ahora se tiene el

estado NT desde un comienzo, 0 < Jy/J; <0.7.
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figura 13

figura 14

figura 15
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Con el método PNME se obtienen tres regiones: el estado Neel = para J;/J;
pequetio, una segunda regién determinada por una solucién del tipo Neél z y la
tltima regién correspondiente a una solucién 2 —2 o colinf;al. El grafico muestra
que con el método Oliveira se obtienen sélo dos regiones: un estado paramagnético
para Jo/J; pequenio y un estado colineal para J; /J1 grande. El método Oliveira

trabaja con la restriccion S* = 0.

a0



Bl diagrama de fase como [uncién de « y J2/Jy para los casos 1D y 2D, se

muestra a continuacion:

15— / 1.5

Neel x /
1.0 |, / 1.0 Neal x

\\ Neel z -
B ™
~

/ ///

05 N e = Collliiaii 05 Colllnear
e Neel z
/// 1 D 2D
7
0O B 0.0
oo 0.5 1.0 1.5 0.0 05 1.0 15
JalJy Jaldy

fig. 16, diagrama de fase 11) fig. 17, diagrama de fase 2D
Para valores de a < 0.5, hay sélo dos tipos de soluciones; un estado NS para
Jy/Jy < 0.5y un estado LS para J,/J; > 0.5.: En el caso unidimensional la solucién

NS es posible aun para valores de J; = J;, en contraste con el caso bidimensional.

Para obtener el estado Neél @ con el minimo valor posible de a (a = 0.41056
en 1D y a = 0.4 en 2D), se requiere Jo/J; = §.

Para « > 1.0 y J,/J; pequeio, se presenta una solucion del tipo Neél z para la
red 1D y 2D. En el caso unidimensional y tomando valores més grandes de Ja/Js,
el sistema se ordena tipo Nedl z; un ulterior aumento de Jo/Jy, lleva a la solucion

2 — 2 o longitudinal (LS).
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