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CAPITULO 1

INTRODUCCION

Existen algunos materiales que, en ausencia de campo magnético externo, se

magnetizan espontáneamente a bajas temperaturas, a causa de la interacción entre

átomos magnéticos. Este ordenamiento magnético es un ejemplo de sistemas coo-

perativos, en los cuales los constitu]'entes interactúan fuertemente, de modo que

no es posible hacer alguna aproximación para considerar los átomos magnéticos

independientes unos de ot¡os.

Entre estos materiales, los ferromagnéticos son conocidos desde muy temprano

en la historia, y soo tecnológicamente importantes desde hace cientos de años.

Por otra parte, en 1932, Neel [1] propuso ei concepto de antiferromagnetismo

para explicar el hecho de que la susceptibilidad paramagnética es independiente

de la temperatura en algunos metales, tales como Cr y Mn. La generalización de

esta idea condujo al descub¡imiento del ferrimagnetismo y helimagnetismo.

En los materiales ferromagnéticos, la interacción entre átomos magnéticos fa-

vorece un alineamiento paralelo de los momentos magnéticos atómicos. Cuando

la temperatura absoluta es nu1a, el alineamiento es completo, obteniéndose el má-

ximo valor de la magnetización espontánea. Cuando se aumenta la temperatura

las fluctuaciones térmicas favorecen un orden aleatorio, disminuyendo el valor de

la magnetización, la cual se anula a una temperatura ca¡acterística ?g, conocida

como temperatu¡a de Curie,



En el caso de los materiales antiferromagnéticos, dos átomos vecinos tienen

momentos magnéticos antiparalelos. Eilo da lugar a un orden magnético de largo

alcance, teniéndose una magnetización neta nula en la red. Esta red se puede

dividir en dos sub-redes interpenetradas, exhibiendo cada una de ellas un orden

ferromagnético, siendo antiparalela la magnetización neta de las dos sub-redes. A

la temperatura absolut¿ cero, cada sub-red tiene su magnetización máxima; ai au-

mentar la temperatura, las fluctuaciones térmicas disminuyen esta magnetización,

haciéndola nula a la temperatura 7¡, conocida como la temperatrra de Neel. A

diferencia del caso ferromagnético, el antiferromagnestismo exhibe una magneti-

zación nula desde ? = 0 hasta T = Tu, puesto que se cancela exactamente la

magnetización espontánea de las dos sub-redes.

La idea de que Ia magnetización espontánea es debido a interacciones de átomos

magnéticos, fue propuesta por Pierre Weiss [2] en 1907. Sin embargo, la explica-

ción de los fenómenos físicos microscópicos involucrados y que dan origen a sus

propiedades magnéticas, sólo comenzó a Benerarse a principios de 1930, con el na-

cimiento de la Mec¿í¡ica Cuántica. Desde esa fecha hasta el presente ha habido una

gran cantidad de trabajos dedicados a este tema. No obstante, hasta el momento,

hay sólo soiución exacta para ei caso de una red unidimensiona.l.

El Hamiltoniano más usado como punto de partida para describir ordenamien-

tos magnéticos, es el Hamiltoniano de Heisenberg; su forma fue primero deducida

por Dirac [3], y luego usada de ma¡rera más extensa por Van Vleck [4]. Este Hamil-

toniano fue construido sobre la base de considerat electrones que ocupan. o¡bitales

ortogonales, por lo que es de gran utilidad en el estudio del magnetismo de aisla-



dores. Además, se considera que todos los átomos magnéticos son idénticos y que

todos los sitios de la red magnética son cristalográficamente equivalentes.

Con posterioridad a la construcción de este Hamiltoniano, se han publicado

muchos trabajos aplicando este modelo a sistemas magnéticos, pero a pesar de su

apariencia simple, ios resultados an¿líticos exactos son escasos. El Hamilto¡riano

de Heisenberg, en el caso antiferromagnético unidimensional, isotrópico, para espín

S - i v con interacción a primeros vecinos, fue resuelto por Bethe [5] en 1931,

quien obtuvo las funciones de onda. Este resultado es uno de ios más notables en

la Física Matemática que envuelve problemas de muchos cuerpos. Desafortunada-

mente este tratamiento es extremadamente complicado y los resultados analíticos,

basados en el aasatz de Bethe, han sido pa¡a casos particulares y deotro de esque-

mas aproximados. La energía del estado fundamental fue eva,luada por Hulthén [6]

siete años después que Bethe propuso la forma de la función de onda; ésta fue

posteriormente generalizada por Orbach [7], quien discutió el Hamiltoniano ani-

sotrópico; también por Walker [8], quien mostró las propiedades a¡alíticas de las

soluciones de Orbach. Finalmente,32 años después de los progresos iniciales, Des

Cloizeaux y Pearson [9] han calculado el espectro de un magnón y Griffiths [10],

la susceptibilidad magnética.

Vamos a revisa¡ los avances etr la teoría de ondas de espín, puesto que es una

de las más desa¡rolladas y es usada, en el presente trabajo, para comparar nuestros

¡esultados. Esta teoría fue desarroilada por Anderson [11] en 1952, quien extendió

la teo¡ía de ondas de espíu introducida por Holstein y Primakoff [12] en 1940 pa'ra

el ferromagnetismo, con el fin de estudiar el estado base del antiferromagneto con



espín ,5 gránde. También en 1952 Kubo [13], usando la transformación Holstein-

Primakof y una expansión en potencias d. 
,1, 

d.riró el resultado de Anderson.

La teoría de ondas de espín es una expansión en potencias de {, siendo z el

núme¡o de coordinación. Está basada en dos suposiciones: En primer lugar, que

el orden de largo alcance antiferromagnético existe en e1 estado base y, en segundo

lugar, que la amplitud de las fluctuaciones cuánticas alrededor del estado de Néel

c1ásico, es pequeña. Es natural, entonces, desconfia¡ de la convergencia de esta

expansión para espín y dimensiones pequeñas.

Anderson [14] en 1973 , argumentó que las fluctuaciones cuánticas del estado

base, en el caso bidimensional y espÍn á, pueden dar origen a un nuevo estado. Se

especuló que dicho nuevo estado puede estar caracterizado por un orden de corto

alcance, en el cua.l se forma un sistema de "líquido de espín", este estado sería una

superposición cle estados en el cual los espines estarían loca,lmente eniazados unos

a otros, formando un estado de en.lace de valencia resonante, Anderson [15] 1987.

Nuestro objetivo en este trabajo, es resolver el Hamiltonia¡o de Heisenberg bi-

dimensional con interacción a p meros y segundos vecinos y con frustración en el

orden magnético. Para esto se usa una aproximación, que hemos llamado la teoría

de excitaciones no rnagnéticas apareadas, PNME' la que fue introducida en 1988

por Miguel Lagos y Guillermo Cabrera it6l y [t7], para un sistema unidimensio-

nal con interacción a primeros vecinos; ellos encuentran el espectro de energía en

función del parámetro de anisotropía.

A continuación mostramos ei desarollo cronológico de esta teoría. En un tra-

bajo dei mismo año [iS], M. Lagos, M. Kiwi, E. Gagliano y G'Cabrera calcuian



coeficientes de correlación en términos del pará.rretro de anisot¡opía, para la cadena

unidimensional. Posteriormente, G. cabrera, M. Lagos y M. Kiwi [19] resuelven el

Hamiltoniano de Heisenberg para dimensión arbitraria, usando la teoría pNME,

mostrando que para redes cuadradas la teoría funciona bien hasta o - l. En 198g,

M. Lagos, M. Kiwi, E. Gagliano y G. Cabrera [20], para el caso de la red bidi-

mensional, calculan valores esperados de las variables dinámicas, resuelven esto en

forma analítica y numérica. En 1989, D. Gottlieb y M. Lagos [22], estudian el

acoplamiento espín-red para una ¡ed unidimensional. El problema de la cadena

Iineal con interacción a primeros y segundos vecinos, es resuelto en 1991 por D.

Gottlieb, M. Lagos, K. Hailberg y C. Balseiro [21]. ta teoría PNME, en 1991,

es generalizada a cualquier espín ,9 y con dimensión de la red arbitraria, por D.

Gottiieb y M. Lagos [23]. En 1992, D. Gottlieb, M. Lagos y M. Montenegro [24],

partiendo de la teoría PNME, aplican u¡ método variacional pa.ra trabajar en el

rango de anisotropía 1<a< oo,

EI presente trabajo está estructurado de la siguiente ma¡Iera: En el capítulo

II se desarrollla Ia teoría PNME y se da solución al Ha;niltoniano de Heisenberg

Antiferromagnético (HHA), con interacción a primeroe vecinos, con espín a.rbitrario

y para cualquier dimensión del sistema. (ver D. Gottlieb y M.Lagos [23]).

En el capítulo III se resuelve el HHA para rma red bidimensional con interacción

a primeros y segundos vecinos. (ver D. Gottlieb, V. Díaz [3a]).

Finalmente, en el capítulo IV, utilizando la teoría PNME y mediaute un metodo

variacional, se ¡esuelve el HHA frustrado. (ver Daüd Gottlieb, M.Montenegro,

C.Millán y Vicente Díaz [25]).



CAPITULO 2

SolucróN n¡,¡elítlce ApRoxIMADA DEL ANTIFERRoMAcNETo

oo HprsnNsERG ANISornópIco

En este capítulo se resuelve el Ilamiltoniano de Heisenberg Antiferromagnético

(IIHA) dado en la ecuación (1), con anisotropía o, interacción a primeros vecinos,

con spin a¡bitrario y dimensión del sistema también arbitracio [21].

Pa.ra diagonaliza¡ esté Ha¡niltoniano, se usa un novedoso método que consiste en

usa¡ excitaciones no magnéticas apareadas (PNME). Se definen operadores que

crean excitaciones de spin-cero, invirtiendo dos espines vecinos e imponiendo una

linealización apropiada, Estas excitaciones son cuasi-partículas cuya componente z

de espín es nula, y obedecen la estadística bosónica en el límite de alta anisotropía

(tendiendo aJ límite Ising).

El método permite encontrar el estado base, los primeros estados excitados,

la energía del estado base y las funciones de correlación con mucha precisión, al

comparar con resultados nuinéricos obtenidos media.nte método Lanczos. Además,

los resultados se obtienen como funciones ana,líticas ce¡radas del parámetro de

anisotropía o. La obtención de una solución analítica, auque sea aproximada, nos

ayuda a entender los mecanismos físicos envueltos en este problema, y ademrís

se puede ¡ealizar una evaluación ana,lítica de cualquier elemento de matriz ent¡e

estados estacionarios.



El estado base obtenido es una superposición de estados coherentes y es se-

mejante a un estado desordenado, simila¡ al propuesto por Anderson [15]. No

obstante, se preserva eI orden de largo alcance antiferromaguético, persistiendo Ia

estructura de dos subredes interpenetradas , i.e. (5" (m)) o r,-; pa,ra rn pa.r y

rn impar, respectivamente.

Esta aproximación funciona muy bien para espines alt¿mente correlacionados,

1o último es válido para o muy pequeño. También, aI crecer la dimensionalidad del

sistema, los resultados mejoran notablemente, puesto que al aumenta¡ la dimen-

sión se favorece el orden de largo alcance. Si adem¡ís se conside¡an spines mayores

que |, se obtiene una mayor precisión en los resultados.

En una dimensión se obtiene que la energía para el estado base es asintóticamente

exacta; el error es menor que el 1% al compa,ra,r con resultados exactos de Or-

bach [7], siempre que 0 ( a < 0.5. Pa¡a redes cuad¡adas funciona bien hasta

o = 1 con menos de un 0,5% de error, lo último al compara.r con resulta'dos Monte

Carlo.

Aunque hay soluciones numéricas para este problema, no existen soluciones

analíticas en función del pa,rámetro de anisotropía o, excepto pa.ra el caso de una

dimensión con spin |, Los tratamientos numéricos emplean tiempos de compu-

tación excesivamente grandes aJ trabaja.r con sistemas anisotrópicos de dimensión

mayor que 1 o bien espÍn mayores que +; además ellos presuponen el uso de crimu-

los finitos (aunque de ta,maño relatiramente grande) de modo que en tigot, no son

exactos.

El Hamiltoniaao a diagonalizar es el siguiente:



'¡-(. 
-_ "tf,{s'1ñ+ ¿-)s"(ñ)+

É.,i

+o[s'(á + dls'(ñl + s'(ñ + á'¡s'1á¡¡],

acá J es la integral de interca.rnbio, a el pa.riímetro de anisotropía, 5''e''1ñ) son

las componentés {x,¡z} del operador de espín en el sitio ñ.

Pa¡a entender con mayor facilidad la aproximación PNME, es conveniente co-

menzar con eI caso más sencillo, siendo éste el caso unidimensiona,l. Pensemos

en un sistema físico consistente en una cadena lineal de espines con S : | (for

ejemplo, iones frjos con espín |). ttüs a.delante retoma¡emos el caso más general

consistente en un sistema de cualquier dimensión y espín arbitrario.

El l{amiltoniano a diagonalizar en este caso es

(1)

T{= J » [sí,sí 1 o(si*,si + sl+lff)] ,

donde la integral de intercambio J, es positiva en el caso de interés (antiferromag-

netismo). Sf , Sy,, Sí son las componentes del operador de espín en el sitio iésimo,

que para el caso de espín |, son las matrices de Pauli. Los operadores ,9i cumplen

las siguientes reglas de conmutación.

(2)

(3)

Ising, el

ts;,si] : i6¡,*e,¡,51,.

Aquí j, ,t son indices de sitio y \ ,, \., p ) toman los ralores \r,y,,\.

En e1 límite o ---+ 0 1a relación (2) se convierte en e1 Hamiltoniano de



límite a ----+ 1 nos da el Hamiltonia¡o de Heisenberg isotrópico y con a ) 1

obtenemos el modelo XY.

Es más cómodo tratar el Hamiltoniano ((2)) introduciendo los operadores de

t'subida" y "bajada":

qa - s'*isu

Reemplazando (+) en ((2)) se obtienc:

(4)

7t: "ri [s;-.,s; 
+;(s,X,sr + sn+s;,)] (5)

Lo que se pretende aquí es encontra¡ los estados del sistema descrito por el

Hamiltoniano (5) y sus energías. Para ello trabajaremos en el límite en que a es

pequeño, esto es cuando la componente z es la miís importante en el Hamiltoniano,

lo que equivale a trabajar en el límite Ising. Al trabajar e¡ este límite podemos

tomar el estado de Néel l¡tr > I lltltl ..'> como punto de pa.rtida

para resolver nuestro Hamiltoniano, pero el estado de Neel no es solución de (5),

puesto que al aplica,r 7l sobre dicho estado se obtiene un estado distinto' Como

primer intento hacemos una pequeña modificación a este estado. Ya que estamos

interesados principalmente en el estado fundamental debemos considerar dos co-

sas: primero que el estado base de un sistema antiferromagnético se encuentra

solamente en el subespacio con M=0 [26]; esto lo podemos conseguir invirtiendo

un par cualquiera de espines en el estado de Neel, lo segundo es que esta altera-

ción del estado de Néel involucre la menor energía posible de la parte Ising del

Hamiltoniano, y esto lo conseguimos exigieodo que el par que se invierta, sean áos

espines inmediatamente vecinos.

I



Con estas consideraciones esta,rnos motivados para definir los operadores / que

invie¡ten pares de espines de la siguiente forma [16]:

d],, = -q,1rs,

/j,, = s,+S;, I impar (7)

Suponemos que nuestro sistema no tiene frustración del orden antiferromag-

nético y de este modo dividimos la red lineal de espines en dos sub-redes cris-

talogrfficamente equivalentes (esto es válido siempre que nuestro sistema exhiba

orden de largo alcance 1 por eso esperamos que paxa dimensión mayor' y ta.mbién

para interacción a vecinos mrís lejanos, mejoren nuestros resultados). A la sub-red

compuesta de sitios pares le asocia,mos espines zp f y a la sub-red de sitios impa'res

le asociamos espines doun |. De este modo los espines de u-na sub-red interactúan

solamente con espines de Ia otra sub-red (interacción sólo a primeros vecinos). De-

bido a la iava¡iancia traslacional es conveniente tomar la tra.nsformada de Fourier

de (6) y (7):

ól(ji) = f e*rs,{rS¡ (8)

ó:lk) : "ia¡sÍs;,

@ dimensión I no existe orden de largo alcance, salvo even-

tualmente a temperatura estrictamente nula.

(6)par

\-
L2

(e)

10



Estos operadores crean cyrit.-:^_ -

pe¡mitir¿ín diagonalizar n,m 

excitaciones con compoa(

.restro Hamiitoaiano. 
tnte z de espín nula' y nos

Ahora gene¡alizamos 
e.

ar caso de la cadeaa ,rn"ur' '"nto 
ante¡io¡' con

arbitra¡j¿ y espín s ,u*or, 
s t¡atar el caso de 

un raeonamieato análogo

frust¡ada (i.e. que ." ,r"r, 

a¡bitra¡io fI6]' bajo 
'u 

o'un 

t'"t"*u con dime:¡sión

ejempro, redes cúbicas o o": 
' 

to-ooner en dos t'o-'l'u'"t" 
que Ia red no sea

Entonces er Ham,toniano,r,:::T:::,'"'i 
::;;'-H;;.'-

= "r!{s'1ñ+r)s,1.d;a

+|ts*{ñ+a,¡s_1.d; 
+ s+¡ñ¡s_¡á+ a.;¡}, (10)

donde ñ ¡eco¡re todos lor

sitios de Ia sub-red ,. o.* ^'-^t,^o: 

t:t* con espín 1' ñ+ dtott"'ponde a ros

siempre corresponde . or, 

'o 
nu" Ia red es no f¡ust¡ada,

sitio de ra sub_red f. Los v 

cumple que É+ í + í'

cou sus vecinos mas próximos- 
"," "":"1-: 

¡' Los vectores d couectan uu sitio

de coo¡dinación, que es ia 

:ros' y la ca¡tidad de vectores á- ¡os indica el número

cual ,ama¡emos z. 
antid¿d de primeros vecinos que tie¡e u¡ sitio dado, el

Pa¡a este caso general, .los

slout = .¡toman Ia forma 

operadores (s) y (s) que crean excitaciones de con

i1



d:{fr) : » ",¡ñs*1.É + íls-t,ñ1,
ñ.

donde i pertenece ala zora de Brillouin de una sub-red y -É ,""o"." la subred f'

Es conveniente considerar el término aditivo Q á¿,0 en (ll), para simplifrcacio-

nes posteriores.

ótr$) = #4.'rus+(ñ+ó')s-(E) * Q 6r,o

Estos operadores /| transfieren espines coherentemente de la sub-red

sub-red J.

Es útil recordar las siguientes relaciones de conmutación obtenidas a partir de

(s) v (+).

tsi, s;] : 26 ¡,*s" ( 13)

ts;, sfl +6i,ksf (14)

Ahora, el plan de trabajo a seguir es el siguiente: se intentará escribir eI Ha-

miltonia¡o (10) en términos de operadores que cumplan las siguientes relaciones

de conmutación'

(
lok. d;,1 = c)k.k,

(11)

(12)

f,ala

72

( to.)



lo*, o*,7 0 (16)

t'l7,.tl - €ra,[ (17)

aquí hay tantos l, como grados de libertad del sistema.

Si se cumple (15)-(17), entonces, al usa¡ el desarrolllo convencional de opera-

dores de subida y bajada concluimos (dado que el espectro de T{ e*á acotado

inferiormente) que existe un,estado vacío" | 0) o estado fundameutal de energía,

'11 l0\ : Erla). El "vacío'cumple a¡, l0) - $, V a' A pa'rtirde

este vacío es posible escribir cualquier autoestado en la forma:

l'o>: T 
(ffi'"'

mientras que el Harniltoniano toma la forma

(18)

(1e)Jl-le¡a[a¡ + Eo.
k

Si logramos escribir 7l en la forma (19), tenemos resuelto eI problema, puesto

que tendríamos la energía del estado base -Eo y de las excitaciones €¿'

comencemos ahora el desarrollo algebraico que nos permitirá obtener la reia-

ción 19. Veamos en primer lugar las relaciones de conmutación que cumplen los

operadores dÁb, dados por (12).

13



[0,-tí1, o;tr'1] : * » e'(k''-t) ñ 
[s*1,ñ + f )s-1.d + d;s'1ñ1+

R

_";ñ.1t-ttg+qfilS-(ñ + ¡-_ Jr¡s,1á + 6-;]

Esta expresión es algo complicada, por 1o que es necesario introducir una apro-

ximación, Ia que consiste en trabajar en el subespacio de estados con alto orden

antiferromagnético. En tul .u.o, el primer término de la derecha es nulo, puesto

que el operador S-(á + 6') actúa sobre la subred doura f, tiene una contribución

distinta de cero sólo para alteraciones del estado de Neel, las que son despreciables

eo el espacio en que estamos trabajando.

En el segundo término de la suma, al conmuta¡ los operadores 5+ y S-, la

relación (20) nos queda:

lo¡l:r.,;tFr] : -=]-tÉi{kr-i) ñÉiki {i-i'r

fs-1t{ + a-- oals*1ñ¡ + 2á6-,,ís'(ñ)] s'18 + r';. 1zt;

Aquí, mediante un razonamiento análogo aI anterior, es inmediato l-er que e1 primer

término dentro del paréntesis cuadrado es aproximadamente cero' En el límite de

alta correlación se cumple:

s"(ñ)lJv> : sl;v>

s"(ñ + ¡') l,v > - -s l¡,r >

(20)

14



s+(ñ+rals-1ñ+ó-)l¡/> - ó,-,,,-(s1s+ 1)-s2-s) l¡f > e2)

5+18¡s-1É+d-ó-'¡l,,\r > : á,-,,;(sis+ 1)- s'+s) l//>,

donde S es el espín total de 1os iones.

Entonces la relación (21) la podemos escribir como:

- lo¡¿i , d](d')] = 6n,¡ 6*¡, (23)

Ia que es viílida para o ------+ 0.

En este punto, la teoría PNME extieqde la relación de conmutación (aproxi-

mada) (23) m¡{s a,llá de su rango original de r.alidez; esto es, para valores de a y

temperatura finitos.

Por otra parte, en forma directa se obtiene :

[oli) ,oa(É')]: o (24)

Las relaciones (23) y Qa) nos indican que estos nuevos opera.dores /fi), que

hemos definido en (12), cumplen las leyes de conmutación bosónicas en el subes-

pacio de estados donde hay un alto orden antifer¡omagnético.

Ahora corresponde encontra¡ la relarión de conmutación ent teTl y $¡{í). Paria

esto separamos el Hamiltoniano en dos pa.rtes: Hamiltoniano Ising y Hamiltoniano

XY, los cuales respectivamente son:

15



'l7r = tls"(É+i1s,¡á,, {25)

,, : LII_(s-tA+ i'¡s-181+s*1ri)s-1,{+d¡). (26)
.R.6

Después de un poco de álgebra se llega a la siguiente relación para el conmu_

tado¡ de 'l1y ."" ót(É)

pl,, o{rÉll : #4";rñs+(ñ+r'¡s-1ñ¡

Nuevamente, para simplificar esta expresión, tratrajamos en eI límite de alta

anisotropía (o .-----+ 0). El primer término entre paréntesis es la proyección sobre

el eje z, del espín perteneciente a la subred f, y sumando sobre todos los vecinos

se obtiene zS, De1 mismo modo el segundo término nos da -2.g. Con estas

consideraciones la relación a¡terior nos queda:

l7{, , o¡«Ét) = #4,¿rás+(ñ+ó')s-1ñ¡12," -l)+ o(#). (28)

Despreciando la contribución de Ia désviación del orden antiferromagnético,

obtenemos:

r -,LR^;=f .'oFs'(P+ils-f ñlr 2zs - I ). /.) t: ¿ 
^.t -

16

(27)

(2e)p1, , o¡ri\ =



Ahora, el miembro de¡echo de (29) ro podemos escribi¡ en términos del operador

dr-(I') definido en (tz)

lH, , o¡rtt) : r(2zs _ t)(a¡r6l - oaru) (30)

Hemos obtenido así la diagonalización de la parte Ising del Hamiltoniano, y

sólo resta diagonalizar la parte XY. Pero,7/", se puede escribi¡ inmediatamente

en términos de los operadoro dr(É)

,"1 tIa,u - r;,/2s,N\ (,i(d) + óíñ) _ 2a)
6

(31)

Cabe hacer notar que la relación (31) es exacta, ya que no se ha usado ninguna

aproximación para llegar a esta expresión. sumando sobre el tercer término de la

derecha nos queda:

"" = r;,,tr",NE(¿itO + dl0) - "ort/z,w g (32)
6

Es inmediato ver que de (23), (25) y (31), se obtiene:

(33)

De

l?1,, , o¡tÉl = r;,ñs,N 6r,6.

Aho¡a estamos en condiciones

(30) y (33) se obtiene:

de escribir el conmutador de 71 cot ,i,t (É).

1.7



W ,r,trl¡l : r(zzs -r)(o¡rb - ol.r,)

+ ,I:J2S2N ó.^

Deflniendo adecuadamente Q, como

177 , o¡ri\ : r(2zs -t)ó*(É) (36)

Como ya habíamos visto, las relaciones (23)' (25) y (36) nos permiten escribir

el Hamiltoniano de la siguiente forma (restringiendo el espacio de Hilbert a estados

con componente z de espín nula)

7{ = q2zs -1)»d}(¿)dlÉ1 + an. (38)

;,t

Este Hamiltoniano es bien conocido, siendo del tipo oscilador armónico E, es

la energía de1 estado base, 1a cual está indeterminada por ahora y para obtenerla

se aprovecha el hecho de que 1a energía de1 estado base del Hamiltoniano de Ising

18

(34)

(35)

obtenemos

y también,



es conocida.

Para encontrar E, escribamos ei Hamiltoniano directamente en términos de

1os operaclores d;(i). Ercribir 71rr., términos de /r-(E) es clirecto de (32). La

obtención deTt¡ en función de los operadores d;(ñ) "r 
un poco más larga. para

esto defrnimos

,/,t¡@¡ = óyO-e6íd,

y de (30) tenemos que ,/lÁ) satisface

(3e)

fll,, t¡rtl = r(zzs -1)liÍ(r). (40)

Obviamente, los /r-(í) cumplen las relaciones de conmutación bosónicas, luego

Jl, : ft(z"s _ t)ú!(búlÉ) + 8,,, (4r)
É,t

pero, Bj es la energía del estado base para el modelo de Ising, la cual es conocida

E! : -rJS2!.c 2' (42)

y de este modo obtenemos

= J(zzs -t)»úttÉ¡,á¡lÉ¡ - NJS,
,t,¿

19
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2'
(43)



?l=Tí,+'11,0
: r(zzs -1)IóÉ(¿)Er(í)

k,b

En - -)'rs'i (, * #=). ($)

Para obtener el estado base lc >. necesitamos que se cumpla:

oli)lg> - o, V 't, á' (46)

Un camino posible a seguir es da¡nos un estado de prueba y mostra,r que se

cumple (46), Pa¡a esto es útil la siguiente relación:

dl¿) t.v , : tr*1) ,[Ñ12 q,o1/.r >, (4i)

Esta relación indica que (dr1í¡ - cle.) es un operador de destrucción si | ,'V >

es el racío. Aplicando el operador "de traslación" e-cl"' »6- (óI(0) - ót(0)) 
se

obtiene

/T»r(oltol - dlo)) ¡¡¡, (48)

20

Volviendo a los antiguos operadores órG), de (a3) y (32), obtenemos

^, / o2 \
- .vJs'.lj r--- 1. (il)

2 \ 2zS-t)

Comparando las relaciones (38) y (++) se obtiene di¡ectamente En, como

ls> - e-"6-1



satisface (46), pa.ra cualquier E. Not"-o, que el estado fundamental es r¡na trans-

formación unitaria del estado de Neel. Además, de (47) se tiene que el estado de

En el gráflco de la página siguiente, se muestra la energía del estado base para

una red cuadrada dada por la ecuación (45) y corresponde a la línea continua.

Se compara con la teoría de ondas de espín y cálculos numéricos mediante Monte

Ca;rlo, representados por la línea discontinua y de puntos, respectivamente.

2l



La frgura -l nruesl,ra que la teoría, en el caso rridime'sional, es asintóticamente

exacta en el límite Ising (o -----r 0) y se mantiene muy buena hasta cr: I.

_t.a

^-\'d
-qIu

0.0 02 0.d 0.6 0.8 t.o

ft

Er la referencia [21] se estudia la exactitud de esta aproximación (pNMB), y

se muestra qrre el error es proporcional a oa-

figura 1

.0.5

0.c

.0 6

.0.7

,)



CAPITULO 3

Soluctóu eN¡,1Ítrce ApRoxIMADA DEL ANTIFERRoMAcNETo

op HprsoNsERG coN AcoPLAMIENTo A PRIMERoS Y SEGUNDoS

VECINOS

El HIIA, a pesar de su apariencia simple, permanece como un gran desafío

hasta eI presente y ha sido ¡esuelto exacta,rrente en forma analítica sólo pa.ra el

caso isotrópico, unidimensiooal, con interacción entre espines primeros vecinos y

S - 1lz]por Bethe [27] en 1931. No obstante, para estudiar el caso bidimensiona'l

se han usado varias técnicas, ta,les como c¡ílculo variacional [28], diagonalización

exacta para sistemas pequeños [29] y método de simulación Monte Carlo [30]'

Por otra pa,rte, con el descubrimiento de los materiales superconductores de alta Tc,

se ha agregado otra fuerte motivación para estudiar el HHA bidimeosional, puesto

que los experimentos, mediante scattering de neutrones [31] sobre La2C uOa y

otros materiales de este tipo, ha.n mostrado que existe un orden antiferromagnético

en los plaaos CuO2 y es en estos planos donde tendría luga'r el fenómeno de la

superconductividad.

La teoría desa¡rollada en el capítulo anterior, funciona bien pa.ra redes biparti-

tas, donde los espines de una sub.red interactúan sólo con los de la otra sub-red,'

y para redes con espines altamente correlacionados'

.10



Es interesante analiza¡ qué pasa cuando el orden antiferromagnético tiende a

desaparecer. Esta frust¡ación se puede estudiar introduciendo una interacción a

segundos vecinos .I2 antiferromagnético, que compite con la interacción a primeros

vecinos J1, ta.rrbién antiferromagnética.

En este capítulo se generaliza la teoría, para interacción a segundos vecinos ./z

en una red bidimensional, en este caso es más complicado dividir la red en dos .

sub-redes, puesto que hay interacción entre espines de una misma sub-red.

No obsta,nte, nuestros resultados para la energía del estado base en función del

parrímetro .I2,tro son buenos en el límite Jz -'+ Jt', con J2 antiferromagnético' Esto

se debe a que en nuestro análisis partimos de un estado que exhibe alto o¡den

antiferromagnético. Estos resultados fueron publicados en Physical Review B

[34].

Nuestro sistema físico es una ¡ed cuadrada de iones con espín |; coosiderat"os

interacción a primeros y segundos veciuos coo aniEotropía a a primeros vecinos y

B a segundos vecinos. El sistema está modelado por el siguiente Ha'miltoniano:

Tl - th *'l{n * ?1,s, I 17,n,, (4e)

donde ?77r." ! H,sr,, representa la parte Ising y transversal del Hamiltouiano, res-

pectivamente. Los subindíces 1 y 2 representan interacciones a primeros y segundos

vecinos, respectivamente.

'tlt, : J,L[s'in'r i,ts'rñt]
F,;

(50)



'l1tt

't1,y,

.u

frgura 2.

Deflnimos los operadores de excitación de espín-cero como sigue:

of,tñt : "*(¡ + 
"-r)s-(ñ)

Los operaclores d¡, obedecen un álgebra cornplicacla,

t»u lt"ra*i,)s'(ñ)l -tp[s'1ñ,+ i ¡s'1d,¡]

#; tr-,u + 6',)s-(ñ)i+ s+1ñ;s-1ñ + r',¡]

#¡t"ro+ Í,)s-(É) + s+1.á;s-1,ñ + i;¡l

(5r)

(52)

1+» [s*rri, r i,¡s-1n,¡+,\+(ñ,)s 1ií,+ Í,¡],+ --t
R' ,i

(53)

(54)i, : ,í, + á-,*, .

Aqrrí J1 y J2 son las conslanles de acoplarriento a pritneros y segunclos veciuos;

o y ¡? deterrninan las anisotropías correspotrilientes, ñ representa ios nodos de una

strl-l-red, /i' l,r, .1" la otra srtb rcrl, ó-; cott i : I,2,3,4 sott los vectores que cotrectarl

las clos sub-rcdes entre sí a primeros vecitros, colno sc muestra et la fig,2. S(ñ) es

el espín en el sil,io ñ y 5* : ,9'* ziSv.

3r Z'
,zo:. D¡

/s, \o
a

(55)



L ,t
lr,-(R,). ol(nrll : $'tÉ,) -s'(Br +t,)) a¡,.6,ór-,.,-, (J6)
t"' o¡ )
t, - ^ -'l
lel(R,). o.i(R,)l o. (57)
[0, at 

J

sin emLrargo, si rtno sustitu5,e el iado dcleclio de la ecuación (56) por su prolrsssifn

sobre el estado de Née1 l,V), e1 cual asigna espín up a 1a sub-red -á, el conmutaclor

se ¡educe a

fo,1{ñ,), o},t.É,1] : 6 ñ,,ñ,6í.,í,. (58)

Es razonable reemplaza,r la relación de conmutación (56) por la relación (58)

que es mucho más simple, cuaudo trabajamos en el subespacio de estados con alto

orden antiferromagnético. En la ¡eferencia [32] se da un criterio preciso para la

exactitud de tal procedimiento. Con esta sustitución Td,u, y Tl,* pueden escribirse

en términos de los operadores /u', en uoa fo¡ma muy simple.

'tl,a, : #» (ur,u, + dl(id))
R,¿

11¡ u, : J4 » {.rr( Á )o-,-,, ( ñ + ¿-; r- á-,*, ) + r-0,., ( ñ + ó-; + á-,+, )o}, ( ñ )

4 ;í( ¿' -"'+r

+ dl-,(ñ + á-' + 611)@-6',(ñ + do + ¡i,)

-r d¡,*,(ñ + á-, + ó:r)d1ái(ñ + d, + d') + H'c'\ (60)

Las ecuaciones (58), (59) y (60) permiten obtener las relaciones de conmutació¡r

de los operadores dii con 1a parte trinsversal del Hamiltoniano. E1 conmutador

con Ia parte Ising es dado Por

(5e)



[u,,, ot1h] - +ts+(ñ + a-l¡s-1ñ¡¡ {s,1ñ a a-1 - É,¡ - s" 1É + íS}

-Jls+(ñ.+ al¡s-1ñ¡, ' ,u9

l.u rt,;'] Jz
111,,, ói,@)) - ;s+6.+¿ls-lálE{ s"1ñ+ í,_í, _t,*¡*

I

s" G. - ij - ár- *,) + s'1,{ + o1 1 5'¡ 1 d¡*,¡

-s'(ñ+a]+a;1*,; ) $2)

En el límite de alta anisotropía (o pequeño), en donde el orden antiferromagné-

tico prevalece, los operadores S, del lado derecho de estas expresiones pueden ser

reemplazados por sus 
'alores 

medios < s' > = *|. La ¡elación de conmutación

entre los operadores d¡, y el Hamiltoniano filalmente queda

[t, o],«El] - (34 - 4r,) ótr G) + ff {ot,.,«ñ+ 6-; * ó-,+s) + d},*, (ñ)

+dl,*.(ñ + d, + ál+,) + o,|,.,.tñl) + f;. (63)

La relación (63) muestra que los operadores {r- (.É) y el Hamiltoniano }l obe-

decen un á.lgebra cerrada, y entonces una combinación lineal de ellos puede diago-

nalizar el Hamiltoniano. La invariancia t¡anslacional dei sistema nos lleva a tomar

la transformada de Fourier de los operadore. dr,(ñ)

o!,{b :,1 * 4.'ru r",,u,, (64)



donde i denota un punto de la zona de Brillouin de una de las sub-redes fe-

rromagnéticas, digamos {.É}. Reempla zando la ecuación anterior en l¿ relación

(63) obtenemos que el Hamiltoniano sólo mezcla aquellos operadores dt(É) "o"
i = 7,2,3,4 para cada i. Uno obtiene

frr, ol,tíl] : u"dl(í) +d{(1 + 
"*;i1r-i+íi*"¡; ol*,(i)+

* (1 + e-;Á tí,+a-',,)) o|,*. {í)} + ,ar,",

donde €6 =3J,_ 4J2,a: *tE,td: +. Estaúltimaecuaciónpucde

escribirse en forma matricial

[u, ü1[;] :
56

1 1 ,-r[ ó.

0

1 -¡ 6-'[ a-'

, * 
"-;É'd,n

1 + e-i[6:o

0

0

1 ¡ .-;É'í"

EU

7 I ¿-;É'í.'n

1 ¡ ¿-iÉ'í"

0

1 1 ,-;i ri"

66

(65)

ú1É7 + Árr.o,

(66)

donde

itdl:

ql, (k)

el(e)

oL lk)

el.(¿)

Diagonalizando la mairiz de 4 x 4 dada en la ecuación (66) encontra¡nós un con-

junto de 21ú operadores ,br(É), i = 1,2.,3,4, operadores que obedecen la estadística

28

,Á: y i,¡:i,+i¡. (67)



de Bose, los cuales son excitaciones elementales del Hamiltoniano de Heisenberg

antiferromagnético eo el límite de espines altamente correlacionados .

1wlk):;

7 e-lx ott

1 e-16'|

7 -e-iÉ 
í'n

7 -e-1x'ot+

e-iÉ.í1

-; i.í,-t

e-iÉ.ít

-iÉ.í,

e- 
'K'ot2

- -- * É.í.,

-¿- iÉ í"

¿- il lr"

y(k)+

E
0

0

0

(68)óÉ,o,

donde

vitÉl =

,i l(k)

,!lÍ)
ú¿(k)

lrl(i)

(6e)

La energía de las excitaciones asociadas a ry';(ñ) vienen dadas por e;(É) y son

e, (Á)

er(í)

e.(i)

e¿(t)

6o * 4dcos (;t t) -' (|;. o;)

6o * 4dsin (;¿ r,) 'i" (;É t)

eo- 4itcos(;¿ 6i)"", (|r a)

€o - 4d sin (lt a) 't" (;¿ t )

e,(h,l,t, (É),b;G) + s,,

90

(70)

(71)

(72)

(73)

El Ha.rniltonia¡o de Heisenberg, de este modo, toma la forma de un conjunto

de 2-l[ osciladores armónicos

11-» (74)



donde la energía del estado base viene dada por

Notando que

N Na2JlE,--;(h-rz)-rofffij; (75)

,t,G)l^t) : 
Zu¡otrr ,

donde l,A/) es el estado de Neel que asigna spin up a la sub-red

fácilmente encontra.r que el ket

rs) = *r{-? (ultol -,r,(o))}u/)

(f0)

E, uno puede

\tt)

satisface

,b,G)ld -o (78)

para cualquier E y 6-, siendo así el estado base.

No existen muchos resultados numéricos bidimensionales. La energía del estado

base dada por la relación (75) se compara con cálculos numéricos de la referencia

[23] para la red unidimensional con interacción primeros y segundos vecinos. Las

frguras 3 5 muestran la energía del estado base como función del parámetro de

anisotropía, pa.ra el caso de Ia red unidimensional. Estos valores se comparan cor

cálculos numéricos (círculos).

En la fgura 3, se muestra el caso en que el parámetro de anisotropía, a segundos

vecinos, es nulo. En el caso "I2 
( 0, si lJ2f J1l ctece, mejora el rango de validez de

30



la aproxirnació, PNME, por io <1ue esta te<.¡ría.rejora cua.do J2 es ferromag,ético

y con valorcs gralrdes.

I'a figura 5 cs sernejante ala figura 3, salvo qrre en estc caso ll:0-2, se ve que la

teoría se qrricbra tlrarnáticalnente cuando ,/2 cs antiferroruagrré|, ico y ."..ulo. f ,

(J2:0.4Jt).

fr9ura 3

.i

t /t - ^rtir 2/ ! l- v-'e
p=o.4 - I 00

tigura 4

0. t5 0.30

a

frgura 5

a

1.20.90.6

a
0.J0,0

0.0

*i
3 -o.r 3 -0.¿

-0.6-0.6

0.0 0.i 0.6 0.9 1.2

d

J r/J ; o.oo
É=0.0 0.25

-0.50
-o'75

J-/.1.= O.4O

E=o.z '' ' o 'zo

31



CA.PITULO 4

Heuii,:loNreNo DE H¡,rsoNsoRc ANrrroRRol,l¡,cNÉrlco cox

rRustRecróN EN LA rNron¿ccról¡ DE TNTERoAMBTo EN uNA y

DOS DIMENSIONES

En este capítulo desarrolla¡emos un método para resolver sistemas magnéticos

con f¡ustración en la interacción de intercambio, en utra y dos dimensiones.

Como se mostró en el capítulo anterior, el estado base obtenido por el método

PNME (excitaciones no magnéticas apareadas) es un estado coherente y tiene una

estructura con cie¡to grado de desorden, pero presenta orden de largo aJcance an

tiferromagnético. Esto explica porqué en el capítulo anterior la teoría no funciona

bien en el caso " sobre {rustrado", esto es, para Jz > Jt (la condicion de frustra-

ción para el caso unidimensional con o = I es J, = +Jt). En el caso frustrado

unidimensionai se espera una solución lipo 2-2 (l ttltll ...)).

En e1 presente capítulo se presenta una versión variacional de 1a teoría PNME

en uua y dos dimensiones. Se obtiene la energía del estado base, la que es com-

parada con la obtenida por método Lanczos pa,ra c.lusúers de 12 átomos y con el

método variacional de Oliveira; se comparan, además, los parámetros de orden. Fi

nalmente se muestra el espacio de fase de las distintas soluciones eu función de las

interacciones de intercambio (JrlJ1). Este método variacional fue recientemente

32



introducido [24] para resolver el HHA.

Esta versión r,ariacional de la teoría PNME permite resolver el HHA para cual-

quier valor del parámetro de anisotropía o y cualquier valor de las 
.interacciones 

de

intercambio Jt ! Jt,, er una y dos dimensiones. Se parte tomando el estado base

I S ) obtenido por la aproximación PNME para el caso de alto orden anti{erro-

magnético (o --r 0) y se 1e ap.lica u¡a rotación en to¡no al eje y. Con este estado

base rotado, I S'), se construye el funcional de la energía ( S'l H lS, ) y u

continuación se buscan los mínimos de este funcional pa,ra los distintos valores de

los pará"rnetros.

El Hamiltoniano a resolver es semejante aJ del capítulo 3, salvo que a segundos

vecinos consideraremos, por ei momento, sola"rnente la parte Ising.

'17 = Tln *'114 *')1,n,

Donde'lfir,, y 71,r, representa Ia parte Ising y transversal del Hamiltoniano, res-

pectivamente.

(7e)

'11n =

'11+ :

\. _

af [s'1ñ+d,)s'(ñ)]
ñ.;

# » [r-|,e + ó-,)s-( ñ) + s*( ñrs-r Á + r]¡]
- ñ,

f E Ir',ñ ri,rs'rñrl -tY[s-r.ñ'+i,rs'tñ'¡]
- á,¡ - ñ,¿

i, + í,*,.

(80)

(81)

(82)

(83)

Aquí Jr y J2 son las constantes de acoplamiento a primeros y segundos vecinos



respectivamente, d determina la anisotropía a primeros vecinos, .É representa los

puntos de red de la sub-red f, -P los de la otra sub-red, 6] con d : 1,2,3,4 son

los vectores que conectaa las dos sub-redes entre sí a primeros vecinos y.i; conecta

Ios sitios más próximos de uoa misma sub-red,

A continuación tomamos el estado base obtenido en el capítulo 2 para el caso

o < 1, el que viene dado por

lg) : e-*;fit¡("iior -'"ro)) l"\') (84)

aquí /N0) son las excitaciones bosónicas empleadas al usar el método PNME para

diagonalizar eI Hamiltoniano, y vienen dadas por

(85)

v l"A/) es el estado de Néel.

En nuestro ciíJculo variacional tomamos una ¡otación del estado base (84) y lo

usa¡nos como estado de prueba. De este modo el estado de prueba viene dado por

lg @, o' )) - fi,(d) lg("')),

con .Rr(ú) operador de rotación unita¡io y 0 = (01,02,fu,0q), a', son parámetros

variacionales. La rotación es a partir del orden antiferromagnético, meüante la

cual los cuatro espines de una plaqueta rotan en les íngulos 01,02,03,,04¡ respecti-

lamente, alrededor del eje I/.

(86)



Para el caso bidimensional tomamos una plaqueta de cuatro sitios, con d1 y

02 los ángulos de abajo, derecha e izquierda respectivamente (á1 en (ñ+i) y e,

en el sitio (ñ)). Adem;s, áa y d3 son los ángulos de arriba, derecha e izquierda

respectivamente ( d3 en el sitio (d + á;)) y p, 
"r, 

(ñ+ 6 +ói).

figua 6:

nvtl\ : T-T.-o Ii (4,s,1ñ+ó¡¡ + ar,c,1li¡ + 03s,(Ii+ á-z) +rr t'-R ,,

+ o4s!Ui+a+¡,1)l (87)/l

Ahora evaluarnos la cnergía para estos estados rotados. Para ello se calcula el

i'alor nredio de 1l en los Ittter'os estatlos,

F(0,a') : ( s(0,a')l H ls(0,a') )

También podemos esc¡ibir el funcional de Ia energía como

(88)

1t(o,a'|) : ( e((}') | Rtr@) 111?,(d) | s(rr') ). (8e)

El trabajo que sigue es encontrar para qué valores de los parámetros 0 y a' se

obtiene un mínimo del funcional F(,ra') y de este modo sabremos la orientación

)zt

Sr

'5r
K

(5q



qlrc lieleli ios espirLes erl 1a plaqueta para esle estatlo {urrclar¡entai. lleciiartc

el parámetro o/. conocemos el grado cle apartamiento que presenta este estado

rcspecto al estado de Néei.

Para obtener F(0.o'). comenzatnos por rotar el operador ?l para luego pro-

mediar con e1 estado base dado en (81). Para simpJiñcar el tral¡aio algebraico es

cómodo notar que la r<¡taciórr de los operadores de espín es

nJ(r) s" R.s(o) : sin(d)S" * cos(á),9'

lt
Blrdt S- P,1á) : i(I - cosrd)).§' - itt - costdt¡.S- - sin(d)S=

nl(á) s- Ry(o) : |,, * -,,r,,r- - ,,,, - cos(e))s+ - sin(6)S'.

(e0 )

(e 1)

(e2)

Ocupamos estas relaciones para er,aiuar RI(0) 11-Rr(d)" esto es la ¡otación de1

Hamiltoniano dado en (79).

Para 1a parte Ising a primeros r.ecinos. en 1D r,2D, obtenemos

(gl¡l'llt,R.ols) : 0z*

(e3)

De {orma anáJoga, para la parte XY a primeros vecinos, obtenemos

-r, .r-l { vro'r r .q+, ñ - ¡, c- 1ñ) .cro') ) (sirr gr .in

* sin áz sin á: * si¡r á: sin 0¿ * sin áa sin d1)

+i{ r{"'l I .s"(ñ + íls'(ñl I e(a') ) (cos á1 cos á2

{ cos 02 cos 93 + cos P3 cos 9a + cos da cos dr )
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( g I Rl11*, Ro I s ) : al'ri" [(.". a, coslz *cos 12 cos ás +

cos á3 cos áa * cos da cos á1 + +) ( .,i(¿r')l

*,1ñ, ;¡"-qá) I r(,,,) ) ., j.,;,.,',r,2\
sin 02 sin á3 { sin á3 sin áa -¡ sin úa sin á1) <

* ( s(.,,) ¡ s"(ñ.+ á-)s,(É) I s(^,) )l (er)
l

Finalmente, ia parte Ising a segundos vecinos queda

(s I Rlu'Hhfi, l.s ) = "'r-vi [(-.4, cosáe*cosdzco.e.) {oto't I

s"(ñ + ils'tF) I s(o') ) * | (,i,, a,.i,, a. +

.indzsináa)(s(o,¡ | sr(É+ i¡s rñt lsr",))]. {e5)

Ahora podemos escribir el funcional de la energía, reemplazando (g3)-(gb) en

(89) obtenemos

F(O,,o') ¿ t.,tt\, t

1r.- : i la}''to') + "r{){"')] (cos d1 * cos á3)(cos d2 * cos áa) 1

! ["11 '){"') + sÍ})(o')] (sin d1 1 sin ás)(sin 0z a sin da) -¡

l! u!'J 1r'¡¡"s dy cos á3 f cos 92 cos áa) {
+ J7

i'iu!"'a'x'ind1siná3 f'siná2sináa) + |'u[!1''1 (96)

donde:



u[')1,,,¡ = lg@,) ¡ s,(ñ+ Als,fEl I g(o,) ),

H::a,@,) = ( s@,) 1 s"1ñ + ¿ls,ti4l I s@,) ). (e8)

(e7)

ul')@') = \s@'1 ¡ s"1ñ + i,)s,(ñ) | g(.,) )

.HÍ1,)@) = (g(c'') ¡ s"1E + i,¡s,1ñ¡ ¡ e1",¡ ¡

Ru{O) | s(a') ),

Estos valo¡es medios dan resultados distintos al ser eva.luados pa.ra el caso unidi-

mensional o bidimensiona.l.

Acá hacemos un alto para ver en detaile como obtener una de las relaciones

(93)-(95), por ejemplo la relación (93)

(s(CI') | .EI(0) 'tln &@) lg(o') ) - r, D( g(o') | Rl(0) s,G+d,ls,t,{l
'7"r

(ee)

(100)

(101)

y de la ecuación (90) tenemos que
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ajlo¡ s'1ñ + ¡-1).s"(,{) R"{0) : sin(06*;,)sin(á6) s'(,É + d,)s"(ñ) +

cos(06*u')cos(dn) §'(ñ + d,)s'(,á), (roz)

donde se usó que (S"S') - 0, ya que ,S' crea un estado cuya componente z de

espín es no nula, mientras que l9) posee Sía"t = 0; de acá la ortogonalidad de

ambos estados.

Entonces (101) nos queda

( g("') I Rtux,, au I g(o') ) : ;, ! ["u106*¡ )sin(dj (s'(d + d''ls'tñ)) +
ñ.,i

cos(á¡*; ) cos(aÁ) (s'(ñ + á-1)^s'(.ñ))] . (r03)

Los valores medios (S"(ñ + á-1)S"(ñ)) y (S'(á + dn)S'(E)) no dependen de los

ángulos d¡ ni de los nodos de la red.

Reemplazando (97) v (98) en (103) obtenemos

Nl2
( g("') I ¿J ?ln & I s{"') ) = "rr Hj}) ! sin(O¿*r-,) sin(d¡) *

_É,i

N12

JlHl')l,rrlsg¡*6-,)cos(d6). (104)
ñ,,;

La suma es hasta N/2 puesto que estamos sumando sólo sobre la subred f {,ñ}.

Ahora, es conveniente evaluar la relación (f04) en forma separada pa.ra una

(1D) y dos (2D) dimensiones.



En una dimensión, tomamos una plaqueta lineal de cuatro sitios

! sin(á¿a6, ) sin(d¡) : sin(0p-1) sin(p¡) + sin1pp*,1 sin(gn) *
LplaqLeta

sin(dp,¡1) sin(0p+2 ) + sin(rR+3) sin(0¡12) (105)

Tomando en cuenta que los ángulos se repiten cada cuatro sitios, áa..¡ : 0;,la

relación (105) nos queda

! sin(á¡.'.6,)sin(á¡) : sin(fi)sin(02)1sin(ár)sin(03) f
!plaqteta

sin(d3) sin(áa) * sin(da) sin(á1). (106)

Considera¡do que hay 1ü/4 plaquetas lineales, obtenemos

.\ /2 \-
f sin(0¡a6-,)sin(d6) : 7 [sin(ár)sin(áz) * sin(d2)sin(á3)1
ñ,¿

sin(á3) sin(áa) * sin(da) sin(01)l . (107)

Con un razonamiento análogo se obtiene

Nl2 A.

I cos(d¡*;, ) cos(d6) : 
7[cos(dr)cos(d2)*cos(á2) 

cos(d3)-¡

-É,i

cos(á3) cos(ga) { cos(0a) cos(d1)l . (i08)

Reemplazando (t07) y (t08) en (104)

( s(o') I RI 1ü, Ru I g@') ) : t,*u[i'1.i,,10, ¡ .i,1e,) * sin(á,) sin(03) 1

40



sin(03) sin(0a) + sin(da)sin(01)] -¡

tr#uÍ" 
[cos(d1) 

cos(dr) + cos(02)cos(03) 1

cos(á3)cos(da)*cos(da)co=(dr)] (109)

donde z es el número de coordinación, que en este caso vale 2. Con esto her¡ros

mostrado que (93) es vá1ida para 1D.

Ahora el'aluamos 104 para el caso bidimensional, para esto es conveniente de-

finir, .á'= ñ+¿] 1{, y recordando que en una plaqueta recorremos dos sitios de

la sub-red J, obtenemos

! sin(g¿-¡6,)sin(O¡) : sin(d¡*r-,)sin(á¡) +sln(gU*ur¡sin(06) *
lplo.queto

sin(0¡*;.) sin(d6) + sin(ú¿*¿) sin(06) +

sin(d6,*u-, ) sin(06,) + sin(06,*t,; sin(06,) +

sin(06,*u1 ) sin(0"-,) + sin(á6,*;. ) sin(d6,) (110)

Considerando que hay lú/4 plaquetas, obtenemos

N/2 N
!sin(á¿*¡)sin(0d = 

' 
[sin(0r)sin(dz) + sinlár)sinldr¡1

sin(03)sin(oa) * sin(áa) sin(ú1)l (111)

De igual modo obtenemos



ryll N
p cos(d6*¡,) cos(á¡) - 7 [cos(d,) cos(á2) + cos(ár)cos(ú3)+
ñ,d

cos(á3)cos(áa)*cos(áa)cos(d1)1. (112)

Reemplazando (111) y (tt2) en (104), se obtiene

( g(.') I sJ lln Ro lg(o') ) = ,,*u[:) 
l,i,1o,¡.i,1e,¡ a sin(o,)sin(g3) *

sin(03) sin(da) + sin(da) sin(ar)] +

n#r '[cos(ár).o"(0r) 
a cos(02) cos(d3) *

cos(03)cos(áa) + cos(0a) cos(01)] , (113)

donde z es 
"1 

,rir.r"ro de coordinación, que en este caso vale 4. Con esto hemos

mostrado que (93) es válida para 2D.

De (109) y (113) queda demostrada la relación (93), donde hay que considera¡

la deflniciones (97)- (100).

Habiendo mostrado como obtener ( 9 | R! '114 R, | 9 ). Podemos ahora

minimiza¡ el funcional de la energía dado en (96)

W = ! [rÍ')t"'l + anj])(o')] (cosá1 1cosd3)(cosd2 ] cosda)a

il"uÍ')1"')+ flfJ(o')] (sin0r + sin03)(sin02 * sinda) a

íliuÍ"@')(""s d1 cos á3 * cos d: cos 0¿) *

i*.rttr,OlArn01 siná3 * sind2 sinda) + ;"H[],)@') (114)



Los valores medios dados en (97) (100) fueron calculados exact¿mente en 1D

[ZS] pa.ra §: ]. Para el caso 2D se pueden evaluar en forma aproximada.

Los valores medios para el caso 1D (ver [23]) vienen dados por

( g(o,) I Sí*^sí lg(o',) ) = | ¡r,,. * (-1) Jllza) - J:(2(,1, (115)

( g(o') I s,l.,s, I g(o') ) : |{-r)"t'*'r{-i)É("+r) [á,,o + (-r)t+"J*(24f .

(116)

donde / y I { n son números enteros que caracterizan dos sitios de la cadena y ,,I,

son las funciones de Bessel de orden n.

A partir de las relaciones (115) y (116) evaluamos los va.Lores medios de interés,

obteniendo

aÍ')("')

¡rÍ!1)("')

-11ü<r"'l + tl(za'¡)

- J1(2a')

(117)

(118)

(11e)

(120)

nÍ»@') = l¡4<r"'l - rieú)

uL?)@') - üQa') - J2(2a')Jo(2a').
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Para el caso 2D se obtienen los siguientes valores aproximados [33]:

a.Í')("')

¡¿jl) (o')

u|'?\ qa'¡

H[?s)@')

-i (' - ;) * o,"",

. + O1o'"¡

| (r - r""r) + o1o";
- t)

! + ot"'¡

(121)

(122)

(123)

(r24)

Alrora sólo {alta encontrar los ralores d,e 01,, 02, 02, 0¿ ! a' que minimizan

F(fi,,02,03,0a,a'), con a y J1f J2 parámetros libres. Esto se hace numéricamente

y se encuentran las soluciones que se describen a continuación.

De los 23 conljuntos de parámetros que minimizan F(0,a'), sólo 3 corresponden

a mínimos absolutos de este funcional. Estos son

A)d1 :02:fu:0q:0yo'(1,

B) 01 - 0t:0,02=0e:r,

C) dr : 02= fu:0q, = i.

La solución A) corresponde al estado d.e Neél generalizarl,o, qte en e1 caso uni-

dimensional lo podemos representar por, I lltJlllJ ... >' Lu solución B) es un

estado longitud.inal o 2-2,, con la siguiente representación en el caso unidimensio-

na1, I liJlll1JftJjlt ...>. Finalmente, la solución C) es el estad'o ile Neél

transaersal.

En las fguras 7-9 se muestra la energía del estado base en finción' de J2fJ1,



,l

err .llas se coral)a.a rlicha crrr:rgía r:orr las ,l-,territla p.r los l.étodos La,cz.s y

vatiar:ic,nal rle Oliveira. I-as figuras 7 y l) corresl¡r¡lr dclr al ca.so lriclime¡sional,

nrieltl,ras t¡tre la figura B rlescribe rnr sisf,enra ru r irlinrerrsiolra I

Iiu 1l) .v (on (r = 0.1-r, la solrrciórr l'NNf ll es rne-.ior t¡ue la obt,enida por Oliveira

lrara valotes d<: J2f ,11 rnellole¡r tlrre 0.5. Iiln 2l) cl t él,odo l'NN'llJ funciotra nrejor

aLir.

figura 7
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Puesto que las soluciones tienen orden de largo alcance, es posible definir cuatro

sub-redes; usando la relaciótr (90) y el hecho que (9(a) lS,(,É) lS(o) ):0r"
tiene

(125)

(126)

(r27)

(i28)

(12e)

En 2D; m1,, rn2,, m3 y m4 son las magnetizaciones correspondiente a los sitios

É + 6'r, ñ, ñ, + ti v É + 6i, + 6'r, respectivamente (ver figura 1). En lD, la

magnetizarión rni corresponde al sitio i-ésimo en un arreglo de cuatro espines.

En té¡minos de la magnetización, los tres estados descritos anteriormente se

pueden expresar como

1) El estado de Neél (NS) correspondiente a, mj -mfi - -mi - -mi.
2) El estado longitudinal (LS) 2-2 correspoadiente a, ml : mi : -má - -ml.

3) La solución de Neel transversal (TN) está representada por el estado de Neél

en la dirección ¿.

Se definen los parámetros de orden para NS, LS y TN como sigue

m1

mi,

m;

mi

cos(fi) (e(d) | s'(d1) | s(o) )

cos(d,) ( s(a)l S"(Édls@))

cos(d3) ( eltr) | ^9'(,ta) | r(o) )

cos(áa) ( s(a) | s'(É41 s(") ).

(130)



Tmr. : ¡(nti*rni- rni-mi)
1, ,rnru¡ = i(tt,i tní ¡ rrj - mi).

(131)

(132)

Err las figuras 10-12 se tnuestralr los gráficos ,le los parárnetros de orclen corres-

porrrlietrtes a los estados LS, T|tr r'NS, r'esp ectivaurcttte, conto lu:nció::. cle- J2fJy

para el caso unidimensional y a * 0.5. A cotinuación en las figuras 13-15 se rnues-

tra el gráfico de los parámetros de orclen para rr:1.0.

La información eltregada por estos seis gráficos aprece tanbién en el diagrama de

fase de la ligura 16.

'I

Estado lonQiludinal 2 2

figura 10
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Estado Nóel¡

figura 11

Estado Néélr

figura 12

uJr 
15 20

De estos gráficos se clistinguen claramente cuatro regiones definidas por el pará-

nefto J2f \ para el método PNtrID, siendoéstas [0.0, 0.4], [0.4, 0.6], [0.6, 1.0]

y [1.0, 2.0]. Los tres tipos de orden, NS, LS y TN, son mutuarnente excluyentes,

para un determinado valor de J2fJ1 sólo un orden está presente. Por el métod<¡

Oliveir¿ se elrcrrr:ntrarr s<il<> tlos r(,gior)cs. 
.:

Las liguras 13-15 rnuestrarr el r:aso o : 1.0. l'ara valo¡es de anisotropía mas

grandes, el conrportarniento del sisterna es not¿l¡lernerrte distinto, ahora se tiene el

estado NT desde un cornierzo,0 < JzlJt <0.7.
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frgura 13

figua 14

figura 15
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Con el método PNME se obtienen tres regiones: el estado Neel a pan J2f J1

pequeño, una segunda región determinada por una solución del tipo Neél z y la

última región correspondiente a una solucién 2 - 2 o colirrcaL El griifico muestra

que'con el método Oliveira se obtienen sólo dos regiones: un estado paramagnético

pali. J2f fi pequeño y un estado colineal para J2fJl grande. El método Oliveira

trabaja con la rest¡icción ,9' : 0.
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Ill diagrarrra de fase colno fulción de a r Jz/Jt para los casos lD y 2D, ee.

lntrestra a <:olrl,irruat;it'¡n :

ID
00 0.5

J2lJt

fig.16, <liagrana <le lase 1l)

2D
00

0.0 1.0
JzlJt

lig.17, diagranta <le fase 2l)

['a¡a valores tle o < 0.5, hay s/>lo tlos tipos rle soluciorres; un estado NS para

JzlJ, < 0.5 y un esl,ado LS para J2fJ1 > 0.5..,IJn el caso unidirnensional la solución

NS es posible atin pa.r'a valores de J.2 x J¡,, err contraste ct¡rr el caso bidimensional.

['a.ta ol¡t,elrer el esiarl<¡ Neól ¿' colr el tníni¡no valor posible de a (o:0.41056

ert ll) y cr = 0.4 eu 2D), se requiere ,lzlJr x 
1,.

Para, ¿r ) 1,0 y ,lzl,1t ¡re<¡ueiro, se plcsenl,a un¿ soluci<ín del tipo Neél c para la

red lD y 21.). Ilrr el cas<¡ unidiltteusiolral y toriia,rr<[o valorcs tnás grandes de J2fJ¡,

cl sisl,ellla. se ortlcrta. Li¡ro Neril z; tttr ttll,ctiot arlrrr<'ltl,o <le ,l2fJlr lleva a l¿ solución

2 - 2 o lorr¡¡it,rrrlirrtl (1,,§).
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