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RESUMEN .

En el presente trabajo se estudia la facti-
bilidad de usar métodos semiclédsicos para describir la in-
teraccién de Atomos térmicos con superficies cristalinas.

Las expresiones semicldsicas usadas se de-
sarrollan en todo detalle y se aplican al caso de &atomos
de He (con energias incidentes entre 2 y 20 meV) incidien-
do sobre la superficie corrugada en s6lo una direccién. Se
encuentra un muy buen acuerdo en algunos casos y resultados
insatisfactorios en otros. El rango de validez de los mé-
todos semiclidsicos se delimita.

Como conclusién general se encuentra que
los métodos semicldsicos no son de utilidad préctica para
la descripcién del scattering eldstico de 4tomos sobre su-

perficies cristalinas.



I. INTRODUCCION,

El principal objetivo de este trabajo es es-
tudiar la factibilidad de usar métodos semicldsicos npara
describir el scattering elédstico de Atomos (de energias
térmicas) sobre superficies cristalinas, Este tipo de expe-
rimentos se ha transformado en los dltimos afios en una he-
rramienta experimental nuy importante de la fisica de su-
perficies. La solucién del scattering eldstico dtomo-super-
ficie es un paso previo para el estudio de colisiones no
eldsticas, Métodos semicldsicos, gue son una generalizacién
del método WKB a problemas de mds de una dimensién, han si-
do desarrollados en la dltima década especialmente nor W.H.
Miller [1] y R.A. Marcus [2].

Una excelente recopilacién de los avances
logrados en los primeros afios se presenta en la referencia
(3].

Estos métodos semiclédsicos, que fueron desa-
rrollados para el estudio de problemas fisico-quimicos,
fueron usados con gran éxito en ciertos problemas de la fi-
sica nuclear de iones pesados [4]. En numerosas de estas
aplicaciones, la asi llamada aproximacién semicldsica uni-
forme (USCA) mostrd tener ventajas sustanciales sobre cdlcu-
los cudnticos exactos usando el formalismo de canales aco-

plados: con un esfuerzo numérico considerablemente menor vy



al mismo tiempo permitiendo una comprensién mds profunda
del fenbémeno estudiado, se obtenian esencialmente los mis-
mos resultados cudnticos exactos.

El scattering de 4tomos térmicos sobre una
superficie cristalina puede ser formulado de una manera que
es formalmente idéntica a los problemas nucleares analiza-
dos en las referencias [4]. Esto sugiere inmediatamente
intentar aplicar la aproximacién semiclésica uniforme a es-
te problema, J, Doll [5] y otros investigadores [6], han
aplicado métodos semicldsicos para estudiar el scattering
eldstico Atomo-superficie, sin embargo las ventajas y des-
ventajas de los métodos semiclidsicos con respecto a los
cudnticos no han sido sefialados con precisién. Es esto el
principal objetivo del presente trabajo.

Aqui s6lo consideraremos el caso en que el
dtomo incidente es difractado por una superficie corrugada
en una direccién., Esta hipbtesis (que sin duda no es rea-
lista) simplifica considerablemente la aplicacién de 1los
formalismos semicldsicos al problema., Al final del trabajo
se harin algunos comentarios sobre c6émo uno espera que 1lo
aqui presentado varie si se asume una superficie corrugada
en dos dimensiones. |

En el capitulo II se desarrollan formalmen-
te las distintas aproximaciones semicldsicas. Los resulta-

dos de los estudios numéricos se presentan en el capitulo



III donde estos son comparados con los resultados obtenidos
por un programa de canales acoplados (cuéntico). El progra-
ma numérico cudntico desarrollado para este trabajo ha sido
descrito en otras oportunidades)[7J razén por la cual no se
dan detalles en esta tesis. Finalmente, en el capitulo IV

se resumen las conclusiones.



II, LA APROXIMACION SEMICLASICA,

1l.- La ecuacién de Schrbdinger.

Como ya hemos mencionado en la
introduccién, consideramos un cristal corrugado sélo en una
direccién. Con esta hipStesis el problema se reduce a un
problema bidimensional.

Sea (%,%Z) un sistema de coor-
denadas fijo en el cristal, con el eje z normal a la super-
ficie (ver figura 1), Denotamos por V(x,z) al potencial de
interaccién entre el dtomo incidente (situado en r = (x,2)

y la superficie cristalina, Si M y E son la masa y la ener-
gia del Adtomo incidente respectivamente, entonces la ecua-
cién de Schr8dinger para el problema aqui considerado viene

dada por

f oo o 1
- o ¥+ Wixg)-E U(xz) =0 (1)

con

vV = 2% & QZ (2)
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Fig. 1 Diagrama que define las magnitudes geométricas usadas

en el presente trabajo.



2.- La aproximacién WKB.

Sin pérdida de generalidad po-
demos escribir la funcién de onda para el sistema de la for-

ma

L (x,2)
KIY(X/Z) _ ei’n ¢ ' -

Reemplazando (3) en (1) se obtiene que gg(x,z) satisface

la ecuacidn

5 V2¢+ ~L(Y7;5)2+ V-E =0 )
2 2M

Planteemos para la funcién gé(x,z) un desarrollo de la for-

ma

2

DHxz) = gzé(x,z)+(-aﬁ)gé(><,z)+(-m) gé_(x,z)jt___. (5)

Sustituyendo esta expansién en (4) se obtiene

[%(ﬁgé)2+V*E]—% {\’7%+2§7}é-§§2§1]+0(ﬁ2):o | (6)

Introducimos ahora la aproximacién semicldsica que consiste
en despreciar en (6) todos los términos de orden en h supe-
rior o igual a h?,

Igualando a cero los términos

en la ec, (6) con la misma potencia de ﬁ, se obtiene que las



funciones gé(x,z) v gé(x,z) deben satisfacer las siguien-
o 1

tes ecuaciones:

L (F4)+ (Vixa)-€) =0 2

y

2 7 Tz —
Vg+2 Vg -V =0, ®)

La ecuacién (7) es la asi lla-
mada ecuacién de Hamilton-Jacobi [8].
De (7) se observa que si
V(x,z) es un potencial real, la funcién Qé(x,z) también
lo serd. M4s atdn, de la ec, (8) se desprende que, si
;6 (x,z) es real, también lo serd 95 (x,z). Por lo tan-

(2]

to la funcién de onda 1P%x z) aproximadamente se puede es-

%¢&z

Wixz)=Alxz)e 9

cribir de la forma

con

Alxz) = €¢7 e , (10)

La ecuacién de continuidad pa-

- s
ra estados estacionarios se reduce a V - J = 0, pues como

ﬁY? no depende del tiempo, QQSL/EDﬁ = ED(K%“qfqi),/ZDt:=



>
Evaluemos v « J para la funcién de onda dada por la ec.

(L)

9.7 i 7 |v' Py - vy

_ E%*[Véé +2§5z§'§g§4}=0 1

De (l1) se desprende que la ecuacién (8) no es otra cosa

que la ecuacidn de continuidad.

3,- La funcién de onda emergente.

Para obtener la funcidén de on-

da, se debe encontrar Alx,2) ¥ D (x,2) .
'i f=)

La fase (x,z) se encuentra

integrando la ecuacién de Hamilton-Jacobi (7) por el método

de las caracteristicas. De 1a ecuacidén (7) se obtiene que

X,Z
p y \ il
:{;\@(X,Z) = J Rix'z)e' + C ) (12)
XZO

ntegral se evalda a lo largo de la trayectoria

En (12), k(x ,Z') es

donde la 1

cla51ca que pasa por el punto (x,2) .

el vector de onda local cuya magnitud viene dada por
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4 (13)

y cuya direccién es tangente a la trayectoria.

Es claro que hay numerosas
trayectorias cldsicas que pasan por el punto (x,z). En es-
te trabajo nosotros s6lo estamos interesados en el scatter-
ing eldstico y por lo tanto es suficiente conocer la fun-
cién de onda emergente lejos de la superficie cristalina
(es decir para z tales que V(x,z) = 0)., Si s6lo estamos
interesados en la funcién de onda emergente, basta conside-
rar las trayectorias clédsicas que pasan por el punto (x,z)
y han sido reflejadas por la superficie. Aln asi hay nume-
rosas trayectorias cldsicas que cumplen con estos requisi-
tos, Consideremos una de estas trayectorias y evaluemos
su amplitud A(x,z). Para esto igualemos el flujo dinciden-
te y emergente entre dos caracteristicas. Supongamos que

la onda plana incidente viene dada por

Ve ()
in .

Para el flujo incidente dsin a través del '"tubo'" de seccidn

(dxo)-(COS Qi) (ver fig. 1) se obtiene entonces

—

@v). == ijkl Cos 9; Cf%o
[is] =

cx. cosB. K| =B dx, O3

[8 . )



donde hemos denotado por una k cursiva la componente z de
ﬁi’ es decir §i=(Ki,—£i), (la componente paralela a la su-
perficie, o sea a lo largo del eje ﬁ, las denotaremos con
letras maydsculas), Note que Ei es negativo.

-

Para el flujo emergente qjem

se tiene que

$ =(dx) cosb N (16)

donde |J se evalda con la funcién de onda

e

qiﬁ(x,z) = /-\(x,z)e%_(é(x'z} (17)

Asi se obtiene

B, = ok o8 |Al2) 15

em

i

M(sz), o k. (18)

Aqui nuevamente ﬁf es la componente normal del vector de
>
onda emergente kf de la trayectoria considerada, Igualan-

do ambos flujos se obtiene que la amplitud A(x,z) viene da-

da por

Alxz) =

(19)




El factor dx/dxO puede ser positivo o negativo., En el caso
que sea negativo se debe reemplazar dx/dxO por su valor ab-
soluto y agregar una fase (1 /2) a gé(x,z). Este punto
lo detallaremos més adelante.

En la integral que aparece en
la ecuacién (12) para la evaluacién de la fase gé(x,z),
el punto inicial de la integracidn (xo,zo) debe ser elegido
de manera tal que la trayectoria clédsica que parte de este
punto con momento‘ﬁﬁi pase efectivamente por el punto (x,z)
después de ser reflejada por la superficie cristalina. Para
todas las trayectorias podemos tomar el mismo wvalor Z, =
constante (por supuesto que fuera del alcance del potencial
V(x,z)). A pesar de esté limitacién, pueden existir numero-
sas trayectorias clédsicas distintas, o sea trayectorias que
comienzan en lugares X distintos, todos con el mismo ﬁi’
que llegan finalmente al mismo punto (x,z). Por supuesto
que todas estas distintas trayectorias tendré&n diferentes
momentos finales’ﬁﬁf. Para obtener la funcién de onda
emergente, deberemos sumar sobre todas estas trayectorias
distintas.

AGn falta especificar la cons-
tante de integracién C que aparece en la ecuacién (12), No-
te que al variar X, para un z g fijo, no se recorre un fren-
te de onda ya que los puntos de fase constante de la onda

-3
incidente se encuentran en el "plano'" normal a ki’ De la
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figura 1 se desprende inmediatamente que C debe elegirse

como sigue,

- .

C:R-ﬁ=}ﬂ&+%ﬁo (20)

C

=
donde se usé la notacién By ™ (xo,zo). Resumiendo: La

funcién de onda emergente se puede escribir de la forma

—iwé(x,z)

Y (xz) = > Alxz)e c21)

i
T‘myec'?’or—f as

donde

i

(22)
F:

La amplitud A(x,z) viene dada por la ec, (19). En (21),
para un punto (x,z) dado, la suma debe realizarse sobre to-
das las trayectorias clédsicas que:

i) Tienen momento inicial iﬁi.

ii) Parten a una distancia z, del cristal.
iii) Pasan finalmente, después de chocar con la superficie

cristalina, por el punto (x,z).

Note que la integral en (22) evalda el ntimero de ondas de

De Broglie a lo largo de la trayectoria clésica.
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4.- La amplitud de scattering.

Para z fuera del alcance del potencial
V(x,z), la onda emergente debe ser una superposicién de on-
das planas. Por este motivo escribimos (para z - «):
Bx2) L (R T
Xz)= % Alxz)e - = hip "
q‘lfm( : ) ) 27 )[ } e chex

T«—ayec‘fo Has &

donde L es el largo del cristal y

R;:: ( K£+°<J/P“3x) (24)

K =17 (25)

Esta Gltima relacién (que se debe a la ley
de conservacién de la energia), junto con la definicién
(24) permite para un Ei y o dado, evaluar~£a. En (23) fa
es la amplitud de la onda plana. El factor 'ijiz;fﬁifj
es de origen puramente geométrico; en efecto, es la razén
entre el ancho del frente de onda incidente y del emergente
en la direccién ;a (ver fig., 2).

La densidad de probabilidad que una particu-
la incidente emerja en la direccién ?d viene dada por (ver

por ejemplo ref. [7]):

P-Ifl (26)



>
l>||' B>
-
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Fig. 2 Grafico que muestra en forma esquemdtica la relacidn
geométrica que existe entre el ancho del frente de

ondas incidente y las diversas ondas emergentes.
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Evaluemos
_,l.t—“\_)
PO (R-Re) P (kb (== )x
Jo’x & Pl e dx e

(27)
Multiplicando (23) por é»qo(—aﬁgij) , integrando y usando
la ec, (27) se obtiene
+ o i%gé(x;z -fa:; F
.-.__S__.._ J@/X‘ /“\(X{?)e =
'ﬁ’ﬁ?"j -
. e il ary ng
L (g [ o
L (s L e
27 b, &
— 0o
T (28)

O sea
‘ _ , .
Rﬁ = ) -
o= Z J Alxz) € 9
{% 'Ilv-ay —_ 02

Usando la relacién que antes habiamos encontrado para la

amplitud A(x,z) (ec. (19)) se obtiene
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LBz} ¥ )
yj F{p c/x 8( (30

—fr‘a 7

Ahora convertimos la integral sobre x en una integral sobre

X, Usando el hecho que
L>
c/
Z JC jO!X —J— j (31)
fmy _-/2

(30) queda de la forma

Lfa -(ng(x )R,
; t\ 3t oy
1[3 = —LJ clx, ‘}ﬁﬁ_ ex o (32)
p L_l/ }%{ G-IXQ -

Definamos

F’(Xz) ::%d@’(x,,za)m@-?. (33)

Usando las ecs, (22) y (24), se obtiene que

8%}

>
i
—

A

X2
Aﬁbﬁ z,) :J R ol o+ B = e (34a)
X, 2,
X,2
=2 oF —foJr K;(x, )ﬂ% -4 (34b)
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-
Por supuesto que K(r') es periédico en la direccién parale-

la a la superficie, es decir

E‘(x#a,z') = F(x’,z') } (35)

donde a es el pardmetro de la red. De esta observacidén ¥y

la ec, (34b) se desprende que

ﬁﬁ(xom,zc) = Aﬁ(xo,zc%(ﬁa_ (36)

Los demds términos del integrado de la ec. (32) son perié-

dicos si x  +~ x  + a, luego

N = E( U,omrh/l&>
A &ﬁ [ d
et J o vl

O

con L = Na,

Por otra parte

N Lmﬁm e ) < @a%zﬁm

Z e = ne Z o

o sea, fB serd distinto de cero sélo si

/33 = %\C = G{ con /ué‘Z £39)
/ / , -
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Note que g?$ es un vector de la red reciproca superfi-
cial. De todo lo anterior se desprende que sélo hay ondas
planas emergentes en cierto nfmero finito de direcciones

discretas. Los dngulos emergentes GQV deben satisfacer

la siguiente ley de difraccién;

A
sen O, = sen O, + Y - | (8]

Usando (38) y (39), (37) queda

L

" 1 3 5
| J I [ . olx A
= L | x|/ A olx (41)
75 ) - L by olx, < .

Podemos ahora nuevamente escribir la inte-
gral en la ec. (41) en términos de las coordenadas finales
(x,2), en lugar de las coordenadas iniciales (xo,zo). De

esta manera se obtiene

B )
[ _"’_J cx \/._%ﬁdx o (42)
RICA 2.

" o clx

(o2)= | R(F)-elF '+ KT =R 7 @)
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5,- Aproximacién de fase estacionaria,

Consideramos la integral

!
1=[ gtoe -

y supongamos que f£(x) varia rédpidamente y g(x) suavemente.
Ademds supongamos que el integrando tiene un punto de fase

estacionaria, es decir, que existe un punto x, tal que
f(x)=0
R T Bl (45)

Supongamos, sin pérdida de generalidad que f"(x,)>0, El in-
tegrando en (44) s6lo contribuye a la integral en la vecin-
dad del punto de fase estacionaria, pues lejos de él, la

fase varia rdpidamente dando origen a répidas oscilaciones
del integrando que se promedian a cero, En la vecindad de

X, se tiene que
Plx) = fla)+ % £ G x s

Reemplazando (46) en (44) y asumiendo que g(x) varia lenta-

mente ahi donde la ecuacidén (46) es vdlida, se obtiene

o : - T

) (7 5 ) (xx))
I =glx)e olx &
[_](’(X,,) f/ 2T

/2
=3t ()

(47)
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Este método aproximado para evaluar la integral (44) se co-
noce bajo el nombre de '"método de la fase estacionaria'.
Usemos el método de la fase estacionaria pa-
ra evaluar la expresidén integral para fu dada por la ecua-
cién (42).
Los puntos de fase estacionaria se encuen-

tran de la siguiente ecuaciébn

DAL (x,Z)
X

N A
(1«(x,z)—#<.)->< == (48)
o sea, se debe cumplir que

K(x,z) =K, (49)

La interpretacién fisica de la ec. (49) es inmediata. Para
un p dado, es decir, para un pico de difraccién determinado,
los puntos de fase estacionaria en la ec. (42) corresponden
justamente a las trayectorias cldsicas que para t > -+ « se
mueven en direccién de K

Como veremos mds adelante, en cada intervalo
de tamafioc a, o sea, entre x  y X, * &, hay 2 trayectorias
cldsicas que cumplen con (49). Denotemos estas 2 trayecto-
rias (para cada p) con un indice adicional j = 1,2.

Supongamos ademds que los puntos de fase es-
tacionaria en la ec. (42) pueden ser considerados en forma

separada (o sea estdn bien aislados), entonces
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:Z 1\ - jﬁ/( - " eé A/u. | (50)
o 2G|

()

donde K(x,z) es la componente paralela a la suverficie del
vector de onda final E(x,z).

Como veremos en las aplicaciones numéricas
mas adelante, la derivada 3K(x,z)/9x que aparece en (50),
para un j es positiva y para el otro j es negativa; sin pér-
dida de generalidad los denotamos por j=1 y j=2 respectiva-

mente. Definamos

2 .
s =2 (51)

B’“d 22K xz) J

()X l(J)
Entonces

A %‘ (o + )
fo=Tr..c Voo e )
pe 4
de donde
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con

P cl'as

p o+ f) (54)
/" 2
clas : ; =
PU en cierto sentido, como veremos en el capitulo III,

es la probabilidad clédsica de que la partfcula incidente

Prim

emerja por el pico de difraccién u, Pu es la asfi 1lla-

mada ''probabilidad semicldsica primitiva. Pﬁrlm difiere

de Pﬁlas en el término de interferencia, o sea, para obte-
ner (53) no se sumaron las probabilidades clédsicas de cada
una de las trayectorias j=1,2, sino que se sumaron las am-
plitudes de probabilidad y recién entonces se tomé el valor
absoluto al cuadrado. En otras palabras, en el método se-
micldsico primitivo no se desprecia el principio de super-

posicién, siendo posible por le tanto la observacién de fe-

némenos de interferencia.

6.- Aproximacién uniforme de Airy.

Frecuentemente ocurre que la hipdétesis, de
que los 2 puntos de fase estacionaria estdn bien aislados,
no es buena. En ese caso se debe recurrir a métodos més
sofisticados para evaluar la integral (42).

Consideremos nuevamente la integral (44).

Supondremos ahora que hay 2 puntos de fase estacionaria tal
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que

r(xq) = ‘]C}(Xz) =0 . (55)

La figura 3 muestra en forma esquemdtica la forma de f(x)
(si es que x, y x, son reales) .
Introduzcamos una nueva variable u implici-

tamente definida por
4 3
f(x) = v ~fur oy = hilo) )

donde 1as constantes £ y n se eligen de manera que los ex-
tremos de f(x) y h(u) coincidan.
Los extremos de f£(x) y h(u) ocurren para

bid = + i s
Xy s Xz v Umz + VE respectivamente Por lo tanto

se tiene que

£om flc) = hio) =285 4+ 5 (572)

Y2
fo=flo)=hu) =28 +7 (57b)

Sumando y restando estas dos Gltimas ecuaciones obtenemos

2= 4(58)



p (XD

*X

Fig.

2

Representacién esquemdtica de la funcién £(x)

mostrando los 2 puntos de fase estacionaria.

25
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2/3
e=[200-£0] o

Reemplazando (56) en (44) y realizando el cambio de varia-

ble de x a u se obtiene para I la expresién
AO . /| :2—’
. * L(_éu+~.{;u)
I L‘Z ) dX ( =) 3
= & cu | ==~ 3><)C—2 (60)
clu
— -
Igual que en la seccibén anterior, supongamos que
(chéﬂJ-g(x) varia lentamente, M4s alin, supongamos que en
la vecindad de u = O,(Jxﬂﬂg~g(x) tiene la siguiente expan-
sién:

<£>5(M =Y (61)

du

Evaluemos esta Gltima expresidén para x, y X,:

(i%_) Ji = o 7\&—' (62a)

(c&)zﬁz = B = u;V?ﬂ

du

' (62b)

Aquf se ha usado la definicién

g; = gi%) jetr



De (62) se pueden despejar ao ¥ o, obteniéndose

v =4[ (49 5, +(5). 5. ] o

e I

Derivando la ec, (56) dos veces se obtiene que

2 2
‘F”(X) = 22U (g')%) +(U2-—§)%—;<QZ (65)

Evaluando esta dltima expresibén en x, , ¥ notando que

sz - E = O , se obtiene que
) du )"
«El': {‘ (Xq) = 2-\{?(0'_{;)1 (66&)
P (x,)=-2VF (g ) (66b)
e )= -2 (5
de donde
dX) _ 2V L
(% AN (672)

(_oi%i) _ (%?E )1/2 | (67b)

du
2
Reemplacemos la expansién (61) en la integral (60) :
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+ 09

Lf? , C‘("EU*%UE)
]~ e Jdu (et + <0 & 65)

— oo

Por otra parte la expresidén integral para la funcién de

Airy [9] es

Qv+t u®)
Ac(a) = Je S (69)
Derivando (69) respecto a X se obtiene
oo sy 3
PRI (R Lo
S o T R clt 70
()= =jve | (70)

Usando (69) y (70), (68) queda
_ ‘Z . . ] \
| = 2mre _[%DAL(“E)%%AL(“?/ . (71)

0 sea, usando (58), (59), (64) y (67), se obtiene finalmen-

te
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§ - i;(ﬁ-ﬂ) (73)

Esta expresién aproximada para la integral I se denomina
"aproximacién uniforme de Airy'".

Usemos la aproximacidén uniforme de Airy pa-
ra evaluar la expresién integral de fU dada por la ec. (42).

Para g, se tiene

(74)

pues, por (49), kf = ku para los puntos de fase estaciona-

ria. Luego

dX, Px 1
t =
= (75a)
2 y}?uf,!r 4
donde se ha usado la definicién (51). Andlogamente se ob-

tiene que

ey

Vg Var 2
2

Ja _ O -V_vﬂ (75b)



ki

Usando (75) se obtiene para fu en la aproximacién uniforme

de Airy

‘ (1) (2) ’1/4
A +A, | \
f=9r e (/u ){(&f“"”?»:)i A-§)+

+(*t)(v[};—v;;) §-1/q AL’('g)} (76)
Con4/2 2 (2) (1) A/j
(- (2(ar- )

Para la probabilidad de que una partfcula incidente emerja

por el canal p se obtiene finalmente

Um'{ cas -
= . 2 (78)
L Rlethe L

[ = !§}4[2/'\f("§>f“/if‘“(”§i")") 79
(§>o>
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7.- Representacién integral de f“!

En lugar de obtener fU evaluando aproximada-
mente la integral que aparece en la ec. (42), se podria
pensar en computar la integral directamente en forma numé-
rica. Sin embargo esto trae consigo una seria dificultad.
Al evaluar la integral (42) numéricamente,se encuentra que
el resultado de la integracién depende de la distancia zg
del cristal hasta donde se computaron las trayectorias
cldsicas. El origen de este problema radica en que a la
integral (42) contribuyen todas las trayectorias clédsicas.
Estas trayectorias emergen en un continuo de direcciones
diferentes, haciendo que el Jacobiano dXD/dX como también
la diferencia de fase de las distintas trayectorias depen-
dan de Zg. Este problema desaparece al evaluar la integral
(42) usando los métodos descritos en las dos secciones an-
teriores, pues como vimos, las trayectorias que contribuyen
para un canal p dado, son sélo las trayectorias clésicas
que asintbéticamente emergen en la direccidn ﬁu’ es decir,
las trayectorias que contribuyen se mueven en la misma di-
reccién (no divergen), haciendo que las magnitudes que apa-
recen en las expresiones finales no dependan de z..

Por otra parte, si V(zf) ~ (0, es claro que
no se puede obtener informacién adicional sobre el proceso

de scattering, al integrar las trayectorias clédsicas més



S

allad de z_..

Mediante una transformacién candénica a otro
conjunto de variables, es posible encontrar una expresién
integral para %#_que no tenga los problemas de la ec. (42).
Estos procedimientos se conocen bajo el nombre de '"unifor-
mizacidén de las trayectorias' y han sido estudiados espe-
cialmente por R.A, Marcus [2], [10].

Sean Xg, Zg las coordenadas finales de 1las
trayectorias cléasicas y P ¢ pzf los valores de las coor-
denadas candnicamente conjugadas respectivas. Introducire-

mos las nuevas variables x, T definidas por

S

¥ = X, P 5, (80)
P f
Z

T =M £t (81)

Note que x no varia si zp se aumenta y que
7 wvaria asintdticamente igual que el tiempo. Denotemos
por ﬁxf v E las nuevas variables canénicamente conjugadas
a Xy 7T . Asintéticamente, E coincide con la energia E,
Consideremos la funcidén generatriz del tipo
Fz (ver ref. [B]) que tiene como argumento las viejas coor-

denadas y los nuevos momentos



— S

F(Xffzfifgx E) = X B T AR

con
e \ 2.0
Se tiene que:
PZ O - B - P (erf:)
f E)izf .-
e QE —
B = S = iy
i ZD)\f i
de 83 y 84 a-b vemos que E = Elin = Ei
2M
ey 22
;{: EJE ﬁXn“‘Zﬁ/z(—L:Xn”Zf'Xf
DE ! )Cf-a T F’;
Fey Fay “f
s 28 . 020

En la ec. (17) hemos denotado por

Ldix

i

)

33.=

(82)

(83)

(84a)

(84Db)

(84¢)

(844)

(85)
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a la funcidén de ondas, escrita en funcién de las viejas va-

riables. Denotemos por

— _ £d(zz)
1{/}(55,@):/\(55,?)61 (86)

a la funcién de onda que describe el mismo estado pero en
términos de las nuevas variables x y 7. En las referen-
cias [}], [10[ y [ll} se muestra que la relacidn entre

g{o v gﬁo viene dada por

/f 7 —_ /f S — — —_— —_—
)_[[;) 92 (X,Z .> ‘t] é( ff [’) 2, (XF,‘T/[/ )D).;.FJ )+ Xjr;(ff_ Z———-J (87)
o sea, usando (22), (82) y (84)
— Lt
1L d(ze) (26k K|k + EX + K% s
-L'? (éﬁ(/\fﬁ/ = = f“%j——- —+- XE/'E—*)(//ﬁ == _3:_7 }/\]CX . ( )
o
Para la amplitud A se tiene que
e 4 / 2 { ,Q.) /
4 Iv =(-4. ) A dx. = -~ clx, (89)
/éFA GlLX L/%LL) o L )
luego
-r-—-4—1 ) /"7
A(% 2) 1 e = (90)
AlRz) = == lf — Vs
Vorl Jdix <p

-

Una onda plana emergente en la direccién kU en las viejas
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coordenadas viene dada por la expresién

(k.- F
(P_;(X;E> ::ﬂ;wj«;a = - (91)
K V2L

Para la misma funcién de onda, pero en las nuevas coordena-

das se obtiene

(92)

g | - P
bl e = <l
//L

o
N - E — ol A

L U e e
orlL JdX . ( . )

L - L K )Jx- A
/{ ) T(E“t )tjd')( _/{F\»___"_'g_ [

= - [Jc e / \ %, o e
- C(lkKR-A) o
NS dx 1A (e e

con
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t;

Ao | (= oxdff)ee

+ -

L

(\

En las ecuaciones anteriores K'M denota la componente para-
-3
lela a la superficie de kL, que es el vector de onda cuya
magnitud esti relacionada con E' por la ecuacién
2 [ —akj2
%ﬁ | % )
. e —= B (95)
2M -

De (93) se obtiene la expresién integral buscada

K- )x-A)
{, ajolxrof;e s

(96)

con A dado por (94). Esta expresidén a pesar de su gran pa-
recido con la ec., (42), no tiene los problemas de ella. Co-
mo X ni A varfan una vez que se ha llegado a la regidn asin-
tética, el integrando no depende del punto donde se de-
tiene la evaluacién numérica de las trayectorias.

A partir de (96) se obtiene finalmente la

probabilidad P;nt de que una particula incidente emerja por

el canal yu.

int 2

PY_ IR

/ /
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8.- Las ecuaciones clidsicas de movimiento.

De todo lo presentado en lLas secciones ante-
riores, se desprende que la evaluacién de las trayectorias
clédsicas es esencial para estas aproximaciones semiclisicas.

El hamiltoniano para el problema viene dado

por

Ly Far = 5 3 4 2 &2
H(X,ﬁ’g," ﬁ’(;{?&’) = ?l’/f ( P){ T Fg > 3 \/(X,z) (98)
donde para el potencial dtomo-superficie elegiremos un po-

tencial canénico usado por numerosos autores [12],@1 asi

llamado potencial de Lennard-Jones-Devonshire:

Vixz) = V(z) +V(z) cos (LX) (99)

con

| «(z,-z)| «(z.-2) ) l
Viz)=De e —gJ (100)
¥

Viz)=-2p3D ¢ L (101)
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El potencial Vo(z) es el promedio sobre un
plano paralelo situado a una distancia z sobre la superfi-
cie. Los pardmetros D y =z corresponden a la profundidad
y posicién del minimo del potencial. El pardmetro 8 mide

la rugosidad de la superficie, a es el espaciado de la red

mientras que o *

es una medida del alcance del potencial.

Los valores de estos pardmetros que se usa-
rldn en el presente trabajo se dan en la tabla I. Estos pa-.
rdmetros corresponden al scattering de dtomos de He sobre
la superficie LiF (00l1) a una energfa incidente de 20 meV.
La figura 4 muestra el potencial en funcién de z para este
caso.

A partir del hamiltoniano se encuentran las

siguientes ecuaciones de movimiento:

;T*' _ o (102a)
clC !
~ I/ r

bj[zx - - Wc)f\’aix’z) (102b)
&

de _ (102¢)
At M

y

C‘/Pz __ 2Vixz (102d)



Fig. 4

Grédfico del potencial usado en este trabajo.

Vo(z) es un potencial de Morse. Las lineas cor-
tadas indican las energias Ei de los tres esta-

dos ligados del potencial Vo(z).

3%,



Tabla 1

40.

Parametros del Potencial V(x,z)

usados para el scattering de He

sobre una superficie de LiF.

Parametro Valor Significado

a 2.84 A Parametro de la red crista-

lina.
| |
! D -7.63 meV Valor del minimo del poten- |
§ cial. |
§
? 2. 1.0 A Posicién del minimo del po-
é tencial.
9 - -

| ol 1.1 A o ' es el "alcance' de poten-
{ edal .

g 0.1 Medida de la rugosidad de la

superficie.
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Estas ecuaciones deben ser resueltas en for-

ma simulténea con la ecuacién diferencial para la fase A:

clt At A

(103)

Note que conociendo A se pueden obtener las

fases que aparecen en las expresiones para las probabilida-

unif

des semicldsicas pPTM ¥ P
u H

Las ecuaciones de movimiento deben ser inte-

gradas con las siguientes condiciones iniciales en t=

Alo) =0

z(0) = =z, =~ 9/‘\

x (o) = X,

Pl(o) = 1{5;{;3 sews O
Rlo) = Vzme cos &,

donde E y é%_son la energia cinética y el Aangulo de

dencia (medido desde la normal) del &dtomo incidente.

0

(104a)

(104b)

(104¢c)

(1044d)

(104e)

inci-
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IITI RESULTADO DE LOS ESTUDIOS NUMERICOS.

1.- Las trayectorias clésicas.

Para familiarizarnos con el método, analiza-
remos primero en forma completa el caso particular en que
el 4tomo de He incide con un &ngulo i9i = 30° y energia de
20 meV sobre una red (unidimensional) de rugosidad B = 0.1.

La figura 5 muestra las trayectorias clési-
cas obtenidas integrando numéricamente las ecuaciones clédsi-
cas de movimiento para 10 puntos de partida distintos (las
trayectorias denotadas por los nGmeros 0 y 0' son idénti-
cas excepto por una traslacién en el pardmetro de red a).
Los puntos de retroceso de las trayectorias clédsicas mues-
tran claramente la rugosidad de la superficie. También se
observa en la figura 5 que los dngulos de emergencia varfan
para este caso, en forma continua entre dos extremos E;?in
y E;?ax a medida que se desplaza el punto de partida de las
trayectorias paralelamente a la superficie, Las trayecto-
rias que emergen en los &ngulos E}?iﬂ v é}?ax estin en la
vecindad de las denotadas por los ntmeros 2 y 6 respectiva-
mente, La existencia de 2 envolventes (céﬁsticas) de tra-
yectorias clédsicas también se aprecian en la figura 5.

En la figura 6 se muestra Ve (o equivalen-

temente, a través de la ec. (40), €9f) en funcién de X,



43.

21 30 4 F 9 8 5 7 6
£ 01234\\86 ?‘9 o)
a ¢ :
1.51
.
1.0
| B=0.1
1 " 6=30°
4 He + LiF (20 meV)
0.5
0 T T T T e
0 25 30 35 40 X
a
Fig. 5 Trayectorias cléasicas incidiendo sobre el cristal

con E; = 20 meV y EE = 30? Las unidades a lo lar-
go del eje z estén expandidas con respecto a las

del eje x por un factor 2. Las trayectorias

Oy
Q' son idénticas excepto por una traslacién en un

vector de red a.
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gt
1

Vi

+7¢°

Fig. 6 Gréfico de la asi llamada "funcién nimero cudntico"
velx ). Al lado derecho se indicd el angulo @f
correspondiente a los vg de la escala de la izquier-

da.
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Para este caso, GB?aX =~ 66° y 69?1“ =~ = 22°. Como sabemos,
los picos de difraccién ocurren sélo en los dngulos para
los cuales Ve es un entero. Para el caso aqui considera-
do, estas direcciones se muestran en la figura 7., Es claro
a partir de la ec, (40), que (Qv serd real sélo para un nt-
mero restringido de enteros v, Estos se denominan los 'ca-
nales abiertos', Para nuestro ejemplo los valores de
v2>22 y vg-5no dan origen a 4ngulos emergentes reales
y estos canales se dice que son 'cerrados'". Es interesan-
te hacer notar que no todos los canales abiertos son nece-
sariamente clésicamente accesibles, FEn particular, no
existen trayectorias clésicas que emerjan en las direccio-
nes dadas por la ec, (40) para v = -3 y -4. Estos canales
se dice que son clédsicamente inaccesibles,

De la figura 6 se encuentran fédcilmente las
2 trayectorias que para un p entero dado cumplen con la re-

lacién (49): basta resolver la ecuacidn

Ve (X,) =/ (105)

Si u corresponde a un canal clédsicamente accesible (-2 < u <

hay 2 soluciones reales X

- que cumplen con (105). Esto

se muestra en forma esquemdtica en la figura 8.
Estamos ahora en condiciones de interpretar

fisicamente los términos p j =1,2. De la definicién

1sd
(51) v la ecuacién (40) se obtiene que

iy
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.
-
N

H=30°
E=20 mev
("

Haz
incidente

Cristal

Fig. 7 Angulos de difraccién para el ejemplo standard consi-

derado en este trabajo.
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Gréafico que muestra esquemdticamente el signifi-

Fig. 8

<

cado del intervalo xff.ﬁy
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I
|
|
|

BIX, )
iy 1 3 1 A
AK, @ .:)_))£, sz “ (106)
* 9)(0 (J) d)\o (J)

La expresién (ﬁQl)Ff/é%KD>(J) es la pendien-
te de vf(xo) en el punto de fase estacionario j, de donde

se deduce que (ver figura §) que Py.y ©8 la razén entre el

intervalo ijj - vaj y a., En otras palabras, (p)%{+pv}2)
es la probabilidad de que una particula que incide sobre el

[ i P j,
cristal emerja con un Aangulo Qf é.i é%(z)"é])j69£(1)+ k;}; 3

0 equlvalentemente con un ljf € [))—f% )2)+-%—j . Esto
justifica llamar pUzl - P, 2 la probabilidad clésica.

Note sin embargo que esta interpretacidn es
errdénea si la curvatura de vf(xo) es importante. En parti-
cular cerca de los extremos de esta funcibn avf/axo = 0, lo
que hace crecer desmesuradamente a los Py 3 invalidando esta

interpretacién, Por esta razén siempre se tiene que la suma

de las probabilidades cldsicas es siempre mucho mayor que 1.
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Otra alternativa para definir una probabili-
dad clisica es tomar la funcién vf(xo) vy obtener en forma

exacta cuales son los intervalos

- ~— (/ ~ > -

para los cuales se tiene que

-5 \ ,/il 1 V
X, e | - = ) (xm )6_[ ,u—é ft (108)
] A VA YV
y luego definir
P e ( J [ > (109)
= = oy .
/:L’t L J-/’L‘: 4 "_/U < =

Para distinguir estas 2 formas de probabilidades clésicas

clas

denotemos la tltima por P]J (2) mientras que la dada por

la ecuacién (54) por PUClaS(l).

2.- Las fases.

Un ingrediente esencial de los métodos semi-
clédsicos es la fase de la onda a lo largo de la trayectoria
clasica.

La figura 9 muestra la fase A (ver ec. (94))

en funcién de xo/a, Note que esta fase no es peridédica. A



401

T

107

50.

-204

Fig. 9 Grafico de la fase A en funcién de X./ct |



partir de A se puede obtener la fase Au(xo) que aparece en

la aproximacién semiclédsica primitiva y uniforme (ec. (43)):

N (%) == A(x,) + (Kffh;()- F (110)
/L' ’
La magnitud relevante en las aproximaciones semicldsicas

primitiva y uniforme son las diferencias de fase

AT, = A () A () (111)
Para el mismo caso anteriormente considerado, esta diferen-
cia de fase se muestra en la figura 10. Es claro que sé6lo
nos interesa esta diferencia de fase si v es entero.

De la ecuacién (53) se observa que la inter-
ferencia de las trayectorias serd constructiva o destructi-
va dependiendo del valor de la diferencia de fase Avgz)—ﬁv(ll
Por supuesto que esta diferencia de fase s6lo puede ser eva-
luada para los v clésicamente accesibles, Las regiones don-

de la interferencia es constructiva y destructiva estédn in-

dicadas en la figura 10.
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“He+ LiF (20meV)
8. = 30°
B =01
&$>_ 5L)

A (radianes)

| 1
clasicamente
|ﬂ accesible "I

interferencia

I
TeonstruclivaT N T T T T T F T
| 4
I 1
|

Fy

interferencia
destructiva

110

interferencia

constructiva

| -4
1 l 1 | I l

1

-3 -2 -1 0 1

Fig. 10 Gré4fico de la diferencia de fase Aéz)— Aél) en

funcidén de v.
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3.~ Las probabilidades PU'

Una vez evaluadas las trayectorias clésicas
vy conocidas las fases AU se pueden evaluar las distintas ex-
presiones para la probabilidad Pu de que una particula inci-
dente emerja por el canal yu.

En la tabla II y figura 11 se muestran los

resultados para el ejemplo considerado en las secciones an-

teriores.

clas
u

por una linea punteada) tienen la propiedad de divergir

Los resultados P (1) (cuadrados unidos
cuando estos se acercan a los limites donde los canales se
tornan clédsicamente inaccesibles. Esto se debe a que allfi
avflaxo = 0 y por lo tanto cada uno de los Py, 3 (j=1,2)

(ver ec. (1065) diverge.

clas
u

Los resultados P (2) por supuesto que
no tienen este problema, en efecto, la suma sobre todos los
canales, por construccién, siempre dari 1.

Ninguno de los resultados clédsicos estd en
buen acuerdo con los resultados cudnticos obtenidos por me-
dio de un programa de canales acoplados. Los resultados
cudnticos se vienen graficados por puntos sélidos. La 1i-
nea s6lida que une a estos puntos no tiene ningdn significa-

do, sbélo se dibuja para guiar el ojo.

La aproximacién semicldsica primitiva da un



“He + LiF (20meV)
ei = 30°
e canales acoplados Py 4 B=0.1
o USCA (Airy)
X SC (primitiva)
o cldsico !
A

cldsico 2 +-0.6 )

clasicamente_ '
accesible

,1_—.—-}-—--__

cerrado

7

7

i
($]
i
B~
|
w
|
[ ]
t
o
—h
N =

W

Fig. 11 Probabilidades de que la particula incidente emerja

por los distintos canales v.



Tabla II Magnitudes relevantes para el caso ilustrativo usado en el presente tra-

bajo (es decir para 8 = 0.1, (91 = 30° y E = 20 meV).

- T~ __canal -3 -2 -1 0 1 > ¥
Magnitud "
iraiz 1 0.220 + 1 0.136 | 0.051 0.386 0.440 0.544
raiz 2 0.220 - i 0.136 | 0.307 0.903 0.790 0.660
&, 27.290 + i 0.337 | 19.00 9.71 0.81 -7.35
c, 27.290 - i 0.337 | 18.65 17.79 4.47 -7.13
AD = Ar/* 12.26 8.08 3.66 0.22
D, 0.192 0.064 0.067 0.179
P, 2 0.114 0.123 0.108 0.205
peias (1) 0.0 0.31 0.19 0.18 0.39 1.06
Eilas(g) 0.0 0.30 0.17 0.20 0.25 1.00
| E_—’m 0.06 0.21 0.36 0.09 0.47 1.20
pu 0.05 0.26 0.36 0.10 | 0.25 1.0L
i pum““w 0.05 0.25 0.35 0.10 1 0.25 1.00

-'G6g
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buen acuerdo con los resultados cudnticos mientras no se

esté cerca del borde donde las trayectorias clédsicas se

vuelven clasicamente inaccesibles (lineas rectas punteadas).

clas

En este borde, igual que los resultados PU (1),la aproxi-

macién semicldsica primitiva diverge.

Comparando los resultados Pilas (1) con
Pirlm, se observa inmediatamente el efecto del fenémeno de

interferencia. En efecto, de la figura 10 se desprende
que para v = - 1 la diferencia de fase es tal que la inter-
ferencia de las dos trayectorias clésicas es fuertemente
constructiva. Esto se manifiesta en la figura 11 en el he-

rim

cho que para v = -1 el resultado Pgl

es mucho mayor que
P?%as (1). Para v =-2y v=20 1la diferencia de fase ad-
quiere valores que hacen que la interferencia sea levemente
destructiva , hecho que es corroborado en la fig. 11 en que
los resultados de la aproximacién semiclédsica primitiva son
levemente inferiores al resultado cléasico.

Cuando v se acerca al borde donde las tra-
yectorias clisicas se vuelven clasicamente inaccesibles, lo
que ocurre es que también los 2 puntos de fase estacionaria
se acercan uno al otro (ver por ej, la figura 6), de modo
que se hace necesario usar la aproximacién semiclédsica uni-
forme de Airy. Esta Gltima aproximacidén estd en muy buen

acuerdo con los resultados cudnticos usando el método de

canales acoplados (7 canales).
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4.~ Transiciones a canalesg clasicamente inaccesibles.
a) Soluciones complejas.

Si p corresponde a un canal clasicamente
inaccesible, entonces la ecuacién (105) no tiene soluciones
reales. Sin embargo, si permitimos valores complejos para
X la ecuacién (105) si tiene solucién.

Es claro que si x_ es solucidén de la ecua-
cién vf(xo) = u, entonces también lo serd su complejo con-
jugado x;. Estudiemos a continuacién, para las aproxima-
ciones semiclédsicas primitivé y uniforme la forma cdmo,

usando estas soluciones complejasjse pueden obtener las

transiciones a los canales clasicamente inaccesibles.
b) Aproximacién semiclédsica primitiva.

Recordemos que para obtener la aproximacién
semiclédsica primitiva se evalué la integral que aparece en
la ec. (42) usando el método de fase estacionaria.

Si p corresponde a un canal clasicamente
accesible la ecuacidn vf(xo) = p  tiene dos soluciones rea-

les x en el intervalo [O,a]. La figura 12a mues-

o
u, 1 H,2

tra para este caso las lineas de nivel de Re(iAp(XO’ZOD= C

en el plano complejo R, » Re(lﬂu(xo,zo)) es la parte real
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Im{x,)

Rc;( X,)
(a)
Im(x,)
voHe
0 R:(xo)

(b)

Fig. 12 Grédfico de Re(i AU (xo)) = C en el plano com-
plejo para a) el caso clédsicamente accesible

v b) el caso clédsicamente inaccesible.
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del exponente que aparece en el integrando de la ec. (42).
Los puntos de fase estacionaria son puntos de ensilladura.
Usar el método de la fase estacionaria en este caso signi-
fica modificar el camino de integracién de manera tal que
este atraviese los puntos de ensilladura de wvalle a wvalle
por el camino de mdxima pendiente. De esta forma a la in-
tegral sélo contribuye la vecindad del punto de ensilladu-
ra.

Si u corresponde a un canal cldsicamente
inaccesible la situacién es completamente distinta. En es-
te caso vf(xo) = p tiene dos soluciones complejas, una de
ellas compleja conjugada de la otra. La topologia de
Re(iﬂw(xo,zo)) en el plano complejo se muestra en la figura
12b. Ahora no es posible deformar el camino de integracidn
de manera de cruzar ambos puntos de ensilladura; sélo se
puede cruzar el de abajo. Esto significa que para los es-

tados cldsicamente inaccesibles s6lo uno de los puntos de

fase estacionaria contribuye a la integral. Como
x* =X , también se tiene que A* (') = 4 (2} De estos
U2 u u 1

b ] 3

2 términos el j que contribuye es el que tiene Re(iAu(j))<O
o sea Im(Au(j>)> 0. Curiosamente esto significa que de los
2 términos que aparecen en la ec. (52), el que contribuye es
el menor. Fisicamente esto es lo que se esperaba: que la

amplitud fu decrezca exponencialmente a medida que uho eli-

ge canales cada vez mids clasicamente inaccesibles (o sea a
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medida que se penetra cada vez mis en la '"sombra').

Para la probabilidad Pgrim se obtiene

FHM
/P&L = fﬁ{.c,/l‘e

En la figura 1l se observa que esta receta para obtener la

-2} Im Z&cjw
I S (112)

probabilidad semiclésica primitiva para el pico de difrac-

cién v = - 3 funciona bastante bien.
c¢) Aproximacién semiclésica uniforme (Airy).

En este caso, el desarrollo realizado en la
seccién IIL.6, no se altera si se incluyen puntos de fase es-
tacionaria complejas. En particular la ec. (78) sigue sien-
do vdlida. Sin embargo el hecho que los 2 puntos de fase
estacionaria son uno el complejo conjugado del otro, intro-
duce una simplificacién. En efecto, para los canales cléasi-

camente inaccesibles By = W luego

Unir 2
po T

- 4

En este caso § viene dado por

(1,+1,)

P (a jsS' I/I/z Aiz(‘é) _ (113)



6l.-

2/
I 2 1] -
-] 2(47-40)
S
_ 1/,
(3 o
= Ktub% Inm é/, }) J ' (114)

Al extraer la rafz cibica en la ec. (1l1l4) se debe elegir la
solucién real (que serd negativa).

Es interesante mostrar como a partir del re-
sultado dade por la ec. (113) se puede obtener la aproxima-

cién primitiva (ec. (1l12)). Para esto usamos la relacién

asintética [9}:

o,

fA{ 0“5 % — 2T

{115)
£

A\

Sustituyendo (115) en (113) se obtiene el resultado (112).
En forma andloga se puede demostrar que también para los ca-

nales clédsicamente accesibles

n .
ul";;é loiw i

- P (116)

esto indica que la aproximacién uniforme es en general supe-

)

—)

A [€]>=>1

rior o al menos equivalente a la aproximacidén semiclédsica

primitiva.
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d) La necesidad de evaluar trayectorias complejas.

Para evitar tener que evaluar trayectorias
cldsicas complejas es usual [3,4} aproximar la funcién
Uf(xo) por una pardbola cerca de los extremos y encontrar
los puntos de fase estacionaria resolviendo una simple
ecuacién cuadratica. Una vez encontrados estos puntos de
fase estacionaria se evalta las deméds magnitudes de interés
en estos puntos por medio de un esquema de extrapolacién.

Esta forma de evitar la evaluacién de trayec-
torias clésicas ha resultado ser muy exitoso en otras apli-
caciones de estos métodos semicléisicos.

Sin embargo, para los casos analizados en
este trabajo, el esquema de extrapolacién recién planteado
no sirve por ser demasiado impreciso. Se intentaron nume-
rosas formas para realizar esta extrapolacién, pero lamen-
tablemente siempre el error introducido en magnitudes como
la fase AU’ fue demasiado grande como para que los resulta-
dos tuviesen algin significado.

Por este motivo se tuvo que optar por escri-
bir un programa computacional que efectivamente encuentra
las trayectorias clésicas también para condiciones inicia-
les complejas y resolver numéricamente la ecuacidn

vf(xo) = u.
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5.- Resonancias.

En las siguientes secciones dejaremos de la-
do el caso particular hasta aqui considerado y realizare-
mos un barrido en &ngulo y energia incidente como también
variaremos la rugosidad de la superficie.

Comenzamos con un estudio de la intensidad
del pico especular a medida que se varia el &4ngulo de inci-
dencia 91, La figura 13 muestra la intensidad especular
en funcién de G>i (la energia incidente y la rugosidad se
mantuvieron en E, = 20 MeV y 8 = 0.1 respectivamente). En
la figura 13 se observa que los resultados cudnticos (linea
s6lida) tienen para ciertos dngulos un comportamiento reso-
nante., Como es bien sabido, estas resonancias se obtienen
cuando la energia de un canal cerrado coincide con la ener-
gia de algln estado ligado del potencial vV, (z). El poten-
cial que estamos usando en este trabajo tiene 3 estados li-
gados (ver fig. 4) para 6, = 40° el canal 1 se cierra y es-
te umbral (o "'threshold") se observa claramente en la inten-
sidad del canal especular. Para 6 = 41°, 44.5° y 50.5° la
energia cinética en la direccidén z para el canal 1 es igual
a la energia &,, g, y &, de los estados ligados del
potencial V,. Para estos &dngulos se observan en la inten-
sidad de los picos de difraccién finas resonancias, Para

y
’ P 5 2 M ;
designar estos fendmenos se usé la notacién (L) introdu-
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Fig. 13 Probabilidad de que la particula incidente emerja por el pico especu-
lar en funcidén del dngulo de incidencia 691- La notacién usada para

denotar las resonancias se explica en el texto.

- %9
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cida por Weare [13], donde n denota el canal que entra en
resonancia con el estado ligado de energia 5i (L = 0,1,2...)

del potencial V,(z)., ELl umbral del canal n se denota por

(7).

tre los estados ligados del potencial V,(z) y las resonan-

Para mostrar explicitamente la relacién en-

cias se grafica en la figura 14 la relacién de dispersién

2
OGP
reducida a la primera zona de Brillouin. En la figura 15
se muestra un pequefio segmento (alrededor de E = 20 meV) de
la figura 14 junto con la correspondencia k  ~ &; para
E = 20 meV. De esta figura se desprende que el canal 1 tie-
ne su umbral en 40° y entra en resonancia con los niveles
&5 , & y &, para 8. = 41°, 44 .5° vy 51° respectivamente;
el canal 2 tiene su umbral para 6.~ 16.5° y entra en reso-

nancia con los niveles &,, €, y &, para 6 = 17.5°, 20°

g
y 24.5° respectivamente, etc. Esto explica totalmente las
resonancias observadas en la fig. 13.

EL acuerdo entre los resultados cudnticos y
los semicldsicos (con la aproximacién uniforme de Airy) es
bueno mientras no se esté en la vecindad de una resonancia

y mientras los angulos de incidencia no sean demasiado

grandes.
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(meV)

€(k,.i)

—_—i=0
8+ —_———i =1
——— =2
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-T - 0 I It
a 2a o -1 2a a

Fig. 14 Grafico de la relacién de dispersién dada por (117)
reducida a la primera zona de Brillouin. Para
91 = 30° fijo, la linea ondulada indica el vector

de onda reciproco kx para cada energia incidente E.
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El hecho que no haya acuerdo entre los re-
sultados cuénticos y los semiclésicos en la vecindad de las
resonancias significa que o el fendmeno de resonancias es
implicitamente un fendémeno de orden més alto en h que el
primero y por lo tanto no descriptible con un formalismo
que es una generalizacién de la aproximacién WKB o en la
expresidén semicldsica no se incluyeron la contribucién de
todas las trayectorias clédsicas posibles. Esta dltima afir-
macién se basa en el hecho que permitiendo incrementos com-
plejos en el tiempo, es posible obtener trayectorias clési-
cas distintas. Esto en algunos trabajos anteriores ha sido
usado para obtener trayectorias cldsicas que penetran a tra-
vés de barreras de potencial (14].

En el presente trabajo, intentos prelimina-
res mostraron que la estructura analitica de vf(xo) era de-
masiado complicada como para tener esperanza de poder con-
tinuar mejorando los resultados ya obtenidos mediante la
inclusién de trayectorias clésicas adicionales.

Para dngulos de incidencia grandes, apare-
cen dificultades adicionales. El origen de estas se debe
a que las trayectorias clédsicas pueden quedar atrapadas
(ver fig. 16). Cuando esto ocurre, la funcién vf(xo) toca,
para ciertos valores de X la regién cerrada (ver fig. 17).
En particular para el canal py = 1, no se pueden encontrar

las aproximaciones semiclédsicas antes mencionadas. Para el



05 0.9

0.7

0.8 — .

Fig. 16 Trayectorias clésicas, nbétese que la trayectoria asociada a x = 0.7

i

queda atrapada momentidneamente rebotando algunas veces sobre el cris-

tal antes de emerger.

1"

69



7

\\\\\/

! } ¢ ; 70°
06 0.8

El=20 meV
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Fig. 17. Funcién ntmero cuéntico para 691 = 70°. En
este caso vg(x ) toca a la regibén cerrada y
por lo tanto hay un intervalo de X, para el
cual las trayectorias clisicas son "atrapa-

das" por el eristal.
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canal especular (p = 0) todavia se pueden encontrar puntos
de fase estacionaria tal que vf(xo) = 0, sin embargo, al
usar estos en la expresidén para la aproximacién semiclasi-
ca uniforme de Airy, el resultado comienza a desviarse cada
vez mas del cudntico a medida que aumenta el &ngulo de in-

cidencia 52.(ver fig., 13).
6.- Resultados en funcidn de Ei'

La figura 18 muestra el resultado para la
intensidad del pico especular (con éQi = 30° y g =0.1), en
funcién de la energia incidente usando la aproximacidén semi-

clasica uniforme de Airy vy el método cuédntico (canales aco-

plados). Los cdlculos cudnticos fueron realizados con los
canales v = -3, -2, -1, 0, 1, 2. Los resultados cudnticos
muestran pequefias oscilaciones entre 11 y 20 meV. Para es-

tas energias el acuerdo de los resultados semicldsicos con
los cudnticos es razonablemente bueno.

Para energias menores se estd en una regién
de energia en que hay resonancias y umbrales. En la figura
14 se ha indicado con una linea ondulada el vector de onda
reciprocd kx que corresponde a cada energia & para 591 = 30°
Se deduce que para energfas entre 18 y 14 meV el estado
v o= =4 pasa por un umbral y entra en resonancia con

los estados ligados £, , €, é & ., . Sin embargo, el es-
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Fig. 18 Probabilidades de difraccién cuénticas (lineas
llenas) y semicldsicas (lineas punteadas) en

funcién de la energia incidente para E)i = 30°

vy g = 0.1.
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tado v = -4 estd muy alejado de los canales con probabili-
dad grande vy por lo tanto ni siquiera fue inclufdo en el
cdlculo cuédntico. Por esta razdén no se observan estas re-
sonancias en la figura 18. Para energias menores que 11
meV los canales v = 1 y v = -3 pasan por un umbral y entran
posteriormente, en resonancia con los estados ligados del
potencial Vo(z) (ver fig. 14). Una pequefla seccién de esta
regién se muestra en la figura 19. Aqui el resultado cuén-
tico tiene gran estructura mientras que los resultados se-
micldsicos siguen variando suavemente en funcién de la ener-
gia, estando en total desacuerdo con los resultados exactos.
La identificacién de las resonancias que se ven en la figu-
ra 19 es la que tentativamente se desprende de la figura
14, La figura 20 muestra que hay una regién entre ~ 1.5 y
2.9 meV en que la intensidad especular varia suavemente tal
como se esperaba de la figura 14. En esta regién de ener-
gia el método semiclisico tiene serios problemas. La figu-
ra 21 muestra las trayectorias clésicas y la figura 22 1la
funcién vf(xo). La aproximacién semicldsica uniforme da
para el canal especular F% = 0.086 y para el canal v =1
(que es el Gnico otro canal abierto para esta energia y 4n-
gulo de incidencia) }) = 0.5655. EIl resultado dista mucho

1

de ser satisfactorio.
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Figura 21. Trayectorias clédsicas incidiendo sobre el cristal con E; = 2.5 meV y
0. = 30°, se observa como algunas trayectorias son recorridas en la
direccidén de las X negativas y otras quedan atrapadas por el poten-

cial volviendo a rebotar en el cristal.

A



Vi

0.5

1 4 3
rrrrr

_1_5-

Figura 22. Funcién Of(xo) para el caso mostrado

en la figura Z21.
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7.~ Resultados en funcién de la rugosidad.

La figura 23 muestra los resultados que se
obtienen si la energia y el &ngulo de incidencia se mantie-
nen fijos (E = 20 meV, é)i = 30°) y se varia la rugosidad
. Para rugosidades pequefias la aproximacién semiclésica
uniforme de Airy deja de ser valida para el canal especular.
Para y = 0 la fase AU es peridédica; si ademds B3 es pequefio,
Ap funcién es muy plana en funcién de X, y tiene mds bien
la forma de una funcién trigonométrica tipo coseno. En ese
caso, aproximar esta funcidén por una ciGbica, tal como se
hizo en la seccidén (II-6), no es lo més adecuado. En esos
casos lo que conviene hacer es mapear Au(x,z) sobre una
funcién trigonométrica del tipo coseno y repetir los desa-
rrollos de la seccidén (II-6). Lo que se obtiene se conoce
bajo el nombre de aproximacién semiclidsica uniforme de Bes-
sel por aparecer en las expresiones finales las funciones
de Bessel en lugar de las de Airy [15). El uso de la apro-
ximacién uniforme de Bessel es algo méds complicada que la

de Airy y no se intentd en el presente trabajo.
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8.- La representacién integral.

En la figura 23 también se muestran los re-
sultados que se obtienen al usar la representacién integral
para las probabilidades Pu (ver ec. (96)). Para rugosida-
des pequefias no hay problemas pues ><f como funcién de X
es una funcién mondétona (ver fig. 24) y por lo tanto la

T
raiz \lcig} ‘A X en el integrando no causa problemas.
Para obtener la integral con precisién se computaron 100
trayectorias clésicas en el intervalo [0,a].

Sin embargo con B mayores hay problemas.

Con B = 0.6, para las condiciones iniciales consideradas en
la figura 24 (es decir E = 20 meV y 6% = 30°), >(f(xo) va
no es una funcién monétona (ver fig. 24) y se tiene el serio
problema de interpretar correctamente el término 1Vdif/dxoi
Ninguno de los intentos que se realizaron dieron un resulta-
do satisfactorio. Entre estos vale la pena mencionar el si-
guiente: En principio la integral en la ecuacién (96) no
tiene por que evaluarse a lo largo del eje X real. O sea
uno podria agregarle a X, una parte imaginaria constante
sin que el resultado varie. Efectivamente, al proceder de
esta forma para p pequefio, el resultado final no cambia. Lo
o
atractivo de esta modificacién es que en este caso | dif/dxd

es siempre un ndmero complejo que ahora no pasa por el ori-

gen para valores de B mayores y por lo tanto uno solo debe
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preocuparse de que la raiz no cambie de hoja. Sin embargo
esta idea no prosperé. Al aumentar B, incluso una ya muy

pequefia parte imaginaria agregada a X hacia variar fuerte-
mente el resultado final. El origen de esta dificultad no

se siguid investigando.

9.- Tiempos de computacidn.

Los programas numéricos usados en este tra-
bajo no han sido optimizados pero atin asi es posible sacar
algunas conclusiones sobre los tiempos de computacién. Pa-
ra obtener las probabilidades de difraccién a todos los ca-
nales abiertos, para una energia y dngulo de incidencia fi-
jo, el método culntico con 6 canales acoplados requiere de
aproximadamente 1 seg. cpu. El tiempo de computacidn con
el programa de canales acoplados aumenta aproximadamente
con el cuadrado del nimero de canales.

Los programas usando los métodos semiclési-
cos tipicamente requieren para el mismo caso de alrededor
de 100 seg. cpu. El aumento de este tiempo con el nlmero
de transiciones a calcular es aproximadamente lineal.

Otra desventaja de los programas semicldsi-
cos para este problema es que son dificiles de automatizar
y requieren de una constante interaccién con el usuario. El
programa cudntico por otra parte, es de fdcil manejo y fun-

ciona sin intervencidén del usuario.



83. -

IV _CONCLUSIONES.

Con respecto a la aplicacién de métodos se-
micldsicos para el scattering de Atomos térmicos sobre su-
perficies cristalinas corrugadas en sélo una direccién se
puede concluir lo siguiente:

a) Los métodos semiclédsicos son atractivos por la descrip-
cién intuitiva que dan del fendmeno.

b) La aproximacién semicldsica uniforme de Airy funciona
bien (con un error < 1%) en muchos casos.

c) Los métodos semiclédsicos no son capaces de describir los
fendémenos de resonancias y umbrales. Esto es un serio
defecto de estos métodos y los hace poco interesantes
para este tipo de aplicaciones.

d) El método semiclédsico uniforme de Airy deja de dar re-
sultados satisfactorios cuando la energia incidente es
muy pequefia o los &ngulos de incidencia son muy grandes.
En ambos casos comienzan a existir trayectorias clésicas
que son atrapadas por el potencial atractivo.

e) Para rugosidades pequefias, el método semiclédsico unifor-
me de Airy debe reemplazarse por el de Bessel.

f) El método semiclésico usando la representacién integral
funciona bien para rugosidades pequefias. Para 5 grandes
0 sea cuando la funcién de onda semiclédsica adquiere sin-

gularidades (las asi llamadas cdusticas) hay problemas.
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g) El esfuerzo numérico usando el método de canales acopla-

dos es significativamente menor que para cualquiera de

los métodos semicldsicos.

Al generalizar lo presentado en este traba-
jo a una superficie cristalina corrugada en 2 dimensiones
aparece al menos 1 problema adicional. Las aproximaciones
uniformes para este caso no han sido desarrolladas. Lo
gue usualmente se hace en este caso es usaf la aproximacién
semicldsica primitiva (que funciona bastante bien mientras
dos trayectorias clédsicas de interés no estén demasiado
juntas) y si 2 trayectorias clédsicas se acercan, uniformi-
zarlas con la aproximacién de Airy. En el caso de una su-
perficie con corrugacién bidimensional contribuirdn a lo
menos 4 trayectorias clédsicas, Qué hacer cuando éstas
4 se acercan mutuamente no estd claro. Los célculos hechos
par J.0. Jell [5] para el caso bidimensional muestran que
el desacuerdo con los resultados cudnticos es de aproxima-
damente un 30%,

Como conclusidén general se puede decir que
debido a todas las dificultades anteriormente mencionadas,
estos métodos semiclasicos no son de utilidad préictica pa-
ra la descripcién del scattering eldstico de 4tomos térmi-

cos sobre superficies cristalinas.
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Apéndice A. Descripcidén del programa computacional usa-

do, para calcular las distintas aproximaciones semiclédsicas.

El programa calcula:
a) Las trayectorias clédsicas para colisiones de Atomos de
He sobre superficies cristalinas de LiF.
b) Las probabilidades de transicién en los siguientes casos;:
(I) Probabilidades clésicas.
(I1) Probabilidades en la aproximacién semicldsica pri-
mitiva.
(IID) Probabilidades usando la aproximacién semiclisica
uniforme de Airy.
(IV) Probabilidades usando la representacién integral.
El programa estd escrito en forma interac-
tiva, es decir de una forma que requiere constantemente la
toma de decisiones de parte del usuario.
Las subrutinas que forman parte de este
programa son; LEER, SGLTR, TRAJ, INTO, INT, QNFUN, ROOTS,
ROOT, INTRE, TRAM, AIRY,

La funcién que cumple cada subrutina se de-

talla a continuacitn;



Subrutina

LEER

SGLTR

TRAJ

86.

Funcidén

Esta subrutina proporciona los pa-
rametros del potencial V(x,z), es-
tos valores estdn indicados en la
tabla 1.

Da también las coordenadas y momen-

tos iniciales.

Esta subrutina permite controlar la
computacidn de una trayectoria clé-
sica en particular. A través de

la pantalla se debe ingresar la
coordenada inicial X, (real o com-
pleja) cuando esta es solicitada.
El parédmetro IW permite controlar
la impresién de la trayectoria en
funcién de t (IW = 0 no se imprime,

IW = 1 se imprime) .

Esta subrutina es la que efectiva-
mente calcula las trayectorias
cldsicas, Para evaluarlas llama

a las subrutinas de integracidn
INTO e INT, haciendo luego una in-
terpolacién para indicar los wvalo-
res de las coordenadas, momentos. vy

fase finales en el punto = pedido.



INTO

QNFUN

DERIV

ROOTS

INT

87.-

Subrutinas de integracién que in-
tegran las ecuaciones de movimien-
to y la fase seglin las ecuaciones
dadas en (2.8).

La subrutina INT llama a su vez a
la subrutina DERIV para proceder

a integrar con las condiciones ini-

ciales adecuadas dadas en (102).

Evalda ve para 20 valores reales ©
complejos de la coordenada X, pa-
ra lo cual utiliza la subrutina
TRAJ. La forma cualitativa de Ve
en funcidén de X tiene importancia
para evaluar los puntos de fase es-
tacionaria.

En ella se dan las ecuaciones dife-
renciales y el potencial V(x,z)

con los pardmetros adecuados. Esta
subrutina es usada por INT para in-

tegrar las ecuaciones de movimiento,

Esta subrutina maneja la bdsqueda
de los puntos de fase estacionaria.
Estos cdlculos los hace llamando a

la subrutina ROOT.



ROOT

INTRE

AUA

TRAM

AIRY

88.

Esta subrutina es la que efectiva-
mente, para un canal p dado, eva-
lda un punto de fase estacionario
a partir de un valor estimativo
inicial.

Esta subrutina evalta las probabi-
lidades que el haz emerja por los
distintos canales usando la repre-

sentacidn integral.

Esta subrutina maneja la evalua-

cién de las probabilidades de tran-

clas Pprim

sicién PU ; v Punlf.

H U
Evalta efectivamente las probabili-
pPrim 7 Punlf_

dades PClaS
H M H

]

Evalda la funcién de Airy y su de-
rivada en el punto especificado

por TRAM.



PROGRAMA

PRINCIPAL

EEYES \\\
SGLTR{IW} QNFUN INTRE ROQTS AUA
¢ o
ROOT TRAM
A d
TRAJ AIRY

INT INTO

DERIV

Diagrama en bloques del programa usado para calcular las

distintas aproximaciones semiclésicas.
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