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RESU\IE\

En esta tesis se estudiaron las ondas ¡rolienales de Alfvén descritas por la ecuación

nolineal de Srchródiger (DNLS) en presencia de un lbrzamiento externo. desde ia

perspectiva de los sistem¿s dinámicos.

En ia primera parte se es[udiaron 1as soluciones que se propagan con velocidad

constanIe, descritas por un sistema de ecuaciones diferenciales ordinari¿s. Se reprodu-

jeron resultados conocidos y se exploró la posibildad de control mediante un segundo

forzamien¡o. En Ia segunda parte se estudió la ecuación DNLS sin aproximaciones.

El sistema mostró poseer distintos comportamiertos como periodicidad. cutrsiperio-

rlicidacl. caos temporal 1' espacio-temporal para distintos valores cle 1a amplitucl de

forzamiento. Se encontró La secuencia de bifurcaciones que muestra como el sistema

tr¿nsita por los diferentes estados. Además. se estudió Ia respuesta del sistema al

usár un paquete de or:das gatissiano como lbrzamiento.

ABSTRACT

In lhis thesis driven nonlinear Alfvén waves described by the derivative nonlinear

Schródinger equation (DNLS) are studied, from a dynamical systems point of view.

In the first part solutions rviih consta¡r propagation speed. described b¡, a s¡rs-

tem of ordinar;r differential equations are studied, Known results were reproduced

and the possibility to control the s¡,stem by including a second driver was explored.

In the second part, lhe driven DNLS equation lvi¡hout approximations are studied,

The s"vstem presents different kinds of behavior, such as periodicity, cuasiperiodr-

city, temporal and spatio-temporal chaos when the driver ampliiude is varied. The

bifurcation sequence that sholl's ho.,v the system changes be¡ween states was found.

Furthermore. the system's response to a gaussian wave packei driver a¡e studied.



CapÍtulo 1

Introducción

Un plasma es un sisiema donde Ia materia está ionizada. es decir. existen par-

tículas carga<las libres. Las in¡eracciones entre particulas se deben por una parte al

potencial coulombiano, a través de los campos elecLromagnéticos. )' por otra a l¿s

colisiones. Debido al gran número de parrÍcuias las herr¿mieut¿s de la mecánica es-

t¿rdÍstica son útiles para estudiar el comportamiento de estos sistemas. En particular,

para un plasma en donde el tiempo entre colisiones es mucho mayor que el tiempo

que iarda el sistema en llegar al equiiibrio, la distribución de velocidades de las par-

tÍculas esiá descrita por la ecuación de Vlasov. L¿ distribución de velocrdades es Ia

función de peso que sirve para construir las variables de fluidos macroscópicas (den-

sidad, velocidad. presión. etc.) a partir de ios promedios sobre todas las partículas.

Las ecuaciones que gobiernan dichas variables se obtienen ¿i reescribir los promedios

que lar Cefiner usando la ecuación de Vlasov. El conjunto de ecuaciones parciales

dife¡enciales (PDE) que describe Ia evolución de un fluido magnético o plasma son

una combinación de las ecuaciones de fluidos clasicas (continuidad de masa, conser-

vación de momentum, conservación de Ia energía) con las ecu¿clones de Nfaxwell.

Éstas son conocid¿s como l¿s ecuaciones de Ia magnetohidrodinámica (IIHD) 11], y

represent¿n u¡o de Ios modelos más usados para el estudio de los plasmas en general.
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L;r gcnerilción _r,- 
propag-:Lción Lie ond¿1s en piasmas lipo \IHD es de sumo in¡i:rós en

i1"r'e¡.s de e,-qtudio t¡rles conro 1¡L fisictr espaciaL 12], e n d1-,,ersos ánbilos dc 1a irs¡rotÍsic¿l

f3. +]. ."n 1¿r fÍsica iLc ir.r"siL)n r.ie plasmas. etc. Lui...go. srr ..slur1io es rnul' rcle-,.¡,lie

pilrr conprender grirtr cantitiild clc Los ícnómenos qne sc obsen-ln en los sisterlas

Inelcionarlios rnr:eriotnten¡e. i:orno l¿ ¡rl¡sorción. cli-.ip¿lción ."' tr¡.n,<Dorlc det energía.

orgr:Lniz:Li:ion. r,l.i:b r r Lr.rr.riit. r{c.

Las ecu¿1ciore,s \lHD po.seen l.a,rias car¿rc¡erist.itr,Ls qrLe I¿s tia.cen difÍciles d-. ir¿tar

en Íornti'i g..nert,Ll: ¿¡"lt¿r r.linLilnsir)n¿llrd¡rd. no linealirlad 1-alt,o grtrcii,r rle ar:op laurierrt,r.

E;¡o ha ller aclo ¿ desarlollar t:ór:rric;:L-s r¡t.. enirenlan estas Cilr:rLl¡ades. ., r:irLe en la

pi;icricir ,riri-en p¿r¡L con-.truiL er ui...ciorrc.s rnris simpl,.s ireducr:ión de L¿r clin.,enstónl.

r'tu.: desr;riben 1;rs p trr rirb¿ciLrri|s -:olrre un plirsm¿r rLagnctizi,L,:1Lr clue prel.i:rnente hi.,

;Lr-Lluinclo ul t:si¡tcl,¡ iir-' t'rliriiibrio. i".tá dcrrLL¡straclo mer-li¿iirte sirlil¿LrriorLes nun,;li-

cas l;] l irii¡,leLos ¿rn¿ili¡icr¡-s il,i] ,¡Lc sisrernr:Ls des,:ritos prtl las er:rra,cioners \lHD r:r--,rni¡.

por c.jemlJo. i¿L irr¡rrtccion ¡lel ,,-lelto s!)iarr aDn La maqaetós1era. srtn ciil-,irces ile ril-

canz¿r esritco.s rle ruasieclrrilibrio i:ernoor¿11. sie¡ldr¡ cntonces sis¡err¿s err ios r:iie,les se

p,.reclen haliar los lenómen,rs descritos por los mod(,.ios que basirn su ciescripción en 1a

¡erlrlrl¡¿ción lieciLa, sobr,- s()hlciorr{rs est ¿r:io lali¿rs. Entlc Érsi{)s rrrod.^los, la rerr,Lucr:ión

de i¿,Ls ..cu¿,iciorres cii: \lHD ¿ i¿r ecu¡.ción ,^n,.ierivadas parciaies no line¡rl rk: SchrócLin

gr:r iD\LS) tiene ii:.;enta,ja, r.le qr.Le e,.ta ."cli;r.ción a.lmi¡e soLLLCiones iipú onda f,iajera

v en pilriicular sclucioncs solitónic¿rs 
f 
i. :-rl. Dichas -<oluciorres repre sentan en La prác-

irca ,.i corlpor.r¿r niienlo ¡Lc l¿,r, cli¡Liirlica ¡-Le 1¡.s ond¿rs dr: -\Lfvérr uo line¿les Es posible

a iu rez descnbir dlchas r¡nd¿s por medio c.le si-s¡."ma,s cie ecu¿ciol.^s r.iiielenciaies

otli¡ari¿s IODEl obrenirlos a p¿1r1;ir de l¿ ecrrirción D\LS. l¿rs que sorr presenradas

en csta ;esis.

El e-"¡udio cie sistenl¡:is ODE cn ei ¡iml¡ito r.}e lirs sis¡en¿rs comple;os ha lle-;¡-Lclo
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a ries¿rrrollai uréturL,rs rle rlescripci,ln bas:rcLos en el corrrport¿r¡nierrto d-. l¿s ec,,r¿-Lcio-

nes p¡l,r:ir dis¡i;rt0s valores rle l,ts pir.i lirnetros inr,olucraclos. La ;lpaucirln de est¿ilos

p,:riódico-s '!, c¿óticos ¿ltern.rclos para fielt¡ls regiones riel *sp,., io ,i' I.r¡¡¡n.rr¡. dp

ios sisiemirs ODE. cl¡teniclos a p;rri,i: ric l¡L ec¡rer:ir'rn D\LS. es uri ilclir:io rle r¡rr:

és1 os son tina lt¡-ren¿¡ rlcsr:rip, i,rn cie i,:nirmclos conro 1a turbulencir:, irr¡..rnri¡cnte en

I¡is orLr:l¿rs rle,\11,"én obser.''¡,dos elr l¿r irelióslcr¿r y el r-ienio soLar [9. 1i]. -\ su rez eL

aná,1isis cle ria¡r-¡s rl.: I¿r heiiósfera iliena, ¡omados por lrr sr;ncLa Hclio-.2 mucstr¿r,.lue

eL eripone]r¡e r.ie Li'apilnor' luc¿llmenLe es positilo [11]. es decir, las virria,bl."s invo-

iucraclas ic¿irrrpo n¡lgnétir:i¡. r eir-¡r:iclari del fluiclo) fluc¡iran cle fbl¡¡ia impreclecible r.

¡rtiern¿is el si-s¡em¡r serÍ¿¡. sensible ir l¿s con.iicioncs ilici;rJcs. caractetistic¿rs p,ropias r1e

rrrr sist-"nir r:iL,¡¡icr., de,,cr rtini5t ¿r". Fitr ri¡Lsi: de sis¡em¡ls rliná"lrriCos rÍoictLILeIie son

iLes,:riios por er; r-La,c io nes l)l)E..

Eu r1 pre-.ente tra,ba.jo se esturlia¡iin l¿rs soLrLciorre-* rlet La. ecu¿rcion D\LS. ponierrrllr

pnrL:icul;lr ¡¡"terrrrir'¡n en el r:aso..n que el sis¡ern¿r cstir lorzarlo por r.Lrr¿r u.nd¿,1 extelrri:r.

El el c;,ipÍtuio I se decL¡-icir:i la ecuacióri D\LS ¿r partir.le Ias er:rr¡r.ciones \IHD ¡1r..-

ciian¡e el r¡létorlo rie 1as p eri u r'D,rcr,rne,s redur:tir'¿s {12 i3]. a,demás de }rr conserva,ciórr

de h" errcrgÍ;i de riich¿ ecua¡:ión. En ei r:apítuio ll se hará" ula bre\:e ilir-o,lucr:rón ¿r

L,:5 r:onceptos i-herir.";nielt;rs c1e sistern¿s ¡1inámicits r.L¡iliz¿ldos en e-qt;l iesis. En cl

c¿pí¡ul{l 1se ha¡á urra rer.isir'¡n d¡:¡ai1¡:Li.l¿r.-ie1 trabajo hecho por H¿d¡l ¿f c,l. i11] -;

Chi¿n ei al. i15] r-.as:rLlo r-.rr l¡¡, ierlucri,-n tir: ia i:c,.r¡rciiin D\LS ¿ ul sisrena ODE que

descrii¡e j¿s,rnd¿,Ls le -\Li\'én que r,'iajan ¿l un¿ .,'r:I¡c:r:1ad cons¡¿tn¡e, en ei (¿iso en ouc

e1 sistelna es ibrzil.iLr con n¿ ondil, nonociomJr¡ica de is:r¿rL !'elocld¿ii. En el capílulo

5 se es¡:udiará r:1 ;is;erna rle ecu¿ciones descrlto ir.rr (-.i cepÍii11o 1 cuando es ilfecra.io

por ii.os ondas exrcrr¿-s de dis¡in¡a frecuencia. La rnctivación para r-sro es aiue ei) e1

iiel¡o so1¡Ll h¿v ex ijfincipio ut espccir! coniinuo de fiecuencias cie lbrzan:iento. por
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Io que en primera aproxirnación esto puede servir como mejora en Ia construcción de

un modelo más realista. .{demás se explorará la posibildad de controlar un est¿do

caótico a partir de la inclusión de una segunda onda. En el capirulo 6 se estudiará

la ecuación DNLS parcial diferencial forzada con una onda viajera, relacionando los

result¿dos obrenidos en este c¿pirulo con los del capítulo 4. para establecer concor-

dancias y diferencias enire el modelo ODE y Ia ecuación parcial diferencial (PDE).

EI enfbque aqui seguirá siendo e1 de los sistemas dinámicos. pues 1¿ ide¿ es relacionar

los estados caóticos del sistema ODE (capíiuios ,1 y 5) con Los posibles est¿dos de

desorden en el sistem¿ PDE. relacionándolos a su vez con 1a ¡urbulencra alfvénica

observada en el viento solar. Para esto se construirán cLrstintos tipos de diagramas

de bilurcación en funcrón de Ia ampliiud de forzamienio. que permrtan oblener in-

Ibrmación acerca de I¿ forma en qlre se orderran 1os modos de oscilación espacial 
"v

temporal, y que ocurre cu¿:,ndo existe caos espacio-temporal. teniendo en que cuenta

que qrLe la turbulencia se asocia a sist,emas con este tipo de soluciones. Se analizará

también la validez del modelo ODE (velocidad de propagación constante) durante di-

chos estados. Finalmente, en el capÍtulo 7 se estudia¡á el efecto de forza¡ la ecuación

DNLS con una onda localizada (paquere de ondas) pa.ra encontrar numéricamente

Ia dependencia ent¡e l¿ respuesta del sistema 
"v 

los parámetros que dan form¿ a I¿

fuente en el caso en que ésta es algo miis realista.



Capítulo 2

Ecuación nolineal de Schródinger

2.1. Ecuaciones N{HD

Las ecuaciones que gobiernan el comportamiento rie un piasmtl de conductividad

irrfinita en un régirnen adiabático ¡r presión isotrópica. son las llamarlas ecLraciones

de la magnetohidrodinámica, o \lHD [á]:

Do

At 
+u Vp: -pY .v.

,lT *tv v)vl = - I

l-c)L I 
-VP+-(Y\B)xB'

P:t ztvyB\-,f&'1 "t,'^dt-' \tt/ 'o'u" vrB)'

ry-" rP=-.Pr.v.
iJt

(2 r)

l) r\

(2 3)

(2 4)

En este caso. el segundo término al lado derecho de la ecuación (2.3) se debe al

efecto H¿ll. Aquí p es la densidad de masa. v Ia velocidad, B e1 campo magnético.

P la presión, 1 la constante adiabálica;, ¡r la permeabilidad magnética de1 vacÍo.

-\demás,
) l:, I n; \',_ 

\ *^,
es la inercia de los iones, donde m¿ es 1a m¿sa de los ione3. y e es Ia carga del protón.



2.2. Obtención de la ecuación DNLS a partir de
N,,1HD

Un tipo de soluciones particulares de las ecuaciones (2.t)-(2 a) son las llamadas

ondas de Alfvén [16], las que se encuentran al i»umir que ias soiuciones son de la

for¡¡ra

p(x,t) : po + pÉk *--t ,
(2 5)

v(x t) : vo - vlek *-'¿. (2 6)

B(x, t) : B¡ + B1ek.--'¿, (2 ;)

P(x.t) : Po + ¿et *--', (2 8)

donde las can¡idades con subínclice 0 corresponden a una soluciÓn estática y ho-

mogelnea de las ecuaciones (2.1)-(2.a) y dado cualquier campo f se cumple que

]ftl/lfo] << 1. A1 reer:rplazar Las expresiones (2.5)-(2.8) en las ecuaciones NIHD idea-

les [11. despreciando los términos de segundo orden en Ias cantidades con subÍndice

1, se encuentra que uno de ios modos que se propagan. en ausencia de disipación.

satisface la reiación de dispersión

"¡: -7(k Bo), r, ql

donde É¡ es un vector uni¡a¡io que apunta en la dirección del campo rnagnétjco )-

v -- lElall lÁpo es La velocidad de propagacrÓn de las ondas. conocida como velocidad

de .{lfvén. Las ondas de Alfvén se propagan en Ia dirección de las lÍneas del campo

magnético de fondo 86 y pueden se¡ excitadas en cualquier plasma que está en
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presencia, de un campo magnético externo. Han sido observadas en la magnetósfera

de la Tierra [17], en plasmas interplanetarios [18] y en la atmósfera solar [19]. En

todos estos contextos también han sido obse¡vados estados turbulentos. donde el

v¿lor de los campos involucrados cambia bruscamente en el tiempo. L¿ descripción

hecha anteriormente describe 1as onclas de AIIvén lineales. Para pocler describir, en

part,e. fenómenos como la turbulencia en ias ondas de Alfvén es necesario incluir los

efectos no Iineales.

Para obiener una ecuación que describa el comportamiento no lineal de Ias on-

das de Alfvén se consldera¡á un plasma de iones ¡, electrones magnetizado homogé-

neaniente en una dirección particular. pa,ra Io que se harán perturbaciones en una

dimenslón. con dependencia sólo en Ia coordenacla z, en el sistema de coordenadas

carresiano (x,y,r). El subÍndice 0 inclicará, como antes, cantidades sin perturbar.

Para el trabajo malemático que sigue, será import¿nte tener en cuenta la veloci-

dad del sonido en el plasma, Ia velocidad de -\lfvén en I¿ dirección z .u- el coeficiente

(2.10)

donde B, : consxante es la componente r del campo magnético. Se supondrá que

É >> 1 y que € : ,9-1 es un parámetro pequeño 112.201, aunque el resultado es

equivalente si se considera e : B << 1 [21].

Se usa¡á el método de perturbaciones reductivas [13]. introduciendo el siguiente

carnbio de variables

(: e(r - vt), (2.11)

, : e2t. (2. i2)

Por último, se descomponen la velocidad del fluido 
"u- 

el campo maglético en su



componente x nr.¿is una componenre perpenriicular:

v:ui+vj_, B=B,i*Br.

Antes que nada. a partir del cambio de variables que se introducirá se deduce que

las denvad¿s espacial v temporal toman Ia forrna

a 0€a 0 (l 13rñ- ara€-'J€'
C dr0 AfA ,A Ar-- - €V "- 12.-l)Ot dt]¡ AA€ -0¡ 

A€

Es necesario reescribir las ecuaciones \lHD considerando só1o la dependencia respecto

de ¿. -\sÍ. 1¿ ecuación (2.1) toma la fbrma

Do do du

0t -0x "0t

Ahora. haciendo el cambio de vari¿ble dado por (2.13)-(2.14), se obtiene

,r!-rvT*ur'J-rr*,d; ú< ua o<

,! - r!+ 9t,p): o (2.ró)ar d< o<

La ecuación (2.2), separada en sus componentes paralela y perpendicular' respecto

a1 campo magnético de fondo, queda de la siguiente manera:

/0u Du\ 0P aBl,(A-,u"):-a,- ar2t,

, (* - ,q1) '' u?-
'\d¡or)t-Lox

Aplicando el cambio de variables a 1as ecuaciones anteriores se tiene

/ 0u ..0u á¿\ a l. nl\
P\'--V"-1 - uli l: -; lP* 3: \ io tn)

\(./ "d€ *d€) a(\' 2Pl



I

/ duL -.A,t_ Av-\ 8,082,al €-- v_-:-+U- l_- '. l:l/)
\ rl, d€ dt, / u, A€

La ecuación (2.3), en tanto. se reesc¡ibe

aB áB =8,L.-- B dl - 8.*., !f!P)-f '" » --'dr --ü, -"^ c)r \p ctr /
Al aplicar (2.13)-(2.14) a la ecuacrón anterior, se tiene

.aP--r'aB=- B-L=- 1rr" ,+er1,'1:i ,! (p:a?-\. r?.r8)dr ii€ a€ d€ a€\p0€)

donde 1 : sign(B,) es la fucnión signo de 8,.

La ecuación (2.4), finalmente, puerle ser escriia de la siguiente forma:

Pl: constame ( 2.19)
p^l

P¿ra Ias condiciones de borde se usará que todas las perturbaciones son despre-

ciables en infinilo. es decir, p + po, P - Po, u -- 0, vi - 0 y'B, + Bro cuando

l€l _-
Ahora se buscarán soluciones para las ecuaciones (2.15)-(2.19) en la forma de

series de potencias de e. Entonces, Ia presión se escribe como

P:c--t4iPt*ePz*...,

donde 4: ePo. El resto de los campos tiene 1a forma

J:Jr-re.lt-r..

Reemplazan<1o estas expresiones en 1as ecuaciones (2.15)-(2.19)' y reuniendo los

términos de orden e0. se obtiene e1 siguient." conjunto de ecuaciones:

vy - o/P=,,',) - o, ,2.20;d€ d€



D / 8.2\:a§(''-T)

Dt).¿0 10

ñ:ñ
Ahora, usando las condiciones de borde en infinilo, se encuentran

relaciones:

P1 : Po,

ul:0'
Vv,:--(8,-B^).B"' --

a : -arls ,' - lB "rt).. 2¡t,' :.
Tomando los términos del orden de e se obtiene

,,0p2 0u:
v-=-:-lro-F--v!01 0<

10

/ ..0u, ó,-¿, \,,\, ¿e -u,,tq) (2.21)

(2.23)

(2.24)

las siguientes

(2.25)

(2.26)

(2.27)

/r rR\\- -"/

(2 2e)

(2.30)

(2.31)

/, 1,láBl

..0u.. A ( B., B:\
Pou A€:A€[P.- u ),

/ Av t ..dr.:\ B, AB -2,oo\ a, -,-6{): t" ü€ ,

-vDP-' iL,s"uc-u,8,,-rvl* {I+a€ d(' -- " d€'
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\: c: P2 , (2.33)

donde i" : 6¿".

Usando las condiciones de borde en infinito, v las ecuaciones (2.2S). (Z Z9) ¡" (2.a.:)

(2 34)

(2.35)

v
rL2 : -^ -(iB-.rl'- lB.oi').:ILPoc;

Con este resultado y (2.2¡). se pueden reescribir (2.31) y (2.32):

--AB, -0v, AB,,
;)€ - L)€ 0;

dB'' iv' aB v a 
'l:rl "t'l*tJ'-B"' r:¡oIt É*8,-7: 

-;=- 
rrpqj a€'B ,iiB_,, -iB-,, . .)€,

Igr¡alanclo (2.35) con (2.36), se oblrene l¿r ecuación

'# #r*",(B-.t'- B or2,t- lrrzr*'.ff¡-o 123;)

\blviendo ¿ las variables originales (r.l). se llega finalmente a la ecuación no lineal

de Schródinger dif'erenci¿l (DNLS).

AB _t/AB _ v i) ,,.rr,0'B _n /,?alE -' ñ - tJBi ,riB(tBl' - IBo'',1 - t\',tu2 - u

donde Ee:1Ím1,1--* B y B: Bo¡li.Bt.

2.3. Conservación de Ia energÍa en la ecuación DNLS

Al hacer una tra¡sformación galileana r ---) it - Cú a Ia ecuación (2.1a) [S], con

C = V r1 - 1i t )). se ob¡iene Ia siguiente ecuación DNLS:

ab a.,.. a2b
; -: o;-( bl'b) - t¡.t-_, : g.
or oÍ oÍ-

dondeb:ba+ib..

(2.3e)
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La energía clel sistema está dada por

i2.10)

En 1a expresión (2.40) se ha absorvido cn b el término 1,/8r delante de la integral.

puesto que es una const¿nte que sólo representa un factor de escala. En este caso

^I es e1 intervalo de integración. que según Ia situación puede ser todo e1 espacio

o un intervalo finrto. si es ctrue se consicleran condiciones de borde periódicas. Si el

intervalo de integrar:ión es tocLo el espacio, Ias concliciones de borde consirleradas

en la sección 2.2 implican c¡re lím,-a- b : 0. ,\ continuación, se demostrará que

Ia energía se conserva, es decir, que la derivada temporal de la expresión (2.10) es

siempre nula.

La derivada temporal de

(2.41)

Pero

EÍ): I b\r.t))tu
JT

,),, d,.- ab,-.ab^
dt''' dt "" , at" ' - dt

ab a .,. Üb
; -.t. i ú,'A) 'iP.^-.
dt Or OT-

¿b- d .,,.- d2b'

- 
: -a -( ól-O-) - t Ll-:-At - 0x' "' - ' "' 0r2'

De (2.3e)

LUego.

(2 -10)

dE | 4,.".
dt 

: 
.l ¿\rc\at

(o $lur'rl + uj.t,r,t"r,' i)

(.2 42)

(1.43)

(2.14)

t)
!-hP : -,

/ azb d2b. \
- ;p (á";; - t6, ) 

(r +i)

Ahora (2.41)

dE
dt

CS

[(u L,,afa -¡9,,a,:a',) ¿¡-¡t, [(u* -414)¿, (:.-+6)
dr' dr ) J \ dr' ct.t' /
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La segunda rntegral del iado derecho de (2.46), correspondiente al rérmino de Hall,

se puede reescribir como

, [(,.0"b a2b'\ /f,.a2b,\,, J \u *,- o 
oF )d¡ = -2r¿r] \J 

td7*).
donde la función S(:) es 1a parte rmaginaria del núme¡o complejo z, _\l evaluar la

integrai anterror, se obtiene

I u!!0, = o^q 
- [d!'40,: - [l\i'o, t.)47tI " Dr)-- " ür'_* .J 0¡ 0r** J la"l -'

Claramente la iniegral (2.47) es real, por Io que al evaluar su parre imaglnaria

da cero. Esto quiere decir que el término correspondinte al efecto Hall en la ecua-

cirin (2.39) no exti¿e ni in,v-ecta energia er.i sisterna.

Para calrrr.lar 1a primera integral del lado derecho de (2.-+6), correspondiente al

aporte de la parte no lineal de l¿ ecuacrón (2.39) a l¿ variación temporal de energía.

primero se obtend¡á dicho término a partir de las siguientes derivadas:

ñ Ah, ;)
l1á,al'?a'; = h,bl'z+ - ó^i¡b¡b,r7.
OT ÜT OT

fioor » : b. tbP #+ b* (ó. ló1'!)

Sumando (2.+B) y (2.49) se tiene

,*bf : pf *tbr* (u$rrui'ol" a$rrar'a-l)

El segundo término de1 lado derecho de Ia ecuación (2.ó0) corresponde al primer

término del lado derecho de Ia ecuación (2.16). AI integrarla con respecto a ,. por

las condiciones de borde el lado izquierdo de (2.ó0) se anula. La intregral del primer

térnlino en el l¿do derecho es

(2.48)

(2.4e)

(2.50)

l* nrfior*,: rol'i]"" - l* v'frioro, (2.51)
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AI p:rsal Lir ini..grai derL 1¿r1o rlerecho a1 izilL.Licr..rlo. se obliene l¿t:igrLiente rela,ci,-,n:

z f* vt'frt'sa,:1aa]* : o

TarLto r:i larlo izr¡rierrio coilc, ei primer término ri.. la, cicrech¿,1 ic i2.¡f)l :()11 ilulos. ir¡ri'

Io tant,c¡ L¿,i tnregral c1e 1:r parte n,-) iineai d,. (2.+5) l.aie 0. y r:on esrLr riueclL de¡no-s¡raclr)

rlue 1;,1 ecuación D\LS i2.rl9l cúnscirra Ia cnergia. Es irnportante señirlar rirre La pasirr:ia

rlemc,st¡¿c iilrn rambién es v¿ilida r:tranir¡ I¿r contlición ¡le bordc es pcriódi.ca.



Capítulo 3

Sistemas Dinámicos

3.1. Mapas

Ln sistema diná¡nico es un proceso determinista, en el cual el v¿lor de una función

cambia de acuerdo a una regla, definid¿ en ¡érminos del r,¿llor aciual de l¿ función.

En el caso de tiempo conlinuo dictra regla de er.olr.rción está dada por un¿ ecuación

diferencial del tipo

# : t'*'t'',''
donde F es una función vectorial, x un vector de Rd (con d Ia dimensión del sistema)

que se conoce como Ia variable dinámica. y t es 1a variable dependiente del sistema.

Es importante not¿r que un sisiema representado por una ecuación diferencial de

orden d siempre puede ser escrito como un sisterna de d ecu¿ciones diferenciales de

primer orden, que es la fbrma de Ia ecuación (3.1). -\demás, {pr} .s ,nu familia de

parámetros que en principio están fijos, y que defrnen al sisterna.

E1 estado del sis¡ema para un tiempo particular está caracterizado por ei valor

de x en dicho tiempo y solamence un vecior describe dicho estado para cada tiempo.

El espacio de todos los estados posibles es llamado espacio de fase.

(3.1)

1ó
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Se defrne el flujo 4(l;x6) como Ia solución de ia ecuación (3.1) para una con<lición

inicial x6 después de un tiempo á. La cu¡va que genera este flujo en el espacio de fase

se conoce como la órbita de xo,

Una técnica usual p¿ra estudi¿r sistemas drnámicos no lineales es ¿ través del

mapa de Poincaré [22]. Este reemplaza el flujo de un sistema continuo de orden d

por un sisiema discreto de orden d - 1, simplificando el análisis y Ia visualiztrción de

la dinámica. Existen varias maneras de definir un mapa de Poincaré, en particular,

la Ilamada proy'ección estroboscópica 123]

x"+L : ó(7: x.). (3 2)

donde 7 es constanle. La ecuación an¡erior equivaie a integrar la ecuación (3.i) desde

ü : 0 hasta f :7 usando como condición inicial a x-. De este modo. se obtiene un

mapaj que puede ser representado en general en la forma

x,-1 : N{(x,,, {p¿} ). (3 3)

3.2. Puntos fljos ¡, atractores

Un atractor es un conjunto de puntos A del espacío de fase hacia el cual convergen

todas las condiciones iniciales en una vecind¿d dada. \latemáticamente, A es el

conjunto cerrado e invariante mÍnimo que atrae a un conjunto L: de condicrones

iniciales. La unión de lodos los conjuntos que son atraídos a un mismo atractor se

coDoce como l¿ cuenca de atracción de --l [2-{]. En el caso de mapas existen dos lipos

de atractores: a) puntos fijos u órbitas periódicas, y b) atractores extraños. De estos

últimos se h¿blará más adelante.

Un punto frjo de la ecuación (3.1) es una solución constante. es decir, un pufio

x* para el cual F(x.) : 0, o equivalentemente p(¿; x') - x*. Una órbita periódica es
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una solución de (3.1) que siempre repite su comportamiento después de un interlalo

fijo de tiempo. o sea.. ó(li x): q(t +r:x) paratodoáyalgúnperíodor>0.

Un punto fijo del mapa (3.3) cumpLe ia siguiente relación:

x-: M(x.).

P¿ra el caso de puntos fijos de perÍodo r¿ > I se tiene que

(3 1)

x-: M-(x-) (3 á)

El lado derecho de (3.5) equivale a aplicar el mapa M un número m. de veces. Cla-

ramente, una órbiia periódica del sistema descrito por (3.1) es un punto fijo para el

sisrPma di5Lrero dado por 1:J.?7.

3.2.1. Estabilidad de los puntos fijos

Los puntos fijos pueden ser est¿bles o inestables. Un punto fijo x- se dice estable

si para cualquier vecindad Li en torno a x- existe una vecindad 1,/ (más pequeña que

L) tal que NI" (y) C U para todo s > 0. Esto quiere decir que una condición inicial

que parte cerca de x* se mantendrá cerca de éi siempre. En c¿so contrario, esto es.

si para una condición irricial ce¡cana al punto fijo el ma,peo comienza a alejarse de

éste, se dice que x* es inestable.

Para delerminar Ia estabilidad de un punlo fijo se debe estudiar c1ué le ocurre a

una pefiurbación x, : ¡* + d". La evolución de esta perturbación está dada por

Xr¡+r : x* * d,+r : Ivf(x= + 0",) = NI(x.) + rÑI(x.) d;,
(3 6)

= x- + DM(x-) di.,

donde DIVI(x*) es la matriz jacobiana de lvl evaluada en el punto fijo. De 1a relación

anterior, Ia evoluclón de ó," a primer orden se escribe corno

d"+r : L . 5, :L2. d--r :... = Ln-1. ó0, (3 7)
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con L : DNI(x') una matriz cu¿drada de dimensión d, En este caso d6 es una

condición inicial para el mapa definido por L. Sean {)¡}, z € 11, dl el conjunto de au-

tovalores de L ¡' B : {b1, b2, . . .. b¿} Ia base deflnida por sus autovectores. Aclemás.

do : (dó,. . ., ii$) es la condición inicial dig escrita en dicha base. Entonces

á" : d-¿)ibr +d¿.Ub, +.. +dÍ)ibd. (3 8)

Si todos los autovalores l^r1 < 1, entonces se cumple que la pertubación d^ - S

cuando n --* co. Esto quiere decir que el punto x* atr¿e hacia él las condiciones

iniciales cercana,s, por lo que se dice que x* es estabie. En cambio, se dice que x" es

inestable cuando alguno de los autovalores cumple con 1,\¿] > 1, puesto que cualquier

condición inicial cercan¿ ai punto será repeiida de é1. En particular. para eL caso

d:2, se pr.reden clistinguir tres casos:

L l),1 < I :' llzl < 1- x'es establo.

2. ilrl < 1 y l)rl > 1 -+ x* es hiperbólico o sad,dLe.

3, l)rl > 1 y l)rl > 1 --- x* es inestable.

Existe otro caso, ])1,2] : 1, en el que x* no atrae ni repele, pero es poco común ¡-, en

particuiar no se encuentra en sistemas disipaiivos.

Para determlnar la estabilidad de órbitas de cierto perÍodo m,. el cálculo es esen-

cialmente el mismo. En el mapa NI = NI-, una órbita de período m aparece como

un punio fijo. Luego. Ia evolución de una perturbación d,, a primer orden está dada

por

d,+r : DNI(x-) 'ri,. (3 9)

Luego, los valores propios de DÑI(x-) definirán la estabilidad de x' en este caso.
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Cuando se conoce analític¿mente ia forrna deL mapa M resulta muy sencillo

determinar ia estabilidad de los puntos fijos del mapa. Pero si el napa es construido

a par¡ir de un flujo. como en (3.2), en principio no se conoce la forma analÍtica

de lvf. En este caso, una forma de construir Dlvl(x.) es la siguiente: se escogen .rV

co¡tdiciones iniciales x- + d-[') en la vecindacl del punto fijo. y se iteran una vez en e1

mapa definiclo por (3.2), obteniéndose un conjunto de N puntos de la forma x. +á{t).

Luego. en la aproximación lineal se cumple (3.7). es decir

fi.) (iJ"
\latriciaimente. la ecuación a,nlerior se puede escribir como Ar: AoZ. donde A¡ y'

A0 son matrices conocidas de :\ x 2- Finalmente, ¿ : (A;'A,0)-1A[At- La precisión

de ésta estimación depende del nrimero de perturbaciones iniciales A, y del ramaño

de ést¿s.

3.2.2. Atractores extraños

Irn atractor extraño es el trpo de solución que posee un sistema dinámico cuando

se encuentra en estado caótico. Un sistema caótico posee dos caraterÍsticas funda-

mentales: impredictibilidad temporal y sensibilidad a ias condiciones iniciales. El

primer hecho implica que los puntos pertenecientes ¿ un ai,ractor extraño, también

llamado caótico, se m¿pean en otros puntos dentro del at¡actor sin un orden apa-

rente) aunque estos objetos suelen estar acot¿dos en el espacio de fase. La segrrnda

ca¡acrerística de los sistemas caó¡icos implica que 1¿ distancia entre dos condiciones

iniciales muy cercanas en el a¡ractor (tanto como se quiera) luego de pocas iteracio-

nes hab¡á crecido exponenci¿lmenre. Es declr. 1a distancla d6 entre dos condiclones

(3.10)
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crece como d, - áoer". Claramente ) guarda cierta relación con los valores propios

vinculados a la estabilid¿d de los puntos fijos. Este se conoce como ei exponente de

Lvapunov [25] e indica Ia ¡asa de alejamiento de dos tray'ectorias infinitesimalmente

cercallas. Un atractor posee tantos exponentes de Lyapunov como dirnensiones ei

sistema, y si al menos uno de ellos es posirivo, se dice que el atractor es caótico. Otra

característica irnplÍcita en el comportamiento descrito atrtes es Ia impredictibildad

de una travectoria sobre el atractor 126].

Para c¿lcular el exponente de Lyapunov máximo. se procede de la siguiente for-

ma [2zl:

i) Se escoge una condición inicial x¡ sobre el atractor "v una perturbación x'n :

xo * do.

ii) Se iteran un¿ vez x'o ,, xo, ,v se mide la distancia d1 entre las condiciones ya

iteradas.

iii) La dirección que une xy -u- x', define la dirección de la perturbación sobre x1 de

tamaño d6 que se usará para repeiir el paso 2. Es decir

, " ld"lXi .-- Xr + or 
ldil

Este paso se iiust¡a en 1a figr.rra 3.1,

iv) Finalmente. con la nueva condicrón perturbada y 1a tteración sobre el atractor,

se repite el paso ii) l- veces.

Finalmente, el valor del exponente de Lyapunov máximo estará dado por

(3.11)

Si el estado de un sistema es caótico. el exponente de Lyapunov mátimo indica a que

tasa se separan dos condiciones iniciales cerca.n¿s en l¿ dirección de mayor dilatación'

\--.::i'(1)
.u 

- \00/
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Trayectorías perturbadas

T¡ayectoria s e1 at.ractor

Figura 3.1: Generación de lra"v-ectorias perturbadas x1 en 1a dirección de máximo
alejamiento del atractor. para calcular el exponente de Lyapunov máxlrno.

3.2.3. Variedades estables e inestables de puntos fijos

Para un punio fijo. ios vectores propios v, de la ¡natrrz DM(x-) definen un espacio

iangente a x'. Este espacio puede ser descompuesto en los subespacios o direcciones

estable E- (1)¿l < 1), inestable E* (lfti > 1) y centro ¿o (l)rl : 1). La variedad

estable de u.n punto fijo x- se dr:fine como

/ x{

\,

ob¡e

I,t "(x.) : {" e L¡ j* Nf"(x) - x-, conx,, e UY n e Z+). (3.12)

Es decir. i,fu'" es un conjunto de puntos que convergen al punto frjo a través de la

dirección definida por el vector v; rai que .\¡l < 1. Esra variedad es particuiarmer¡e

j,mportante cuando el punro fijo es hiperbóiico, puesto que juega un rol vital en la

formación de las llamadas crisis, como se verá en Ia subsección 3.3.-1. Para definir l¿
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variedad inestahle basta iter¿lr el map¿ Nf hacia atrás en el riempo

lV"(x.) : {x e Ul ,línl M"(*) * **,.o, *" e LtV n e Z-}. (3.13)

L¡"s variedades estable !tr,'' e inestal¡Ie ll,-'sorr por cons¡rucción invari¿nips. pucsro

clue NI(I,V ''') : VVs'u. Localmente se puede def,nir 1a variedad I,ffi con el vector

prr:pio i:.sociado v'" corno

l|,i;" : {x e x* + €v''"VÉ € [-e6, e¡], 0 < es << 1]. (3.11)

Iterando i,V,i. hacia atrás en el iiempo, se puede construir numérica¡nente 1a v¿rierlad

estable. Esto sólo es posible para mapas rnvertibles. pero en particular los mapas pro-

venierites de ecrLaciones diferenciales son invertibles. L¿ variedad inestable se obtiene

ir erarrdo tl,lj. hacia ¿del¿rnte.

3.3. Bifurcaciones

Las ecuaciones (3.i) y- (3.;) indican que el comportamiento de los sistemas di-

námicos depende dcl valor de una iamilia de parámetros {pu}. Et.o quiere clecir que

La estabilidad de un alractor deperrde del valor de los parámetros. -\demás, puede

ocurrir que al mover el valor de algún parámetror aparezca o desparezca un atractor,

Cuando ocurre alguna de 1as situaciones anteriores, y en general. cuando el aspecto

del espacio de f¿se cambia sustancialmente, se dice que ocure un¿ bifurcaciÓn.

3.3.1. Diagrama de bifurcación

Si se grafica el est¿do final de un sistema (punto fijo, órbita de perÍodo m o atrac-

tor extraño) en función dei valor de a1gún parámeiro p, se puede obseryar cuáles son

Ios cambios que sufre la organización del sistema. Este gráfico se coooce como dia-

granra de bifurcación. y es un¿ de las her¡amientas más úti1es para tener una idea
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1ogÍs tico
1

0.6

0.4

0.2

Figura 3.2: Diagrama de bifurcación de1 mapa logístico. para r € it. +]. Se usó como
condición inicÍal z¡ : 0.2, y se graficaron ¡ : 300 puniosrtras un transienle de 500

iteraciones para cada valor de'r.

rápida de cuáles son las bifi-rrcaciones que ocurren al variar p, y la posible relación

entre éslas. EsLe diagrarna se constrruve iterando algunas condiciones iniciales. dist¡!

buidas ale¿toriamente err el espacio de fase, durante un tiempo largo, para asegurar

la convergencia aI atractor. desechando las iteraciones iniciales conocidas como las

transientes. Luego, se registran los N últimos estados {xr=r.. ,¡}, para dis¡intos va-

lores de p en la zona del espacio de parámetros de interés. Un ejemplo mu;, conocido

es e1 diagrama de bifurcación de1 mapa logístico r.+t: rx-(L - c") (figum 3.2).

Las bifurcaciones se pueden cl¿sifica¡ en loc¿les y globales [24]. Las bifurcaciones

locales son aquellas en que aparecen (o desaparecen) puntos fijos. o cambia la esta-

bilidad de éstos. y se caracteriz¿n porque el carácter básico de ellas no se modifica al

agregar pequeñas perturbacrones arbit¡¿¡ias al mapa. Las bifurcaciones giobales son

aquellas que no están vinculadas al cambio de es¡abilidad o a la aparición o desapa-

rición de puntos fijos. sino más bien al cambio de posición de 1as va¡iedades estables
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e inestables de puntos hiperbólicos. Estas últimas juegan un rol fundamental al mo-

mento de entender 1a formación. destrucción o cambro de los atractores extraños. Las

bifurcaciones de este tipo rnás relevan[es son las llamadas crisis.

3.3.2. Bifurcaciones locales genéricas

Para mapas, existen tres tipos de bifurcaciones de este tipo:

1. Doblamiento de período. En este caso una órbita de perÍodo m est¿ble da

paso a una órbita inestable de perÍodo rn y una estable de perÍodo 2rn al

mover un parámetro p. En ia figura 3,3a se representa esfa bifurcáción para

un mapa de una dimensión :VI(z). La línea recta es 1¿ idenlidad. Urr punto fijo

cumple con l¿r, relación (3.+), por lo que dichos purtos ¿p¿,recen en Ia flgura

como 1¿ intersección entre rU(r) ¡, Ia identidad. El punto es establei¡inestable

si el módulo de la derivada de r'tl(;r) en el punto fijo es menor/ma;,or que la

identidad. .\ntes de que el parámetro llegue ai valor de bifurcación p6 sólo existe

un punto fijo estable. Todas las condiciones iniciales vecinas al punxo convergen

a éste. La bifu¡cación ocurre cuando p : p6. Para valores dei parámetro mayores

que pó existen dos puntos fijos; el antiguo. ahora inestable, y uno nuevo estable,

que posee el doble de período que e1 primero )- que en la figura 3.3a se ve como

las dos intersecciones con la identidad que 1o rodean.

2. Bifurcación t¿Dgente o saddle-node. A1 variar el parámetro p. aparecen dos

órbitas, un¿ inestabie (el sadrlle'1 y otra estabie (el nod,e¡. En la figura 3.3b se

represenia es¡¿ l¡ifurcación, que se caracteriza por Ia creación de dos nuevos

puntos 6jos.

3. Doblamiento de perÍodo invertido. Una órbita de perÍodo m, ines¡able c¿mbia ¿



(u)

p
¡

M(x)

Doblamiento de perÍodo

M(x)p<

) Bifurcación tangente

DobL¿rmiento de p erÍorlo invertido

(b

b

(.)

p<

Figura 3.3: Bifurcaciones genérrcas locales. a) Doblamiento de perÍodo. b) Bifurcación
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estable, ), ¿l hacerlo genera una órbita de período 2rn inest¿ble. Esencialmente

es la misma bifurcación que en el caso 1, salvo que inicialmente existe un

punto fijo inestable que luego de la bifurcación pasa ¿ ser estable, creándose

un punto inestable con el doble de perÍodo que el original. Esta bifurcación se

esquematiza en la figura 3.3c.

Una caracterÍstica importanie de este iipo de bifurcaciones es que el flujo dentro

del espacio de fase se mantiene inalteraclo. Las flechas en la flgura 3.3 indican el

sentido del flujo. es decir, hacia donde convergen las condiciones iniciales en las

distint¿s zonas del espacio de fase. Si antes de una bifurcación e1 flujo iiene un

sentido. por ejemplo hacia la rzquierda en la figura 3.3b. Iuego de la bifu¡cación el

flujo global sigue siendo hacia Ia izquierda. Por lo ranto, cada vez que se crea un¡]

órbita estable, debe crearse otra inestable. v viceversa.

3.3.3. Transición de Feigenbaum

Una de las rutas al caos más común es la cascada de cloblamien¡os de período,

también conocida como tr¿lnsición de Fergenbaum [11]. En el diagrama de bifurcación

del mapa logÍstico (flgura 3.2) se puede observar que a partir de r : 3 comienzan

¿ ocurrir sucesivos doblamien¡os de perÍodo al incremen¡arse el valor del parámetro

r hasta que. para rc = 3.ó7, el sistema se vueh'e caótico. Cada vez que ocurre un

dobl¿miento de perÍodo. aparece una órbita periódica inestable en la posición de la

órbita est¿ble existente antes de Ia bifurcación, por lo que una región acotada del

espacio de fase comienza a llenarse de estas órbitas, que son inflnitas para r > rc.

La únrca órbita "estable". que tiene período infinito, es el ahactor extraño. La figu-

¡a 3..1 muestra cómo la existenci¿ de lnflnitas órbitas inestables genera trayeclorias

c¿óticas dentro de ur¿ zon¿ acotada del espacio de fase. atrayendo a ia solución por
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las variedades estables y repeliéndola por 1as variedades inestables de Ias órbitas.

La transición de Feigenbaum es muy importante, pues muestra ciaramente cómo la

estructura interna de Ios ¿tractores extraños está formada por objetos más simples

quc ocupan una zona común del cspacio de fase.

Trayectsoria caótica

a

o = órbita peliódica i¡¡éstable

Figura 3.J: Trayectoria caórica viajando entre inflnítas órbitas periódicas inestables

(puntos). La variedad estable de una órbita (linea punteada) atrae a la solución

hacia ésta hasta que Ia variedad ines¡¿ble (lÍnea sólida) la repele hacia otra órbit¿

inestable, donde ocurre la misma srtuación.

3.3.4. Crisis

El es¡udio del diagrama de bifurc¿ción tanto de sisremas discretos como conti-

nuos ha mostrado Ia existencia cle un tipo de bifurcación discontinua, llam¿da crisis.

Cuando ocurre una crisis Se observa un repenfino cambiO en algún atractor extraño

presente en e1 sistema al variar cierto parámetro p. Ha"v t¡es ¡ipos de cambios que

ocurren en un airactor 128l:
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(1) Destrucc'ión deL atractor..{ partir de un cierto valor p" del pilrámeiro p. el

atr¿ctor repentinamente desaparece. Inmediatamente después de haber sobrcpasado

es¡e valor crÍtico, las órbitas permanecen en la aniigua cuenca de atracción,4 del

atractor extraño por una cierta cantidad de tiernpo, luego del cual las órbitas aban-

donan esta región para no regresar más, siendo atraÍdas por otro a¡ractor presente

en el sistem¿r, \lien¡ras más se acerque p a pc, el tiempo de permanencia promedio r
en el interior de -4 tiende a infinito. Un ejemplo de esta repentina desi,rucción es la

llamada crisis de borde.

(2) Crectrniento del atractor. Al sobrepasar p un cierto valor p. el atractor extraño

crece repentinamente, y con é1 su cuenca de atracción. Justo después de ocurrida la

bifurcación ias órbi¡¿s permanecen cicrto tiempo dentro de ia antigua cuencai parin

luego fbrmilr p¿rte de una cuen{ra mayor, donde permanecen un pequeño tiempo,

luego de Lo cual la órbi¡a relorna a la cuenca á,ntigua, ciclo clue se repite ad in.finitum,.

EI riempo promedio ¡ entre cada aparición dei comportamrento caótico fuera de la

vieja cuenca también aumerta mientras más cercano es p al valor crÍtico. Un clásico

e;emplo de este tipo de cambio es 1a crisis inte¡ior.

(3) Un¡¡n de d,os (o mris) atractores. Cuando el parámetro p pasa un cierto

valor crÍtico p., dos (o más) atractores colisionan, junto a sus cuencas de atracción.

generando así un alractor único más grande. Este fenÓmeno es más bien frecuente

en sj.stemas con alguna simetrÍa. como Los péndulos no lineaies, donde cada atractor

posee un gemelo. También se puede observar en el caso de órbitas de perÍodo rn,

en el cual el mapa original iterado r¿ veces posee rn puntos fijos. los cuales pueden

llegar a colisionar. Tras 1a coiisión, se observa c{ue una órbita pasa cierto tiempo en

un atractor, para luego saltar repentinamelte a] ot¡o. La relaciÓn entre el tiempo

promedio r enire saltos y el valor de p tiene el mismo comportamiento que en los
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otros casos.

Grebogi et at. l2Slmostraron que ia relación entre r v p está dada por

t Inl)fl
lnet=6*1"¡rl ,

donde 1.\f I > 1 y l)ii < 1 son Ios autovaiores asociados a la Órbita A.

(3.15)

hccho que ha sido conflrmado numéricamenie para una gran yariedad de sistemas.

Cu¿ndo la crisis corresponde a una en que ocurre lo descrito por (2) 1, (3), se está

en presencia de 1¿ llamada interm¿tenc'ia inducid"a por cris'is. La intermiiencia es

un fenómeno que ha srdo observado en muchos sistemas naturales fO, ZO,IO] y que

ap¿rece como un lac¡or reiev¿nie cu¿ndo se genera turbulencia [f5].

En las crisis. l¿ destrucción del atractor -v- la intermrtencia eotre estados observada

no están vinculadas al cambio en ia est¿bilidad de los puntos fijos involucrados, sino

ai cambio de la geometrÍa de l¿s v¿ried¿des estables e inestables de algún punto

hiperbólico (dentro y,'o fuera del atractor). que se \ie afectada al variar e1 valor de

un parámetro. Las colisiones de estas va¡iedades entre sÍ y con oiros objetos del

espacio de fase, como órbitas periódicas (puntos fijos) y atractores extraños es capaz

de cambia¡ drásÍicamenie Ia dinámica de las soluciones. Estas colisiones son llamadas

rangencias v eristen de dos r,ipos:

7. Ta'ngencia heterocLt'na. En este caso, la variedad estable de urra órbita inestable

B colistona langencialmente con Ia variedad inestable de otra Órbita inestable

A. dentro del atractor (flgura 3.5a). El exponente ^¡ de la ecuaciÓn (3.t;) aso-

ciado a esta tangencia es

(3 16)

2. Tangen,cia homoclina. Octrrre cuando la variedad es¡able de una Órbita inestable

B colisiona tangencialmente con su variedad estable (figura 3.5b) Para esta
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(a) Tangencia heterocl j.na (b) Ta¡rgencia homoclina

Figura 3.5: Los dos tipos de tangencia posibles: a) Tangenciir, hereroclina, b) rangen-
ci¿ homoclin¿.

tangencia, el exponente 7 asociado es

(3.17)

donde lAf ! > t y )fl < 1 son los autovalores asociados a Ia órbita .8.

En ambos casos. Ias órbitas periódicas inestables pueden o no pertenecer a un

atractor extraño. Como 1,a se vio, cualquier bifurcación local genera este tipo de

órbitas, las cuales siguen exis¡iendo par¿ un intervalo amplio de p. Así mismo la

existencia de atraciores extraños es muy común debido a la presencia de 1as tran-

siciones de Feigenbaum. La estruciuración del comportamiento global de1 sistema

en ei espacio de parámelros se debe en gran medida al juego que existe entre estas

transiciones y ias crisis.

Se puede comprobar por inspección que. una vez ocurrida una tangencia. cuando

una órbita dentro del atractor se acerca a la iangencia a través de la variedad inest¿-

ble, puede ser ¿t¡aÍda por 1a variedad estable cercana a la tangencla. Es¡a variedad
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lievará a la órbita a otro est¿do, fuera del a¡racror, como se observa en la figura 3.6,

La existencia de las variedades estables hace entonces posible la rica fenomenología

descrita hasta aquí. Esto habla de La necesidad de encontrar las órbit¿s hiperbólicas

involucradas en los cambios. saber dónde son generadas, y construir sus variedacles

estables e inestables.

At¡actor

ineBtabLe

vari-edad establ e

Figura 3.6: Crecirniento de un a¡¡actor clebido a una tangencia homoclina. La in-
tersección que se genera después de la crisis permite a las soluciones escapar de la
cuenca de atracción del anriglro atrac¡or, para evenrualmenie volver a ésta. El tiempo
que toma en repe¡irse esie p.roceso es Í,

3.4. Detección de órbitas periódicas inestables

L¿s órbitas perÍodicas inestabies juegan un rol vital en las transiciones en¡re

estados de orden o de cuir,sipertodicidacl hacia comportamientos caóticos, asÍ como

en¡regan inlbrmación acerca de la estructura interna de los atractores ertraños [31,

Tanger¡cia

variedail

3r

5

inestable
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32], por 1o que hallar su ubicación se torna muy imporrante. Se han desarrollado

v¿r,riadas técnicas para encontrar órbitas periódicas inestables. -{ continuación, se

mencionan dos de éstas:

ü[étoda de Newton-Raphso¿. Este método permite encontrar ceros de una función

F(x). Dada una semllla x¡ en l¿ vecindad V de un cero, Ia sucesión siguiente converge

a la posición del cero en cuestión:

F(xr)xj._t:xh-rE)(r, (3.18)

donde DF(x¡) es el J¿cobiano cie F evaluado en x¡.

Si se considera que una órbiia periódica inestable cumple Ia ecuación 3.4. encon-

trarila equivale a elcontrar el cero de

F(x) : ¡'1¡"¡ -"

Este método tiene la ventaja de converger rápidamente a x*, esto es, en pocas ite-

raciones y con muy buena precisiiin. cuando se tiene ura idea de la ubicación de ia

vecindad I,/. De lo contrario, dependiendo de Ia nolinealidad del mapa, puede ser muy

inestable. Esto es un problema cuando se desea encontrar ó¡bitas inestables en una

amplia región del espacio de fase sin tener conocimiento previo acerca de ia posición

aproximada de 1¿ órbita.

Itétod,o SD. Este método fue desarroll¿do por Schmelcher "v 
Diakonos [33.3'1].

y consiste en es¡abilizar los puntos inestables xi de un mapa M¿, construyendo un

mapa NI5 cu.vos puntos lijos están en la misma posiciór que los del mapa NfL¡, pero

donde éstos son estables. La condición anterio¡ es satisfecha por la transformación

N,I!(x) : x - Á¡[NI¿;(x) - x]. (3.1e)

Si xl es un punto fijo de NI¿,'. enionces el paréntesis clel lado derecho de (3.19) es cero.

por lo que xi también es un punto ñjo de NI§. Por otro lado. si x.r es punto frjo de NI!,
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] A¡ no es una matriz singular, entonces el paréntesis del lado derecho debe ser cero,

por lo que xi también es punto fijo de iVIs. Schmeicher y Diakonos 133,3-1] mosrraron

que existen un conjunto finito de matrices A¡ : )C*, con 0 < ],\l ( 1, que hacen que

los puntos fijos de la transformación (3.19) tengan valores propios con valor absoluto

estrictamente menor que uno, lo que asegura que éstos sean estabies. En particular,

en el c¿so de clos dimensiones. existen cinco matrices C¿ que estabilizan a los puntos

fi jos de NIy:

",: (¿ ?) ",: (;' ?) , ",: (l j,)
(3.20)

.,:(? l)
Para encontra¡ el conjunto de puntos xi es necesario encontrar ios puntos fijos de

cada tr¿nsformación M!. Para esto se usan muchas condiciones iniciales escogidas

¿l azar desde Ia región de interés del espacio de fase. Este rnétodo, debido a su

carác¡er global. resulta muy útil cuando no se s¿be nlucho acerca del sistema, pues

aun condiciones lejanas a la vecindad lineal de los puntos fijos son atraídas a éstos

después de pocas iteraciones. La gran desventaja es que mientras más grande es

el periodo de Ias órbitas, más pequeño debe ser ). 1o que aumenta el tiempo de

convergencia 133], volviendo poco eficiente al método cuando se buscan órbitas de

perÍodos grandes.

Debido a que los dos métodos mostrados antes tienen ventajas comparativas uno

respecto del otro. una búsqueda confiable de puntos fijos inestables se puede hacer

usando ei método SD para hacer un ba¡rido general del espacio de fase, y el méiodo

de Nel'rron-Raphson para mejorar la precisión de los puntos encontrados con SD.



Capítulo 4

Análisis de la ecuación DNLS como
un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias

En este capÍtrilo se estudiará la ecuación DNLS en el contexto de Ios sis¡emas

complejos. usando la aproximación hecha por [f+]. que consiste en buscar sólo las

soluciones que viajan con velocidad cosntante. Aunque se mostrarán resultados ¡ra

conocidos If+. t;], se profundizará en el uso de las herramientas que entre§*']a' teo-

rÍa de sistemas dinámicos para e1 diagnóstico de los fenómenos observados en los

experimentos nu¡néricos.

4.1. Reducción de la ecuación DNLS a un sistema
ODE

La dinámica no lineal de las ondas de Alfvén de gran amplitud viajando a través

de un campo magnético en ia dirección r está descrita por la siguiente ecuación

DNLS disipariva y forzada [1á]:

a§ * "fir,,,lor )l - i(t, + d# : s @. r, t).

3-1

(1.1)
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donde 4 y 7,i son los parámetros clisipativo y dispersivo respeciivament e, b = bo + ib.

es el campo magnético cle la onda normalizaclo al campo de fondo constanie -8¡. E1

tiernpo está rlormalizado a,l inverso de Ia frecuencia ciclo¡rónica cle los iones tl"¿ :

eBgf m¡, doncLe e es la carga del protón y mi ia masa de un ión. La clistancia está

normalizada a cAlact. clonde c.1 ,.s Ia velocidad de -\lfvén. Aclemás. a : ti i+(t - p)1,

. r,') /;-
Ll : cJ', r-'l )' .jr : V fl, -, pr-r es lir veLr¡cid¿d de las ondas de sonrcLo. Consirieremos eL

forzanriento erterno como S'(.b,r,,t): Aexp(r,kq), es decir, una onda monocromática

polariza,da circularmente hacia la izquierda con fase e : x - Vl, donde V es la

velocid¿rd constante de la oncia,,4 y k son constantes arbitrarias.

Se buscarán en esie c¿pítulo soluciones estacionarlas, de forma tal que á: b(o).

Un camino a seguir es suponer c.1ue el campo tiene la forma b : te;e , suponiendo c¡ue

tanto Ia envolvenie 6 como la fase 0 clepenclen de ó. Este método fue empleado en la

Ref. [8] para la ecuación DNLS sin clisipaciótt v fuente externa, encontrándose tres

tipos de soluciones que se prop¿gan con velocidad constante: onda,s monocromáiicas,

ondas con envolvente modulada periódicamente y solitones.

En este casor corno se quierel incluir los efectos de la disipación i, la lirente

extern¿, se trabajará direcramenre con la forma compleja de la onda Ü : br - iá,, sin

suponer nada acerca de la fase. Flaciendo e] cambio de va¡iable correspondiente, las

derivadas tanto del tiempo como respecro a Í pas¿n a ser de¡ivadas totales respecto

Je .,. por Io que (1. t) quutla:

) )2L

-v+ - o'7¡,b :b1 - irp - iq:\l :,:erp'lkor'
da dQ ao'

Integrando Ia ecuactÓn antedor una vez respecto a ó, 
""-- 

separando 1a parie real de I¿

imagilaria, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordin¿¡i¿r,s
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db. db,, -.r
0 - _ p_Í = (alol. _ V)b" _ jcoskE.
d?dok

El sistema anterior se puede reescribir como

dh, db. dH A,); - u;: -; + ;sen,ko.uo da da, ,t

db, db_ aH A
¡t_;l _ ry -: _ *;cos,ha.da 4Q db, k

donde 11(ó) : (crl\(b' - bZ) - ¡/'12)(b - b6)2. En este caso á6 : (ó16,á"¡) es una

constante de inlegración. Finalmente, renormalizando, se tiene

;rAHbu-ub,: ^;- + aCOSA,- oa,

d l'1
b" i vb,, = - .-:- * aserid,' dDt

A=Q.

dondc

a - ]rur - r)r- :(b - i)r

y la derivación está hecha respecto a Ia nueva variable ¡ - abZqlLL EI parámetro de

disipación normalizado es u : n I F, b - b I bo, 0 : Oó, A : ¡.t k I @bl), a : Al @blk),

d:-1+vl@b7))

En Io qr.re sigue, se analizarán ias ecuaciones (1.2)-(4.4) para diferentes valores

de Ia amplitud de forzamiento a. hacrendo previamente una descripción derallada de

las soluciones que presenia el sis¡ema sin forzamien¡o.

4.2. a - 0: Ondas periódicas, solitones y shocks

Cuando no ha¡r forzamiento en las ecuaciones (1 2) (.1.4), Ia dimensión del sistema

baja a dos y ias soluciones son regulares. es deci¡, no se intersectan en ei espacio de

('1 2)

(1.3)

(4.4)
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fase. Cuando a.\¡ u son cero, se liene un sistema hamiltoniano (conservativo), ¡,. 1as

soluciones son las tra-vectorias de "energía" constante en el espacio c1e lase, o sea

,ry(b) : ¿. (4.5)

donde E es una constante que depende de las condiciones iniciales. Las ecuaciones

en este caso se reducen a

,dH
"a- Ah

,0H,.__Abu

Los puntos fijos del sistema son tales que

AH
ab-:0'

DH

abr: o'

E1 sistema de ecuaciones resultanle es de tercer grado, por 1o que existen tres puntos

fljos

. l-L-,¡+$ I §'--11 nr .--Jro,: t-:-n:--:: ,i fp,: {1,0}, rp,: t
-1 r ,{llj

(4 6)

(17)

')
({ 8)

Haciendo perturbaciones lineales a 1as ecuac.iones (4.6)-(4.7) en torno a los punros

fljos se generan sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de Ia forma

*: ¡"tro,lro,
d.T

donde DF es el .jacobiano dei campo vectorj.ai dado por

/ AH AH\
F(b) : l-,-- l.

\dD, db" )
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evaluado en alguno rle los puntos fijos. La estabilidad de un punto fijo fp, se establece

calculando los autovalores,\¿ de la matriz DF(fp;). A cada punto fP, corresponden

dos autovalores. En este caso los valores propios para cada punto fijo son

/\t -: (4 e)

(4.10)

(1.11)

Como ei sistema es conservativo los autovalores de los puntos fljos sólo pueden

ser estrictamente imaginarios o reales. Los puntos Éjos en la primera situación son

los llam¿dos centros, v se caracteriz¿n porque alrededor de ellos se lorman órbitas

periódicas. que se ven corno trayectoliiis cerradas el el espacio de fase, deflnidas por

el valor de la cr;nstante E en (1.ó). En el caso de ¿utovalores estrictamenfe reales,

debido a que el sistema es conservativo. un autovalor debe ser positivo y el oiro

debe ser negativo. Esre tipo de punros 6ios son conocidos como saddLe- o puntos de

ensilladura. puesto que poseen una dirección atractora, definid¿ por el veclor propio

asociado a.\-. y una dirección repulsiva, definida por el vector propio asociado a )-.

La figura 4.1a muest¡a Ia vari¿ción de la coordenada b, de los tres puntos frjos

posibles en fu¡ción del parámetro d. Se observa que cuando d < -ll4los puntos

fpt "y fp¡ no existen, siendo fp, el único punto fijo del sistema. Las figuras 4.1b, c

y d muestran Ias partes real e rmaginaria de .\¡, fI y )I en función de d. Cuando

aparece fpr, ,\, es reai, y cuando io hace fp3, )f es imaginario. Por su parte. ,\2

sóIo tiene parte irnagiaaria. Io que junto a Io anierior ocurre mientras d < 0. Por

/1+T(r - 2d) - (1+ 4á)

2

1+4ó(1-2ó-)-(1+4d)
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P1.r:1tos irj os r.¡s 5

a

'.

-2

Figura J.1: a) Coordenada g de 1os puntos fp1 (1ínea gruesa). fp, (lÍnea punteada)
y fp, (Iínea delgada) en función de1 parámetro d. Se obsena como para 5 < -ll4
los puntos fpr y fp¡ no existen. -{demás se mues¡ran los gráficos de las partes real
(línea gruesa) e imaginaria (lÍnea punteada) de b) ,\i, c) .\{ ,y- d) )f en función del
parámetro d-.

Io tan¡o para esos vaiores del parámetro fp, es un sad,dle. roienl¡as fp, y fp,¡ son

cen¡¡os. Cuando d- > 0, fp, cambia su estabilidad. convirtiéndose en un ceniro. al

mismo tiempo que fp, se convierte en ¡n sad,d,le. Esta si uación se mantiene hasta

que fp, colisiona con fp, cuando d:2, como se obser¡,-a en la figura 4.1a. Luego de

esto. fp' p¿sa a ser un cen¡ro ¡r fp, un saddle.

En lo que sigue se usará el valor á: 1¡l1 para estudiar las soluciones del sistema,

pues para este valor del parámeiro coexisten los tres puntos fijos posibles, por 1o

que se podrán observa¡ todos los tipos de soluciones que permite el sistema y sn

by

"L'l
I
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I

I
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I

zl
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intéL-nÉ'l::

.rn,i.r liéL§!i!a.i.1
hác il -a izl rierd:

ira l it rn

onda
polarizada
hacia la
derecha

EaprlÉ

Fignra .1.2: Dlf'erentes regiones del espacio de f'ase para e1 caso ¿ = 0 y u : 0, con

d:0.25.

distribución en el espacio de fase. Cuando d-: 1/4 los purlos frjos están ubicados en

fp, : (-1 20711,0),

y sus valores propios son

fpr: (1,0), fp..: (0.20710.0).

,\i : ro 8o4o19 ¿. ti = +0 661138. li : 
=1.163'12 ¿.

respectivamente.

La figura 4.2 muestra 1¿ distribución de Las distintas soluciones en ei espacio

de f¿se cuando 5 :111. L¿s curv¿rs en la dirección repulsiva son órbiias que se

conectan al saddle arrar'-és de la di¡ección aira),ente, Ilamadas homociinas, que a su

vez encierr¿n a los dos centros. Las homoclinas deflner separarrices en ei espacio de

fase, y una condición inicial sobre ellas ta¡da un tiempo infinilo en converger al sadrlle.

.ii
i-I-il:
\\)(
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Estas curvas corresponden a solitones en el modo magnetohidrodinámico rápido e

inlermedio [t+]. La homoclina correspondiente al modo rápido encierra al punto

fljo fp,,, alrededor del cual las soluciones son órbiras periódicas. correspondientes a

ondas polarizadas circularmente hacia la derecha, mientras que fuera de 1a homoc.lina

del modo intermedio las soluciones son órbitas periódicas correspondientes a ondas

polarizadas circularmente hacia la izquierda.

La rnclusión de disipación (, * A) permite soluci.ones que cruzan las curvas

descritas por las soluciones del sister¡ra en el c¿so sin disipación. Los valores propios

de los puntos fijos en función del parámelro v. usando á: 1i4, sr¡n

- I+\'/ ) L l)u
'\l \v ) - +[ ]. -j- 2-l

4(rt-4)+(1r+1.2J1)u2
(r.12 )

,-_,,, , -u)rlr..r- ! /16
^2\u'- -{i_rl'!,t-', »¡ (4. r3)

(4.1.r)

Figura 4.3: Partes reales de ,.\+ (linea gruesa) 1- .\- (lÍnea delgada) de los valores

propios de los tres puntos fijos presentes en el sistema, en función del parámetro z.

con d = 0.25. a) )f (z), b) )¡(rz), c) ) (ru )

La ñgura 4.3 muestra ias partes reales de .\+ (línea gruesa) ¡, ,\- (línea deigada)

0.

-0.

de los autovaiores de ios tres puntos fijos, como función de u, graflcadas a partir de
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ias rel¿r,:ii¡ncs i 1.12) i1.l 1r. Ei pturto fp,. c1r.Le an¡es er¿:r itn c.otrtro. s.o r:onii.orre cn

un punro ¿1tr ¿l.ct.lr r a r¡re ia partc real r-le sus rios ¿utova.loles es siempr," ncg.ari\.a.

El pnnto fp. continíia, ,sien(lo 11n .."q,,l,ri,ie. pctr¡ sus aurovalo¡es r-¿l nt-r lielt_.n ei mi-.1¡o

nórlulo. La p:rrte real de ios oos arrtol¡Llores rlc fp., son positir.irs i: i¡¡rlir,les. por i.:so

sol¿rrenl,e se aprer:ia urr¡t lin,.a en 1a ligrrra [.3c. Este i]unt{l se conviertre en un reprrlsor

rrl incluü: disipación en..l sis¡erl¡r.

--\hora L¿:Ls L,¡bi¡¡l-r rlescribcl ¡r:insir:iotres cje tooci;_". qLie ron-oct¿r] cli¡s de ir¡s tres

prrrtos c-<r t:Lli on;Lricrs. cori.esponclielltes ¿r ,sñocA-" \lHD r¿ipiclos e inlerrncrlios f.)ó].

Erisren entr¡nces .:rts posibles .si¡cl,s: rrno r.ápirlo clue conecti.L fp, r:on fp. rrnieldo

-'l márimo 11t' poti:ncirl r:on el prrirro sarJaile ifiqrrra -l..la). .,' dos in¡r:r.rnedio-.. r|re

coll.,Cr¿rit fp" ,rrrn fp.. rl,"srje el rnirxiltLr rl nlr irn,¡ ifiqur:l 1.1b1. r. fp" cDri fp, c|Le

r'¿ r-lesd¡: e1 punto >-,'i¡J¡li r: har:i¡L ei rninilno por la zona intermccLi¿.1 ifigura L,|: r.

Fiq rra 4. l: ta, ohock r.ápido 3 I (b, -.áoc,{ inte¡lteclio 2 L ic I s¿oc,{ inr,"rrir:iio :l-.i

,,1 Df.rJ.

ErL

que es

/a\tt 7- \.) . u == 
,)i slstgnla hamiltoniano forzado

es¡e a¡rso. ;Li agregal un lorzlrntielrro. l¿ dimensirrl del sisrenr¿:ube ¿ l,r,"s.

r.:i nírl¡ro nÍLmero de dinronsione,* para tener soluciones caóri,;¿is iili srbir,mds
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contiruos [22]. Los resultados de integrar numéric¿mente el sistema para a € 10,0.2]

usando O = -2 se ven en la figura 1.5. Para cada a, las soluciones para disrintas

condiciones iniciales son provectadas sobre el espacio de fase (br, ó") usando el napa

estroboscópico definido por (3.2), donde el período es 2r/Ql.

Cuando a : 0, cada condición inicial genera un conjunto de puntos que están

sobre l¿ curva equipoierrciai que deflne dicha condición. Si el perÍodo de la onda

asociada a una condición inicial es 2;i,/:,:, entonces el corte de Poincaré se verá como

un conjunto de puntos densarnente distribuidos, que forman diferentes órbitas. salvo

en los lugares en los cuales Ia frecuencia de la órbiia cumpla con

,: +,r, con n y rn enteros,

1os que representan puntos fijos (órbicas periódic;rs del mapa).

Cuando a:0.002, Ias condiciones iniciales en torno al solitón intermedio gene-

ran un conjunto de puntos dispersos. señalando el comienzo de un comportamiento

caótico. Esto se debe a que pequeñas perturbaciones en un sistema hamihoniano

producen movimiento caótico en una banda alrededor de una separatriz del espacio

de fase (solitón intermedio) sin perturbar. haciendo "saltar" Ias trayectorias de aden-

¡ro hacia afuera v viceversa, h¿ciendo que una misma solución r,'a¡ra hacia el punto

sadrlle el cierto intervalo, para luego tender a alejarse de éste. Como consecuencia,

l¿s travectori¿s cerca de fpo se vueiven sumamente complicadas. La inrerpreración

fÍsica de esto es que las ondas presenran repentinos e impredecibles saltos de fase ¡r

sentido de la polarización.

Sin embargo. la mayor parte del espacio de fase contiene soluciones regulares con

o : 0.002. En particular, Ias órbiras que se encuentran denrro dei solitón rápido,

aunque se encuentran cerca del p:unto saddLe. tienen una polarización diferente (de-
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Figura 1.5: Cortes de Poincaré para diferentes valores de la ampiitud de forzamiento.
(a) a:0 (b) cz:0.002 (c) a:0.02 (d) a:0 2

recha o , > 0) a Ia del forzamiento. O : -1. Las regiones que contienen órbitas

caóiicas son separadas de aquellas que contienen órbitas regulares por un tipo de

obie|o conocido como toro de KA\,I. La teorÍa de K-A.NI (por Kolmogorov, Arnold y

\loser) [i4 22] establece que en un sistema hamiltoniano, Ia mayoría de las superi-

cies definidas por la condición (.i.5). también llamadas toros, continuarán existiendo

al aplicar una pequeña perturbación sobre el sistema. Para o : 0.002 por ejemplo,

se pueden observar dos toros de K-t,'vf rodeando 1¿ zona cercana al solitón rápido.

uno entre la región de caos y las ondas polanzadas hacia Ia derecha. y otro entre Ia

región de caos y las ondas iriermedias, de polarizacion mezclada.

Al incrementar la ampliiud del forzamien¡o La regióa caótica crece en el espacio
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de lase. Cuando a : 0.2, 1a rnarvor parte del espacio de fase mostrada es caótica,

excepto p¿ira unas pocas pequeñas islas.

Forzamien¡o con polarización izquierda Q : -1
l

Forzamienio con polarizaciórr dcrecha fl - 1

....
)'."\'

a : 0.002 a : 0.02 a:0.2

Figura 4.6: Comparación de ios cortes de Poincaré para el sistema perturbado por una
onda polarizada hacia 1a izquierda (arriba) y una onda polarizada hacia Ia derecha
(abajo), p¿ra tres valores de la amplíNud de lorzamiento a.

Es interesante not¿r que mientras más grande es ei parámeuo a, la zona caótica

aüment¿ su volumen en el espacio de fase. pero sólo en las regiones externas de Ia

región polarizada hacia Ia derecha (a, > 0). es decir, en la región exrern¿ al solitón

intermedio. con polarización rzquierda. y en la región entre éste,v el soiitón rápido,

donde las ondas tienen polarización mezclada. Esto se debe a que el fbrzarniento

polarizado h¿cia la izquierda sólo puede inducir estocacidad en 1as regiones donde la

i

=:',
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poladzación de las ondas sin perturbar es hacia la izquierda (, < 0). En Ia flgura 4.6

están comparados los mapas de Poincaré del sistema sieldo perturbado por una onda

polarizada hacia la derecha ( : t) i* por una polarizadahacia la izquierda (0: -1),

para tres valores de a, Se observa que en el caso del forzamiento con polarización

hacia [a derecha, se forma una isla de orden, es decir, una región del espacio de fase

con soluciones regulares acotada por un toro de K.\\1, para a pequeños, dentro del

soiitón rápido. para luego dar paso a regiones más extens¿s de caos al incrementar a,

1as cuaies se extlenden por sobre la región intern.redia hasta Ias fronteras del solitón

inter¡nedio. En esia zona también se forman islas, pero más notorio es que la zona

¡otalmente polt'r,rizada hacia la izquierda, contiene úric¿¡nente soiuciones regulares.

mientras que Ia isla estable se forma en torno al puuto fijo fp, asociado al sistema

sin perturbar. Esto da cuenta de cómo influye 1a estructura del sistema sin perturbar

en la topologÍa dei espacio de f¿se del sistema perturbado.

4.4. a 10, u I 0: sistema con disipación y forzamien-
to

En esta sección se estudiará el comportamiento de los diferentes atractores pre-

sentes en el siste¡na para diferentes valores de la amplitud de forzamiento a, usando

Q : -1, z - 0.001 y ) : 0.25. El diagrama de blfurcación del sistema para, valores

de a entre 0 y 0.ó se muestra en la figura 4,7. Cuando a:0 y u f 0, existe un alr¿c-

ror estable, que corresponde al minimo del potencial definido por lI. Este ¿iractor

sufie una bifurcación de Hopf [22]. inmediatamente aI aparecer forzamiento (a > 0).

.\1 ocurrir este lipo de bifurcaciones un punto fiio estable se convierte en un ciclo

IÍmite que oscila en torno a Ia posición del anriguo punto fijo. En es¡e caso el cicio

límite oscila en torno al mÍnimo del potencial ll con perÍodo 2;r/Q. Este ciclo lÍmi¡e



,17

bz Dlagrama de bi iu¡ cac ión
;.4

I

0.5

0

-0.5

-2

FigrLra J.7: Diagrama de bifurcación del sis¡erna (1.2)-(1.1). usando el corte estro-
bostrópico. con Q : -1. d : 0.25 v u : 0.002, para a 

= i0.0.51.

sufre dos doblamientos de perÍodo sucesivos. ei primero en a = 0.109075 ), el segundo

en a = 0,12712. Inmediatamente después, en a = 0,14ó6, las órbitas descienden su

período a la mitad. proceso conocido como period,-haluing, -v que se ha observado en

gran variedad de sistemas [36]. Cuando o = 0.1539ó, el sistema se vuelve repentina-

mente caólico, através de una bifilrcación de sa,d,d,le-node. En este caso, el atractor

de período dos desaparece, apareciendo a su vez un atractor extraño. que ap¿rece en

Ia figura 4.7 como una colección densa de puntos. En la figura 4.8 se puede ver el

aspecto de dicho atractor extraño en el espacio de fase, junto con un acercamiento

para a : 0.16.

Volviendo a la flgura 4.7, la región caótic¿ se extiende hasta o = 0.1804, donde

se procluce un nuevo saddl,e--node, que vuelr-e inest¿ble al atractor extraño 123] apa-

reciendo una órbit¿ de perÍodo do-.. Esto se puede ve¡ en det¿lle en la figura 4.9a.

-\ partrr de a = 0.2227 ocurren sucesivos doblamientos de período que conducen

0.20.1
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-\!.r ac:or: caé t i.co

-0.3 -0.1

Figura 4.8: a) .\rractor c¿ótico presente en el sistema cuando a : 0.16. b) Ampliación
de la zona encerrad¿ en un rectángulo en (a).

ai sistema a un esiado caótico cuando a x 0.2324. Este atractor es más pequeño

que el mostrado en la figura 4.8. La flgura .1.9b muestra un acercamiento al inter-

val.o o € .0.22,0.24. En ésta se observa que cuando o, = 0.2343 aparece url alractor

de período dos debido a una bilurcación sad,dle'node que coexisfe con el atractor

extraño ya presente. Este último desaparece abrupramente, debido a una crisis de

borde (subsección 3.3.1) cuando a = 0.2352, valor del parámetro a parcir del cual ias

condiclones inici¿les coovergen a1 atractor de período dos. Pron¡o éste comienza una

nueva cascada de doblamientos de período (transición de Feigenbaum) que 1o lleva a

un estado caótico, para luego desaparecer debido a una nueva crisis en ¿ = 0.2361,

dando paso al antiguo atr¿cior que desapareciera en la bifu¡cación sadd,le-'nod,e en

¿ = 0.180.1.

EI sistema se mantiene caótrco hasta o ¡ 0.3214. partiendo desde este punio suce-

sivas ventanas de orden, la primera con una órbita de perÍodo tres. En la flgura 4.10

bz

I

I

-o 5l

l

-o ,l

I
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0.18 0.19 a-2 0.:i 0.22 0.21 0.24 0.25

J.221 0.223 C.2.1? O-236

Figura 4.9: a) Diagrarna de bifurcación par¿ a € i0.17,0.251. Se observa un¿ bifurca-
ción sadrJle-node en a x 0.1804. tras la cual <iesaparece el airactor extraño quedando

en su lugar una órbita de período dos que se convierte en un órbita caótica a través

de una lransición de Feigenbaum. b) Acercamiento a Ia región o € [0.22,0.24], don-
de se observa Ia coexistencia del atractor extraño y un¿ órblta de período dos que

ap¿rece tras una bifurcacrón de saddle-node. que luego sufrirá una Nransición a1 caos
via Feigenbaurn. El atractor extraño mayor desaparece debido a una crisis de borde.

se observa esra ventana de orden en detalle. Las ventanas de orden más no¡orias

Iuego de I¿ anterior comienzan en a = 0.3561 _v ¿ = 0.3995. aunque hay muchas

más ocupando inrervalos más pequerios dei diagrama de bifurc¿ción. Finalrnente, en

a t 0.45 el sisrema se vuelve estable. apareciendo un ciclo lÍmite de periodo uno. que

permanece aun cuando ¿ --+ lc. Esto contrast¿ fuertemetlte con el hecho de c¡ue pirra

el sistema hamiitoniano Ia región caótica crece a medid¿ que aumen¡a el parámetro

I

rac Eo r

I.t

I

'r--
.t
"I
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a (frgura 4.5d).

n 1r, ñ ?r¿ n 1rÁ 0.328 0.33 0 .332

Figura 4.10: a) Diagrama de bifurcación para a € l0 32,0.3325] Se obse¡va una
bifurcación r,ipo sad,dle-nod,e (SN) en d: as¡¡B = 0.321382, que genera dos órbi¡as
de período rres, un¿ estable I (lÍnea continua) y' una inestable á' (linea punteada).

-{demás 1a figura mues¡ra Ia ocurrenci¿ de una crisis interior (IC) e\\ a : a. x
0.330249. b) Exponen.ie de Lyapunov máximo en función del parámetro ¿. Se observa
claramenre el brusco aumen¡o de ),.r* cuando ocurre'la crisis interior.

c .322 ¡ trl ñ ir; 0.32e 0.31
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4.5. Crisis interior e interrnitencia

Las soluciones caóiicas observadas en e1 diagrama de bifurcación del sistema

(figura al.7) han sldo asociad¿s con la turbulencia observad.a en sistemas C,e plasmas

tales como el viento solar l0,t+] tanio del campo magnético transporrado por el viento

solar como en el campo de velocidades. O¡ro felómeno que se ha observado a partir

de los datos proporcionados por los satélites que moniiorean el viento sol¿¡ es el de

Ia intermitencia [10.37]. Durante un evento de este tipo. el campo magnético fluctúa

intermi lente¡nenle entre dos est¿dos turbulentos diferentes. Este comportamiento

también se observa en Las soluciones de un sistema dilátnico una vez ocurrid¿ una

crisis interior.

a=c.13C255

1.5

1

0.5

0

-0.5

-1

-1,5
1 ,00 2000 to )0 1000 5 )0Ó'

o-v a=C.llo251 a.0.110255

1.5

0.5

0

0.3

-1

Figura 4.11: \fapas estroboscópicos de á, para distintos r,¿lores de ¿ ¡ras la crisrs

interior sufrida por el sistema cuando o : o. = 0,330248 Se observa claramente la
intermi¡encia de Ias soiuciones tras Ia crisis. -{demás. el riempo r d¡rrante el cual la
solución está en Ia nueva cuenca disminuye cuando a se aleja de1 valor crÍ¡ico,

En la figura,1-10 se observa¡ dos bruscos cahbios en el comportamiento del

:
5

J

40 ro 50 )ó'
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I.3:9:a ¡.13025

FiqrrrrL 1.12:

sis¡i-.ri a irl ';¿'riiar el p;Lti1metrrt, ¡ eIr cl inrervalo 
'0.32.ll. jlSl;1. El prrm"ro do óstos 

"s

;Lri¿,i i¡ifr.ir¿rción sa,Cti,L¡:'r¡¡ttl,e. qrle o(rirrlr en li : ,r,.,i\B = 0..1213¡1. Ir¿ls la au¿l ¿,par.oc.']]

rlos órbit¡rS rle pcrÍod,t r":i..-.S. Lln¿t eSl¿l¡Le , rolul¿r¡la cotlLo -1 en la figtrirr 1.1Ll¿i. r' otra

rrres¡able represelli;¿ldil p¡Jl ].llli:L iÍnea pirlteada en 1¿ []isnla ligura rotr-Lladi:i coino --l/'

Luego. en o = 0.316912 la,¡rbita -{ strfre un c1r¡bL¿mienro de perÍoio, apareciendo asÍ

una órbit¿t est¿1bi.. de perÍodo seis. La órbir¡:i,1 se vuelve ines¡able. siencLo l¿r prlmcra

órbit¡:, ile es¡e tipo qr-I.' lucg{l form¿rrii parte dcl a[r¿cior' É]x¡raño que se fol'm¿I tras

IoS Srrccsir.os dobiaÍrientos dr: perÍodo q[e 1)Curlen ¿1 increment¡,Lrse el l'aLr¡r de 4,.

Ei t¿'L¡rr¿ño .lel iltts.ctor ertrlno rrer e rtpenlin¿:Lme nr e cuando 0, = t\ = 0'3,lir?-13'

E1 brusr:r¡ iLcrr:menIr¡ cLe lam¡rrio alei ¿iIi-..Ctol Se .,riebe ¿r un¿ crisis interir¡r. i)rueo,l.

de esto eS ia inler¡Litenr:ra que r¡tLesr:i¿1it 1as soluciones. tipica en esla ioIII¿ (-iÉl

cr.iiis. para,;aLi¡re-q deL o¿rán¡.c¡¡o rriavor.Ds a1 valor crí¡ico a.. Ltr figrrrl l.1L r]rlesii¿

¡uir¡io Srlries r1e puntoS ile cor¡eS r,le Pi¡itlrlaré paI¿I dislintos l'ajDres de d' > r.. Sil

r)bServa Cl¡,lrarnenle lit ¿patiC|ón ie i;lr crnii¡..lci¡l. ¿lclenliis Ce que ei tierrlpo ' ell¡Ie

bz

-0.9

-1 t
A'
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las apa.ricioncs ,.lc pur.t.rs e'r e1 ,rti¡rctor rie rn,:.r.or t¿mañ-o dismrnllve cu¡nclo al se

ale.;a, riel valor crÍticLr.

CLra]ido LLna 0nsis interior ociLiie. el [am¿r1o del irtl¿rccor ctece br'.rs c a¡nerr,:t:.

Lr,rego. dcbiclo a, que lirs sr)ilicioles pueclen abarcirr u¡¿,, zonil. rrtalor deL es¡.rr'"clo rle fase.

1a ilnprer-liciibilicl¿rd deL siste]1rr ¡ r-Llr.,'nr jr I e\rr) eqriir aLe :r decir c¡Le ,"1 .'trilonelli,c

de L1'ap,lnov m¿ir:imo ,,\rna\ ¿lurrlr]ni.a 126]. E1 exponente rlc LvapunoY míLxinto pt-Li:r

riistintos lalores rle ¿. calcrrl¿rdo a p:ritir de la erpresirln :i.1i. es mostrarlo en i¡r

fisura 1.10b.

Corno sr-' r1¡jo en 1a, sttbsccción 3.3..1. r:n la langenci¡i, c¡re prochLce I¿', crisis es¡án

inr,oirrrraclas l¡s i'¿licci¿cl."s est.¿1¡le r: inestable cle ul¿r o dr¡s órbitas periódic¡r-: inesra

5ir:s. -\L hacer rrna búsquerla rlc 1¿rs órbites ocriócLic;rs inestrr'oLcs Ltsantio Los mÉ¡t¡rl,.rs

¡Lestri¡os iln i¿1 sÉlc.rión.1. 1. se'encLtcntllt t1'.re htii'dos órbir¡s in\.oL¡lcr¿Lr-las: I¡' órl¡i¡a

ines¡ilble,{, c¡¡e lorma parrr cicl ¿rrr.ecr(ll. f un¿ Ór[i¡a B de priíojo l1]lc1'e clue api:r"-

r,-rce Lrir L1n¿1, l¡itlrrcaciÓn Le ,;i:,¡idi,e r¿r;/¿ t-ua¡do Lr:: !..11!l.lí. LiL ligrrra 1.12 irLlti:slra

un ¿cerc:.Llnicn[o de I¿r zr¡na n¡rrcaria encelr¿d¿ en un rect¿ing]tlo ert ia ig,lril +.10¿r

rloncLo se zrpreL:ia 1a rcrmación cle B.jrLlto a r_Lna órbir¡, e,q¡able dc perÍorio nuer,'e clue

sr: ronr'-ier le tr¿s l-1lla Ir¿IIlsicirill cle F:igenbaum' se conYiLlÍe cn un p'rqrlcr-]u :lirJcl' 'r

.aótlco. ei¡1ue des;Lpa¡ece debirio ¿ ¡n¿¡. ciisis r-le borde cu¡.nr]o ¿ = 11.329'1'li E¡t¿L

cri-sis se del¡,: a L¡,i ct¡]isión tle B con el perlueño ittl ¿c-ror. Tras L¿r crisis r.Lr¡ borcLc la

óri_,i¡¿-" Ü sigue r:risrienrlo, ..- c.lando ¿: ¿. és¡¿l cL¡iisiona coll ei ¿ltracl,or principai

presL.nie en ei sist..nl¿r. plol'oc:l.ndo Ia crisrs lltelior'

La figura 1.13a rrruest¡a 1;L posiciiln de las orbit¿rs -1 1'B (crucesl ¡ eiL atriLc-:or

ertra¡io r:rLardo ¡r { 0,... En L¿ ii:lr¡ -1 l,h -p gl'rfi"iilotr L¿ ','ariedad esil¿1b1e de E

ilÍnea rlelg;ldal 1, ia vaiieciarl ines¡able rle -{ ilÍnt'a grtresa uuatr''Lo o < ;.' En u:te

r:¡'l,so i¿t. ciisis airl no se ha produclcio. .¡ t¿n¡r¡ B como Su varrcd¿d estable no ¡oC¿III
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,¡;-

a = C.3l

0.3tcl

Figura 4.13: a) Corte de Poincaré del sistema, que muestra el brazo medio del atractor
exirarlo antes de la crisis, y las posiciones de las órbiias inesiables de perÍodo tres

A ¡, B (cruces) involucradas en Ia crisis interior justo antes de ésia. b) \rariedad
inestable de .{ (línea delgada) y variedad estable de B (lÍnea gruesa) antes de que se

produzca Ia tangencia, cuando a < 4". c) Cuando 0, : ac la variedad inestable de .-1,

que es el borde del ¿tractor ertraño en a). colisiona con la variedad estable de B. d)

Después de 1a tangencia heterociina (o > o,) la cuenca de atracción crece, aunque ia
solución en ei corte de Poincaré (puntos) visita en forma intermi¡ente la cuenca del

atractor pequeño.

la variedad inest¿ble de A. Cuando a : a. (figura .1.13c) Ia variedad estable de

B colisiona con la variedad inestable de :1. provocando Ia crisis interior. es decir. Ia

tangencia responsable de la crisis es de tipo heteroclina. Cuando a > o" (figura 1.13d)

+B,l
I

I

).

al



Loq.:

))

vs. Loq. o (a-ac )

-6.2a -ó -:.75 -a.a a.2a -a -,1 .,-a -4.4

Figura 4.11: Dependencia del trempo de intermrlencia característico r respecto del
parámetro o. Los puntos represenl¿n el tiempo promedio calculado directamente de

los dat,os dados por el corte estroboscópico hecho a las soluciones numéricas. mienirils
que la lÍnea es la rect¿ de pencliente -^4. obtenida a partir de los aui,ovalores de la
órbita A.

ias variedades se intersectan en varios puntos permiiiendo la salida de condiciones

desde la cuenca de atracción que existÍa antes de la crisis haci¿ la nueva cuenca.

-\ pesar de ésio las soluciones son iniermitentes para valores de a cercanos a 0,". es

decir, entran -v str,len de la anrigua cuenca cada cierto tiempo.

Para l¿ crisis interior el liempo de intermitencia car¿cteristico r defrnido en la

subsección 3.3.4 esiá dado por Ia relación (3.1ó), y el exponenre crítico ,1n, por Ia

relación (3.16), ta cuai depende de los valores propios de la órbita A' En este caso,

cuando a: a", el valor del exponenle crílico entregado por la teoría es ^lr : 0.68465,

En la figura -1.1.1 se muestra el gráfico Ce iog, r vs. logro(a - a") (puntos) obtenido

di.rectamenle a1 calcular numericamente ei tiempo promedio de intermitencia r para

diferentes valores de o más ¿11á de la crisis, junto con la recta de pendiente --:t.

Dicha recta se ajusta bien a los datos numéricos.

,F

I
af



CapÍtulo 5

Ecuación DNLS forzada con dos
frecuencias

Err este capitulo se estudiará ia ecr.ración (4.1) forzaclrr con el rlriuer original más

un {orzamiento extra. Para la fiecuencia de ésle se escogió el doble de la tiecuenci¡r

de i¿ ond¿ entranie original. Esto. porque como se vio en el capítulo 4, una onda

entrante de frecuenci.a O es capaz de excitar un modo partrcular de oscilación, e1 cual

t¡ansita entre el caos y el orden. dependiendo rlel tamaño de Ia aniplitud de Ia onda.

Se estudiará cómo afecta al sistema'la inclusión de un segundo driuer crtya frectrencia

es el doble de la frecuencia del forzamiento original. El sistema de ecuaciones con

este segundo driver luce de la siguiente forma

Ei parámetro de cont¡ol en este caso será 42, que corresponde a la amplitud de

Ia onda de frecuencia 20. Primero se estudiarán dos casos, usando e1 intervalo

Ár € i0.32.0.33251 (fisura 4.I0), rango dentro del cual e1 sistema posee diferentes

(5.1)

(5.2)

(5 3)
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comportamientos. Los valores dei resto de Ios parámetros del sistema se¡án los mis-

mos usados en el capÍtulo 4.

Caso 1. .{i : 0.325, sistema inicialmente ordenado. Según se observa en el diagrama

de bifurcación mostrado en la figura 4.10, donde á: : 0, cua¡do Ar : 0.325 el

sisrema posee un atractor. dado por una órbita de perÍodo tres.

Caso 2. -41 :0.331, sistema inicialmen¡e caótico. AI inspeccionar Ia figura -1.10. se ve

que cuando .4r : 0.331 el sistema se encuentra en un est¿do caóiico, es decir,

existe sólo un atractor, ei cual es caótico.

5.1. Caso 1: bifurcación a partir de una órbita esta-
ble

La figura 5.I muestra el diagrama de bifurcación para el sistema dado por las

ecuaciones (5.1)-(5.3), cuando :11 : 0.325 
""- 

á, € l-0.02.0.02]. AI aumentar ,42. la

órbita de período tres sigue existiendo, para desaparecer en una bifurcación saddle-

¿ode cuando .{2 = 0.01204, dando paso a un atractor extr¿ño. cu¡,'o aspecto es e1

mismo que el que existe a¡tes de la bifurcación sad,d,le-node en Ia figura 4.10, Es¡o

se aprecia con claridad en la flgura 5.1. donde se comparan el atractor antes del

saddle-nod,e cuando A1 : 0.321378 con A,l:0, y el atractor antes del saddle-nod,e en

esie casol donde.-11 :0.325.v A: :0.012042. En Ia ñgura 5.1 iambién se muestra

l¿ evolución de la órbita periódica lnestable (lÍnea gruesa) al variar --l':. Ést¿ nace

junto a la órbita estable en Ia bifurcación sad,d,le-node que se observa en la figura

4.10. Claramente se ve qrre Ia bifurcactót de sa¡l,dle-node q:ue sufre el sistema en

A.: = 0.01204 proviene de la estructur¿ que posee el sistema previo a Ia introducción

de la onda de f¡ecuencia 20. puesto que dicha bilurcación rnvolucra nuevamente a



Diagra$a de bj. iurcac:on

5E

*'e--

-0.015 0.01 -0.005 J.005 0.cl ú.cir 0.0i''

Figura 5.1: Diagrama de bifurcación cuando Ar : 0.325 r* á2 € [-0.02,0-02]. La
órbita inestabie de perÍodo tres (lÍnea gruesa) presente en ei sisrema cuando A: : 0
sigue existiendo para .42 < 0 y desaparece en una biiurcación saddLe-nod,e cuatdo
-{2 = 0.01204. -\demas se observ¿ ia aparicrón de un nuevo atractol cuando -4! =
-0-009528 que coexiste con las órbrtas est¿ble e inestable de período tres.

ambas órbitas.

Cuando A2 es negativo. I¿s dos órbrtas de perÍodo tres conlinúan existiendo más

al1á de A2 < -0.02, 1o que sugiere que la dinámica globai del sistema no se ve

m¿yormente alterada. A pesar de esto, aparece un nuevo atiactor debido a una crisis

de borde (ver 3.3.,1) en /2 
^v -0.009528, el clue coexiste con las órbitas de perÍodo tres

para valores menores de "42 menores. y que posee a su vez un rico comport¿miento.

el que se aprecia en detalle en la figura 5.3.
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Ar = 0.325, A2 = C.C:2A42

b)
1.5

-4.

-i. a

Figura 5.2: .\tractores extraños para a) AL
Ar : 0,012042.

:0.3113:8 ) .{::0. b) -1. = 0.:ll5 v

-0. 018 - I 016 -C .01.¡ -a .O!2 -t .0:

Figura 5.3: Detalle del diagrama de bifurc¿ción dei atractor que coexiste con las
órbitas de período tres cuando ,,I.2 < 0.

5.2. Caso 2: bifurcación a partir de un atractor ex-
traño

La figura 5,-1 muestra el diagrama de bifurcación cuando á1 :0.331 y -42 es va-

riado en el intervalo [-0 02,0.02] -{demás, se grafica en dicha figura la evoh.rciól de

1.2

1

0.8

06

0.4

0.2
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Figura á.4: Diagrama de bifurca,ción del atractor estable y' la órbi¡a inestable de
período ires A' (línea gruesa). cuando 4¡ : 0.331, con ,-{2 € l-0.0f .0.01j,

Ia órbita inest¿ble de período tres ,1' existenie cuanc.lo 12 : 0. Se observan dos cam-

bios bruscos en el tamaño del atractor, cuando A2 = -0.0099 y 4.2 = 0.00217. En el

segundo caso el atraclor de rnenor tamaño es el mismo que se tiene antes de la crisis

¿nterior estudiada en el capÍtr-rlo 4. La figura 5.5a es un acercamiento al intervalo

[0.0 005] del parámetro .{2 donde se muestra en detalie los cambios que sufre Ia di-

námica del sistema a,l variar dicho parámetro. Se observa la aparición y desaparición

de dos atractores pequeños. El primero aparece cuando A2 = 0,00021 debido a una

crisis de borde (figura ó.ób). Cuando A2 = 0.000378 aparecen dos órbitas de perÍodo

cinco, una estable J- otra inesiable, a tr¿vés de una bifurcación sad.dle-nod'e- La órbita

estable se transforma en el pequeño a¡ractor extraño al disminuir -4.¿ medianie una

transición de Feigenbaum. La órbit¿r inestable creada en la bifu¡cación saddle-node

colisiona con el atractor haciéndoio desparecer, Las transiciones que sufie el ¿iracior

que aparece cuando á2 = 0.00134 y desaparece cuando A2 = 0.001-18 son simila¡es a

las descritas anteriormen[e, pero est¿ vez dicho atractor posee perÍodo tres al apare-

cer. Es importan¡e destac¿r que ambos atractores aparecen debido a la inclusrón de

-c. c15 -c.01 -0.0c5 c. ocs o. ci ¡. c1s c.oi-'
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una segunda frecuencia en el d,r'¡uer. y que arnbos coexisten con el atractor principal,

Los espacios en los diagram¿s de bifurcación se deben a que mientras existen los

atractores pequeños la condición inici¿l usada converge a ellos.

0 .0ti a .0cl 0. "i04 0.005"

0.65

-c.5,<

c .ét

-!.58

c.a9

-4.1

-0 .7i

Figura 5.5: a) Diagrama de biiurcación para ,{2 € i0,0.005] La línea gruesa muestra

Ia evolución de la órbita inestable de período nueve B exisrenie para el probiema del

capítulo 4. b) Acercamiento al intervalo del parámetro Az donde aparece un atractor

de perÍodo 5, junto a la órbita ines¡abie que produce la crisis de borde que lo hace

desaparecer,

La órbita inestable de período nueve B responsable de Ia crisis descri¡a en el

capíiuIo.l sigue existiendo al aumentar el parámerro ,{2, pero según se observa en

la figura 5.5, el cambio observado en el atr¿ctor cuando A2 = 0 00247 no se debe

2¡
I

1.81

o.co0i 0.0002 0.0001 0.c004 0.0005

!.4

!.2

a.
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a una tangencia de B con el atractor. La figura 5.6 muestra el ¿tr¿ctor junto a la

variedad es¡able de B antes y después de la disminución de ramaño. Claramente la

órbita B no está involucrada en la transición sufrida por el atraclor al variar 42,

prres on anlbos casos no exisre rangencia con el ¿¡¡¿c¡6¡.

A2 - 0 00260505 0.

0.4

0.

c.

0

0.1 a 35

¡l 't:

0.2

0,

0.1

il

1) La

Figura 5.6: Variedad estable de l¿ órbita B (línea) junto ¿l a¡ractor extraño, a)

Antes de la transición, cuando ,4:¿ < 0.00247. b) Después de la transicrón, cuardo
.42 > 0.00247, En ambos casos la variedad no toca al atracror, por Io que en este

caso Ia órbita B no está involucrada en e1 cambio sufrido por éste.

A pesar cie Io an¡erior, existe evidencia de que el cambio de t¿maño obsen'aclo

en la flgura ó.5 se debe a una crisis interior. Dos hechos apoyan esta conjetura.

Primero, el brusco cambio del exponente de Lyapunov máximo, que indica Ia tasa

de separación entre dos condicrones iniciales cercanas. Esto se observa en 1a figura

5.i. Por otra parte, la figura 5.8 muest¡a ia inte¡mitencia de las soluciones antes de

la disminución de tamaño del atractor. Se obse¡va que mientras más cercano sea el

parámerro al valor para el cual ocurre Ia transición, el tiempo de permanencia en

l¿ cuenca mas pequeña aumen¡a. El tiempo de intermitencia promedio r. obtenido

integrando las ecuaciones (5.1)-(ó.3) para distrntos valores de 42, es mostraclo en

la figura 5.10 (puntos). -\demas se grafica en la misma flgura 1a recta de pendienie

a)
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-0.012

Figura á.7: Exponente rle Lvapunov máxi¡no en funcrón de ,.L2. Cuando se produce Ia
¡ransición en.42 = 0.00247 el exponenle de Lyapunov sufre urla brusca disminución.
pero Sigue siendo posirivo.

^/i : -0.683264, que es el exponenete crítico calculado a partir de los artovalores de

Ia órbita inestable de perÍodo tres J. ya existente en el sistema forzado con üt (Lriuer.

ir que sigue existiendo al incluir una segunda iiecuencia. La recta teórica se aj usta

bien a 1os d¿tos de la simulación numérica, lo que es un indiclo de que la transción

es provocada por una tangencia entre l¿ r'a¡iedad inestable de l[ con alguna órbita

ines¡able presen¡e en ei sistema al incluir el nuevo forzamien¡o.

5.3. Control de caos

Se entiende por control de caos el cambio de la dinámica global de un sistema en

estado caótico para que las soluciones adquieran algún comportamienro particular,

debido a Ia alreración de éste por ¡nedio de pequeñas pertrubiiciones, que dependerán

de1 tiempo. sobre a1gún parámeiro [38].

1-

0.8

0.6

0.4

4.2

0

-a .2

-0.4

-0.004 0.004 0.012
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1.5

1
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-¡.51

1

-t.l

1.-c

1

0-5

0

-0.5

-1

r.5

0.s

,
-0.5

1

-1.5

I,5
i

0.5

0

-0.5
,1

- i.5

Figura ó.8: Intermitenci¿ cle 1as soluciones para - 1. < 0.00247. \fientras más se alej i)

,{2 del valor crít1co. el tiempo de intermitencia disminuye.

:oq. " : vs . Loq. " {-\- -.\" )

Figura ó.9: Tiempo de intermi¡encia r en funclón del parámetro á2, junto con ia
recta de pendiente 1 calculada a partir de los ¿utovalores de Ia órbita rnestable de

periodo rres . [.

La inclusión de una perturbación en el forzamiento cuya frecuencia es el doble

de la original mosiró que I¿s soluciones recobran estados dados en e1 sistema sin

ar=0.0021
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perturbar. moviénclose a través de nuevas bifurcaciones. En particular. es posibie

voli.er el sistema a un estado ordenaclo desde uno caóirco al mover el parámetro

,-11. Luego, es posible considerar la introducción de una segunda onda de pequeña

amplitud como una forma de cont¡ol del sistema.

En este c¿rso el est¿do controlado del sistema será 1a órbita estable de perÍodo

tres de la figura 4.10. El estado del sistema comienz¿ estando completamente caótico,

más aliá de la crisis interior que se produce cuanr]o A1 : 4.. L¿ itlea es saber cr:ál

es el valor de A2 necesario para que el único atractor presente en el sistema sea Ia

órbita de período tres, en función del valor de 41. Se considera¡on dos frecuencias

distinlas. Primero. usando Ia perturbación de primer armónico (estudiada en Ia sec-

ción anterior). de frecuenci¿i 20. EI segundo c¿so result¿ más n¿tural de pensar. y'es

el hecho de que si lo que se desea es inducir al sisrema a volver a1 atractror de perÍodo

tres. entonces el sistema debe ser forzado con [a frecuencia de esta órbita, es decir,

O/3. Lo anterior no serÍ¿ más que lleva¡ al continuo la idea e:<puesta en [39]. donde

se propone el control de caos en el mapa logÍstico, alterando ei parámetro de éste

cada p-ésima iieración. donde p es el perÍodo de Ia órbita deseada. Pa¡a construir

Ia función de control se procedió de la siguienLe maoera. Prlmero, dado un valor

de A1 más allá de Ia crisis. se exploraron valores de A2 € [0,0,4] desde cero. con

A-4r:0.000r, hast¿ encontrar el vaio¡ de -r12 en ei que comienzan los dobiamientos

de perÍodo de la órbita de perÍodo tres. formando asÍ el par {A,,lr} La frgura 5.10

muestra las funciones de control así obtenidas en los dos c¿sos mencionados antes,

donde la abscisa representa la diferenci¿ AAr : ¿r - ,'t". .\l perturbar el sistema

con el doble de Ia frecuencia onginal. se obtiene orden con valores de A2 siempre por

sobre 4,41, Por otro lado, cuando la frecuencia de perturbación es Qi3, el valor de

At se mantiene acot¿do en el intervalo 10.005.0.01], que es del orden de AA1.
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a.a2

0-015

0.01

0.005

!.lrl4 D. 
'ú5

¡ .006 ! . 0117 _

0.015

0. c1

0. ú05

¡.40.1 ¡ .005 a.cc5 x .40't

Figura ó.I0: Dependencia del valor Lle control de -42 en función de A-.'11 :.4, -;1..
a) Cuando Ia frecuencia es 2Q es nesesario aumentar iinealmente el valor de A2 para
obtener control, b) A1 perturbar con Q7l3. el valor de A2 se mantiele acot¿do al
intervalo 10.005, 0.01],

-\ partir de los resultados ob¡enidos en este capítulo se conlprueba que el estado

de una onda no iineal de -\lfr-én que nace producto de Ia excitación del sistema

por una fiente externa se verá al¡e¡ado considerablemente si la fuente sufre aiguna

variación. En este caso se observó que un estado caóiico se con[ro]a al perturbar el

,dnuer original sumando otro de frecuencia distinta. siendo esre conrrol más eficiente

si la frecuencia de Ia perturbación es igual al de Ia órbita periódica estable más

Funclón de conrrol con Or=2Q

aunclón Ce con¿ro1 con il2=Q,/l

ir)
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cercana, en el sellido de1 diagrama de bifurcación.

En plasmas como ei vienio solar es de esperar que Ias ondas que inyectan energía

al sistema sean en realiclad una suma de modos de oscilación. .{demás. debido a la

inhomogeneidad del campo magnético de fondo v la densidad, la variación temporal

de Ia amplitud en algún modo es igualmente esperable. .A'mbos hechos sugieren que

el tipo de control descrito antes se produce naturalmente en el viento solar.



Capítulo 6

Solución numérica de Ia ecuación
parcial diferencial

En Ios capítulos 41-5 se estudió la dinámica de }as ondas de -\lfvén en ei caso par-

ticular en que son perturbad¿s con un¿ onda viajera cu-va velocic.l¿d de propagación

es igual a Ia velocidad de ia soluciones estudiadas. L¿ dinámica del sistema resulta

ser caótica para ciertos valores de la amplitr-rd de la perturbación, Io que equivale a

hablar cle un estado turbulento del sistern¿. .Junto con esto se obsemó la car¡l,cterís-

¡ica intermitenr:ia de las soluciones inducida por crisis. Una visión del fenómeno de

la turbulericia ha sido expuesta por [40] como Ia coexistencia de infiniias frecuenci¿s

propias (sobre un continuo) dentro de un fluido. En este caso dicho fluido es un

plasma. En el caso de 1o observado en los capÍtulos 4 y 5, las inÉntas frecuencias son

l¿s contenidas dentro de un atractor extraño.

Debido a Ia aproximación hecha para obtener las ecuaciones (4.2)-(4 1), es válido

pens¿r que ei modelo expuesto en los capítulos anteriores carece de generalidad.

En primer lugar, las perturbaciones que interactúan con un plasma en general no

son ond¿s monocromáticas, sino más bien paquetes que coniienen un continuo de

frecuencias. -\demás, Ia veiocidad de fase de las ondas no Iineales depende de Ia

amplitud de éstas.

68
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En este capÍtulo se mos¡rarán los distintos tipos de soluciones numéricas de la

ecuación (6.1), en Ios distintos casos posibles. para esiablecer h¿sta qué punto el

modclo estudiarlo en los capítulos .1 
"v" 

5 es válido, es decir. si las soluciones propa-

gantes observadas en dicho sistema se correlacionan con Io observado al considerar

I¿l ecuación completa

+ a*P(1ái')l -,t.u + i,:¡fi: s(r, ¿). (61)

Tal como en el capítulo {, se pueden distinguir distintos casos, dcpeldiendo del

valor de 4 (disipación) y A (amplitud de ia onda viajera). Las soluciones en io-

dos los casos fueron obtenicl¿s con el programa ú[athernati,ca 5 0 141], consiclerando

conclici.ones de borde periódicas.

6.1. Sisterna sin disipación
A:0

nt forzamiento,,

Como fue mostrado en el capítulo.1. en este c¿so existen dos tipos de soluciones

viajeras cuya velocidad de propagación es constante: ondas periódicas y solitones. La

figura 6.1 muestra la evoiución temporal de ambos tipos de condiciones iniciales. El

comportamiento de las soluciones muestra Io esperado en este caso: t¿nto el solitón

como Ia onda periódica circularmente polarizada mantienen su forma. viajando con

velocidad consran[e.

En el caso de las ondas periódicas. Ia rel¿ción de dispersión se puede calcular

suponiendo una solución de la forma

á(r i) : ao¿iikc-''t1 (6.2 )

db

At

n:0v

y reemplazando directamente en Ia ecuación (6. i). \1 h¿cer esto se obriele Ia sigurente
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a)

b)

?.5t

.l

'1|-t

o5[
I

0. 0..l

0-?

Figura 6.1: Evoluclón temporal de las soluciones que se propagan con velocidad
constante. a) Solitón. b) onda periódica.

relación de clispersión:

,"'(k):aaf;k-p¡2 (6 3)

Se obtiene una relación de dispersión no üneal dependiente de Ia amplitud de las

ondas. Ademá¡. si l¿ < 0, no existirán soluci.ones propagándose cuando el número

de onda es k- : -aa,?.:l p. Esto se puede comprobar numéricamente c¿.lculando l¿s

frecuencias temporales a de diferentes soluciones obtenidas a partir de condiciones

inrci¿les sinusoidales con dis¡into i;. La frecuencia de una soiución se calcula con el

procedimiento descrito a continuación. Primero, a par¡ir de tna solución particular

b(r. t) se obriene el comportamiento temporal de ést¿ en r-rn punto ro cualquiera del

espacio. Luego, a dicha función del tiempo se Ie caicula numéricamente su ¡ransfor-

mada de Fourier. La frecuencia temporal de la solución está dada por Ia posición del

máximo en ia transformada. La flgura 6.2 muestra ia relación de dispersión obtenida

con ei método descrito ¿ntes, para dos vaiores de ao, con a:2, p: 112 y t-L: -I12,

respectivamente, comparada con Ia relación de dispersión reórica (6.3).

Los resultados numéricos concuerdan con la relación de dispersión (6.3) cuando
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ú ReLáció¡ de d:sle¡sié¡ -\:1. ,-2 !;0.5

Reia. j,ón d6 dise€rsió¡

c)

i.0 5 d:2 !:-0.5 ! réiación d€ disgelsión ¡:l .=2 !:-r.5

-1

Figura 6.2: Relación de dispersión de la ecuación DNLS, calculada numéric¿mente
(puntos) junto con el gráfico de la expresión (6.3) (1inea)- Las figuras a) y b) corres-
ponden aI caso !, > 0, c) y cl) al caso p, ( 0, para ao : 0.5 V o,o : 1. respectilamente.

¡-l > 0. Cuando /-¿ < 0, los valores de r,r obtenidos numérlcamente calzan con la

expresión teórica. salvo cuando el número de onda es cercano a k". Este problema se

debe a que, para valores de k cercanos a,t-. 1as soluciones se propagan con lentitud

(1.,.,'i << 1) Para que la frecuencia aparezca en Ia ¡ransformada de Fourier. se necesita

conocer l¿ solución en el tiempo al menos hasta un perÍodo, io que significa tiempos

de irrtegración nru"v grandes cuando A es cercano a /c*. 1o que a su vez induce errores

numé¡icos en el algoritmo de iniegración,

' rel¿ciór 3é drs!¿rsró, A=0.5 d=l !.c,5
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6.1.1. Ondas de amplitud moduiada

Un comportamiento interesante se presenta al observar qué ocurre con una onda

periódica cuya amphiud es modulada por una envolvente gaussiana, es decir

(6 4)

donde A¡ es Ia amplitud. ) la longitud cle onda y -L el tamaño de la modulación,

Este caso, que represen[a de buena forma a un solitón perturbado [42]. también es

de interés en el ámbito de los piasmas astrofÍsicos, como el viento sol¿r. ya que por

diversas razones (no unrformidad de1 mecanismo de producción de plasma, inesta-

bilid¿rdes u otras) en dichos medios se form¿u paquetes, en los cuales las ond¿rs de

-\1fvén presentan una modulación espaciai [43].

Se tienen cuatro situaciones distintas en furrción del slgno cle la no linealidad para

1¡, ecuación (6.1), dado por a, y el signo de la dispersión p, que ademáls cambia el

sentido de polarización de las soluciones. En la figura 6.3 se observá Ia evolución

lemporal de Ia condicii¡n 6..1, con,{o:0.5. .\:8 y I:24, para a:
usando p : i El intervalo de integración usado fue , € l-120, 120],

hasta t:42 en ej caso a > 0 v t:20 cuando a < 0.

Cuando o < 0, Ia solución es inestable de forma creciente: ya que Ia amplitud

aumeni¿ rápidamente con el tiempo, además de que el ancho de l¿ modulación de-

crece, o sea que la densrdad de energía de la onda se incrementa. Lo anterior se puede

interpretar como el resultado de Ia competencia entre la no linealidad, responsable

de Ia generación de solitones. y la dispersión. En este caso el término no lineal domi-

na por sobre Ia dispersión, desestabilizando 1as solrrciones de forma creciente. Otro

hecho que se observa es que al evolucionar. Ia solución pierde Ia simetrÍa original de

la condición iniciai, pues se forrna una "cola' por delante de la onda. Por otra parte,

-1 "r"

]'se integró
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p < 0, como s€ observa en la figura 6.4, y el dec¿imiento cuando a < 0 y ¡z < 0' por

1o que en realidad ha"v dos situaciones posibles.

c=2c d>0 ¡.C t=1á a<0 r]<0
!.

1.4

0.1

n.2

0.4

11.l

c.2

0.1

Figura 6.'1: a) Inestabilidad en e1 caso a > 0 y'p < 0. b) Decaimiento en el caso

o'¡) l-, .0.

La energí;:r, de1 sistema está dada por 1a intergral

E(t) : 
l,'_^.."' 

ib(:t),t)2¡:tn. (6 5)

La. ligura 6.5 rnues¡r¡L l¡, iulción lit'ri para los c-ios c¿rso-s ¡:Ln¡eriores. Pala anrbos

\.alorcs iie c 1:,r, criergi;r. pemrilnece .on¡i¡,n,,,á. ¡rlr lo que és',a só1o se rlispersa ia > ,j)

o sc collcentra ia < Ü) Esro. arleul¿i-q ile set corrsisten¡e con ¡1 cá]crLlo ¿L¡ralÍtii:o h."cho

en la seccir'tn l.J. en el sentjclo dc que la.^ner3-Ía,ce crlnserlr¿ en l¡l ..cuaci,¡n D\LS

sin cllsipar:ión ni ibrza¡nien¡o. es un¿ briene prrreba para cr¡nsic]erar corili¡ confiables

I.,.- -..: r r' n,- or, 1..,1.-' r'1"ri.:::,:Ilr c.

L ri h..cho n()ia ble clue ie obsr:r-;e ."n arrbas tor¡las r_le e,,.oiución dt_. Lir conclición

16.1) e-s e1 i,i¿nsp¿lso rle cuellÍ¿r el¡rc noc.ios iic r.rsc ili:,ci,iu. L¿ fisria ;j.6 nlues¡r¿ L¿

.'r'o1'':ciLrn ¡ernnoral ale l¿t transf()rutda rle Fr¡r-rr1er esD¡icial rie la sitluciitn en el casi,¡

c¿ - 1)'1,1 - ]. La :tal,ciornad¿i Liet Fourie¡ se caicl.Lló usanrio una griila cLe 2u0

purrtr¡s. Ésr¿t rlLlesii ¡.r. cómo ai ¡rYarzaI el iienrpo er mo,-io principai ¡L. o,<r;ilación

,(,, : ?, qrLe en lii g:iiia es ei punr,t ')n - lli. el ¡,;rno ai cual sc agrupan lrn contiiL¡r¡

tbL: Lbt'



Figura 6.5: Energía E(f) en función del tiempo. a) a > 0, b) a < 0. En ambos casos

Ia energÍa se conserva.

de modos que decrecen al alejarse de ,k6, traspasa energÍa a dos grupos de modos, uno

agrupado en torno a ul valor k* ) ko de menor longilud de onda. 
"u" 

otro agrupaclo

en torno a rrn valor h- < ko de ma1'or Iongitud de onda. Estos dos grripos se alejan

entre sÍ a medida que av¿nza el tiempo. observándose clue el modo dominan¡e menor

se estaciona er n : 26, mientras que el modo mayor tiende a desaparecer con el

paso del tiempo. Este comportamiento es un fuerte indicro numérico del mecanismo

necesario para la ocurrencia de un est¿do turbulento: el intercambio de energÍa entre

modos de oscilación 1,141.

6.2. Sistema con disipación y forzamiento, q 7 0 y
A+0

r-nmn va. se dijo en el capítulo -1, e1 término 4 en Ia ecuación (6.1) representa

Ia disipación. es decir. la tasa de pérdida de energÍa del sistema. Comparando (6.1)

con la ecuación de difusión es claro que el signo de ¡ debe ser negativo p¿¡a que

exista pérdida. De io cr¡ntr¿¡io el sistema absorberÍa energÍa espontáneamente, lo

que no tiene sentido físico. Por o¡ra parte, para estudiar la ecuación DNLS cuando

fi:
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l:0 :=i.1.
c.5

0.4

o.l

0.5

0.4

0.1

c.

c.

L=42.

Figura 6.6: Evolución ¡emporal de Ia transformada de Fourier espacial para el paquere

gaussi¿no, en el caso del clecaimienro. Se observa la dispersión de los modos de

oscil¿ción alrededor del modo princrpal k6. correspondiente al punto no : 31 de la
grilla.

eriste inyección de energÍa (como el caso de una onda monocromática entrante), se

hace necesaria la inclusión de disipación. pues de io cootrario las soluciones crecerí¿n

indefinidamente, lo que calece de inr,erés fÍsico.

6.2.1. Comportamiento espacial de las soluciones

Se integró numéricamente Ia ecuación (6.1) en el interralo f -r, zr]. con el modo

de oscilación de 1a onda entrante ko : 2. para distintos valores de 1a amplirud,

con I: -0.002. partiendo con b(r.0) :0 como condición inicial. El riempo de

integración fue igual a cien perÍodos de oscilación 'r : #, donde V' : ] es la

velocidad de la onda entrante. La figura 6.i muestra las pames real e imagiaaria de

b, correspond.ientes a las {romponen¡es bo y b, del campo magnéticoi para disiintos

bk
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I
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I
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I
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Figura 6.7: Soluciones numéricas de la ecuacrón DNLS lorzada con dlsipación, para
distintos valores de Ia amplitud de onda entrante. Se mueslran Ia componentes b,

y b, (lÍneas punteadas) del campo magnético (iíneas punteadas) y 1a componente y

de la onda entrrante (IÍnea sólida), a) A : 0.2. b) A : 0.7á, c) -l : 1.2, d) .-l : l
e) á : 2.8 y f ) ,4 : 4.2. L¿ columna derecha muestra la transformada de Founer
espacial en cada caso.
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valores de .4 € [0.1.5] cuando f.r : 100r. Estas figuras también son acompañadas de

una de las componentes de Ia fuenle. Ademas. se muestra Ia transformada de Fourier

espaciai de ias soluciones, calculada usando una gri1la de 200 puntos. Para los valores

anteriores. el punto de la grilla en I¿ transformada de Fourier correspondiente a la

onda de entrada es no : 3.

Cuando Ia amplitud es pequeña. como,{:0.2, I¿s soluciones tienen el aspecio

de ond¿s periódicas cuya iongitud de onda es la ¡nism¿ que la de Ia onda enirante.

Prueba de esto es que el único modo de oscilación espacial que se levaota en la

lransformad¿ de Fourier es n0 : 3. Este hecho muestra córno para bajas amplitudes

ei sistema responde aproximadamente de forma lineal. y concuerda con lo mostrado

en el capítulo 4, en el diagrama de bifurcación de Ia flgura ,1.7, que muestra que

para arnplitudes de forz¿miento peclueñas. el sistema osciia con la frecuenci¿ de la

tuente. Cuando A -- 0.75 se observal modos de oscilación exrras alrededor, que se

iraspasan energÍa entre sí ¿ medid¿ que avanz¿ e1 tiempo. E1 número de modos

espaciales presentes en l¿rs soluciones va creciendo a medida que aumenta el valor

de Ia amplitud,4. apareciendo en gnrpos bien notorios, el primero de los cuales va

desdenx20an=25.

Pa¡a visualizar el desorden espaciai de Las soluciones en función del parámetro

-4 se calculó el exponente de Lyapunov espacial promedio. definido en el apóndice

A. para 250 valores de A en el intervaio 10,5] La figura 6.8 muestra el resultado

de dicho cálculo. hecho cada vez en el tiempo t : 50r. E1 exponente de Lyapunov

promedio mide el nivel de desorden espacial de las soluciones a partir de la ley

diferenciai que éstas obedecen [45]. Cuando A es pequeño I = 0.0144 y se mantiene

relativamente constante hasta A = 0.8, donde presenia un repentino c¡ecimiento

hasta,\ = 0.0147, bajando nuevamenre casi de inmediato. Luego, cuando A = 1.2.
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0.02

0.018

0.016

0.014

Figura 6.8: Exponent,e de L¡iapunov promedio en función cle Ia ampiitud -1. Las
flechas marcan los distintos c¿lsos mostraclos en la figura 6.9.

el exponente comienza a crecer: variando fuertemente a medida que cambia á, señal

del inicio del desordenamienio espacial del sistema. Cuando A = 1.66 ) vuelve a

descender al valor que tenía iniciahnenie, para volver a crecer en á = 1.83. -\ partir

de aquÍ .\ fluctúa entre 0.01.14 y 0.0153 hasta A = 2.95, valor de la ampiitud a partir

del cual el erponente comienza a adquirir valores mayores a 0.016. aunque con zonas

de disminución del valor en pequeños rnten'alos. Globalmente, la figura 6.8 indicarÍa

que a partir de A = 3la estructura espacial de las ondas es más irregular que para

valores de A más pequeños. Esta irregularidad espacial se deberÍa a la presencia de

un continuo de modos espaciales a partir de ^-l : 1.2 (figura 6.7). Esto seria un i¡dicro

de un comportamiento espacial caórico.

La tgura 6.9 es un gráfrco paramétrico (se graficó {ár(2, 100r), ó.(r. L00r)i en el

espacio de fase. desde z : -;¡ h¿sta r : ¡') Ce 1as seis soluciones anteriores. Cuando

).

a) b) c) d) f)

i

i

Y
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Figura 6.9: .\specto de las ondas de -\lfvén no lineales en el espacio cle fase br-b,. ai ser

forz¿d¿s por una onda monocromática erterna. a) Cuando la amplitud de dicha onda
es pequeña, el sistema responde iinealmente. generando una solución monocromátic¿,
coherente con Ia onda externa. b) La coherencia espacial ya se ha perdido cuando
A :0.75. c) y d) .\1 aumentar la amplitud del driaer la onda comienza a adquirir
un comportamiento espacial más irregular. e) Estado más orden¿do presente en Ia
región del parámetro previa a1 c¡ecimiento del exponenre de L,vapunov promedio.
f) Solución para un valor de ,{ en el que ,\ ha disminuido su valor dentro de una zon¿

de clesorden espacial.

,1 = 0.2 la onda se ve como una órbiia cerrada en el espacro de fase que no se cruza

consigo misma. ,{,1 aumentar la amplitud hasta A : 0.7ó 1a órbita aparece con un

cruce sobre sí misma. signo de la aparición de los primeros modos resonan¡es. -\ú¡

para ese vaior de A Ia solución no presenta un aspecto espacial muy complejo, 1o

que es acorde al valor del exponente de Lyapunov espacial promedio et este caso.

La solución aparece con múltiples cruces sobre sÍ mrsma p¿ra ¡{ : 1.2. Cercano ¿
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ese valor se produce uno de los aumentos de ) en la figura 6,8. Aigo no muy distinto

se observa cuando á : 2. Cuando á : 2.8 la onda en el espacio de fase posee una

forma más regular, lo que es acorde ai vaior de ) ¿sociado. Algo similar ocurre con

la solución en el caso .4 : 4.2.

6.2.2. Evolución temporal de las soluciones

Como se vio en i¿ sección anterior. al aumentar ei v¿lor de la amplitud de la

onda de entrada. ésta es capaz de exci¡ar otros modos espaciales de oscilación del

sistem¿. además del propio. Luego es de suponer que también ocurre lo mismo en el

compori¿miento remporal. Par¿ estudiar en forrna global Ia evolrición temporal de Ias

soluciones a medid¿ que crece Iz:, ampliturl se consiruyó un diagrama de bifurcación

basado en un corte estroboscópico de las sr¡htciones. Esre queda definido por el mapa

b" : {ár(z¡, nr). b,(rn,nr)}, (6 6)

con ro :0 es un punto dentro del intervalo espaciai de integración. La figura 6.10

muestra el resultado de dicho cálcuio para vaiores de A entre 0 y' ó.

Se puede apreciar que en un primer inlervalo 1as soiuciones poseerr la f¡ecuencia

de la onda externa, 1o que se ve como un punto para cada valor de Ia amplitud en

el diagrama de bifurcación. En ese intervalo del valor del parámetro, la solución es

un punto fljo de1 mapa definido en (6.6), Cuando A = 0.71785 el sis¡ema sufre una

bifurcación. y lil,s soluciones dejan de tener sólo el período de la onda externa, y se

ercitan otros modos rle oscilación temporal, cuyas frecuencias no son conmensurabies

con la frecuencia de l¿ onda exierna. por io que ai hacer un corte estroboscÓpico

de las soluciones el mapa aparece como un contrinuo de punlos. La figura 6.11a

muestr¿ un acercamienlo a Ia región del parámetro donde ocurre la bifurcación. La

zona más oscura indica que los puntos de1 mapa pasan más veces por ese lugar
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Figura 6.10: Diagrama de bifurcación basado en e1 mapa estroboscópico (6.6).

del espacio de fasc, pero de fbrma intermi¡en¡e. Lo anterior ¡, el hecho de que esta

bifurcación es similar a las observadas en el diagrama de bifurc¿crón de la figura.1.10.

sugieren que es una bifurcación sadrlle-node y 1a intermitencia observada serÍa, dei ripo

Pomeau-l,lanevi[e I1á]. EI estado del sistema después de ocurri.da la bifurcación es eI

conocido como cuasiperiodicidad 122], y se caracteriza por la presencia de dos o mas

frecuencias independienres entre sÍ en la solución. La figura 6.12 muesira el espectro

de frecuencias de I¿s soluciones antes )- después de ocurrida 1a transicién observada en

el diagrama de bifurcación. -\ntes, el espectro preseni¿ el máximo correspondiente a

Ia frecuencia de fo¡zamien¡o ¡o:1, y después se observa la apanción de una nueva

frecuencia. ur : 11.04. La cuasiperiodicidad observada el I¿s soiuciones luego de

esia primera bifurc¿ción indicarÍ¿ la presencia de un segundo atractor. Una prueba

de ello es que al seguir aumentando ia amplitud, ocurre una nueva iransición cuando

A = 0.848, aunient¿ndo el tamaño de 1a región del espacro de fme vrsitada por 1os

puntos del mapa (figura 6.i1b). Lo anterior sugiere que las soluciones en esta región

del parámetro,{ están visitando ias cuencas de atraccrón de 1os atrac¡ores exi.stentes.
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puntos del mapa ocurre cuando J :
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A. = 2.3202.
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Figurzr 6.11: Acercamienios a dos zonas del parámetro.{. a) Se observa Ia brusca pér-

dida de periodicidad del sisrema. b) Repentino crecimiento del atractor. Se obse¡van

además pequeñas veniarl¿s, donde I¿ cuasiperiodicidad contiene menos frecuencias.

Hasia antes de esia irltima bifurcación. se observan dos comportamientos re-

levantes, Primero, Ia existencia de ventanas denlro del diagrama, que se aprecian

como bandas más claras en el diagrama de bifurcación, y segundo, el incremento

de las f¡ecuencias presentes en los estados cuasiperiódicos a medida que aumenta

e1 valor del parámetro. La figura 6,13a muestra el especlro de frecuencias de una

ventana en á = 0.9722, donde las frecuencias presentes aparecen ciaramente loca-

lizadas (sin otros ma.rimos alrededor). En ia figura 6.13b se observa que antes dei

último crecimiento dei atractor I¿ cantrdad de frecuencias presentes en Ia solución

se ha multiplicado dra¡náricamenie, aunque los modos más ¿ltos son múltiplos de

1as frecuencias más bajas ya presentes en ei sistema. Una vez ocurrida Ia transición,

1¿ densidad de frecuencias aumenta hasta llegar al continuo, lo que signif,ca que las

soluclones presenian un comportamiento iemporal caótrco.

L¿ últim¿ bifurcación que se observa en 1a flgura 6.10 ocurre cuando '{ ¡:4.552.

En este punto 1as sohrciones se vuelven periódicas en el tiempo, pero la fase en el

1. i1l 0. rl 0.14 1.75
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dlstinta, por 1o que no se forma unaccrrie estroboscópico pari, cad¿ l'¿1iür de .l es

1Írrea continu¿ corro ocnrie para .f < 0.i17¡5.

Espec:r. de ire.ler.ias ¡=n.7:j4

t 0rl

1

0. 01

0.0001

100

1

0 .01

0 D 001

1.x10ó

FiqurrL 6.12: Iispeclros 11e tler:riencra ,lf¡,"1¡i1l¡r.s a Dili¡ir dei comporiitrnicnto rcinporal
L.lL: l¿¡s sL¡1iLt'ionr,'-s deL si-.¡i:lL¿r paia dt,s i.irlores de -f . al CLLandu --i : 0 71i 1 r¿i rinic¿."

irerrrr:nlia es ia r1e l¡, r¡rrrl¡. ertctn¿. *',t - 1. b ) Cr.L¿rnclo --l > il.;1i3ó. i¿ts s()hiiir)ncs
:on r:tirrsiper:i,rrliL:irs, 1" el esTrl.r.rtlo plcseniil t.lcr-s liririmos fn *L : 1l.tl.1 i -¡: I ).
frecr ¡er¡,r' ia.s que son i nrlepeni,liern¡es ilel tirrzarnieniLt -,¡.

Ln;r cstr:rtcgii:L posrblc p:rrr. aclar¿r 1o qrre ocr-trr.D en las clistint¿:Ls bifirrcacir¡nes e-s

nii¡ar,.1 cii¿qlamr,u r1c bifurc¡Lcrón que se obtiene a partir deL espeatro de tiecuenr:i¿s ile

Ias solur:iones. La fi3lra 6.11¿ nlliesir¿ r1lcho diagrirma rie briurcación en el in'rervalo

del e,{l)il.cio rle piLriirrrcrros ,i a 0., ó. El e;e horizonral reprcsenta Le vilriacrón de1

p¡1rámeliro --{. niiertras el eje '''er-ticiri ¡n¡Lrc¿r cl .,-¿rlor d,-: las irecuenrtr¡Ls prcseni.'s en e1

sis¡ema. Se cbserva a pilrlir drr ,l --, il.;1;E;. el Ia ig'.1¡a 6.1 Ib la aparición de 1¿ nue-¡il

trecuenci¿:-t - 1i.iJ.l. ésttr jr.rrrro ¿ Ia tiecuencia riel ti¡rzarnir-'nto ;rr : i. .ioexistet

s,¡Las h¿rs¡¿r ,1 = {,1 j-1¡ .{ pa,rtir iie esie valor ¡lD¿receII nlter.as li.^cuelciils en Las

sol¡rcionts. quil ,se a.pir.r!a(--!Án ¿ ln¡erv¿ii¡s err r:i diagram¿r. Esto riitimr¡ -.e ¡uetle err¡encier

ir:brio a q11e se eslá us¿nrjo una soia condición intcial para inlegrar 1a ecuación. p,or-

lo que si cristr: rn¿ls de un ¿1¡rila¡or. rlir:h¿ condir:ión pui'.ie Llevar a dis¡irt¡os ¡r-;ractores

para diiefcrt,es talores de .i. )- ,"sto a su 1-ez e,tpliciiiia i¿" interrnitcncia i¡bservacla ert

ei cLiagrana 6.iib.

Espec:r¡ Ce irecueaards A.a.i212
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!igrill 5.1.3: Sei:rrcrrci¿t i.ie Ltspitcrros cle frecuerlia. L¡arü rlr.¡iir¡os 1¿rl(-rI'.s J,l -1. ¡.1

\-ent¿LtL;:" rLe r:t;.¿tSiperi,-¡r.licicL¡1r1. dotdr,' lirs tieCrLenr:ia.S i.l,p¿ierc^I] c0IlIO I1l;iIlriIos l-ri?ri

locaLiz¡rdos. r1 Esrado cllirsipCriódlCa) itnres d€l lir biÍj-ri c¡ción en -1 : ,lc. -\iln es .l,rsl-

lrle distirLgr.ir un¡i secuenciL,r, .ie frecrlenciiis Dr1iltIaLes e]i eL esilcc'úiL). c) Cir¿rn caniiriad

{le ftec,Jeircias ap¿rrecen inr¡ er,li:l ¡ a¡relr e ciesptrí:s de lii blfurcación ocu1ri..l¿l cu¿n.io
j - .{... ril lieganrio a1 continuo ¿ tf¿l\'ós ¡le 1:r ercirar:iól de rnodos iniertrr:dios. io

ali]e indica qt-Le Éti sis¡.'m¿ se Lronifort¡1 r1e forrna aaóiica en,:li tiempo'

L¿." igrr¡L 6.1 !c nues¡r-¡r l¿ ¡¡'glón ,,lc --l en l¿i cual Jcurre t' j se'¿unr-iL¡ creciliiiento

obsc¡ ¿¡-c.¡:, .t¡ ei (liagranL¿1. ,1e lil figur-ir 6.111 -\('LLLí i.ueir.e a ocutlii una nuklplicrLr:ión

r epenr,irr¿r ,-iel nriinero Lie Íiecuenci:Ls presentes -'l 0i sistema ¿ pairir de -1 = 2'31{ll'

.\ Cilelenrr;a ¡-le l¡ biiiurrrLción ocur:icla il,nills. L¿ c¡lnti.Lad dt' frccuencias ]'sri 'lÉlnsirl-Ll

eS rtultho rliil'Or. ConCeI)t:Ián.lose eil e1 interr,.alr¡ i0.5 dei eSpaCiO de frei:l:etlCias 'eje

\,er¡ic:r.1 (Le 1¡ls figuias 6.10. l;rás uercailo ¡. 1¿', fl','cuencj'¡ rle l'¡' cnda errern:l'' Esto

cl,Jiere decir qtrc a rirr::rlicia qr-tc aurrleara¿1 1en,"sta rr:giÓn L:r, encIlSÍ¿ es ilsiparir por

LO-. m.c,riOs rie oS|il¡rcjón aLt(-,s. mienl|a¡ ün ¿l-iaLt(rl C:,otico Se li¡r¡na en la zOne ii.'

fr-.CrietrciaS ba.jas del itspeci,ro telnDol¡.i. Ln hecho lnlportall¡e eS I¿ rel¿CiÓn ¿ntle

las iiguras 0.s.,'6.1Ie. I-tr. prlrtera cl¡, cuen¡¿ r:lel desorr:iel espa.iaL,:ie i¡rs soltrcrones

2.2¿62,.9122

3 .5202
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Figrrlr ii.11: il) L)iilgrarrla de biftLrcación cons¡n.1i.li) a p¿utir dcl .asirecl,ro dc iiecuell-
ci¿s ;eml)crrales cie i¿'r,s soiuciones par¿ r-alores de ,-l a i0.1.5. E1 parálLetlo -{ \'Lu íi1

en el eje hi¡rizontal. rlieniias ei eje ','er;ii:a1 cor:esp(tn.le ¿ll esp.lcio ¡l,t tjecuenL:i¿.1s. b)

--\i:erci'Lrnienro ¿ 1a región rlel parámerro ,1 ilrlnr:le ocllrrc la primera bilirl.iación. dolldc
si. aplecia ia aparición cle la tiecur:rrci¿ *r : i1 i).1 en .1 = 0. i1735. ct Di¿gr¿rna .-Le

bifurc¿Lción Érn el inrcrl-¿lLo .{ = 2. l.t]. den¡¡o Ccl au¿1 ocu:ie 1a segtlda b Lt't-rrc rici riIr.

auilen¡ando eL nrhrnero rlc tiectrerLci:;s prescni,es er el slsterrla. dI IJiagrama en cl

il¡err'¿h ,l a 13, ;1. EL ',.¿ior de Lirs t'rtcueritias conlienza a bajar ¡' .onaeliialsc -cn ei

int¡:rv¿rio 0. i] rlc'l esD¿,rrio de -. -\ p;rrrir de ,-l = 1.2 las frectrencias pr.'sentes ,:ir el

sistem¿. forrlan,¿n r:r¡nlinuo hasla -f = 1.óil. rir¡nde el sisterla ,,'nelve ¿ t¡ner sóio l¿

lier:uencia cie la iiLen,re.

-:=É

I I i J ).)1

!:.i

--_:---.--.r=--::-.:-

r 15 3
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en frLlcitin rle1 pa,riirnr-'iro .l riecli¿ni." ."1 ."xponitnte de L1'apunov espacir'l promer.lio

El erponente sufrc un blr.L-<co ¿tLill:ttnt{r ct:¿lndo --l = 0.8. \'ilior cerc¿lllo ii la prirltera

bLiulcación ob-.ellad¿ en 1rl diillli¿1nlr1 c1el espectro de frecu.enci¡rs t,cnlpor¿1les. Esto

Íncilr:a quc cl desolcien espttci:ri ilei sistem¿ esi;L ccirelacionarlo cr-,n 1a preserlcia cle

n',odos rie osciil¿cLón remporales e<¡r¿-q. La regiÓn,-1 
= 1.3. I en 1,, fistLrr Ú.S r','ttii¡u"

los v¡:r1or,rs má,s ¿lt¡rs rLel oxporreltr:e rlc Lvapulov espa,r:ia,1. zotl¿1 cll-1.6 coinciclc con i:l

ini,er\.¿iir .-l = -1.2. l.¡;l' ¡.ie aiiDs tenlpor¡r.1 cnfoni,r¿al(r en el r,lirrgrama rleL espcr:ti'r''

de iiectrenr:ias. Es¡o ilrlicil,rí¿r rlue en esa zona. air)ilde .iLrlnci.len un ¿rLtr¡ desorden

esp¿cirrl ] ciroS r"cttpL)rrI1. criste c:ios cspacio-t emp rlral. en otras pa,labra,s. el sis¡crla

s. aclriportil de iorÚra lrrtl¡rtLenL¡..

L¿r seruenr:ia de L¡ifrtrr:¿i¡ione-. ¡l IrrÉL1iLlit, (1ritt ¿ltlneni¡1. ll' ampiitrrrl cLel trll;':¿rrnientir

pricr'1e -sr:r' represcltirila Ilü1 el sigIIie,nic esqrielnil:

rirttita periódicQ. - c u,o. siperi odic:i rlo.d - caos ternporal- cttos e spo'c:i,o-terttporo'L

( t urbu len c í a ) - órbita pe'riód'ico,.

I, ira secrenci¡L si;liilar hr:L sido dr:scrir¿r por f.l6] pare L¿t cr:uaciÓn disipt'Ltiva .1' {orzacia

r.L-. ,rrtrla larg:t a,l est:-rr1i¿rr ios difelentes est¿llios de L¿r-. si¡luciones en tirnción de Ia

irrnplirr.Lci del forz:Lmierrtrr. .\drrmás. en ese iraba.jo se srLgiere c¡rc 1a transir:ión rie

r:a,os tL:rriporal:i ci-,"os espacio- tenpola I itrLrbuiencia) se debe a un¿ c¡isis q'.1c 1r(,-rlrre

trts 1a ¡a genci¿r, enir-e el ¿tI¡lCioI iernporaLl¡ente caÓtico i.un¿'L órbi¡¿r peliólirCa

ines¡able. f)¿r:r p,:dcr en¡r:lr-iel i¿I niltur¿r1eza de L:ls transltlir¡nes mos¡l¿'1as er es¡;:l

sr:cción seria nec-osario ¿isl¿r las ¡¡l¡1¡¿,s perróriir:¿¡.s inest¿'Lble-s a-sÍ conlo srls vilriild iiL'les '

ilslos rópicos no frefon aborriar-los i:n este tlabajo. quedan.]D priipllestos pai¿ 1111

trrbaljo luiuro.
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6.3. Velocidad de fase

l-'¡la aDioxrrn¿r'ir¡n irrerte c|re se hizo e:r t'1 c¿roÍrulo -l iue r]'.Lc la leioci(lad.l,Á pr(l-

pa{:rr:ión i¡ tanLbién r.Le fascl es cr)rrsrirnac cn ias soluciones estu.Lial-l¡"s iLlli. Pot'o¡r¡r.

partc. es;,r misma atrrro-tirr¿lción lier,ó a mo,stltl] que eristen s,-.luciones quc se prt)pa-

garl qle puerlen sL:1. onclas perióclicas o soli¡ones, srendo la veLr-¡ci,-i¿r'l cie prooagrr:ión

',rrr D¡r,lámerro Lrbre. prrrliclclo en principii.r coerislir r-1o,* ¡lt.'s¡as solnciones cr¡n .1is

¡irt¿..s r.eLocicl¡.cles etn i:l sistema siri tlproxintaciÓn. Por orL,r p,trlr. \e r-¡¡1j"rr'.r.'" r¡t.r

r=289.55,A=.1.1

Figuia 6. Lá: Forma de l en ei espil,citl Je l:rsr-'br-b. en c ilairo ins'rantes r-Le rier¡ro'¡'

,:uar,i,¡ .-l - 1.1. La onda rs-Lá rot¿rndrl ). adr:nás va carLbi¿nc-io su forrna con el

ii.r:rrrD o.

288.545, 1= 4.4 bz r = 289.049,.:: :!.4

290.051, A

iil.s tt &nsici(lnes Db.cer.¡¿tri¿s cn los ,iiiLgriimas de billrcaciÓn r,enlporales s(lil Droduui'o
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de la consecutiva interacción de ondas de distinta frecuencia, es decir. cuya fase evo-

luciona temporalmente distinto [i4,42]. Para estudi¿r específicamente el problema

de la turbulencia se considerará la solución obtenida cuando -4 : 4,4. cu:-o compor-

tamiento temporal es totalmente caótico. ¡'' se comparará con la solución ordenada

obten:id¿ con -4 :"1.6. L¿s figuras 6.15 y 6.16 muestran cuatro instanies en el tiempo

bz :=2S9.545, A=4.ó

Figura 6.16: Forma de b en el espacio de fase ó,r-b, en cuatro instan¡es de tiempo.
cuando --l:4.6. La onda es¡á rotando en el espacio de fase, sin cambiar su for¡ra.

para las solrrciones correspondientes a á:4.{ y- 4.6, respectivamente, en el espacio

de fase br-ó". Cuando.4:1.1 e1 sistema posee un comportamiento temporal conl-

pletamente caótico. ¡, espacialmente se forma Ia estructura de Ia figura, que gira y

además cambia de forma al hacerlo, siendo ambos movimientos irreguiares. En cam-

E = 239.043, A=4.6

i=290.053,A=1_rt



bio, cuando -4 : 4.6, iemporalmente el sistema es periódico.

espacral de Ia solución no varÍa cle forma con el tiempo. sino

90

por lo que la es¡ructura

sólo cle orientación.

Jtx/\r'J\
\/\/

Figura 6.17: Forma espacial de las componentes b, y b, (líneas punteadas) de 1a

soiución cuando .-1 : 1..1, junto a la envolvenre ]bl (lÍnea sólida) para cuarro instan¿es
de tiempo dentro de un perÍocio de oscilación del forzamiento. En esie caso el sis¡ema
posee un comportamiento lurbuiento.

Por otro lado. Las figuras 6.17 y 6.18 rnuestran las componenles ór rv b. de las

soluciones, junto con Ia envolvente ó1, para los dos valores de á considerados. Dos

hechos que se observan en ia flgura 6.18 llaman la atención: l¿ envolvente es in,ariante

en e1 riempo, asÍ como io es La lbrma de Ia onda en e1 espacio cle fase, y además es

periódica en el espacio. Es decir. la onda er¡erna exci¡a una onda cu_v-.a envolvente

está modulada periódicamenie. simrlar a las mostradas en las flguras 2r ¡- 2s en l8].

La forma de I¿ onda en la figura 6,17 sugiere entonces que prevro a la bifurcación que

lleva ai sisr,ema a iener el estado ordenado final. Ia onda con envolven¡e modulad¿

convive con otros lnodos, que ¿ su vez pueden ser ondas con envolvente modulada

q .25..;J9 .1 : l 1
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FiSur;I U.IS: F¡¡rr:¿ espitciirl ie ii.Ls t:ompitne:tles ,- v ,f. L'lÍneas prrnir:;LdiLsl cLe 1a

soLucirin cu¿ndu ,1 : -l.6..irulio ¿ ia, en,,.oi.,'ente á ilílr:r:L negra) ptrra cuarr(-, il-iranles
rie riempo. [.a enr olven¡e -<e rnanticr]e invarian¡r: cn el tiempo v cn cl es¡¿:Llir¡. ¡dentás
dc -scr perió dic¿r.

o,ioLirones. En ¿nl.rr¡s casos..sto debiera rcllcjilrse en La fbrnta de l¿r l'clocirl¿,rl ile

proptLgaciór el flurcirln dei riempo. )uesiú LILLe la vr:k¡cidacl .-le propag¿.jión ,.ls Lin

paiáineiro qr.rr.: riefrne eü p¿iir,c 1¡r i¿rntiila rle csrc tipLt rie sr-.1uciones.

La. fig'.Lra 6.19 nuresrr¿ La tase ',' La '¡e1ocii.l¿rd ie propagaciól como lu¡ciót deL

riemp,¡ p¿¡¿ .1 - 1.1 r' ,-l : 1.6. resiiec¡ii".ameiLrL.. Se ve que t¡rnto iir fl*e r:r¡¡no l¡"

velocld¿d oe Li:. oncl¿ cui:,ndo -1 - 1. 1 .zon¿ r.ie pa,riinLetros turbulent,al. ;lresentan

rila e...cilici,¡ri iir,.qular. Es ilecir'. cl cstricir¡ caotico observado cn ei comprtrra.mienio

es¡ar:i¡,l sr: dcberÍ¿r a rurbul..n¿ia ie fase. riue h¿rÍ¿ "saita¡" al es¡ad¡) ¡-iei sistem¿r

en sciucioni:s írl)I] diferer]te velocirj¡rd iie propagación. Cr.r¿ndo --l: 1.6 iesr¿r'lo ie

mo¡}rlación perir:clica; la i¿.se crece suir,-epen¡e corl ei i;ier]po. ¡,unq1re ¿l examinai L¿

velocid¡Ld se i)liserÍa que és¡¿ri os.ii¡l. Drr)bablem..nte debi.io ¡r ia rn.¡clulación periorlic:r

z\r '.__ 
/\=:\



!.¡. ei ie¡c1ó¡ dél Éialo A - 1.,,

92

raÉe en iutrclón del E!eñ!o vel.ciCad dé prop¿qacrón ¡ : 1.6

5

1

Figura 6.19: a) Fase en función ciel iiempo,v b) velocidad de propagación en función
del tiempo cuando A: {.-1. el sistema se encuentra en estado turbulento. c) Fase,"-.

d) velocidad de propagación en función del tiempo cuando,4:4.6, el sislema posee

un comportamienlo regular en el espacio y el tiempo.

espacial de la envolvente. .\un asÍ, e1 valor promedio de la velocidad \V) x ll2
coincide con la velocid¿d de 1a fuente.

vé1ó.:dad 3e p¡ópagációtr t=14



CapÍtulo 7

Ecuación DI\LS forzada con ondas
Iocalizadas

.L.n el r:apitu)Lr 6 -.tt Lrstrirji¿lron 1;rs sol,rcit.,rles rie i¡" ei:tiacirln D\LS t:n presenciir ilc

¡¡l¡. o¡d¡ viajera monor:romil,l,it ¡,1. Se cilserr'ó c¡lLe a pariir de cierla r,LmpLitr-Ld iic ia

fntL¡t. co¡t el resto cle los ptrrárnelros fijos, ei si¡¡erna suiie un¿r serie rle bifl.irca,i:lorlL:s.

1o qrre fi¡almente pro\.írCil. LILiC l¿t; SoillcioneS prÉlselrtcn rLl r:o np orlamiellto eSp¿CiO-

tertpOt¿11 caóiico. C,:-.rno nuCSl:l:a el an¿iliSiS de Ftlllliel d.'estas solui:iones ¡llgllrl

6. 1 3), coexisren en ese es¡t¡.clc¡ un continuo de rnodo.s cie r¡sr;ila,ción. 1os cltaies o¡.Ler'le]l

ser consider¿¡.d,:s cono La, b:lse qtLtt genera las soiuciones ¡urbulentas obsen'¿iilas en ei

in¡erviLlo ie parán',e.'lrts estu,lia.la. L;r iciea erpue-*t,.r el i121 propone que los soliionr:s

qite son -solucirln de La ecuación D\LS sin disipaciól lLi forz¿rnicnto 16.1] furm¿n

clich¿ b¿se. conslde¡ancio clue ei indicc rleL espacio c1e pro-vección (ls ia reir)cid¿d de

propagacii)n. Luego. uIIa for¡na de aisi¿,r.r ias es¡rLlctur¿ls aiue a'omp()nen las :-¡ohlr:ir¡nt:s

¡-urbuienr¿Ls que caractelizan ¿:L Ia ecuación iorza.rlir pueci¿ ser forzán¡iOia ctI]. una

ir-"nre 5i¡. fl d,e eS¡ruc¡t.Lr¿l ioc¿1iz¿..cia. En este capÍirllo se es¡rLdiará ia lesprresla rii'i

sist,emil ¡il ¡cr folz¿t,,io c,JIl Llna llente de este iipo.

93
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7.1. DNLS forzada por un paquete gaussiano

La expresión de un paquete de onda cu.va amplitud está modulada por una en-

volvente gaussiana viajando a 1o largo del eje z es

2ntr-V.t1 / r-V.t\¿
S(2. r) : Añe'- i: e- \--'E- ) [71)

donde A6 es la amplitud máxima del paquete. ) es Ia longitud de onda característica.

I es el parámetro asoci¿do al ancho del paquete, y I/, es Ia velocidad de propagación

de l¿ envolvente.

Se usó la expresión (7.1) como fuente en la ecuación DNLS 6.1. Como la fuente

depende de cuatro parámeiros, se integró Ia ecuación DNLS para distintos valores de

éstos. dejando en cad¿ caso el resto de los parámetros fijo, para así poder apreciar

cómo cambia la respuesta del sistema en función de los parámetros carac¡erÍs¡icos

de Ia fuenie.

En c¿da caso se integró la ecuación (O.i) en el intervalo espacial i-150, 1000]

usando a : !, p : i y n : -0.002, que so¡ los valores para dichos pa.rámetrso

usados en e1 capíluio 6.

7.7.1,. Dependencia respecto de ,

Primero se dejaron fijos los valores de 1a amplitud. la Iongitud de onda y Ia velo-

cidad. para mover el parámetro I, que controla el ancho de Ia envolvente gaussiana.

en un intervalo de vaiores pequeños comparados con el intervalo de integración espa-

cial. En este caso se usó áo : 0,5, .\: ó y t', : 0.5. La figura 7.1 muestra la forma

espacial de la densidad de energÍa. lá 
r, de las soluciones (lÍnea sólida) para distintos

valores de I, en el lnstanle en que Ia amplitud de ésta es máxima. La fuente está

graficada con líneas punteadas. Tanto Ia fbrma como Ia amplitud de las soluciones
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t = 140 C

! = 15r0

0.

0.

0

0.

I

c.8

0.6

0.4

0.2

!

0.3

0.6

0.4

a.i

1

0.8

0.6

0.4

D.2

.1 =5
L-64

Figura 7.1: Forma de Ia envolvente ]ó]'? (línea punreada) para diferentes valores del
ancho -L de la onda gaussiana (línea sólida). Tanro Ia forma como la amplitud no
varían cualitativamente ¿l cambiar dicho parámerro en el intervalo ¿ € 115, 60].

no se ve alterada al variar el ancho de la fuente.

Cuando ¿ tiende a infinito, la fuente gaussiana toma Ia forma de una fuenie

monocromátic¿. Este caso corresponde ¿l estudiado en el capítulo 6 con el res¡o de

Ios parárnetros fijos. En e1 caso estudi¿do aquí el ancho del paquete gaussiano en todos

Ios casos de la figura 7.1 es más pequeño que el intervalo espacial de integración pues

interes¿ saber la respuesta del sisrema al esrimulo de una fuente de energía localizada.

7.1.2. Dependencia respecto de 
^

En la figura 7.3 se aprecia la forma de bi2 para distintos valores de I, con Ao : 0.á.

L:45 y !'. : 0.5. A1 aumentar la longitud de onda, es decir, cuando disminu-ve el

número de osciiaciones espaciales de la fuente por unidad de largo. Ia amplitud de Ia
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t = 15€0 c - 1580

425 45C :1 5ac 5

tb :
12t

i = :560

LC

I

5

4

2

Figura 7.2: Form¿ de las soluciones para distintos valores de la longitud de ond¿ ).
,4.1 aumenlar este parámetro, la amplitud de la solución aurnenta rápidamente.

densrdad de energía aument¿, aunque 1a distnbución mantiene su fbrma.

Para analizar en detalle cómo depende la amplitud de ló 
2 con la longitud de onda

de la fuente, se c¿lculó la ainpliiud máxima lól|* para valores de ,\ en el iniervalo

[2.35]. La figura 7.3 mueslra el resultado de dicho cá1culo. Se observa que p¿ra valores

de ,\ meno¡es que 13 Ia energÍa aumenta suavemente. para luego presentar bruscos

saltos a ciertos interualos. a medida que aumenta ). Este hecho indicarÍa que el

traspaso de energÍa es más eficiente para ciertos valores precisos de la longitud de

onda de Ia fuenie. En otras palabras, existe resonancia entre la fuente ¡, ei sistema,

ior

c.lr
tb l'
'l
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Figura 7.3: Gráfico de 1a clensidarl de energÍa máxima en el espacio vs. Ia longirucl de

ond¿ de 1a fuente. La ligura present¿ un crecimiento suave de la amplitud máxima de
la energía para valores de ,\ pequeños, par¿i luego clar paso ¿ 1a ap¿rición de máximos,
que rndicarÍan resonancia entre ei sistena ¡, la fuente.

7.1.3. Dependencia respecto de V;

La velocldad de propagación cle la fuente fue variad¿r usando los valores A0 : 0.5.

),: ó -v L: 15 p¿¡a el resto de los parámetros. Eu la figura se observa [a respuesta

del sistenra para diferentes valores de li. Al aumentar Ia velocidad de propagación.

Ia amplitud de Ias soluciones va decreciendo, 1o que hace conjeturar que mientras

más rápida es l¿ fuente. menor es Ia energia que ésta traspasa al sistema-

En 1a ñgura 7.ó se rnuestran las curvas ó 2-r* versus 7", para dos valores de .\. En

ambos casos. para valores pequeños de V; Ia energía crece rápidamenre. decay'endo

asintóticamente a cero mientras más grande es Ia velocidad de 1¿ fuenre. Existe una

diferencia entre ambas curvas en el rango de velocidades pequeñas (y, < 1), es decir,

cu¿ndo el sisterna absorbe más energía. Cuando ) : 5 Ia curva crece suavemente a

medida clue V" * 0. En cambio cuando ) : 10, Ia curva frena su crecimiento para

- ,,]
35
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L = 70CC t = 2ltl

Figura ,.1: ,\ l]reiirri¡r que la velocirl;rr1 cr,e propzrgación r:le ia tirelte aurlenia. a ést¿r

se le vuel-,-c rn¿is r.lilÍciI r:1 tr¿rsl.rso de energía al sistem¿l. purtsto (¡Le pilla vaLorer-* mlrs
¡rl¡os de l. la arnplirud cL-. L¿ enlolr.entc i1ínea srilid¿rl es nra; pequeña.

b t:"" b i""
1

1

Figrrra i.,i: CrLrv¿r c,le La tlerrsiri¿,"ri de enerl¡Ía ln¿i.rima en el esll¿Icio ¡s. la.,-,eiocidad rie
propir"sación r-Le 1a tirel¡c p¿ira dos 'uaj,tres cle l. .{ nediria oue altmenra i¡¡. veiocid¿rd.
rjisininrLve 1a crrer.lÍa ,:apta.ci:r por eL sisiellia. P:.Lra v¿lores alios de l -. 1¿ curr.a inues-riD,
uri comt¡ori¿lnien[o inl,.eisanrenie proporcionai en ainbos ci:rsos. pero crt e] seqrin.io
.iirso sc oirser"ian rrreguiariclatles cu¡.1¡do l, < 0.3.

425 450 475 5D0 52

. = 330

L = 15
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4:5 35'l ,115 5rl0 il5 550

Figura i.6; La arn¡rlirurl rle las soiuciones (1inea só1itia) presenri,,. un crci:irnicli:o
cuniit¿tiiv¿rmente line¡rl a rrrr:clida rlue lil anLpiituil di: la fuerire .\¡ (lÍneir piurlca.riil.)

¿ltiiIIent¿.

r,¿rlores blel preciso.< de la velocidad de rroprLg:rción de L¿ luente.

7.1.4. Dependencia respecto de Ao

Por rhlti¡no. al iijar los o¿lr:iincttrrs .\ - *. I: i¡ l'1'": il.ó. se puecie -"'el coino

c¿Lrnbi¿rrr l:is sohLcir¡nes ai "a:ia¡ 1:l irmplit'.rci .1¡ de Ia iLLente gaussia.aa. En la figura

i.5 se obsen'a ul,,L clata r:otrelacitin enlrc 1¡ '"'la arnpLitucl cle ü 2, qut-' ilgica crue

1a amplirrrri de 
-La 

tirerr.e tiln sóio es rn facr,ol de cscai¿ de 1as -.r-.Luciories. pues¡o qrlc

1a n¿¡ul¿Leza rie éslas cu¡rliiirtir.arnenle perm¿Lncct inaitcr¿da. Este llecho rro es[á eit

con¡radiccia)L ':on 1o e:'prLesti-. i"t cL riapí[uló 6. -rut-'s cabe esperar que ei el'ecto de

un¿ iiLente lr¡,:aiizacia iI << .r-,,, .l-,. i sobre e1 sisierLa ,se:l dj.srint.r al r,ie ula onria

monocromá¡ic¿r. Esta diferelcr¿ :Iolira en pilrte ei rri.Lba.jo hecho r:rr 
"ste 

c;rpituii-'.

a

j

3

2
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Figrrra i.i: \':lriacir¡ir cle 1a energi;r eri el iiempo pal¿ ir..s conjunros r1e parámelios
distintr¡s. En Los t¡cs L:asos se i¡bserra l,scil¡rción en 1a errer-gr;r

Evolución temporal de Ia energÍa

Oscilación de la energía

{l r¡bserv¿ir I¡,,. elolu,:iólr rernpclal de l;i enerqi¿r del si.st-"na p¿ii:r ir.,s conlgulac,,o-

nes .Le larámeIrr¡s clis¡int¡rs rigttra i.i) sc coupnrebti que en i(]alos los casos presenr:¿

un cortport am ien¡,:r oscila¡orir'r. r:lesptr,ás de haber cr.^ciclo h¿rsia urr valor máximLt.

En ir¡s tres casos de 1a figurrr i.I el penocio tir: oscilacion de 1a enerqia es Cis¡il¡o.

por Lo quc ha ,1e riepender de illguno rie ios r,res pai árletros qne mDdeliln i¿ iirente crre

trieron vari;rdos en ios ilistin¡irs giáficos. En i;¡ ñsula i.3 sc nuesira ci result¿do cle

cal.ular el period,o 7 ¡"i variar La L¡neiiud de onr'L¿, de 1¿¡, iuentr: .\. Clai¿ilenre éste no

es trl paránecro riue incida el i¿ iorrla de absorciiin.". dr:rpa,.iun,-ie i¡,.rLeL:r;. E¡tc
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FigrLri.L i.E: Dependenci;L dei perÍodo dc osr:il¿cirin de La crrcrqiir r.spec¡o ¡le .\. EL

perÍor1o no rlepende rie ,\. ¿rirn ruanri.r esc par¡irrretro fija la osr:ilación espar:ia1 rie iir,

fucrlte.

hecho se expl.ica porque el posrbLe período asociado a 1a interacción enire la form¿

dc oscilación de la fuente ,\,v el srstema debiera ser más pequeño, y- como se verá en

la siguiente srLbsección, clcha interacción sólo aparece cuando ocurre ¡esonancia,.

6C0

,1C C

2C0

F:gura I9: Dependcncia rli:L periodo de oscil¿rr:irl¡. de ia enerqia .^n frilcirln iie 1a

vr,'locidari de propagar-'ión de L¿ t'ren¡e. par:r, tres i'alores de I. El ios rres cas.rs el

¡eriodo Cisminu.,-e iLsim,i Iic¿mente .r cero a rledid¿ c$e 1a -"ei,rr:irla..1 irunlenta. sin

;ue I..alt,r leL:,1'l-ar r. r'r¡.*t-..
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L:L f,gura i.9 rnuestr¿ la ri:l¿ción entre eL periocio de oscilaciól 7 r'la ,,elor:icl¿cl clc

propagación 1.'., paril ires r.aiores rle l. .\1 harer rrn ajrrsre c1e 1os riaros. en roCo,. ios

c¡-sos e1 pcfÍ(lLlo resultó sr:¡ iirversamenre lroporciontrl a 1a velccidad rlg prupagación.

o.;e¿,. f - 1,'1.. Además. par!óce no h¿bcr reLa,ción ent;te el anch,r rle la ertr,oi,,-enr..

gar.rssiana 1'h oscilación cle Ia. elerqía ¡.bsorbiia por -"1 sisrem.l.

7.2.2. Resonancia de las soluciones

L¡l resonanr:i¿, clne se obser',.a en ia figurir 7.3 implica cue Ia fu..nr:e enlrega energiil

¿r1 sls¡ema cle forma más eficienlc rr,Li.Lrr(i(l el r,i¡,lr¡r rle .\ es¡á i:n l,ts interr-l'rios rie

reso¡¿,inci¡.. por LD (irir lstr; sc rLr:bic:¿r r-eflqal en ia e."oir,Lcirin temporai de la. enei:;.-í:l

i.rii.l"l (ie L¿r sclur:i,rn. Iln LlL i]jiLra i.10 ser cornparan La enerqÍa ¡ot,ai,"n iirncii¡n riei

l.iernpo piua alrs ialoles ric lir Iulgiir-r11 rie orrri¡r",ie l¿ ilente. irs¿rrclo los nrisrirr-,s r-¿iore,s

clrrc cn J.:r figrrra 7.i. Clrr¡rrrrio .\: 1l ri sistr-.rn¿:L s." encrientia. en rrn cst¿trlo r(.sori¿uri,c

con la onda rlc arnpLitrLrL rrrt¡duli:,da. tricn[ras que p¿lr¿r un r-¡tlor :rr.Lv cerciuo r.ie Ia

Iongitrrri cie orrcla, i) - 161. 1¿ls soiucioircs con¡iciir:l cornDar¡.rir an"nre Llpnt s FlprElji.

En arlbos c¡,l,sr¡s ir,L evoiución lemporal de La ener3ía oscila con un ¡,,eríodo ci:,-

rac¡erÍ.,r¡ir:o mavor 7 ': i6:3. que conlo se nros'lló er1 1¿r sccclón an¡erior liigura ,.9

depende srilo r.le l¿L r,r¡locid¿'Ld tle Ia frten¡e. Por Lrl,ra parte. se ,tbsctva qtre paia c1 r:asrl

reson¿i!.te i)' : 1; I 1a enelgía posec .riro perÍodc ,ie oscil¿rciril más coir:,1 ¡ : 3:1.J.

r1,.rt corrcsporde jusra,mente ai peiiotlo rLe osr-'iI¿¡"ción de La l-,¡ent"" para l,ts ¡ti'Lráitrellos

us¿rdo,*. es decir'. ---" : f ,,t, = 30. En olr¿r-s palabras. cuanclo se prodr.ice :-.si:¡rratcia-

ei sisrema absorLe energía d.. La i'rrente sigliendo i:i patrón ,"spar:irri cie ésttr.

L¿l eris¡enci¿', de zLrnas Ce resonti¡rcia ciepelclir:nio del ,, aLor dc .\ puede ser lit

pnrebz'L ci.e i¿r, eri-<¡encr¿'r de una'lase ,ie soLuciones que se e\cilarr anie la presercia rit:

una l\.Lerte cic energÍa, c\¡erna. Dich¿ i,.ase rlebier¿ ¿tr1emÍs clepenrler de ia vel¡i:iri¡lii
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Fisur¡,7.10: Comparación cle ia energÍa en funr:ión del tiernpo p¿rri1 dos r.alore,s de ia
longirucl rie on,'ia rie I¿r firente. )r : 15 (r,:son;¡nte) v ,\ - i5 ino resonrnie,). -lnbirs
curv¿s tienen un perí()do cLe osciLacrón ma\'or f = 163. pero l¿ sr¡h]ció¡r reson¿lntre

posee i:rdemás un perÍoclo cor¡o de oscil¡rcii¡n'i = 33.3 que coincide r:on el perí,rclo tLe

,,..j1 , ' rr ,1, ;. '1"1.,. ,..u-.i; ;.

r1e propr"gar:rón. puesto qlle ,¡1 sistem¿1 ,lbsorbe más ener.qía ptrra l'elrcrcacies bajas,

es der:ir. para liecuencias lr:rnp,rrlilc's La;rrs. La riisipaciórr o(,-r.lrre entonccs p¿ira 1!e

cuencias remporaies altas. Corro se r' io ,"n el capírulo 6 ei con¡irruo t'le ti..r:r,renci¿s

excir¿r1as por lil oncia nonocrorn¿itic¿ se a--rup¿ en torno a.1¿ fiecuenci¿i ie La f,¿en¡e.

en Ia zon¿l ba;rL rieL esper--tlo. Esto es debii1o en par1,e a. qur: el téirrLirro,,llsip¿ri',',r

us¿do el I¿ -"rrr¿rción D\LS i6.1) e-.encialrnerir e qrriia, energía ¿i i¿s onci¿s rle longitricL

de onda baja i11] o d,^ Írecuenci¡,1 ¿:11¡a.



CapÍtulo B

Conclusiones

El presente trirba.io ribordri ei problemi.r, de las o.d¿rs no li.e¿.les de -\lfr,én c¡re

srrn rl(,scriIas.¡or 1¡ ecu¡rr:i¡rn D-\LS. firndallelt aLmcnt r_. en tres p¿:].1ics. p¡inero. se

reprotLrtj.'ton ¡Ll{uni.rs result¿rdos v¿'l conocic-los en e1 mocleio simpliíicaclo rle l¡r -.r'Lr¡.cio1

iczrpítu1o 1J rrsa,ndo ie¡ hert;ttnl,:ll¡¿r"s clarlas pcrr 1a rr:oriir" de sis¡er¡tls din¿imir:t-rs.

1. ttrlrbi'Án st-' profr.rnrlizó e1 cs¡ltcii,¡ c1e los lenr¡rlelos i¡bserv¿rrlos cn rLicho ¡rorlr:io.

err pir,r'ticuiar rc1¿itir:nii nrio Ios r:orr e1 co rnport ¿mi..nto r:ir: sistemas c¡nto el r.'iento

sol:L¡. el qrle pr..rsen[a nornl¿irnente rin corlruort a mienro ¡ul]¡ulento. Por ejenlplo 1;,1

fiq:-rre 8.1 rnues¡ltil i¿L r-ari¿rción de ia r:omponcnÍ: \,tr[e-Sur dcl campo ratrqnórico que

r, iiLj:L con el licrr¡o soL¿r. dn¡ante un lapso Ce -100 mi¡lutos. Es¡os ri:rt,¡s srln ioErilak-¡s

pelmir,rLeriLÉrrlen¡,. pol el sa¡éiit,:: -\CF. L:u.,:r posir:ión est¿i cerc¿l ricl pulto Laglilngialo

I-1, entre L¿ T:err¡¡. _,- e1 Sol. Sc ,rbserrr.¡r c[rmo ei carnpo rragnético sufir: bruscos r,

imprerlecLbles fluctu¿¡.cioncs de ":¿rl¿ño ;; signrt. io qur: seriirla Lrn componarrrieni;o

i:rtrnplejo. -\ estrr pririiera parte se ag-rega ei estudio.lel nodelo -.irnpLi¡ced,r cuil.nCo

es Íbrzado por cios onrlas de distlr¡a iiccuenr:ia. ponienrio énf¿sis en 1a posibitdarl ,,1e

qtre el ,sist,"ma ser puerle cllalizar ba.jo la presencia de ul segundo rjril,er'.

La segurrda parie dei rr:].ba jrt. expu.esta en el ca;Í tlo 6. consts¡ió en es¡udiar

la ecuación D\LS sin aprtr:rr.acic.nL:s. inr-egrárr,.toia nrrr:réricanen¡e. s il¡cntrrncio

10.1
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arolle(iar ill trir¡rle|¡ silrplif;cado colr Las i-rllscr1.a I iotr:s hei:hris ¡ l)itl¡it rle la tr:r:¡rciirrL

crtrnpiei,;r.. Fin¿l,LmL:lt,". en el clpiiulLr f se:lrostlrj ulta pu-sitrle .".a:i¿.lrie el cl enfoqrLe

rlei problelrr¿. el rlL¿Li se ir:,ls¿r cn l¿ ic.lea cle que de¡r¿is de urr r;i)npori,a mie nro turbu-

len¡o. erisre rLn¿t lr¿-ce de soLuciones que gcneri:l ,1icho c orrip oriamientro. L¿r irle¿L ft..

elicii.rtll soltlci()n,es sr-.litónir:;rs i¡lzailrlo .ri sistem¿ con lrrl¿ fuente ria.iera iocaiiz¿Lri¿¡..

e-st¿b l.'c ienrio a13una,s clcpcldercias en¡re l¿r for-:la de 1a solurión., los p¿r'iirrLeirr,,s

asoci¿rcl¡s a ia irrerrte.

8.1. Caracterización de Ia ecuación DI\LS en su apro-
ximación ODE

-\ parrir c,Le ia il¡rmulación planrearla por it:] se ob¡uvo La er:uación DNLS. I¿:,

r:ual desciii¡e la drnámica no lilr.:al rie las onclas dc -\lfr'én ,"n un pLasma ntirgne r iz:rri,r

en un¿ dirección ,^spaciai. Las sol,.lciones cie r.1ir:ha ecuaLi,-tl i.t-ur :i lfiL !ag.ttr ,rn

.,-elor:id¿il constailte pr.reriel ser desc¡i¡¡ts p,:r -.rl sistema dc ecuacicnes diierenciejes

t00



106

oraLina,rias. qrle a -§rl \'02. al -rer forz¿rcLo cori una onrla rnonocrom¿itic¿ erlern. presen L¿

ll;r *t,lt r: , -,1. . l^ .mp"r rm: -

Se mostró clue ir1 r'ariar ia irrl¡rlit'.Lrl del forzamiento (onci¿l rnonocrom¿¡,¡ic¡¡ e:iter-

n¿ I ¡:l stsieilt¿t -sttli-e r-utr,L scrie rie b ifurc¡,r;iones. enrle cllas li,Ls ll¿lm¿r-l¿s crisis. Esr¡¡

l¡ilurcaclón resrilt¿ ri.. gr:rn irnp, rt*li i¡ frlasr. Llue :l.ioi i¿Lrl¿r ii e1Ia iL¡¡rrere inr:r:r¡t-

renr:i¡r en l¿.s sc,lrLciones {figu::'L J.11) . Lo cr.Lai p ecle rener lelc.,'¿ricia prresto que ia

i¡¡ermil'^nci¿r ¿11i.'Ánir:a h¿ sir.io r¡i¡serr'¡cla, crr e-s¡¿,Ldos r-urbnlentr¡s r-leL viqn¡o solar ii0j.

E:<is¡ert ¡hs grandes oroblcrnit"s acer car de la aplicabi1ir1¿cl c.lel modt-.lo -:inLi¡liflca,(o

:1 !)b.!er1.i:t( iones re¿ries r-lei licrrto solar:

1. l-as r.,lr1as ric ,\lÍi'en erL r:L r-ien¡o sol¡Li iro solr s,rrr perturbarlas por irqarnTes

L.ri¡ernos. (tori]o se silpitso et pl'iricipirt. silo ¡¡rltbién p,_rr inetsiabiliriitaLes reso-

n¿lllleS en I:Ls titte esii.,n in,,-c,lui rr ¿rios iones etcrqitticr)s tllt.Á sa(t¿1n I i) ÉtnIregail

eneigízr, ir las ,-rncl¡rs. rlesest abiliz¿incLo la,s i11]. Es decir. o1 forz¡rmienlo debicrir

depcrrrler rle la rtr:rpLitLrd de 1¿Ls soluciones. L'na id.^a pi.,r:r, rrocieliir. esrrt pocLrÍ;

ser acopLar r1os er:rr¿'.r:iones D-\LS rlonrie urr¿1 gener:a 1a íuerrte v o¡r¿¡. frrncione

como rec.^pior. hn dichc sis¡em¿r se iebier:a,n observtlr esrir.Lo-q .-1e sincronización.

qrLe L'orrusp(lnrlerÍan ¿¡"1 rasr¡ estucli¿]Co aquÍ.

J. Se s-.rpuso rlrrr-. h veLocirirrd rie las -!olrrciDn.r-s .,' l¿ f,.rerte son il3uzlies. Lo qiLe

i esiringe rirástii:¡inLente el esp¿,{rio .ie solilci{lne,c es¡uc1iadc. E,"¡e prr¡blem¿L 1o

erisrr.. ai cunstli..rar la ecu¿.Lción D\LS,:omtleta.

8.1.1. Sistema ODE forzado con dos frecuencias

I- na dr: ias sir:pllÍica.cioncs dei model,t riescritc en el capÍiuio 1 es h¿bei us¿tclo

un i¡nr-La ¡nonocrornátic¿r co¡no luen¡r¡. Es pcsible que 1a inver:ción de elelilÍa en un
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sistema como el viento solar se deba a ia presencia de un paquete de ondas. que

en general no oscilan con la misma frecuencia, por Io que estudiar el modelo ODE

fbrzado con dos ondas serÍa algo más realista. Por otra parte, es interesante esiudiar el

efecto que la inclusión de un segundo drzuer produce sobre las soluciones del sistema.

-\l forzar 1¿ ecuación ODE con dos frecuencias se estudiaron dos casos. Primero.

partiendo de un estado ordenado en el sisterna con w driaer se encontró que el

sistema no varia su estructura, es decir, el atractor presente en el sistema cambia al

aumentar Ia amplitud del segundo d'r'iue'r como si en realidad se moviera la amplitud

del primero. sufriendo la misrna bifurcación. -{demás se observó la aparición de un

nuevo atractor para valores negativos de á2 (figura 5.1) que coeriste con I¿ órbita

de período tres del sistema origrnal.

.\l introducir el nuevo drzuer paúiendo de un estado inicial caótico a,parecen

nuevos atractores, los que coexisten con el atractor antiguo en intervalos pequeños

del parámerro ,{2. En este caso también se observó una transición que podría ser

una crisis interior en el atractor antiguo, pero que no es producida por la órbita

de perÍodo [ueve que genera dicha crisis en e] sistema sin perturbar. Este resulta

ser un cambio importante al inclurr un nuevo druuer, puesto que Ia inclusión de

una nueva onda cambia el mecanismo a través de1 cual el sistem¿ se reorganiza al

variar Ia ampiirud de forzamiento. .\un así el exponente crítico para el tiempo de

intermitencia calculado a partir de los autovalores de la órbita -4. que está dent¡o del

atractor. ajusta bien a Ios datos oblenidos de las simulaciones, por 1o que es posrbie

que la lransición observada sea debido a una tangencia heteroclina de la varied¿d

inestable de dicha órbita con la va¡iedad estable de otra órbi¡a inestable presente en

el espacio de fase.

El hecho de que el sistema logre ordena¡se al variar 42 llevó a pensar en la segunda
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(l[da como ur]¡:l f¡rrn¿r d." r:ontroL {lel si¡iena. Des¡le e1 pull(r.lrt i'is¡¿r clel crtntrol se

,.rplora"ron ,:los c¿lsos: rt.sarrrio L¿L onrla con el ,loble cle fiecuenci¡:l. v un¡. onrla cu-,-tl

períorl,,r luese el nismo que eL cie La óri.,ii¿r eslal,.ie cercana a la, reqirin c;róriczr ir pirrtLr

cle l¿L cu¡rl se inició el rr¡ntrr¡}.

En ¿rrnbos f ¿:lsos sla encorltr¿r,ron l¡ts iunitiL'nes Ce conrroL. qu,: r.lan cuelt¿r dei 1¿Lr'r

óprino 11e ,1.¡ pirra el ilr:ri el sis¡erria iel,rrn¿r a1 orden anferior. kr ctrnl clepelrcle

riel i.a,krr ,-ie ,-l;. Para el ,r¿so ¡:n tliirt La tiei:ttt'nci¡, de controi e-s e1 tlobie {1ue l¿

originaL. rlicha luncii¡n crr:ce lirre¿inLen¡e ¿1 iI penl-.tlrincio h¿,r.l1¿L ia legiÓII ca,rrti{ril

Lrrigin¿r,1. .\deniís. ..1 iil.n ¿:rIi(r cle li.i iunplitLlrl ¡ie control si.'mprc tue r,a1'or tilre lil

Llis¡ancia \,-lr - .1, - ,-1.. por 1o qu,-: Ia inclusirln rlel -segunrlo ¡rrriónico .etia tLn¿r

r,,.irr:r¿Lcici¡ ilLerre ¿,LI sisretn¡i. r-no se -¡:rtdiiit lt¡r¡i¡l tle contlol r.Le C¿l,o-i t'n eS¡(l Caso.

Clu¿ncio tl pr:rioclo cie l¡L onrl¿ rL: ,:on¡lol :¡tc eL nismrt ritLe ia ririritit, ¿1, I¡ que Se quiilre

lle.uer (pcríor-io 3) . Lii ampliturl -12 perm:tn0C€ acot¿r-ia i:iprorim¿idarneILte rlerltio de1

oriLerr {e J-11. ,\ún cu¡-ndo ..sr,¡ ruri¿,Lvía no se puecLe consicler¿,,r c(lntr()1. a piiriir ,je

L IL = ll.Ll06 e1 r,alor. de ,.ll necesat io pa,re v¡1ver ¿L l¿r Órbira esrable se mitntiene más

o rnenos coDstr¿rntc cn,1¡ = 0.005.

Este ripit i:ie conrrol debii:ra apnrer:eI nairlI¿LÍlente en Ios plaSrlirs eSpircial,':s.

prres Los paqueies de ,¡nda.s rinc viiLian a ¡iar.és r1e dichos plesrnas puecleri afeci:Lr

e1 corrrpoitanien¡o riel lnismo. Iogrando excil,¡u nlO.i()S rle o-.r:ilaCión nLLetOS. qLIe

coeristen r.:l r:i espacio de fase.

8.2. Ecuación parcial diferencial DNLS

.\1 tnregrai L¿l ecu¿;cirln DNLS sil aprL;rtntaciones inciu-,-endo r-tiia fiiulie tlonr:-

r:iomá¡iCa;,, r1rsipar:ión se cr¡nsirlclal.-,n ,ii¡s etlicrltLes: prirlteri-. se eS¡ucliri cólrlo r:ambia

e1 r:orlpit ri a mienr{r .sp¿,ciil.l ce las :,¡lucione-q ¿rl valiar La am plirud cie ia tuenre. p.rie
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Luego obs-"n'ar e1 corlport amlenio terlporal r'¡Lri¿rncLt¡ 
"1 

mismn paiáirretro.

El arLá[sis r.ie Fourier cl." l¡rs solu,:ii¡rle-c ntrt'astra que. a taeiliria r:iu'" se aunenia la

ampLllual ciet l¿ iien¡e. api,rrecen tue\.!s lllodLrs cle osciiación espacial r:rt el rrsiern¿r.

L;s clue se tr¿sp¿is¡-tn enerqÍ:r unos ¿ Litrrls a1 a1-anz¿1r el tiernpo. E1 exponr:nte rle

Lvapu1¡ov esp:rr:iai prorni:dio nloslt O l¿.1 erLstencia cie dos grandcs regiones c.ie r-iesortlert

espar:ial err cl inl-ervrlo dsl g-spircio r:lci pará,nerto -{ esi,rtdi;rcr,o. Err Ia primera de ell..s

i_-l r i1.2.2.111 r:L rleS,trdct es re1¿Liir.amc:rre baio. r:tbse,:r-ándose. unrt \-er1r-itll¡, r-le,¡r,ien

en dich¿ ¡."gión. En Ia sr:grLncltr reg|ln i-1 
= 

f3. 5ll ei exponelll,l-' de Lyaprrnor espaciiriL

rnilir:arÍa que ei tl-'sorrlert cspaciai es ma)''lI ilr-Lnqrle est'o in¡err'¿1o lambién prlstltr

zon¿Ls má.s (trrLcnaal¡rs.

E1 ¿-L¡¡ilisis tcmp()I¿Il cie l¡is soir.trlit¡trr:s ni¡slrrl qrLe ei Sisiema strl]e un¿ selie ei'-:

bifltrr¿cjone-i a parrir de Lrn esi¿c-i¡r pcriódico inici:,r.1. r¡re peldtrra h¿.1-'ra.'! = 0.;173;.

cri¡L1clo rt¡¡rLe 1a prirn,.r'l bit¡: rr:i:r.Ción. L:r inrerrtritr:ncia Oi¡scrlacla en l:r ligura 6.11;r

srrgir.,re que esr,i1 billlr.t¿ciiin podria ser un ,su,ddle-node. a partir clel cu¿1 se cre¿r

rlrl ir.irilc¡or cu)-a 1lecLl.^rrcie es incon¡ltensurilble con I¿1, iiecuenr:i¿ clel ilrz¡¡niento

(cua,siperiodrcr,lad I . r, que coeri-.Ie corr ei il¡i¡rct,)r excitado por ..i d;"li,er iÍi$rra"

6.lib). La,s ]rreÍits flectiencias que aparer;en a partii r-le '1 = 0'S'lJ s'¡n rrlúllipios

erlteros r"antu,le i¿ lieclrelcia rle la iur:ni,.. corno c'lel segurrrll ¿-.ra.liL¡L Este riltilrLo

riesap:r"race ii-. se r.ueive irLcsr¿blel tr pa',rlir r1e -{ : 2 3202 'lusro cn e-'e I'alor de

.1, r¡cr.Lrre una ext;Losiv¿r l"pa.rición r.le liecuerci¿s. que ba.ian su \'¿lior a:ncd1.-iil crue

r:iece --l. ocupilndo lrla pequeña leglón rlei espilcIio p¿rra repenijnafirelle rlesapareccr

cu¡nrio .1 = .l.S{j ifiqrtra 6.1irl). Dcspués r1e est¿1 ¡ransición. ("i niillLelo Ce frer:¡icnr:ias

presen[es en ei sis¡r:ma baja r:Orrslcier:ibler¡ente. para ..'olr,er ¿i cfecel has-ra Liegar a

fbrn¿rr un aou[]nLto crian¡-lo - L = ,!. Es ¡OSibie alue .ÁSLA zona Se¿ r.Ll:i tÍpiCa Vcni,ela rlc

orden ilcoia._la por un.;ada'le-no¿le'; una ctisi"r. ,\ilbas bii.,Lrc¿clones ¿si:án ¿socia..ias
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¿ la prescnci¿r cle intermiten,:ia.

Se encontró qrrc el compLrrt;rrniento r:sp;,ri:iai en iunción de Lrr amplitrrr,l rLe li¡rz¡,-

mir:nto e.riá cortelacion;¡,do con 1i'L apar,,ción,fe nur:vr-,s liecuencr¡rs temporales. prLesrLr

qrre ei erponen[e de Lr-rlpunLl. promeriiLr ..rperinrenia fueLtc-s ¿,Lrltn¡os pa.ra vaiores

clc 1r,L arnplitrrLi ,1 en ,1rre e1 nirilrero rle fl ecuerrcilr-. iernpirralcs e¡r ei sis,reriia se r-lis-

para. Cu:.Lncio ei crponentr: I ¿lcanza vali¡res rláxirrros en el i¡Lrelr.aio,,LeL p¡rr¡ime¡lo

.1 = i.j.5, el si-.¡ern:r jlosee Lln lornpor¡arnicnto rcmporaL c¡rótrcL¡ en el sribin¡er.,-¡rio

,{ € 11.2. l.iá21. clrLe est:r con¡eni(lo eir e1 priilero. Las ,:L-,1ucir¡nes en ei in¡en'alo rni¡,s

l)Ér(iurtlio IrrescrLtari a la r-,:z desor'¡-len ,.spaci¿l f- ierLporal. cs decii. ,.rlste eIt clichr¡

in¡r.rr-¿rLo rir,os cspacio Ienporri. En ol-r:* palabras. se erlcoLiTr¿i.ir] pruebas 11e Lrr

l'ristr:rrci¡r de ¡rrrhLrlclci¡L i:n ia,"cri¿r:iótr D\L-S lbrz¿ca con r-i[¿.,-,ncl¿l trorr,r ctortt¿i'¡ica

etil: e f iI iI .

C¡da lez que oriLlrre unil l)ifur.il(riórr se obserl'a int t¡rntitclr:ia itigr-ius fJ.10 i'6.1i1.

hecho que ¿i,pr)_\,¿lrÍ¡r eL ¡li¿rqlrjs¡icrr her:ho anteriorrnÉtnte. prLesrto que la intennir,enci::r

e.s L.in fcnó¡reno asoci¿rllLr a ,ls[ai(]s l¡:rbulen¡os de1 l'ien¡o solal 1101. Se strbe que La

inlermitenci¿ puede sL:r ilrlui:ir.l¿r por r.ina arisis. Pof oIra p¿rrtc. para qrLe.rcr-Llra LLn¿t

crisis es necesariir la presencitL r.Le dos o nrás a¡rac;otcs en e1 ,.istcnla. .lrlst¿rnenr,-^ es¡e

lracho (iueaLa en eviclonci.¿ al nol¡.r' clue Lir envolvel¡e Ce l¿ soiur:ión. pa,ra rll i'aior

del parámetro del cuai se sr)spr:cha rrn esl¿cio turbriien¡o. er''olucii¡na lertpotaiuelte

ifigura 6.17) conienienrii¡ ntuciras onci¿¡,s r-ie dis¡inra veLocici¿d ile prop;.igación. El cl,,-rs

iemporal se Licberia eltonces ¿i La ¡;urbu]enci¡l,le lase orovtlc¿¡.da por iir supelp(lsi,liórl

de modos prop¿gantes.

Es in¡eresan¡e noIar q]r.c.^l modeio es¡udi¿rdo. que describc las íluctrLaclones no

lineales de las ondas de -\ifi'én en un ¡L;:Lsrta r'Lc ,lensidad constanre en presencla de

ur carnpo magné:lico homogénec, pre-retta una gran';aiier-lad,ie fenÓrrtelos. :óio poi
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el hecho de incLnir r1ni1 f,rcnie de energÍa, err:ern.1. \fiis imporrtrntc cs cl hecho de r;:.ie

¿L*uno.s de lo.s lenómenos oL¡serv¿rcios a piirt'il de los cia¡os r¡bt,cniclos r.'n l¡.s simul¿i-

cior.cs han sido r¡bseri'¿cl,¡s ,"n el rierlr:u soLu. p1;rsrna clre runlpl"d l¿rs c¿rrac¡eris¡icas

¡.1e1 sisrem¿r clerscrir,,t por l;r er:uación D,\LS.

8.3. Fuente gaussiana

Se estudió 1a lespuesr,t rle la ecu¿r:iirn D\I S t',¡rzarl¿ con un¿1 ond¿ ¡Le ;rrlpliturl

nlo,lulacla por ur]¡L qaussian¡.1. cncon¡lanclo (to lo clL'penLle ia resprrL:sla clel sisrenia en

iunL:i,'rn de los diferen¡es p¿iIárLetros qtre m,trlelan a ciicho dll¿'¿.". Etr el ,:¿rso esrlrclitLdo

i¿ llLi:ut,t .5'i:r'.;l ..-stab¿-L bien loc¡:riiz¿-,ciir. es riecir. el ¿lIICito cle l¡r erlvolrente er¿ rluchi)

rnris.-r,.ti1ueilo c¡rre ,.tL irLi,-.ri-a1lr 11e inrc¡ra.r:ión q-.pr-tcia1. Se erLr:,¡n¡ró que 1¡ resp,1s5¡¿

rlll sis¡cma yarÍil cLtnsirlel¿1¡Lerrrentc -,a,nr.i) ¡11 r'¿ri¿ri Ia i'elocid¿rri r-le plopiterLcrón crrmil

ia ir'-,ngituci cle orid¡L cie ia iiren¡c.

En cl prirnel .iL-so se .ancollilrl qi.Le 1;:L ;Lrrtpiitud rjt:la densiclarl dt enilr:iia decae

asi¡rtrr¡icalnetrle rlrn L¿'r I elL¡cidad de l¡L llrelte Esto q¡riere clecir que e1 sistcnl¿r ¡Lb'tor'Di:

tnáS erLergÍ¿r ltien¡t¿ts ntás ir:nta e-* itr t¡lda rie errtrada. -\unque esto p¡ilel'e na¡r.Li&i

,-Le perns¿r. u;ro rle Lr-rs e;rperirrLentos trtrttlérir:r¡s ifigulr'r ,.:lb; nLrstló ie liesenci¡r de

ltrr ..Scelon¿trrriento en la deperrciencia prrra 'ualtlres pcrlueñus Ce I'". Esro er. ei c¿'"so

err que la Longitilrl de r¡nd¿], es sinliiar al ¡lt]r:ho r:lc La envr-¡l-;ente '.lel ti¡"i"1:er.

_.\,1 .,.aria,r la longirrrd rlc oncl¿.. li.jandrt Ios oilos paiámerros. se errr:ontlÓ c¡ire pa"-

i a de¡erminacios r'¿lore s de .\ i¿ rlen-sirl¿Lc rle encrgía plese nla rnáximos -.ttlbre ua

curve alue ciece aie malera aploximaoamelte sua-,'r: ii.3l.1o que se interpreta como

resona¡cii:1. El sis¡ema ,JS CiI- i1z de absoIb{lI nl1c1l¿ máS elergia en riichOS eslarji¡S

iesonenies. arit:má-s r-le que la energia sr: ab-*orbe a lina i¿rsa lemDorai icértic¿-' al

períoc.o de I¿r lucn¡e. Io que lo ocurle cu¡:-ndo no e-.liste res()n¿¡.ci¡r ii.i! I. P,rr i-.¡r¿
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parte, cuando los valores de,\ tienden hacia el 1Ímite permitido dado por el ancho

de la gaussiana, se evidencian irregularidades en la curva de dependencia de la clen-

sid¿d de energÍa. Si se considera que la pérdida de comportamiento normal ocurre

también para 1a dependencia respecto de 1/" cuando Ia longitud de onda se parece

a -L, entonces es posible concluir que en la región de parámetros dada por ,\ - I y

1,', < 1 el sistema es más sensible ¿ sufrir bruscos cambios de comportamiento ante

pequeñas perturbaciones de la fuente.

8.u1. Conclusión general

La idea de esia tesis fr.re profundizar el trabajo realizado por Hacla et. al. lla)

y Chian et al. l15l acerca de las ondas no lineales de -{.lfvén descritas por la ecua-

ción DNLS. a través de un modelo ODE en el contexto de los sistemas dinámicos

Este niodelo predice Ia existencia de soluciotes caóllcas cuando son forzadas con

una fuente monocromática. Por o¡ra parte, ia relel-ancia física del modelo es que se

encuentra la presencia de intermitencia en éi, fenómeno observado al analizar datos

reales del viento solar [10]. Según el modelo, La intermitencia alfvénica sería indu-

cida por dos mecanismos: al ocurrir una bifurcación sad,dle-nod,e (intremitencia de

Pomeau-\{anevi1le) y tras una crisis interior (intermitencia inducida por crisis). Esta

última tendrÍa especial relevancia fÍsica, puesto que ocurre cuando el sistema se en-

cuentra en un estado caótico. La evidenci¿ observacional muestra que el viento solar

se encuentr¿ en un estado caóiico [11], por lo qr:e es posible relacionar un evento de

intermitencia en dicho sistema con la ocurrencia de una crisis. Una idea planreada en

est¿ tesis es que la presencia de una segunda onda, aun de distinta frecuencia que Ia

original, puede iograr que e1 sistema se ordene, constituyendo una forma de cont¡ol.

A pesar de este avance, el modelo oDE no deja de ser una primera aproximación.
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puesto que sus soluciones son ondas viajando con velocidad constante. parámetro

que debe fljarse al integrar numéric¡rmente las ecua,ciones, truncando asi el espacio

de soluciones al que se liene acceso.

El resriltado más relevante en esta resis se obtuvo al estudiar numéricamente Ia

ecuación DNLS sin ningún tipo de aproximación. destacándose los resuliacLos que per-

miien concluir la existencia de soluciones turbu.lenias e intermilencia, Io que conecta

estos resuhados con los ob¡enidos con e1 modelo ODE. y a su vez con la dinámica de

un plasma real (viento solar). Por olra parte, cabe deslacar que e1 enfoque general

en esta parte siguió siendo el de los sistemas dinámicos. E1 dragrama de bifurcación

rnás novedoso fue e1 construido a partir del especrro de frecuencias temporales de las

soluciones (flgura 6.14). Es in¡eresante notar en este punto que Ia tdea de diagrama

cle bifirrcación que se tenía en el caso de ecu¿ciones diferenciales ordinarias apunta

a la obtención de un mapa. mientras que la corrstrucción de m¿p¿rs en e1 caso cle

ecuaciones en derivadas parciales no es simpie, o bien no resulta ser una ]rerramien-

ta muy ú1i1. Entonces en este coniexto se entiende por diagrama de bifurcación una

coiección de datos que dependen de cierio parámetro que conlrola el comportamiento

global del sistema (hasta aquÍ es Io rrismo) qr.re den cuenta de alguna característica

relevante del mismo: Ias frecuencias presentes en el sistema, algún Índice de desorden

como el. exponente de Lyapunov. el flujo de energÍa, etc.

8.ó. Trabajo futuro

Las siguientes son posibles lÍneas a seguir para continuar con el trabajo comenzado

en est¿ tesis.

1. Sistem¿s dinámicos: para dar una explicación mas cabal sobre las bifurc¿ciores

descritas en el capÍtulo 6 es necesario aislar Ias órbitas periódicas inest¿bles in-
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r:olLlcradas en las tr¡)nsiciolrcs. l-'n¿r. posibilidad e-c r.rs¿rr mé¡ocios de control para"

ecuaciones parciales dif,.renr:1¿,les cono e1 desr:nto en [4;]. .londe se .'stabiliz¡l

rrrrt órbit¿ periódica inesr:¡ble piesellre en el sistent¿ cuando éste se encrlen-

r,r¿l Írn iLr csit,L,lo c¿,,ótico rnediante 1¿1 erciiaciün de un mo¡1o cspacii:"1. Drclia

pc:rtrLliración se dislninu¡'.e por re rroaliment¿ción ¿i rnr:ciida que el sistelti¿. se

r:ontrol¿. En l:r mism¿i. lÍire¿r. se hace ni:cesario oiriener L¿s lar ied¡rcics ¿1soci¡1dils

a las orl¡i¡as r:u¿¡.nrLr¡ se sosp,^chrr 1¿ octLirenci:L de un¿l crisis. pues aL r.ictermin¡u

qrLé tan3r:ncia ..s La clrre proloci:r L¡r ¡r¿lnsición es posibLe establecer, cn prinr:i-

pio. carirr:terísiicas r-k:1¿r intermitr:nci¿r asociad¡l ¿li és[¿. 1-Alcs comt-, cl tiempo dc

iritr:rrlite nci¡r.

l. 5n esia ¡esis se rr,só coI¡.o frlitlllte exierrl¿" paia L¿r ¡c¡¡rcli¡n D),I-S lltia onrl¡r

rnolocri¡tn¿ilica. lo qtrc ol».:iarllenie Éts 1trri1 simpliici'Lción [- Ira posibiü,1a,iL para

Ii¿rcer m¡is loaLis¡a cl nrodelo usa,¡Lo en cste tr:rb¡rio es :rcoplar dos ecu¿cioties

D\l-,1. un¿r c1u.^ frrrr.ciorle corno iuente \- otr¡ como slsLem¿ recept'li' H:rbrÍe

Llue p.rll{lr espÉlcial ¿tencillo en el ¡roclelo de ilisipaclón a us¿lr l:¿rn¡o en L¡r

ecLrar:ion {luc genete l¿ fticnie COÍI0 cn l¿r ecuacií¡n leceptola. La di,.rp¿rción iipi-r

flulcjr¡ usada.^n est,^ tr¿ba.]o no leces¿riamente representir bien 1os procesos de

ir¿r]sporie de errergÍa en plastnas como eL -,'ien¡o solar. cloncle la in\ección cle

Étrlergí¿ pro\:ieDe rle i nest ¿rbil id¿r:les reson¿n¡es err las c:r¡les es¡¿ii] inl'oLuci¿das

irttres ci.. ali¿ ene:gja i1,11. Han si,1o probados ol¡os rnodelos disipaiiÍos en la

ei:"r¡rción D\LS. corno erl l-ll] 'jonde se usa un nrt¡deio de disipaciÓn cllre riti

!LL r.-- r, l,. I, r' - 
"n 

-i" -.



Apéndice A

Exponente espacial de Lyaprrnov en
PDE

Una ecuación parcra,l diferencial que describe la dinámica de ciert¿ función u =
u(x. f) en general se expresa como

* - r(,,x,tt.
ot

donde F es un operador que actúa sobre u. -\ través rle un esquema de diferencias

finitas, la ecuación (-{.1) se puede escribir de Ia siguiente forma:

a"i-'

a"ti'
;ii,

(,\ 1)

(.\ 2)

Ahora f es Ia representación del operador F en el espacio discretizado. el cu¿1 se

divide en -\' trozos de tamaño A¿. los cu¿les están rotulados con el subíndice j. -\
su vez. el tiempo, dividido en trozos de tamaño At, se rotula con ei superíndice ,h.

A panir cle 1a ecuación (A.2) se puede enconrrar la relación entre {u}} y {"}-t}.
Considérese ahora la matriz ,jacobiana dada por

u!'t - uf
ff:f(iui),Ar).

d"!-¡ ó,,1-! auf+ra"f a;t -dü-
aul-t A.q*r Dul+L,,.,r a" -ir

:

a.\i' a"1,* 'd;r l"I_

115

dul, :

d*Í

Br,,v: ({ 3)
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L¿L m¿tliz ¿1¡.\' cüniienc rnform¡Lcrón ¿cerc¿ cLe la es¡abilirj¡ci iineai del -sisir:nra;,;

:l _lrti,-lo clc ck:sorrien tiel ,.:ampo u.rn eL ils*L¿uitc L-ésiino cic tiempo. Es importanre

nor-¿rr rlLre el ciett:rmr]l¡'l¡lre r-le gi. .r, d¿ Cicho srado i'ie clesorrien | 1il. Se define ei

exponenie rie L1'aprinov prDrredi(l coxri)

.ro:1u, lao,r, (\ 1)

rlolrl.e represirni¿f eL r:Lc t i:irrinant e de La matriz. Cada enr:rada. rle E;.,-¡ es a su vez

rrl¿ llatriz de ¡¡¿ x ¡i,,. sienclo n¡ Ia rlime¡sión cle l. o sea. el nrirnero ¡.ie lari¡,Lbles

irrdep elrlierLrr.s. E¡, cl c¿rsc, rLe L¿r..cu¿rción DNLS ¡n:2. Si:p¿ranrio ia pari.e real ie

1a imaq-,na,ria, er dirll¡i erlr¿r.cion se obtien," io signiente:

Las ecuaciones (A.¡) y (A 6) discrelizadas son:

v-l-1 Wk'' -'': -,1 .\Y"-. '\'/ |'z'' ''?'-z:.:\. .) l a., .",- -"¡
--f ¿ ) L)L

,,1, r,i, -2Y,' -Yt - r',-il/. \.,,
t--\¿ -

z'--:l: 
- - ? vz: ,l 7k .' - ''-'v* . -"Y| -y,' .l\ - -:lr -''' ''z'-t) fJ2t' -l

- *'rr-.-':Zl = Z1 L' + cz: \ 8

En las ecuaciones anteriores bu - Y y b" - Z, NY : b,t(.btr + b)'1 y NZ :

b.(b|-rbZ). Como en el esquema de diferencias finitas usado Las derivadas espaciales

se aproximan a primeros vecinos, los únicos elementos no nulos de 1a matriz B¡ ¡
serán 1a diagonal y 1os elementos veclnos a ésta.s. Estos son

(A ó)

(A 6)



AVk+l 
^ 

!
| ¿- )n-a)Y! - -'l\¡r'

l-q

,v¡/c+ r

A7k -t" r -l ,

"'l

D Zk-t ,\ +¡,, _'
aYk * -'/-ú  rr '
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