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VII
RESUMEN

En esta tesis se estudiaron las ondas nolienales de Alfvén descritas por la ecuacién
nolineal de Srchrédiger (DNLS) en presencia de un forzamiento externo, desde la
perspectiva de los sistemas dinamicos.

En la primera parte se estudiaron las soluciones que se propagan con velocidad
constante, descritas por un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. Se reprodu-
jeron resultados conocidos y se exploré la posibildad de control mediante un segundo
forzamiento. En la segunda parte se estudié la ecuaciéon DNLS sin aproximaciones.
El sistema mostrd poseer distintos comportamientos como periodicidad, cuasiperio-
dicidad, caos temporal y espacio-temporal para distintos valores de la amplitud de
forzamiento. Se encontrd la secuencia de bifurcaciones que muestra como el sistema
transita por los diferentes estados. Ademds, se estudié la respuesta del sistema al

usar un paquete de ondas gaussiano como forzamiento.
ABSTRACT

In this thesis driven nonlinear Alfvén waves described by the derivative nonlinear
Schrodinger equation (DNLS) are studied, from a dynamical systems point of view.

In the first part solutions with constant propagation speed, described by a sys-
tem of ordinary differential equations are studied. Known results were reproduced
and the possibility to control the system by including a second driver was explored.
In the second part, the driven DNLS equation without approximations are studied.
The system presents different kinds of behavior, such as periodicity, cuasiperiodi-
city, temporal and spatio-temporal chaos when the driver amplitude is varied. The
bifurcation seduence that shows how the system changes between states was found.

Furthermore, the system’s response to a gaussian wave packet driver are studied.



Capitulo 1

Introduccion

Un plasma es un sistema donde la materia estd ionizada, es decir, existen par-
ticulas cargadas libres. Las interacciones entre particulas se deben por una parte al
potencial coulombiano, a través de los campos electromagnéticos, y por otra a las
colisiones. Debido al gran nimero de particulas las herramientas de la mecanica es-
tadistica son tutiles para estudiar el comportamiento de estos sistemas. En particular,
para un plasma en donde el tiempo entre colisiones es mucho mayor que el tiempo
que tarda el sistema en llegar al equilibrio, la distribucion de velocidades de las par-
ticulas esta descrita por la ecuacién de Vlasov. La distribucién de velocidades es la
funcién de peso que sirve para construir las variables de fluidos macroscopicas (den-
sidad, velocidad, presién, etc.) a partir de los promedios sobre todas las particulas.
Las ecuaciones que gobiernan dichas variables se obtienen al reescribir los promedios
que l'ac definen usando la ecuacién de Vlasov. El conjunto de ecuaciones parciales
diferenciales (PDE) que describe la evolucién de un fluido magnético o plasma son
una combinacion de las ecuaciones de fluidos clésicas (continuidad de masa, conser-
vacion de momentum, conservacion de la energia) con las ecuaciones de Maxwell.
Estas son conocidas como las ecuaciones de la magnetohidrodinamica (MHD) [1], ¥

representan uno de los modelos mas usados para el estudio de los plasmas en general.
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La generacioén v propagacion de ondas en plasmas tipo MHD es de sumo interés en
areas de estudio tales como la fisica espacial [2], en diversos ambitos de la astrofisica
[3,4], en la fisica de fusién de plasmas, etc. Luego, su estudio es muy relevante
para comprender gran cantidad de los fenémenos que se observan en los sistemas
mencionadios anteriormente, como la absorcién, disipacién y transporte de energia,
organizacion, turbulencia, ete.

Las ecuaciones MHD poseen varias caracteristicas que las hacen dificiles de tratar
en forma general: alta dimensionalidad, no linealidad y alto grado de acoplamiento.
Esto ha llevado a desarrollar técnicas que enfrentan estas dificultades, y que en la
practica sirven para construir ecuaciones mas simples (reduccion de la dimensién),
que describen las perturbaciones sobre un plasma magnetizado que previamente ha
adquirido un estado de equilibrio. Estd demostrado mediante simulaciones numéri-
cas [3] v modelos analiticos [6] que sistemas descritos por las ecuaciones MHD como,
por ejemplo, la interaccion del viento solar con la magnetdsfera, son capaces de al-
canzar estados de cuasiequilibrio temporal, siendo entonces sistemas en los cuales se
pueden hallar los fenomenos descritos por los modelos que basan su descripeidn en la
perturbacion hecha sobre soluciones estacionarias. Entre estos modelos, la reduccion
de las ecuaciones de MHD a la ecuacion en derivadas parciales no lineal de S(fhf&liﬂ—
ger (DNLS) tiene la ventaja de que esta ecuacion admite soluciones tipo onda viajera
v en particular soluciones soliténicas [7,8]. Dichas soluciones representan en la prac-
tica el comportamiento de la dindmica de las ondas de Alfvén no lineales. Es posible
a su vez describir dichas ondas por medio de sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias (ODE) obtenidos a partir de la ecuacion DNLS, las que son presentadas
en esta tesis.

El estudio de sistemas ODE en el ambito de los sistemas complejos ha llevado



a desarrollar métodos de descripeion basados en el comportamiento de las ecuacio-
nes para distintos valores de los pardmetros involucrados. La aparicién de estados
periddicos y cadticos alternados para ciertas regiones del espacio de parémétros de
los sistemas ODE: obtenidos a partir de la ecuacién DNLS, es un indicio de que
éstos son una buena descripeidn de fendmenos como la turbulencia intermitente en
las ondas de Alfvén observados en la helidsfera y el viento solar [9,10]. A su vez el
analisis de datos de la helidsfera interna tomados por la sonda Helios 2 muestra que
el exponente de Lyapunov localmente es positivo [L1], es decir, las variables invo-
lucradas (campo magnético, velocidad del fluido) fluctian de forma impredecible y
ademas el sistema seria sensible a las condiciones iniciales, caracteristicas propias de
un sistema caotico deserminista. Esta clase de sistemas dindmicos tipicamente son
descritos por ecuaciones ODE.

En el presente trabajo se estudiaran las soluciones de la ecuacion DNLS, poniendo
particular atencién en el caso en que el sistema esta forzado por una onda externa.
En el capitulo 2 se deducird la ecuacion DNLS a partir de las ecuaciones MHD me-
diante el método de las perturbaciones reductivas [12,13], ademas de la conservacién
de la energia de dicha ecuacién. En el capitulo 3 se hard una breve introduccién a
los conceptos v herramientas de sistemas dindmicos usilizados en esta tesis. En el
capitulo 4 se hard una revisién detallada del trabajo hecho por Hada et al. [14] v
Chian et al. [15] basado en la reduccion de la ecuacién DNLS a un sistema ODE que
describe las ondas de Alfvén que viajan a una velocidad constante, en el caso en que
el sistema es forzado con una onda monocromaética de igual velocidad. En el capitulo
5 se estudiara el sistema de ecuaciones descrito en el capitulo 4 cuando es afectado
por dos ondas externas de distinta frecuencia. La motivacién para esto es qﬁe en el

viento sclar hay en prineipio un espectro continuo de frecuencias de forzamiento, por



lo que en primera aproximacion esto puede servir como mejora en la construccién de
un modelo mas realista. Ademas se explorara la posiBildad de controlar un estado
cadtico a partir de la inclusién de una segunda onda. En el capitulo 6 se estudiara
la ecuacion DNLS parcial diferencial forzada con una onda viajera, relacionando los
resultados obtenidos en este capitulo con los del capitulo 4, para establecer concor-
dancias y diferencias entre el modelo ODE y la ecuacion parcial diferencial (PDE).
El enfoque aqui seguira siendo el de los sistemas dinamicos, pues la idea es relacionar
los estados cadticos del sistema ODE (capitulos 4 v 3) con los posibles estados de
desorden en el sistema PDE, relacionandolos a su vez con la turbulencia alfvénica
observada en el viento solar. Para esto se construiran distintos tipos de diagramas
de bifurcacién en funcién de la amplitud de forzamiento, que permitan obtener in-
formacién acerca de la forma en que se ordenan los modos de oscilacién espacial y
temporal, y que ocurre cuando existe caos espacio-temporal, teniendo en que cuenta
que que la surbulencia se asocia a sistemas con este tipo de soluciones. Se analizara
también la validez del modelo ODE (velocidad de propagacion constante) durante di-
chos estados. Finalmente, en el capitulo 7 se estudiara el efecto de forzar la ecuacion
DNLS con una onda localizada (paquete de ondas) para encontrar numéricamente
la dependencia entre la respuesta del sistema y los pardmetros que dan forma a la

fuente en el caso en que ésta es algo més realista.



Capitulo 2

Ecuacion nolineal de Schrodinger

2.1. FEcuaciones MHD

Las ecuaciones que gobiernan el comportamiento de un plasma de conductividad
infinita en un régimen adiabatico y presiéon isotrépica, son las llamadas ecuaciones

de la magnetohidrodinamica, o MHD [3]:

5 -
2 +V-Vp=—=pV-v, (2.1)
pr‘iHV.v\v =-VP;E(VXB\‘XB (2.2)
ERR o S |
) l/’Q p
%]?.zvX(va):—zG’f) \‘-xi—(BxVxB% (2:3)
2.5.1‘_\. VP:—“J«PV v (24}
ot

En este caso, el segundo término al lado derecho de la ecuacion (2.3) se debe al
efecto Hall. Aqui p es la densidad de masa, v la velocidad, B el campo magnético,

P la presion, v la constante adiabatica y u la permeabilidad magnésica del vacio.

m2 L/2
- ()
\HE" P

es la inercia de los iones, donde m; es la masa de los iones, v e es la carga del protén.

Ademas,
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2.2. Obtencién de la ecuacion DNLS a partir de
MHD

Un tipo de soluciones particulares de las ecuaciones (2.1)—(2.4) son las llamadas

ondas de Alfvén [16], las que se encuentran al asumir que las soluciones son de la

forma
p(x,t) = po + pre ™, (2.5)
v(x,t) = vo + v g8 (2.6)
B(x,t) = By + Bje* ", (2.7)
P(x,t) = Py + Pk ™, (2.8)

donde las cantidades con subindice 0 corresponden a una solucién estdtica y ho-
mogénea de las ecuaciones (2.1)-(2.4) y dado cualquier campo f se cumple que
If1|/|fo] < 1. Al reemplazar las expresiones (2.5)-(2.8) en las ecuaciones MHD idea-
les [1], despreciando los términos de segundo orden en las cantidades con subindice
1, se encuentra que uno de los modos que se propagan, en ausencia de disipacion,

satisface la relacién de dispersion
w==V(k-By), (2.9)

donde By es un vector unitario que apunta en la direcciéon del campo magnético ¥
V = |By|/\/Epo es la velocidad de propagacion de las ondas, conocida como velocidad
de Alfvén. Las ondas de Alfvén se propagan en la direccién de las lineas del campo

magnético de fondo By y pueden ser excitadas en cualquier plasma que estd en
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presencia de un campo magnético externo. Han sido observadas en la magnetosfera
de la Tierra [17], en plasmas interplanetarios [18] y en la atmosfera solar [19]. En
todos estos contextos también han sido observados estados turbulentos, donde el
valor de los campos involucrados cambia bruscamente en el tiempo. La descripeion
hecha anteriormente describe las ondas de Alfvén lineales. Para poder describir, en
parte, fendémenos como la turbulencia en las ondas de Alfvén es necesario incluir los
efectos no lineales.

Para obtener una ecuacién que describa el comportamiento no lineal de las on-
das de Alfvén se considerara un plasma de iones y electrones magnetizado homogé-
neamente en una direcciéon particular, para lo que se haran perturbaciones en una
dimension, con dependencia s6lo en la coordenada x, en el sistema de coordenadas
cartesiano (z,%, z). El subindice 0 indicara, como antes, cantidades sin perturbar.

Para el trabajo matematico que sigue, serd importante tener en cuenta la veloci-
dad del sonido en el plasma, la velocidad de Alfvén en la direccion z v el coeficiente
3,

B e

V=2 (=22
Po Lo V

@ o

G

l

2 1h ! (2.10)

5

o

LS

donde B, = consﬁante es la componente r del campo magnético. Se supondrd que
8> 1y quee= 3" es un parametro pequenio [12,20], aunque el resultado es
equivalente si se considera e = 3 < 1 [21].

Se usara el método de perturbaciones reductivas [13], introduciendo el siguiente

cambio de variables

Por ultimo, se descomponen la velocidad del fluido v el campo magneético en su



componente r mas una componente perpendicular:

Antes que nada, a partir del cambio de variables que se introducird se deduce que

las derivadas espacial v temporal toman la forma

g _9ca _a .-
Dr 0z dE  ‘og’ (213

8 ord 9o ,0 ) |

—_— - D = i E W e 2.1

5 5tor ot -~ ar B¢ (214

Es necesario reescribir las ecuaciones MHD considerando s6lo la dependencia respecto

de z. Asi, la ecuacion (2.1) toma la forma

_3__,(2 =+ u—a£ + s =

at ox p—@—m =0

Ahora, haciendo el cambio de variable dado por (2.13)-(2.14), se obtiene

5 0p dp dp ou

€5~ eV _85 -‘rms——a§ - p€—-—85,
ap .0p a, 915
g — V — 4+ — ==[t}, 2.11

La ecuacion (2.2). separada en sus componentes paralela y perpendicular, respecto

al campo magnético de fondo, queda de la siguiente manera:

+u -
or Oz 2u’

bu _ du\_ 8P 9Bl
Pl %8z ) =

P o gr ) p oz

Aplicando el cambio de variables a las ecuaciones anteriores se tiene

ou . Ou ou 5, B* =
R Y I .16
p('T V5 “85) 65<P ‘2u> (236}



(Eavﬁ - Vav“L ~'--U,8VL = —B—za—B-i
£ or o T 9E ) o BE

La ecuacién (2.3), en tanto, se reescribe

B, JB v, o o (10B,
— + — =B, —=-B, — - B&x — | ~-——=].
ot oz Oz “Ox o (p oz )
Al aplicar (2.13)-(2.14) a la ecuacién anterior, se tiene
0B, OB ov, 9, . 0 [podB,
—V =B, 2t T (B, +exVikx — (RIE
“Br Ve TP BT “8&(;3 65)’

donde x =sign(B,) es la fucnién signo de B;.
La ecuacion (2.4), finalmente, puede ser escrita de la siguiente forma:

P
— = constante.

A

(2.18)

(2.19)

Para las condiciones de borde se usara que todas las perturbaciones son despre-

ciables en infinito, es decir, p — po, P — Py, u — 0, v, — 0y B, — B, cuando

€] = oo.

Ahora se buscaran soluciones para las ecuaciones (2.15)-(2.19) en la forma de

series de potencias de €. Entonces, la presion se escribe como
P=¢'Py+P +ePy+ -
donde P, = eP,. El resto de los campos tiene la forma

f=h+efat---

Reemplazando estas expresiones en las ecuaciones (2.13)-(2.19), y reuniendo los

términos de orden €, se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones:

o€ B¢

Vapl O(p1uy)



( SOV y ovii\ _ B:0By
SN T oo
B, B AR N u1B 1)
o0& Toe o€
B _ 5
PPy

10

Ahora, usando las condiciones de borde en infinito, se encuentran las siguientes

relaciones:
P1 = Po
Uy = O
v

Viy = -B_(B_‘_l = B'_O)‘

1 12 o
By = _Q_M“UBLII — |BLol®).
Tomando los términos del orden de € se obtiene

L 0po - Oug _
8 M3 T
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P =&ps, (2.33)
donde ¢, = ec,.

Usando las condiciones de borde en infinito, y las ecuaciones (2.28), (2.29) v (2.33)

Uy =

L" b - b )
—QWU(EQ(IBMF - |BLol®)- (2.34)

Con este resultado y (2.27). se pueden reescribir (2.31) y (2.32):

,8B|g a‘f\z aBJ_L

V —— + B—— = — . 2.35
5 o e 5 [&885)
,5Bp OV i OB L1 vV C) aQB i1
V -+ B —== - — B, |B |2 —IB ) V{3 T
o€ T o€ or  2upd> @C (1B Lo )XV IR oE? (2.36)

Ignalando (2.35) con (2.36), se obtiene la ecuacion

aB;L 4 9 12 12 1 SR BQB_I
ar 4;1.,0&3%[]3‘*1“]3;1: = [Bud ] + ,"2")(1/ & %

Volviendo a las variables originales (z, %), se llega finalmente a la ecuacion no lineal

de Schrodinger diferencial (DNLS).

9B 0B V. 8. ; )23
7 Vo mEaroUB = 120"

=0, (2.38)

donde Bo = Hm]m|_.90 B v B = Byl e "ZB:l.

2.3. Conservacion de la energia en la ecuacién DNLS

Al hacer una transformacioén galileana ¢ — z — Ct a la ecuacién (2.38) [8], con
C = V(1 —1/43), se obtiene la siguiente ecuacién DNLS:

b 8 G ’
9 i) —inl> =g, 2.39
ot +aax'!b! 0) ““axz 0 . ( )

donde b = b, + ib..



La energia del sistema estd dada por

= / |b(z, ) [*dz. (2.40)
JI

En la expresion (2.40) se ha absorvido en b el término 1/87 delante de la integral,
puesto que es una constante que sélo representa un factor de escala. En este caso
[ es el intervalo de integracién, que segin la situacién puede ser todo el espacio
o un intervalo finito, si es que se consideran condiciones de borde periddicas. 5i el
intervalo de integracién es todo el espacio, las condiciones de borde consideradas
en la seccién 2.2 implican que lim; .+ b = 0. A continuacién, se demostrard que
la energia se conserva, es decir, que la derivada temporal de la expresién (2.40) es
siempre nula.

La derivada temporal de (2.40)

dE e _
—_— = — a0t 2_1
0 / at\b\ dx (2.41)
Pero
ad ) ab ab*
| b —b" . 2.42
Eﬁt’M 0f{ J ) @tb b()t ( )
De (2.39],
b A . 9%
e LB e ) 2.43
ab a © Ry ;
2 =y —(1bI%p") — : 2.44
T am— ({6 )~ i (2.44)
Luego
g, . o ; o 9%b 3%b* o
ok Bl® = g [ B {IB1%B] + B IB°E% | 44 | B —bh—. (2.45)
'c)t‘bl o (5 az{,bt b) - baa:(‘_‘b! b ) o (b 5 8m2> (2.45)

dE G, 8 i | &b b -
_ = | e | Rl=H* o+ * . d 4 24
= Q/ ( o (|617b) = aﬂjub[ b )) dz + L,u/ (b 52 bJ_Bﬁ) z. (2.46)
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La segunda integral del lado derecho de (2.46), correspondiente al término de Hall,

se puede reescribir como

&b 82b* 8%
[ *® — 2 N *®
zul/ (b 52~ "o )dm J( b 3 )

donde la funcién ¥(z) es la parte imaginaria del nimero complejo z. Al evaluar la

integral anterior, se obtiene

3?b b | ab* db ab“
*® ba:_‘ s e G , rr
’ 03:- du| .. / oz 5$d$ /;dw ‘ (247)

Claramente la integral (2.47) es real, por lo que al evaluar su parte imaginaria
da cero. Esto quiere decir que el término correspondinte al efecto Hall en la ecua-
cién (2.39) no extrae ni inyecta energia al sistema.

Para calcular la primera integral del lado derecho de (2.46), correspondiente al
aporte de la parte no lineal de la ecuacion (2.39) a la variacién temporal de energia,
primero se obtendra dicho término a partir de las siguientes derivadas:

c)b 5,

b b*) + 0" —(b[b]*), 2.48
b b= (B151). (248)
ad 5 0b s, .
| X o B —5 s ___i | ‘ 24
a(o{bb) bbc):r baa b (2.49)
Sumando (2.48) y (2.49) se tiene
' TR o B oo B it i
'35,;‘;554 = 101‘5\5[ + (5 5y L BI70) fbgg(kblzb'ﬂ : (2.50)

El segundo término del lado derecho de la ecuacién (2.50) corresponde al primer
término del lado derecho de la ecuacién (2.46). Al integrarla con respecto a z, por
las condiciones de borde el lado izquierdo de (2.50) se anula. La intregral del primer

término en el lado derecho es

3 e = 9 )
12— 1pI2dz = |b* - 2 b ds. 2.51
/mlb = {bPdz = [o \[_m /m b 2= loda (2.51)
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Al pasar la integral del lado derecho al izquierdo, se obtiene la siguiente relacion:

Tanto el lado izquierdo como el primer término de la derecha de (2.50) son nulos, por
lo tanto la integral de la parte no lineal de (2.45) vale 0, y con esto queda demostrado
que la ecuacién DNLS (2.39) conserva la energia. Es importante senalar que la pasada

demostracion también es valida cuando la condicién de borde es periddica.



Capitulo 3

Sistemas Dinamicos

3.1. Mapas

Un sistema dinamico es un proceso determinista. en el cual el valor de una funcion
cambia de acuerdo a una regla, definida en términos del valor actual de la funcién.
En el caso de tiempo continuo dicha regla de evolucion estd dada por una ecuacién

diferencial del tipo

%~ Fx (o), (5.1)
donde F es una funcién vectorial, x un vector de R? (con d la dimensién del sistema)
que se conoce como la variable dindmica, v ¢ es la variable dependiente del sistema.
Es importante notar que un sistema representado por una ecuacién diferencial de
orden d siempre puede ser escrito como un sistema de d ecuaciones diferenciales de
primer orden, que es la forma de la ecuacién (3.1). Ademés, {p;} es una familia de
parimetros que en principio estan fijos, v que definen al sistema.

El estado del sistema para un tiempo particular estd caracterizado por el valor

de x en dicho tiempo v solamente un vector describe dicho estado para cada tiempo.

El espacio de todos los estados posibles es llamado espacio de fase.

15
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Se define el flujo ¢(t; xo) como la solucién de la ecuacién (3.1) para una condicién
inicial xp después de un tiempo £. La curva que genera este flujo en el espacio de fase
se conoce como la érbita de xg.

Una técnica usual para estudiar sistemas dinamicos no lineales es a través del
mapa de Poincaré [22]. Este reemplaza el flujo de un sistema continuo de orden d
por un sistema discreto de orden d — 1, simplificando el anéalisis v la visualizacién de
la dindmica. Existen varias maneras de definir un mapa de Poincaré, en particular,

la llamada proyeccion estroboscopica [23]
Xntl = G)(T xn): (32)

donde T es constante. La ecuacion anterior equivale a integrar la ecuacion (3.1) desde
t = 0 hasta t = T usando como condicién inicial a x,. De este modo, se obtiene un

mapa, que puede ser representado en general en la forma
Xnt1 = M(%n, {B:})- (33)
3.2. Puntos fijos y atractores

Un atractor es un conjunto de puntos A del espacio de fase hacia el cual convergen
todas las condiciones iniciales en una vecindad dada. Mateméaticamente, A es el
conjunto cerrado e invariante minimo que atrae a un conjunto U/ de condiciones
iniciales. La unién de todos los conjuntos que son atraidos a un mismo atractor se
conoce como la cuenca de atraccién de A [24]. En el caso de mapas existen dos tipos
de atractores: a) puntos fijos u érbitas periddicas, y b) atractores extranos. De estos
altimos se hablara mas adelante.

Un punto fijo de la ecuaciéon (3.1) es una solucion constante, es decir, un punto

x* para el cual F(x*) = 0, o equivalentemente ¢(#; x*) = x*. Una érbita periddica es
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una solucién de (3.1) que siempre repite su comportamiento después de un intervalo
fijo de tiempo, o sea, ¢(t; x) = ¢(t + 7;x) para todo ¢ y algin periodo 7 > 0.

Un punto fijo del mapa (3.3) cumple la siguiente relacién:

x* = M(x"*). (3.4)
Para el caso de puntos fijos de periodo m > 1 se tiene que
X" = M™(x"). (3.3)

El lado derecho de (3.5) equivale a aplicar el mapa M un nimero m de veces. Cla-
ramente, una 6rbita periodica del sistema descrito por (3.1) es un punto fijo para el

sistema discreto dado por (3.2).
3.2.1. Estabilidad de los puntos fijos

Los puntos fijos pueden ser estables o inestables. Un punto fijo x* se dice estable
si para cualquier vecindad U en torno a X* existe una vecindad V' (mds pequeia que
U) tal que M*(V') C U para todo s > 0. Esto quiere decir que una condicién inicial
que parte cerca de x* se mantendra cerca de él siempre. En caso contrario, esto es,
si para una condicién inicial cercana al punto fijo el mapeo comienza a alejarse de
éste, se dice que x* es inestable.

Para determinar la estabilidad de un punto fijo se debe estudiar qué le ocurre a
una perturbacién x, = x* + 4,,. La evolucién de esta perturbacion estd dada por

Xppl =X + ey = M(X™ +6,) = M(x*) + DM(X") - 6,
(3.6)
= x* + DM(x") - d,,
donde DM(x*) es la matriz jacobiana de M evaluada en el punto fijo. De la relacion

anterior, la evolucion de 4, a primer orden se escribe como

on'i']- =L- On = L2 . 5ﬂ~1 == Ln+l . 50 (37)
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con L = DM(x*) una matriz cuadrada de dimensién d. En este caso d; es una
condicién inicial para el mapa definido por L. Sean {\;},i € [1,d] el conjunto de au-
tovalores de Ly B = {by, by, ..., by} la base definida por sus autovectores. Ademas,

0o = (8§,...,62) es la condicion inicial dy escrita en dicha base. Entonces

Op = 03ATDy + 02A0by + -+ - + 63\, (3.8)

Si todos los autovalores |A\;| < 1, entonces se cumple que la pertubacién 4, — 0
cuando n — oc. Esto quiere decir que el punto x* atrae hacia él las condiciones
iniciales cercanas, por lo que se dice que x* es estable. En cambio, se dice que x* es
inestable cuando alguno de los autovalores cumple con |A;| > 1, puesto que cualquier
condicién inicial cercana al punto serd repelida de él. En particular, para el caso

d = 2, se pueden distinguir tres casos:

1. [Al <1y |A2] <1 — x* es estable.
2, |A1l < 1y |\ > 1 — x™ es hiperbélico o saddle.
3. A > 1y |As] > 1 — x* es inestable.

Existe otro caso, |A;2] = 1, en el que x* no atrae ni repele, pero es poco comin y en
particular no se encuentra en sistemas disipativos.

Para determinar la estabilidad de orbitas de cierto periodo m, el cilculo es esen-
cialmente el mismo. En el mapa M = M™, una orbita de periodo m aparece como
un punto fijo. Luego, la evolucién de una perturbacién d, a primer orden estd dada
por

L'Sn_.:_\_ == DNI(X‘) s 571' (39)

Luego, los valores propios de DM(x*) definirén la estabilidad de x* en este caso.
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Cuando se conoce analiticamente la forma del mapa M resulta muy sencillo
determinar la estabilidad de los puntos fijos del mapa. Pero si el mapa es construido
a partir de un flujo, como en (3.2), en principio no se conoce la forma analitica
de M. En este caso, una forma de construir DM(x*) es la siguiente: se escogen N
condiciones iniciales x* + (5(?) en la vecindad del punto fijo, y se iteran una vez en el
mapa definido por (3.2), obteniéndose un conjunto de N puntos de la forma x* —;—df).

Luego, en la aproximacién lineal se cumple (3.7), es decir

O—il} O—él)
; = i1 L, (3.10)
5 i

Matricialmente, la ecuacion anterior se puede escribir como A, = AL, donde g ¥
Ag son matrices conocidas de V x 2. Finalmente, L = (ATA¢)"*AJA,. La precisién
de ésta estimacion depende del niumero de perturbaciones iniciales NV, y del tamano

de éstas.

3.2.2. Atractores extranos

Un atractor extrafio es el tipo de solucién que posee un sistema dinamico cuando
se encuentra en estado cadtico. Un sistema cadtico posee dos carateristicas funda-
mentales: impredictibilidad temporal v sensibilidad a las condiciones iniciales. El
primer hecho implica que los puntos pertenecientes a un atractor extrano, también
llamado ca6tico, se mapean en otros puntos dentro del atractor sin un orden apa-
rente, aunque estos objetos suelen estar acotados en el espacio de fase. La segunda
caracteristica de los sistemas catticos implica que la distancia entre dos condiciones
iniciales muy cercanas en el atractor (tanto como se quiera) luego de pocas iteracio-

nes habra crecido exponencialmente. Es decir, la distancia dy entre dos condiciones
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crece como &, ~ dpe’”. Claramente A\ guarda cierta relacién con los valores propios
vinculados a la estabilidad de los puntos fijos. Este se conoce como el exponente de
Lyapunov [25] e indica la tasa de alejamiento de dos trayectorias infinitesimalmente
cercanas. Un atractor posee tantos exponentes de Lyapunov como dimensiones el
sistema, y si al menos uno de ellos es positivo, se dice que el atractor es cadtico. Otra
caracteristica implicita en el comportamiento descrito antes es la impredictibildad
de una trayectoria sobre el atractor [26].

Para calcular el exponente de Lyapunov méximo, se procede de la siguiente for-
ma [27):

i) Se escoge una condicion inicial x5 sobre el atractor y una perturbacion x =

Xp + f50.

ii) Se iteran una vez Xj y Xp, ¥y se mide la distancia 0, entre las condiciones ya

iteradas.

iii) La direccién que une x; v x} define la direccién de la perturbacién sobre x; de

tamafnio 0y que se usard para repetir el paso 2. Es decir

=

Xx-—>X1+é

&

Sy

1 1

Este paso se ilustra en la figura 3.1.
v) Finalmente, con la nueva condicién perturbada y la iteracion sobre el atractor,
se repite el paso ii) N veces.
Finalmente, el valor del exponente de Lvapunov maximo estard dado por

A = Zln (OG) . (3.11)

Si el estado de un sistema es cadtico, el exponente de Lyapunov maximo indica a que

tasa se separan dos condiciones iniciales cercanas en la direccién de mayor dilatacién.



Trayectorias perturbadas

Trayectoria sobre el atractor

Figura 3.1: Generacion de trayectorias perturbadas x! en la direccién de méaximo
alejamiento del atractor, para calcular el exponente de Lyapunov maximo.

3.2.3. Variedades estables e inestables de puntos fijos

Para un punto fijo, los vectores propios v, de la matriz DM (x*) definen un espacio
tangente a x*. Este espacio puede ser descompuesto en los subespacios o direcciones
estable £~ (|\;| < 1), inestable E* (|A;] > 1) y centro E° (I\;] = 1). La variedad

estable de un punto fijo x* se define como

(w8}
=
(3]

Wi (x") = {x e U lim M*(x) — x*,conx, € U¥n € Z7}. (3.12]

Es decir, W* es un conjunto de puntos que convergen al punto fijo a través de la
direccién definida por el vector v; tal que [A\;| < 1. Esta variedad es particularmente
importante cuando el punto fijo es hiperboélico, puesto que juega un rol vital en la

formacién de las llamadas crisis, como se verd en la subseccién 3.3.4. Para definir la
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variedad inestable basta iterar el mapa M hacia atrds en el tiempo

W4 x*) ={xeU| lim M"(x) —x",conx, e UVne Z_}. (3.13)

M —20
Las variedades estable WW* e inestable W™ son por construccion invariantes, puesto
que M{W*%) = W** Localmente se puede definir la variedad W con el vector

propio asociado v¥* como
Wie = {xe€x"+ev™™Ve € [—e &), 0 < g K1} . (3.14)

Iterando W} hacia atras en el tiempo, se puede construir numéricamente la variedad
estable. Esto s6lo es posible para mapas invertibles, pero en particular los mapas pro-
venientes de ecuaciones diferenciales son invertibles. La variedad inestable se obtiene

iterando W;. hacia adelante.
3.3. Bifurcaciones

Las ecuaciones (3.1) v (3.3) indican que el comportamiento de los sistemas di-
namicos depende del valor de una familia de parametros {p;}. Esto quiere decir que
la estabilidad de un atractor depende del valor de los pardmetros. Ademas, puede
ocurrir que al mover el valor de algin parametro, aparezca o desparezca un atractor.
Cuando ocurre alguna de las situaciones anteriores, y en general, cuando el aspecto

del espacio de fase cambia sustancialmente, se dice que ocurre una bifurcacion.

3.3.1. Diagrama de bifurcacién

Si se grafica el estado final de un sistema (punto fijo, érbita de periodo m o atrac-
tor extrafio) en funcién del valor de algiun parametro p, se puede observar cuales son
los cambios que sufre la organizacion del sistema. Este grafico se conoce como dia-

grama de bifurcacién, v es una de las herramientas mas utiles para tener una idea
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Figura 3.2: Diagrama de bifurcacién del mapa logistico, para r € [1,4]. Se usé como
condicién inicial zq = 0.2, y se graficaron NV = 300 puntos,tras un transiente de 500
iteraciones para cada valor de r.
rapida de cudales son las bifurcaciones que ocurren al variar p, y la posible relacion
entre éstas. Este diagrama se construye iterando algunas condiciones iniciales, distri-
buidas aleatoriamente en €l espacio de fase, durante un tiempo largo, para asegurar
la convergencia al atractor, desechando las iteraciones iniciales conocidas como las
transientes. Luego, se registran los NV ultimos estados {xi=1__ v}, para distintos va-
lores de p en la zona del espacio de parametros de interés. Un ejemplo muy conocido
es el diagrama de bifurcacién del mapa logistico Tn,.1 = rz,(1 — z,) (figura 3.2).
Las bifurcaciones se pueden clasificar en locales y globales [24]. Las bifurcaciones
locales son aquellas en que aparecen (o desaparecen) puntos fijos, o cambia la esta-
bilidad de éstos, y se caracterizan porque el caracter basico de ellas no se modifica al
agregar pequenas perturbaciones arbitrarias al mapa. Las bifurcaciones globales son
aquellas que no estan vinculadas al cambio de estabilidad o a la aparicién o desapa-

ricién de puntos fijos, sino méas bien al cambio de posicion de las variedades estables
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e inestables de puntos hiperbdlicos. Estas tltimas juegan un rol fundamental al mo-

mento de entender la formacién, destruccion o cambio de los atractores extranos. Las

bifurcaciones de este tipo més relevantes son las llamadas crisis.

3.3.

2. Bifurcaciones locales genéricas

Para mapas, existen tres tipos de bifurcaciones de este tipo:

1.

3.

Doblamiento de periodo. En este caso una orbita de periodo m estable da
paso a una Orbita inestable de periodo m y una estable de periodo 2m al
mover un pardmetro p. En la figura 3.3a se representa esta bifurcacién para
un mapa de una dimensién M(z). La linea recta es la identidad. Un punto fijo
cumple con la relacion (3.4), por lo que dichos puntos aparecen en la figura
como la interseccion entre M(z) y la identidad. El punto es estable/inestable
si el modulo de la derivada de M (z) en el punto fijo es menor/mayor que la
identidad. Antes de que el pardmetro llegue al valor de bifurcacién p, sélo existe
un punto fijo estable. Todas las condiciones iniciales vecinas al punto convergen
a éste. La bifurcaciéon ocurre cuando p = py. Para valores del pardmetro mayores
que p, existen dos puntos fijos: el antiguo, ahora inestable, y uno nuevo estable,

que posee el doble de periodo que el primero y que en la figura 3.3a se ve como

las dos intersecciones con la identidad que lo rodean.

. Bifurcacién tangente o saddle-node. Al variar el parametro p, aparecen dos

érbitas, una inestable (el saddle) y otra estable (el node). En la figura 3.3b se
representa esta bifurcacion, que se caracteriza por la creacion de dos nuevos

puntos fijos.

Doblamiento de periodo invertido. Una érbita de periodo m inestable cambia a
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Figura 3.3: Bifurcaciones genéricas locales. a) Doblamiento de periodo. b) Bifurcacion
tangente. ¢) Doblamiento de periodo invertido.



26

estable, y al hacerlo genera una érbita de periodo 2m inestable. Esencialmente
es la misma bifurcacién que en el caso 1, salvo que inicialmente existe un
punto fijo inestable que luego de la bifurcacién pasa a ser estable, creandose
un punto inestable con el doble de periodo que el original. Esta bifurcacion se

esquematiza en la figura 3.3c.

Una caracteristica importante de este tipo de bifurcaciones es que el flujo dentro
del espacio de fase se mantiene inalterado. Las flechas en la figura 3.3 indican el
sentido del flujo, es decir, hacia donde convergen las condiciones iniciales en las
distintas zonas del espacio de fase. Si antes de una bifurcacién el flujo tiene un
sentido, por ejemplo hacia la izquierda en la figura 3.3b, luego de la bifurcacion el
flujo global sigue siendo hacia la izquierda. Por lo tanto, cada vez que se crea una

orbita estable, debe crearse otra inestable, y viceversa.

3.3.3. Transicidén de Feigenbaum

Una de las rutas al caos més comun es la cascada de doblamientos de periodo,
también conocida como transicion de Feigenbaum [14]. En el diagrama de bifurcacion
del mapa logistico (figura 3.2) se puede observar que a partir de r = 3 comienzan
a ocurrir sucesivos doblamientos de periodo al incrementarse el valor del pardmetro
r hasta que, para r. = 3.57, el sistema se vuelve caotico. Cada vez que ocurre un
doblamiento de periodo, aparece una érbita peridédica inestable en la posicién de la
orbita estable existente antes de la bifurcacién, por lo que una regién acotada del
espacio de fase comienza a llenarse de estas orbitas, que son infinitas para r > r..
La unica orbita “estable”, que siene periodo infinito, es el atractor extraio. La figu-
ra 3.4 muestra como la existencia de infinitas érbitas inestables genera trayectorias

caodticas dentro de una zona acotada del espacio de fase, atrayendo a la solucién por
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las variedades estables v repeliéndola por las variedades inestables de las érbitas.
La transicién de Feigenbaum es muy importante, pues muestra claramente cémo la
estructura interna de los atractores extranos estd formada por objetos més simples
que ocupan una zona comun del espacio de fase.

Trayectoria cadtica

® = érbita periddica inestable

Figura 3.4: Trayectoria cadtica viajando entre infinitas érbitas periodicas inestables
(puntos). La variedad estable de una orbita (linea punteada) atrae a la solucion
hacia ésta hasta que la variedad inestable (linea solida) la repele hacia otra érbita
inestable, donde ocurre la misma situacion.

3.3.4. Crisis

El estudio del diagrama de bifurcacién tanto de sistemas discretos como conti-
nuos ha mostrado la existencia de un tipo de bifurcacién discontinua, llamada crisis.
Cuando ocurre una crisis se observa un repentino cambio en algin atractor extrano
presente en el sistema al variar cierto pardmetro p. Hay tres tipos de cambios que

ocurren en un atractor [28]:



(1) Destruccion del atractor. A partir de un cierto valor p. del parametro p, el
atractor repentinamente desaparece. Inmediatamente después de haber sobrepasado
este valor critico, las 6rbitas permanecen en la antigua cuenca de atracciéon A del
atractor extrano por una cierta cantidad de tiempo, luego del cual las orbitas aban-
donan esta regién para no regresar mas, siendo atraidas por otro atractor presente
en el sistema. Mientras més se acerque p a p., ¢l tiempo de permanencia promedio T
en el interior de A tiende a infinito. Un ejemplo de esta repentina destruccién es la
llamada crisis de borde.

(2) Crecimiento del atractor. Al sobrepasar p un cierto valor p, el atractor extrano
crece repentinamente, v con él su cuenca de atraccién. Justo después de ocurrida la
bifurcacion las 6rbitas permanecen cierto tiempo dentro de la antigua cuenca, para
luego formar parte de una cuenca mayor, donde permanecen un pequeno tiempo,
luego de lo cual la érbita retorna a la cuenca antigua, ciclo que se repite ad infinitum.
El tiempo promedio 7 entre cada aparicion del comportamiento cadtico fuera de la
vieja cuenca también aumenta mientras mas cercano es p al valor critico. Un cldsico
ejemplo de este tipo de cambio es la crisis interior.

(3) Unidn de dos (o mds) atractores. Cuando el parametro p pasa un clerto
valor critico p., dos (0 més) atractores colisionan, junto a sus cuencas de atraccion.
generando asi un atractor tnico mas grande. Este fenoémeno es més bien frecuente
en sistemas con alguna simetria. como los péndulos no lineales, donde cada atractor
posee un gemelo. También se puede observar en el caso de orbitas de periodo m,
en el cual el mapa original iterado m veces posee m puntos fijos, los cuales pueden
llegar a colisionar. Tras la colision, se observa que una o6rbita pasa clerto tiempo en
un atractor, para luego saltar repentinamente al otro. La relacion entre el tiempo

promedio T entre saltos y el valor de p tiene el mismo comportamiento que en los



otros casos.

Grebogi et al. 28] mostraron que la relacién entre T y p estéd dada por

T~ (p—p)77, (3.15)
hecho que ha sido confirmado numéricamente para una gran variedad de sistemas.
Cuando la crisis corresponde a una en que ocurre lo descrito por (2) v (3), se esta
en presencia de la llamada intermitencia inducida por crisis. La intermitencia es
un fenémeno que ha sido observado en muchos sistemas naturales [9,29,30] y que
aparece como un factor relevante cuando se genera surbulencia [15].

En las crisis, la destruccién del atractor y la intermitencia entre estados observada
no estan vinculadas al cambio en la estabilidad de los puntos fijos involucrados, sino
al cambio de la geometria de las variedades estables e inestables de algin punto
hiperbélico (dentro v/o fuera del atractor), que se ve afectada al variar el valor de

un parametro. Las colisiones de estas variedades entre si y con otros objetos del

espacio de fase, como 6rbitas periddicas (puntos fijos) y atractores extranos es capaz
de cambiar drasticamente la dindmica de las soluciones. Estas colisiones son llamadas

tangencias v existen de dos tipos:

1. Tangencia heteroclina. En este caso, la variedad estable de una 6rbita inestable
B colisiona tangencialmente con la variedad inestable de otra érbita inestable
A, dentro del atractor (figura 3.5a). El exponente v de la ecuacion (3.15) aso-

ciado a esta tangencia es
Ln [\
In A3’

donde [A3! > 1 v |A3l < 1 son los autovalores asociados a la orbita A.
|AT | ¥ Ay

1
Yhet = 3" + (‘316)

2. Tangencia homoclina. Ocurre cuando la variedad estable de una érbita inestable

B colisiona tangencialmente con su variedad estable (figura 3.5b). Para esta
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Atractor

T
/ )

S .

(a) Tangencia heteroclina {(b) Tangencia homoclina

\
N

Figura 3.5: Los dos tipos de tangencia posibles: a) Tangencia heteroclina, b) tangen-
cia homoclina.

tangencia, el exponente v asociado es

In |AZ]

* ... 5. | 3.17
fhom = ST [ABAB] (3.17)

donde |AZ| > 1y |AZ| < 1 son los autovalores asociados a la 6rbita B.

En ambos casos, las érbitas periédicas inestables pueden o no pertenecer a un
atractor extrafo. Como ya se vio, cualquier bifurcacién local genera este tipo de
6rbitas, las cuales siguen existiendo para un intervalo amplio de p. Asi mismo la
existencia de atractores extrafnios es muy comun debido a la presencia de las tran-
siciones dé Feigenbaum. La estructuracién del comportamiento global del sistema
en el espacio de parametros se debe en gran medida al juego que existe entre estas
transiciones v las crisis.

Se puede comprobar por inspeccién que, una vez ocurrida una tangencia, cuando
una érbita dentro del atractor se acerca a la tangencia a través de la variedad inesta-

ble, puede ser atraida por la variedad estable cercana a la tangencia. Esta variedad
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llevara a la orbita a otro estado, fuera del atractor, como se observa en la figura 3.6.
La existencia de las variedades estables hace entonces posible la rica fenomenologia
descrita hasta aqui. Esto habla de la necesidad de encontrar las 6rbitas hiperbélicas
involucradas en los cambios, saber dénde son generadas, v construir sus variedades

estables e inestables.

Tangencia

\\\\\\ / P S Atractor

: . . Variedad inestable
Orbita periodica ‘hh“k““ﬁhﬁﬁﬁ_“
inestable

Variedad estable

Figura 3.6: Crecimiento de un atractor debido a una tangencia homoclina. La in-
terseccion que se genera después de la crisis permite a las soluciones escapar de la
cuenca de atraccion del antiguo atractor, para eventualmente volver a ésta. El tiempo
que toma en repetirse este proceso es 7.

3.4. Deteccion de orbitas periddicas inestables

Las orbitas periodicas inestables juegan un rol vital en las transiciones entre
estados de orden o de cuasiperiodicidad hacia comportamientos cadticos, asi como

entregan informacion acerca de la estructura interna de los atractores extrafios [31,
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32}, por lo que hallar su ubicacién se torna muy importante. Se han desarrollado
variadas técnicas para encontrar érbitas periddicas inestables. A continuacién, se
mencionan dos de éstas:

Meétodo de Newton-Raphson. Este método permite encontrar ceros de una funcién
F(x). Dada una semilla x; en la vecindad V" de un cero, la sucesién siguiente converge
a la posicion del cero en cuestion:

_ _F_(}f"“)_ (3.18)
DF{XH .

donde DF(xy) es el Jacobiano de F evaluado en x;.

Xe+1 = Xg

Si se considera que una érbita periédica inestable cumple la ecuacién 3.4, encon-

trarla equivale a encontrar el cero de
F(x) = M(x) — x.

Este método tiene la ventaja de converger rapidamente a X, esto es, en pocas ite-
raciones y con muy buena precisién, cuando se tiene una idea de la ubicacién de la
vecindad V. De lo contrario, dependiendo de la nolinealidad del mapa, puede ser muy
inestable. Esto es un problema cuando se desea encontrar érbitas inestables en una
amplia region del espacio de fase sin tener conocimiento previo acerca de la posicion
aproximada de la orbita.

Método SD. Este método fue desarrollado por Schmelcher y Diakonos [33, 34],
y consiste en estabilizar los puntos inestables x7 de un mapa My construyendo un
mapa Mg cuyos puntos fijos estan en la misma posicién que los del mapa My, pero
donde éstos son estables. La condicién anterior es satisfecha por la transformacion

15 (x) = x + A[My(x) — x]. (3.19)

s

Si x? es un punto fijo de My, entonces el paréntesis del lado derecho de (3.19) es cero,

por lo que x* también es un punto fijo de M¥. Por otro lado, si x} es punto fijo de l\dg.
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¥ Ay no es una matriz singular, entonces el paréntesis del lado derecho debe ser cero,
por lo que x] también es punto fijo de M. Schmelcher y Diakonos [33,34] mostraron
que existen un conjunto finito de matrices Ay = ACy, con 0 < |A| < 1, que hacen que
los puntos fijos de la transformacién (3.19) tengan valores propios con valor absoluto
estrictamente menor que uno, lo que asegura que éstos sean estables. En particular,

en el caso de dos dimensiones, existen cinco matrices C, que estabilizan a los puntos

10 -1 0 1 0

Cl - (O 1) 1 c'} - ( O 1) ’ C3 - (O _1> 3
0 ~1 01

C"‘“(—l 0)’ Ca:(l o)'

Para encontrar el conjunto de puntos x; es necesario encontrar los puntos fijos de

fijos de My;:

3.20)

—

cada transformacion M¥%. Para esto se usan muchas condiciones iniciales escogidas
al azar desde la region de interés del espacio de fase. Este método, debido a su
caracter global, resulta muy util cuando no se sabe mucho acerca del sistema, pues
aun condiciones lejanas a la vecindad lineal de los puntos fijos son atraidas a éstos
después de pocas iteraciones. La gran desventaja es que mientras mas grande es
el periodo de las o6rbitas, mas pequeno debe ser A, lo que aumenta el tiempo de
convergencia [33], volviendo poco eficiente al método cuando se buscan érbitas de
periodos grandes.

Debido a que los dos métodos mostrados antes tienen ventajas comparativas uno
respecto del otro. una busqueda confiable de puntos fijos inestables se puede hacer
usando el método SD para hacer un barrido general del espacio de fase, y el método

de Newton-Raphson para mejorar la precisién de los puntos encontrados con SD.



Capitulo 4

Analisis de la ecuaciéon DNLS como
un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias

En este capitulo se estudiard la ecuacién DNLS en el contexto de los sistemas
complejos, usando la aproximacion hecha por [14], que consiste en buscar sélo las
soluciones que viajan con velocidad cosntante. Aunque se mostraran resultados ya
conocidos [14, 15], se profundizara en el uso de las herramientas que ente=3a-ta teo-
ria de sistemas dinamicos para el diagnéstico de los fenémenos observados en los

experimentos nuInéricos.

4.1. Reduccioén de la ecuacion DNLS a un sistema
ODE

La dinamica no lineal de las ondas de Alfvén de gran amplitud viajando a través
de un campo magnético en la direccién z estd descrita por la siguiente ecuacién

DNLS disipativa y forzada {13]:

3b . 52h o
a1 —i(u+in)— = S(b, z,1), 4.1)

34
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donde n v p son los pardmetros disipativo y dispersivo respectivamente, b = b, + b,
es el campo magnético de la onda normalizado al campo de fondo constante By. El
tiempo estd normalizado al inverso de la frecuencia ciclotronica de los iones wy =
eBy/m;, donde e es la carga del protéon y m; la masa de un i6n. La distancia estd
normalizada a c4/w.;, donde c4 es la velocidad de Alfvén. Ademéas, o = 1 /141 = 3)],
B3=ck/c} ycs=/Ps/vpo es la velocidad de las ondas de sonido. Consideremos el
forzamiento externo como S(b, z,t) = Aexp(tko), es decir, una onda monocromatica
polarizada circularmente hacia la izquierda con fase ¢ = z — V¢, donde V es la
velocidad constante de la onda, A y k£ son constantes arbitrarias.

Se buscaran en este capitulo soluciones estacionarias, de forma tal que b = b(¢@).
Un camino a seguir es suponer que el campo tiene la forma b = be* | suponiendo que
tanto la envolvente b como la fase 6 dependen de ¢. Este método fue empleado en la
Ref. [8] para la ecuacién DNLS sin disipacién y fuente externa, encontrandose tres
tipos de soluciones que se propagan con velocidad constante: ondas monocromaticas,
ondas con envolvente modulada periddicamente y solitones.

En este caso, como se quieren incluir los efectos de la disipacion y la fuente
externa, se trabajara directamente con la forma compleja de la onda b = b, + b, sin
suponer nada acerca de la fase. Haciendo el cambio de variable correspondiente, las
derivadas tanto del tiempo como respecto a z pasan a ser derivadas totales respecto
de &, por lo que (4.1) queda:

b d
TFE0 e e
db | b

d?.

A2

@

O

(1626) — i(p + in)— = Aexp(ik).

2,

Integrando la ecuacién anterior una vez respecto a ¢, y separando la parte real de la
imaginaria, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

db,  db. . . .. A
s +i4‘»-&g = (a]b|” = V)b, + ™ sen ko,
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db,  db, , 4
ST ey g B s b2 = Vb, — = b,
Wd@ Md@ (ce[bf )b T cos ko

El sistema anterior se puede reescribir como

dby , db. _ OH A ..
Tdo THde T b, T kOO

db, _ db. OH A
i == — — S ki
i T . T % cos ko,

donde H(b) = (a/4)(b® — b2) — (V/2)(b — bo)?. En este caso by = (byo, bz0) €s una

constante de integracién. Finalmente, renormalizando, se tiene

Ey —vh, = %?z- + acosé, (4.2)
5;+I/(5.y = —g—g +asenf, (43)
6=0, (4.4)
donde |
H= (b= 17 = 5(b— )’
y la derivacion esta hecha respecto a la nueva variable 7 = abj¢/u. El parametro de

disipacion normalizado es v =n/u, b — b/by, 0 = Qo, Q = pk/(ab?), a = A/(abRk),
§=-1+V/(ab}).

En lo que sigue, se analizardn las ecuaciones (4.2)—(4.4) para diferentes valores
de la amplitud de forzamiento a, haciendo previamente una descripcion detallada de

las soluciones que presenta el sistema sin forzamiento.

4.2. o = 0: Ondas peritdicas, solitones y shocks

Cuando no hay forzamiento en las ecuaciones (4.2)—(4.4), la dimensién del sistema

baja a dos y las soluciones son regulares, es decir, no se intersectan en el espacio de
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fase. Cuando a y v son cero, se tiene un sistema hamiltoniano (conservativo), v las

soluciones son las trayectorias de “energia” constante en el espacio de fase, o sea
H(b) = E, (4.5)

donde E es una constante que depende de las condiciones iniciales. Las ecuaciones

en este caso se reducen a

- oH
by = . (4.6)
. 0H
b, = ——. 4.7
=g (4.7)
Los puntos fijos del sistema son tales que
0H
= (],
oh,
oH
T A O
ob,
El sistema de ecuaciones resultante es de tercer grado, por lo que existen tres puntos
fijos
—1—-V1+40 —1+V1+40

(4.8)
Haciendo perturbaciones lineales a las ecuaciones (4.6)-(4.7) en torno a los puntos

fijos se generan sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de la forma

b .
® = DE(p)b,

donde DF es el jacobiano del campo vectorial dado por

0H 0OH
F(b) = (5‘5:,"*67:,) :
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evaluado en alguno de los puntos fijos. La estabilidad de un punto fijo fp, se establece
calculando los autovalores A; de la matriz DF(fp;). A cada punto fp; corresponden

dos autovalores. En este caso los valores propios para cada punto fijo son

W oy & g ,
V1+46(1-20) — (1440
\F = “VJ = = )= ) (4.9)
A = =v/(2-6)6, (4.10)
I{ e e - ; =
i =V 1+40(1—-20)— (1 +4d
AT = :\/ L — ( ), (4.11)

Como el sistema es conservativo los autovalores de los puntos fijos solo pueden
ser estrictamente imaginarios o reales. Los puntos fijos en la primera situacién son
los llamados centros, vy se caracterizan porque alrededor de ellos se forman o6rbitas
periddicas, que se ven como trayectorias cerradas en el espacio de fase, definidas por
el valor de la constante E en (4.5). En el caso de autovalores estrictamente reales,
debido a que el sistema es conservativo, un autovalor debe ser positivo y el otro
debe ser negativo. Este tipo de puntos fijos son conocidos como saddle o puntos de
ensilladura, puesto que poseen una direccién atractora, definida por el vector propio
asociado a A7, v una direccioén repulsiva, definida por el vector propio asociado a A™.

La figura 4.1a muestra la variaciéon de la coordenada b, de los tres puntos fijos
posibles en funcién del parametro 0. Se observa que cuando § < —1/4 los puntos
fp, v fp; no existen, siendo fp, el anico punto fijo del sistema. Las figuras 4.1b, ¢
y d muestran las partes real e imaginaria de AT, AJ ¥y AJ en funcién de ¢. Cuando
aparece fp;, A es real, y cuando lo hace fp,, A\; es imaginario. Por su parte, Aa

solo tiené parte imaginaria, lo que junto a lo anterior ocurre mientras ¢ < 0. Por



39

[88)

Figura 4.1: a) Coordenada y de los puntos fp, (linea gruesa), fp, (linea punteada)
y fp; (linea delgada) en funcién del parametro . Se observa como para § < —1/4
los puntos fp, y fp; no existen. Ademas se muestran los graficos de las partes real
(linea gruesa) e imaginaria (linea punteada) de b) A[, ¢) AT v d) A7 en funcién del
parametro 4.
lo tanto para esos valores del pardmetro fp, es un saddle, mientras fp, y fp; son
centros. Cuando 0 > 0, fp; cambia su estabilidad, convirtiéndose en un centro, al
mismo tiempo que fp, se convierte en un saddle. Esta situacién se mantiene hasta
que fp, colisiona con fp,; cuando § = 2, como se observa en la figura 4.1a. Luego de
esto, fp, pasa a ser un centro y fp,; un saddle.

En lo que sigue se usara el valor 4 = 1/4 para estudiar las soluciones del sistema,

pues para este valor del pardmetro coexisten los tres puntos fijos posibles, por lo

que se podran observar todos los tipos de soluciones que permite el sistema y su
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soliton S '
: ‘ " . punto de
intermedic S e oy

ensilladurn

onda pelarizada

hacia la Lzgaierda

onda
polarizada
hacia la
derecha

rapide

Figura 4.2: Diferentes regiones del espacio de fase para el caso a = 0 v v = 0, con
d = (.25,

distribucién en el espacio de fase. Cuando § = 1/4 los puntos fijos estan ubicados en
fp, = (—1.20711,0), fps = (1,0}, fp; = (0.20710,0),

y sus valores propios son
AT = £0.8040193, A5 = £0.661438, A5 = £1.163421,

respectivamente.

La figura 4.2 muestra la distribucién de las distintas soluciones en el espacio
de fase cuando § = 1/4. Las curvas en la direccién repulsiva son 6rbitas que se
conectan al saddle através de la direccién atrayente, llamadas homoclinas, que a su
vez encierran a los dos centros. Las homoclinas definen separatrices en el espacio de

fase, v una condicién inicial sobre ellas tarda un tiempo infinito en converger al saddle.
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Estas curvas corresponden a solitones en el modo magnetohidrodinamico rapido e
intermedio [14]. La homoclina correspondiente al modo rapido encierra al punto
fijo fps, alrededor del cual las soluciones son érbitas periodicas, correspondientes a
ondas polarizadas circularmente hacia la derecha, mientras que fuera de la homoclina
del modo intermedio las soluciones son érbitas periédicas correspondientes a ondas
polarizadas circularmente hacia la izquierda.
La inclusion de disipacion (v # 0) permite soluciones que cruzan las curvas
descritas por las soluciones del sistema en el caso sin disipacién. Los valores propios

de los puntos fijos en funcién del parametro v, usando § = 1/4, son

g f = ) ;
(4vV2+ 1) [4/2-4) + (17 + 12v2)0?

M) = - ' : (4.12)
3 { T 1 42
O av _l__f 16 12 (413
/\2 (D}— 4(1——1/2) - V (1—!—1/2)31 e )
43 —1 [—4(4 + V3) + (17 — 12432
AE‘“(V)=( ‘/ ,,}Ui." / 4+ ,)*(_,’ - ‘ﬂ”’. (4.14)
41 +v2) (1+v2)2

a.:sg a) b.5) b) : 9
0 :.:5& ;
s i , 0,5/—\
=5 -0.25} 0
L

-0.5}

-1 A\ .9.75]
3 A
“Aud% \\/ L\—// i
- — W L i = R TR A R — - B R T R i
0.250.50.75 1 1.251.5:1.7% 2 §U25:9.50:75 L 2:25 18175 2 0.250.50.7% 1 1.251.31.75

Figura 4.3: Partes reales de A\™ (linea gruesa) y A~ (linea delgada) de los valores
propios de los tres puntos fijos presentes en el sistema, en funcion del pardmetro v,
con § = 0.25. a) AE(v), b) A5 (v), c) AT(v).

La figura 4.3 muestra las partes reales de A™ (linea gruesa) y A~ (linea delgada)

de los autovalores de los tres puntos fijos, como funcién de v, graficadas a partir de
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&

las relaciones (4.12)-(4.14). El punto fp,, que antes era un centro, se convierte en
un punto atractor ya que la parte real de sus dos autovalores es siempre negativa.
El punto fp, continta siendo un saddle, pero sus autovalores va no tienen el mismo
modulo. La parte real de los dos autovalores de fp, son positivas e iguales, por eso
solamente se aprecia una linea en la figura 4.3c. Este punto se convierte en un repulsor
al incluir disipacion en el sistema.

Ahora las 6rbitas describen transiciones de shocks, que conectan dos de los tres
puntos estacionarios, correspondientes a shocks MHD rapidos e intermedios [33].
Existen entonces tres posibles shocks: uno rapido que conecta fp; con fp, uniendo
el maximo de potencial con el punto saddle (figura 4.4a), v dos intermedios, que
conectan fp, con fp;, desde el maximo al minimo (figura 4.4b), v fp; con fpy, que

va desde el punto saddle hacia el minimo por la zona intermedia (figura 4.4c).

by

I
3
I

b) -2

Figura 4.4: (a) shock rapido 3-2 (b) shock intermedio 2-1 (c) shock intermedio 3-1

S

4.3. a#0, v =0: sistema hamiltoniano forzado

En este caso, al agregar un forzamiento, la dimensién del sistema sube a tres,

que es el minimo nimero de dimensiones para tener soluciones cadticas en sistemas
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continuos [22]. Los resultados de integrar numéricamente el sistema para a € [0,0.2]

[
usando Q = —2 se ven en la figura 4.5. Para cada a, las soluciones para distintas
condiciones iniciales son proyectadas sobre el espacio de fase (b,, b,) usando el mapa
estroboscopico definido por (3.2), donde el periodo es |27/Q].

Cuando a = 0, cada condicién inicial genera un conjunto de puntos que estin
sobre la curva equipotencial que define dicha condicién. Si el periodo de la onda
asociada a una condicién inicial es 27 /w, entonces el corte de Poincaré se vera como
un conjunto de puntos densamente distribuidos, que forman diferentes 6rbitas, salvo

en los lugares en los cuales la frecuencia de la érbita cumpla con

n
w = —£}, Con N ¥y m enteros,
m

los que representan puntos fijos (6rbitas periddicas del mapa).

Cuando a = 0.002, las condiciones iniciales en torno al solitén intermedio gene-
ran un conjunto de puntos dispersos, sefialando el comienzo de un comportamiento
cabtico. Esto se debe a que pequenas perturbaciones en un sistema hamiltoniano
producen movimiento cadtico en una banda alrededor de una separatriz del espacio
de fase (soliton intermedio) sin perturbar, haciendo “saltar” las trayectorias de aden-
tro hacia afuera v viceversa, haciendo que una misma solucién vaya hacia el punto
saddle en cierto intervalo, para luego tender a alejarse de éste. Como consecuencia,
las trayectorias cerca de fp, se vuelven sumamente complicadas. La interpretacion
fisica de esto es que las ondas presentan repentinos e impredecibles saltos de fase v
sentido de la polarizacién.

Sin embargo, la mayor parte del espacio de fase contiene soluciones regulares con
a = 0.002. En particular, las 6rbitas que se encuentran dentro del solitén rapido,

aunque se encuentran cerca del punto saddle, tienen una polarizacion diferente (de-
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Figura 4.5: Cortes de Poincaré para diferentes valores de la amplitud de forzamiento.
(a) a=0(b) a=0.002 (c) a=0.02 (d) a =02

recha o w > 0) a la del forzamiento, 2 = —1. Las regiones que contienen érbitas
caodticas son separadas de aquellas que contienen Orbitas regulares por un tipo de
objeto conocido como toro de KAM. La teoria de KAM (por Kolmogorov, Arnold y
Moser) [14,22] establece que en un sistema hamiltoniano, la mayoria de las superfi-
cies definidas por la condicién (4.5), también llamadas toros, continuaran existiendo
al aplicar una pequena perturbacion sobre el sistema. Para o = 0.002 por ejemplo,
se pueden observar dos toros de KAM rodeando la zona cercana al solitén rapido,
uno entre la regién de caos y‘las ondas polarizadas hacia la derecha, y otro entre la
region de caos y las ondas intermedias, de polarizacion mezclada.

Al incrementar la amplitud del forzamiento la regién caética crece en el espacio
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de fase. Cuando a = 0.2, la mayor parte del espacio de fase mostrada es cadtica,

excepto para unas pocas pequenas islas.

Forzamiento con polarizacién izquierda Q = —1
b, ;4 3

Forzamiento con polarizacién derecha 2 =1

b
.--"E‘L gz 8

Figura 4.6: Comparacion de los cortes de Poincaré para el sistema perturbado por una
onda polarizada hacia la izquierda (arriba) v una onda polarizada hacia la derecha

v

(abajo), para tres valores de la amplitud de forzamiento a.

Es interesante notar que mientras mas grande es el parametro g, la zona cadtica
aumenta su volumen en el espacio de fase, pero sélo en las regiones externas de la
region polarizada hacia la derecha (w > 0), es decir, en la region externa al soliton
intermedio, con polarizacién izquierda, y en la regién entre éste v el soliton rapido,
donde las ondas tienen polarizacion mezclada. Esto se debe a que el forzamiento

polarizado hacia la izquierda s6lo puede inducir estocacidad en las regiones donde la
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polarizacion de las ondas sin perturbar es hacia la izquierda (w < 0). En la figura 4.6
estan comparados los mapas de Poincaré del sistema siendo perturbado por una onda
polarizada hacia la derecha (2 = 1) v por una polarizada hacia la izquierda (2 = —1),
para tres valores de a. Se observa que en el caso del forzamiento con polarizacion
hacia la derecha, se forma una isla de orden, es decir, una regién del espacio de fase
con soluciones regulares acotada por un toro de KAM, para a pequenos, dentro del
solitén rapido, para luego dar paso a regiones mas extensas de caos al incrementar a,
las cuales se extienden por sobre la regién intermedia hasta las fronteras del solitén
intermedio. En esta zona también se forman islas, pero méas notorio es que la zona
totalmente polarizada hacia la izquierda contiene tinicamente soluciones regulares,
mientras que la isla estable se forma en torno al punto fijo fp; asociado al sistema
sin perturbar. Esto da cuenta de cémo influye la estructura del sistema sin perturbar

en la topologia del espacio de fase del sistema perturbado.

4.4. a #0, v # 0: sistema con disipaciéon y forzamien-
to

En esta seccion se estudiard el comportamiento de los diferentes atractores pre-
sentes en el sistema para diferentes valores de la amplitud de forzamiento a, usando
= -1, v =0.002y A =0.25. El diagrama de bifurcacién del sistema para valores
de a entre 0 y 0.5 se muestra en la figura 4.7. Cuando a = 0 y v # 0, existe un atrac-
tor estable, que corresponde al minimo del potencial definido por H. Este atractor
sufre una bifurcacién de Hopf [22], inmediatamente al aparecer forzamiento (a > 0).
Al ocurrir este tipo de bifurcaciones un punto fijo estable se convierte en un ciclo
limite que oscila en torno a la posicién del antiguo punto fijo. En este caso el ciclo

limite oscila en torno al minimo del potencial H con periodo 27/Q). Este ciclo limite
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Figura 4.7: Diagrama de bifurcacion del sistema (4.2)—(4.4), usando el corte estro-
» .

boscopico, con 2 = -1, § =0.25 y v = 0.002, para a € [0,0.5].
sufre dos doblamientos de periodo sucesivos, el primero en a = 0.109075 y el segundo
en a =~ 0.12712. Inmediatamente después, en a = .1456, las érbitas descienden su
periodo a la mitad, proceso conocido como period-halving, v que se ha observado en
gran variedad de sistemas [36]. Cuando a = 0.15395, el sistema se vuelve repentina-
mente cadtico, através de una bifurcacién de saddle-node. En este caso, el atractor
. de periodo dos desaparece, apareciendo a su vez un atractor extrano, que aparece en
la figura 4.7 como una colecciéon densa de puntos. En la figura 4.8 se puede ver el
aspecto de dicho atractor extrano en el espacio de fase, junto con un acercamiento
para a = 0.16.

Volviendo a la figura 4.7, la region cadtica se extiende hasta a = 0.1804, donde
se produce un nuevo saddle-node, que vuelve inestable al atractor extrafo [23| apa-
reciendo una orbita de periodo dos. Esto se puede ver en detalle en la figura 4.9a.

A partir de a = 0.2227 ocurren sucesivos doblamientos de periodo que conducen
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Figura 4.8: a) Atractor ca6tico presente en el sistema cuando a = 0.16. b) Ampliacién
de la zona encerrada en un rectingulo en (a).
al sistema a un estado cadtico cuando a =~ 0.2324. Este atractor es mas pequeno
que el mostrado en la figura 4.8. La figura 4.9b muestra un acercamiento al inter-
valo a € [0.22,0.24]. En ésta se observa que cuando a = 0.2343 aparece un atractor
de periodo dos debido a una bifurcacién saddle-node que coexiste con el atractor
extrano va presente. Este ultimo desaparece abruptamente, debido a una crisis de
borde (subseccién 3.3.4) cuando a &~ 0.2352, valor del parametro a partir del cual las
condiciones iniciales convergen al atractor de periodo dos. Pronto éste comienza una
nueva cascada de doblamientos de periodo (transicién de Feigenbaum) que lo lleva a
un estado caético, para luego desaparecer debido a una nueva crisis en a = 0.2361,
dando paso al antiguo atractor que desapareciera en la bifurcaciéon saddle-node en
a == 0.1804.

El sistema se mantiene cadtico hasta a ~ 0.3214, partiendo desde este punto suce-

sivas ventanas de orden, la primera con una 6rbita de periodo tres. En la figura 4.10
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Figura 4.9: a) Diagrama de bifurcacion para a € [0.17,0.25]. Se observa una bifurca-
cion saddle-node en a 2 0.1804, tras la cual desaparece el atractor extrano quedando
en su lugar una orbita de periodo dos que se convierte en un orbita cadtica a través
de una transicién de Feigenbaum. b) Acercamiento a la region a € [0.22,0.24], don-
de se observa la coexistencia del atractor extrano v una orbita de periodo dos que
aparece tras una bifurcacién de saddle-node, que luego sufrird una transicién al caos
via Feigenbaum. El atractor extrano mayor desaparece debido a una crisis de borde.
se observa esta ventana de orden en detalle. Las ventanas de orden mds notorias
luego de la anterior comienzan en a =~ 0.3561 v a = 0.3995, aunque hay muchas
mas ocupando intervalos més pequenos del diagrama de bifurcacién. Finalmente, en
a = 0.45 el sistema se vuelve estable, apareciendo un ciclo limite de periodo uno, que

permanece aun cuando a — 20. Esto contrasta fuertemente con el hecho de que para

el sistema hamiltoniano la regién cadtica crece a medida que aumenta el pardmetro
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Figura 4.10: a) Diagrama de bifurcacién para a € [0.32,0.3325]. Se observa una
bifurcacién tipo saddle-node (SN) en a = agyg = 0.321382, que genera dos o6rbitas
de periodo tres, una estable A (linea continua) y una inestable A’ (linea punteada).
Ademas la figura muestra la ocurrencia de una crisis interior (IC) en a = a, =
0.330249. b) Exponente de Lyapunov maximo en funcion del pardmetro a. Se observa
claramente el brusco aumento de Ag.. cuando ocurre la crisis interior.



4.5. Crisis interior e intermitencia

Las soluciones cadticas observadas en el diagrama de bifurcacién del sistema
(figura 4.7) han sido asociadas con la turbulencia observada en sistemas de plasmas
tales como el viento solar [9,14] tanto del campo magnético transportado por el viento
solar como en el campo de velocidades. Otro fenémeno que se ha observado a partir
de los datos proporcionados por los satélites que monitorean el viento solar es el de
la intermitencia [10,37]. Durante un evento de este tipo, el campo magnético fluctia
intermitentemente entre dos estados turbulentos diferentes. Este comportamiento

también se observa en las soluciones de un sistema dinidmico una vez ocurrida una

Crisis interior.
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Figura 4.11: Mapas estroboscépicos de b, para distintos valores de a tras la crisis
interior sufrida por el sistema cuando a = a, =~ 0.330248. Se observa claramente la
intermitencia de las soluciones tras la crisis. Ademas, el tiempo 7 durante el cual la
solucién esta en la nueva cuenca disminuye cuando a se aleja del valor critico.

En la figura 4.10 se observan dos bruscos cambios en el comportamiento del
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Figura 4.12:

sistema al variar el parametro a en el intervalo [0.32, 0.3325]. El primero de éstos es
una bifuracién saddle-node, que ocurre en a = asyp = 0.321382, tras la cual aparecen
dos orbitas de perfodo tres, una estable, rotulada como A en la figura 4.10a, y otra
inestable representada por una linea punteada en la misma figura, rotulada como A",
Luego, en o = 0.326912 la 6rbita A sufre un doblamiento de periodo,.apareciendo asi
una orbita estable de periodo seis. La 6rbita A se vuelve inestable, siendo la primera
érhita de este tipo que luego formara parte del atractor extrafio que se forma tras
los sucesivos doblamientos de periodo que ocurren al incrementarse el valor de a.
El tamafio del atractor extrafio crece repentinamente cuando a = a, ~ 0.330243.
El brusco incremento de tamafo del atractor se debe a una crisis interior. Prueba
de esto es la intermitencia que muestran las soluciones, tipica en esta forma de
crisis, para valores del pardmetro mayores al valor critico a.. La figura 4.11 muestra
cuatro series de puntos de cortes de Poincaré para distintos valores de a > a.. Se

observa claramente la aparicion de intermitencia, ademds de que el tiempo 7 entre
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las apariciones de puntos en el atractor de mayor tamano disminuye cuando a se
aleja del valor critico.

Cuando una crisis interior ocurre, el tamano del atractor crece bruscamente.
Luego, debido a que las soluciones pueden abarcar una zona mayor del espacio de fase,
la impredictibilidad del sistema aumenta, v esto equivale a decir que el exponente
de Lyapunov maximo Ayax aumenta [26]. El exponente de Lyapunov méximo para
distintos valores de a. calculado a partir de la expresion 3.11, es mostrado en la
figura 4.10b.

Como se dijo en la subseccién 3.3.4, en la tangencia que produce la crisis estan
involucradas las variedades estable e inestable de una o dos 6rbitas periddicas inesta-
bles. Al hacer una busqueda de las 6rbitas periodicas inestables usando los métodos
descritos en la seccién 3.4, se encuentra que hay dos orbitas involucradas: la 6rbita
inestable A, que forma parte del atractor, y una 6rbita B de periodo nueve que apa-
rece en una bifurcacién de saddle-node cuando a = 0.32935. La figura 4.12 muestra
un acercamiento de la zona marcada encerrada en un rectangulo- en la figura 4.10a
donde se aprecia la formacién de B junto a una 6rbita estable de perfodo nueve que
se convierte, tras una transicion de Feigenbaum, se convierte en un pequeno atractor
cadtico, el que desaparece debido a una crisis de borde cuando a & 0.329437. Esta
crisis se debe a la colision de B con el pequefio atractor. Tras la crisis de borde la
6rbita B sigue existiendo, y cuando a = a, ésta colisiona con el atractor principal
presente en el sistema, provocando la crisis interior.

La figura 4.13a muestra la posicién de las érbitas Ay B (cruces) y el atractor
extrafio cuando @ < a.. En la figura 4.13b se graficaron la variedad estable de B
(linea delgada) v la variedad inestable de A (linea gruesa) cuando a < a.. En este

caso la crisis atn no se ha producido, v tanto B como su variedad estable no tocan
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Figura 4.13: a) Corte de Poincaré del sistema, que muestra el brazo medio del atractor
extrafio antes de la crisis, v las posiciones de las orbitas inestables de perfodo tres
A v B (cruces) involucradas en la crisis interior justo antes de ésta. b) Variedad
inestable de A (linea delgada) y variedad estable de B (linea gruesa) antes de que se
produzca la tangencia, cuando a < a.. ¢) Cuando a = a, la variedad inestable de A,
que es el borde del atractor extrafio en a), colisiona con la variedad estable de B. d)
Después de la tangencia heteroclina (a > a.) la cuenca de atraccién crece, aunque la
solucion en el corte de Poincaré (puntos) visita en forma intermitente la cuenca del
atractor pequeno.

la variedad inestable de A. Cuando a = a. (figura 4.13c) la variedad estable de
B colisiona con la variedad inestable de A, provocando la crisis interior, es decir, la

tangencia responsable de la crisis es de tipo heteroclina. Cuando a > a, (figura 4.13d)
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Figura 4.14: Dependencia del tiempo de intermitencia caracteristico 7 respecto del
parametro a. Los puntos representan el tiempo promedio calculado directamente de
los datos dados por el corte estroboscopico hecho a las soluciones numéricas, mientras
que la linea es la recta de pendiente —<;, obtenida a partir de los autovalores de la
orbita A.

las variedades se intersectan en varios puntos permitiendo la salida de condiciones
desde la cuenca de atraccidén que existia antes de la crisis hacia la nueva cuenca.
A pesar de ésto las soluciones son intermitentes para valores de a cercanos a a, €s
decir, entran v salen de la antigua cuenca cada cierto tiempo.

Para la crisis interior el tiempo de intermitencia caracteristico 7 definido en la
subseccion 3.3.4 estd dado por la relacién (3.13), y el exponente critico e por la
relacion (3.16), la cual depende de los valores propios de la 6rbita A. En este caso,
cuando a = a,, el valor del exponente critico entregado por la teorfa es v, = 0.68463.
En la figura 4.14 se muestra el grafico de log,, 7 vs. logp(a — a.) (puntos) obtenido
directamente al calcular numericamente el tiempo promedio de intermitencia 7 para
diferentes valores de a mas alla de la crisis, junto con la recta de pendiente —.

Dicha recta se ajusta bien a los datos numeéricos.



Capitulo 5

Ecuacion DNLS forzada con dos
frecuencias

En este capitulo se estudiard la ecuacién (4.1) forzada con el driver original mas
un forzamiento extra. Para la frecuencia de éste se escogié el doble de la frecuencia
de la onda entrante original. Esto, porque como se vio en el capitulo 4, una onda
entrante de frecuencia () es capaz de excitar un modo particular de oscilacién, el cual
transita entre el caos v el orden, dependiendo del tamario de la amplitud de la onda.
Se estudiara como afecta al sistema la inclusién de un segundo driver cuya frecuencia
es el doble de la frecuencia del forzamiento original. El sistema de ecuaciones con

este segundo driver luce de la siguiente forma

5,, — b, = (_S—H‘—A;cosQ—:—flg cos 20, (5.1)
‘ db.
52+v5y = —Q—H—J_—Alsmﬂ‘f‘/—lgsm%): (5.2)
b,

§=0. (5.3)

El parametro de control en este caso serd Ay, que corresponde a la amplitud de
la onda de frecuencia 20). Primero se estudiarin dos casos, usando el intervalo

A, € [0.32,0.3325] (figura 4.10), rango dentro del cual el sistema posee diferentes
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comportamientos. Los valores del resto de los parametros del sistema seran los mis-

mos usados en el capitulo 4.

Caso 1. A, = 0.325, sistema inicialmente ordenado. Segiin se observa en el diagrama
de bifurcacion mostrado en la figura 4.10, donde A; = 0, cuando A4; = 0.325 el

sistema posee un atractor, dado por una érbita de periodo tres.

Caso 2. A, = 0.331, sistema inicialmente caético. Al inspeccionar la figura 4.10, se ve
que cuando A; = 0.331 el sistema se encuentra en un estado cadético, es decir,

existe solo un atractor, el cual es cadtico.

5.1. Caso 1: bifurcacién a partir de una o6rbita esta-
ble

La figura 5.1 muestra el diagrama de bifurcacién para el sistema dado por las
ecuaciones (5.1)—(5.3), cuando A; = 0.325 y 4y € [—0.02,0.02]. Al aumentar A,, la
6rbita de periodo tres sigue existiendo, para desaparecer en una bifurcacion saddle-
node cuando A, =~ 0.01204, dando paso a un atractor extrafio, cuyo aspecto es el
mismo que el que existe antes de la bifurcacion saddle-node en la figura 4.10. Esto
se aprecia con claridad en la figura 5.2, donde se comparan el atractor antes del
saddle-node cuando A, = 0.321378 con A,=0, y el atractor antes del saddle-node en
este caso, donde A, = 0.325 y Ay = 0.012042. En la figura 5.1 también se muestra
la evolucion de la 6rbita periddica inestable (linea gruesa) al variar A,. Esta nace
junto a la orbita estable en la bifurcacion saddle-node que se observa en la figura
4.10. Claramente se ve que la bifurcacién de saddle-node que sufre el sistema en
A; = 0.01204 proviene de la estructura que posee el sistema previo a la introduccién

de la onda de frecuencia 252, puesto que dicha bifurcacién involucra nuevamente a



Diagrama de bifurcacion A, =0.335

Figura 5.1: Diagrama de bifurcacién cuando 4; = 0.325 y 4, € [—~0.02,0.02]. La
orbita inestable de periodo tres (linea gruesa) presente en el sistema cuando A; =0
sigue existiendo para A; < 0 y desaparece en una bifurcacion saddle-node cuando
As = 0.01204. Ademas se observa la aparicién de un nuevo atractor cuando A, =~
—0.009528 que coexiste con las érbitas estable e inestable de periodo tres.

ambas érbitas.

Cuando A, es negativo, las dos érbitas de periodo tres contintian existiendo mas
alla de 4, < —0.02, lo que sugiere que la dinadmica global del sistema no se ve
mayormente alterada. A pesar de esto, aparece un nuevo atractor debido a una crisis
de borde (ver 3.3.4) en As &= —0.009528, el que coexiste con las érbitas de periodo tres

para valores menores de A, menores, y que posee a su vez un rico comportamiento,

el que se aprecia en detalle en la figura 5.3.
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Figura 5.2: Atractores extrafios para a) A, = 0.321378 vy 45 = 0, b) 4; = 0.325
Ay = 0.012042.
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Figura 5.3: Detalle del diagrama de bifurcacién del atractor que coexiste con las
6rbitas de periodo tres cuando 4; < 0.

5.2. Caso 2: bifurcacién a partir de un atractor ex-
trano

La figura 5.4 muestra el diagrama de bifurcacién cuando 4; = 0.331 y 4, es va-

riado en el intervalo [—0.02,0.02]. Ademas, se grafica en dicha figura la evolucion de
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Figura 5.4: Diagrama de bifurcacién del atractor estable y la érbita inestable de

periodo tres A’ (linea gruesa), cuando A; = 0.331, con A» € [—0.02,0.02].

la 6rbita inestable de periodo tres A" existente cuando A; = 0. Se observan dos cam-
bios bruscos en el tamano del atractor, cuando A, = —0.0099 v A; = 0.00247. En el
segundo caso el atractor de menor tamarno es el mismo que se tiene antes de la crisis
anterior estudiada en el capitulo 4. La figura 5.5a es un acercamiento al intervalo
10,0.005] del parametro 45 donde se muestra en detalle los cambios que sufre la di-
namica del sistema al variar dicho parametro. Se observa la aparicién y desapariciéon
de dos atractores pequenios. El primero aparece cuando A; &~ 0.00021 debido a una
crisis de borde (figura 5.5b). Cuando Ay =~ 0.000378 aparecen dos 6rbitas de perfodo
cinco, una estable v otra inestable, a través de una bifurcacién saddle-node. La orbita
estable se transforma en el pequefio atractor extrafio al disminuir A> mediante una
transicién de Feigenbaum. La orbita inestable creada en la bifurcacion saddle-node
colisiona con el atractor haciéndolo desparecer. Las transiciones que sufre el atractor
que aparece cuando A; = 0.00134 y desaparece cuando A» = 0.00148 son similares a
las descritas anteriormente, pero esta vez dicho atractor posee periodo tres al apare-

cer. Es importante destacar que ambos atractores aparecen debido a la inclusién de
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una segunda frecuencia en el driver, y que ambos coexisten con el atractor principal.
Los espacios en los diagramas de bifurcacion se deben a que mientras existen los

atractores pequefios la condicién inicial usada converge a ellos.

0.001 0.002 0.003 0.004 0.005°

0.0001 O.OVDC‘Z 0.0003 0.0004 0.0005

Figura 5.5: a) Diagrama de bifurcacién para A; € [0,0.005]. La linea gruesa muestra
la evolucién de la érbita inestable de periodo nueve B existente para el problema del
capitulo 4. b) Acercamiento al intervalo del parametro Ay donde aparece un atractor
de periodo 5, junto a la 6rbita inestable que produce la crisis de borde que lo hace
desaparecer.

La 6rbita inestable de perfodo nueve B responsable de la crisis descrita en el
capitulo 4 sigue existiendo al aumentar el pardmetro Ay, pero segin se observa en

la figura 5.5, el cambio observado en el atractor cuando A, = 0.00247 no se debe
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a una tangencia de B con el atractor. La figura 5.6 muestra el atractor junto a la
variedad estable de B antes v después de la disminucién de tamano. Claramente la
orbita B no esta involucrada en la transicién sufrida por el atractor al variar A,

pues en ambos casos no existe tangencia con el atractor.

Figura 5.6: Variedad estable de la érbita B (linea) junto al atractor extrano. a)
Antes de la transicién, cuando A, < 0.00247. b) Después de la transicién, cuando
As > 0.00247. En ambos casos la variedad no toca al atractor, por lo que en este
caso la érbita B no estd involucrada en el cambio sufrido por éste.

A pesar de lo anterior, existe evidencia de que el cambio de tamano observado
en la figura 5.5 se debe a una crisis interior. Dos hechos apoyan esta conjetura.
Primero, el brusco cambio del exponente de Lyapunov méaximo, que indica la tasa
de separacion entre dos condiciones iniciales cercanas. Esto se observa en la figura
5.7. Por otra parte, la figura 5.8 muestra la intermitencia de las soluciones antes de
la disminucién de tamarfio del atractor. Se observa que mientras méas cercano sea el
parametro al valor para el cual ocurre la transicién, el tiempo de permanencia en
la cuenca mas pequefia aumenta. El tiempo de intermitencia promedio 7, obtenido
integrando las ecuaciones (5.1)—(5.3) para distintos valores de A,, es mostrado en

la figura 5.10 (puntos). Ademés se grafica en la misma figura la recta de pendiente
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Figura 5.7: Exponente de Lyapunov maximo en funcién de 4,5. Cuando se produce la
transicion en A; = 0.00247 el exponente de Lyapunov sufre una brusca disminucién,
pero sigue siendo positivo.

7 = —0.683264, que es el exponenete critico calculado a partir de los autovalores de
la 6rbita inestable de periodo tres A ya existente en el sistema forzado con un driver,
v que sigue existiendo al incluir una segunda frecuencia. La recta tedrica se ajusta
bien a los datos de la simulacién numérica, lo que es un indicio de que la transcion
es provocada por una tangencia entre la variedad inestable de A con alguna 6rbita

inestable presente en el sistema al incluir el nuevo forzamiento.

5.3. Control de caos

Se entiende por control de caos el cambio de la dindmica global de un sistema en
estado caotico para que las soluciones adquieran algin comportamiento particular,
debido a la alteracion de éste por medio de pequenas pertrubaciones, que dependeran

del tiempo, sobre algiun parametro [38].



64

oy A;=0.0024% 2y A,=0.00244
N - - T & = Z
. i o . ot ; ; ;
= 2 ipate s, A o, ﬂﬂa.ﬁhw -2 %
A N T S TA RIS
LS :..ﬁ‘ SR e e
s IS oy
0.5¢ H 0.5% = 2
L ¢ & ;
ot § Kl o .
- : ¢ N T -
-U.2 B > - .:F .
-1} : -1gh Y )
i 3 X
=1.'5) 2 -1 3k
| . - |
1000 2000 3000 4000 5000

1000 2000 3000 4000 5000 1000 2000 3000 4000 5000

Figura 5.8: Intermitencia de las soluciones para A, < 0.00247. Mientras méas se aleja
Ay del valor critico, el tiempo de intermitencia disminuye.
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Figura 5.9: Tiempo de intermitencia 7 en funcién del parametro A,, junso con la
recta de pendiente ~. calculada a partir de los autovalores de la érbita inestable de
periodo tres A.

La inclusién de una perturbacion en el forzamiento cuya frecuencia es el doble

de la original mostrd que las soluciones recobran estados dados en el sistema sin
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perturbar, moviéndose a través de nuevas bifurcaciones. En particular, es posible
volver el sistema a un estado ordenado desde uno caético al mover el parametro
As. Luego, es posible considerar la introduccién de una segunda onda de pequeiia
amplitud como una forma de control del sistema.

En este caso el estado controlado del sistema serd la érbita estable de periodo
tres de la figura 4.10. El estado del sistema comienza estando completamente cadtico,
mas alla de la crisis interior que se produce cuando A; = A.. La idea es saber cual
es el valor de A, necesario para que el Unico atractor presente en el sistema sea la
orbita de periodo tres, en funcién del valor de A;. Se consideraron dos frecuencias
distintas. Primero. usando la perturbacién de primer arménico (estudiada en la sec-
cién anterior), de frecuencia 202. El segundo caso resulta mas natural de pensar, y es
el hecho de que si lo que se desea es inducir al sistermna a volver al atractor de periodo
tres, entonces el sistema debe ser forzado con la frecuencia de esta orbita, es decir,
0/3. Lo anterior no seria mas que llevar al continuo la idea expuesta en [39], donde
se propone el control de caos en el mapa logistico, alterando el pardmetro de éste
cada p-ésima iteracion, donde p es el periodo de la 6rbita deseada. Para construir
la funcién de control se procedié de la siguiente manera. Primero, dado un valor
de A; mas alla de la crisis, se exploraron valores de Ay € [0,0.4] desde cero, con
A4, = 0.0002, hasta encontrar el valor de A, en el que comienzan los doblamientos
de periodo de la érbita de periodo tres. formando asi el par {A;, 4>}. La figura 5.10
muestra las funciones de control asi obtenidas en los dos casos mencionados antes,
donde la abscisa representa la diferencia AA4; = A4; — A.. Al perturbar el sistema
con el doble de la frecuencia original, se obtiene orden con valores de A4, siempre por
sobre AA;. Por otro ladb, cuando la frecuencia de perturbacién es (1/3, el valor de

A, se mantiene acotado en el intervalo [0.005,0.01], que es del orden de AA;.
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Figura 5.10: Dependencia del valor de control de A, en funcién de A4, = 4, — A_.
a) Cuando la frecuencia es 2() es nesesario aumentar linealmente el valor de A, para
obtener control. b) Al perturbar con /3, el valor de A, se mantiene acotado al
intervalo [0.005, 0.01].

A partir de los resultados obtenidos en este capitulo se comprueba que el estado
de una onda no lineal de Alfvén que nace producto de la excitacién del sistema
por una fuente externa se verd alterado considerablemente si la fuente sufre alguna
variacién. En este caso se observé que un estado cadtico se consrola al perturbar el

driver original sumando otro de frecuencia distinta, siendo este control més eficiente

si la frecuencia de la perturbacion es igual al de la Orbita periddica estable mas



cercana, en el sentido del diagrama de bifurcacién.

En plasmas como el viento solar es de esperar que las ondas que inyectan energia
al sistema sean en realidad una suma de modos de oscilacién. Ademads, debido a la
inhomogeneidad del campo magnético de fondo y la densidad, la variacion temporal
de la amplitud en algiin modo es igualmente esperable. Ambos hechos sugieren que

el tipo de control descrito antes se produce naturalmente en el viento solar.



Capitulo 6

Solucion numérica de la ecuacion
parcial diferencial

En los capitulos 4 v 5 se estudié la dindmica de las ondas de Alfvén en el caso par-
ticular en que son perturbadas con una onda viajera cuva velocidad de propagacion
es igual a la velocidad de la soluciones estudiadas. La dinamica del sistema resulta
ser cadtica para ciertos valores de la amplitud de la perturbacién, lo que equivale a
hablar de un estado turbulento del sistema. Junto con esto se observé la caracteris-
tica intermitencia de las soluciones inducida por crisis. Una visién del fenémeno de
la turbulencia ha sido expuesta por [40] como la coexistencia de infinitas frecuencias
propias (sobre un continuo) dentro de un fluido. En esteé caso dicho fluido es un
plasma. En el caso de lo observado en los capitulos 4 y 3, las infintas frecuencias son
las contenidas dentro de un atractor extrano.

Debido a la aproximacién hecha para obtener las ecuaciones (4.2)-(4.4), es valido
pensar que el modelo expuesto en los capitulos anteriores carece de generalidad.
En primer lugar, las perturbaciones que interactuan con un plasma en general no
son ondas monocromaticas, sino mas bien paquetes que contienen un continuo de
frecuencias. Ademas, la velocidad de fase de las ondas no lineales depende de la

amplitud de éstas.

63



69

En este capitulo se mostraran los distintos tipos de soluciones numéricas de la
ecuacién (6.1), en los distintos casos posibles, para establecer hasta qué punto el
modelo estudiado en los capitulos 4 y 5 es valido, es decir, si las soluciones propa-
gantes observadas en dicho sistema se correlacionan con lo observado al considerar

la ecuacién completa

o B . 8%
=+ ) =i+ in) 5

[3%]

= S(z.1). (6.1)

Tal como en el capitulo 4, se pueden distinguir distintos casos, dependiendo del
valor de 7 (disipacién) v A (amplitud de la onda viajera). Las soluciones en to-
dos los casos fueron obtenidas con el programa Mathematica 5.0 [41], considerando

condiciones de borde periddicas.

6.1. Sistema sin disipacion ni forzamiento, n = 0 y
A=0

Como fue mostrado en el capitulo 4, en este caso existen dos tipos de soluciones
viajeras cuya velocidad de propagacion es constante: ondas periédicas y solitones. La
figura 6.1 muestra la evolucién temporal de ambos tipos de condiciones iniciales. El
comportamiento de las soluciones muestra lo esperado en este caso: tanto el solitén
como la onda periodica circularmente polarizada mantienen su forma, viajando con
velocidad constante.

En el caso de las ondas periddicas, la relaciéon de dispersion se puede calcular

suponiendo una solucién de la forma

i{kr—wt) (

(&)
N2
~

b(z,t) = age

v reemplazando directamente en la ecuacién (6.1). Al hacer esto se obtiene la siguiente
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Figura 6.1: Evolucién temporal de las soluciones que se propagan con velocidad
constante. a) Solitén, b) onda periddica.

relacién de dispersion:

w(k) = cajk + uk’. (

(@)}
(V]
ks

Se obtiene una relacién de dispersion no lineal dependiente de la amplitud de las
ondas. Ademads, si ¢ < 0, no existirdn soliciones propagandose cuando el nimero
de onda es k. = —aad/u. Esto se puede comprobar numéricamente calculando las
frecuencias temporales w de diferentes soluciones obtenidas a partir de condiciones
iniciales sinusoidales con distinto k. La frecuencia de una solucién se calcula con el
procedimiento descrito a continuacién. Primero, a partir de una solucién particular
b(x,t) se obtiene el comportamiento temporal de ésta en un punto zp cualquiera del
espacio. Luego, a dicha funcién del tiempo se le calcula numéricamente su transfor-
mada de Fourier. La frecuencia temporal de la solucién esté dada por la posicion del
maximo en la transformada. La figura 6.2 muestra la relacion de dispersion obtenida
con el método descrito antes, para dos valores de ap, cona =2, p=1/2y p = —-1/2,
respectivamente, comparada con la relacién de dispersion tedrica (6.3).

Los resultados numéricos concuerdan con la relacién de dispersion (6.3) cuando
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Figura 6.2: Relacion de dispersién de la ecuacién DNLS, calculada numéricamente
(puntos) junto con el grafico de la expresion (6.3) (linea). Las figuras a) y b) corres-
ponden al caso u > 0, ¢) y d) al caso u < 0, para ag = 0.5 y ap = 1, respectivamente.
@ > 0. Cuando p < 0, los valores de w obtenidos numéricamente calzan con la
expresién teorica, salvo cuando el nimero de onda es cercano a k,. Este problema se
debe a que, para valores de k cercanos a k., las soluciones se propagan con lentitud
(lw] <« 1). Para que la frecuencia aparezca en la transformada de Fourier, se necesita
conocer la solucién en el tiempo al menos hasta un periodo, lo que significa tiempos
de integracién muy grandes cuando k es cercano a k., lo que a su vez induce errores

numéricos en el algoritmo de integracién.
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6.1.1. Ondas de amplitud modulada

Un comportamiento interesante se presenta al observar qué ocurre con una onda
periddica cuya amplitud es modulada por una envolvente gaussiana, es decir

"

), (6.4)

2nz

b(z.0) = Age' > e

s

donde A, es la amplitud, A la longitud de onda v L el tamano de la modulacién.
Este caso, que representa de buena forma a un soliton perturbado [42], también es
de interés en el ambito de los plasmas astrofisicos, como el viento solar, ya que por
diversas razones (no uniformidad del mecanismo de produccién de plasma, inesta-
bilidades u otras) en dichos medios se forman paquetes, en los cuales las ondas de
Alfvén presentan una modulacion espacial [43)].

Se tienen cuatro situaciones distintas en funcion del signo de la no linealidad para
la ecuacion (6.1), dado por «, v el signo de la dispersién u, que ademds cambia el
sentido de polarizacion de las soluciones. En la figura 6.3 se observa la evolucién
temporal de la condicién 6.4, con 4y =05, A=8y L =24, paraa= -1y a =1,
usando p = % El intervalo de integracién usado fue z € [—120,120], y se integrd
hasta t =42 en el caso a@ > 0 y ¢t = 20 cuando a < 0.

Cuando o < 0, la solucién es inestable de forma creciente, va que la amplitud
aumenta rapidamente con el tiempo, ademas de que el ancho de la modulacién de-
crece, o sea que la densidad de energia de la onda se incrementa. Lo anterior se puede
interpretar como el resultado de la competencia entre la no linealidad, responsable
de la generacién de solitones, y la dispersién. En este caso el término no lineal domi-
na por sobre la dispersion, desestabilizando las soluciones de forma creciente. Otro
hecho que se observa es que al evolucionar, la soluciéon pierde la simetria original de

la condicién inicial, pues se forma una “cola” por delante de la onda. Por otra parte,
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Figura 6.3: Evolucion temporal de la condicion inicial (6.4), con la no linealidad & > 0
(columna izquierda), donde se presenta un decaimiento de la amplitud del paquete;
v con o < 0 (columna derecha), valor para el cual la solucién crece inestablemente.

cuando a > 0, la amplitud de la onda decae con el tiempo, mientras que el ancho de

la modulacién aumenta. La inestabilidad creciente también aparece cuando o > 0 v
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1 < 0, como se observa en la figura 6.4, y el decaimiento cuando o < 0y u < 0, por

1o que en realidad hay dos situaciones posibles.
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Figura 6.4: a) Inestabilidad en el caso a > 0 y ¢ < 0. b) Decaimiento en el caso
a< 0y u<0. '

La energia del sistema estd dada por la intergral

E(t) = / ™ b, ) Pde. (6.5)

Tinin

La figura 6.5 muestra la funcién E(#) para los dos casos anteriores. Para ambos
valores de o la energia permanece constante, por lo que ésta s6lo se dispersa (o > 0)
0 se concentra (o < 0). Esto, ademas de ser consistente con &l cdlculo analitico hecho
en la seccién 2.3, en el sentido de que la energia se conserva en la ecuacién DNLS
sin disipacién ni forzamiento, es una buena prueba para considerar como confiables
las soluciones obtenidas numéricamente.

Un hecho notable que se observa en ambas formas de evolucion de la condicién
(6.4) es el traspaso de energia entre modos de oscilacién. La figura 6.6 muestra la
evolucion temporal de la transformada de Fourier espacial de la solucién en el caso
a=1lyp= % La transformada de Fourier se calculé usando una grilla de 200
puntos. Esta muestra cémo al avanzar el tlempo el modo principal de oscilacién

ko = 5, que en la grilla es el punto ng = 31, en torno al cual se agrupan un continuo
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Figura 6.5: Energia E(f) en funcion del tiempo. a) & > 0, b) & < 0. En ambos casos
la energia se conserva.

de modos que decrecen al alejarse de &y, traspasa energia a dos grupos de modos, uno
agrupado en torno a un valor k. > kp de menor longitud de onda, v otro agrupado
en torno a un valor k_ < k; de mayor longitud de onda. Estos dos grupos se alejan
entre s a medida que avanza el tiempo. observandose que el modo dominante menor
se estaciona en n_ = 26, mientras que el modo mayor tiende a desaparecer con el
paso del tiempo. Este comportamiento es un fuerte indicio numeérico del mecanismo
necesario para la ocurrencia de un estado turbulento: el intercambio de energia entre

modos de oscilacion [44].

6.2. Sistema con disipacién y forzamiento, n # 0 y

A#£0

Camn va se dijo en el capitulo 4, el término 1 en la ecuacién (6.1) representa
la disipacion, es decir, la tasa de pérdida de energia del sistema. Comparando (6.1)
con la ecuacién de difusion es claro que el signo de n debe ser negativo para que
exista pérdida. De lo contrario el sistema absorberia energia espontidneamente, lo

que no tiene sentido fisico. Por otra parte, para estudiar la ecuacién DNLS cuando
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Figura 6.6: Evolucion temporal de la transformada de Fourier espacial para el paquete
gaussiano, en el caso del decaimiento. Se observa la dispersiéon de los modos de
oscilacion alrededor del modo principal kg, correspondiente al punto ng = 31 de la
grilla.

existe inyeccién de energia (como el caso de una onda monocromatica entrante), se

hace necesaria la inclusién de disipacion. pues de lo contrario las soluciones crecerian

indefinidamente, lo que carece de interés fisico.

6.2.1. Comportamiento espacial de las soluciones

Se integré numéricamente la ecuaciéon (6.1) en el intervalo [—, 7], con el modo

de oscilacion de la onda entrante ky = 2, para distintos valores de la amplitud,

con n = —0.002, partiendo con b(z,0) = 0 como condicién inicial. El tiempo de

integracion fue igual a cien periodos de oscilacion 7 = %, donde V' = 35 es la

velocidad de la onda entrante. La figura 6.7 muestra las partes real e imaginaria de

b, correspondientes a las componentes b, y b, del campo magnético, para distintos

J
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Figura 6.7: Soluciones numéricas de la ecuaciéon DNLS forzada con disipacién, para
distintos valores de la amplitud de onda entrante. Se muestran la componentes b,
y b, (lineas punteadas) del campo magnético (lineas punteadas) y la componente y
de la onda entrante (linea solida). a) A = 0.2, b) A =0.75,¢c) A =1.2,d) A =2,
e) A =28y f) A =42 La columna derecha muestra la transformada de Fourier

espacial en cada caso.



valores de A € [0.1, 5] cuando t; = 1007. Estas figuras también son acompafiadas de
una de las componentes de la fuente. Ademaés, se muestra la transformada de Fourier
espacial de las soluciones, calculada usando una grilla de 200 puntos. Para los valores
anteriores, el punto de la grilla en la transformada de Fourier correspondiente a la
onda de entrada es ng = 3.

Cuando la amplitud es pequena, como A = 0.2, las soluciones tienen el aspecto
de ondas periddicas cuya longitud de onda es la misma que la de la onda entrante.
Prueba de esto es que el tnico modo de oscilacién espacial que se levanta en la
transformada de Fourier es ny = 3. Este hecho muestra cémo para bajas amplitudes
el sistema responde aproximadamente de forma lineal, ¥ concuerda con lo mostrado
en el capitulo 4, en el diagrama de bifurcacién de la figura 4.7, que muestra que
para amplitudes de forzamiento pequenas, el sistema oscila con la frecuencia de la
fuente. Cuando A = 0.75 se observan modos de oscilacién exiras alrededor, que se
traspasan energia entre si a medida que avanza el tiempo. El nimero de modos
espaciales presentes en las soluciones va creciendo a medida que aumenta el valor
de la amplitud A, apareciendo en grupos bien notorios, el primero de los cuales va
desde n = 20 a n = 25.

Para visualizar el desorden espacial de las soluciones en funcién del parametro
A se calculd el exponente de Lyapunov espacial promedio, definido en el apéndice
A, para 250 valores de A en el intervalo [0,5]. La figura 6.8 muestra el resultado
de dicho calculo, hecho cada vez en el tiempo # = 507. El exponente de Lyapunov
promedio mide el nivel de desorden espacial de las soluciones a partir de la ley
diferencial que éstas obedecen [43]. Cuando A es pequefio A = 0.0144 y se mantiene
relativamente constante hasta A = 0.8, donde presenta un repentino crecimiento

hasta A == 0.0147, bajando nuevamente casi de inmediato. Luego, cuando A = 1.2,
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Figura 6.8: Exponente de Lyapunov promedio en funcién de la amplitud A. Las
flechas marcan los distintos casos mostrados en la figura 6.9.
el exponente comienza a crecer, variando fuertemente a medida que cambia A, senal
del inicio del desordenamiento espacial del sistemna. Cuando A = 1.66 A vuelve a
descender al valor que tenia inicialmente, para volver a crecer en A ~ 1.83. A partir
de aqui A fluctiia entre 0.0144 y 0.0153 hasta A = 2.95, valor de la amplitud a partir
del cual el exponente comienza a adquirir valores mayores a 0.016, aunque con zonas
de disminucion del valor en pequenios intervalos. Globalmente, la figura 6.8 indicaria
que a partir de A = 3 la estructura espacial de las ondas es mas irregular que para
valores de A mas pequenos. Esta irregularidad espacial se deberia a la presencia de
un continuo de modos espaciales a partir de A = 1.2 (figura 6.7). Esto seria un indicio
de un comportamiento espacial caético.

La figura 6.9 es un grafico paramétrico (se grafic {b,(z, 1007), b.(x, 1007)} en el

espacio de fase, desde z = —7 hasta z = 7) de las seis soluciones anteriores. Cuando
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Figura 6.9: Aspecto de las ondas de Alfvén no lineales en el espacio de fase b,-b., al ser
forzadas por una onda monocromatica externa. a) Cuando la amplitud de dicha onda
es pequena, el sistema responde linealmente, generando una solucién monocromatica,
coherente con la onda externa. b) La coherencia espacial ya se ha perdido cuandoe
A =0.75. ¢) y d) Al aumentar la amplitud del driver la onda comienza a adquirir
un comportamiento espacial mas irregular. e) Estado méas ordenado presente en la
region del parametro previa al crecimiento del exponente de Lyapunov promedio.
f) Solucién para un valor de A en el que A ha disminuido su valor dentro de una zona
de desorden espacial.

A = 0.2 la onda se ve como una 6rbita cerrada en el espacio de fase que no se cruza
consigo misma. Al aumentar la amplitud hasta 4 = 0.75 la orbita aparece con un
cruce sobre si misma, signo de la aparicién de los primeros modos resonantes. Aun
para ese valor de A la solucién no presenta un aspecto espacial muy complejo, lo

que es acorde al valor del exponente de Lyapunov espacial promedio en este caso.

La solucién aparece con miltiples cruces sobre si misma para A = 1.2. Cercano a
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ese valor se produce uno de los aumentos de A en la figura 6.8. Algo no muy distinto
se observa cuando A4 = 2. Cuando A = 2.8 la onda en el espacio de fase posee una
forma mas regular, lo que es acorde al valor de A asociado. Algo similar ocurre con

la solucién en el caso 4 = 4.2,

6.2.2. Evolucién temporal de las soluciones

Como se vio en la seccién anterior, al aumentar el valor de la amplitud de la
onda de entrada, ésta es capaz de excitar otros modos espaciales de oscilacion del
sistema, ademas del propio. Luego es de suponer que también ocurre lo mismo en el
comportamiento temporal. Para estudiar en forma global la evolucién temporal de las
soluciones a medida que crece la amplitud se construyé un diagrama de bifurcacion

basado en un corte estroboscopico de las soluciones. Este queda definido por el mapa
by, = {by (0, n7), b:(0,n7)}, (6.6)

con zy = 0 es un punto dentro del intervalo espacial de integraciéon. La figura 6.10
muestra el resultado de dicho céalculo para valores de A entre 0 y 3.

Se puede apreciar que en un primer intervalo las soluciones poseen la frecuencia
de la onda externa, lo que se ve como un punto para cada valor de la amplitud en
el diagrama de bifurcacién. En ese intervalo del valor del pardmetro, la solucion es
un punto fijo del mapa definido en (6.6). Cuando A &~ 0.71785 el sistema sufre una
bifurcacién, v las soluciones dejan de tener soélo el periodo de la onda externa, y se
excitan otros modos de oscilacién temporal, cuyas frecuencias no son conmensurables
con la frecuencia de la onda externa. por lo que al hacer un corte estroboscopico
de las soluciones el mapa aparece como un continuo de puntos. La figura 6.11a
muestra un acercamiento a la regién del parametro donde ocurre la bifurcacion. La

zona més oscura indica que los puntos del mapa pasan méas veces por ese lugar
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Figura 6.10: Diagrama de bifurcacién basado en el mapa estroboscéopico (6.6).

del espacio de fase, pero de forma intermitente. Lo anterior y el hecho de que esta
bifurcacion es similar a las observadas en el diagrama de bifurcacion de la figura 4.10,
sugieren que es una bifurcacion saddle-node y la intermitencia observada seria del tipo
Pomeau-Maneville [13]. El estado del sistema después de ocurrida la bifurcacién es el
conocido como cuasiperiodicidad [22], y se caracteriza por la presencia de dos o més
frecuencias independientes entre si en la solucién. La figura 6.12 muestra el espectro
de frecuencias de las soluciones antes v después de ocurrida la transicién observada en
el diagrama de bifurcacién. Antes, el espectro presenta el maximo correspondiente a
la frecuencia de forzamiento wyg = 1, y después se observa la aparicién de una nueva
frecuencia, wy; = 11.04. La cuasiperiodicidad observada en las soluciones luego de
esta primera bifurcaciéon indicaria la presencia de un segundo atractor. Una prueba
de ello es que al seguir aumentando la amplitud, ocurre una nueva transicién cuando
A =~ 0.848, aumentando el tamafio de la regién del espacio de fase visitada por los
puntos del mapa (figura 6.11b). Lo anterior sugiere que las soluciones en esta regién

del parametro A estan visitando las cuencas de atraccion de los atractores existentes.
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Volviendo a la figura 6.10, un nuevo crecimiento de la regidon del espacio de fase

que contiene a los puntos del mapa ocurre cuando A = A, = 2.3202.

A
0.89 0.7 g.71 0.72 0.33 0.74 3.78 0.3 0.35 0.3 Q.59 1 1.05 3 DS

Figura 6.11: Acercamientos a dos zonas del parametro A. a) Se observa la brusca pér-
dida de periodicidad del sistema. b) Repentino crecimiento del atractor. Se observan
ademds pequenas ventanas, donde la cuasiperiodicidad contiene menos frecuencias.

Hasta antes de esta ultima bifurcacién, se observan dos comportamientos re-
levantes. Primero, la existencia de ventanas dentro del diagrama, que se aprecian
como bandas maés claras en el diagrama de bifurcacién, y segundo, el incremento
de las frecuencias presentes en los estados cuasiperiddicos a medida que aumenta
el valor del parametro. La figura 6.13a muestra el espectro de frecuencias de una
ventana en A & 0.9722, donde las frecuencias presentes aparecen claramente loca-
lizadas (sin otros maximos alrededor). En la figura 6.13b se observa que antes del
ultimo crecimiento del atractor la cantiddd de frecuencias presentes en la solucién
se ha multiplicado dramaticamente, aunque los modos méas altos son miiltiplos de
las frecuencias mas bajas va presentes en el sistema. Una vez ocurrida la transicién,
la densidad de frecuencias aumenta hasta llegar al continuo, lo que significa que las
soluciones presentan un comportamiento temporal caético.

La ultima bifurcacién que se observa en la figura 6.10 ocurre cuando A4 ~ 4.552.

En este punto las soluciones se vuelven periédicas en el tiempo, pero la fase en el
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corte estroboscopico para cada valor de A es distinta, por lo que no se forma una

linea continua como ocurre para 4 < (0.71785.

Espectro de frecuencias A=0.7174

Figura 6.12: Espectros de frecuencia obtenidos a partir del comportamiento temporal
de las soluciones del sistema para dos valores de A. a) Cuando A = 0.7174 la anica
frecuencia es la de la onda externa, wg = 1. b) Cuando A > 0.71785, las soluciones
son cuasiperiodicas, ¥ el espectro presenta dos maximos en wy = 11.04d vy wy = 2.9,
frecuencias que son independientes del forzamiento wy.

Una estrategia posible para aclarar lo que ocurre en las distintas bifurcaciones es
mirar el diagrama de bifurcacion que se obtiene a partir del espectro de frecuencias de
las soluciones. La figura 6.14a muestra dicho diagrama de bifurcacion en el intervalo
del espacio de parametros A € [0.1,3]. El eje horizontal representa la variacién del
parametro A, mientras el eje vertical marca el valor de las frecuencias presentes en el
sistema. Se observa a partir de A > (0.71785, en la figura 6.14b la aparicion de la nueva
frecuencia wy; = 11.04, ésta junto a la frecuencia del forzamiento wy = 1, coexisten
solas hasta A ~ (.848. A partir de este valor aparecen nuevas frecuencias en las
soluciones, que se aparecen a intervalos en el diagrama. Esto altimo se puede entender
debido a que se estd usando una sola condicién inicial para integrar la ecuacion, por
lo que si existe més de un atractor, dicha condicién puede llevar a distintos atractores
para diferentes valores de A4, v esto a su vez explicaria la intermitencia observada en

el diagrama 6.11b.
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Figura 6.13: Secuencia de espectros de frecuencia, para distintos valores de A. a)
Ventana de cuasiperiodicidad, donde las frecuencias aparecen como maximos bien
localizados. b) Estado cuasiperiodico antes de la bifurcacién en A = A,. Adn es posi-
ble distinguir una secuencia de frecuencias puntuales en el espectro. ¢) Gran cantidad
de frecuencias aparecen inmediatamente después de la bifurcacién ocurrida cuando
A = A, d) llegando al continuo a través de la excitacion de modos intermedios, lo
que indica que el sistema se comporta de forma caotica en el tiempo.

La figura 6.14c muestra la regiéon de A en la cual ocurre el segundo crecimiento
observado en el diagrama de la figura 6.10. Aquivuelve a ocurrir una multiplicacién
repentina del nimero de frecuencias presentes en el sistema, a partir de A = 2.3202.
A diferencia de la bifurcacion ocurrida antes, la cantidad de frecuencias y su densidad
es mucho mayor, concentrandose en el intervalo [0, 5] del espacio de frecuencias (eje
vertical de las figuras 6.10, més cercano a la frecuencia de la onda externa. Esto
quiere decir que a medida que aumenta A en esta region la energia es disipada por
los modos de oscilacién altos, mientras un atractor cadtico se forma en la zona de
frecuencias bajas del espectro temporal. Un hecho importante es la relacion entre

: I

las figuras 6.8 v 6.14a. La primera da cuenta del desorden espacial de las soluciones
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Figura 6.14: a) Diagrama de bifurcacion construido a partir del espectro de frecuen-
cias temporales de las soluciones para valores de 4 £ [0.1, 5]. El parametro A varia
en el eje horizontal, mientras el eje vertical corresponde al espacio de frecuencias. b)
Acercamiento a la region del parametro A donde ocurre la primera bifurcacion, donde
se aprecia la aparicién de la frecuencia w; = 11.04 en A = 0.71785. ¢) Diagrama de
bifurcacién en el intervalo A € [2,2.5], dentro del cual ocurre la segunda bifurcacion,
aumentando el nimero de frecuencias presentes en el sistema. d) Diagrama en el
intervalo A £ [3,5]. El valor de las frecuencias comienza a bajar y concentrarse en el
intervalo [0, 5] del espacio de w. A partir de 4 & 4.2 las frecuencias presentes en el
sistema forman un continuo hasta A ~ 4.552, donde el sistema vuelve a tener sélo la
frecuencia de la fuente.
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en funcion del pardmetro A mediante el exponente de Lyapunov espacial promedio.
El exponente sufre un brusco aumento cuando A & 0.8, valor cercano a la primera
bifurcaciéon observada en el diagrama del espectro de frecuencias temporales. Esto
indica que el desorden espacial del sistema estd correlacionado con la presencia de

modos de oscilacion temporales extras. La region A € [3, 5] en la figura 6.8 contiene

1

los valores mas altos del exponente de Lyapunov espacial, zona que coincide con el
intervalo A € [4.2,4.552] de caos temporal encontrado en el diagrama del espectro
de frecuencias. Esto indicaria que en esa zona, donde coinciden un alto desorden
espacial v caos temporal, existe caos espacio-temporal, en otras palabras, el sistema
se comporta de forma turbulenta.

La secuencia de bifurcaciones a medida que aumenta la amplitud del forzamiento
puede ser representada por el siguiente esquema:

orbita periédica— cuasiperiodicidad— caos temporal— caos espacio-temporal

(turbulencia)—drbita periddica.

Una secuencia similar ha sido descrita por [46] para la ecuacion disipativa y forzada
de onda larga al estudiar los diferentes estados de las soluciones en funcién de la
amplitud del forzamiento. Ademés, en ese trabajo se sugiere que la transicion de
caos temporal a caos espacio-temporal (turbulencia) se debe a una crisis que ocurre
tras la tangencia entre el atractor temporalmente cadtico y una orbita periddica
inestable. Para poder entender la naturaleza de las transiciones mostradas en esta
seccidn seria necesario aislar las 6rbitas periédicas inestables asi como sus variedades.
Estos tépicos no fueron abordados en este trabajo, quedando propuestos para un

trabajo futuro.
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6.3. Velocidad de fase

Una aproximacion fuerte que se hizo en el capitulo 4 fue que la velocidad de pro-
pagacién (y también de fase) es constante en las scluciones estudiadas alli. Por otra
parte, esa misma aproximacion llevé a mostrar que existen soluciones que se propa-
gan que pueden ser ondas peri@dicas o solitones, siendo la velocidad de propagacion
un parametro libre, pudiendo en principio coexistir dos de estas soluciones con dis-
tintas velocidades en el sistema sin aproximacion. Por otra parte, se conjetura que

oz £ = 288.545, A = 4.4 oz £ o= 289.048, & = 4.4

by - % - by

Figura 6.15: Forma de b en el espacio de fase b,-b, en cuatro instantes de tlempo,
cnando A — 4.4. La onda estd rotando y ademaés va cambiando su forma con el
tiempo.

las transiciones observadas en los diagramas de bifurcacién temporales son producto
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de la consecutiva interaccién de ondas de distinta frecuencia, es decir, cuya fase evo-
luciona temporalmente distinto [14,42]. Para estudiar especificamente el problema
de la turbulencia se considerara la solucidon obtenida cuando A = 4.4, cuyo compor-
tamiento temporal es totalmente cadtico, v se comparard con la solucién ordenada

obtenida con A = 4.6. Las figuras 6.15 v 6.16 muestran cuatro instantes en el tiempo

bz z = 288.543, A = 4.5 bz t = 289.048, A = 4.6
| |
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Figura 6.16: Forma de b en el espacio de fase b,-b, en cuatro instantes de tiempo,
cuando A = 4.6. La onda esta rotando en el espacio de fase, sin cambiar su forma.

para las soluciones correspondientes a A = 4.4 y 4.6, respectivamente, en el espacio
de fase by-b.. Cuando A = 4.4 el sistema posee un comportamiento temporal com-
pletamente cadtico, v espacialmente se forma la estructura de la figura, que gira y

ademéas cambia de forma al hacerlo, siendo ambos movimientos irregulares. En cam-
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bio, cuando A = 4.6, temporalmente el sistema es periédico, por lo que la estructura

espacial de la solucién no varfa de forma con el tiempo, sino sélo de orientacion.

Figura 6.17: Forma espacial de las componentes b, y b, (lineas punteadas) de la
solucién cuando A = 4.4, junto a la envolvente |b| (linea sélida) para cuatro instantes
de tiempo dentro de un periodo de oscilacion del forzamiento. En este caso el sistema
posee un comportamiento turbulento.

Por otro lado, las figuras 6.17 y 6.18 muestran las componentes b, y b, de las
soluciones, junto con la envolvente |b|, para los dos valores de A considerados. Dos
hechos que se observan en la figura 6.18 llaman la atencién: la envolvente es invariante

en el tiempo, asicomo lo es la forma de la onda en el espacio de fase, y adema

o

[#51

es
periodica en el espacio. Es decir, la onda externa excita una onda cuya envolvente
estd modulada periddicamente, similar a las mostradas en las figuras 2r y 2s en [8].
La forma de la onda en la figura 6.17 sugiere entonces que previo a la bifurcacion que
lleva al sistema a tener el estado ordenado final, la onda con envolvente modulada

convive con otros modos, que a su vez pueden ser ondas con envolvente modulada



Figura 6.18: Forma espacial de las componentes b, v b, (lineas punteadas) de la
solucién cuando A = 4.6, junto a la envolvente |b| (linea negra) para cuatro instantes
de tiempo. La envolvense se mantiene invariante en el tiempo v en el espacio, ademas
de ser periédica.

0 solitones. En ambos casos, esto debiera reflejarse en la forma de la velocidad de
propagaciéon en funcién del tiempo, puesto que la velocidad de propagacion es un
parametro que define en paite la familia de este tipo de soluciones.

La figura 6.19 muestra la fase y la velocidad de propagacion como funcién del
tlempo para 4 = 44 y A = 4.6, respectivamente. Se ve que tanto la fase como la
velocidad de la onda cuando A = 4.4 (zona de parametros turbulenta), presentan
una evolucidn irregular. Es decir, el estado cadtico observado en el comportamiento
espacial se deberia a turbulencia de fase, que haria “saltar” al estado del sistema
en soluciones con diferente velocidad de propagacién. Cuando A = 4.6 (estado de
modulacion periddica), la fase crece suavemente con el tiempo, aunque al examinar la

velocidad se observa que ésta oscila, probablemente debido a la modulacion periddica
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Figura 6.19: a) Fase en funcién del tiempo y b) velocidad de propagacién en funcién
del tiempo cuando A = 4.4, el sistema se encuentra en estado turbulento. c) Fase y
d) velocidad de propagacién en funcién del tiempo cuando A = 4.6, el sistema posee
un comportamiento regular en el espacio y el tiempo.

/

espacial de la envolvente. Aun asi, el valor promedio de la velocidad (V) = 1/2

coincide con la velocidad de la fuente.



Capitulo 7

Ecuaciéon DNLS forzada con ondas
localizadas

En el capitulo 6 se estudiaron las soluciones de la ecuacién DNLS en presencia de
una onda viajera monocromatica. Se observo que a partir de cierta amplitud de la
onda. con el resto de los parametros fijos, el sistema sufre una serie de bifurcaciones,
lo que finalmente provoca que las soluciones presenten un comportamiento espacio-
temporal cadtico. Como muestra el analisis de Fourier de estas soluciones (figura
6.13), coexisten en ese estado un continuo de modos de oscilacién, los cuales pueden
ser considerados como la base que genera las soluciones turbulentas observadas en el
intervalo de parametros estudiada. La idea expuesta en [42] propone que los solitones
que son solucion de la ecuacién DNLS sin disipacién ni forzamiento (6.1) forman
dicha base, considerando que el indice del espacio de proyeccion es la velocidad de
propagacion. Luego, una forma de aislar las estructuras que componen las soluciones
turbulentas que caracterizan a la ecuaciéon forzada puede ser forzandola con una
fuente S(x,t) de estructura localizada. En este capitulo se estudiara la respuesta del

sistema al ser forzado con una fuente de este tipo.

93
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7.1. DNLS forzada por un paquete gaussiano

La expresion de un paquete de onda cuya amplitud estd modulada por una en-

volvente gaussiana viajando a lo largo del eje z es

2w(e—Vst) _(z—lf';:)?'
€

S(I,t}; = .4.06: A

(7.1)

donde A4 es la amplitud maxima del paquete, A es la longitud de onda caracteristica,
L es el parametro asociado al ancho del paquete, y V; es la velocidad de propagacion
de la envolvente.

Se uso la expresion (7.1) como fuente en la ecuacion DNLS 6.1. Como la fuente
depende de cuatro parametros, se integro la ecuacién DNLS para distintos valores de
éstos, dejando en cada caso el resto de los parametros fijo, para asi poder apreciar
como cambia la respuesta del sistema en funcién de los parametros caracteristicos
de la fuente.

En cada caso se integro la ecuacién (6.1) en el intervalo espacial [—150, 1000]

usando o = 1, u =

(31 L

y n = —0.002, que son los valores para dichos parimetrso

usados en el capitulo 6.

7.1.1. Dependencia respecto de L

Primero se dejaron fijos los valores de la amplitud, la longitud de onda y la velo-
cidad, para mover el parametro L, que controla el ancho de la envolvente gaussiana,
en un intervalo de valores pequenos comparados con el intervalo de integracion espa-
cial. En este caso se usé Aqg = 0.5, A\ =5y V, = 0.5. La figura 7.1 muestra la forma
espacial de la densidad de energia. |b|>, de las soluciones (linea sélida) para distintos
valores de L, en el instante en que la amplitud de ésta es maxima. La fuente estd

graficada con lineas punteadas. Tanto la forma como la amplitud de las soluciones
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Figura 7.1: Forma de la envolvente |b|? (linea punteada) para diferentes valores del
ancho L de la onda gaussiana (linea sélida). Tanto la forma como la amplitud no
varian cualitativamente al cambiar dicho parametro en el intervalo L € [15, 60].

no se ve alterada al variar el ancho de la fuente.

Cuando L tiende a infinito, la fuente gaussiana toma la forma de una fuente
monocromatica. Este caso corresponde al estudiado en el capitulo 6 con el resto de
los parametros fijos. En el caso estudiado aqui el ancho del paquete gaussiano en todos
los casos de la figura 7.1 es méas pequeno que el intervalo espacial de integracién pues

interesa saber la respuesta del sistema al estimulo de una fuente de energia localizada.

7.1.2. Dependencia respecto de A

En la figura 7.2 se aprecia la forma de |b|? para distintos valores de ), con 4y = 0.5,
L =45y V, = 0.5. Al aumentar la longitud de onda, es decir, cuando disminuye el

numero de oscilaciones espaciales de la fuente por unidad de largo, la amplitud de la
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|Bi t = 1580 Ib(? £ = 1580

Figura 7.2: Forma de las soluciones para distintos valores de la longitud de onda A.
Al aumentar este parametro, la amplitud de la solucién aumenta rapidamente.
densidad de energia aumenta, aunque la distribucién mantiene su forma.

Para analizar en detalle como depende la amplitud de |5/ con la longitud de onda
de la fuente, se calcul6 la amplitud méaxima |b|2,, para valores de A en el intervalo
(2,35]. La figura 7.3 muestra el resultado de dicho calculo. Se observa que para valores
de A menores que 13 la energia aumenta suavemente, para luego presentar bruscos
saltos a ciertos intervalos, a medida que aumenta A. Este hecho indicaria que el
traspaso de energia es més eficiente para ciertos valores precisos de la longitud de

onda de la fuente. En otras palabras, existe resonancia entre la fuente y el sistema.
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Figura 7.3: Gréafico de la densidad de energia maxima en el espacio vs. la longitud de
onda de la fuente. La figura presenta un crecimiento suave de la amplitud mixima de
la energia para valores de A pequenos, para luego dar paso a la aparicién de maximos,
que indicarian resonancia entre el sistema v la fuente.

7.1.3. Dependencia respecto de V;

La velocidad de propagacién de la fuente fue variada usando los valores Ay = 0.5,
A =5y L =15 para el resto de los parametfos. En la figura se observa la respuesta
del sistema para diferentes valores de V,. Al aumentar la velocidad de propagacion,
la amplitud de las soluciones va decreciendo, lo que hace conjeturar que mientras

mas rapida es la fuente, menor es la energia que ésta traspasa al sistema.

2
max

En la figura 7.5 se muestran las curvas |b|; .. versus V;, para dos valores de A. En
ambos casos, para valores pequenos de V; la energia crece rapidamente, decayendo
asintoticamente a cero mientras mas grande es la velocidad de la fuente. Existe una
diferencia entre ambas curvas en el rango de velocidades pequetias (V; < 1), es decir,
cuando el sistema absorbe mas energia. Cuando A = 5 la curva crece suavemente a

medida que V; — 0. En cambio cuando A = 10, la curva frena su crecimiento para
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Figura 7.4: A medida que la velocidad de propagacién de la fuente aumenta, a ésta
se le vuelve mas dificil el traspaso de energfa al sistema, puesto que para valores mas
altos de V; la amplitud de la envolvente (linea sélida) es mas pequefia.
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Figura 7.3: Curva de la densidad de energfa maxima en el espacio vs. la velocidad de
propagacion de la fuente para dos valores de A. A medida que aumenta la velocidad,
disminuye la energia captada por el sistema. Para valores altos de ¥ la curva muestra
un comportamiento inversamente proporcional en ambos casos, pero en el segundo
casc se observan irregularidades cuando V, < 0.3.
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Figura 7.6: La amplitud de las soluciones (linea solida) presenta un crecimiento
cualitativamente lineal a medida que la amplitud de la fuente 4y (linea punteada)
aumenta.

valores bien precisos de la velocidad de propagacién de la fuente.

7.1.4. Dependencia respecto de 4

Por ultimo, al fijar los pardmetros A =4, L = 15y V, = 0.5, se puede ver como
cambian las soluciones al variar la amplitud 4y de la fuente gaussiana. En la figura

15

w

e observa una clara correlacién entre Ag v la amplitud de |b|?, que indica que
la amplitud de la fuente tan sélo es un factor de escala de las soluciones, puesto que
la naturaleza de éstas cualitativamente permanece inalterada. Este hecho no esta en
contradiccion con lo expuesto en el capitulo 6, pues cabe esperar que el efecto de

una fuente localizada (L < Zyax — Zmin) Sobre el sistema sea distinto al de una onda

monocromatica. Esta diferencia motiva en parte el trabajo hecho en este capitulo.
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Figura 7.7: Variacion de la energia en el tilempo para tres conjuntos de pardmetros

distintos. En los tres casos se observa oscilacion en la energia.
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7.2.1.

Oscilacion de la energia

Evolucion temporal de la energia

Al observar la evolucion temporal de la energia del sistema para tres confisuracio-

nes de parametros dissintas (figura 7.7) se comprueba que en todos los casos presenta

un comportamiento oscilatorio, después de haber crecido hasta un valor maximo.

En los tres casos de la figura

7.7 el periodo de oscilacién de la energia es distinto,

por lo que ha de depender de algunc de los tres parametros que modelan la fuente que

fueron variados en los distintos graficos. En la figura 7.8 se muestra el resultado de

calcular el periodo T al variar la longitud de onda de la fuente A. Claramente éste no

s un parametro que incida en la forma de absorcién y disipacion de la energia. Este
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Figura 7.8: Dependencia del periodo de oscilacién de la energia respecto de A. El
periodo no depende de A, atn cuando ese parametro fija la oscilacion espacial de la

fuente.

hecho se explica porque el posible periodo asociadoe a la interaccién entre la forma

de oscilacién de la fuente A y el sistema debiera ser méas pequefio, v como se vera en

la siguiente subseccién, dicha interaccién sélo aparece cuando ocurre resonancia.
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Figura 7.9: Dependencia del periodo de oscilacién de la energia en funcién de ia
velocidad de propagacién de la fuente, para tres valores de L. En los tres casos el
periodo disminuve asintoticamente a cero a medida que la velocidad aumenta, sin

que el valor de L influya notoriamente.
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La figura 7.9 muestra la relacion entre el periodo de oscilacion T v la velocidad de
propagacion Vi, para tres valores de L. Al hacer un ajuste de los datos, en todos los
casos el periodo resulto ser inversamente proporcional a la velocidad de propagacion,
o sea, T~ 1/V;. Ademas, parece no haber relacién entre el ancho de la envolvente

gaussiana y la oscilacién de la energia absorbida por el sistema.
7.2.2. Resonancia de las soluciones

La resonancia que se observa en la figura 7.3 implica que la fuente entrega energia
al sistema de forma mas eficiente cuando el valor de A\ estd en los intervalos de
resonancia, por lo que esto se debiera reflejar en la evolucién temporal de la energla
total de la solucion. En la figura 7.10 se comparan la energia total en funcién del
tiempo para dos valores de la longitud de onda de la fuente, usando los mismos valores
que en la figura 7.5. Cuando A = 15 el sistema se encuentra en un estado resonante
con la onda de amplitud modulada, mientras que para un valor muy cercano de la
longitud de onda (A = 16), las soluciones contienen comparativamente menos energia.

En ambos casos la evolucién temporal de la energia oscila con un periodo ca-
racterfstico mayor T = 163, que como se mostrd en la seccién anterior (figura 7.9
depende sélo de la velocidad de la fuente. Por otra parte, se observa que para el caso
resonante (A = 15) la energia posee otro periodo de oscilacién més corto 7 = 33.3,
que corresponde justamente al periodo de oscilacién de la fuente para los parametros
usados, es decir, 75 = A/V; = 30. En otras palabras, cuando se produce resonancia,
el sistema absorbe energia de la fuente siguiendo el patrén espacial de ésta.

La existencia de zonas de resonancia dependiendo del valor de A puede ser la

prueba de la existencia de una base de soluciones que se excitan ante la presencia de

una fuente de energia externa. Dicha base debiera ademas depender de la velocidad
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Figura 7.10: Comparacion de la energia en funcion del tiempo para dos valores de la
longitud de onda de la fuente, A = 15 (resonante) y A = 16 (no resonante). Ambas
curvas tienen un periodo de oscilaciéon mayor T = 163, pero la solucién resonante
posee ademés un periodo corto de oscilacién 7 & 33.3 que coincide con el periodo de
oscilacion de la fuente gaussiana.

de propagacién, puesto que el sistema absorbe mas energia para velocidades bajas,
es decir, para frecuencias temporales bajas. La disipacién ocurre entonces para fre-
cuencias temporales altas. Como se vio en el capitulo 6 el continuo de frecuencias
excitadas por la onda monocromaética se agrupa en torno a-la frecuencia de la fuente,
en la zona baja del espectro. Esto es debido en parte a que el término disipativo
usado en la ecuacién DNLS (6.1) esencialmente quita energia a las ondas de longitud

de onda baja [14] o de frecuencia alta.



Capitulo 8

Conclusiones

El presente trabajo abordd el problema de las ondas no lineales de Alfvén que
son descritas por la ecuacion DNLS, fundamentalmente en tres partes. Primero, se
reprodujeron algunos resultados ya conocidos en el modelo simplificado de la ecuacion
(capitulo 4) usando las herramientas dadas por la teorfa de sistemas dinamicos,
y también se profundizé el estudio de los fenémenos observados en dicho modelo,
en particular relacionandolos con el comportamiento de sistemas como el viento
solar, el que presenta normalmente un comportamiento turbulento. Por ejemplo la
figura 8.1 muestra la variacién de la componente Norte-Sur del campo magnético que
viaja con el viento solar, durante un lapso de 400 minutos. Estos datos son tomados
permanentemente por el satélite ACE, cuya posicion estd cerca del punto lagrangiano
L1, entre la Tierra v el Sol. Se observa cémo el campo magnético sufre bruscos e
impredecibles fluctuaciones de tamano y signo, lo que sefiala un comportamiento
complejo. A esta primera parte se agrega el estudio del modelo simplificado cuando
es forzado por dos ondas de distinta frecuencia, poniendo énfasis en la posibildad de
que el sistema se puede organizar bajo la presencia de un segundo driver.

La segunda parte del trabajo. expuesta en el capitulo 6, consistio en estudiar

la ecuacion DNLS sin aproximaciones, integrandola numeéricamente, e intentando

H
o
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Figura 8.1:

conectar el modelo simplificado con las observaciones hechas a partir de la ecuacién
completa. Finalmente, en el capitulo 7 se mostr6 una posible variante en el enfoque
del problema, el cual se basa en la idea de que detras de un comportamiento turbu-
lento, existe una base de soluciones que genera dicho comportamiento. La idea fue
excitar soluciones soliténicas forzando el sistema con una fuente viajera localizada,
estableciendo algunas dependencias entre la forma de la solucién v los pardmetros

asoclados a la fuente.

8.1. Caracterizacion de la ecuacion DNLS en su apro-
ximacién ODE

A partir de la formulacién planteada por [12| se obtuvo la ecuaciéon DNLS, la
cual describe la dindmica no lineal de las ondas de Alfvén en un plasma magnetizado
en una direccién espacial. Las soluciones de dicha ecuacién que se propagan con

velocidad constante pueden ser descritas por un sistema de ecuaciones diferenciales
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ordinarias, que a su vez, al ser forzado con una onda monocromaﬁica externa presenta
una gran variedad de comportamientos.

Se mostré que al variar la amplitud del forzamiento (onda monocromética exter-
na) el sistema sufre una serie de bifurcaciones, entre ellas las llamadas crisis. Esta
bifurcacién resulta de gran importancia puesto que asociada a ella aparece intermi-
tencia en las soluciones (figura 4.11), lo cual puede tener relevancia puesto que la
intermitencia alfvénica ha sido observada en estados turbulentos del viento solar [10].

Existen dos grandes problemas acerca de la aplicabilidad del modelo simplificado

a observaciones reales del viento solar:

1. Las ondas de Alfvén en el viento solar no solo son perturbadas por agentes
eXTernos, COmo se supuso en principio, sino también por inestabilidades reso-
nantes en las que estan involucrados iones energéticos que sacan y/o entregan
energia a las ondas, desestabilizdndolas [14]. Es decir, el forzamiento debiera
depender de la amplitud de las soluciones. Una idea para modelar esto podria
ser acoplar dos ecuaciones DNLS, donde una genera la fuente y otra funcione
como receptor. En dicho sistema se debieran observar estados de sincronizacion,

que corresponderian al caso estudiado aqui.

2. Se supuso que la velocidad de las soluciones y la fuente son iguales, lo que
restringe drasticamente el espacio de soluciones estudiado. Este problema no

existe al considerar la ecuacién DNLS completa.
8.1.1. Sistema ODE forzado con dos frecuencias

Una de las simplificaciones del modelo descrite en el capitulo 4 es haber usado

un onda monocromaética como fuente. Es posible que la inyeccién de energia en un
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sistema como el viento solar se deba a la presencia de un paquete de ondas, que
en general no oscilan con la misma frecuencia, por lo que estudiar el modelo ODE
forzado con dos ondas seria algo mas realista. Por otra parte, es interesante estudiar el
efecto que la inclusién de un segundo driver produce sobre las soluciones del sistema.

Al forzar la ecuacién ODE con dos frecuencias se estudiaron dos casos. Primero,
partiendo de un estado ordenado en el sistema con un driver se encontrdé que el
sistema no varia su estructura, es decir, el atractor presente en el sistema cambia al
aumentar la amplitud del segundo driver como si en realidad se moviera la amplitud
del primero, sufriendo la misma bifurcacion. Ademas se observo la aparicion de un
nﬁevo atractor para valores negativos de A, (figura 5.1) que coexiste con la érbita
de periodo tres del sistermna original.

Al introducir el nuevo driver partiendo de un estado inicial cadtico aparecen
nuevos atractores, los que coexisten con el atractor antiguo en intervalos pequenos
del pariametro A,. En este caso también se observé una transicion que podria ser
una crisis interior en el atractor antiguo, pero que no es producida por la orbita
de periodo nueve que genera dicha crisis en el sistema sin perturbar. Este resulta
ser un cambio importante al incluir un nuevo driver, puesto que la inclusién de
una nueva onda cambia el mecanismo a través del cual el sistema se reorganiza al
variar la amplitud de forzamiento. Aun asi el exponente critico para el tiempo de
intermitencia calculado a partir de los autovalores de la 6rbita A4, que esta dentro del
atractor, ajusta bien a los datos obtenidos de las simulaciones, por lo que es posible
que la transicién observada sea debido a una tangencia heteroclina de la variedad
inestable de dicha o6rbita con la variedad estable de otra érbita inestable presente en
el espacio de fase.

El hecho de que el sistema logre ordenarse al variar 4, llevé a pensar en la segunda
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onda como una forma de control del sistema. Desde el punto de vista del control se
exploraron dos casos: usando la onda con el doble de frecuencia, y una onda cuyo
periodo fuese el mismo que el de la érbita estable cercana a la regién cadtica a partir
de la cual se inicié el control.

En ambos casos se encontraron las funciones de control, que dan cuenta del valor
6ptimo de A, para el cual el sisterna retorna al orden anterior, lo cual depende
del valor de A4;. Para el caso en que la frecuencia de control es el doble que la
original, dicha funcién crece linealmente al ir penetrando hacia la region caotica
original. Ademas, el tamafio de la amplitud de control siempre fue mayor que la
distancia A4, = A; — 4., por lo que la inclusion del segundo armonico seria una
alteracion fuerte al sistema, v no se podria hablar de control de caos en este caso.
Cuando el periodo de la onda de control fue el mismo que la 6rbita a la que se quiere
llegar (periodo 3), la amplitud A, permanece acotada aproximadamente dentro del
orden de AA,. Atin cuando esto todavia no se puede considerar control, a partir de
AA; 2 0.006 el valor de Ay necesario para volver a la érbita estable se mantiene mas
o menos constante en Ay ~= 0.005.

Este tipo de control debiera aparecer naturalmente en los plasmas espaciales,
pues los paquetes de ondas que viajan a través de dichos plasmas pueden afectar
el comportamiento del mismo, logrando excitar modos de oscilacién nuevos, que

coexisten en el espacio de fase.

8.2. Fcuacién parcial diferencial DINLS

Al integrar la ecuacién DNLS sin aproximaciones incluyendo una fuente mono-
cromética v disipacién se consideraron dos enfoques: primero se estudié como cambia

el comportamiento espacial de las soluciones al variar la amplitud de la fuente, para
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luego observar el comportamiento temporal variando el mismo pardmetro.

El analisis de Fourier de las soluciones muestra que, a medida que se aumenta la
amplitud de la fuente, aparecen nuevos modos de oscilacién espacial en el sistema,
los que se traspasan energia unos a otros al avanzar el tiempo. El exponente de
Lyapunov espacial promedio mostro la existencia de dos grandes regiones de desorden

espacial en el intervalo del espacio del parametro A estudiado. En la primera de ellas

en dicha region. En la segunda region (A € [3, 5]} el exponente de Lyapunov espacial
indicaria que el desorden espacial es mayor, aunque este intervalo también posee
zonas mas ordenadas.

Fl analisis temporal de las soluciones mostré que el sistema sufre una serie de
bifurcaciones a partir de un estado periddico inicial, que perdura hasta A = 0.71785,
cuando ocurre la primera bifurcacion. La intermitencia observada en la figura 6.11a
sugiere que esta bifurcacién podria ser un saddle-node, a partir del cual se crea
un atractor cuya frecuencia es inconmensurable con la frecuencia del forzamiento
(cuasiperiodicidad), y que coexiste con el atractor excitado por el driver (figura
6.14b). Las nuevas frecuencias que aparecen a partir de A ~ 0.848 son multiplos
enteros tanto de la frecuencia de la fuente como del segundo atractor. Este ultimo
desaparace (0 se vuelve inestable) a partir de A & 2.3202. Justo en ese valor de
A ocurre una explosiva aparicion de frecuencias, que bajan su valor a medida que
crece A, ocupando una pequefia regién del espectro para repentinamente desaparecer
cuando A 2 3.86 (figura 6.14d). Después de esta transicion, el namero de frecuencias
presentes en el sistema baja considerablemente, para volver a crecer hasta llegar a

formar un continuo cuando A = 4. Es posible que esta zona sea una tipica ventana de

orden acotada por un saddle-node y una crisis. Ambas bifurcaciones estan asocladas
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a la presencia de intermitencia.

Se encontrd que el comportamiento espacial en funcién de la amplitud de forza-
miento estd correlacionado con la aparicidén de nuevas frecuencias temporales, puesto
que el exponente de Lyvapunov promedio experimenta fuertes aumentos para valores
de la amplitud A en que el numero de frecuencias temporales en el sistema se dis-
para. Cuando el exponente A alcanza valores maximos en el intervalo del pardmetro
A £ [3,5] el sistema posee un comportamiento temporal cadtico en el subintervalo
A€ ]4.2,4.552], que esta contenido en el primero. Las soluciones en el intervalo més
pequefio presentan a la vez desorden espacial v temporal, es decir, existe en dicho
intervalo caos espacio-temporal. En otras palabras, se encontraron pruebas de la
existencia de turbulencia en la ecuaciéon DNLS forzada con una onda monocromatica
externa.

Cada vez qué ocurre una bifurcacion se observa intermitencia (figuras 6.10 v 6.11),
hecho que apovaria el diagnéstico hecho anteriormente, puesto que la intermitencia
es un fenémeno asociade a estados turbulentos del viento solar [10]. Se sabe que la
intermitencia puede ser inducida por una crisis. Por otra parte, para que ocurra una
crisis es necesaria la presencia de dos 0 mas atractores en el sistema. Justamente este
hecho queda en evidencia al notar que la envolvente de la solucién, para un valor
del parametro del cual se sospecha un estado turbulento, evoluciona temporalmente
(figura 6.17) conteniendo muchas ondas de distinta velocidad de propagacién. El caos
temporal se deberia entonces a la turbulencia de fase provocada por la superposicion
de modos propagantes.

Es interesante notar que el modelo estudiado, que describe las fluctuaciones no
1ineale_s de las ondas de Alfvén en un plasma de densidad constante en presencia de

un campo magnético homogéneo, presenta una gran variedad de fendmenos, s6lo por
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el hecho de incluir una fuente de energia externa. Mds importante es el hecho de que
algunos de los fenémenos observados a partir de los datos obtenidos en las simula-
ciones han sido observados en el viento solar, plasma que cumple las caracteristicas

del sistema descrito por la ecuacién DNLS.

8.3. Fuente gaussiana

Se estudié la respuesta de la ecuacién DNLS forzada con una onda de amplitud
modulada por una gaussiana, encontrando como depende la respuesta del sistema en
funcién de los diferentes parametros que modelan a dicho driver. En el caso estudiado
la fuente S(x,t) estaba bien localizada, es decir, el ancho de la envolvente era mucho
mis pequenio que el intervalo de integracion espacial. Se encontrd que la respuesta
del sistema varia considerablemente tanto al variar la velocidad de propagacion como
la longitud de onda de la fuente.

En el primer caso se encontré que la amplitud de la densidad de energia decae
asintéticamente con la velocidad de la fuente. Esto quiere decir que el sistema absorbe
m4s energia mientras mas lenta es la onda de entrada. Aunque esto parece natural
de pensar, uno de los experimentos numéricos (figura 7.5b) mostrd la presencia de
un escalonamiento en la dependencia para valores pequenios de V,. Esto en el caso
en que la longitud de onda es similar al ancho de la envolvente del driver.

~ Al variar la longitud de onda, fijando los otros pardmetros, se encontrd que pa-
ra determinados valores de A la densidad de energia presenta méaximos sobre una
curva que crece de manera aproximadamente suave (7.3), lo que se ingerpreta como
resonancia. El sistema es capaz de absorber mucha maés energia en dichos estados
resonantes, ademas de que la energia se absorbe a una tasa temporal idéntica al

periodo de la fuente, lo que no ocurre cuando no existe resonancia (7.10). Por otra
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parte, cuando los valores de A tienden hacia el limite permitido dado por el ancho
de la gaussiana, se evidencian irregularidades en la curva de dependencia de la den-
sidad de energia. Si se considera que la pérdida de comportamiento normal ocurre
también para la dependencia respecto de Vi cuando la longitud de onda se parece
a L, entonces es posible concluir que en la regién de parametros dada por A ~ L v
V., < 1 el sistema es mas sensible a sufrir bruscos cambios de comportamiento ante

pequenas perturbaciones de la fuente.

8.4. Conclusiéon general

La idea de esta tesis fue profundizar el trabajo realizado por Hada ef. al. [14]
v Chian et al. [15] acerca de las ondas no lineales de Alfvén descritas por la ecua-
cion DNLS, a través de un modelo ODE en el contexto de los sistemas dinamicos.
Este modelo predice la existencia de soluciones caoticas cuando son forzadas con
una fuente monocromatica. Por otra parte, la relevancia fisica del modelo es que se
encuentra la presencia de intermitencia en él, fenémeno observado al analizar datos
reales del viento solar [10]. Segun el modelo, la intermitencia a,lf\-rénica serfa indu-
cida por dos mecanismos: al ocurrir una bifurcacién saddle-node (intremitencia de
Pomeau-Maneville) y tras una crisis interior (intermitencia inducida por crisis). Esta
fltima tendria especial relevancia fisica, puesto que ocurre cuando el sistema se en-
cuentra en un estado caotico. La evidencia observacional muestra que el viento solar
se encuentra en un estado cadtico [11], por lo que es posible relacionar un evento de
intermitencia en dicho sistema con la ocurrencia de una crisis. Una idea planteada en
esta tesis es que la presencia de una segunda onda, aun de distinta frecuencia que la
original, puede lograr que el sistema se ordene, constituyendo una forma de control.

A pesar de este avance, el modelo ODE no deja de ser una primera aproximacion.
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puesto que sus soluciones son ondas viajando con velocidad constante, parametro
que debe fijarse al integrar numeéricamente las ecuaciones, truncando asi el espacio
de soluciones al que se tiene acceso.

El resulsado mas relevante en esta tesis se obtuvo al estudiar numeéricamente la
ecuaciéon DNLS sin ningtn tipo de aproximacion, destacandose los resultados que per-
miten concluir la existencia de soluciones turbulentas e intermitencia, lo que conecta
estos resultados con los obtenidos con el modelo ODE, v a su vez con la dindmica de
un plasma real (viento solar). Por otra parte, cabe destacar que el enfoque general
en esta parte siguio6 siendo el de los sistemas dindmicos. El diagrama de bifurcacién
mas novedoso fue el construido a partir del espectro de frecuencias temporales de las
soluciones (figura 6.14). Es interesante notar en este punto que la idea de diagrama
de bifurcacién que se tenia en el caso de ecuaciones diferenciales ordinarias apunta
a la obtencién de un mapa, mientras que la construccién de mapas en el caso de
ecuaciones en derivadas parciales no es simple, o bien no resulta ser una herramien-
ta muy util. Entonces en este contexto se entiende por diagrama de bifurcacién una
coleccion de datos que dependen de cierto pardmetro que controla el comportamiento
global del sistema (hasta aqui es lo mismo) que den cuenta de alguna caracteristica
relevante del mismo: las frecuencias presentes en el sistema, algin indice de desorden

como el exponente de Lyapunov, el flujo de energia, etc.

8.5. Trabajo futuro

Las siguientes son posibles lineas a seguir para continuar con el trabajo comenzado

en esta tesis.

1. Sistemas dinamicos: para dar una explicacién mas cabal sobre las bifurcaciones

descritas en el capitulo 6 es necesario aislar las érbitas periédicas inestables in-
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volucradas en las transiciones. Una posibilidad es usar métodos de control para
ecuaciones parciales diferenciales como el descrito en [47], donde se estabiliza
una Orbita periddica inestable presente en el sistema cuando éste se encuen-
tra en un estado cadtico mediante la excitacién de un modo espacial. Dicha
perturbacién se disminuye por retroalimentacién a medida que el sistema se
controla. En la misma linea, se hace necesario obtener las variedades asociadas
a las 6rbitas cuando se sospecha la ocurrencia de una crisis, pues al determinar
qué tangencia es la que provoca la transicién es posible establecer, en princi-
pio, caracteristicas de la intermitencia asociada a ésta, tales como el tiempo de

Intermitencia.

En esta tesis se usé como fuente externa para la ecuacién DNLS una onda
monocromatica, lo que obviamente es una simplificacion. Una posibilidad para
hacer mas realista el modelo usado en este trabajo es acoplar dos ecuaciones
DNLS, una que funcione como fuente y otra como sistema receptor. Habria
que poner especial atencién en el modelo de disipacién a usar tanto en la
ecuacion que genere la fuente como en la ecuacion receptora. La disipacion tipo
fAluido usada en este trabajo no necesariamente representa bien los procesos de
transporte de energia en plasmas como el viento solar, donde la inyeccién de
energia proviene de inestabilidades resonantes en las cuales estan involucradas
iones de alta energia [14]. Han sido probados otros modelos disipativos en 1a
ecuacion DNLS, como en [44], donde se usa un modelo de disipacion que da

cuenta de los efectos cinéticos.



Apéndice A

FExponente espacial de Lyapunov en

PDE

Una ecuacion parcial diferencial que describe la dindmica de cierta funcién u =

u(x,t) en general se expresa como

du

— =F(u,x,1), (A.1)
5 = F(ux1) (A1)
donde F es un operador que actia sobre u. A través de un esquema de diferencias

finitas, la ecuacion (A.1) se puede escribir de la siguiente forma:
?+l 11-'_,; / kY \ )
T = f(\{uj i Azx). (%._.)
Ahora f es la representacién del operador F en el espacio discretizado, el cual se
divide en N trozos de tamatnio Az, los cuales estan rotulados con el subindice 7. A
su vez, el tiempo, dividido en trozes de tamafio A, se rotula con el superindice k.
- i o TN - s k1 o faqktl
A partir de la ecuacién (A.2) se puede encontrar la relacion entre {ui} y {u;"}.

Considérese ahora la matriz jacobiana dada por

ufTt  aufTt pufT! BufTt

5uff ng Suf{ Bu':if

Buf™  guit!  Auit! Aust!

S Sk ) 3t
B. e duf Jug duj Juy, ) (_j&‘})
LY /

fufft  Gui?  eaft "l

duf dug dug dJu’,
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La matriz Bi x contiene informacién acerca de la estabilidad lineal del sistema y
el grado de desorden del campo u en el instante k-ésimo de tiempo. Es importante
notar que el determinante de Bix da dicho grado de desorden [43]. Se define el

exponente de Lyapunov promedio como

,\k = "\*f" | k, V| (‘A‘;J

donde | - | representa el determinante de la matriz. Cada entrada de By v es a su vez
una matriz de m x m, siendo m la dimensién de u, o sea, el nimero de variables
independientes. En el caso de la ecuacidon DNLS m = 2. Separando la parte real de

la imaginaria en dicha ecuacion se obtiene lo siguiente:

ab, @ o B b d%b, o*, y =
5 T (}:;j—ﬁ:‘Lbyi\bi + 0]+ u 972 + 7 drj = S (A.5)
b, 8 e .9 db, &b, ;

ot ki (ygtb ‘\bi + 0l - p E)L—I T oz? ~ 7% (5.6)

Las ecuaciones (A.3) y (A.6) discretizadas son:

YRl & , ; ,
¥, J s s T & _ \f K —)Zf ZA; T
A?ﬁ 2&.}6 L'Jyg—l ¥, 71_1 g + ] 1]
' ’7 k ko k vk -
_Arz[y }/kTY] l}TDYj, (A7)
d Loy e N GE NEE e A E LY
At 'ZA:::[ A ”'J Agt I J ¥ ¥
N ok : B] L gk
;\."E 7j+1 22;6—207 *1 ]'— ZJ (r& 8)
En las ecuaciones anteriores b, — Y y b, — Z, NY = b (b +b2) vy NZ =

b | bf, +b%). Como en el esquema de diferencias finitas usado las derivadas espaciales
se aproximan a primeros vecinos, los tinicos elementos no nulos de la matriz By

seran la diagonal y los elementos vecinos a s. Estos son



a},;_k-e'-l L At

ovk — N5

ay}k+1 . At

8ZF ~ HaAg

82;*1 _ o A

ayF ~ TMAR

0zZ; ™ g

ozF = T Ap

gy kr1 At L9 At

- =—a—(3VF ‘4 zk By _ 0%

ay;fgrl QQAI( J+1 +Zj-r-1) T?AI._

a}'—.k'r-t _/At & ~ At

C)Jk o “O‘Z\_—;}/;-‘rlzj'ﬂ HRge

azrt! At At
I = —q—YF 7k —s

Y}, Az =145 T EERE

aZ}'H-l At 5 2 At
F— = —a——(3zk PLyk Y _, 80

0Z7 QQA:C(S &l ) AL

gy At : : At
= (3Y'k—12 - Z&—lz) ——

an_l 2Ax~ J Az?

@y—fc-i—l p At

p '] :aﬁy'k—lzk—l ‘U’_A_

A Ag 7470 Ap?

aZ;iﬁ-l = At k k : At

oYk, = YAz i TR

@Zk_l At 2 At

o = 0 (3ZF T vk

0ZF_, Prats A J Az?
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(A.16)

(A.17)

(A.18)

(A.19)

(A.20)
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