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Basdndonos en una idea intuitiva debida a Hirsch y lNazen
ko desarrollamos un mdétodo perturbativo aplicable al grupo de
renormalizacidn para sistemas definidos en redes a temperatura
cero., Esto permite una prescripciodn sistemdtica para estudiar
el comportamiento critico de sistemas definidos en red ademds
de una forma de aproximarse orden a orden a los valores fisicos
para los exponentes criticos de tales sistemas,

Se estudia un primer ejemplo, el Ising con campo trans-
versal (TTM) en dimensidn uno hasta segundo orden en teoria de
perturbaciones. También hasados en el método de reduccién di-
mensionzl se estudia el modelo de Ising en dimensidn 2 y se

calcula el punto critico de Onzaquer.




1. INTRODUCCTOM

~ .

Empezamos con una pequefa resefia histdrica que sirve como
motivacidn para el estudio de los fendmenos criticos en Mecdni-
ca Estadistica.

En 1850 7. Clausias formula definitivamente las leves de
la termodindmica (1), basado en las cuales en 1873, “ibbs empren
de la tarea de caracterizar la familia de estados de equilibrio
de un sistema fisico cualquiera (2) v (3), Tstas jideas de Cibbs
entusiasmaron rdpidamente a Maxwell, quien escribe un capitulo
completo acerca de esto en su libro "Teoria del Calor" (4). Sin
embarco, aparte de Maxwell, fue escasa la influencia de Cibbs
en sus contempordneos del siglo XIX, El mensaje de los primeros
trabajos de Cibbs puede resumirse en la afirmecidn: "Los estados
de equilibrio de una sustancia termodindmica formen una variedad
diferenciahle cue representa el grdfico de una funcidn convexa
en S (la entropfa) vy V (volumen), llamada U (energia).

En sus trabajos posteriores, Nibbs estudid también la exis
tencia y caracterizacidn de puntos criticos en el sentido de
la termodindmica (coexistencia de fases), descripcidn de estados
metaestables, fendmenos fisico-quimicos de 12 capilaridad, fuer-
za electromotriz y catdlisis, hasta llecar a establecer en 1902

la Mecdnica Estadistica tal como la conocemos ahora.

Paralelamente, Van der Waals deriva una ecuacidn de estado




cque describe una transicidén liquide-gas, la cual junto con las
ideas de Maxwell dan un modelo cuantitativo en acuerdo razonable
con la evidencia experimental, De aaui se derivarfia, afios mas
tarde, la ley de estados correspondientes gue es mas general aue
la ecuacidn de Ven der Waals.

Contribuciones importantes tembién fueron bechas por Max-
well y Boltzmann al problema del ecuilibrio en mecdnica estadis
tica y muestran como se obtienen las leyes termodindmicas a par
tir de la dindmica microscépica.

Posteriormente, Curie-Weiss en 1907, construyen una teo-
ria de campo medio para el ferromacnetismo, en 12 cual se supQ
ne interaccidn de spines a través de un campo efectivo (campo
molecnlar), el cual es proporcional al promedio de la magneti-
zacidn del sostema. 51 las interacciones de 1la moldécula con o-
tras es aproximada por un potencial efectivo de ranco infinito
v ruerte blindaje, se obtienen los resultados de Van der Weals
con pequefias mejoras. Por esto el modelo es equivalente a uno
con interaccidn de rango infinito. Este modelo auncue incorrec
to, permite cnalitativeamente al menos, una primera visidn acer
ca de fendmenos criticos v del comportamiento de las cantidades
termodindmicas en las vecindades de una transicidn de fase.

Para el modelo de Lenz-Isino en dimensidn uno, Ising de-
mostrd en 1924 e¢ue no hay macnetizacidn espontdnea ( M(I'=0)=0 )
y conjeturd que lo mismo valdria para redes en dimensidén dos v

tres. Sin embargo, en 1936 R, Pierls demuestra para una red 2




dimensional la existencia de una temperatura T 1lamada tempe-
ratura critica o de Curie, bajo 1a cual la macnetizacidn espon-
tdnea no se anula.

Basado en argumentos de duzalidad Kramer-Wannier en 1941,
calculan esta temperatura obtenindo la solucidn senh (2y )=1,
con ¥ = J/kT. que es la correcta.

En 1944 Onsacuer obtiene wvna fdrmula explicita para la e-
nergia libre en el modelo de Ising, en dimensidn dos para cam-
po magnético nulo para todo valor de la temperatura. Encuentra
una divergencia locaritmica en el calor especifico para T=T, .

Posteriormente en 1952 Lee v Yang (5) demuestran, para u
na clase grande de sistemas definidos en red, cue. las transi-
ciones de fase ocurren sdlo para campo magnético externo nulo.
Ademds, demuestran alaunos tearemas sobre la existencia de 11
mite termodindmico de algunos sistemas,

S6lo en la década de los 60 se ha desarrollado la teoria
general de sicstemas de spines definidos en redes con Miracle
sole, Ruelle, Robinson y lanford, cienes estudian modelos que
consideran spines acoplados a un nimero arbitrario de vecinos
con interacciones similares a las del modelo de Lenz-Ising.

Actualmente existen tres enfoques complementarios:

i) Resolucidn de modelos exactamente solubles
ii) Teorema de existencia de transiciones de fase en diferen-

tes modelos:

iii) Grupo de renormalizacidn




Esta dltima es iniciada en 1965 por Widom-Fisher, con
su hipdtesis fundamental: cerca de la temperatura critica T
las magnitudes termodindmicas F, C , M, se comportan como una
simple funcidn de (T-T.) ,donde se llama exponente critico.
Usando métodos independientes, se establecieron clertas desi-
guadades entre los exponentes criticos: Rushbrooke,Griffiths,
Buckingham-Gunton; experimentalmente se observabs que dichas
desigualdades se saturaban, es decir se satisfacfan como igual
dades en diversos materiales ferromagnéticos,

En 1965 Widom, Domb y Hunter introdujeron un esquema ma-
temdtico muy simple, pero fisicamente no justificado, del cual
se obtenian las igualdades de los exponentes criticos. A esta
hipétesis se la l1llamd hipdtesis de escalamiento estdtico y esen
cialmente afirma que la energia libre del sistema se comporta
como una funcidn homogénea de sus variables, lo cual reproducia
la evidencila experimental que ha sido caracterizada con el nom
bre de Universalidad.

$dlo en 1966 Kadanoff, Fisher, Wilson introducen la idea
de grupo de renormalizacidn basados en la idez de reducir grados
de libertad sin quitar informacidn fisica. Esto es fisicamente
plausible ya que a pesar de gue los fendmenos criticos son un
problema de longitudes de onda grande, dado que la longitud de
correlacidn es infinita en T=T., solo algunos de ellos son rele
vantes en una vecindad de la transicidn de fase.

En los afios 70 despertd gran interés el aplicar las ideas




del grupo de renormalizacidn en espacio real para sistemas de-
finidos de redes, Wilson, uno de los pioneros en su estudio del
problema de Kondo,Drell, Weinstein y Yankielowicz estudian el
Ising con campo transversal a temperatura cero. En esta linea
Hirsch y Mazenko proponen un método de como mejorar 1las pres-
cripciones de los autores anteriores. Sin embargo hay inconsis
tencias en su trabajo ademds de ambigiiedades en sus resultados,
a pesar de esto la idea es fisicamente interesante,

Este es nunestro principal foco de interés, el desarrollar
un método consistente gue permita sistematizar vy mejorar orden
a orden las técnicas del grupo de renormalizacidn.

Se empierza en capitulo II dando una rdpida descripcidn
de transiciones de fase a través de la definicidn de los expo-
nentes criticos, un modelo tedrico simple que describa la feno
menologia asociada y finalmente la definicidn mds formal de re
normalizacidn en espacio real y momentum.

En el capitulo TIT se plantea el problema general de en-
contrar un método perturbativo de renormalizacidn en espacio
real y se encuentra una solucidn explicita hasta secondo corden.
Se concluye este capitulo con dos ejemplos, el Ising unidimen-

sional con campo transversal v Ising simple en red cuadrada

bi-dimensional.,




2 DETINICIONLS ¥ ASPECTOS GENERALLS

-

a. Definicifin de exponentes crfticos v desigualdades rigurosis

Experimentalmente las cantidades termodindmicas se comportan como

unz potencia de la temperatura reducida

T-T.
T = (1)
T
Cc
es decir, se anulan o son divergentes para T = 0
los

A continuacidn se muestra una tabla con las definiciones de

diferentes exponentes criticos (6).




TABLA ]

b [ TS S
I e

Sist.

Liquido

Sist. Mugnéticns

Exponente Nombre Definicidn valor Exp. Definici6n valor Exp.
e calor especi- P=P .= H=0, M=0
ala’) fico L_ ¢
T L I
Cv T>Tc CH - Tc
1 ]
i - . — A
Cv 5 T, CH (=71 T TE
. pardmetro de  P=P z 0.346=0.01 H=0 0.33:0.03
- orden BL—BE%—'{)L M- (-7)
Funcibn res- P=PC, g O B=0, M=0 ~1.33=0.3
y(y") puesta 1iso- compresidn 1.37%0.2 susceptibilidad
térmica. v mesh PP S .24
hT T T>Tc hT T T Tc Yaid
T "'\' - e =Y -
kT (-1) T TC kT (-7) T '1'_C
Isoterma T=Tc T=TC
¢ FLGHED P—Pc'-lp—pcl_:sqn 41%0.1 H~M sqnM 45:0.4
(P=2.)
Longitud P=P , O=C. H=0, M=0
w(v") de correla ¥ cu ¢ —
E 2 £~7" T>T R A i 0.65=0.3
cidn . & _ut €
Eef=g)" Y BET (-1 TET,
Funcion T=TC,P=PC,O,=pC T=TC, H=0, M=0 0.07=0.0
n de correla

cidn

. =(d=-2+1
G(x)=!x1 ( )

~(ay=ix O

Donde la longitud de correlacibn se de

cién para dos particulas

fine a partir de .a funcidn correla
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longitud de correlacidn

Los nueve exponentes
través de desigualdades que
(7).

Desig. de Reishbrooke: a'+ 2i+ °'3 2

Desig. de Griffiths : o'+3(1+8)s 2
. )

¥' 2 £(8=1)

v (8+1)» (2-2)(6-1)

d (3;—1-)32

Buckingham-Gunton o

donde d es la dimensidn del sistema.
Los
malizacidén son:

i) A pesar

tintos materiales, experimentalmente se observa (8) que son iguales

gran precisidn para un amplio ramgo de ellos.

|x|=> ®

anteriormente definidos estan relacionados 4

han sido establecidas por diferentes métodos

(3)

dos hechos notables que motivaron las ideas de grupo de renor-

que en principio los exponentes podrian ser diferentes para dis

con

Esta propiedad se conoce con

el nombre de Universalidad; muestra que para el comportamiento critico los

detalles de la dindmica juegan un rol secundaric y que es mds importante

el comportamiento cooperativo que resulta comiin para todos los sistemas

cerca del punto critico.
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ii) Las desigualdades (3) s¢ cumplen experimentalmente come irualdades:

a = o

v = v'

vyer

u, = 2= ‘,}d

B = y/(d-1) (%)
{ = v(2-7)

o = 2=2r-

§ = (d+2-7)/(d-2+7)

v por lo tantc, de los nueve exponentes s6lo dos resultan independientes.
Este Gltimo resultado motivé que Widom, Domb v Hunter (3) introdu-
jeran una hipdtesis fisicamente injustificada pero que reproducia el com-
portamiento experimental.
Esta hipdtesis se expresa simplemente exigiendo que el potencial de
Gibbs fuese una funcibn homogénea generalizada cerca de la temperatura

critica:

63,2 B) = AG(z.H) (5)
donde ap Vv a, son parametros, H campo magnético

Esto se conoce con el nombre de Hipbtesis de escalamiento estatico.
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b. Teorfa de Campo Medio (Landau)

Landau propuso wn modele fenomencllgico que permitia entender cua-
litativamente estos hechos experimentales.

Landau no especifica la dindmica del sistema, plantea unz forme in-
tuitiva para la energfa libre cerca dv la temperatura critica. Para esto,
se basa en lo sigulente:

i) Dado que la magnetizacidn espontdnea se¢ anula para T = Tc’ plantea una
expansidn de la energfa libre en términos de la magnetizacidn M(X) pa
ra campo magnético externc débil.

ii) S8lo hav interacciones spin-spin, de donde aparecen sdlo potencias pa-
res de M en la expansidn, excepto el acoplamiento con el campo magnéti
co H.

iii) Dado que cerca de la temperatura critica la longitud de correlacibn es
muv grande, M debe ser una funcidn '"suave" de x. Por lo tanto, se re-
tiene s8lo hasta términos (?5)3.

El modelo que planted, conocido como Landau-Ginzburg tiene la for-
ma:

F = (D[ (D30(D+ 7 M () UD+(TH 20 M)

donde FO{T) es la energia libre para M = 0.

Se busca entonces extremar el funcional (6) F = F[M]

De donde:

H(x) = {r(T) + WD) M (x) - 20%; M(x)
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Cuandc el campo magnltico aplicade es uniforme (7) tiene una solu-

cidn con M uniforme:

: 2w -
[F(T) + (T) I‘.z] !‘.}: = hz (8)

donde z es la direccion del campo magnético aplicado.

En el 1limite de H™ 0, las soluciones de (8) son:

MZ =0 (9a)

) (9b)

la solucidn (9a) corresponde a T> Tc, v la energfa libre es minima s6lo

si >0, U>0.

La solucifn (9b) corresponde a T'T_ con magnetizacidn espontédnea,

v la energia libre es minima s8loc si I'- 0 v U<0.

Gridficamente
|
20 r¢o f r70T
U0 u>»o uco

. VK
jRVS w

FIG. 2

Landau supuso lz siguiente forma para T(T) v U(T):

r(T) = a(T-T) (10)a,b

U(T) ~ ct€ >0 si T~ T




Con esto &€ obtiene

i) Naggetizaciﬁn espontdnea

M =/ - L ~(-—t)”2

o u(T)

de donde:

ii) Susceptibilidad magnética

L oM
}‘ ‘-) - (aH)

H=0
si t>0, M= 0, se tiene
X(t) = ._.l_- - .._1._ t_l
r(t) !

12

t = temp. reducida

(12)

(13)
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iii) Magnetizacidn como funcidn del campo aplicado

para t = 0

H=UN = 8§=3 (16)

iv) Calor especifico

Si t°0 FME) g = 0
t<0 F(Mit) g = - 123 - cte ¢? (17)
de donde a=ca"'"=0 (18)
v) Funcibn correlacifn
-r') = <M - > o= q >
glr-r') = [u () - M(p¥] M@ =< M (")) (19)

usando la ecuacidn (6) se obtiene la ecuaciln diferencial para g, si

T>T v H = 0:
c - -

GUr(T) - 29 g(r,r") = (kD) 87 (x, 2" (20)

la cual tiene solucibn:

) .=(d=2 ;
glrx") = irr'i (62 exp (-ixz'1/D (24

A
o VY¥INTD |
4
0

Yoiong1g
4, —— N
T

5g o¥




14

donde d es la dimensidn v la longitud de correlacidn §

o )
g = - LI“ (22)

v2r(T)

Resumiento los resultados de lc teorfa de campo medio:

Exp. critico Teorfa del Campo Medio Ising cuadrado exacto
B 1/2 1/8
Y Y 1 7/4
6 3 15
o, 0 0
v,y' 12 1
n 0 1/4

A pesar de las serias discrepancias con la solucidn exacta esta mo
delo simple permite calcular todas las cantidades termodindmicas relevan-
tes y verificar formas de reescalamiento.

Sin embargo, &sta no puede ser una teorfa correcta pues es indepen

diente de la dimensidn del espacio, lo cual contradice las evidencias ex-

perimentales.




¢) Renormalizacidn en espacio real

i) Motivacidn

Dado que cerca de la temperatura critica Tc la longitud de
correlacién es muy grande, v diverge para t = TC, los fenfmencos criticos
representan una clase de problemas que involucra muchos grados de liber-
tad, lo cual ‘hace imposible un c8lculo directo ya que se deberia tomar en
cuenta todos los acoplamientos que se produzcan en blogues con dimension
igual al orden de magnitud de la longitud de correlacién %, lo cual corres
ponde a volimenes gd con d la dimensidn del sistema.

La idra bisica de reducir pasc a paso los grados de libertad
manteniendo la fisica del sistema invariante es debida a Kadanof{ (9).

Para mavor claridad pensemos en un sistema tipo Ising defi-
nido en una red de dimensidn d y espaciamiento elemental a. Si agrupamos
los espines en bloques tal que el volumen sea menor que Ed con £ longitud
de correlacifn, los espines estardn fuertemente correlacionades y por lo

tanto, podemos suponer que el spin total del bloque puede tomar sb6lo dos

K

tre Ld, (L—l)a, waey —Ld con L > 1, fraccién de aumento del espaciamiento

valores = § de los muchos permitidos, los cuales est@n comprendidos en
elemental. Luego el spin del bloque sera aSR, oL representa el factor de
reescalamiento del spin, de aqui concluimos que el sistema formado por es
tos blogues se comporta nuevamente como un sistema de Ising donde se han

reescalado los espines y ‘el espaciamiento elemental se ha incrementado por

un factor L. Al expresar la longitud de correlacifn en unidades del nue-

vo espaciamiento de red, Esta se ha reducido en un factor 1/L.

-
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lterandc este proceso de puede reduvirt vl numero de grados de li-
P £

bertad hasta tener un problema soluble por algdn método stundar,

ii) Definicibn formal

Sea un sistema definido en una red du espaciamiento elemental a des
crito por un hamiltoniano # con variables . Lntonces la funcidén parti-

¢cidn del sistema estd dada por:

~

Z®Tey g BH (1)

donde T}c es la traza sobre variables O
Se introduce el grupo de renormalizacibn a través de 17 transforma
cién T(z,u), que satisface
Tr, T(0,p) = 1, (2)
p representa la variable del sistema renormalizado v se define el hamil-

toniano del nuevo sistema H'(u) y G a través de la relacidn:

-B(G#H " ()]

e = Tra,('l'[o’,,u] e (3)

—H;(Oﬁ )

Con esta definicidn y (2) la densidad de enmergla libre del sistema resul-

ta ser invariante

&

Lim 1 Ln(Zn) en el limite termodinamico (4)

F g X

Lo cual garantiza que la ffsica del sistema no cambia al hacer este pro-
ceso de renormalizaciédn.
A partir de la relacién (3) se define una transformacidn analitica

entre las constantes de acoplamiento que aparecen éen el hamiltoniano:




Kl =K'y (Kg) (5)

1o cual es equivalente a obtener un nuevo hamiltonianc H' al hacer un cam
bio de escala r'= r/L, es decir

H' = Ry[ ) (6)

donde R; es la :ransformacifén de renormalizacién, la cual nc posee inverso
pero si satisface

(semi-grupo) (7

Podemos entonces escribir (5):

K' = Ry [ K] (8)

-l . . .
v se desea encontrar H~ que sea invariante frente 2 la transformacifn R
de grupo de remormalizacidn © equivalentemente K* tal que
& %
K™ = Ry (K7) (9

y de aqui se puede estudiar el comportamiento critico como veremos a con-=

tinuacidn.

iii) Superficie critica

*
A partir de la relacifn para el punto fijo H :
* S
R @) =B (1)
suponiendo analiticidad de R en torno a H*,  se tiene: T

R (B + £Q) = B + €140 + 0(c%) (2) St




con € << 1
Queremos encontrar los operadores propios de L v sus autovalores.
Para eso observamos que:

* = 5
RL1 RLz(H +€EQ) =H + 20 LL2 Q + 0(=7) (3)

usando la propiedad (7) obtenemos:

= L
LLl L- LLi L1

luego, si {lj(L)}jeI es el conjunto de autovalores de L. :

w
S

- 3 = ¥ 1 . (
11(1.1) )\J(l.z) RJ(L‘Lz)

si suponemos que A es diferenciable respecto de L, la solucibén Gnica de
Y. .
lj(L) =1 ] (6)

con Yj independiente de L.
Para interpretar la relacién (6) consideremos una base de operado-

res Hu que representa acoplamiento con un nimero arbitrario de vecinos,

entonces:

K W (7)

H = - o

L
a

K o SO0 las constantes de acoplamiento.
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De (3) tenemos:

L ~ * Lin
H' = RL(§ K, W, ) = RL(E RS +70K, W) (8
- RL(H* + I 8K, W) (9)
o

Donde hemos hecho:

e 1k
= IK, W, (10)
o
Finalmente:
*
'=
H H +L6 KGLL Wa
o
=-H*-+Z'5Kam Lo Yiig
o al
suponiendo que LL es diagonalizable:
_ -1
Lpag = Do lo Dcs (12)
Definiendo:
U =6K D °
g o og (13)
e |
QG = Dog ¥p
Obtenemos:
*
. ;
H H +§hUUUQU (14)

En efecto se tiene:
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L Q= A5 Q% (15)

Luege de (11) obtenemos:

T —
GKB i SKa (LL)uB (16)a
es decir:
oK!
Liip =~ (16)b
o BKB K*

De (6) vemos que al aplicar reiteradamente RL los U resultan ser:

1 = i
vl =L 1T, (17)

esto motiva clasificar los (Ui’Qi) segiin su dimensifn andmala Y;:
Se dice que (Ui, Qi) son?
relevantes si Yi> 0 (Ui crece)
irrelevantes si Yi< 4] (Ui decrece) (18)

marginales si Yif=0 (Ui invariante)

Si H no posee pares relevantes, entonces la aplicacifn reiferada de R
condficird a un H*, el cual es el punto fijo estable (atractor).

Si H posee al menos un par relevante, entonces el punto fijo H*
serd inestable, ya que al aplicar reiteradamente la transformacion a H
dste se alejard exponencialmente.

Por lo tanto, H* es punto fijo estable respecto de las variables

irrelevantes e inestable respecto de las relevantes., Por ello se dice
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que los Ui irrelevantes son las coordenadas del subespacic cuyos puntaos H

. % . . - .
son atrafdos hacid H, se la llama superflcie critica (10},

espacic W superiicie critica

~

iv) Obtencifn de los exponentes criticos

La hipBtesis fundamental consiste en que la funcidn energla libre
f(KX) puede separarse en una parte regular fR y otra singular fS en el sen
tido que en las vecindades del punto critico las cantidades termodindmi-
cas que divergen (¥ estin definidas en tErminos de las derivadas de f)
estan cfanrinadas por las contribuciones que provienen de fS(K).

La hipBtesis de escalamiento es:

B T A i
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Is(h) = (N ) fs(K) (1)

donde (K,N) caracteriza al sistema original, N nGmere de punte dv la red.

I constantes de acoplamientoe
(K' N') caracteriza a2l sistema reescalado.

Supongamos que hay una variable releventa F} que originalmente es

pequeha, luego existe cierto

Vo ‘n'i] . e 5
Ul L Ll 1 (2)
de donde
-n _ )4 9
L = U1 (3)
sustituvendo en (17)
T -Y./Y
P A T .
Li (L) Li L1 L1 (4)
De donde (1) se puede escribir:
e oy =1 ™5, (89
sti S i , .
—nd =Yz /Y -Ya/Y: U )
=L fs (1, Ug Uzs Uy 3s s%%8
. Uz Us
. d/Y
= l—‘l YI(""'_r,_-T' y v v, ? R (5)
Uii‘/‘u UYllei

Para el caso que existan 2 variables relevantes U; = t (temperatura redu-
q P

cida) y Uz = h campo magnético de 5) obtenemos:




d/Yt A
jm Yahjt]®)

(6)al

f.(r, h) = d/Y
g he H 1
| 1nl " Yate/In o)

donde: D=1 N (7)
Dad(: que - %% _ . 9i . _ 3M )

' "5z o BT @R, T 8 =0 (8)
Se obtiene de (6):

d .d %;’9
b =Y D]elt Y10

/Y ~Yp!Yy
M= Y]]

(9}

d/Yt—ZYh/Yt
x = Y0 |t]

d/yy-1
= Y2(0) -f}-]- h

=
|

{isando las definiciones .dadas en 2. a) para los exponentes criticos ¥

comparando con (9), obtenemos:

o

2-d/Y,

a-vy,
B =
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Y= (2v,-d) /Y, (10
8= Yy/(d=yy)

Por lo tanto, datos Yy € Y., todos los exponentes criticos pueden ser de-
terminados. .nversamente eliminando Y, € Y, se verifica en forma directa
que se satisfacen las igualdades entre los exponentes criticos como apa-
rece en £2a).

Para el modelo de Ising en d=2, se sabe que

n

Y 1 (11)
Yh = 15/8

Por dltimo, la longitud de correlacion del sistema es reescalada segln:
IS TR 5
e[ (0] = T E®) . (12)

v por tanto si K=K_ punto fijo, de (12) £(Kg) = = como debe ser,

Linealizando R(K) en K. :

R(K) = R(Kg) + M(K-K.) (13)

con
oK,
L
1L B ‘ak )Kc

=L , (14)

Adem3s de la definicidn del exponente V:
-V
E(K) ~ (RKQ) (15)

obtenemos:
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g[RK)) [R(KJ - X ]' v N
SR = 169

de donde se deduce que

\Y

L L/LnkL (17
A pesar que no es manifiesta de independencia del exponente V del

factor de reescaYamiento L = a'/a en efecto de iii) (6) se tiene

LL
-n
Lol

v (18)

1
Y,
1

v) Ejemplo
Considerando el modelo de Ising con campo magnético {11) definido

por el hamiltonianc

H(K,H,{s]) = - E(Ksisi+1 +h §3) (Na

la funcifn particidn estd dada por:

Z= (b
{s}
al formar blogues de spin e introducir la transformacidn T(S,5"):

s% {s}




donde T debe satisfacer:
L T(S,8") =1 (3)
{s%

v ademds,
1 Si la configuracién 'S es'compatible"” con la

configuracidn {s"}

(4)

T(S,S') =
0 En caso contrario

De modo que se debe inventar w T(S,S') que cumple con los dos requi

sitos mfnimos (3) v (4), tal eleccidn no es Gnica (12), una vez hecho es

to el problema de renormalizacidn consiste en expresar
£,-BH(K' ,{s'D

_ r fel
L T(S,5') € BH(K,181) como € (3)

{s)

donde f_ se interpreta como energfa libre por sitio.

Consideremos celda de 3 sitios:

—— i'=l . . I S S e s
Ee S R CRNLRNLY B CMCD  C
1 2 3
F1G. 1
red isomorfa
x X b
i'-1 i’ i'+1

Podemos escoger T de acuerdo a la Ley de la mayoria"

sty = T2 [14s st st 4500 ] 6
T(S'S") = i|§[1+ an Si'(si' + g il) (6)
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Luego, dada la configuracitn &' en la red isomoria (valor do £,

1
-

en la celda i') sClo contribuven la: conf{iguraciones sigulentes:

. 1 = 2 = 3 = '
0’1 - Sl-l S]-| Sl' Si'
. Y '
g2 : -SJ! = Si‘ = Sil = Si'
1,7)
. : 4 1
g, Siv = -S-i‘ = Si| = C‘il
OH Sl‘ £ S;r = "S'it = Sl'
v por tanto:
I 1es,s") G _ g gPHE) (8)
{s} {s}

Ahora efectuamos la suma (8) explicitamente y de acuerdo a (3) i-

gualamos con efO—BH(S"K')- Comparando factores linealmente independien-

tes se obtiene:

r g _"
3N + e - efo

. 3H+3K 49

-1 Lo & g -1 Al
ek, 26K EgHK'4H

(9)

- _-; 2_- ry '
JIM3K, —HoK | MK foHH

donde: (K,H) son las constantes de acoplamiento de la red original.

" La solucidén del sistema (9) es:




1/2 . /2
2h+3K -K h-K =2h+3K -K -h-K} 1
1 2 + -
K' =2 Ln (e + e e ) € 2+ € ] (10)a
(3€K + e'BK;
2h+3K -K h-K
h'=h+-%l_m(e e s 8 (10)b
Ve 2K, oK L oK
fo _ %_1 (82h+3k+ze—k+eh—K)1/2(8-2h+3K+Ze-K+e-h-K)1/2(39K+e;3x) (10) ¢
El puntc fijo satisface h'=h esto implica h¥=0 v de (10)z obtene-
mos:
L= 0, =
o (11)
h =0

v luego el punto fijo es trivial en este caso:

In L

*
. 0 K =0
9K'.
v = 1In (SE—)K* -{ x (12)

-] K =

le

Fd
va que K = © representa temperatura nula, es decir los spines del siste-
ima est3n alineados de donde la longitud de correlacidn es infinita.
Mencionamos finalmente que a partir de la expresidn para la ener-

gfa libre
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F(K,h) = 5 f (K,h) + F(K',h') (13)

r| =

v (10)¢ 8¢ puede celeular numlricamenty FK) (150

d) Renormalizacidn en espacio de momentum

Para fijar ideas consideremos un sistema definidc en una red de di
mensidn ¢ v espacio elemental L, cuva dindmica estd dada por el hamiltonia
no H[ 01 con variables de spin

4 partir de Efo) queremos construir un hamiltoniano de blogque. Pa

ra ello & partir de la definicibn de las componentes de Fourier de @

w0 g JRE g (1)
c K =

g =182 o~ g, (2)
K . <

=

donde la suma sobre K es sobre los Ld puntos que estdn en la primera zona
de Brillouin. Hacemos un cambio de variables. La distribucibn de proba-
bilidad para las nLd nuevas variables aleatorias O, ©s exp (-35}.

Ahora usamos la idea bésica de Renormalizacidn, esto es que cerca
de la temperatura critica, la longitud de correlacidn es muy grande, por

1o tanto las excitaciones que contribuyen con mayor importancia son
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aquellas cuva longituc de onda asociada es grande. Este signitica que de
las componentes de¢ Fouricr i sClo nos interesaremos en aguvilas cuyo ng

n N —_
merc de onda K es menor que L. Por lo tanto, la distrinbu. i0n de probabi-

lidad para estas variables se obtiene integrandc sobre el resio

= A - {
Poa ST do 13 Bilo) _ Hio)

i, K>A in

(3)

Por lo tanto, dado que fluctuaciones de spin con escala menor que 20/-
no pueden ser detectadas de (3), la resolucidn espacial para k = es justa

mente el valor el cual lo identificamos como el tamano del blogue:

b = 2M/A (4)

Entonces podemos ahora definir

-d|2 ik » x
I ope— =

K<A

o(x) = L (6)

el cual especifica la configuracifn de spin a una distancia ~1/.

Este procedimiento de obtener un hamiltoniano de bloque H - a par
tir de uno definido en une red H T se conoce como la transformacidn de

Kadanoff. Simbdlicamente:

A ~

Fl-![o’]= KbBH[U} (6)
Se puede iterar este proceso y obtener H"[c] a partir de H[o) definiendo

bloques ain mds grandes, por ejemplo combinar Sd blogues:
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;i“[o] = Kq ;i[c‘] (7}

v la gistribucién de probabilidad estd dads por:

~Bilo)

e—BH“[0’1= J doyy (8)

i,MK>A/S

de donde se obtiene la propiedad de semi-grupo de las transformaciones K:
KSBH[G] = };S}:béH[o']= KsbﬁH[a‘] (9)

A partir de la transformacin K del "orupo” de renormalizacidn se
puede obtener el comportamiento critico del sistema de manera aniZloga 2
como Se hizo en la parte q. (1)

En resumen, a través de este proceso de sumar sobre las excitacio-
nes con longitud de onda menor que un cierto 1fmite 20° ° se obtiene un
hamilzonianc de blogue, el cual posee una escala b.* Observamos de (3}
que en esta transformacidn interviene T come el resto de constantes de a-
zoplamiento J, h... Sin embargo, debido a que las interacciones entre
blogues de spin es de corto alcance (dado que se debe a interaccienes de
los spines las cuales se supusieron de corto alcance), v.. que depende del
comportamiento de un nimero finito de spines b% en muchos blogues no pue
de haber comportamiento singular. Esto permite afirmar que el hamiltonia

no de bloque es una funcidp suave de T ¥ los pardmetros de acoplamiento

"
s

" de aqui se define una transformacidn regular de T v las constantes de
acoplamiento K, (R.G.T), la cual contiene la informacidn acerca del com
portamiento cr?tico del sistema.

-
o VSR
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Comuv ejemplo, consideremos ¢! mudelc gaussiane, ol cual so obtienc
suavizande la distribucidn de probabilidad do spin en ol modelo do Isiv .
En eiecto, haclendo:

2 4
2 J(Sn -1) - e n u>0 t1)

se obtiene una distribucidn continua para 8 la cual converge en ol 1imi
te C—- -« v u-—-9° a ladelta de Dirac salvo factor dv normalizacidn.

La funcidn particién para este modelo estZ dada por:

C
) KT 8 Spsi =35 F gz
z=1! dSn en,i — ~ n =
n

I

c
|t
v
|7 e
P

1o
N

R —_—

donde n rotula un sitio en una red d dimensional v Sn corresponde al ope
rador de spin del sitio n. El iIndice i rotula el acoplamiento con los si

tios vecinos.

Reescribiendo (2)

n (3)

_K _ 2 R - % _ y
7 E‘ (sn sn+i) + (Rd - ) E Sy~ U ) S

ds 5 L& €78 - B (4)
n
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donde q es el vector en la red reciproca que pertenece a la primera zona

de Brilloin vy N representa el nimerc de sitios en la red original.

Usando las identidades

¥

1 in - (@ - Q")

ﬁ? e = dﬁl (5)a
1 ig - (3 - ®') _

¥ Le = Oz {(5)b

g
.se obtiene
T S; =T 04!0_"'!
n & 3 q (6)
-5)? = e G 1q ;12

L (S ~S) Ia o I le 1 (7)
n,i —-= = q i=xyz

Z S‘. = E a_ o O_ - o

a Bg, g, G0 O @ %W -4 -3 (8)

De acuerdo a la hipbtesis bdsica que las contribuciones mds impor-

tantes son aquellas excitaciones que poseen longitud de onda larga hace-

mos la aproximacidn:

19 _ 112 . 3

-

Z e
i=x,¥,z

vy reescalando 03 como: ME‘UE

(8)

(9
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De donde el hamiltoniano queda:

x>
1
|

[ ]

ST (q;+ r) -u 1L o o 0 9 ‘ (10)
W "9 = my,Mm2,.M3 ‘W Ty qm’ ‘mq - Yo~ gm;

r | e

donde:

-
n

: (c=2Kd)/K cu =t u/k (11)

con d la dimensidn del sistema.

Dadc que la transformacidn (4) es unitaria:

nf as - nJ do (12)
n’ R 2 nR m

con esto la funcidn particidn queda:

o (+r-v I @ O 6 C } (13
G g ® mmem: ‘m %m *ms T fm m

Tomando el limite N — = el espaciamiento de la red reciproca (entre los

q, ) converge & cero.
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n este limite 1o expresidn (13) se transiorme en wie mtegral duncio

nal pare o

1 J' g
-5 Flag q(q 4+ )-u I J I Oa 0o T3 T o = -
- 2 /s q 44 d2 93 —d4-92-93
4= e q 2 : (14)
ja LR
Donde: T/a /o d
3 m¢ we -me i=1

El modelo gaussiano se obtiene haciendo u=0 en (l4). Es exacta-
mente renormalizable (v exactamente soluble), aunque los valores para los
exponentes criticos corresponden a los medidos por la teorfa de campo me-
dio que cuantitativamente son malos. La inclusién del términc de cuarto-
orden hace que el modelo sea soluble s6lo en teoria de perturbacidbnes, lo

cual conduce a la conocida "expansidn e".

El calculo es standard y puede verse en (14).




Mitodo perturbativo general d¢ renormalizacion en espacdi Ted
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Consideremos un sistemu fIsice cuve dinfmica estd dado o LUy
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avies deld

~
hamiltoniano Hg definido en unc red de puntos M= {m] cuvas variables son

sl
operadores de sitio Gp.

Basandose en la idea de blogques de Kadanoff se busca construir un

nuevo hamiltoniano, el cual es definido en un sub-conjunto de punt

os NcH

gque denotamos poT {p}, que corresponden a celdas del antiguo sistema, Cu-

-~
- [ Y v
vas variables sor operadores de punto Up. La relacién entre Hg V

~

H. es definida a través de una transformacidn de grupo de renormalizacién.
L

La nueva red tendri un espaciamiento s( 1) veces mavor que la original. El

- : d A ; ..
indice p rotula una celda que incluve S sitios de la red original, don-

de d es la dimensibn del sistema.

Esquem&ticamente
Hamiltoniano Variables Nombre de Sitios
N ~
Original H o {m} = ¥
a m
Después de la 2 = .
P H u {p} =1

accidn de GR [

Queremos estudiar el comportamiento critico del sistema en

dad de temperatura Cero, f{sicamente es razonable que gste cstard

nado fundamentalmente por el estado base y primef estado excitado.

la vecin
determi-

Esta
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hipftesis fundamental debidu a Hirsh y Mazenfe (15), permite und prescrip
cifn para definir la transformacidn del grupo de renormalizacidn de mode
dv gorantizay que ambos estados Ssean invariantes.

Esto s¢ hace a través de una transiormacidn T[u/d] que es un produc
to tensorial de vectores gue pertéenecen al espacio de Hilbert eriginal }LU
v ¢l que se obtiene bajo la accidn del C.R.JL\L La definicidn de T es da

da = través de la condicidn

HGT[u/o] = Hu'[ [w/ol (1)

€sto, junto con la condicibn de normalizacidn:

rr, Tlwo) T (w/ol= Iy (2)

donde Tr, : traza sobre variables d

&
permite obtener H

g
%v = Try(iy T [W/0] T [w/o]) (3)

Consideremos entonces la red original ¢ y formemos blogues de tama

fic arbitrario

iy ~
% ¥ X xl p 3 x
icelda r
3 X X b4 * X
b X ¥ ¥ ¥ *

® % X b x b FiG. 1
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Con esto separamos el hamiltoniane del sistema il-:
A -~ "
= o i,
Hy = Hu’ + J\V‘:r (%)
donde:
\ Hg = hamiltoniano intra-celda
Vg © jnteraccifn entre celdas
¥ realizamos (1) orden a orden en teorfa de perturbaciones en A, entonces
Tp/o) =5 X Ti(w0]
i=0
) (5)a,b
~ o 1 ,{
- L A H( )
i=0 B
Sustituyendo en (1) e igualando potencias en A obtenemos:
orde: ero: HO T, = HO T
n Cero: s To w To
. 0 0 .. .0
orden uno: (Hd HH YT1 = (Hu - VU) Ty (6)a,b,c
0 .0 (1) k=2 (k-9
orden kr1 : (HU -H )T = (H - Vﬁ) T + L H T.

Pe las relaciones (6) estd dado inductivamente TK si se conoce los

Brdenes infericres y ademis 1-11‘1 hasta orden k. .
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1) Orden cero:

Seud

"~ » ~ A
Hy = L Hg (m + TV Ad(m) Ag(n) (7)
m ngm

el hamiltoniano derinido er una red cuvos puntes son rotulados por el In-
dice n.

A continuacidén formamos bloques en la red original v rotulamos nue-
vamente:

mw - (Psa)

P : iIndice de celda
a : lugar en la celds

Agrupando se tiene:

~ AD ~ ~
H. = TE_ (P + I v ,(a,a")a (P,a)a_(P'a") (9
a 5 o (P,a) PP AU a

(P'.,8")

Suponiendo que T puede ser escrito como producto tensorial de vectores
de celda.

T, = ?To(lﬂ (10)

Usamos ahora la expresitn:

W= Tr(Ho,TOTD+) {11)
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que se demuestra mds tarde (eq. 27) que es valida hasta primer orden, in-

troduciendo (9) y (10) en (11), obtenemos:

~ _ ‘ o + . ~ ~ ; ; 1 2
H, g Tr_ A7 () T (®) T,T(P) +iP%P',a’a')V?P,(a,a ) A,(P,2) A (R,ah) (12)
donde:

A (P,a) = Try A (P,a) To(P) " (2) (13)

La condicidn que debe satisfacer TO(P) de modo que el hamiltonia-

no sea invariante de forma, esti dada por:

~

A (P,a) = £,(2) AP (14)

donde:

fP(a) es un nidmero
AD(P) es funcionalmente el mismo que Ag(m), excepto que opera en un sub-
espacio de Hilbert.‘f’pu del espacio original A}U”

Luego, haciendo

1Y (P) = Tz HO(P) T, (2) T T (P) (15)
se obtiene
ﬁu = i HE(P) + P?P‘ Vo EH(P) KH(P') (16)
donde
VPP s Z ‘ fp(a) f,(a") Vppi(asa’) (17)

‘a,a




io cual garantiza que ja forma del hamiltonianc es invariante hastd primer

orden.

imponemas ademds la normalizacidn para T @
+ o~
e Jr Ipfo] T, wol)= I (18)

3i) Ordenes superiotres

Dado que T fue escogido de modo que el estado base y el primer es
. . . . "o

cado excitado fuesen invariantes, el operador (HS - HL ) gque aparece en
) ]

(6) es singular y por lo tanto mno es posible invertirlo para despejar Ik’
Notemos ademis, que de (18) la condicidn de normalizacidn resulta:

+ .
1 =142 Tr (DT, + TTy ) + A Tr(TaT 41,17 + T,T3) + 0(A%) (19)

Por consistencia:

Tr(T1T0+ + TOT1+) =0 (20)

podemos escoger jas combinaciones para T con coeficientes reales, lo cual
se verd explicitamente en la forma matricial del problema.

Por lo tanto obtenemos:

Tr(T1T0+) =0 (21)
+ +
Te(TT,) = - Lo =: s (22)
adem3s de (22):
Ta= § T, + T2 (23)a

donde Tz es tal que




~ 3
Tr(T.T ) = 0 (23)b
Analicemos la condicidn (21}, sea T0 definido por:
= iv "y > 24
To E ll) h'll (24)

Sea¢HL3 {|i>) el espacio engendrado por los vectores ]i)o e-ﬂd, entonces
si
. (1 =
Ty [p/a] = & l1>( )Ipi> (25)
i

La condicidn (21) implica:

(1)

°<i|i>

=0

es decir, la correccidn perturbativa a }i>e

(26)

pertenece al espacio ortogo-

nal ﬂ}g (]i>°)l. Pero justamente en este sub-espacio de J&G,el operador

~

~

(Hg - H;_) es invertible. En efecto, de (6)a,b obtenemos:
20 =Tr@ TT ) (27)
i, = Trliy T T, a
A(l)— ~ + .
HF = 'I‘r(Vo,ToTo ) (27)b
Ahora, de (6)c:
Tr(HS T2T +)—’Ho Tr(T2T Ty= - Tr(V_T4T +) + H(z) (28)
g "o R o Vg0 H

donde se ha usado (18) y (21).

Sustituvendo (23) en (28), obtenemos:
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o €2y _ + A (1))
Hu = Tr(VOT To ) + S, Hu (29)

iii) Forma matricial

Sea

<6 | (30)

KU(P,a) = L Kva(a)l\bP P

vé

donde {‘v>P}v: conjunto completo de estados de celda P.

Escribimos T como un producto general en s *
T u/o = I cl\)1J |v>x > (31)

VU

~

{|v>} : conjunto completo de autoestados de Hj

~

<|p>} : conjunto completo de autoestados de Hu

Imponemos condiciones de borde cficlicas (Toroidales) en la red ori
ginal y suponemos que no hay ningln punto priviligiado.
Tomemos:

A (m) = vg |v; §6| Cos (32)

v hacemos el ansat* para TO:

T, [W/o)= x T, [ wo) (33)
P

donde:




P
=: = d >
T (p/o)=: T (P) an - lv p ® lwp

{]v> } conjunto completc de estados de H;fP)
{]y> } conjunto completo de estados de HS(P)

Con estas definiciones obtenemos:

i (P,a) = Tr ;A(P,a) T (P)TH= L k (a) d a* | 2 >pp<y, |
M I c o 3 £6ukg £d Sy EHg W2 PPSHy

definiendo:

£ T g, o
vuuﬁ(a e% (a) suy O ey

1z condicidn (14) para To se expresa:

i (a) = £ (a) C
Mo a P “hgHg

En forma explicita la ecuacidn para déu es:
«

Y K o(a) de. d.. = f (a) C
€5 ed Suy €ug P Yabs

junto con la condicidn de normalizacidn:

& =8

g Yo¥p

Id
(o) 6pa

44

(34)

(35)

(36)

(37)

(38)
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Observacidn

Notemos que si W€ IrU =: { € N/n <Vu}, entonces existen 2

(vu)2 ecuaciones en (38) y (39). Sin embargo, existen 2 (vc- vp) incdg-

nitas. Luego, bay Zv“ (vg-vu) constantes arbitrarias en principio. De

donde la eleccidn de T, no es finica.

Se puede obtener un sistema cuadrado imponendo:

=0 v§ >
Sua o
obtenemos:
/\0 o
B =z Ho@) = I (CEPL |v>° <y, ])
o p © pup p FREE
de donde:
@ = I og s o<ul
u " HoMg oP P B
g
donde:
%
g = 1 E°

d d
HoHg  vp VP Vea VpMB

También se tiene:

Hﬁl) =3 1 () |u

‘ u>P P‘“BI
uauB HoHg

con

FﬁauB {a) = vi Kve(a) deu d

usando (39) obtenemos:

(40)

(41)

(42)

(43)

(44)

(45)
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A ~ (]
Ch 1 Voor (@) fp(a)  fp'(a) A; APP C ks

(p,a)(r'.a.)

tal como debe ser.

Observacidn
Es posible escoger

dw = SW (42)

v con ello garantizar (39) v (38) va que
K (a) = f (a) C (48)

Hokg P Fobg

ecuacidn que corresponde a la hipbtesis original de simetrfa tradicional.

iv) CZlculo de T1

o

Sea ITP>P ] .
1.5 = E* lp>e 3
Hu(P)'TP p ET'P l'rP P (49)
v si (=@ g’t'Pr-I'; entonces:
P ~
° = o >O
Hul'b ESlT (50)a
°_ o
con E’l" )3 ET (50)b

P P

escribimos en forma general:




T4 [p/od = L l\’r>mlft’>‘

se chtiene:

“o

»(1) »
(Hd -

D -
- E2) T,m Wy A

Haciendo el producto imterno en )&u con (]p7°)+
') o (1) (1 -
H. - E V> = E v _»°- v |y >°
( G 11)1 ¥ ’ " l 4 U‘ B
donde

. (D e
e<pl}_‘p’(1) TCI H E'IJ. lvd

Tomando elementos de matriz en (53) obtenemos:

°_ roye (1) _ (1) - oeuly °
(E,- EY <")"}? - E, wly, > - <v]\§_\vu>

A T T T T e e N |

47 ’Bf; *

(52) .

(335)

- + = . . -+
De acuerdo a (26) s8lo interesa la coneccion perturbativa en JG& Jiy)

sin embargo si l\?>° € .}Y; (}]i>) entonces

(1) © o = @ o
E, <ﬁf|15> = <v’["vo'lvu>

(56)

1o cual dice que los autovalores a primer orden coinciden con los origina

les, lo cual es consistente con la eleccidn de T -

Ahora si l\J>° e}&;;(|i>)"' obtenemos:

I\)l_ﬁ(n s °<v|vG|vu>°
lv)‘ Evo_ E°®
H

=
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donde (#) significe suma sobre]ud® e‘w,;(li>\*

~
Lvaluamos ahora el elemento dv matrir [VU] vé dade que:

A

Vo= I Vppr (2,27 A (P,2) A (P",2") (58)
PP
aall
tenemos
rA ’ 1y © ¢ o ¥
(v.],e= ¢ v (a,a') °<v_|A (P,a)|8.>° °<v |a(P',a")|6>HE .
L'od V8 (pa) (P'a') ¥ p pPllo Pop P § pt Fpop
(39)
donde % £ T
P P 4+ PP’
Por lo tanto, la forma explicita hasta segundo orden esti dada por:
YooY Yy
T= L - 217y o (61)
i, a €S- e:
con 2‘_"* =
"'|‘ i,R7 € ){;lﬁ).)
Ademas:
» ¥ o IS o o ’, w0 )
G=-L17, Zilve o’ Ll Vel lf““f‘il (62)a
2 e €.-€; €-¢€?




TelVe TT*]:-Z iy L1 ““V LY ey <pl (62)b
,.;a d é.
luego basta evaluar los elementos de matriz (35) ¥ gustituir en (62) para
[
ohtener HP- hasta segundo orden.
b. Resultados
1. Modelo de Ising unidimensional en un campo transversal
£1 hamiltoniano del sistema estd dado poT
~ 1 fal ~ ~
By~ E'Eo ; 02(3} Ao ; cx(J) Tx G+ D
3 ]
donde:
1 . o
5 Ey 7 constante de acoplamiento con um campo magnetlco externo
transversal.
Ao = constante de acoplamiento entre primeros vecinos en la red.

Este sistema poseeé una transic
tre el estado base mo degenerado en
(A°/£6+ 0) que describe un conjunto
cibn de onda.

10> =T (),
j‘l)(a)

y densidad de energia € = —'E0/2

idn de fase de segundo orden (16) en

el limite de acoplamiento fuerte

de espines no interactuando con fun-
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y el estado fundamental doblemente degenerado del limite opuesto de acopla

miento débil: € /A + 0
o' "o

1.1
nj»> =1 (1),
;o) 3 v
10> = 1 1
M«> =1 (7). 3
i) V2 1'43) (3)a

la transicidn ocurre para £y = ZAO. El comportamiento del pardmetro de or

den, en este caso magnetizacidn, estd dado por:

w > = (-(e/28) D)

H(l—(EOIZAO)) (4)

donde H funcidn escaldn de Heariside.

i) Siguiendo el esquema del capftulo anterior, formamos bloques de 2 sitios

y diagonalizamos el hamiltoniano intra-celda exactamente:

celda p
¥ X X X X X LE;._‘ﬁ} X X X X X
a=0 a=1 J
H=2Z HS(P) + IV (5)
P p pprtl
donde:
f\n o -~ ~ ~ ~
H (P) = €210, (P,0)+ GZ(P,I)}—-AOGX(P,O)GX(P,I) (6)a
_ o ~ ~ 6
vpp+l Aoox(P,l)cx(P+1,0) (6)b




Ge W reducido con un par de fndices: j - (F,a)
droe

Los autoestados de H;(P) estfin dados por:

10y = e (149 Wl1,)  Ec-VaRE

1% =5 (mpf,nt’r)‘,) Ey= -4,

. (7)a,b.c,d
129 =% (V19 1 1%) El= bo

137, = ez (111 0,147, Ey= JAts €l

P

con
(8)

11
o
]

t
4

Con el par de reserva el estado base y el primer estado excitado, estoge~
mos T _ como:
(o}
T Cl" - T - Fl-l— 5 y "
JLpio] @f) L (P) ! [lo‘«'l,@ll:?‘,n»ll?f,l’f?r] N

Es facil ver que:




+ -~
ToolTo(® T, ()= 1P

y, ademis:
Gu (roa) = fp(a) 0, (®)

x X

lo cual muestra que (9) es una buena solucidn para To'

ii) Orden cero
Debemos evaluar:

+
H® =: Tz (WO T T
y rq( g o '© ’

pada la separacidn de T segin (9), H; se separa en 'sitios P':
AI ZAO()
H® = L H®(P
K p H

con:

H;(f)= - 3 (Ro2 23 e ] ﬂr(f’)-r lZ[JA3+ e -n,) 0}2(9)

lo cual mantiene la forma original definiendo:

7
1= VA+ EO»'DO

iii) Primer orden

& N
) = Trc(VUIoTO )

Se tiene:
H
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(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)




, . (1y _ _ 14 2 L
de donde: HF— = -4, 4 ? Uﬁz(P) pr(P'l)
14+ a
cont & = °
]L(Hao")

-

Hasta primer orden se tiene:
Al

~ I £
g =2 3 + =
H H 2

con:
= -2 {a+ 24N )
2 [s] [»] o
(1+a§)
Ay = B
2(1+a %)
Hﬁl) posee la misma forma que la original (1)

Tenemos enton

po de renormalizacifn para este modelo.

_J a2 2 _
= En+ An An

macidn de gru

En+1

{ I+ao) z

A
n+l b 2
2(1+an )

Ahora, buscamos punto fijo para Y =: e/b

s 5 ;) - By T (P) 0, (PHl 19
Pcrvz() ‘va()w() (19)

ces a primer orden que (15) y (20) definen la transior—

(17)

(20)a

{20)b

1terando obtenemos:

(Z1)a
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Orn = Em = "(“"3"? '1)(1'3"dl*5'} *Yﬂl) = :tfgn) el
B (l‘\hJSJf- 5n)1 .

Despuls de¢ un poco de Flgebra se reduce @ encontrar solucifn de la ecua-

cidén cubica:

3y By? + 4y - 8 =10 (23)

la solucidn es:

B, = 2.553%% ... (24)

comparando con la solucin exacta: Y = 2, obtenemos:

 error = 27.7%

Este es el mismo resultado obtenido por un método standard a la Kadanoff
(17)-
Definimos: R(Y) = F(Y) - ¥

K

Graficando R, obtenemos:

c : FIG.




Observamos que en la region R(Y1< O, v decrece en cada jteracidn,
segin la Figura !<Yc. lo cual conduce z W hamiltoniano efectivo gue Co-
rresponde o dcoplamiento débil. Por otru parte, si Y>Yc, suvesivas ite-
raciones conducen a8 ¥ = & dado que R{(Y) >0, este corresponde al 1imite de
acoplamiento fuerte. Por 1o tanto, sistemas descrites por el namiltonia-
no (1) en las cuales Y<Y  son teorias con estade fundamental degeneradoe ¥
rompimiento espontineo de simetria.

Observamos ademds que Y = C,® tambisn son puntos fijos para T (22);
sin embargo, sou puntos fijos estables que segln la teor&a general, mno
son fisicamente de interés, S8lo el punto YC = 2.55.. representa un pul
to fijo de interés (inestable), donde la longitud de correlacifn del sis-

tema diverge.

Calculamos a continuacidn el parametro de orden:

A

¢ G (&a)Ys Lm Bu’ G 27)

N-=7 vo

donde N es el nimero de iteraciones, se obtiene:
A 0.39
— 2
(G 2 [1-0n) | (28)

lo cual no es malo comparado con el resultado exacto:

»

o= [1-Gr)* ]

Yy
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iii) Segunde Orden )
A 4] o
Debemos evaluar H(I' = H(z’ + [S('), H (30)
¥ W ¥
donde: -
(2) _ o +
HF = T,-G(V° T, T, ) (31)a
“ 1 +
S =-3 T, (T4 T,) (31)b
Tenemos:
+ o .2 o ) B o sl
g <J\V¢-id7 YCIA 17 )
v ,i Z; ey €5 e ‘rD<r‘) 3
1)° O | €, -€;
dado -que:
VO = - Ao g PP+ se tiene:
- 1-70: _ . o o, A - ° 5 W ¥
Ve 4L, l<df‘l’¢<~d '\ Vﬂfﬂ l"""ﬁ: hfj T.f S S
P|P&‘ P P ]F 'di ‘ d— 1
H)p4 2
Bt (33)

Usando el mismo argumento con el elemento de matriz*ﬁ]ﬁbJu>°,|j>°

uveden diferir en a lo mis dos celdas consecutivas (5, P+1), pero

y o> p

,P+1). Por tanto existen 3 posibili-

ambas no pueden ser diferentes de (P

dades:

Donde:
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o<, |2<i fv |1 o>
~0? j_'ppplyp p-1'p-1'"pp
5(2)= —— U" Z { X 2 E _Ll [ o o
T 2 ] ] Ea + € - Ej - Ej 3
Ip-1,7p p p-1 p p p-1
lp_l,OﬁP
jp+].’:'"p’ ptl

s x fuy >lug 2wy ©uy laug <y |

e® + g7 -—-E£: -~ E; _ j 1
@ " Yy TpHl p-1 p p; et P P
o . . Fal Q o a ~ . 2] . >°
2 g ﬁ<301D+1<Jp+llvp,p+1l”p>plap>p+1 PP s<cpsal Vp,peal Tp7pl et py
II j x [+] [=]
J »J 20 o o o o o o _
pptl>p e tE - g2 - €S e ° +g - E. - €5
; . ap ap+l Jp Jp+1 ap up+1 1p 1p+1
P’ p+1>7ptl
e >us > <wg lawy
o i Yp el
(35) a, b, ¢
Evaluamos Tl
2<a|V |1>° .
Ty= -2 TG lo> us> (36)
o i

N

88 C 58 C g2
pi(- 8l * S -7 e |20l 2 pa ptpn

8B B2 1
2

S8 88 € _ B
+(- ?"10>pl2>p+1 7 EL3>Pll>p+l Z 1+E1c |3 l >P+1)+P+P+l

8 58 g2 _1
+(-—2—B‘|0>p|3>p+1 + —2"" 3>Fl0>p+1 + -2—‘ T—_;ETE l3>p13>p+1)+p1‘p+1} (37)
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dondu:
1 ] 1 + a, -1+ a
E=~77— ©€C=--——"7 R p = . (32)
Ao A2 4 € Va(1+a ) ;2(3+a2)
[a] o (o] o
&
4 continuacidn se obtiene S v de alll (Apéndice 1)
N A _ | A g = - - g 4 } x
EXME }(-c- E) _;_tv) ; %(Af-A:)[O‘x(P-I)Wa(Pn)JtYa(P—')Wz(yel)] (39)
: _8B C 1+ E
Donde 1: =5 I (-1 C ) (40)
~(2) + : - -
Ahora calculamos Hu =T, [Vr T, T, ] se obtiene: (Apéndice 2)
~(1) ” ~ ’ _ » 4
HP‘ = "AQIP {i’% G (p) %2)‘1- Gole-00c (P+1) + 1)\_[61 (P-"BGEJ (p=) + (th)]&
, A A A
- 8T 5 Gl + g P 1P Aps1) §
(41)
Finalmente, al excluir los operadores irrelevantes se obtiene:
WD L e @ =MTo, (=D 0P (42)
U 2 ' P z 2 P X x i

Comparandc con (4) definimos la transformacidn del grupo de renormaliza-

cibn:

(43)alb

&

— 19

- (SpV )




De donde se obtlene la relacidn de recurrencia:

?vm (W-" (5"-(5-.2[ “‘“*n“)_ ]Vn/?_ . Tlﬂn)
°"" G+ (bn) T sy V™ ] 62 0, N

dongde:

-I—f'w\ _ fil- On _ '—:_—'_ n?"?- p
r—n+a (5n- o Tear) Go- W37 Y ) (3,,)

la relacidn de recurrencia (44) posee un punto fijo inestable en:

Y = 1.946
c

lo cual representa un 267 de error respecto del resultado exacto.

11. Ising 2 dimensiones

a9

(46)

Usando la identificacidn a una direccidn de la red como eje tempo-

ral de acuerdo con el esquema de E. Fradkin, L. Susskind (18), el modelc

de lsing en este limite resulta formalmente equivalente a un sistemaz mecd

nico-cudntico con un hamiltoniano bien definido. Este método se ilustra

eb)

usando el formalismo de la matriz transferencia

El hamiltoniano del sistema estid dado por:
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G T ARLGR- G haTp GO 6 @Fh) | B
~

definide enmoun el cuadrada:

e
]

.
o
e

~
t x» » x X X
i__qa x ¥ %
~
z Bz Fif, 1
; . 4o voce (=
Es sabido cue este modelc tlene una transicifn de fase . Ex el

espacio de parametros (5t,§t) hav una curve crftica, la cual separa 1z
fase ordenads (ferromagnética) de la desordenada (paramagnética). Esta

curva estéd dadsa por:

senh(zﬁz) senh(zﬂt) =1 (2)

Ferromagnetisme

/

’,/2/1

Paramagnetismc

£ FIG. 2




61

tomar ¢1 limite

atriz transferencia para

Usando el mitode de lu ®
tiempo cont fnue, su escribe ¢! lagrangiano para uh pai do fildas

L= (2 7:;. ['53(10- 83 (hﬂt- E% 7;,{'53(“)5 (ne)a Gy () Ei(nﬂ)] (3)

(28]

donde S ¥ C repre vy x ¥ x x am sentan el spin en las filas.
% x x x» % S(n)

F1G. 3

AN

. . s . N
matriz transferencia es de dimensidn 27 =

La
¥ n, luego

Le diagonal estd dada por Si:(n) = c:(n)

Tdiag = exp{B2 E g:(n) @:(n+1)} (&)
los términos fuera de la dianonal se clasifican segln el nimero de sitios
en los cuales S:(n) = -rz(n).

Por ejemplo, para 1 sitio
Tr= exp(-28,) exp{-E(a.8)B.} (5)
donde E(c,S) es la sumad de energia de las 7 filas independientes.
para n sitios:
(6)

T = exp{—ZnBtlexP{’B(o’s)ﬁz}
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Ahora tomamos el 1fmite &l continue:

ot ] _
8‘400 Pz - e e (7)
Se optienc de (3) v (6):

- & » A
3@3 — pe A€ {= ;cé(n)o;(mn

T - ™ 0Ee™)

T, —ert 9l ®

Identificamos ahora T com el operador infinitesiral de evolucidn temporal:

r=e B2 1 -vthE+ 0 (9)

Identificando T=¢e 't (10)
(*)

el espaciamiento infinitesimal en l& direccidn temporal se obtiene:
T Ciy ¢ 2 (11)
T =0+ [ ﬂ@my@muyygaua]+wm)
de donde el sistema cudntico estd descrito por el hamiltoniano:

foo1dm &) - 2@ (12)
n n

Bt e I e g o




* 2 —— -2B . .
La coneccidn entre el espaciamiento T y € t entrega una estimacidn cua-

litativa de la cantidad de reescalamientos en t que son necesarilios para
compensar la anisotropfa cuando BZ crece.

En el espacio (Bt, Bz) existe un conjunto de curvas caracterizadas
por tener igual longitud de correlacidn. En particular la curva critica
|§= «). El pardmetro A puede ser usado paza rotular esas curwas., Enton-
ces, se puede relacionar cualquier punto en la 1fnea simétrica ﬂ,t ={$Z
con la teorfa que se obtiene al tomar este limite tiempo continuo.

El comportamiento asintdtico es invariante a lo largo de una linea
para M fijo. Los puntos de la 1fnea simétrica corresponden a diferentes
temperaturas de la red cldsica de Ising, por lo tanto se puede relacionar
cada temperatura del modelo isotrSpico con un {inico modelo cudntico con
valor A definido.

Generalmente valores grandes de A corresponden a valores pequefnios de
B y viceversa.

Por lo tanto, podemos usar el resultado §3. (4a) obtenido para el
sistema cudntico que corresponde al limite tiempo contfnuo del modelo de
Ising 2-dimensional definido en una red cuadrada.

Usando la ecuacidn (2) en el limite (7) y luego evaluando en el pun
to critico:

B,. = senh_l(ﬁlc) = 0.43 (13)

que representa un 2.2 % de error respecto al valor exacto.

También se puede calcular Bc a partir de la condicidn B. = Bz en
t
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el 1fmite (7), dv donde:

A = B ebe (14)

¢ =

0.42 que representioun -. de error.

n
<
o]
<
r"
(=2
n
<
4]
™
n
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:\?E:’:]‘l CI- |

Cilculo de [‘g‘: s I:&l

Reescribimos (37) en forma compacta:
A 3, s — ¥ =
T,- -Z(TEOTOTRED T T.6)) =

*
donde como siempre T = T (2)
P P & P,P+l

v aj(P) es un escalar en el espacio de Hilbertx,o,

Luego:

e
nmm%mumzmvffm]<n

R A AL

-\ —‘

=8 T+ 2 ie (4)
Nuevamente (P,P+1) debe coincidir em al menor un lugar con Py Pi+1)
Usemos la notacidn:

AL SR 19 145 = N
W gy =2 V7 W18 Y = & 3
r

i) Evaluamos J::

By L TRl T KO T TR




£6
con i=1,4.7.10 i = 2.,5,%.01 ¢l reste se anula.
S¢ tienu:
T IT Y = A TR e) =¥
Ll =h LT A
LIn = WlWTl =V
TiL Tl -V IR T) G
Tr[TLZT;j] =4 'P‘[TLZT;Z] =l
Wyl = 707 = .
) -t T =t
i ol
i) =t RITED =

Sumando se obtiene:

A

RN )] G0+ (Gamts) - ) e lpay= (a5-) gk €

ii) Evaluamos JIII

- % S, s & ~d
i -g?); 6.0 T[T (0)To(0) ]+ Te[ Rl 'lﬁrm]rTr[TJfﬂ) eyl @
1y

1- 0,4,3,10 5:2,5,0,m

Se tiene:
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1 [T'Tdd= v BT T) = A
LT -V WMRE] =V
I =N Ty[T,Tj] = N
BT = A W) =V
14n“{] = w[ﬁTf] =4
[T Tf] = 1 W T, Ti'+] _ ¢t
pn o= P[TT) =
T 01, {] = § xh;%‘fl: )
(10)
——

A

¥ # _15,Z{c”-}(f)[fawasyé(ﬂ..)+;(a;-a5) y ()] (G )G (p-be G- 35) Gy(p-1)] } (11)
P

Luego:
T T X AT A2 6 p0C(pa) 1 3
TooTg= T 460 DAl Ge (P -2 G PG e (12)
An&logamente:

r

SIS SCY TN A AR SAALIARD I

18

v dado que .

sk e Al 5 g o A
b= L Door B ES T+ LA €' - Ao Z6,:(0) 1)

~ »
311 no contribuve, ya que [H;, JII] = 0
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Ademis, dado quv s

510 T St @U@, 7 G0V

" e & (163
g [5(?4))(.‘1\9-“] T o ) + [TEe)S (1S ¢ G(Pﬂ)
4+ [0 (pa) ,(T‘,[p“)] 'é(p-.rf"(p)

Usando la relacidn de conmutacidn:

[o; )= 2i €5, 0, (17)
Se obtiene:
n o _ h( rd ’

[5,9]= % (L-2) _%P)1,}{A3-)\$)(6}(P-i)0‘a(9+1)+(7 e——,a)]} 8
con Ay = §§ E (-1 E/0) (19)

. 2)
v por tanto resultan ser operadores irrelevantes queé nt ccm:nbx.rzn a H,_( )
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avpupicr Z.

Czlculc de H

L2
N

Tenemos
’ r A
+ B ..) (1

gt 1 [( T, T =t I, +B
= irl ‘g A o ] B ho; 1 g b 111

ii) Evaluamecs K.

W= Loa TelTH (e To (p-)1 - T LV (0 Te lp) To () «Tr( G(L(PH)T.@‘H)WH\J}Q)

W
Se tiene: _ poooaTht
LI T e
f\, i:?.lO A e
. Tr‘[VaTo a*]z S(‘;t
) ‘ Voo
11‘ L VL Ta.. To-l:}: o
p1 a-H 10
Sumando:

=T % G0 ) [A g+ 1A ey 1 @

i) Hyqq

—_—

He © % b T DR T 01 T [l 0 T (e0 1 TR AR oo -

-—

‘ \...'-'- 2'5)‘1 14
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-y s
r[ (P*‘)T “’“)TOW*U., = 1? ' I
b{ "-_8:”

(t)
Agrupando:
&? ’ 2 o
1_—_ 5 1941)(31 [)u@(p“‘;-' )\_Cé[ﬁ;z)] 7
Luego:
Pt g = ?rJ L Glprhon G016 {2 - ‘*-[Gi’f-nngpn - L"”’?ﬁiﬂi W
iii) Evaluamos HII
r - 7 . i
H, = - G Telv(e) Te)To(0))e Ty DVelpe v T (10 To £ ) o
Se tiene:
Sl - \'U ST ;‘-;5‘“
L $A 1-3,10 'S¢ a=28
-‘r T+]" -t &
° ' . ‘]Y[\QT o -(b), ‘1:\,33,9_
(b *-—2|u1-4(’ (10) gl B

(5 1 é.—g, 5}”) |2 (B q {:_jq'( b.io(l?r_r
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D¢ donde:

= U,

o= 7 1 G blo - sendy - S Gees

3 (41

pe (8) v (11) se obtiene




il
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4. CONCLUSION Y COMEXTAR s

Existen muchas formas diferentes d¢ estullar comportamiento criti-
co de un sistema bas@ndose en técnicas del grupc de renormalizacién. Sin
embargo, dos objeciones plantean los autures Hirsh v Mazenko (13), va que
no existe una prescripcidn sistemitica de cOmo construlr las ecuaciones
del grupo de renormalizacidn v, segundo c8mo meijorar los resultados obte
nidos por algunos de estos esquemas. En este trabajo se presenta una res-
puesta alternativa a estas objeciones, estc se nace & través de teoria de
perturbaciones que permite intuir fisicamente qué estZ ocurriendo v en for
ma mis precisa, cqué grados de libertad sonm relevantes cerce de la regidn
critica, expresiones algebraicas que no se obtienen por métodos como Mon-
te-Carlo de simulacidn numérica.

La ventajz respecto de trabajos anteriores, &s Gue la convergencia
parece ser muy ripida, obteniendc a 2% orden s6lo un 2.27:. de error en el
Ising transversal unidimensional para el parémetro de orden ¥ = 4/ L ¥
Kankielowicz (17) con un 27,77 de error © el cdliculo perturbativo de H&M
en (15), con un 9. de error.

Otro punto importante es que este método permite el estudio aproxi
mado de la superficie critica, va que de la expansidn perturbativa se ob-
tienen los operadores irrelevantes que la caracterizan.

Finalmente, a partir del hecho bien establecido (16) que el compor

tamiento critico de un modelo 1sing transversal a temperatura cero en di-

mensidn d es igual al compor tamiento critico del modelo Ising a
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tempuraturs nu aule en dimensidn (d+D). pornite estudis? el Isanp 2 ¢ 3
dimensivnal « partin de modelos mds simploes.

El resuvltado para el punto crftice del lsing oedimensional e red
cuadrada a través del lsingvtransversal en dimensidn une da un error del
4,7, respecto de l1a solucidn exacta de (nzager.

Todo est0 muestrea gue €S correcta la teorfa de perturbaciones que
se esti hacienco ¥ motiva para hacer otros cilculos come los que Se mencio

na, es decir, punto crftico para el sistema tridimensional © el estudio de

tallade de la superficie critica.




(n

(3)

(6)
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