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INTRODUCCION

Los primeros pasos en el desarrollo de la teorfa de perturba-
ciones fueron dados por RAYLEIGH quien en el siglo pasado, dié a conocer
una f6érmula que permite calcular las frecuencias naturales y los modos de
un sistema vibrante levemente distinto de un sistema mas simple cuyas ca-
racteristicas pertinentes ya son conocidas. Més tarde SCHRODINGER [1928]
desarrollé un método similar - con m&s generalidad y rigor - para el pro-

blema de autovalores que aparecen en mecénica cudntica.

Estos trabajos pioneros fueron, sin embargo, bastante incomple
tos desde el punto de vista matemdtico, ya que se asumi6 tdcitamente que
tanto los autovalores como las autofunciones (autovectores) admitfan ex-
pansién en serie en funcién del parametro que mide la "desviacién" del
operador perturbado con respecto al operador no perturbado, sin preocupar

se de probar que las series convergen.

Desde la publicaci6n de estos primeros resultados, se realiza-
ron varios intentos para estudiar y clarificar el problema de la conver-

gencia, hasta que finalmente en una serie de trabajos publicados
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principalmente entre 1937-42, RELLICH resolvi6é esta cuesti6n (para opera-
dores lineales). Los resultados de Rellich se pueden establecer sucinta-

mente del siguiente modo: Sea T(«) un operador autoadjunto acotado en un
espacio de Hilbert H, que depende de un pardmetro real « como una serie

de potencias convergente:

T(a) = T+attM 4 o272 o o,

Supongamos que el operador no-perturbado T(0) = T tiene un autovalor A
(aislado del resto del espectro) con una multiplicidad finita m. Enton-
ces T(a) tiene exactamente m autovalores uj(u); j=1, ..., m en
la vecindad de A para |a| suficientemente pequefio y estos autovalores
pueden expandirse en series convergentes

(2)

(1) ujla) = 2+ uugﬂ N L f=1, .
Estos resultados habfan sido anticipados por RAYLEIGH, SCHRODINGER y otros
autores, pero probarlos no es de ninguna manera simple. Por otro lado, mu-
chos autores provenientes tanto del &rea matemética - en su vertiente mas
pura - como de la fisica, habian reconocido la incapacidad del método de
perturbaciones para resolver un nGmero de problemas originados en diversas
dreas de la fisica-matem&tica; por ejemplo, POINCARE en su célebre anéli-
sis del problema de los 3 cuerpos, llega a la conclusién de que las series
de perturbaci6n allf surgidas, son divergentes. En tiempos mas cercanos
TITSCHMARCH y KATO [1949-50] observaron de manera rigurosa que hay casos

en que la serie formal (I) diverge o tiene s6lamente un namero finito
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de términos significativos (en este Gltimo caso uj(u) es aproximado en
el sentido de expansién asint6tica). De manera general se puede afirmar
que el hecho de que los métodos de perturbacién no den o no representen
una respuesta de cdlculo adecuado a problemas fisicos es una situacibén con

la que se ha tropezado desde el comienzo mismo de su utilizacion.

La cuestién que surge de manera natural es la del significado
que ha de atribuirsele a estas series divergentes (o asint6ticas: en gene-
ral singulares; una discusi6n més detallada de estos términos se dard en
el inicio del Capftulo I). La investigaci6n y estudio de métodos que den
soluci6n a esta pregunta ha sido copiosa y relativamente moderna (1970 en
adelante), si bien los métodos en sf mismos eran conocidos por los matemd

ticos desde mucho tiempo antes.

Uno de los problemas que primero llamaron la atencién de quie-
nes fueron los pioneros en este tipo de trabajo, fue el del oscilador anar
ménico, que originalmente surgié de la teorfa cudntica de campos, como un
modelo adecuado para el tratamiento del hamiltoniano xe* en un espacio-
tiempo unidimensional. Los primeros en enfrentar este problema, desde el
punto de vista discutido en los pédrrafos anteriores, fueron GRAFFI, GRECCHI,
y SIMON [1970] . La serie de perturbaciones es rdpidamente divergente y
los autores antes mencionados consiguieron darle significado por medio del
uso de métodos regulares de suma, tales como el de STIELTJES-PADE y/o BO-
REL, recursos estos ya conocidos por los matemiticos desde comienzos de si
glo [1901]. Lo aue se demuestra esencialmente en estos trabajos es que,
bajo ciertas condiciones, se puede obtener teoremas de unicidad a través de

estos recursos para sumar series.
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divergentes, de manera que los resultados numéricos correspondan exactamen
te con los valores reales. Esto no sélo contribuye a darle significado a
las series simplemente divergentes, sino que también resuelve el problema
de las series asintéticas (mucho m&s frecuentes), pues es sabido que para
cada serie asint6tica existe un nGmero infinito de funciones analfticas

que le estan asociadas.

También en los primeros afios de la decada del 70, KEEKEN estu-
di6 problemas de perturbaciones regulares utilizando la suma de BOREL y de-
mostrando su sumabilidad. A partir de estos primeros trabajos se han ido
aplicando estos procedimientos a nuevos y diferentes problemas de fisica-
matem&tica, como por ejemplo las resonancias en el efecto Stark que fueron
tratadas por SILVERSTONE, ADAMS, CIZEK y OTTO [1979] y también nuevamen-
te por GRAFFI y GRECCHI [1978] quienes probaron rigurosamente que estaban
determinadas unicamente por las series de perturbaci6n a través del méto-
do de Borel. Posteriormente,este mismo camino se ha utilizado para tratar

el efecto Zeeman por parte de AVRON [1981] y REED & SIMON [1978] .

Toda esta investigaci6bn ha contribuido a resolver claramente
el problema del significado de las series no convergentes y ademds median-
te la combinacién de los métodos de BOREL - que tiene utilidad principal-
mente abstracta, i.e.: permite probar la unicidad del desarrollo en serie -
y PADE - que resulta conveniente desde un punto de vista mas pragmatico,
pues permite iniciar el proceso de "suma" de la serie acelerando la conver
gencia - se pueden obtener resultados numéricos que se ajustan muy bien a

los obtenidos por otros métodos.




En los capftulos que siguen se estudiarén dos ejemplos de estas
técnicas, a saber, el oscilador anarménico con perturbacién x4 (culrtica)
y el efecto Stark. Mediante estos ejemplos esperamos presentar el método
de Borel (o Borel-Padé, pues es la conjuncién de los dos, la que optimiza
los resultados), de manera de darle la relevancia justa a su utilidad que

en general no se comenta en los textos de Mecénica Cuéntica.

En el capftulo penGltimo se introducen ciertos hamiltonianos
anarménicos pares que poseen un nimero finito de soluciones exactas. Se
demuestra mediante un método combinado, que recurre a fracciones continuas
y a la definicién de ciertos polinomios tipo Hermite, porqué esto es asf.
Finalmente,en el Gltimo capftulo se intenta implementar el método de Sil-
verstone ya desarrollado previamente,a éstos operadores a fin de conseguir
aproximaciones al estado fundamental de un hamiltoniano, que desde el pun-
to de vista de la Teorfa de Perturbaciones es fuertemente singular. Los re
sultados numéricos se discuten y analizan con mayor extensi6én el antedicho
capitulo. La finalidad principal de esta Gltima parte del presente traba-
jo, a saber, encontrar un método de cdlculo que evite la intrinseca singu-
laridad de ciertos potenciales perturbativos, se cumple de modo alentador
s6lo para un cierto operador dentro de la clase definida anteriormente, pe
ro esto no es sorprendente si se toma en cuenta que, en relacién a los ob-
jetivos perseguido, estos operadores poseen tanto propiedades benéficas co
mo perjudiciales, de modo que su balance puede explicar la existencia de

este comportamiento.




CAPITULO 1

EL OSCILADOR ANARMONICO

La teoria de perturbaciones que se aprende en los cursos tra-
dicionales de Mecdnica Cuéntica, soslaya el problema de la convergencia
(o divergencia) de las series de perturbacién correspondientes. En gene-
ral, los problemas usualmente estudiados representan casos, en que la
perturbacién es regular, esto es, las series de potencia en A (constan
te de acoplamiento) que resultan, tienen un radio de convergencia no nu-
lo. La caracteristica esencial de estos problemas - que en la préactica,
no siempre son los mas frecuentes - es que la soluci6n exacta para |A]
pequefio se aproxima suavemente a la solucifn no-perturbada o de orden ce
ro, cuando A - 0. Dicho de un modo mas Gtil,para las aplicaciones fisi

cas, la teorfa de perturbaciones es estrictamente aplicable s6lo en el

caso en que si A — 0, ambos. tanto los autovalores como las autofuncio-
nes de H se transforman continuamente en las autofunciones y autovalores

del operador ﬁo.




Una situacién comtn en fisica, es la de enfrentarse con series
de perturbacién divergentes - pero finitas 6rden a érden - y en tales ca-
sos se debe decidir que significado atribuirle a su "suma", en un sentido
general que tenga significaci6én préctica para los problemas concretos
que representan. Se trata pues, de utilizar técnicas de mayor o menor
sofisticacién a fin de hacer sumables series que esencialmente no lo son.
A modo de aproximaci6én general al problema se puede decir que las series
de perturbaci6n con radio de convergencia nulo son un tipo inclufdo en la
clase més general de las series de perturbacién singulares que incluyen
también a aquellas que simplemente no toman la forma de series de poten-
cia, las asint6ticas, etc. En todos los casos,una perturbacifn se dicé
singular, cuando la soluci6n exacta para A = 0 es fundamentalmente dife
rente en cardcter a las soluciones obtenidas en la vecindad de x - 0. Es
te cambio abrupto en el cardcter, permite clasificarlo como un problema

de perturbaciones singulares.

El ejemplo que analizaremos en este primer capftulo es el del
oscilador anarménico, con una perturbacién cudrtica. En este caso la Teo
ria de perturbaciones de Rayleigh-Schrdodinger fracasa, porque como se ob-
serva de inmediato la perturbaci6n no es "pequefia" comparada con el Hamil
toniano no perturbado:

H =2

1
0T Tt

2

y la perturbacién  ax*




Esbozaremos un camino para demostrar que efectivamente el pro
blema del oscilador anarménico cudrtico es un problema de perturbacion
singular. Para ello estimaremos el "factor de control" del "leading
behaviour" de ambas soluciones, tanto de la no perturbada como de la per
turbada, para x grande (pues es ahf donde se hace mas evidente la sin
gularidad). Lo que queremos en suma, es formalizar algo més el hecho in

tuitivo de que esta perturbaci6n llevard a una serie singular (divergen-

te).
Definiremos nuestro operador no perturbado como:
« d? x2 .
(1) H0 - Ak 5 y la perturbacién como:

(2) W) =%

La raz6n de elegir esta forma del operador, es simplemente la
de seguir el modelo usado por Bender and Wu [1969] y/o [1973], de modo
de simplificar al méximo la comparaci6n de los resultados obtenidos en
este capftulo con los conseguidos en esos articulos, que han sido funda-

mentales en relacibn a este tema.

La ecuacién diferencial para el oscilador arménico es enton-

ces:

1fm y(x) = 0 .
|x| ==

3

2 2
3) -+ y-gy =0

Como se sabe, hay un conjunto discreto de valores del paréme-
tro E para los cuales la ecuacién y su condiciébn de borde tienen solu

ci6n. Las soluciones son las funciones cilindricas parabblicas:




2 - .
(4) yn(X) =X /4 Hen(x) donde los polinomios Hen(x),
son polinomios de Hermite de
(5) En =n +-% grado n.

(Estos polinomios de Hermite, no son idénticos a los usados
habitualmente, dada la diferente forma del operador original. En este
caso la funcibn generatriz es:

then(X)

2 @
etx t?/2 . s v

n=0

(5a) f(t,x) =

y la relaci6n de recurrencia esencial es:

(5b) Hen+1(x) = xHen(x) - nHen_1(x),

como se ve hay una ligera diferencia respecto a las definiciones usuales).
La ecuaci6n diferencial que satisface el operador perturbado
es:

2 2 A &
(6) - g;% + ér y + —%—-y -Ey=0.

Examinemos su comportamiento para x = © y Supongamos que:

y(x) = X

La expresi6n anterior proviene de un método standard de basque
da del "factor de control" de una expansién o aproximacifén para solucio-

nes de ecuaciones diferenciales en torno a puntos singulares irregulares




(como lo es x == para (6)). Se puede justificar sin rigor, observan
do que el factor de control para el vt&ymino lider" en una expansién cual
quiera, es aquel que varfa mas rapidamente en torno al punto en cuestiobn.

Habitualmente la exponencial cumple ese rol.

El método usual supone también gque:
" l2 -
(%) s" << (S') X ® .
Reemplazando en (6) resulta la ecuacibn

(7) -s"-(s')2+[§-+"§"-s]=o.

Para x = <«, usando la suposicién (*), (7) cambia a:

b
(8) (S')2 N li que implica que el comportamiento
) M fundamental de la solucibén para
(9) y(x) ve & x grande es:

En (9) se ha considerado s6lo la exponencial decreciente a

fin de satisfacer las condiciones de borde naturales.

Por (4) sabemos cual es el comportamiento de las soluciones

del oscilador armbnico para x = =« :

(1) yp(x) v e/t K - =

Comparando (9) y (10) se ve que en este caso,la naturaleza

de las soluciones asintéticas es esencialmente diferente, ain cuando




hacemos tender A - 0. Este cambio abrupto es el gque nos informa de la
singularidad del problema perturbado, de acuerdo con el andlisis realiza-
do -previamente.

Al efectuar los célculos mediante la Teorfa de R-S(*), para
los primeros términos de la serie,se advierte de inmediato que comienzan
a crecer velozmente, lo que sugiere que para A # 0 la expansi6n es di-
vergente. La demostracién de que la serie es efectivamente divergente
fue hecha por Bender y Wu [1969] y/o [1973], mediante dos caminos distin
tos, ninguno de los cuales es trivial. En estos articulos se determina
que la conducta de la serie para Ordenes muy grandes satisface:

- (v + A WE

(11) Ev"b n3/2 v = @

en que Ev es el t&rmino wv-&simo en el desarrollo de la serie de per-

turbaciones.

El paso siguiente consiste en implementar un esquema mediante
el cual se puedan obtener los términos sucesivos para la serie de pertur-
baciones, hasta cualquier orden, con el objeto de "resumar" esta serie

asint6tica posteriormente mediante el método de Borel.

El camino seguido estar& basado en una idea de H.Silverstone

[19781, (que la aplicd al efecto Stark) que permite resolver este

(*) Reyleigh-Schrédinger




problema de manera mucho m&s simple y répida que mediante los esquemas de

Bender y Wu.

con

(11)

Reescribamos las ecuaciones perturbada y no-perturbada:

v d?2 x? . e AX®
o= *7 ¢ H=H +-—7
/ 1 R
H0|n) = (n + 5 )|nys Hy = E¢ ,

- pe-X?/4 =
In)y = Ae He (x) (njmy =6

La normalizacién de las funciones {|n)} demanda el célculo

de la integral:

(111) re—lezHe;(x)dx =anl Vi o~ A= (anvR) 12

La integral anterior se calcula usando la relaci6n de recurren

cia definida en (5b).

De acuerdo a la relacibén de recurrencia (5b) se ve que (usan

do (II)) 1la matriz de la perturbacién sobre los autoestados n.p. se de-

duce de:

(12)

(13)

x|ny = (V' n#1 |n+ty + Y n |n-1) ).
De esta se obtiene:

X‘ ¥ "
7r|n) = , tinll)_




(14) tin

signa a las

(15) ¢ =2 AN¢(N)

Los tij son no nulos s6lo para ciertos valores de i:
%- v (n+1)(n+2) (n+3) (n+4) i=n+4

7 (4n + 6) Y (e (ne2) T LY

3 [ 2n2 .

7 n +2n + 1] i=mn

7 (an-2) Vn(n-T) i = n-2

1 )

¥ n(n-1)(n-2)(n-3) i=n-4 .

Expandamos ahora las autofunciones perturbadas ¢(N) (N de-

distintas 6rdenes de perturbaci6n) en la base {|n)}:

£ » 2 ol
N

CgN)|j > 5 in: rétulo del nivel de energfa que se

estd perturbando!

De (15) se ve:

(17) o0 =

0) =n+ 1/2.




Como es convencional, toda la dependencia de la autofuncién
perturbada respecto al autoestado no perturbado en el que nos encontramos
Iny, estd contenida en ¢(0) , de allf la condici6én j #n en (16).
Esto unido a (17) impone la condicibn:

(0) _
(18) Cj = 6jn

Usando (15), (16) y (17) resultan las siguientes dos ecua-

ciones:

N =0
(19) H {0 o g0, (0)
0

gue corresponde - como debe ser - al problema no perturbado

N>1

(20) 1 aM 4 &GO g gl )
0

—\J=0

De aquf usando (16) queda:

(N, .1 (N-1) N (N-v)a(v)
(21) Cj 3+ )+ ifn ¢ tji \E—::O E cj

Para el caso particular N = 1, esta ecuacién proporciona més

informacion importante:
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(1), (1)
(21a) Cj (j-n) = E 6jn - tjn

C . (1) _ 1
(21b) Si j #n Cj = 3 tjn

(21¢) Si j=n - E(1) =

|
t

(21c) es el resultado conocido de la Teorfa de Perturbaciones usual. En
(21), se ha usado la condici6n (18), pese a que el contador en la suma in
pu
c(0)
i

dica i #n. Esto se debe a que N-1 =0 en este caso Yy no es

nula; estd dada por (18).

La ecuacibn general para los C§N) es:

N-1
(I R (R W IS (D
(22) ¢ =gg| B ETUC - E t5iC}

Para j = n, podemos encontrar las perturbaciones de la ener-

gfa: (Pues aqui debemos usar E(N)Cgo) = E(N) en (21))

(N) _ (N-1).  _
(23) E = i?n Cs tos

Los resultados (22) y (23) permiten calcular mediante relacio
nes iterativas, las diferentes 6rdenes de perturbaci6n tanto para las au-

tofunciones como para las autoenergias, hasta el O6rden que se desee.
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Usaremos nuestros resultados para calcular un nGmero de térmi-
nos de la serie de perturbaci6n de la energfa, para el estado fundamental,

estoes n = 0.

En la ecuacién (23), se puede ver que si n =0 la segunda
sumatoria se anula, pues Cé“) =0 Vv #0, ademds dado que estamos
trabajando con el oscilador arménico (problema n-p), los rétulos de ener-
gia son positivos (o cero), es decir, en la primera sumatoria s6lo subsis

ten los términos t02 y t04 (por las reglas de seleccién (14)) entonces:

(N) _ ~(N-1) (N-1) (1) _
(24) E = C2 top * C4 toa ¥ E = to0 de (21c)
Los valores que resultan son:
n=20
TABLA 1
N e(N) N A
1 3/4 11 0.7893333-10*?
2 -42/16 12 |-0.2773877°10"
3 1.332/64 13 0.1055646+10*
4 -61.770/4* 14 |-0.4326810°10"’
5 3.666.924/4° 15 0.1900817+10""
6 -63982.81348 16 |-0.8912101+10*°
7 0.1329733-107 |17 0.4442550+10%
8 |-0.3144821-10* |18 |-0.2346464°10%*¢
9 0.8335416°10° 19 0.1309150°10%¢
10 -0.2447894+10** |20 |-0.7693999-10%’
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Observando la tabla anterior se ve como los términos se hacen
cada vez mayores en valor absoluto y la rapida proporcién en que este

proceso tiene lugar.

(Una estimacion basada en el examen de los primeros 75 térmi-

nos permite estimar que IE(")I < (3/2)"'1 3" ni).

Para acometer el prop6sito final de este capitulo seré necesa-
rio introducir previamente ciertas herramientas analiticas que se usarén
posteriormente. La més importante de ellas es el m&todo de sumabilidad
de Borel, establecido por éste en 1901 en su obra'Legons sur les series

divergentes' .

Dada una serie que representa a una funcién analftica dentro

de un circulo |z| < r:

48
=

a z .

(a) f(2) = o 0

n

Se define la funcién o tiransformada de Borel asociada con
f{z) a:

(b) e(z) = X

A partir de estas magnitudes se puede demostrar que:

(¢c) f(z) = J:; et s(zt)dt .
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La demostracién de la igualdad (c) se encuentra, por ejemplo
en Whittaker & Watson, pag. 140. La ecuacion (c), conocida como Teorema
de Borel, nos asegura su validez dentro del circulo de convergencia de
f(z). Lo que la hace un instrumento Gtil para sumar series no-convergen-
tes es que por continuidad analitica el resultado anterior se puede am-
pliar para regiones fuera del circulo de convergencia de la serie origi-

nal.

El que se pueda usar el nétodo de suma de Borel, para el caso
especifico del oscilador anarménico, es un resultado demostrado por Gra-

ffi, Grecchi & Simon [19701.

Se establecen a continuaci6n las condiciones para que ello ten

ga lugar:

(i) Dada una funcién analitica £(z) en D: {0 < |z| <B, |arg z| <A,
%;-> A > nf2l con la serie X anzn como serie asintoOtica en
0
pD:

f(z) = anzn + RN(z)

oM =

(ii) Existen ¢, C tales que

la | < Cant 5 [Ry(2)] < e ety 1z

Entonces la serie Z anz" es sumable Borel a f(z) en ‘
0

D: {0 < |z| <B, |arg z| <6 <r - x/2} yeneste dominio se tiene:
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f(z) = J: g2 F(za)da con F(z) = g -—%T—

con F(z) convergente para {z[ < 1/0 .

Para los osciladores anarm6nicos definidos por el Hamiltoniano:

(25) Hm = p2 + x2 + szm .

Se ha demostrado (Simon [1970]) gque las funciones E(m)/B)
(energfa del op. pert.) son analiticas en un dominio
D(E): {0 < |B] < B(E); |arg 8| <-%-(m+1)n - E} V¥E, también que las se-

ries de perturbacién son asint6ticas a E(m)(s) uniformemente en cada

(m)

n

ci6n para E(m)(s) = X Egm) g" son aﬁm) = 0(dWKm-1)n)!).
n=0

D(E) y por Gltimo que los coeficientes E de la serie de perturba-

Comparando con lo dicho anteriormente, se ve que para el osci-

lador tratado aqui (m = 2), la condici6n esencial es:

IR (8)] < Co™ T (ns1)1a™T

La principal dificultad técnica que enfrentamos a continuacién
es obvia: para poder usar directamente la suma de Borel necesitamos cono
cer tefricamente la expresifn completa de la serie original, i.e., todo
el conjunto de los {En} 0 E(N) como los hemos 1lamado anteriormente.
Lo que haremos para evitar esa complicacién es usar los resultados del

articulo de Loeffel et al,(1969), quien demostrS que las series de
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perturbacién del oscilador cudrtico se pueden sumar mediante el método de
Padé y dan los resultados reales con la habitual convergencia veloz de

los aproximantes de Padé.

La principal ventaja de este método de suma es que, a diferen-
cia de otros (entre los cuales estd el de Borel), con el basta conocer
s6lo unos pocos términos de una serie divergente para comenzar a dar una
estimacién crecientemente buena de la "suma exacta® de la serie divergen
te. De acuerdo con lo anterior parece mucho mas eficiente investigar los
aproximantes de Padé de la Transformada de Borel de la serie original
(que como sabemos es convergente para |8] < 1/0) y luego calculamos la

suma de Borel de estos aproximantes:
El proceso, entonces, puede ser resumido asi:

i} Tenemos la serie divergente original

(*) E(B) = ZEB" 6 (+) E(x) = = EMN
N

ii) Aplicamos la transformada de Borel:

En n

F(8) = T -7 B

o8

(*) E(R) y E(x) estan relacionadas por un cambio de escala, debido a
las diferentes formas del operador que las define: x = 2y . Se de
sarrolla més adelante.
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iii) A la anterior serie (que s6lo converge dentro de |8l < 1/0) 1le
aplicamos las aproximaciones de Padé (especificamente las aproxima
ciones diagonales de Padé, una secuencia usada frecuentemente que

se caracteriza por tener ambos Indices iguales)

FNd(g) .- Aprox.diagonales de Pade para F(B) .

iv) A continuacién y asumiento la rdpida convergencia de F[N’N](B)

usamos el Teorema de Borel, ya enunciado:
ng,N](B) N J"" et FINNT gy e
0

que converge a E(B} cuando N - = . Hay que realizar un comentario so-
bre este Gltimo punto; el problema més profundo que disminuye la eficacia
de célculo del método de Borel, es que hay involucrado tacitamente una
continuaci6n analitica (fuera de la regi6n de convergencia de la transfor
mada de Borel). Se puede realizar esta continuacidn a través de las
aproximaciones de Padé, ya que se sabe que una Secuencia de aproximacién
de Padé, libre de polos y ceros (en una cierta regién que contenga al ori
gen), converge uniformemente a una funci6n analitica en esa regi6n que
es la continuaci6én analitica de las series de Taylor, y es a esta caracte
ristica a la que apelamos al desarrollar el método esbozado anteriormente.

Ahora definamos brevemente el método de las aproximaciones de
n

'Padé. la idea esencial agqui es reemplazar una serie de potencia a.z

por una sucesién de funciones racionales {cuociente de dos polinomios) de

1a forma:
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(1) P[N,M](Z) n=0 N

Sin pérdida de generalidad podemos escoger Bo = 1. Escogemos
los restantes (M + N + 1) coeficientes Ao, A1, cees AN , B1, enrs BM
de modo que los primeros (M + N + 1) términos en la expansién de Taylor

de (5) se igualen con los primeros (M + N + 1) términos de Ia serie de

potencia X anzn . La funcién racional que resulta P[N’M](
n=0

ma una aproximacién de Padé. Usualmente se considera la sucesién conver-

pld. 01, P[J+1’1], P[J+2’23,

Z) se lla-

gente: ... con J fijo, N=M+J vy
M—~w,

Aqui usaremos la secuencia diagonal J =0 - P[1’1], p[2’2],
etc.

Antes de realizar los célculos, llevaremos a cabo la transfor-
macion de escala sugerida en (*) de la pdgina anterior a fin de homoge-
nizar la notacién y los coeficientes que de ella resultan para los dos

operadores definidos:
Teniamos de (6):

1

(26} [- %;7- t g X% ¢+ Ax‘] u = Eu

PPN

Usando la transformada de escala x = v 2y  obtenemos:
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2
(27) [— Egyr +-% y2 +ay* ] u = Eu

2 “ =
(28) [- a7 + y2 + 2ay ]u 2Eu

Comparando con (25) para m =2

(25) {p* + y* + By*)u = E'u se ve que con

(29) B =2x ; E' = 2E se pueden homologar los coeficientes

de los desarrollo de perturbaciones respectivas:

E'(8) = T Eg"; E(A) = = M con (29) ds:
N=0 N=0

(30) 2, = 2&M - g = 2"

Es decir en funcidn de estos nuevos coeficientes En los de-
sarrollo en serie anteriores son - siempre para el estado fundamental -

los que se indican a continuacién, obtenidos de la Tabla I:

3 21 333
(31) E(B)=1+7‘:B-ﬁ82+ﬁ

30885

3 — —————
B 1024

(N)
Los sucesivos términos son EN?T de la Tabla I.
2
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De aquf, la transformada de Borel es:

- 21 333 ., 30885 ..
(32) F(B)-1+Es-m32+§4—:—6—3 WB + eenn

£1,1]

Calculemos la primera aproximacién de Padé F (B), necesi-

tamos s6lo hasta el término B2 de F(8) (De manera geheral para

ZN)

F[N'Nl(s) necesitamos g~ ). Entonces:

F£1,1](B) _a+ b8

— - 2n2
o (a + b)(1 - cB + c?8 ceu )

FE1g) —a+ (b-ac)s +clac - b)B? + ...

Comparando, segGn la receta, con (32) encontramos

a=1; b-ac=3/4; cla-b)=-5
De aqui:
a=1; b=13/8; c=7/8
luego:
£1,11 _ 1+ 13/88
(33) ) =15 778 8

Consideremos ahora B8 = 0.1, a fin de poder comparar nuestros

resultados con el articulo de Loeffel citado. Entonces para B8 = 0.1

1] ' :
F{1 1 (8t) = F[1 1](0-1t) = %—%}%%%g%%%
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la integral a calcular es pues:

[1,1] _J"’ -t 1+ 13/8 Bt
(34) 7 7(8) = j & T37/8 8L dt

B =0.1

Las integrales como la (34) se pueden integrar mediante una
cuadratura gaussiana como por ejemplo las integrales de Gauss-laguerre
que son muy adecuadas pues su factor de "peso" es precisamente e't

Las férmulas son las siguientes:

-t n
re yt)dt ~ T A(E) -
0 i1

Los argumentos ti son los ceros del polinomio de Laguerre

de 6rden n

t dn -t.n
L(t) =e — (e t)
n gth

y los coeficientes Ai son

2

{n!)?
A. =
! ti n ti

Tanto los ntmeros ti como Ai estan disponibles en tablas

[Abramowitz & Stegun, pég. 9231

Para los datos anteriores con n = 6, se obtienen valores exac
tos hasta el octavo decimal con relacién a las cifras calculadas por

Graffi et al.
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Se puede seguir calculando los sucesivos F[N’N](B) hasta

s (19

F[g'gj(s), aquf ya estaremos usando los coeficiente que es nues

tro penGltimo valor obtenido (en tabla I} y de alll calcular las integra
les ng’N](B) correspondientes. Lo interesante es que al comparar los
valores obtenidos para B = 0.1, la convergencia hacia los autovalores
correctos es mds rdpida que la usual de los aproximantes de Padé por
sf solos, cuyo comportamiento estd estudiado en Loeffel et al. La compa-

racién de los valores en cuestion se da en la tabla siguiente:

TABLA 11

N f[N’N](B) B = 0.1

1.064 466 872
1.065 280 567
1.065 285 503
1.065 285 508
1.065 285 509
1.065 285 509
1.065 285 509

O O M U o4 N =

Para ese valor de B la aproximaci6n de Padé:

£020.20155 45 _ 1 0652855095
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Esto es desde luego muy destacable, porque fEZO’ZOJ(B)

nece-
sita 41 términos de la serie original'divergente. (Esto es lo que signi-
fica aproximaci6n de Padé por si s6los)

Los 1,[N.N](

B) que aparecen en Loeffel, resultan de aplicar
directamente el método de Padé a la serie divergente original. La conclu
si6n general del capftulo es por un lado que al ser sumable Borel el osci
lador determina de manera (inica los autovalores (que pueden calcularse pa
ra estados excitados igualmente mediante las f6érmulas generales (22),
(23)) y por otro lado que los resultados numéricos parecen resultar mejo

res que los conseguidos con el uso directo de los aproximantes de Padé.




CAPITULO II

EL EFECTO STARK

A lo largo de este capitulo nos centraremos en un nuevo ejem-
plo més elaborado y complejo que el previo. Se trata del andlisis median
te teorfa de perturbaciones del efecto Stark para el atomo de hidr6geno
usando esencialmente el metodo desarrollado por Silverstone, ya visto en

el capitulo anterior.

Como se sabe la accién de un campo eléctrico externo sobre los
niveles de energfa de un &tomo, es lo que se conoce como efecto Stark. La
serie de perturbaciones que se genera en este caso es también singular;
de hecho es asint6tica como estd demostrado por Titchmarsh [19581; estas
series que son divergentes tienen la propiedad de que existe un término n
6ptimo, mis alld del cual, afiadir términos a la aproximacién no es venta-
joso, pues generalmente aumenta y no disminuye el error - respecto de la

funcién aproximada - al realizarse la operaci6n indicada.

Se sabe ya desde Schrodinger [1926]1 que la ecuaci6n que lleva

su nombre para el caso del efecto Stark (4tomo de hidrSgeno) es separable

23
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en coordenadas parabflicas. Seguiremos la definicidn del articulo por
Silverstone {19771 que es levemente diferente de las definiciones usua-
les. La soluci6n del problema del &tomo de hidr6geno (y de cualquier mo
vimiento de un campo central) en coordenadas parab6licas es Gtil para
una serie de problemas donde se privilegia a una direccitn determinada

del espacio; en este caso la direccién del campo eléctrico externo.

Las coordenas parab6licas o, p, ® se definen mediante las

férmulas:
X = (-2!—:)'1/2(0;::)1/2 cos ¢ c = (-2E)1/2 (r + z)
(1) y = (28 2e0) 2 sene o= (202 (r - )
Z = %-(-25)'1/2 (o-p) ¢ = arctg y/x

De aqui entonces usando que las coordenadas son ortogonales y

las formulas usuales para transformacién de coordenadas:

gtp .

-1 ot 2 _ 1 O 2 _ 1
@ W =1z % ¢ ety B e = oEy (o0)
Entonces el elemento de longitud viene dado por:

2 o __1 S qi2, OHP 42 2|
(3} ds =T-2E7 | %o do®+ o dp +(0p)d®|

La ecuaci6n de Schrddinger para el &tomo de hidré6geno en un

campo uniforme elecirostédtico es:
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(4) [_-% vz --% + Fz - E ]¢ =0

Aqui el campo F estd dirigido en el sentido positivo del eje
z vy el operador de perturbacién (Energfa del electrén en el campo F)
es Fz. El campo de atracci6n coulombiano estd representado por el térmi-

no inverso de r. Se trabaja en unidades at6micas (h = 1, m = 1, etc.).
La férmula del laplaciano en coordenadas curvilineas es:

1 o (M3 s |, 8 (MM ey |, o |M2e
3q; | My B4y | "8G, | Py 3Gy | "9z | Ny G

(I) Vv* =
MDA

Usando esta formulaobtenemos l1a ecuacién de Schrédinger (4)

en coordenadas parab6licas.

Usando las definiciones auxiliares:

(ba) a

(2525 el

(5b) E

n

En que B1 y B, son las constantes de separacifn (acopla-

miento} que aparecen al separar en coordenadas parab6licas.

2lcl |+ L P
3g | B0 3 ° Bp 3o 307

+p
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La separaci6n de variables impone que definamos la funcibn-so

lucién como:
(1) ¢ = (o) 2 o (0)aylp) &I™

Con ello la ecuaci6n de Schrddinger queda:

. @“(O’) 3 2
m -1 4 Fa'o

Fa’p
2 - =g ¢

.

[ m2_1 ]- ptg(p) Ea2

| T%p o] - T2 (o+f) = 0

Pero Ea? = E(-ZE)'1 -1/2 entonces, separando variables

queda:

2 (mf-1) 1 _
(9a) [}c Tt ¢t fo? +g0- B 2,(c) = 0

d? . (m2-1) 2, 1 )
(gb) [""p dpz + 4P = fp +'4'_' p - 52 } ¢2(9) = 0

La energia se determina a partir de la constante de separaci6n

usando (5b)}. El nGmero cuéntico magnético m aparece s6lo en la forma

4

%-(m’-?), por lo que usaremos esta combinaci6n y la Ilamaremos M:

(9c) M =g (m*-1)

1
a
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Consideraremos la ecuacién (%a) o (9b) como ecuaciones perturba
das, en que el rol de la perturbacién lo jugaré obviamente el término co-
rrespondiente a el campo eléctrico "f" y el papel de la "energfa pertur
bada" habitual lo desempefiardn las constantes de acoplamiento Bi . A fin
de hacer més cOmoda la notacibn para las necesidades futuras definiremos
el simbolo ki’ para las constantes de separaci6n no-perturbadas:

- 8(0) 1 - .
(10) Ky =8 = n, +3 fm| + i=1,2 n, =0,1,2,....

En (10) hemos introducido la definici6n habitual usada en
Landau & Lifshitz [M.C.] cuando trata el movimiento general coulombiano
en coordenadas parab6licas (salvo pequefias diferencias en las definicio-
nes que son s@lo convenciconales). En el problema general en coordenadas
parabflicas los nlmeros cuénticos son entonces Ny, Ny ¥y M. Los 2
primeros se conocen como “nGmeros cudnticos parab6licos”, m es el usual
rétulo magnético. De més estd decir, que estamos considerando el espec-

tro discreto de energfa (E< 0). De allf la definici6n para a.

Las ecuaciones para el &tomo de hidrégeno sin perturbaci6n tienen
soluciones que son funciones hipergeométricas confluentes las que se pue-
den expresar como los polinomios de Laguerre generalizados. A partir de
ellos se .pueden definir un conjunto de funciones base que nos sirvan para
resolver el problema perturbativo. Puesto que la diferencia esencial en-
tre las ecuaciones (9%9az) y (9b) es el signo de f, es suficiente consi-

derar s6lamente cualquiera de ellas, digamos (9a)
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d201(0) M :
(11) -f —GeT t 7% @1(0) + 3'°¢1(0) + fc’¢1(o) = B1¢1(c)

perturbacidn

Como siempre supondremos que se pueden desarrollar las cantidades
necesarias {autofunciones y autovalores) como una serie de potencias en f.
Suprimiendo los sub-fndices (salvo Ny ¥yn, pues n es el nfimero cuén-

tico principal), se puede escribir el problema perturbativo asf:

i

(13)  s(kMf) = 5 (NN (8 =8, o 8)
N=0

Siguiendo a Silverstone [1978]1, introduciremos una base de fun-

ciones {|i>} que no estan normalizadas y que son autofunciones del

Hamiltoniano no perturbado H(O) :

(1o W5y = [0 & +gege |l = el

Las autofunciones |j ) se definen asi:

n,+j
(15) 135 = Ny Lngeg)t/ngejam)1 12 GUIMIE72g0/2 )T

x lel (o)
n1+j
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(iInsistimos en que estamos s6lo usando la variable o pues el desarro-

1lo en relacién a la variable p es pricticamente idéntico!)

La forma aparentemente complicada de las autofunciones |[j) pro
viene esencialmente de las relaciones de ortonormalidad de los polinomios
generalizados de Laguerre Lﬂ(x). Nj es una constante que "rompe" 1la

normalizacién y -esté dada por:

j-1
(16) Ny = 1 C(ked) (kets1)-n 1'/2 (5 > 1)
i=0
= 1 - (j = 0)
M s ~1/2 .
= T [(k-i)(k-i+1)-M ] (-1>32-ny)

i=1

i Nuevamente observamos que k en las férmulas de arriba es el k, de-

1
finido anteriormente (k1 esta relacionado con o , ko, con p )

La funci6n [0)>, estd normalizada a la unidad como se puede ve-
rificar usando (16) y las propiedades de ortonormalidad de los polino-
mios de Laguerre. Observando (14) se ve que esta autofunci6n |0) co-
rresponde a la autofuncién no-perturbada perteneciente a la constante de

separacién no-perturbada k.

Se trata ahora de calcular la matriz de perturbacién sobre estas
funciones-base (Usando el mismo camino desarrollado en el primer capfitu-
lo, al desarrollar c/r a las funciones propias del operador no perturba
do).
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previamente recordaremos algunas propiedades de los polinomios de

Laguerre generalizados que nos serdn Gtiles:

Las relaciones que nos interesan son fundamentalmente las de re-

currencia

{a) xLﬁ(x) = (2n+k+1)Lﬁ(x) - (n+1)Lﬁ+1(x) - (n+k)Lﬁ_1(x)

(b) JZ e'xkaﬁ(x)LE(X)dx = P—(Ef’nl.‘i’-u Snm

A partir de (a) se puede deducir 1la relaci6n que necesitamos, @

saber:
(c) XZLE(X) = (n+k)(n+k-1)L§_2(x) - 2(2n+k)(n+k)Lﬁ_1(x) +
& (1) (4ne3ke2) + (nek) (k) } LK () - 2(n+1)(2n+k+2)L‘;+1(x) +

k
+ (n+1)(n+2)Ln+2(x)

A partir de ésta Gltima se puede calcular la matriz deseada:

(17)  o*|iy = Zv (kM|
i 1

Como se ve por (c),9 solamente subsisten 5 términos para cada in-

dice j. Realizaremos los cédlculos explicitamente s6lo para uno de ellos
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a modo de ejemplo, pues el dlgebra a usar es algo engorrosa

_ n,+j
(18) oI5y = ML) /ingegum) 111/2 o(1/2 eo/20 )

m

[(n1+j+m)(n1+j+m-1) Ln1+j-2

(o)-(n1+j+m)(1(n1+j)+2m)L§1+j_1(o) +

+ {[2(n1+j)+m+1}2 + (n1+j+1)(n1+j+m+1)+(n1+j)(n1+j+m)}L21+j(c) -

f

- z(n1+j+1)[2(n1+j)+m;2]Ln1+j+1(o)+(n1+j+1)(n1+j+2)Lm (o)

n1+J+2

Comparando (17} con (18) y usando la definici6én (15) se ve

que para, por ejemplo i = j+2, y ya que:

n,+j+2
|j+2) = Nj+2E(n1+j+2)!/(n1+j+m+2)!]1/2 °(m+1)/2 e'°/2(-1) 1 x

m
) I'n1-r-j-1-2(c'0

Entonces:

N.
|i+2) = Fri—-.(n1+j+m+1)(n1+j+m+2)(n1+j+1)(n1+j+2)}1/2|j+2)

V. .
j*2.3 j42

pero recordando que k = n, +-% m +-% y usando la definicién de Nj (pa-

ra j>1, por ejemplo, ya que idénticos resultados se obtienen para los

otros casos explicitados en (16)).




32

(gt d+me)(n +3+ma+2)ng+3+ Dy +j+2) =

.1 .1
= ~k 3 M+ ] +-§J[k +

N —

m+j+%]x[k-%+%+j][k-%+%+j]

= | (k+j) + m+1:][(k+3+1) + m+1] [(k+3)- -—-{[[(k+3+1) - m%%J ;
pero ‘[E%l][gggl = %-(m2-1) =M  luego la expresi6n anterior es:
= [(k+j)2 + (k+j)-MID(k+j+1)2 + (k+j+1)-M] =

= [(k+3) (ki+1)-MI[(k+j+1) (k+j+2)-M] .-

Pero
Ny _1/2
o = [0k (keg+) -MIL(k#3+1) (ke 3+2) -M]
j+2
luego
Visp,5 = !

De igual manera se pueden calcular los restantes términos no-nu-
los cuyos valores como polinomios en k y M se proporcionan a renglén

seguido:
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(19) vy (kM) = 1 i=j+2
=Mk +j+g) i = j+1
= 6(k+j)? - 2M | i=j
= -4(ktj- o IL(ke§+1)(kej)-M] i=j-1
=' E(k+j-2) (k+j-1)-MIC(k+j-1) (k+j)-M] i=j-2
=0 para otros valores de 1.

A continuacifn seguiremos el mismo camino ya usado en el primer
capitulo y expandiremos los sucesivos drdenes de perturbaci6n w(N) 50~
bre las bases {]j)} a fin de obtener las relaciones de recurrencia pa-
ra los coeficientes de esa expansi6n y para las constantes de separaci6n
(que como recordaremos juegan el papel de autovalores de nuestras ecuacio

nes). Sea:
(20) &= zolN)N

1) oM o B My - #0 e
j#0 3 _

Insistimos en las definiciones, a fin de evitar las confusiones,

¢ representa la autofuncién del operador perturbado con sus correspon -

dientes términos perturbados ¢(N). tas {[j?} son autofunciones del

operador no-perturbado.
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Como operador perturbado podemos usar cualquiera de los dos (9a)
o (9b), que tienen la misma forma salvo el signo de f. Esta Gltima dife

rencia implica entonces que:

(222) B, = Blk,, M, ) ; 8, = Blky, M, f) -
220y 8y = 2 sMaomet s s, = 2 sMpe, M1t
N=0 N=0

Escogemos entonces el primero de ellos y desarrollamos:

Usando entonces (9a) y (14) +tenemos:

(23) H= H(O) + fo? que es el operador perturbado.

La ecuaci6n de autovalores correspondiente es:
(24) He = By ® con & dado por (20) y B, por (22b).

A partir de ahora volveremos a la convenci6n ya considerada de

llamar B a 81 con fines generalizadores.

Entonces se obtienen las siquientes ecuaciones:

(25) 5 0o | 5 M1 200 | o D () (o)
N N N=0 \J:O
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Para N = 0 esta ecuaci6n queda:

que es la ecuaci6n no perturbada si tomamos en cuenta las equivalencias:
(260) o0 ooy ;SO Ly L WOgy L g0y

que corresponde a (14) para la autofuncién no perturbada perteneciente

a la constante de separacién no perturbada.
Para N > 1 la ecuaci6n queda:
N
(27) H(0)°(N) + 02¢(N'1) - 2 B(N-\-’)°(V)
V:_-o

Ahora utilizando la definicién (21) queda:

N
z cMyl05y 4 s c-N2)5, o 5 gNv) 5 ¢ im)

j#0 J j#0 v=0 m£0

Utilizando las definiciones previas respecto a o2 y H(O)

N |
z C(N)(k+j)|j> + 5 1) z vi.!i> = ¥ C(v) > B(N'U)|m> |
i#0 i#o 4 4 mé0 M voo

Cambiando indices y reordenando:
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N
'?0 C§N)(k+j)|j> +3z _30 CgN'i)vjilj) = X z
J i

s(N-)e (¥4,
i j#0 v=0 J

A partir de esta Gltima podemos obtener la relacién:

N1 15, ~(N1) JE giN-v)alv) 7 .

En (28) se pueden observar ciertos detalles, a saber:

En la segunda suma del segundo miembro hay dos términos que pode-
mos separar: i) v =0; i) v = N. Analizemos separadamente cada uno

de ellos.

i) Parav =0 el término resulta ser B(N)C§0) = B(N)s Esto alti-

Jjo°
md surge de comparar (26b) y (21) como condicién de consistencia
de las definiciones. Esto implica que - yaque j £ 0 - g] término

en cuestidn es nulo.

i1} Para v =N, el término correspondiente es: B(D)CgN) s pero B(O)

es el término no perturbado de la constante de separacidn, por defi-

cibn B(O) =k - el.término es kC}N) ~ la expresién (28) modi-

ficada por este andlisis es:

Ny _ 1 [ (-1 P o)) ]
G T | i3 Vi N

De la que se puede deducir:
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N-1
N s (N-1) _ (N-v)C(v)]
®) G = [ 40 "3t MR

Esta es una de las dos relaciones que buscabamos. La otra se ob-

tiene del siguiente modo:

Observando las relaciones (20) y (21) se ve que el Gnico modo de
darle significado 16gicamente consistente a los coeficientes con sub-indi

ce cero esta dado por la delta de Kroenecker, i.e.:

(v) _
(*) Cov - 60v

Insertando esta relacién en (28) queda:

(N _ 1 N=1)  _(N) .
C0 =0 = -« ‘iih Voici ~ B ]

>

30)  sMum - x v, c{N-1)
i#0
Asi obtenemos las dos cantidades que nos interesan. Las constan-
tes de separaci6n B(N) son polinomios en k y M, como asimismo los

coeficientes C§N).

A partir de estas relaciones de recurrencia y las expresiones de
la matriz de perturbaciones podemos calcular los valopes numéricos de los

coeficientes polinomiales.

Tomando en cuenta (*) e incluyendo en (29) y (30) el valor co-

rrespondiente a i = o (para evitar inconsistencias) se obtienen:
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(1) . Ve (1 _
o i=-7 vy B 00

Estos resultados®coinciden con los que se obtendria mediante Teo-
ria de Perturbaciones comtn, para el primer orden. A partir de ellos se
establece la siguiente tabla de valores para los coeficientes polinomia-
les que corresponden a los sucesivos términos B(N) de la serie de per-

turbacién de Ia constante de separacién. Ejemplo:

(1) _ T
B = v00 = €k M

De manera general:

(N) _ (N) ,r.s
B = Z B Mk
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TABLA 2: Constantes de separacién (Orden de perturbacién hasta N2 8)

N r S BIEI;” ™ S B)Ersq)

1 0 2 6 0 1 -1656500
1 0 -2 0 3 -43002592

2 0 1 -10 0 5 -113822520
0 3 -68 0 7 -50118384
1 1 36 1 1 12051720

3 0 2 660 1 3 72439200
0 4 1500 1 5 55719216
1 0 -120 2 1 -5881416
1 2 -1032 2 3 -12182480 -
2 0 a4 3 1 552912

4 0 1 -2210 0 2 484419360
0 3 -37900 0 4 3997074984
0 5 -42756 0 6 6142374000
1 1 12960 0 8 1905807816
1 3 35640 1 0 -60441600
2 1 -3636 1 2 - 1663495776

5 0 2 381264 1 4 -4778464320
0 4 2093280 1 6 -2379352416
0 6 1400784 2 0 46142240
1 0 -54240 2 2 657768432
1 2 -1029600 2 4 728298480
1 4 -1364160 3 0 -8886688
2 0 33712 3 2 -53877984
2 2 229200 4 0 450696
3 0 -3680
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continuacién Tabla 2:

()
Brs

=
-5
[7,]

-2564063050
-83943936120
-331953386940
-330097271640
-75783847700
20998605600
182925628704
302909140800
104928884208
-12837436200
-60110940120
-39436837272
2155524912
4336206000
-98489884

-hwwNNN—*—h—‘ﬂOQCJOO
—nw-amw-hwmw--so\:mw-—a

Hasta aquf tenemos - o podemos calcular en general- los sucesivos
6rdenes de perturbacién para las constantes de separacién (recordemos que
son dos} en funcién de los parametros k y M. Lo que verdaderamente ne-
cesitamos es, obviamente, la serie de perturbacién correspondiente para

las energfas (autoenergias) del sistema. Esto es:

31)  E=£0 (e, @2,
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Donde como recordaremos F es la magnitud del campo aplicado. Es
cribiremos de nuevo las relaciones que ligan las diversas variables que
nos preocupan:

(5a)  f =1 (-26)3% | (5b)  E - (8 +8)7

1
)
Se trata pues de encontrar una expresi6n para (31) en funcién de

las series conocidas de Bi .

La cuesti6n aqui, es que las series de Bi estan dadas en funcién
de f. Una manera - la m&s directa - de hacerlo es expresar el cuociente
(5b) como serie en f, usando las series de By ¥ By. Este camino re

sulta extraordinariamente engorroso pues ya sea que se use la expansion:

0 mis directamente el reemplazo en la f6rmula que da E de la suma de
las series B(k1,M,f) B(kZ,M,—f) el cdlculo de s6lamente los primeros
términos de la serie en funcién de § requiere demasiados pasos (y nece-
sariamente crecientes aproximaciones). Un metodo alternativo y mas efi-
ciente nos lo proporciona la "expansi6n o f6rmula de Lagrange" cuya forma
y justificacién puede encontrarse en textos standard de Andlisis Matemdti
Co como por ejemplo en Whittaker y Watson, pdg. 133. La maners formal

usual de presentarla es la siguiente:
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Si f(z) y o(z) son funciones analfticas en una regi6n ¢ que

rodea al punto a entonces la ecuaci6n:

£=2a+ tog)

tiene una rafz en el interior de C (Mirada como ecuacién en E ). Ademé&s
cualquier funcién de & analftica en y dentro de C puede expandirse

como una serie de potencia por férmula:

5 B n
M fE@ =t s = L S [ e tean” ]

Intentaremos hacer uso de esta férmula para nuestro objetivo. A
tal fin definiremos ciertas variables que permitiran convertir directamen

te la serie de la energfa como una expansién en F.

Denotaremos por +y la suma de las constantes de separaci6n:

(32) Yy=8, + B_ = -Y(O) + 7(1)1: + 7(2)f2 +

con

(3) 4N LM, g0

esto es:

8y )+ (0™
Con esta definici6n v puede ser caracterizado como “nimero cuén

tico principal perturbado" ya que 7(0) es el habitual nGmero cu&ntico n

(principal) sin perturbar:
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(34) +0) | sgo) + B£0) =kt k=0 +n, + m| + 1=

5 =

De acuerdo a las definiciones convencionales (Landau & Lifschitz).

Usando (5a), (5b) y (32) se ve que:

(3 E TN O 08

M=

36) 7=y AN Lppy @01 TR L

Esta es una ecuacién implicita para «+ que se puede simbolizar
de modo més general:
Y = 7(0) + ®(v) Siendo F un parémetro.

De acuerdo a esta expresién y la férmula (I) la expansién de

Lagrange para la energfa dada por (35) (que corresponde a la f de {I)

seria:
- .,
1.2 1 (02, v 1 {d "
B 27 T 27 * n=1‘ﬁT [dT[ ) J

{ [ [+ fouon} )
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Esto a partir de (36), luego la férmula de la p&gina anterior

queda asf:

@ n-1
1 -2 1 _(0)-2 1 d
(37)  E=-av -5y oA t;-(ay ]

:
([ o (37095 (540" ] ")

La expresi6n de arriba parece muy complicada, pero se puede obte-

ner una forma mds manejable y Gtil si seguimos el siguiente camino:

Tomemos la expresi6n dentro del segundo paréntesis cuadrado; la

llamaremos convencionalmente P.

t1 8

(V)1 (0)3.)v[" P puede ser considerado como un "po-
3 )

B

1 linomio" infinito elevado al exponente

n. De consiguiente estudiaremos el de
sarrollo general de la potencia de un

polinomio.

Sea:

f(z) = (a,z + a222 + a3z3 ool 4+ akzk)n

el término genérico del desarrollo de f(z) es:

- i1 12 ik i1+212+313+ e +k§k
(ITa) 0 o gy ks BB T
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Con la condici6n:
(11Ib) i1 + i2 + i3 + oee. + ik = n.

Para futuros usos advertiremos las cotas del exponente r dez

en (IIa):

(1) Pmin =7 iy =n i = 0 Vi # 1
gy = kn — ik =7 ij =0 ¥j #k
es decir:

La expresion (Ila) se obtiene sinteticamente asi: Observemos
que cada término de f(z) es el resultado de multiplicar n términos
independientes provenientes de cualesquiera de los respectivos n parén-
tesis polinomiales idénticos. Para un exponente fijo de z (digamos r1)
existen un conjunto de particiones distintas del conjunto {ij}j=1,...,k
cuya suma es r,. A cada una de estas particiones se les asocia un coefi

ciente multiplicativo que se obtiene considerando que los i1 términos

n-i
a, se pueden escoger de [i" J maneras, los i2 términos 2y de [ i L J
2
maneras, los ija; de [ =141 ] modos, etc. Es decir el ntmero de ma
i
3
neras total en que se puede obtener esta partici6n especifica es:
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n!(n-i1)!(n-i1—i2)! cee (ik-1 + ik)!ik! n!

i1!(n-i1)!12!(n-i1-i2}! ik_el(ik_1+ik)!ik_1!(ik)!ik! PR PLIRTRIR T

que es el resultado (Ila) deseado. La forma del exponente de z co-
rrespondiente resulta obviamente, como se ve al observar el témino suso-

dicho, que sin tomar en cuenta el coeficiente anterior es:
i i i
1 2,2 3,°3 K.
(a1z) (azz ) (a3z ) B (akz )
Ya establecidos los resultados necesarios nos abocamos a usarlos en nues-

tra expresibn original.

De acuerdo a lo anterior el término genérico de P es:

(D1, (21, (K1,
Y

nl
-eee Y x

- . T
LI lk.o

—— Y
11!12

- . - e k'
. [.1_ 7(0)3 - ]12 +21, +-313 + + kig
i

con 11+ ...+1k=ﬂ.

Entonces P se puede escribir de un modo més claro y utilizable

en la forma de una serie infinita en F.
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()i, (2)i (k)i
P = > n: v oty Py K

. ms s ooy 1T T T
11+212+...+k1k-N 12 k

i,+2i,431,+ ... + ki
k
x[%7(0)3p]1 17°°3

Es decir estamos ordenando P segln potencias de N {con todas

las particiones asociadas a N, como ya se estableci6).

Volviendo al resultade (37), vemos que ya podemos transformar to

do lo que aparece a la derecha de la derivada enésima en una sola gran sy

ma:
d [ 1 (0)-2] (0)-3 (0)-3
-('0')‘ - =Y -7 i ¥ % P = m
dy 2 |
Q= z ___n ‘_H’“)H ‘Y(k)ik‘f(0)3(N-1)4-NFN
i, 4204, ..4ki, =N 19°ip° - Ip:
17772 k
k
Recordar que (IIb) s j.=n.
j=1 3
™

Donde hemos simplemente reducido la sumatoria a su valor N para

los términos en que importa s6lo ese valor.

Dada la condici6n (IIb) — sabemos que el exponente minimo es
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N2 n De modo que al derivar la expresién @ a los (n-1) &sima

potencia se obtendrs:

dn""1 -N N

(38) 0= > A4 P nl
drOIA-1 gp2f b ki N LTl Ty
()i, (0)(3N-n-2)
x [ r vy 3 J (3N-3)(3N-4)...(3N-{n+1) Iy
j=t

Entonces (37) se hace:

(0)-2 (3n-3) 14~ NEN
v vE o E K 3101
N=1 11+212+...+k1k=N (3N-2—j 1j)i1.1

(39) E=-

1
2 ! P
2""1k'

k
x {1}i, (2)i (k}i, (0)[3N-2- % .3
¥ 1 v 2 v k . j 7l

Donde hemos explicitado la condicién (IIb} en los exponentes.
Antes de establecer la f6rmula final hay que hacer un comentario respecto

a la cota k de las sumatorias involucradas.

k es la cota superior de las sumas usadas. Dado que

Se ve que ese valor miximo ha de ser precisamente N. Supongamos que no
fuera ast = Jk >N con L #0  tal que i, + 20y + oo + NI+

+ kik = N 1o cual evidentemente es imposible, dado que ij >0 ¥
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{entero) cuando k=N - ik = iN =1 y todos los demés ij son nulos.

Entonces el término general que acompafia a FN en la serie de la energia

(39) es:
(1)i, (2)i
ao) (M) _ 4N 5 'gsw-s)! M I
1y#2igp. . NN (3N-2-; ij)i1!iz!...iN!
(N)i (0)[3N 2- g 1J]
cer ¥ J
con ij.Z 0 ¥i.

A modo de ejemplo calcularemos algunos valores para las distintas

6rdenes de perturbacidn més bésicos:

1) © Si N=1 s6loesposible {, =1 = 3:1-2-1=0 =
(1) _1.(1
B =g
ii) N=2 =05 i,=1 1 L{0)3 _(2)
iy=2 1,=0; = L0)2 _(1)2

luego
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ii1) = 3 i, | 1, | g
{3N-3)! = 6! 0 0 1 - 7(0)6,{(3)

1 1 0 = (05,0, (@)
3 0 0 = 7(0)47“)3

£3) & 43, (006 (), g (05 (1) () , 5 (08 (13

iv) N=14 i, i, iq i
(3N-3)! = 91
0 0 0 1 - (009, (4)
1 0 1 0 . (08 (1) (3)
2 |1 |0 o | o 07 2 @
s | o | o 0 . 006 (1)4

v) N=5 By | iy | 15 ] 1, ig
(3N-3)1 = 12! o 1o lola 1 _ o)
tjo o i1 o = L0011 (1) _(4)
t {2 (0 (0 o = (010 (1) (2)2
2 |o 1 0 | o - 7(0)10 7(1)2 +(3)
3 11 (0o o |o = (09 (1)3 (2)
5 1o [0 o (o - 7(0)8 L[1)5
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£(5) _ 4-50,(0012,(5) 1o ()11 (1), (4) g (0)10.(2)2 , (1)2 (3),

+

Los términos sucesivos se van haciendo cada vez mis numerosos e
incluyen desde 7(1) hasta T(N) . El minimo exponente de T(D) para ca

da N es 2N-2. Asimismo el méximo es 3N-3.

Puesto que T(N) = B&N) + BéN) y cada una de estas cantidades
(B) se pueden desarrollar como funciones polinomiales de k y M (k1, k2
. ¥ M realmente), entonces cada uno de los T(N) es a su vez un polinomio
en k1, k2 Y M. Es entonces en principio posible expresar E(N) como
un polinomio en esas cantidades. A modo de ejemplo realizaremos algunos
cdlculos utilizando a ese efecto 1a tabla 2 ya considerada:

i) R R IO R B = 1 0(6kB-2m)-(6k3-2m) ]

2,2 3 3

Se debe recordar que

B, = Bk, M,~f) = 5 (-1)Nag(N) N
2 2°1
n=0
as{ es que en la tabla 2, hay que tomar en cuenta el (-1)N para el caso

en que se considera BéN).




ii)

también es simplificable por k

contienen a ¥
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Entonces con n el nGmero cuéntico principal

el | % n (k, -

kz) :

£2) < 20k 3(882) + 8820 4 Sk ek 2(88") 4 8102

(2) 2) 3
By -68k2+36k2M)

" Bé (-10k1-68k?+36k1M) + (-10K

2

-1D(k +k ) - 68(k +k2) + 36M(k +K )
Todos son términos divisibles por (k1 + k2) =

822) + 8(2) = (k1 + k2)[36M-10&68(k? - k,k, + k2 )1 .

2 172 2
Usando el resultado anterior de 851) + B§1) se ve que:
(@) . 4720 (k k)t (36M-10- 68(k]-k k,#k3)} + B4(k 17,0k k)21

£(2) _ 42

P

"

(k k) 4136M-10- 14k2 14k§ 40K k.,

Se aprecia que E(z) es al igual que E(T) factorizable por

(k1 + k2), esto es valido para todo N, pues todos los términos de
E(N)

(0)

= k1 + k2 (Salvo naturalmente E(T) pero este

g ¥ kz).
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Estos ejemplos - los mis simples - indican cual es la mecénica a
seguir para calcular los sucesivos términos de perturbacién (en la ener-
gia) en funcién de los nlmeros cudnticos y el pardmetro M, a través del
cual se establece la dependencia en relaci6n al nGmero cuéntico magnéti-

co: M =-% (m2-1). A continuaci6n damos una tabla de los distintos 6rde

nes de perturbacién hasta N = 6, factorizados por n = k1 + k2. El
término genérico es:
(N) _ ,=N _3N-2 (N) or i .j
E =4 ' n z Erij M k1 k2 .
TABLA 3
(N} (N)
N r 1 j Erij N r 1 ] Erij
t 0 1 0 6 4 0 4 0 - 1860
0 0 1 -6 0 3 1 -5340
2 0 2 0 -14 0 2 2 -7548
o 1 1 " =40 0o 1 3 -5340
0o o0 2 -14 0 0 4 - 1860
0 0 0 ~10 0 2 ¢ -9100
1t 0 0 36 0 1 1 -13580
3 0 3 ¢ 132 g0 0 2 -9100
0 2 1 156 0 0 o0 -1760
0o 1 2 -156 1 2 0 4536
0 0 3 ~132 1 1 1 4536
0 1 0 300 1 0 2 4536
¢ 0 1 -300 T 0 0 9720
t 1 0 264 2 0 o0 2196
1 0 1 264




continuacion Tabla 3:
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N or & j Ei?} ro 1t g Eﬁ?}

5 0 5 0 31920 0 6 0 -616216
0 4 1 95088 0 5 1 -2327664
0 3 2 62160 0 4 2 -3758904
0 2 3  -62160 0 3 3  -4106816
0 1 4  -95088 0 2 4  -3758904
0 3 0 277440 0 1 5  -2327664
0 2 1 265440 0 0 6 -616216
0 1 2  -265440 0 4 0  -8482320
0 0 3 -277440 0 3 1  -18397680
0 1 0 182584 0 2 2 -19846320
0 0 1 -182544 0 1 3  -18397680
1.3 0 11904 0 0 4  -8482320
1 2 1 1344 0 2 0 -12409432
1T 1 2 -1344 0 1 1 -10958628
10 3 -11904 0 0 2  -12409432
t 1 0 27360 0 0 0  -1360000
t 0 1 -27360 1T 4 0 909216
2 1 0 34800 T3 1 3445344
2 0 1 -34800 t 2 2 5047776

6 1 0 0 9292300 t 1 3 3445344
2 2 0 421200 1 0 4 929216
2 1t 1 -324000 1 2 0 9907200
2 0 2 421200 L 18734400
2 0 0 301584 1T 0 2 9907200
3.0 0

222432
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La energfa perturbada (su serie) para un estado especifico se pue
de calcular entonces simplemente reemplazando los valores para n, Ky, K,

y M para cada uno de los términos perturbados.

Ejemplificaremos para el estado fundamental del sistema. Para es
te caso evaluaremos en primer lugar los valores de los respectivos nfime-
ros cuinticos. Para el estado fundamental (el Gnico no degenerado) n = 1,
2=0, m=0. Utilizando la definicién de los nfmeros cuanticos parabf-
licos:

1. K 1

- 1
+ = |m] ty o 5 = My + E—]m] t3

1
1772

los nfimeros ngyn, cumplen la relaci6n (34):

n=ng +n,+ [m] + 1

como sabemos el ncmero |m| puede tomar en general n valores distintos
desde 0, ... n-1. Entonces una vez fijadas n y |m|, ei maximo valor

de n,+n, es n- Im| - 1. Cada n, ¥y n, por separado tienen como
valor minimo 0 (pues el estado fundamental corresponde a n =1, |m| = 0).
Entonces n, =0, ..., n - Im| - 1 y lo mismo vale para n, con la

obvia condici6n de cumplir (34). Para n=1, m| =0 =n,=0=n

L 2

para el estado fundamental tenemos:

(41) n=1; k, =
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Con estos valores procedemos al célculo:

T 1 () L P Y P S -1

r

que corresponde naturalmente al operador no perturbado En = 2;2 ya cono

cido para todo campo coulombiano.

Los sucesivos valores se dan en tabla a continuacién. Se ha uti-
lizado los resultados de la literatura ad hoc para valores de N mayores
que 6, a fin de corroborar. Existen tablas para 6rdenes hasta N = 17.
Se comprueba que en general las 6rdenes impares son nulos debido a que
son factorizables por (k1 - kz) esto surge del hecho que
Y(N) = BgN) + BéN) = B(N)(k1,M) + (-1)B(N)(k2,M).' De allf también que

los términos pares sean divisibles por (k1 + kz).

TABLA 4

£(0) X £(N)

-0.500000 10 -194531250.00000
-2.250000 12 -6.616211+10%°
4 -55.546875 14 -2.990723.10%3

N ol =

b6 -4907.765625 16 -1.678467-10%¢
8-794218.750000
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De manera que la serie de perturbaciones de la energia contiene
s6lamente términos pares (esto vale para todo estado de energfa en que

k, = kz) y crece aceleradamente en valor absoluto. Como ya sabemos se

1
trata de una serie asint6tica pero naturalmente este caracter se hace mas
o menos evidente de acuerdo a la magnitud del campo utilizado. Usaremos
nuestro método de suma para dos valores distintos del campo. El primero

con F = 0.02 u.a. y el segundo para F = 0.10 u.a.

En primer lugar realizaremos la transformada de Borel de la serie

dada; los valores son los que se detallan a continuacion:

(42)  G(F) = -0.500000 - 1.125000 F% - 2.314453 F* - 6.816341 FO -
- 19.69786 F° - 53.607598 F'0 - 138.125029 F 12 -
- 343.058227 F'* - 802.219498 F'6 - ....
(I} Para el caso (I} {campo pequefio) los términos de la serie anterior

decrecen monGtonamente debido al efecto compensatorio de los términos FN,
cuya magnitud decrece de tal-modo que impide notar la cualidad asintéti-
ca de la serie. Obtendremos los aproximantes de Padé para esta serie. Da
do que se trata de una serie conformada s6lo por cifras pares, entonces
todo aproximante de Padé que la represente deberd ser igualmente una fun-
cibn par, i.e., tanto numerador como denominador habré&n de estar forma-

dos s6lo por términos pares.

Como ya sabemos, las aproximantes de Padé, tienen la forma de un
cuociente de polinomios y proporcionan una rdpida convergencia con los

primeros N+M+1 té&rminos de la serie original.
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Dado lo expuesto en el pérrafo previo, usaremos los aproximantes
de Padé de la serie diagonal para nGmeros pares, iniciando el cdlculo pa-
ra Pﬁ(F) con N = 2. De manera general el camino para encontrar los su
cesivos aproximantes de Padé impone'expandirlos en serie de Taylor, como
ya se mostrd en el primer capftulo. Para el caso que estamos estudiando,
significa resolver sistemas de ecuaciones lineales de 6rden N/2 a fin de
encontrar los valores de los coeficientes del denominador (Bi); a partir
de ellos se pueden despejar todas las inc6gnitas pertinentes del numera-

dor (Ai)

N/2 .

> A2.F21
PN(F) _ i=0 1 con B, = 1
N %, A

i=0 2i y N par.

Los valores obtenidos hasta N = 8 (con 8 cifras decimales) para

F=0.02 ua., se dan a continuacién:

TABLA 5
plN-Nlrpy F = 0.02
N =2 - 0.50086216
4 - 0.50045307
6 - 0.50045307
8 - 0.50045309




59

Llevando a cabo el mismo proceso anterior, calcularemos a conti-
nuacién las sumas de Borel para cada uno de estos aproximantes considera

dos como integrandos en funcién de t. Digamos:
eI Ngey Jﬂ et pNNpygr
0

Utilizamos nuevamente la integraci6n de Gauss-Laguerre con seis

[2,2]
fg (F1]

puntos. Damos los valores calculados para a modo de ejemplo

y luego presentamos la tabla:

2 2
T+ 82 1 - F
.E._
£(N)

Arriba En = B i.e., los términos correspondientes a (42)
(serie transformada de Borel). De acuerdo a (43) y (42) entonces la in-

tegral-suma de Borel correspondiente es:

4.2
5. 53 ) Jm | 205 - arse10t i
(44)  fgm77l0,02)= 0 & |1 - 82291660107 £°

la expresi6n anterior adquiere distintos valores dependiendo del nGmero

de puntos que se use en el método Gauss-Laguerre:

Para n = 2 fé2*23£0.02] = - 0.50173722
n=a ng’Z}EO.OZJ = - 0.50169145
n=6 fgz’zjto.ozj = - 0.5016532

|
|
N
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Considerando ahora n = 6 como "standard" de uso escribimos 1a

tabla:

TABLA 6

|

N FgN’N][F] N = 0.02

0.5016532
0.5007569

0.5009092
0.5009092

o] (=2} L= Ny
]

Comparando las Tablasi5 y 6 se pueden apreciar los mismos resul-

tados que en el capitulo previo, i.e., que aplicar la suma de Borel a los
aproximantes de Padé es muchonas eficiente que el uso de.los aproximan-

tes de Padé por si s6los. Esto es mucho més notorio atn para valores pe-
quefios del campo, donde el caracter asint6tico de la serie es menos noto
rio. El valor exacto de la suma hasta N = 16 es - 0.500909224, y se

ve gue, dentro de la precisién usada, basta con fés’sj (0.02) para dar

un buen resultado, al paso que los aproximantes de Padé para N =8 to-

davia contienen un error del Qrden de 0.000456 hasta el sexto decimal.

b
|
Veamos ahora gue suce&e para un campo mayor, F = 0.1 y.a. De
antemano es necesario dar a conocer el valor exacto que ha sido estimado

por Hehenberger, M“Intosh y Brindas [1974] en - 0.5275 y.a.
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Las tablas homélogas a 5 y 6 se dan a continuacién:

TABLA 7 TABLA 8
N PNNEET F oo N fg”’N][FJ F=0.1
2 - 0.5219883 2 - 0.5685372
4 _ 0.5114885 4 - 0.5295134
6 - 0.5114882 6 - 0.5286464
8 - 0.5114896 K - 0.5279511

Se aprecia aquf una diferencia respecto al caso anterior; los
aproximantes de Padé se alejan lentamente del valor exacto a medida que
crece el nlmero de términos usados. La razén de que suceda esto ha de
deberse al hecho de que a medida que tomamos mds términos en nuestros
cédlculos estamos haciendo més evidente el carécter asintético de la se-
rie, que en este caso si se hace manifiesto como se ve al representar la

serie original, sin realizar la T. de Borel para este valor de F.
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TABLA 9
N FNE(N) 108
0 - 5000
2 - 225
2 - 56
5 - 4
8 - 79
10 - 195
12 - 663
14 - 2992
16 -17347

Se advierte de inmediato que los términos decrecen mondtonamente
hasta el sexto 6rden y luego se incrementan mon6tonamente de modo que
término de 6rden 16 es casi 3.5 veces el término de 6rden cero. Este es

el comportamiento tipico de las series asint6ticas.

Pese a que los aproximantes de Padé por si s6los convergen m&s
lentamente para el caso abiertamente asint6tico, las transformadas de Bo
rel unidas a los aproximantes de Padé dan nuevamente mejor resultado aun
que lo hacen también mis lentamente. Creemos que en general la fusién
de estas dos herramientas permiten acelerar la convergencia y por consi-
guiente establecer mucho mis répidamente un valor muy certero para la su

ma de series divergentes.




CAPITULOD I11

OSCILADORES ANARMONICOS EXACTAMENTE SOLUBLES I. TEQRIA

En el curso de este capitulo nos centraremos en la investigacién
de ciertos operadores anarménicos, que para algunas combinaciones especia
les de las constantes de acoplamiento, poseen un nGmero finito de solucio
nes analiticas exactas que por supuesto, corresponden a los niveles de

energia més bajos.

La existencia de estos operadores - que para nuestros fines redu-
ciremos a cierto subconjunto particular - es conocida desde hace ya cier-
to tiempo, como se puede ver a través de la abundante literatura publica-
da el respecto. Se pueden citar por ejemplo: Singh, Biswas y Datta
£1978]; Flessas [19791; [1981]: Magyari [1981]; Datta y Wiley [19871. En
estos trabajos se estudia desde distintos angulos la generacién de estas
spluciones que se generalizan para el caso n-dimensional Y que son obteni
das por caminos diferentes y adecuados a cada modelo particular. Por ejem
plo Flessas resuelve, en el primero de sus trabajos, la ecuaci6n diferen-

cial para el oscilador anarménico doble, encontrando dos soluciones

63
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exactas condicionadas por los coeficientes del potencial. En la segunda

de sus publicaciones consigue soluciones semejantes a las anteriores me-

diante transformadas integrales. En general todos estos autoestados exhi
ben ciertas caracteristicas comunes, a saber: a) Son polinomios multipli
cados por exponenciales decrecientes con autovalores dados por funciones
analfticas de las constantes de acoplamiento, b) Se puede encontrar s6lo
un nimero limitado de ellos (frecuentemente s6lo uno) y c) Existen sola-

mente para ciertos potenciales dentro de una clase de ellos.

Los potenciales a que se refiere el punto ¢) anterior son en ge-
neral expresables como polinomios en xz, cuyo término mayor es del tipo
x2(2m+1); esta expresién implica que para el m&s simple de los sistemas
anarménicos, el oscilador cudrtico, no se conozcan esta clase de solucio-

nes exactas, cuestibn conocida también desde hace tiempo.

Definiremos a continuaci6n el hamiltoniano con el cual trabajare-
mos en lo sucesivo, estudiando algo mé&s detalladamente sus propiedades y
desarrollaremos una manera de comprender porque poseen este comportamien-

to.

Nuestro operador genérico sera:

(1 KK = - v (- k)

La forma elegida es la mds conveniente para nuestros fines poste-

riores.

El problema de autovalores puede escribirse asf:
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(2) H(k)¥ = ¢
Utilizemos el ansatz:

(3) $(x) ef(x)Q(x) con

n

(8)  f(x) = -x"/4

El hecho de que estemos tratando con una ecuacién lineal de segun
do orden, hace muy razonable la elecci6n de (3) y (4), pues el comporta-
miento del factor de control de su conducta asintética corresponde (como

es razonable esperar) a una exponencial de esa forma.

Reemplazando (4) y (3) en (2) obtenemos la ecuaci6n diferencial

satisfecha por @&(x):

(5) " - 2x®' + [(k-3)x* + elo =0 .

Puesto que la ecuacién posee un punto ordinario en x = 0, se pu

|

de desarrollar en serie de Taylor:

(6) o(x) = Z anxn
n=0

lo que origina la siguiente relaci6n de recurrencia:

(7) (n+2)(n+1)a, , + ea_ + Ek-(2n-1)]an_2 0.
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Esta relacién permite observar que se generan dos secuencias una
para las soluciones pares y otra para las impares en términos de constan-

tes arbitrarias 8, ya respectivamente.

1
Se probard mis adelante que para ciertos valores especiales de k
{constante arménica) se puede truncar la serie par, transform&ndola en un
polinomio que es la soluci6n exacta del problema (para otra eleccién de
las ligaduras, se podria haber seleccionado las soluciones impares). De-
mostraremos que, cumplida esa condici6n, las soluciones impares se hacen
inaceptables. La soluci6n general para ese caso seria:
M @

4
(1) ¢(x) = ™% /4 z aznx2n + a2n+1x2n+1
n=0 n=0

gscribamos la parte impar separadamente:

- 2n _ %2n41
¢I = a1x Z gx con g, = 3,

n

El comportamiento asint6tico de {gn} estd determinado por (7)

cuando n —~ = . Veamos:

2
(II) an g, * €9, _4 - 4ngn_2 0 n
Entonces:
g
(111) _n 1 N- o
In-2 n
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4

x [2 4n _
Pero e = chnx con c2n- ———ann!
c
Z2n 1
(IV) —=
c2(n-1) 2n

Entonces por homologfa de términos hay que comparar (IV) con:

1{m 92n 1

N

Es decir el comportamiento del término dentro de la suma para

X~e en ¢, es

4

X /2
gy v a,xe

luego por (I) se ve que hay que desechar la solucién impar.

De manera que ahora podemos quedarnos s6lo con las soluciones pa
res y a partir de esta suposici6n mostrar que efectivamente se las puede
encontrar de modo que sean exactas. Para este fin definiremos ciertos

polinomios fn(x) por medio de una fGrmula del tipo Rodriguez:

Sea

4 n 4
(V) fx)=—— /2 [--}%f] e X /2
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Estos polinomios expanden el conjunto de las funciones Rares so-
bre (-=, =) pero no son ortogonales respecto a la densidad e X /2 _ In~
teresa obtener las relaciones de recurrencia de estos polinomios y un ca-

mino para obtenerlas es el que mostraremos a continuacién:

De 1la relaci6n

(vI) d _td

1d " d " 2
el operador - X = | -2 @ con u=x", entonces de {I)

se tiene:

2 n 2
(8 £ (u'/2) oMy U2 (g [-gﬁ] e U /2

2
Sea F(u) = ¢ /2 entonces:

Entonces:

™8

(10) e'uzle(u+A) =

(_1)n s (u1/2)
n n

Si cambiamos A - -x y explicitamos F{u-x)




69

(1) e u?/2 olu-r)?/2 5 Anfn(u1/2)
n=0

De aqui obtenemos finalmente la funci6n generadora:

(12)  6(x,0) = ™20 5 M ()

n=0

De aqui derivando

gg = (x*-A)G = 2 nxn'1fn
n=0
2n n _ n
nfh XA - nz; A g = nf (ne)f 4 A

Y obtenemos la primera relacién de recurrencia:

2
(13)a (n+1)fn+1 = X fn - fn-1

De igual modo derivando con respecto a x:

3

(13)b f& = 2xfn_1 =2X fn- 2x(n+1)fn+1

A partir de ellas conseguimos la ecuacién diferencial en diferen-

cia de segundo orden:

3 2

(13)c f; - 2% fﬁ - 4ny fn = 2f

n-1
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Definamos a continuacién un conjunto de funciones ly ,

n=20,1 ... 1} tal que

4
- -x /4
(14) Y = fne .

Esto constituye un conjunto de funciones linealmente independien-

te que satisface:

_ 1B 2
(15)  y2 = [x" - (4n+3)x"1] Yo * 2,1

"
n

Y nuestra ecuacién de Schrédinger sera:

6

(16) ¢" + [€ « x° + kx2]¢ =0

en correspondencia con (1) y (2).

Asumiremos que las soluciones pares de (16)

se pueden expandir

en funcién del conjunto base (no ortogonal) {yn}. Es decir

(17) ¢= T cCy

substituyendo (17) en (16) queda:

: 2
(18) nzb ¢, {le + (k-4n-3)x ]yn +2y, 41 =0
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Usando (13a) queda:

(19) z Cn { (k-8n-3}(n+1)y

+ ey + (k-4n-1}y_ .} =0
n=0 n n-1

n+1

Esto es una relaci6n de recurrencia para los Cn .
(20) (k-4n+1)n Cn-1 + écn + (k—4n-5)cn+1 =0

Con la condicién C-k =0 k=1, 2, ....

A partir de {19) se pueden escribir las relaciones entre los coe

ficientes como una fraccidén continua:

Sea: An = (k-4n-5); Bn = € ; Dn = n(k-4n+1).

Entonces:

(21) AC + Bncn + Dncn- =0

n n+i 1

De aqui:

cn+1 Cn ¢

A . +B ~ 4D =0
n T Gy Ty n

Entonces:
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(22) ccn ol -DnAD
n-1 n n n+1
Bnet = "netPne2
Brs2 = Pns2’ne3
Bz ¥ oo

Antes de establecer los resultados exactos a que deseamos llegar,
probaremos algunos previos y necesarios. La idea es ver de que manera se
puede truncar esta fraccién infinita donde los B~ son constantes (no de

penden de n):

En el desarrollo anterior se ve que:

i) Si Dn+1 =0 - An £ 0 ¥n
CFD - —gﬂ " Balh = Dalny
n-1 n

luego en (21)

Anbpat =0 = Cppy=0 =

evaluando (21) para Cn+1 queda:

0 0
(23) Anetbne2 * BrpiCrfy * ??4ycn =0

Enotnces Cn+2 =0 . Luego Cn+k =0 Vk >1. Es decir si

D = 0, s6lo son no nulos los coeficientes C

n+1 c

0; ey n -
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ii) Si A, =0 = Igualmente B.C, = -D.C._,

Entonces nuevamente A C

ey = 0 pero ahora C

ne1 1O necesaria-
mente es nulo y en (23) nada se anula luego esta alternativa no signifi
ca truncamiento (Mé&s exactamente aunque se estipulara Cn+1 =0 en (23)

Cn+2 #0, etc.)

De modo que la opcién a elegir es anular Dn+1. Sabemos ademés
de (20) que:

| - N -
(24) ta " =R podemos escribir

N - T - (k-3)
(k-5) = ¢ - 2(k-9)(k-7)
e - 3(k-13)JTk-17)
€E- . ...

(25)

Del andlisis anterior se desprende que la fraccién (22) se trun

caré si:

Dryq = (k-4n-3)(n+1) = 0 =

(26) k =4n + 3 n=1, 2, ...

Hemos desechado n = 0 pues por (25) = e =0 y corresponde-

ria a un operador que s6lo tiene un autoestado exacto con energfa 0. Co
2

rresponde a - %;7 + (x® - 3x?) con autofuncién del tipo
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Y
b = Coe a
Al truncar para k =7, 11, 15, ... (25) generard un polino-
mio de grado n+1 en €. Se obtienen asi n+1 autovalores con n+1
autofunciones asociadas que son polinomios multiplicados por la exponen-
cial conocida y cuyo grado esta dado por ¥a (es decir 2n) como se pue

de ver por (17).

De acuerdo a lo anterior llamaremos a nuestro hamiltoniano origi-

nal:
(27) M) = - Soh txe - (w31 M=t 2, .

Posee M+1 autovalores (reales) y M+1 autofunciones de paridad

par asociadas.

Los polinomios en € que determinan esos autovalores permiten
mostrar que efectivamente son cantidades reales. A tal efecto se exponen

a continuacién los correspondientes a los 5 primeros valores de M:

M=1; P1(g) =e? - 8

M=2; Pz(a) = € - fde

M=3; PB(E) = €% - 240c? + 2880

M=4; P4(a) = €% - 640€e? + 47104¢c

M=b5 Ps(s) = €% - 1400e* + 3314562 - 5184000
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Para M impar, los polinomios (de grado M+1) poseen E%1 cam-
bios de signo y como solamente contienen potencias pares, por la regla de
los signos de Descartes tendran M+1 autovalores reales, la mitad de los

cuales serdn negativos y la otra positivos.

Para M par, los polinomios pueden factorizarse por e, de modo
que e = 0 es una solucibn y el polinomio restante es par y posee las
mismas caracterfsticas anteriores de modo que aquf habra g- autovalores

reales negativos y % positivos.

Los coeficientes Cn que permiten la expansi6n de ¢ pueden cal

cularse para cualquier M, mediante el siguiente algoritmo:

A partir de las relaciones de recurrencia se definen los siguien-

tes polinomios en ¢:

(28a) An(M,e) = EAn_1(M,g) - 8(2n-5)(n-2)[M-(n-3)]An_2(M,e)
con
(28b) A,(Me) =1 Ay(Me) =€

Entonces
) 5, - (-1)”‘kcoaan'(k+‘)](M-k)!(M-1)mk+1(m,e)

. Dy (€ T(AM-2TKT

Donde

(28d) D,(e) = A (M = n,e)
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Estas mismas cantidades permiten definir un algoritmo para gene-

rar las ecuaciones PM(E) =0 ¥M  que resuelven el problema de auto-

valores finitos:

Para M fijo la ecuacibn es:

(29)  8e (M-1)(aM-6)A, ,(M,€) = [e? - aM(4M-2)ID (<)

Antes de terminar el capftulo quisieramos dejar esbozada otra ma-
nera en que se pueden comprender los resultados anteriores, a fin de atar
algunos cabos. Este esquema es el de los determinantes de Hill (ver:

Biswar et al [1971], [1973]).

Suscintamente esto es asf. Si miramos la relaci6n (7) y dado que
sabemos que estamos considerando las soluciones de paridad par, podemos

escribir

(30) (2n+2)(2n+1)a2(n+1) tea, + [k-(&n-?)]az(n_1) =0

Es decir se puede escribir la ecuacién matricial:
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e 201 0 cerrnnnnn 1 [a. ]

k-3 3 43 0 ..... . a2

(31) 0 k-7 E B8 oeens a4
~ -~ — -

La ecuaci6n matricial infinita anterior s6lo tiene soluciones no

triviales para los a5 si el siguiente determinante se anula:

(32) =0

Para el caso estudiado este determinante se puede factorizar en
dos, uno finito de dimensi6n (M+1) x (M#1) y uno infinito. Ejemplifi-

quemos para M =1; k = 7.
El determinante anterior queda asf

€ 2+1 € 6°5 0 ...
(33) 4 3 x | -4 e 87 .... =0
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El nGmero de raices finitas aparece al hacer cero el determinante
de 2 x 2, corresponde a nuestro P1(e) = 0 de la pégina 8. Las res-
tantes (infinitas) soluciones se obtienen de los ceros del determinante

infinito de la derecha.

El determinante de la derecha satisface la relacién de recurren-

cia:
(34) Dn = eDn_1 - (7 - (4n+3))(2n+1)(2n+2)Dn_2
Con D1 =€ ; 02 = e? + 120

Como este caso se puede generalizar, vale la pena decir algo acer
Ca de €l. Se ve de (34) y de la relaci6n de recurrencia que todos los
sucesivos Dn que aparezcan tienen sélo términos positivos esto nos dice
que los aproximantes Dn no tienen soluciones reales, salvo los aproxi-

mantes D que aceptan la solucién e = 0. De modo general se puede

2n+1
decir que esto sucede para todos los k = 4M+3 ya establecidos, puesto
que el determinante remanente (infinito) siempre poseerd su diagonal infe
rior negativa. De modo que para este especifico hamiltoniano con poten-
cial (x® - kx*) tenemos un espectro finito de valores reales y uno infi

nito de autovalores complejos, todos de paridad par.

Resumiendo: Para operadores de la forma descrita, se pueden obtener los
(M+1) primeros autovalores con (M+1) autofunciones asociadas expresadas

de manera exacta. Estos resultados se usaran en el préximo capftulo.
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A continuacién se muestran algunos de los primeros polinomios fn

definidos mediante (13) y (V):

- 4 3 _ ol _ XMt _ x%-3x? |
fo =4 ¢ f1 = X% f2 = _.2._._ 2 f3 = ._6__ ’
x®-6x%+3 | x'°-10x %+ 15x2®
f4 = ’ fs s 5! . etc.

Esto demuestra por induccién y la relacién de recurrencia (13a)

que son polinomios pares de 6rden 2n, como se habfa dicho previamente.




CAPITULO IV

OSCILADORES ANARMONICOS EXACTAMENTE SOLUBLES II. APLICACIONES

Este capftulo se destinaré a estudiar que sucede cuando se apli
ca el método de Silverstone a operadores hamiltonianos del tipo definido
en el capftulo precedente. La idea que nos gufa es la de poder calcular el
valor del estado fundamental de la energfa para un operador cuya forma, mi
rada como perturbacién del oscilador arménico es fuertemente singular. El

operador en cuestifn seré:

(1) H(x) = - g;, + X? + x*

De acuerdo con el andlisis hecho en el Primer Capftulo, la serie de per-
turbaciones es rdpfidamente divergente - considerando Ax® como potencial
perturbativo del oscilador arménico - dado que x°® es una perturbacién

demasiado "grande" en relacién a x?

Los operadores definidos en Capitulo III son:

2

(2) HM) = = G5+ (X6 = (8M + 3)x?)

80
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y tienen como ya sabemos M+1 autofunciones de la forma:

M M
(3) 4 (M) = T C .y =e Z C.f

Los coeficientes an estdn calculados en el capitulo anterior

en funcién de Cno (indeterminado) y e que es la energia (autovalor)

n ]
asociada con cada ¢n. Las energfas e,» Para cada M son solucién de un
polinomio (de grado M+1) designado PM(e) en el capftulo previo. Las

autofunciones ¢_  son ortogonales (para cada operador H(M)) por cons-

n
truccibén: dado que H(M) es un operador autoadjunto (corresponde a la

ecuacibn de Schrédinger) y sus soluciones 4h(x) satisfacen condiciones
de borde muy generales por el carécter de la exponencial que controla su

comportamiento seglGn (3).

(3)a ¢t o =0

Los polinomios fj(x) de la expresi6n (3) fueron igualmente
definidos previamente y si bien expanden el conjunto de funciones pares,

&
no son ortogonales con respecto a la funci6n densidad e % /2 ;

El camino que seguiremos es el siguiente; al operador genérico
H(M) que definimos en (2) le sumaremos la perturbaci6n (4M+4)x?* , con
lo cual el hamiltoniano resultante ser& exactamente (1). Esta perturba-
cibn es pequefia comparada con el hamiltoniano H(M), de modo que es espe-
rable que la serie de Rayleigh-Schradinger para las perturbaciones de la

energfa sea convergente.
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El método de Silverstone supone dos condiciones esenciales que,
dado el caracter finito y muy breve del espectro que disponemos en este ca

so, no se cumplen. Estas condiciones son:

i) Poseer un conjunto completo de autofunciones que permitan expandir
las expresiones ya desarrolladas en capftulos anteriores:

(4) oM .z (N,

jégn 3
En la expresibén anterior:

o= ANV

en la autofuncién del operador perturbado y A corresponde al paré&metro

de perturbaci6n que aqui, dado lo dicho anteriormente es:

(5) A= (k+1) = (4M+4)

El desarrollo (4) para las situaciones exactas requiere pues
de un conjunto infinito de funciones ¢j' Este no es nuestro caso ya que
contamos solamente con M+1 funciones linealmente independientes. La
aproximacién que llevaremos adelante para el estado fundamental (n = 0)
consistird en usar las M funciones ¢j (i # 0) que disponemos, de mo-

do que el desarrollo seré& realmente una suma finita dada por:

M
oY m,
j=1 3
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ii) Definir el efecto de hacer actuar el operador de perturbacién x?2
sobre las autofunciones *j del hamiltoniano no perturbado H(M).

Es decir darle significado a las cantidades “ij determinadas por:

(6) x*¢, = Z a, ¢,

En los casos ya analizados se saben exactamente las reglas de
seleccién que permiten conocer el desarrollo (6) univocamente. Ahora no
s6lo no las conocemos, sino que nos enfrentamos nuevamente al problema

de la incompletitud del conjunto {¢j} | N F—

A fin de caracterizar a los °ij se ha hecho uso de la ortogo-

nalidad de {¢j} lo que permite escribir:

2 -
Dado que seglin las ecuaciones de Silverstone los diferentes

6rdenes de perturbacién de la energfa son:

(N) _ (N-1)
(8) E = 'E “oibi,
i#0
¥ considerando la aproximacién establecida en (i) E(N) se transforma

también en una suma finita en que los coeficientes relevantes son:

a a

01” """ "OM




Todo esto vélido como siempre para el estado fundamental.

Las férmulas faltantes del método, las recordamos a continua-

cibn:
1) (1) %io
(ga) E( = @ H b. =
00 j Eo.. l-:j)
(%) il . 1 'S EN-Vp(0) L 5 o p(N-1) {
J ®i"% | v=t ] g i
Las oy, en (7) se pueden calcular haciendo uso de:
, 253
(10) r Kex' 124, B | 2k+1}
' - ]

Con estas aproximaciones procedemos a evaluar los resultados
de su aplicaci6n para 3 operadores sucesivos con M=1, 2, 3 que son

suficientes para sugerirnos el comportamiento general subsecuente.

Para M=1; k=7 y hay 2 autofunciones linealmente indepen

dientes ¢o’ by - Las energfas son soluci6n de:
(11) P1(e) =0=¢2 -8

El estado fundamental es £ ® 2J2

Luego ¢ = -2V2 ; €, =2Y2 . Para este caso los coeficien
tes Cij son solamente 4 (2 para cada funcién). Su expresi6n de acuerdo

a los resultados del Capitulo III es:
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Ci1 = - j; Cio Entonces:
_ 2 'X‘./4
(12) ¢0-c00(1+J_2x ) e
- T .2 -x*/4
Normalizando las funciones se obtienen los valores de C00 y
C10:
C00 = 0.37200; C1O = 0.84605

En este caso O(N) = ng)¢1 < Los coeficientes °ij son:

@0 = 0.85355 ; %gq T %4 = - 0.254204 ; @y = 0.768085.

Los valores sucesivos de las energia hasta N = 10 se dan a

continuacién: E0 o E(1)l + E(E)A’ +

En la préctica se célculo hasta N = 40, las sumas sucesivas

son:

_ (N) N
Sn = Sn-1 + E A

con x=8 (M=1; k=7) yvan convergiendo hacia el valor:

Sn " 3.2742705

con equilibrio hasta la séptima cifra decimal.
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TABLA I

N eV

0.853550
-1.142325 (-2)
-1.725850 (-4)

2.046026 (-5)

1.006142 (-6)
-6.216705 (-8)
-6.251215 (-9)

1.692410 (-10)

3.887543 (-11)
10 1.450801 (-13)

W @ N O 0 B W N —

Para M=2; k=11 = x=12;: 3 autofunciones.

Aqui hay que tener cautela pues el polinomio es:

Pz(e) =e’'-64e=0 = &, = -8 ; €y = 0 ;

Puesto que la soluci6n con energfa cero (*) estd inclufda apa

rece una singularidad (evitable) en la definicién de los coeficientes Cij

del capftulo anterior. Se debe recurrir a la relacién de recurrencia ori

ginal:

(13) [4(M-j)+4]jci,j-1 - Eici,j + [4(M-j)_2]Ci,j+1 =0

Con los valores de M y la condicién de que son no nulos sélo

i1> Cjo » los valores reales para e, =0 son (i=1):

(*) Esta es una propiedad de todo M par.
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Cyp=-4 40 Cyy =0

Entonces las autofunciones asociadas a las respectivas energfa son:

C .
by = _%Q [1 4+ 4x2? + 2x*)e”X /4 & = -8
(14) by = C10 [3 - 2x“]e'x“/4 €, = 0
= CZO [1 - 4x2 + 2x*] -x*/4 e, = 8
Y2 =3 ~ 9K € 2 -

Los COj y C2j se calculan directamente de las f6rmulas del
capftulo anterior pues en estos casos no hay problemas de definici6n. Los
a ij resultan ser (después de la normalizacién de (14) como siempre):
%y = 1.561110 : %1 = %o = - 0.600102 ; %p = %p = 0.390115 ;

@y = 0.716985 ; @45 = Ay, = -1.109222; Ao = 1.214627 .

La tabla Il a continuacién, da los valores calculados para su-
cesivos 6rdenes de perturbacién hasta N = 12. La tabla también informa

sobre las correspondientes sumas parciales con x = 12:

S,, =

(N)_, N (0) _ _
N SN-1 + E 12 E = -8

Los paréntesis en la tabla indican, como es costumbre el expo-

nente en base 10.
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TABLA 11
N g(N) S
i 1.561110 10.73332
2 -5.452753 (-2)  2.881355
3 -8.983429 (-4)  1.329019
2 -1.745480 (-4)  -2.290325
5 -4.166185 (-5) -12.657128
6 -3.200033 (-6) -22.212376
7 -9.023719 (-8) -25.445738
8 5.465978 (-9) -23.095467
9 4.406813 (-9)  -0.357281
10 1.156478 (-9)  71.248791
T 1.721015 (-10) 199.121639
12 1.849781 (-11) 364.049992

En este caso la sucesién de sumas parciales muestra comporta-
miento tipicamente asintético, de modo que se la debe truncar a fin de
darle significado fisico. Antes de comparar con el valor calculado del

estado fundamental de (1) pasaremos a mostrar los resultados para

M= 3.
En este caso, k = 15 ; A = 16. Existen 4 autofunciones ¢j

y las energfas asociadas son las soluciones de:

Py(€) = e - 240e* + 2880 = 0

Entonces

eg = -15.0775 ; By ®oe 3.5593 ; €y = 3.5593 ; ey = 15.0775
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Dado que ahora el desarrollo de los ¢, comprende desde f

J 0
hasta fq (definidos en Capftulo III), se trata de funciones cuya parte

polinomial es de grado séxtico en x, cuya forma general es:

b, =C.. [d., +d..x2 +d..x* +d x‘]e'x‘/4
i~ ~io i0 i1 i2 i3

Considerando las definiciones de los Cij en funéién de ei

y Cio podemos escribir la siguiente tabla:

TABLA III
n dnO dn1 dn2 dn3
0 0.105573 0.795886 0.894427 (.237288
1 1.894409 3.371385 -0.894409 -1.005151
2 1.894409 -3.371385 -0.894409 1.005152
3 0.105573 -0.795886 0.894427 -0.237283

Los “ij calculados para este caso son:

Q
I

00 = 1.958000 ; %y = %4p = -0.232312 ;

ag = %gp = 0.343932 ; %3 = @39 = -4.111917 ;

1.131444 ; «

_.9
-—
n

12 = %4 -0.831408 ; %3 = @3y = 0.445829;

0.978451 ; «a -0.869967 ; @33 = 1.509220 .

23
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La serie de perturbaciones para la energfa hasta N = 12 con
sus correspodientes sumas parciales, al igual que para el caso anterior se

da en la tabla IV, a continuaci6n:

(con &, = E(O) = -15.0775)

TABLA IV

N g(N) Sy

! 1.958000 16.122628
2 -0.571731 -130.11265
3 -1.564766 (-3) -136.52193
4 9.969115 (-3) 516.81398
5  -6.08274 (-4) 453.03187
6  -3.35553 (-5)  -5176.60853
7 1.142557 (-5)  -2109.579043
8  1.366503 (-5)  56581.28589
9 -1.168439 (-6)  -23713.23793
10 -6.002926 (-7) -683741.88960
11 1.022975 (-7)  1115895.74700
12 2.682461 (-8)  8666351.96100

- (N). 46N
Sy = Sy.q *+ EVV 16

La sucesién S, » Muestra en este caso una conducta totalmen
te intratable. Es oscilante irregularmente y abiertamente divergente en

valor absoluto.
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Sin embargo la serie de las energfas comparte una caracterfisti-
ca con las calculadas anteriormente: tiene un radio de convergencia no nu-
lo, como era esperable dado el cardcter regular de la perturbacién usada

en relacion con H(M). Esto se puede estimar ya que para valores mayores

N+1)
. 3 .
de N (para cada M) el cuociente N es siempre menor que 1, y
E
de manera general se puede afirmar que para los tres casos el inverso de
(N)
lo anterior: E%NITT = ry es acotado y ry 0(10) para N mayo-

res.

Estas estimaciones permiten explicarnos cualitativamente el
comportamiento de las series: para el caso M = 1, dado que el paré&metro
de perturbacién que estamos usando X = 8 es siempre menor que el cuocien
te N (salvo un nGmero menor de anomalias), podemos suponer
que estamos dentro del circulo de convergencia de la serie. Esto explica
la satisfactoria convergencia de las sumas parciales para ese caso. Sin
embargo, dado que el valor referencial de la energfa para el estado funda-
mental de (1) es E0 = 1.4356246 (segln Biswas et al [1973]), debemos
considerar que el caso M =1, si bien da una buena convergencia no lo ha

ce aproximandose al valor real.

Para M = 2, los cuocientes N equivalentes se comportan de
modo semejante al caso anterior si bien muestran una tendencia mayor a ser
mas pequefios que los correspondientes a M = 1 y salvo para los primeros
valores de N (y esporddicos casos anémalos para 6rdenes mayores),
ry < 12. Esto explicarfa la asint6ticidad para este caso, pues 53 da

N
una buena aproximaci6n al valor real: 53 = 1.329019 y esta en la regi6n
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en que ry > 12. Es totalmente licito en este caso truncar la serie, da-
do su caracter asint6tico, y considerar como Gltimo valor significativo de
la sucesibn Sn a 33. puesto que ademds sabemos que la energfa EO de

(1) ha de ser positiva siempre (ya que x2 + x®* >0  ¥x).

En el caso M = 3, el cuociente Ry * 3.42, de modo que adn
existiendo unos pocos primeros valores en que rN > 16, el comportamiento
general de estos cuocientes es menor que A y la serie no alcanza a ser
asintética, sino que para A = 16 es simplemente divergente en médulo.
Podemos esperar que para M mayores esta conducta se acentue, pues los
sucesivos pardmetros de perturbacién serén cada vez mayores alejéndolos
cada vez més del disco de convergencia. Esto se relaciona fisicamente con
el hehco de que al aumentar M, el hamiltoniano no perturbado (que es un
pozo doble) se va haciendo cada vez mé&s profundo (en sus dos minimos de
energfa) y de consiguiente es cada vez mas relevante la parte cuadrética
en las cercanfas del origen. Esto deberia hacer disminuir la regularidad
de la perturbaci6n en esa regién (x pequefio) que es precisamente la més
importante dado el comportamiento del factor de control exponencial para

los ¢j’ que decae muy rapidamente.

Creemos que M = 2 da una muy buena aproximacién al valor cal-
culado por Biswas et al, en el trabajo citado en la bibliografia, conside-
rando la rusticidad de las aproximaciones discutidas en (i) e (ii) del
presente capftulo. Recordemos que la solucién exacta para el operador
H(x) definido en (1) debe ser una funci6n determinada por una serie in

finita (en x par) atenuada por la exponencial caracterfstica. Esto
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sugiere una explicacién para la mala convergencia en M = 1. Aqui estamos
usando una sola funcién (en x2) para desarrollar la soluci6n general,

lo que evidentemente es demasiado pobre.

En sintesis el método de Silverstone, nos da un buen valor al
menos para un operador de la clase definida en el capftulo anterior, balan
ceando para ese hamiltoniano la escasez de autofunciones utilizables con

la relativa pequefiez de M.




(1)
(2)
(3)

(4)

(5)

(6)
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