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RESUMEN

En esta tesis se estudia el transporte de excitaciones extendidas y localizadas
en una red lineal uni-dimensional donde se han incrustado de manera aleatoria n-
meros simétricos lineales y nolineales. FEnfocindonos en las resonancias de la trans-
misién de ondas planas a través de una impureza de n-meros, buscamos la region
de pardmetros para sintonizar o mezclar las resonancias del sistema. Por otra par-
te, estudiamos numérica y analfticamente las propiedades espectrales de tres redes
cuasi-uni-dimensionales, la red de Kagome, Lieb y Stub, que se caracterizan por tener
bandas planas es su especiro Lineal. Para estos tres casos, s¢ analizé la estabilidad
del modo fundamental de la banda plana ante la presencia de pertubaciones en la
amplitud y en los pardmeiros del sistema (estabilidad estructural). Finalmente, es-
tudiamos las propiedades de los modos compactos de cada red cuando se incluyen
efectos no lineales.

ABSTRACT

In this thesis we examine the transport of extended and localized excitations in
one-dimensional linear chains populated by linear and nolinear symmetric identical
n-mers randomly distributed. Concerning the transmission of plane waves across a
single linear n-mer we paying attention to its resonances, and we looking for the pa-
rameters conditions that allow resonances to merge. On the other hand, we examine
analytically and numerically the spectral properties of three quasi-one-dimensional
lattices, Kagome, Lieb and Stub lattices, which are characterized for having flatbands
in their spectrum. For all three cases we computed the stability of the fundamental
band mode against perturbation of their amplitud and system parameters (structural
stability). Finally, we studied the compact modes’s properties of each ribbon when
we include nonlinear effects.




Capitulo 1

Introduccion

Uno de los principales problemas que seé ha encargado de estudiar la fisica del
estado s6lido en las dliimas décadas, es el problema de la conductividad eléctrica y
las transiciones que se dan en los materiales para determinar si se comportan co-
mo conductores o aislantes. Esta pregunta se ha intentado responder hace ya un
siglo, y con los avances de la teoria cusntica se ha logrado dar respuesta parcial a
algunas de estas preguntas. Fn esta linea, uno de los modelos que més impacto ¥
relevancia tuvo fue el de P. W. Anderson [1] en 1958, en el que explica el fendémeno
de transicién metal-aislador mediante la presencia de desorden en una red infinita.
Tres afios despues, Mott et al [2] también publica un trabajo donde explica la fran-
sicién metal-aislante mediante la interaccién electrén-electrén. En el trabajo de P.
W. Anderson, el comportamiento de los electrones se models mediante la aproxima-
cién tipo “Tight-Binding”, y se analizé el transporte de los electrones en un sistema
desordenado. Para el caso de un sistema sin la. presencia de desorden (perfectamen-
te ordenado), se tiene que todos los autoestados del sistema son deslocalizados y
corresponden a los modos de Bloch [3]. Esto conduce a un transporte “balistico”
de los electrones y deja de estar existir ante cualquier presencia de desorden en el
sistema. En este sentido, P.W. Anderson concluyd que cualquier grado de desorden,
sin importar qué tal débil sea, conduce que todos los autoestados del sistema sean
exponencialmente localizados.

Posterior al trabajo de Anderson y Mott, numerosos estudios tedricos analizaron
el problema de la presencia de desorden y su efecto en el transporte electronico que
se da en metales [4]. Lo anterior no fue una farea sencilia debido & la complejidad
que existia para caracterizar los sistemas desordenados y st efecto en la localizacién.




Uno de los aportes tedricos més relevantes que permitié clarificar la teorfa sobre la
localizacién en sistemas desordenados, fue la teorfa del escalamiento [5,6]. Esta teoria
congiste en que para cada dimensién, un s6lo pardmetro caracteriza completamente la
iransicién a la localizacién, permitiendo describir asi, el comportamiento entre la lon-
gitud de localizaci6n del sistemay el efecto en la conductividad. Nutnerosos estudios
posteriores tanto tedricos como numéricos han dado vélidez y fuerza a esta teorfa, [7].

La observacién experimental de la localizacién de Anderson ha tomado mayor
tiempo, debido a que sdlo era posible medir o cuantificar la localizacién mediante
el estudio de la conductividad electrénica, impidiendo la observacién directa de los
autoestados localizados debido a la presencia de desorden. Sin embargo, pocos anos
atrds se observé por primera vez de forma directa la localizacién de Anderson en
condensados de Bose-Einstein [8-10] y en gufas de ondas [11-13]. Dedibo a la flexibi-
lidad de la técnica con la que se escriben estas guias de ondas, que se hace mediante
un laser de fenmtosegundos [14-18], ha prometido ser una gran herramienta para
estudiar experimentalmente sistemas desordenados ya que pueden ser tratados como
sistemas discretos y por lo tanto, es posible modelarios con la ecuacién nolinear de
Schrodinger discreta, que corresponde a un simil de la ecuacién tipo Tight Binding.

Ahora bien, los resultados obtenidos en materia de localizacién [1,2,7], no son
completamente vélidos cuando el sistema presenta desorden correlacionado, es decir,
desorden no perfecto. En este sentido, uno de los trabajos pioneros en investigar la
localizalizacién y deslocalizacién de los estados ante estos sistema fue el de J. C.
Flores en 1989 [19], donde investigando la correlacién entre la componente diagonal
del hamiltoniano (o energias de sitio) del modelo tight-bingind, observé un fraccién
de estados electrénicos que poseen coeficiente de reflexién igual a cero, y por lo tanto,
son extendidos en un una dimensién. Estos resultados estaban en contradiccion con
los resultados que se tenia a través de la teorfa del escalamiento [6], donde prohibia la
existencia de estados extendidos en una dimensién. El resultado obtenido por Flores,
abri6 la interrogante acerca de los requisitos que deben cumplirse para la existencia
de estados extendidos en sistemas de una dimensién con desorden. No tardé mucho
tiempo, para que surgieran modelos que atendieran a esta pregunta, donde los traba-
jos de Phillips et al [20-24] destacan enormemente. listos trabajos estudian el modelo
del dimero aleatorio propuesto incialmente por Dunlap et al. [20,21], que consiste
en una aleacién binaria aleatoria en la componente diagonal del hamiltoniano, Lo




anterior conduce a la existencia aproximada de VN estados extendidos, con N el
tamafio del sistema. Ademds, se observo que debido a la existencia de estos estados
deslocalizados y para un cierto rango de grado de desorden, un electrén que se en-
cuentra inicialmente localizado se propaga de forma superdifusiva. Esto permitio dar
una explicacién a la conducci6n de ciertos polimeros como la polianilina [23,24].

Similares resultados se han presentado en otros sistemas con desorden correla-
cionado y para otro tipo de excitaciones, tales como magnones [25] ¥ fonones [26].
Dentro del mismo contexto del modelo tight binding, Giri et al. [27] muestra para
el modelo trimero aleatorio en una cadena unidimensional, se exhiben a lo més dos
resonancias en la transmisién de energfas y en el que posteriormente Z.Okbani et
al. [28] analiza la naturaleza de los estados extendidos para dicho modelo. En este
mismo camino, Huang [29] encuentra que para el modelo del trimero simétrico alea-
torio existe incluso difusién cuando la energia de sitio del sitio central est4 dado de
manera aleatoria sin correlacién. Finalmente, la generalizacién evidente del modelo
del dimero y trimero aleatorio corresponde al modelo del n—mero aleatorio [30-33].
Observaciones experimentales acerca de la deslocalizacién en sistemas correlaciona-
dos se ha dado en super-redes de GaAs-AlGaAs [34-36] y en gufas de ondas [37,38].
Cabe destacar el trabajo experimental desarrollado por U. Naether ef al [38] en el
que se observé por primera vez en el contexio éptico, mediante el método de fluo-
rescencia [39], el transporte super-difusivo de una condicién inicialmenie localizada.

Por otro lado, el fenémeno de localizacién no sélo puede deberse a la presencia
de desorden, sino que también a efectos no lineales [40-42] y donde en este caso,
los sistemas discretos son bastante titiles para describir este tipo de interacciones en
diferentes sistemas fisicos [43,44]. Los modos localizados que se dan en estos tipos
de sistemas considerando sélo los efectos de no linealidad se conocen como solitones
discretos o modos 1o lineales localizados [45]. Iistos han sido predichos en conden-
sados de Bose-Finstein [46] y en cristales fotdnicos [47-49] por mencionar algunos.
Ahora bien, también se ha estudiado tedrica [50-54] y experimentalmente [12,55] el
efecto de la nolinealidad ante la inclusién de desorden y los efectos que se tienen
sobre la Localizacién de Anderson. En estos trabajos se ha demostrado que sobre un
cierto valor critico en la nolinealidad, la localizacién de Anderson se destruye [56].
También se ha mostrado que la competencia entre la nolinealidad y desorden puede
contribuir para algunas condiciones iniciales a la localizacién o al transporte {57-60].




Recientemente se ha estudiado con gran interés otro método que permite lograr
Jocalizacién sin la inclusién de algunos de los ingredientes usuales que promuevan
la localizacién, tales como la inclusién de impurezas, desorden o no linealidad. Hs-
te método consiste en la creacién de redes no convencionales que presentan bandas
planas [61,62]. El concepto de banda tiene su origen en la fisica del estado solido
donde se explica que un eléctron sometido a un potencial periédico sélo posee ciertas
energias permitidas y se distribuyen en forma de “bandas y gaps” [63]. Los autoesta-
dos o superposicién de éstos que pertenencen a una de las bandas planas no presentan
evolucién dinémica debido a que la velocidad de grupo es cero. Lo anterior permite
la formacién de modos compactos que son completamente localizados en el espacio
y es posible gracias a la condiciones precisas de interferencia que se dan debido a la
geometria. Este tipo de sistemas se ha estudiado en diferentes dreas, tales como en
éptica [64,65) y redes fotonicas [66-69], superconductores [70,71], y en condesados
excitén-polaritén [72,73). Finalmente, la observacién experimental de modos lineales
que pertenecen a esta banda plana ha sido investigada en la red tipo Lieb [67,68].




Capitulo 2

Ecuacién no lineal de Schrodinger
discreta

En este Capitulo introduciremos los conceptos y las bases fisicas sobre el com-
portamiento de la luz ante un potencial peri6dico. Este potencial corresponde a
distribuciones periédicas en el indice de refraccién del medio, y se conoce como guias
de ondas [11-13]. Este estudio comienza con la discusién de las propiedades fun-
damentales de la luz en estos medios, que en este caso consiste el tratamiento de
las ecuaciones de Maxwell, en la cual se derivaran, bajo clertas aproximaciones, las
ecuaciénes que gobernardn la dindmica de 1a luz. La aproximacién a considerar en
nuestro modelo consiste en que se puede aproximar el campo eléctrico del sistema
como una superposicién de campos eléctricos que se encuentran localizados en cada
guia de ondas y ademés que la amplitud del campo eléctrico en cada una de estas
gufas varia lentamente en el espacio. De lo anterior se desprender la teorfa de modos
débilmente acoplados para dos gufas de ondas, luego bajo este mismo formalismo, es
posible ampliar dicho modelo para un gran nimero de guias de ondas.

Bs posible describir la propagacién de la luz en un medio utilizando las ecuaciones
de Maxwell,

V-D=p, (21)
vV.B=0, 2.2)
VxH:J—}-%I?), (2.3)
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Donde E es el vector campo eléctrico, p corresponde a la densidad de carga, B

VxE= (2.4)

corresponde al vector campo magnético y J la densidad de corriente. El vector des-
plazamiento D y el campo magnético H determinan la respuesta del medio ante
un campo eléctrico y magético respectivamente, y vienen dadas por las siguientes
relaciones constitutivas

D = EQE-I—P, (25)
H=2_M (2.6)
Ho

Donde ¢ corresponde a la permitividad eléctrica y o a la permeabilidad del vacio
P, M corresponde al vector polarizacion eléctrico y magnético respectivamente.

Ahora bien, el estudio de esta tesis se centra en materiales que no son conductores
eléctricos y que no poseen propiedades magnéticas, por loqueM=J=0yp=0.

Luego, bajo las condiciones que se impusieron anteriormente y aplicando rotor a
la ecuacién (2.4), y utilizando las relaciones constitutivas (ecuaciones (2.6) y (2.5)),
junto con la ecuacién (2.3) se obtlene

E P
VxVxE+ ,LLUEQ'%—tz— = —po—‘—8t2 (2.7)
Aplicando la relacién V x V x E = V(V - E) — V°E y definiendo & = ,u—le_’ la
0€0
ecuacién (2.7) queda
O’E 1 9*P
V:E - _ L9 (2.8)

T2 gk o2

que corresponde a la ecuacién de ondas con fuentes.

Estudiemos el caso donde la propagacién de la luz se da en un medio sin polari-

zaci6n, es decir, para el caso donde P = 0, luego la ecuacion (2.8) queda

WE—;_—:& (2.9)




Ahora bien, asumiendo que la direccién de propagacion del campo es en la direc-
cién 2 y que éste puede expresarse como una combinacién lineal de distintos modos,
se propone como ansatz que el campo sea de la forma

B(r,t) = 5 3 [fitevac 0 ee] (2.10)

J

donde k; y w; representa ol nimero de onda y la frecuencia temporal del modo
4§ respectivamente. a corresponde a la amplitud y f;(:c, y) corresponde a la, forma
transversal del modo j. Reemplazando en ansaiz en la ecuacién (2.9), se obtiene la
siguiente relacién

o(Vi-E+3) Flwy) =0, (2.11)

valida para cada j, y donde V3 = 68—:2 + %2.

Consideremos ahora el caso donde existe la presencia de polarizacién, P # 0,
por lo que para resolver la ecuacién (2.8), proponemos el siguiente ansatz en base
al ansatz propuesto en la ecuacién (2.10), donde adicionamos una funcién a(z) en 2
que representa la variacion lenta de 1a amplitud de la envolvente del modo,

E(r,{) = %Z (75w )as(e)et + ce.]. (2.12)

j

Para distinguir los distintos campos de cada gufa de ondas, es conveniente intro-
ducir una notacién particular, que nos permite modelar las guias de ondas como un
sistema discreto, en el sentido de que el modo de cada gufa de ondas se encuenira lo-
calizado en éstas y solo existe interaccion entre ellas por su decaimiento exponencial,
lo anterior se encuentra representado en Fig. 1. En el estudio de esta tesis, las inter-
acciones entre los modos sdlo serd entre las gufas vecinas mas cercanas (interaccion
a primeros vecinos mas cercanos), y donde en este caso particular sdlo describiremos
Ia interaccién para dos guias de ondas, esto facilita en gran medida el entendimiento
del problema y su notacion, permitiendo asi su generalizacién a un sistema de n
gufas [74], donde s6lo se debe tener en cuenta las interacciones a primeros vecinos
en cada configuracién especial dada de gufas de ondas. Para distinguir los distintos
campos introducimos la siguiente notacién ¥, P —s EB, P2 donde el indice o indica
el origen del campo respectivo y f§ indica donde se encuentra el campo respectivo.




Dado que estudiaremos dos guias de ondas. los indices o y 8 toman los valores los
valores & = {1,2} y 8 = {1,2}. Usando esta notacién la ecuacién (2.12) queda

an—1 Qn an+41
Fig. 1. Representacion esquematica de la amplitud del campo eléctrico en

cada guia de ondas que representa el modelo discreto en un arreglo periodico

unidimensional.
1 z—uw
Ej(r,t) = 52}: [ Ty y)al(z)e's 4t) +cc] . (2.13)
Reemplazando el campo dado por la ecuacién (2.13) en la ecuacion (2.8), se
obtiene
1 8?P2 , 10*\1 (hozm
_ - il fyied zz—wt)
eoc? Ot? (V > 31&2) 2 Z [f (@, y)an(z)e * CC}
(2.14)
92 32 52 52
Usando V? =32 By = i =V2 + 532 . lo anterior queda
=0
F—_M-_-\
1 BEP’G 1 A 2 2 ’LU2
EU? atga = 5 XJ: G‘u,j(z) vl - kz - g f(x ;-(T‘Jy)

8%’ (2 da’ .
+ o) (TJEQ + 2‘%’&—%’} eitkiz—wt) 4 cc.

—Z {121& fGJ(T, ) ( ) gilksz—wt) +(‘(‘] (2.15)
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Donde se ha utilizado la ecuacién (2.11) que corresponde a la ecuacion de ondas
sin fuentes y es valida para todos los modos fa (1 y) y ademas se ha utilizado la

aproximacion de que la amplitud a& K (z) varia lentamente en la direccién longitudinal




2B A
. 1 .
(direccién de propagacion %), es decir 3,2;,] < |2k; 82,3 .

El lado izquierdo de la ecuacion (2.15) requiere de la expresion explicita para
el vector polarizacién P#, para ello separaremos P? en una dependencia lineal y no
lineal, donde la parte lineal es no local y depende de todos los modos involucrados en
el sistema, mientras que la parte no Jineal s6lo tiene una dependencia local y depende
del modo en cada gufa de ondas. Entonces, de manera general podemos escribir la
polarizacién mediante una serie de potencias del campo eléctrico EZ, es decir

P= EUX(l)E + fDX(2)E2 -+ on(a)ES + "J'): (216)
Parte lineal Parte no lineal

donde las susceptibilidades cumplen la condicién ¥V > x@ > x@..., es decir, el
término dominante en la polarizacién corresponde a la parte lineal. Lo anterior se
puede escribir de forma mas compacta considerando la polarizacién P? como una
suma sobre todos los modos j del sistema, tanto por sus contribuciones lineales como
no lineales

— phL B.NL _ B.L B,NL

ps — pAF 3 PAVE = 3 [PRE+ PRI (2.17)
J

Ahora bien, la polarizacién lineal dentro de la guia B del modo j puede escribirse

como

Pﬂ'j‘ (r,t) == ong}),ﬁ EA(r,t) = —é-eoxffl)‘ﬁ [( ff (T, y)af,j(z) + ff‘ plea y)ag,j(z))e"(kﬂ'z""”ft) + c.c] .

(2.18)
Reemplazando la ecuacidn anterior en la parte izquierda de la ecuacién (2.15) y
reordenando los términos nna vez efectuada la doble derivada temporal, obtenemos
para la guia 8

1 32P,8,NL 1 . 2B 8(1?,3-
P 02 5;[{“2k2f1’j(x’y) 5z

,w2 ik z—w
o 08 (2 el ) + Flmol)) +ee.

(2.19)
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2.1. No linealiedad tipo Kerr

En medios centrosimétricos la polarizacién satisface la inversién de simetria, por
lo que todos los términos de potencia par se anulan, es decir ¥® = 0. Por lo tan-
to, el primer término no lineal que contribuye a la polarizacién corresponde al de
susceptibilidad x®. Considerando sdlo una dependencia no lineal de orden tres en
la polarizacién se tiene una dependencia lineal enire el indice de refraccién con la
intensidad, fenémeno que se conoce como Efecto Kerr.

Sin perdida de generalidad, en el estudio de esta tesis, trataremos el problema
considerando un modo, es decir, se considera j =1 en la ecuacién (2.19), Io que se
traduce en considerar w; — wy k;j — k. Considerando lo anterior, la contribucion
no lineal de la polarizacién queda expresada como

2
PO (x,8) = eox M lE’g(r,t)‘ Ej(r,?)

€p i(kz—w s z—3w
= O [T Fapa)e ) xR e Y teel.
(2.20)

Reemplazando la ecuacién anterior en la ecuacién (2.19) obtenemos, una vez efec-
tuada la derivada temporal

3w?

B DA + ce

= zkfﬁ(m gflg_(»ﬂ (1),52?_ B B B B i(kz—wt)
B 5(®:9) oz +tX 232'(f1 (z,1)ab(2) + f3 (2, 9)a2(2)) ¢ € +c.c

(2.21)

donde no se han considerado términos de tercera arménico (w' = 3w), por ser un
fenémeno que requiere “phase-matching” [75].

Finalmente, ya que la ecuacién (2.21) se satisface separadamente para gitkz—ut) y
su conjugado, obtenemos finalmente

0 8 B8 2
a1 A OIR ORE y)—agi—zzx(”’ﬁ%(f?(w, v)al(e)+72 (@ 1)a5(2))-
(2.22)
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Clomo se menciond anies, dado que estamos estudiando 2 gufas, eliminamos el indice
B asignéndolo por 1y 2 segin corresponda. Y por otro lado, para eliminar la depen-
dencia transversal se multiplica la ecuacién (2.22) por el complejo conjugado fg *y
se integra con respecto a z e ¥, obteniendo un sistema de dos ecuaciones diferenciales
que determina la dindmica de cada gufa de ondas

80 _ o2 4 Viaa(@) + ()P ),

(2.23)
. da-2 (Z)
dz

= vay(2) + Viaa(2) + Yax(2)Paa(2),
con al(z) = a}(z) = a1(2) y d3(z) = ai(z) = as(z) y donde la constante de propaga-
cién v se define como
2 1
LN O Y O) (2.24)
La constante de acoplamienio V;, viene dada por
oo [ BB drd

=V ,
1%, 1%, | falrdady

donde 8 = {1,2} toma un valor distinto al valor asignado por n. Y finalmente,

Va

(2.25)

definimos el coeficiente nolineal dado por

2 [ |f5|4dzd
Y= 3k‘; Xg’)"sff I;WIf—lsgl i y: B :{1,2}.
8 f_oo f_m lfﬁ]2da3dy

La ecuacion (2.23) se puede generalizar para un sistema unidimensional de N gufas,

(2.26)

donde considerando nuevamente interaccién a primeros vecinos gueda

i%%” + va, 4 V(@nn + ansr) + YanPan = 0. (2.27)

Tsta ecuacién es conocida como la ecuacién No Lineal de Schidinger discreta (DNLS
por sus siglas en inglés) [76]

La ecuacién {2.27) describe el comportamiento de la luz cuando las gufas de ondas

estan debilmente acopladas y corresponde a la ecuacién dindmica de la luz para el

caso de una dimensién. Esta ecuacién puede ser generalizada a més dimensiones

quedando
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dan
o 4 vt Y, Vamtm + lanf*an =0 (2.28)

m#n
con v, la energia de sitio (que en este caso corresponde a la constante de propagacion)
y Vam corresponde al acoplamiento entre las guias en n con m. En este caso, la
informacién especifica de cada red y su dimension est4 contenida en el subindice
n. Por ejemplo, para una red bi-dimensional cuadrada considerando acoplamiento a
primeos vecinos, el término Y., gy Va,m@m que relaciona la interacion de una guia

ubicada en el sitio (n,m) viene dado po V(@nm41 + @nm-1 T Onilm + Bt

2.2. Propiedades lineales y difraccién discreta

Primero que todo, debemos entender las propiedades fundamentales que se des-
prenden de la ecuacion DNLS, para ello estudiaremos las propiedades lineales fun-
damentales en estos sistemas periddicos discretos. Una representacion de un sistema

periédico de guias de ondas se observa en la Fig. 2.

an41 ...

2

. Qpn—1 Qn

Fig. 2. Representacion esquematica de un sistema de guias de ondas acoplados.

En este caso, se ha considerado solamente acoplamiento a primeros vecinos.

En el regimen lineal (y = 0), este sistema puede ser descrito por ]a ecuacion lineal
de Schrodinger (DLS) vy al considerar solo acoplamiento a primeros vecinos, se tiene
la siguiente ecuacion que gobierna la dindmica completa para un sistema de N guias

de ondas,

day,

1 + vay, + V'((Ln_l + anﬂ) == () (229)

Z
En este caso, se ha considerado que todas las gufas de ondas son idénticas, por lo

que cada constante de propagacion v es la misma para todas. Se puede eliminar
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este factor realizando la siguiente transformacién a,(z) = un (2)e 2, quedando la

ecuacion (2.29)

iaun

0z

Buscando soluciones extendidas para ello u, toma la forma un(2)
que corresponde a ondas extendidas a lo largo de todo el arreglo. Reemplazando la

expresion de u,(2) en la ecuacién (2.30), se obtiene Ja siguiente relacién de dispersion

= V(un—l -+ U-n+1) = () (230)

= i(nk+€L
= U[]Gz(ﬂ z],

Q(k) = 2V cos(k). (2.31)
Donde k corresponde al vector de onda, Q) corresponde a la constante de propagacion
o la frecuencia espacial. La forma de la relacién de dispersion dentro de la primera
zona de Brillouin [63] se encuentra en la Fig. 3. De la periodicidad de Q(k) se tiene que
los autovalores o bandas del sistema est4 acotada entre los valores 2V <Q<2V.

Ademas la velocidad de grupo v,(k) que se define como

2V;

Q(k)
o

-2V = , l
T i3

_— 1 s
a 2a 2a

o HHl

Fig. 3. Relacién de dispersién Q(k) en funcién del vector de onda k. En este
caso a representa el pardmetro de red o la distancia (periédica) entre cada

gufa de ondas.

o0
vg(k) = i —2V sin(k), (2.32)
que también se encuentra acotada por —2V < vg(k) < 2V presentando un maximo

vgm(k) en k = £5. en la primera zona de Brillouin, con valor vgm(k = 7/2) =2V




14

Finalmente, en la Fig. 4 se muestran los modos estacionarios caracteristicos con su

respectivo autovalor asociado correspondiente a la banda lineal del sistema.

Fig. 4. Relacién de dispersion Q(k) en funcién del vector de onda k para un
sistema compuesto de 51 gufas considerando a = 1. Cada recuadro ’de la figura
representa la forma del modo estacionario para tres valores de Q(:k). El modo
del recuadro superior izquierdo es para un valor de Q(k) = —0.24; Modo del
recuadro inferior es para un valor Q = =2V (banda inferior para k = —7) ¥
finalmente el modo del recuadro superior derecho es para un valor de @ = 2V

(banda superior para k = 0).

De lo anterior y a través de la relacién de dispersion de la ecuacion (2.31) y de la
Fig. 4 nuestro modelo discreto Jineal posee modos extendidos que se conocen como
modos de Bloch [3].

Por otro lado, si inyectamos en nuestro sistema de gufas de ondas, una condicién
inicial fuertemente localizada (funcién tipo delta §), la solucion para todo 2 de la

ecuacion (2.30) se puede encontrar de forma exacta [77] y viene dada por

un = Ai"J,(2V2), (2.33)
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donde J,(2) es la funcién de Bessel de orden n y A es la amplitud. La evolucion
dingmica de esta solucién se encuentra en la Fig. 5, que corresponde a la evolucion
dindmica de la amplitud de la funcion de onda de cada gufa de un arreglo unidi-
mensional 1D (Fig. 2). La evolucién dindmica observada en Fig. 5 se conoce como
difraccién discreta en un arreglo homogéneo, este fenémeno es caracterfstico en los
gistemas de gufas de ondas o sistemas discretos y es bastante diferente a la difraccién
que se da en sistemas continuos, ya que la luz en vez de difractar o expandirse con
el méximo de la distribucién en el lugar donde fue excitada inicialmente, presenta
16bulos laterales de gran intensidad, mientras que en el sitio donde inicialmente fue
excitado existe una pequefia amplitud apreciable. Esta dindmica que se presenta en
los arreglos discretos abre un campo para estudiar la dindmica de condiciones ini-
cialmente localizada al incluir desorden y no linealidad y que se estudiardn en las
siguientes secclones.
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z[a.u]

031 41 51 61 71

Fig. 5. Evolucién dinamica a lo largo de la componente longitudinal z de una

red 1D de gufas de ondas. La condicién inicial tipo delta se inyecto incialmente

en la guia n = 51.

2.3. Modos estacionarios no lineales

Esta seccién se discutirdn de forma breve algunas de las propiedades de los mo-
dos no-lineales localizados. Para ello, se considera v # 0 en la ecuacién (2.27) y
efectuando la misma transformacién comentada en la seccién anterior para eliminar
la variable v, se tiene la ecuacién DNLS

.a“u r | 2 0«
I—(O‘ + V(tn_1 + tUnt1) + V| tn|“tn = 0. (2.34)
A continuacién, se buscan soluciones no lineales estacionarias de la forma un(2) =

)z T . . . .
u, e, con u, € Ry donde () s la constante de propagacion o frecuencia espacial.
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Usando €l ansatz anterior en la ecuacion homogénea 1D descrita por la ecuacion
DNLS (2.34), se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones no lineales

Qu, = V{tg_1 + Uny1) T yud, (2.35)

que corresponde a un set de N ecuaciones no lineales acopladas. Para resolver el
sistema de ecuaciones (2.35) usamos el método multidimensional de Newton-Raphson
en varias variables, tomando como semilla 0 punto de partida un perfil fuertemente
localizado (limite anticontinuo), dado por

Up = unén,nm (2.36)

con 7y el sitio donde se centra inicialmente el modo localizado no-lineal. En el limite
dado por la ecuacién (2.36) se tiene un modo no lineal fuertemente localizado que
a partir del sistema de ecuaciones (2.35) se deduce que es de 1a forma Q = yuZ,.
Lo anterior, se da para el caso donde () estd alejado en ambos bordes de la banda
lineal [—2V,2V] (ver Fig. 6 en los puntos anaranjados y rojos alejados de la ban-
da lineal). Ahora bien, cuando la constante de propagacién Q del modo no lineal se
aproxima a los bordes de ]a banda lineal el modo tiende a deslocalizarse hasta que
converge a la forma del modo lineal (ver Fig. 6 para los puntos rojos y anaranjados
en el borde de la banda lineal, es decir, para el caso Q=-9VyQ=2V)

FExisten dos cantidades conservadas para el sistema. descrito por la ecuacién (2.34),
que corresponde a la potencia éptica (Norma), dada por

P=>"lul (2.37)

y el Hamiltoniano

H=- Z (Z umts + c.co+ Z—|un|‘1) ) (2.38)

n

donde en este caso las coordenadas n y m dependen de la dimensién y del tipo de
red que se estd considerando, por ejemplo, para una red 1D que es el caso que se
estd tratando se tiene n = n;m = m, mientras que para una red 2D se tendra que
n=(p,q) y m = {r,s). Para una red 1D el Hamiltoniano queda
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1 = =3 (st + wnoatiy + ) (2:39)

n

v <0 ~>0

N s

Fig. 6. Diagrama de P en funcién de Q de los modos no lineales para 7y < 0
(izquierda) y v > 0 (derecha). Los puntos anaranjados (rojos) representan el
valor de P para valores de €2 alejados de la banda lineal y en el borde de la

banda lineal para v > 0 (y < 0).

Finalmente, una cantidad que nos permite dan cuenta del grado de localizacién del
modo sea tanto lineal o no lineal, es el grado de participacion R (78], que se define
como

o (Sl tn
> lu(2)]?
Para una condicién inicial tipo delta (donde sélo se excita un sélo sitio) el valor de
la razén de participacion toma el valor R = 1 y para un modo totalmente extendido
en el sistema el valor de la razén de participacién se aproximard al valor R = N con
N el nimero de sitios o guias total.
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En Fig. 6 se observa un como lucen la “banda” no lineales para una red 1D con no
linealidad tipo Kerr. En este caso, se ha gréficado la Normal o potencia del modo no
lineal en funcién de la constante de propagacién Q. Tal como se puede observar en
los puntos rojos y anaranjados que se encuentran lejos de la banda lineal, los modos
no lineales en el limite anticontinuo estan fuertemente localizados teniendo un valor
R~ 1y a medida que el modo no lineal se aproxima al borde de las bandas lineales,
a1 valor de R crece aproximandose a un valor R = N, que corresponde al valor de
R de los modos con ) = =2V,




Capitulo 3

Desorden

A través de los estudios realizados por P. W. Anderson [1] se sabe que la presen-
cia de desorden en un red infinita produce la localizacién de los modos del sistema,
dicho fendémeno se conoce como localizacion de Anderson y no sélo aplica al contex-
to de materia condensada [1,6] donde fue estudiado inicialmente, sino que también
e ha estudiado en otros contextos de la fisica tales como fenémenos Gpticos [12],
acusticos [79], condensados de Bose-Einstein [10,46], entre otros. Uno de los efectos
o consecuencias de este fendmeno de localizacién es que la difusién de un paquete
de ondas se dificulta a medida que el grado de dicho desorden aumenta [4,5]. Lo
anterior, puede verse alterado si se incluyen efectos no lineales, donde bajo cierio
umbral del pardmetro no lineal, se puede favorecer o desfavorecer la, localizacién y
por lo tanto promover 0 inhibir la difusién de un paquete de ondas. [50-52).

En esta seccién se discufird y analizard los aspectos generales al considerar sis-
tema de gufas de ondas desordenadas en el contexto Gptico [75], que en este caso
especifico se analiza el efecto del desorden en las energias de sitios (desorden lineal)
o en las constantes de propagacién cuando se estudia en el contexto de las guias
de ondas. Este desorden, se traduce en una distribucién aleatoria en las energfas de
sitio de nuestro sistema unidimensional de gufas de ondas. Si bien también puede
se considerar desorden en los acoplamientos y en la no linealidad, en esta tesis no
estudiaremos el efecto de incluir dichos tipos de desorden. Para lograr un mayor
entendimiento de los conceptos, se ha optado por describir el método de la matriz
de transferencia para luego estudiar sistemas de impurezas aisladas y desordenadas
a través del coeficiente de transmisién y reflexién que se desprende del método men-

cionado anteriormente. Finalmente, se dardn a conocer los aspectos generales que

20
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se han observado en la propagacién de condiciones inicialmente localizadas y trans-

porte de ondas planas en sistemas desordenados tanto en el régimen lineal y no lineal.

3.1. Matriz de transferencia

La ecuacién DNLS dada por la ecuacion (2.27) considera el caso donde todas la
energias de sitios son iguales, para este caso, consideraremos que cada guia posee
una constante de propagacién v distinta de las demés, para ello nombraremos a cada
una de las constantes de propagacion o ener gias de sitio de la forma v — ¢n, que

representa la energfa de sitio de la guia n—ésima. Estamos interesados en la ecuacion

estacionaria de Shrodinger, para ello realizamos la transformacion a,(z) = a,e™* en
la ecuacién (2.27), quedando
—Qa, = €nln + V(Cni1 + 1) + 'ylan|2a,,,. (3.1)

Consideremos una red unidimensional infinita donde en una regién de largo N (es
decir, existen N sitios o gufas de ondas), se encuentran guias de ondas con diferentes
energias de sitios ¢, # 0, mientras que las energfas de sitio de las guias que rodean

dicha regién poseen igual energia de sitio ¢. Lo anterior se encuentra representado

N

Fig. 7. Representacion esquematica de un sistema de N guias de ondas con

e

i

o]

distinta energia de sitio (representada por colores) incrustada en un sistema

de gufas de ondas idénticas entre si.

La ecuacion (3.1) en forma matricial queda de la forma
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Gl (Q — en — Yl|aal|"an) ) n
VvV . (3.2)
Gy 1 0

[~

n—1

Sin perdida de generalidad en este caso, consideraremos V == 1. La forma que se
observa en la eciacién (3.2) nos permite definir la matriz de transferencia M, [80]
para la ecuacion discreta de Shrodinger

2
(nt1 —e€,— 'Yla'nl a, —1 an an

In 1 0 Ap—1 Gn—1

Tal como se puede observar, la matriz de transferencia M,, relaciona los dos vectores
que se encuentran en ambos extremos de la ecuacién (3.3), y estos coniienen la
informacién entre las amplitudes de dos modos més cercanos. Ahora bien, nos interesa
el problema de una onda moviéndose a la izquierda y a la derecha en un sitio n, para
ello expresaremos la ecuacién (3.3) en términos de éstas dos ondas moviéndose, es
decir, en el sitio n tenemos

cn = Ac™® + BeF, (3.4)
Luego, los vectores que se encuentran en la ecuacién (3.3) se pueden escribir de la
forma
dn, i1 AeimE Agink
=\ . _]=Q I DL
Qni1 e—:k ezk B e—mk B e—mk
y también
il 1 1 Ae'i('n+1)k Aei(n+1)k

QO e ik gik Bewi(n-i—l)k Be—i(n-}-l)k
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donde se ha definido Q [80]. Reemplazando las ecuaciones (3.5) y (3.6) en la ecuacién
(3.3) se obtiene

Aei(n+1)k Aeink
=Q M, Q . (3.7)
Be—z‘(n+1)k Be—ink
donde la matriz inversa Q! viene dado por
1 et —1

Q= m (3.8)

|
De lo anterior y aprovechandonos de la definicién de Q, se puede redefinir el la matriz
de transferencia M, quedando

Q—e, — q/|an[2‘an -1
= QfanQ = Qr-l Q. (39)
1 0

En este caso la matriz de transferencia M., relaciona la funcién de onda entre los
sttios n y n+ 1.
Tal como se observa en la ecuacién (3.8) la matnz Q (0 Q1) sélo depende del vector
de onda k, por lo que la expresion dada en la ecuacién (3.7) es valida tanto para
la matriz de transferencia en un sélo sitio » como también, para un conjunto de
varias guias de ondas. Luego, para un conjunto de N guias {ver Fig. 7), la matriz de
transferencia del sistema total M N viene dada por la multiplicacién de las matrices
de transferencias de cada sitio, es decir

MW = MyMy_i...Ma M. (3.10)

Dado que la matriz @ no depende de la energia de sitio e, entonces a través de las

ecnaciones (3.9) y (3.10), la matriz de transferencia resultante MY} para un sistema
de N guias, vendrd dada por

M®™ = QtM™MQ. (3.11)

Pinalmente, el coeficiente de transmisién T y el de reflexién [80] vienen dados por

R=1-T _1—‘1\/1‘”) . (3.12)
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La forma dada por la ecuacién (3.11) y la manera en que se relaciona ésta con
el coeficiente de transmisién y reflexion (ecuacion (3.12)) tiene la particularidad de
entregar de forma compacta las relaciones entre las amplitudes de cada guia de ondas
permitiendo asi estudiar sistemas desordenados a través de célculos numeéricos que

se desarrollarian en esta tesis.

3.2. Impurezas

Fn esta seccion se detallard de forma explicita el calculo del coeficiente de trans-
misién para un sistema de impurezas de N sitios, para ello detallemos explicitamente
el sistema que fue representado en la Fig. 7. La regién que esta contenida en los sitios
n=01,..,N—1, poseen energias de sitios ¢, diferentes entre si y estan dados de
forma arbitraria, mientras que ¢, = ¢ = 0 para ¥ n < 0yn > N.Lo anterior se
observa de mejor manera en Fig. 8.

Enzo En%o En=0

Fig. 8. Vista transversal de un sistema de N guias de ondas con distinta
energia de sitio (representada por colores) incrustada en un sistema de guias

de ondas idénticas entre si con ¢, = 0. En ambos extremos del conglomerado,

se observan las ondas planas con su respectiva direccion de propagacion.

Tal como se observa en Fig. 8, consideremos el caso de una onda plana que viene

desde la derecha e~"*F y se enfrenta a la “impureza” de N sitios. A la izquierda, en la

regién fuera de la impureza solo existird una onda transmitida te~**" que se propaga

hacia la izquierda. A su vez, dado que la onda que proviene desde la derecha se
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enfrenta a una regién de “impurezas” existird también una onda que se refleja refn
el sentido contrario. Como “condicin inicial”! tendremos que la funcién de onda en
los sitios = 0 y n = —1 vendrén dadas por

a_y =toe ¥, ap=t. (3.13)

Usando ahora la matriz de transferencia, podemos relacionar la funcién de onda de
los sitios ay—; ¥ ay con ag y a1 de la siguiente forma

ay ap ag
= My_1My—_g..M My = MY : (3.14)

aN—1 a1 a-1
Multiplicando ambos lados de la ecuacién (3.14) por la matriz Q! se tiene

an o
Q =Q'MVQQ™ : (3.15)
aN—1 a1
Usando la definicién de Q! dada por la ecuacién (3.8) y ademds usando la definicion
de M¥ dada por la ecuacién (S.fl), la ecuacién (3.15) queda de la siguiente forma

1 e*ay — an-1 1 e*ag —a_y

- =MW _——— . (3.16)
2i sin{k) _eay - an1 2isin(k) \ _g-ikg, ra_s

Ahora bien, de la ecuacién (3.13), se desprende que e*gp—a_1 =0y —e gy ta =
9tisin(k), por lo que el lado derecho de la ecuacién (3.16) queda

1 eikG.N — N_1 1 0 Mggr)

_ w__t
2isin(k) 2 sin(k)

—eHan + an-1 2ti sin(k) tMg )

(3.17)

15i bien, en esia tesis sélo trataremos el caso de desorden en las energfas de sitios {desorden
lineal), estudiaremos también el efecto de considerar dicho desorden en un medio no lineal {y # 0).
Por 1o anterior y para evitar efectos de multiestabilidad [43]debido a que la ecnacién {(3.1) es no
lineal, se utilizara el método del «Figed Output Method” [43]para poder determinar una expresién
univoca para el coeficiente de transmisién y reflexion.
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Finalmente, usando la definicién dada por la ecuacién (3.12) se tiene que el coeficiente
de transmisién y de reflexidn quedan expresados de la siguiente forma

4 sin?(k)|to[*
T - R
| — e~kay + an—1|?
(3.18)
ik 2
etay —aN-1
R = P S
e~ "ay — aN-—-1

La ecuacién (3.18) serd de gran utilidad y sélo exige conocer las amplitudes ax y
ay-1, v mediante una simple iteracién numérica usando la ecuacién (3.14), permi-
te conocer el coeficiente de transmisién y reflexion para cualquier sistema, ya sea
incluyendo desorden en las energias de sitio o no.

Impureza individual lineal

Consideremos el caso més simple de impureza, que corresponde a una impureza
lineal para v = 0 y se encuentra en el sitio n = 0, de forma general tenemos &, =
8n0€0, Vn. Como se considera ¢l caso v = 0, entonces sin perdida de generalidad,
consideramos t = %, = 1. Finalmente a través de la expresién dada en la ecuacidn
(3.13) y por N =0, el coeficiente de trasmision y de reflexién dado por la ecuacién
(3.18), para una impureza individual lineal queda expresada en forma compacta como

4sin(k)

T = ——~+"> 3.19
4sin?(k) + €&’ (3.19)
(3.20)

2

€0
= —5 5" 21
R 4sin*(k) + €5 (3.21)

Notemos que 7' = 1 sélo cuando e = 0.

N Impurezas lineales idénticas

Bajo la misma linea, si consideramos sistemas de impurezas mas grandes e idénti-
cas entre si: €, = ¢, n=0,1,2,..., N — 1, existe una expresién general para el coe-
ficiente de transmisién que se obtiene a través de la identidad de Chebyshev, ver
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Apéndice (A) para mis detalles. Entonces para un sistema de N impurezas idénticas

el coeficiente de transimisién viene dado por

45in?(k) sin®(g)
TN = P . 9 > o )
4sin?(k) sin®(q) + €2 sin(Ng)
(3.22)
¢ sin*(Ng)
4sin’(k) sin’(q)
Ry =

2 sin’(Ng)’

1+ 4sin’(k) sin®(q)

donde 2cos(q) = Q — e. A través del coeficiente de reflexién dado por la ecuacion
(3.22) se puede obtener de manera més rdpida los vectores de onda £ que cumplen
con la condicién de resonancia (' = 1), para ello imponemos R =0 en la ecuacion
(3.22), quedando

sin(INg) = 0. (3.23)

Usando la expansién del sin{(Nz) como una multiplicacion de funciones sin{z), se
tiene

N—-1
sin(Ng) = 2V [ sin (fnﬁ7T + q) =0. (3.24)

m=0

(3.25)
Q—e _ 2cos(k) — ¢

Usando la expresién cos(g) = se obtienen explicitamente los

vectores de onda k resonantes del sistema, dados por

k = arccos (cos (%) + %) ) (3.26)

vélido para cada m = 1,2, ...N —1 y como condicién extra se debe tener que k € R.
En Fig. 9 se muesiran algunas curvas de transmisién para diferentes valores de N =
1,2,3,6 y 18, todos para un valor de e = 0.5. Como se observa en Fig. 9 dependiendo
del numero de sitios de la impureza se dan diferentes zonas donde T' = 1, que
corresponden a los vectores de onda k resonantes que no son “escatereados” por
dicha impureza.
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Fig. 9. Coeficiente de transmisién en funcién de k para 5 diferentes tipos

impurezas de largo N =1,2,3,6 y 18 para e = 0.5

3.3. Sistemas con desorden de impurezasy locali-
zaciéon de Anderson

En esta seccién estudiaremos el coeficiente de transmisién para modelos desorde-
nados donde se considerara una variacién aleatoria en la constante de propagacion
¢, de las guias de ondas, este modelo llevado a la DLS se conoce como Modelo de

Anderson. Debido a dicho desorden, la forma analftica del coeficiente de transmision
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se convierte en una tarea casi imposible de efectuar, por lo que usando el formalis-
mo de la matriz de transferencia e iteraciones numéricas estudiaremos este modelo.
También estudiaremos los efectos de la no linealidad en el coeficiente de transmision,

Una de las distribuciones de desorden para la constante de propagacién €, que
se usard en esta tesis corresponde a la llamada distribucién rectangular, y se define

COIno

ple) = { W, —W/2<e<W/2 (3.27)

0 otro caso
donde el pardmetro W determina el ancho de desorden. Ademas, se asumiré que el
valor promedio < € > de las constantes de propagacion aleatorias es cero y que dos
valores aleatorios de la constante de propagacién e, son estadisticamente indepen-
dientes una de otra:

<e>= /ep(e)de =0 y <énénw>=0. (3.28)

A partir de la ecuacion (3.18) calcularemos numericamente el coeficiente de transmi-
gién para un sistema desordenado de N gufas, con el tipo de desorden considerado
anteriormente, es decir &, € [-W, W], n=0, 1,2,..,N —1, y por simplicidad con-
sideraremos que las constantes de propagacién externas a esta regién serdn cero, es
decir, ¢, =0 paran <0y n> (N —1).

Anélogamente a como fue explicado en la seccién (3.2), consideraremos ¢ = 1,
porloquecg =1y ca = e~ y usando la matriz de transferencia M, dada por
Ja ecuacién (3.14) iteramos numéricamente hasta encontrar la funcién de onda en
los sitios N — 1 y N, encontrando finalmente el coeficiente de transmisién usando la
ecuacién (3.18).

En Fig. 10 se muestra como luce el coeficiente de transmisién T' en funcién de
la energia E = cos(k) de la onda que intenta propagarse en el medio desordenado
con un ancho de desorden W = 0.4 (considerando sdlo una realizacién de desorden).
Primero se observan que existen “peaks” de transmisiones e inmediatamente cercano
a éstos se tienen valores de T = 0. Existen grandes fluctuaciones en T incluso para
valores muy cercanos de B. Lo anterior puede entenderse observando cémo lucen las
amplitudes de los modos para dichas energias, ya que el coeficiente de transmision
depende de e¢émo es la forma, espacial de dichos modos. En este caso, en Fig. 10
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para un valor T = 0 (punto rojo con E = 0.743) se tiene un modo que para dicha
energia E se encuentra localizado, calculando su razén de participacién [78] se obtie-
ne R = 30, en cambio, para un valor de T" = 1 (punto azul con £ = 0.686) se tienc
un modo extendido en el sistema con un valor en Ia razén de participacién I2 = 230.

Ahora bien, es interesante preguntarse cémo varfa la transmisién de ondas planas
en funcion del largo L para un sistema desordenado. Esto fue estudiado antes [53,54]
y en la figura 11 se observa cémo varia el < InT > en funcién del largo N, donde se
ha promediado sobre un total de 100 configuraciones distintas de desorden y se han
considerado tres casos de ancho de desorden W =1, 1.5y 2.0.

En este caso se tiene que el < InT' > varfa de forma lineal con respecto al largo L
del sistema, lo anterior se debe a que para un valor chico de L = N la probabilidad
de que el sistema soporte estados extendidos (en el sentido de modos que tengan un
extensién del orden del largo del sistema) es més alta en comparacién con sistemas
mas grandes donde en este caso los modos del sistema tienen una extensién mucho
menor en comparacién con el tamafio N o cuando el tamafio del sistema es més
grande que la longitud de localizacién £ [81]. La longitud de localizacidn £ se relaciona
con ¢l coeficiente de transmisién de la siguiente manera

<InT >= H%, L=N. (3.29)
Finalmente, de lo anterior se concluye que el coeficiente de transmision T decrece
de forma exponencial en funcién del largo del sistema desordenado y se debe a que
en ciertas regiones de nuestro sistema desordenado la funcién de onda se encuentra
localizada, tal como se observa en la Fig. 10 (punto rojo) y fuera de esta regién

donde la funcién se encuentra localizada, la amplitude del modo a, decrece de la
forma |a,] ~ e" "/,

Por otro lado, si consideramos un sistema desordenado en un régimen no-lineal
con  # 0, el coeficiente de transmision vendra dado por la ecuacién (3.18)

_ 4 sin2 (k)ltoP
== e Fan +anal

T

Cuando v = 0 el coeficiente de transmisién depende solamente del vector de on-
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Fig. 10. Figura de arriba: transmision T en funcién de la energia E = 2 cos(k)
de la onda propagante en un sistema de N = 400 sitios desordenados. La
figura corresponde una sola realizacién de desorden considerando W = 0.4.
El punto rojo(azul) representa el valor en el cual T =~ 0 (T = 1). Figuras de
abajo: Amplitud del modo en funcién de cada una de las gufas para el valor

de E = 0.743 (punto rojo) y E = 0.686 (punto azul).
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<In T>

~30y""100 200 300 400 500
L

Fig. 11. < InT > en funcién del largo I de arreglo de guias de ondas des-

ordenadas en su constante de propagacién. Se ha promediado sobre un total

de 100 configuraciones distintas de desorden y se han hecho para tres anchos

de desorden ¢, € [—1,1] (linea segmentada), e € [-1.5,1.5] (linea continua),

€ € [~2,2] (linea punteada).

da k. Ahora bien, cuando consideramos v # 0 el coeficiente de transmisién ya no
s6lo dependera del vector de onda k sino que también de la intensidad de la onda
transmitida [43], pero notemos que cambiar la amplitud transmitida es equivalente
a variar el pardametro no-lineal y(y viceversa). Lo anterior puede verse a través de la
couacién DNLS (3.1) que puede ser escrita de la forma

Gpp1 = — [+ e+ Ylanl?] an — @n-1- (3.30)

Qi realizamos el siguiente re-escalamiento ap, —+ X@n, la relacién anterior queda

g1 = — [+ € + 0P |@l*] @n — @n1. (3.31)
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que muestra que cambiar a,, es equivalente a cambiar v, es decir,
2
UQp — XCp <=7V — X7

Por otro lado, si cambiamos y — X7, la ecuacion (3.30), queda

¢'n+1 =— [Q: +én + 7|an|2] ¢n — ¢n—1: (3'32)

donde ¢, = /X Esto dice que cambiar v es equivalente a cambiar a, de la forma

'y—>xfy<(=>an—> Xy-

Lo que implica que el coeficiente de transmision seré afectado por un factor x, T' —
xT’

Por lo anterior, calcularemos el coeficiente de transmisién considerando fp = 1 en
la ecuacién (3.18) e iremos variando el pardmetro no-lineal . Para encontrar ay y
ay.1 podemos usar la matriz de transferencia (ecuacién (3.3)) o bien, usar de forma
iterativa la ecuacién (3.30).

Tal como lo estudié M.I Molina [54], en la figura 12 se muestra las zonas de
transmisién T = 1 (zona clara) y zonas de nula transmisién T =~ 0 {zona oscura)
en el plano v — k para un sistema desordenado en la constante propagacion de largo
I, = 50 sitios. Se observa la forma “fractal” que adopta la regién de transmisién
dando cuenta de regiones de multiestabilidad, es decir, para un valor de -y existen
diferentes valores k para el cual 7' = 1.

Finalmente, hemos estudiado el efecto de la 10 linealidad en funcién del largo en
un sistema desordenado donde para largos inferiores a L = 500 sitios se ha observado
que el promedio de la transmisién (sobre 100 realizaciones de desorden) decae de
forma exponencial, de manera similar a caso lineal, es decir < T' >~ e~® M7 con b()
una, funcién que depende de la nolinealidad. Por el contrario para valores grandes de
I, se observa un decaimiento en serie de potencia en el promedio de la transmisién, es
decir, < T' >~ L°O), con C(y) una funcién del pardmetro no lineal v. Lo anterior se
observa en la Fig. 13 para dos casos de ancho de desorden ¢, € [0, 1] (figura superior)
y €, € [0,0.1] (figura inferior) para diferentes valores de 1.
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Fig. 12. Region de transmision T =~ 1 (zona blanca) y T' =~ 0 (zona azulada)

en el plano v — k obtenido para una realizacién de desorden. En la figura de

abajo se observa el comportamiento fractal al ampliar la imagen de arriba.
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Fig. 13. Promedio sobre diferentes configuraciones de desorden y de vectores

de onda k en la transmision de ondas planas a través de un sistema no lineal-

desordenado de largo L. Se promediaron sobre 100 configuraciones distintas de

desorden, donde para el caso de la figura superior se consideré ¢, € [0, 1] y para

la figura inferior se consideré ¢, € [0,0

.1]. Notal la escala semi-logaritmica en

la figura de arriba y la escala logritmica en ambos ejes en la figura de abajo.




Capitulo 4

Desorden correlacionado

La presencia de desorden sin importar el grado de éste es suficiente para que todos
los auto-estados del sistema sean exponencialmente localizados y se da tanto en una
y dos dimensiones [82]. Dicha presencia de desorden causa una completa ausencia de
transporte. Ahora bien, esto sucede cuando se considera un desorden “perfecto” o
sin correlacién como el tipo de desorden que se estudié en la seccién (3), sin embargo
a principios del afio 1990 se estudiaron sistemas con desorden correlacionado, dando
cuenta que un cierto grado de transporte si era posible [19-24]. La correlacién en
dichos estudios, establece una relacién en la asignacién de las energias de sitios de
una red, donde por ejemplo, el modelo més simple de desorden correlacionado co-
rresponde al modelo del dimero aleatorio, en el que una aleacion binaria de energias
de sitio €, y €5 es asignada de manera aleatoria en una red con una probabilidad g y
1 — ¢ respectivamente. Desde esa fecha hasta shora se han estudiando los efectos de
transporte ante diferentes tipos de desorden con correlacion [19-25,27-36]. En esta
tesis nos centraremos en un &ipo especial de correlacion que en inglés se denomina
random n-mer [30-33], que consiste en la inclusién aleatoria de un sistema desorde-
nado formado por 7 sitios en una macro red. El caso n = 2 corresponde al modelo del
dfmero aleatorio que fue comentado anteriormente v en la Fig. 14 a)) se representa
de forma esqumatica por colores la asignacién binarfa aleatoria de las energias de
sitio (o constantes de propagacién). La principal caracteristica que se ha examinado
en este modelo, es la transicién a la Iocalizacién sobre cierto umbral de desorden,
permitiendo asf el transporte super-difusivo bajo cierto umbral en la propagacién de
una condicién inicialmente localizada. Ahora bien, el caso siguiente corresponde al
médelo del trfmero aleatorio [27,28] y el primero en estudiarlo en detalle fue Giri
et al donde tras analizar las resonancias presente en el coeficiente de transmisién

36
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en funcién de k (o la energia), concluyd que bajo ciertas condiciones especiales de
configuracién de este trimero (trimero simétrico, ver Fig. 14 b), donde la constante
de propagacion del sitio central es diferente de los bordes de dicho trimero) se ob-
servé una propagacion sub-balistica, superior a la propagacion super-difusiva dada

para el caso del random dimer.

a) Dimero: @@

OOd......OO....OOOO..OO..OO.‘OOO

OOQOOOOOOOOO...OOO......OOOOQ@OO

Sistema desodenado de impurezas

Fig. 14. Sistemas desordenados de dos n—meros particulares. El caso a) co-
rresponde al modelo del dimero aleatorio (RDM) y b) al modelo del trimero
simétrico aleatorio. En ambos casos la regién rectangular punteada corres-
ponde al sistema desordenado adosado a ambos lados por redes semi-infinitas

totalmente homogéneas.

Hasta este momento dicha configuracion especial (i.e. simetria en torno a un cen-
tro) y su implicancia en las resonancias del sistema, no ha sido estudiada ain para
el médelo random n-mero. Por lo anterior es que en esta tesis estudiaremos 4 casos
de configuraciones distintas de sistemas: random trimer, random tetramer, random
pentamer y random hexamer. Cada uno de los casos anteriores, presenta una simetria
en torno a un centro, tal como se muestra en Fig. 15 a) b) c) y d), ¥ corresponden
a una generalizacion de los casos homogéneos (n-mer con la misma energia de sitio),
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donde éstos presentan a lo mas n — 1 [30-33] resonancias en el sistema, pero en la

cual no existe posibilidad alguna de ajustarlas.

a) Trimer b) Tetramer
€a €b €a €c € € E€a
c) Pentamer d) Hexamer
€c € € €a € €. € € € € €c

Fig. 15. Esquema representativo de 4 tipos de n-meros simétricos. a) Trimero

b) Tetrdmero c) Penameto y d) Hexdmero simétrico.

La organizacién de este capitulo es la siguiente. En la seccién 3.1 se calculara el
coeficiente de transmisién y reflexion de ondas planas a través de solo un defecto de
impureza de trimeros, tetrameros, pentdmeros y hexameros insertados en una cadena
unidimensional homogénea y estudiaremos la regién de parametros (constantes de
propagacién que componen los n—meros) en la cual es posible ajustar las posiciones
de las resonancias del sistema. En la seccién 3.2, se analizara el efecto en la transmi-
sién de ondas planas cuando se consideran inclusiones desordenadas de los n-meros
en un porcentaje de un 50 % en una cadena unidimensional homogénea, lo anterior
se hard estudiando la transmisién en funcién del largo para las distintas configura-
ciones y se estudiard el efecto de la no linealidad sobre el sistema. En la seccién 3.3
se estudiara la dinamica de un pulso fuertemente localizado ante sistemas desorde-
nados de estos m-meros mediante el desplazamiento cuadratico medio y finalmente

se estudiara el efecto de la nolinealidad sobre dicha dindmica.

4.1. Impureza individual de n-meros

Comencemos considerando un n-mero lineal (v = 0) y encontremos las condi-

ciones para la existencia de transmisiones resonantes en el sistema. Tal como se
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mencioné en la seccién 2. en general existen 7 — 1 resonancias (ver ecuacién (3.26))
y se desea encontrar la regién de pardmetros para “eontrolar” dichas resonancias,
¢aontrolar” en el sentido de encontrar ciertas relaciones entre las energias de sitios
de estos n-meros para poder juntar dos o més de estas resonancias en una sola. Tal
como se verd en las secciones posteriores, esto tendrd un fuerte impacto en el nime-
ro de estados extendidos en el sistema y ademés en las propiedades de fransporte
de condiciones inicialmente localizadas euando se consideran sistemas desordenados
de estos n-meros. La idea consiste en que, en una cadena unidimensional rellena de
forma aleatoria por estos n-meros, el mimero de estados que presentan una longitud
de localizacién més grande que el largo del arreglo fiene directa relacién con el ancho
de la curvatura alrededor de estas resonancias, estos estados son los responsables de
la deslocalizacién y dan lugar a transporte (que en este contexto vendrd dado por
transporte éptico o en el contexto de fisica del estado sélido vendrd dado por trans-
porte electrénico), esto fue mostrado por Dunlap et al para el caso n = 2, donde se
dedujo que el nimero aproximados de estados extendidos para un cadena de largo

N viene dado por VvN.

4.1.1. Trimero simétrico

Consideremos un segmento formado por tres sitios ubicados en los sitios n = 0,1
y 2, con energias de sitio distribuidas de la forma {eq, €, ¢ca} tal como se muestra
en Fig. 15 a). Usando el formalismo desarrollado en la seccién (3), a través de la
ecuacion (3.18), se obtiene el coeficiente de trasmisién y de reflexién dados por

(_'1 + eZik) lz , (41)

T= ' (—1 + €2%) + e¥ke2e, + ei* B — €2*C
2

(1+ e2)ep — Acos (k) + 2¢, cos (2K)) , (4.2)

(—1 + e?ik) + edke2ey -+ € B — ek
donde los coeficientes A, B y C vienen dados por

|

A = 2c(ex+6),
B = (26,_1 -+ Eb),
cal€q + €2 eq + 26). (4.3)

Q
I
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La condicién de resonancia (I’ = 1), da lugar a la siguiente ecuacion cuadréfica

4.cos (k)%eq + cos (k) (—2€; — 2€aep) T & + e2ep — 264 = 0, (4.4)

Después de resolver la ccuacién cuadratica se obtienen dos resonancias

cos (k) = i“—;i + /7 — g, (4.5)

donde, p= e — €a ¥ 4= (€s/€a) — 2.

Cuando p? = 4¢ se da un caso especial y corresponde al caso en que dos resonancias
se juntan en una sola [27]. Lo anterior sucede cuando se da la siguiente relacion entre
las energias de sitio del trimero simétrico

8+ €2
€ = €q ; 4.6
’ [2+e§+2\/1—egl (46)

que corresponde a un resultado andlogo al que obtuvo Giri. et al. Notemos que para
ol caso del trimero homogéneo, €, = & = ¢ se dan dos resonancias cos(k) = (e£1)/2,
donde para € < 1 existen dos resonancias dadas tanto por el signo positivo y ne-
gativo, en cambio para 1 < ¢ < 3 sélo existe una resonancia, dada por el signo
negativo solamente. 5i € > 3 no existen resonancias en el sistema. Finalmente, para
ol trimero homogéneo la ecuacién (4.6) no existe posibilidad de sintonizacién de las

3

resonancias, ya que exigiria € < 0, por lo que solamente para el frimero simétrico
existe la posibilidad de juntar las dos resonancias del sistema. Lo anterior se observa
en Fig. 16 que corresponde al coeficiente de transmisién dado por la ecuacién (4.1)
para diferentes valores de ¢, en funcién de k y donde se ha fijado el valor de €, = 0.5.
En este caso las zonas blancas corresponden a zonas cercanas a T ~ 1y tal como
se ve, a medida que ¢ se aproxima a € =~ 1.03 (valor que proviene de reemplazar
¢, = 0.5 en la ecuacién (4.6)) las dos resonancias que inicialmente estaban separadas

se juntan para dar lugar a s6lo una.




Fig. 16. Figura de la izquierda: Gréfico de densidad de €, en funcién de k

para €, = 0.5 de la transmision de ondas planas a través de un trimero como
defecto, las zonas blancas (negras) corresponden a casos donde T~1(R=0).
Figura derecha superior: coeficiente de transmisién en funcion de k para un
valor de €, = ¢ = 0.5 que corresponde a la linea horizontal punteada verde
en la figura de la izquierda. Figura derecha inferior: coeficiente de transmision
en funcién de k para un valor de ¢, = 0.5 y & = 1.03, valor para el cual las
dos resonancias se juntan y corresponde a la linea horizontal verde superior

en la figura de la izquierda.
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Finalmente, en Fig. 17 se observa la regién de parametros €, — €a que entrega la
relacién que debe darse entre las energias de sitios del trimero para que dos resonan-

cias se junten o se sintonicen (ecuacién (4.6)). La curva de resonancia termina para

los valores €, = 1,6 = 3.

3.0
25
2.0

S 15

10

0.5

0.0
02 04 06 08 1.0 1.2 1.4
Ea
Fig. 17. Region de parametro en el plano €, — € en el que se tiene ajuste
o sintonizacién de las resonancias. La curva para el caso del trimero (linea
discontinua roja) es obtenida de forma analitica y viene dada por la ecuacion
(4.6), mientras que para ol caso del tetramero (curva azul continua) se obtiene

de forma numeérica a través de la ecuacion (4.9).

4.1.2. Tetramero

Ahora consideremos un segmento de n = 4 con una distribucion simétrica en

su constante de propagacién de la forma {€q, €bs €bs €a} (VT Fig. 15 b)). De la misma

forma que se realizo para ol caso del trimero simétrico el coeficiente de reflexion viene
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dado por
R 2 — Acos (k) -+ B cos (2k) — 2€, €08 (3k) |

1T X — etkW — 26300 -+ o2k} 4 etk ’
donde los coeficientes A, B, C, D, E, X, Wy Z vienen dados por

(4.7)

= 2e5(1 + €a(2€a + €})s
2eq{€q + 26b);
catp{€a + €5)5
(-1 & 4 degep + &),
€o{€a + 26 + €atl),
14 €Skl — 2¢5% 2y,
2(e, + &)
= &+ 2+ 1+ )e;. (4.8)

N S XY we

La condicién de resonancia (R = 0), da lugar una ecuacién algebraica de tercer
orden,

0 = Beycos(k)® —4ea(ea+ 2¢p) €OS (k)? + (2e(1 + €a(2ea + e)) — 6eg) cos (k) +
—e%er — (ea+ ep)? -+ 2ea(€a + 26), (4.9)

que tiene tres posibles soluciones reales que corresponderian a tres posibles reso-
nancias del sistema. Esta ecuacién si bien tiene soluciones analiticas, son altamente
dificiles de tratar en la préactica por lo que resolveremos la ecuacién (4.9) de forma
numérica para encontrar la regién de pardmetros en el plano ¢, — € donde dos o tres
de estas resonancias se pueden juntar o sintonizar en una gola. Para determinar las
soluciones, asignamos previamente los valores de €, v € ¥y recolectamos todos los k
reales posibles que cumplan con la condicién |k; — ;| < 10~%, donde ki, k; correspon-
den solucién numérica de la ecuacién (4.9). Cuando la condicién anterior se cumple,
se marca un punto en el plano €z — €. La curva que se obtuvo una vez efectuado los
pasos anteriores, s& observa en Fig. 17 (curva continua azul) y en este caso también
la curva tiene limites dados por €, = 1.414, & = 3.275. ‘Tras realizar un ajuste no
lineal, la curva que representa de forma analitica la relacion enfre €, con ¢, para el

tetrémero simétrico viene dada por
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. 69462
e 0.732 + 1.694¢, _ (4.10)
_0.890 + 0.4613¢, 4+ V V2 — €a T €

Tal como se puede apreciar, las curvas tanto para el frimero como pare el tetramero
simétrico son cualitativamente similares, posiblemente debido a que ambos poseen
una simetria en torno al centro y en este el caso el tetramero simétrico puede verse
como un trimero simétrico efectivo. Finalmente, como se mencioné antes, para €l
tetrdmero homogéneo {€a, €a; €as €.} no es posible juntar algunas las tres resonancias
que presenta en una sola.

En Fig. 18 se muestra al coeficiente de transmisién dado por la ecuacién (4.7) para
diferentes valores de € en funcién de k y donde se ha fijado el valor de €a = 0.35. Tal
como se ve, a medida que €, 5€ aproxima a & = 0.77 (valor que proviene de reemplazar
¢, = 0.35 en la ecuacion (4.10)) dos de las tres resonancias que inicialmente estaban
separadas (ver Fig. 18 inferior izquierda que corresponde 2 la linea azul para €, =
0.25) se juntan para dar lugar a s6lo una (ver Fig. 18 inferior derecha que corresponde
a la linea verde). Esta fenomenologia es andloga para cualquier par €, — € que s
relaciona segin la ecuacién (4.10) donde sélo se da la posibilidad de sintonizar dos
resonancias del sistema.

4.1.3. Pentiamero

Ahora consideremos un segmento con 7 = 5 y una distribucién simétrica en su
constante de propagacién de la forma {€c, €ar €by €as €} (ver Fig. 15 c¢)) ubicadas en
fos sitios m = 0,1,2,3 y 4 de una cadena unidimensional. De la mismea forma que
se realizé para los casos anteriores, el coeficiente de trasmisién y de reflexion vienen

dados por
1 4 2k 2
= . - 4,
T \ (K + etk A + 3k B, — 62""’(3'1))6'1\ g ( 11)
D 2
= n - - 4,12
R ‘ (Kl + e':kAl + eszBl . e2:.k01)) Gl\ ’ ( )

donde los coeficientes D, A1, By, C4, G1,yKi vienen dados por
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Fig. 18. Figura superior: Crafico de densidad de €, en funcién de k para
e, = 0.35 de la transmision de ondas planas a través de un tetramero como
defecto, las zonas blan :as(negras) corresponden a casos donde T = 1 (R = 0).
Figura inferior izquierda: coeficiente de transmisién en funcién de k para un
valor de e, = 0.35,¢ = 0.25 que corresponde a la linea horizontal azul en la
figura de arriba. Figura inferior derecha: coeficiente de transmision en funcién
de k para un valor dee, =077y &= 0.35 valor para el cual dos resonancias
se juntan y corresponde a la linea horizontal verde en la figura de arriba.
El recuadro pequeno corresponde a una ampliacion entre 03 <k<19y

095 < |T|> < 1.
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D = F, — Ejcos(k)-+Dyicos (2k) — X; cos (3k)

+2¢, cos (4k), (4.13)
con Dy, By, vFy
A = €+ €6
By €a(1 + €céb),
c, (—1 4 catp + €cléa + €b);
Dy = 2e(1+ (26 + €a)) +
ec(€c + 2€2)en),
B = 2eqlea+er)t 1+ e+
Veqep) + €clen + €a{2 + €ath)))s
Fy = 2eceq{€c+€a) + (1 + 26t
& + 2+ &))en
Gy = 1- e e, + e?Fe (e, — 208 k),
K, = —1+ 6% —eeleat @),
X, = 2efe+ 2€a+€v) (4.14)

La condicién de resonancia (B = 0), entrega una ecuacién algebraica de cuarto

orden, dada por

0 = 16e.cos(k) + 4(—2€2 — degeq — 2¢,65) COS (k)
F(deg + 4€3(2ea + &) + 26(—2 46> + 8ea6p))
(262 — ealea + €) + 26c(2¢a + &) cos (k)
—estal€atn + Eclea t 2¢,))) cos (k) + e2eiey +
(2, — 2€q -+ &) + €a{—2€2 — 26cEp + €ath)- (4.15)

De la ecuacién anterior, tendre
trar la regién de parametros ¢
procedemos forma similar a como se hizo para e

en este caso debemos fijar los valores €.,€; ¥ €b

mos hasta 4 resonancias en el sistema. Para encon-
— ¢ en la cual es posible sintonizar las resonancias,

1 caso del tetramero (4.1.2), donde




Fig. 19. Region de pardmetros en el plano €, — € para el caso del pentdme-

ro(figura izquierda) y el hexémero (figura derecha), donde es posible sintonizar
dos resonancias. Cada curva en café es para diferentes valores de €. y corres-
ponde a un aumento progresivo desde €. = 0 hasta ¢, = 0.31 en pasos de
0.01. La linea azul denota el caso del trimero simétrico (figura izquierda) y
del tetramero simétrico (figura derecha) que corresponde al caso ¢, = 0y los
puntos rojos corresponde a las soluciones numéricas de las ecuaciones (4.15)

y (4.20) respectivamente.
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En la Fig. 19 izquierda se muestra 1a regién de pardmetros para sintonizar dos
resonancias para diferentes valores de €. Tal como se espera para € = 0 (linea azul
con puntos rojos), que corresponde al caso del trimero simétrico, la curva coincide
bastamte bien con el resultado obtenido por Giri et al. (ver ecuacion (4.6)). Cambian-
do los valores de €, s0mos capaces de determinar otras curvas €n el plano €, — € para
sintonizar las resonancias en el caso del pentédmero, donde incrementando el valor
de ¢, de forma progresiva en pasos cada vez més pequerios se obtendré una regién
en la cual la sintonizacién es posible. Para este caso del pentdmero simétrico, no se
observé que tres o mas resonancias se pudieran juntar.

4.1.4. Hexamero

Finalmente, consideremos un segmento de n = 6 con una distribucién simétrica en
cu constante de propagacién de la forma {€e; €as €5, €b€as o} (ver Fig. 15 c)) ubicadas
en los sitios n = 0,1,2,3,4 ¥ 5. De la misma forma que se realizé para los casos
anteriores, el coeficiente de trasmisién y de reflexién vienen dados por

T —1 + ¥
(-—1 + 6“"H1))E2

R= D \2
(-—1 4+ 6ikH1))E2 '

donde los coeficientes Da, H1 and Fs vienen dados por

: (4.16)

(4.17)

Dy = (43— 2Bycos(k)+ 2C, cos (2k) —

9D cos (3k) -+ 2ec(€c + 2(€a + &)) cos (4k) —

2¢, cos (5k)),

_1+4 e+ e (1 — e+ 2c08 (k) +

e¥e Py, (4.18)

o

i

con

Ay = E+20+ 1+ e2)ef +e2(1+ €2 + Beqty
+2+ E)e) + 2ec(ep + €all + 26 + e2)),
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B, = 2ea(cc+e)teat 2(3€.6, + e
+62(2 4 €2))ep + (€a -+ €e(1 +26cca + ))er,
Cy = cal€q+26e) +26(cat &) (1 + €ap) +

(1 + 2 +4egen + &),
Dy = coé® + eoen(2e0+ 65) + €a(l + 2cc(ec +26)),
By, = —1+e*(1+e— eFea(l+ e — 2c0s (k)
tetike (1 + e, + € 6 — 21 eat )
cos (k) + 2 cos (2k))),
B o= (1+e(-1+ea)—2(-1+e+ ep) cos (k)
42 cos (2k). (4.19)

Luego, la condicién de resonancia (R = 0) se obtiene a pariir de la ecuacién (4.2),

lo que deja una ecuacién de quinto orden para cos(k) de la forma

0

= eﬁ + 2¢.€, — ci — egeﬁ + e e — 26565 — 263%6;, + e% — 2£ceae§ + eﬁeg + eieieﬁ

32 cos (k)%€. + cos (k) (16€2 + 32€.€, -+ 32€.6p) + €08 (k)®(40e, — 8eq — 16€%¢, —
Be €2 — 1662, — 32¢ecaty — 8e.€5) + cos (kY (262 + Aecea -+ 462 1 deZe + decey +
8eg€p 1 16€26,46, + Begerey + 46268 + 8eoeaty) -+ cos (K)(—10ec + Bea + 8ele, + 2660
—2¢p, + de2ep + 12€c€aen — de2ep — 4e2e2en + deq6r — Deq6l — de2c et — Decc2€r).

(4.20)

donde para encontrar la regién de pardmetros en la que es posible sintonizar las

resonancias se resuelve numéricamente de manera andloga a los casos anteriores. El

resultado se muestra en la Fig. 19 derecha para diferentes valores de ¢, donde para

el caso €, = 0 re-obtenemos la curva para el tetrdmero (ecuacién (4.10)).

A
nu

Si se desea ampliar el nidmero de sitios de los n-meros més alld de n = 6 el
mero de parémetros de energias de sitios también aumenta y el problema se resume

a la determinacién de un regién de pardmeiros multidimensional en el plano de

energias de sitios para sintonizar las resonancias y por lo fanto se convierte en un

problema bastante dificil de tratar. En este caso, se han mostrado los casos especiales

en donde es posible sintonizar dos resonancias y se da para los casos en que los

n—meros presentan simetria en torno al centro en relacién a sus energias de sitios.
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Finalmente, casos donde tres o més resonancias se sintonicen no ha sido observado
por el momento.

En las siguientes secciones analizaremos el caso donde se consideran inclusiones
de manera aleatoria de estos n-meros estudiados.

4.2. Sistemas aleatorios de n—meros

Las resonancias que se dan para un “defecto” individual de estos n-—meros es-
tudiados dan cuenta que ésta es pricticamente “transparente” para un vector de
onda k, (o energia) especial ante la transmisién de ondas planas que inciden sobre
dicho defecto. Ahora bien, es natural preguntarse st esta situacién sigue siendo vélida
cuando se consideran inclusiones aleatorias estos n—Ineros e una cadena unidimen-
sional. Como primera impresion, se puede concluir que debido a la localizacién de
Anderson la transmisién de ondas planas se ver4 impedida como también la difusién
de excitaciones localizadas. Sin embargo, se han observado en sistemas con desorden
correlacionado tales como el modelo del dimero y trimero aleatorio [21,27], que para
ol vector de onda resonante k. y alrededor de éste, existe una pequena region en la
que la longitud de localizacién es del orden del tamafio del sistema por lo que el
dentro de dicha vecindad de vectores de onda k (o energia) la transmisién de ondas
planas no es impedida.

En esta seccién examinaremos numéricamente los resultados para el coeficiente
de transmisién centrandonos en el caso del pentdmero (n = 5), el comportamiento
para los demés n—meros €3 cualitativamente similar y no entrega informacién adi-
cional relevante. En la Fig. 20 se muestra el cocficiente de transmisién para una sola
realizacién de desorden en ausencia de no-linealidad (7 = 0) en funcién de la energia
E = 2cos(k) para un largo L = 400 considerando los parametros en las energias
de sitios en la que es posible sintonizar dos resonancias del sistema, situacién que
se analizé en las secciones anteriores para 7 = 3,4,5 y 6. La Fig. 20 corresponde
al caso de Anderson, tal como se estudio en la seccién (3.3), donde las energfas de
sitios de las impurezas que se insertan de forma. aleatoria de la forma e, € [0, 0.25].
Fig. 20 (b) corresponde al caso €. = 0,6, = 0.27,¢ = 0.545 que viene siendo el
caso del trimero simétrico y es por supuesio, un caso particular del pentdmero. Los
otros dos casos que restan, corresponden a (c) € = 0.1,¢, = 0.34,6 = 0,465, ¥ (d)
¢, = 0.23, e = 0.545, & = 0.511 que representan en gran medida como hicen el coefi-
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ciente de transmisién para el caso del pentdmero. Hstos casos corresponden a valores
de las energias de sitios en el plano e, — & que estén dentro del rectdngulo encerrado
en Pig. 19 y que cumplen la condicién de sintonizacién de resonancia. Claramente, se
observa un incremento en el ancho de la transmién de ondas planas en comparacién
con el caso de Anderson (Fig. 20), este comportamiento también se observa para el
caso del hexdmero.

4.2.1. Transmisiéon en funcién del tamano del sistema en el
régimen lineal

Tal como se vié en la seccién (3.3), en ausencia de correlacién, la localizacién de
Anderson es predominante y en este caso el coeficiente de transmisién en funcién
del largo del sistema decrece exponencialmente. Veamos ahora que ocurre cuando se
considera correlacién a corto alcance, que son los casos que hemos estado conside-
rando.

Consideremos el problema. de calcular el coeficiente de transmisién de ondas pla-
nas a través de una cadena unidimensional de largo L, que se caracteriza por tener
una distribucién de energfas de sitio €, y sin no-linealidad y = 0, este segmen-
to se encuentra unido a ambos lados por cadenas semi-infinitas homogénas lineales
(en = v = 0). Dicho segmento contiene una fraccién de 50% de pentdmeros distri-
buidos de forma aleatoria y en este caso las distribuciones de estas energfas se sitio
¢, obedecen las condiciones de resonancias que se dieron antes (ecuacién (4.15}). Lo
anterior se muestra esquematicamente en Fig. 21

Para calcular numéricamente el coeficiente de transmisién en funcién del largo,
usamos 1a ecuacién (3.18) y la definicidn de la matriz de transferencia dada por la
ecuacion (3.14), ademas promediamos doblemente sobre 200 configuraciones distintas
de desorden y sobre todos los vectores de onda k. De la manera anterior, se obtiene
un estimador global acerca de la transmisién en una cadena desordenada. Resultado
de lo anterior se muestra en la Fig. 22, donde la transmisién decrece en forma de
serie de potencia (mds lenta que un decaimiento exponencial): (T} ~ al"b, conay
b constantes que dependen de los valores de {ea}.

Una forma de medir la extensién espacial de los auto-estados de nuestro sistema
correlacionado viene dado por la razén de participacion que se definié en la ecuacién
(2.40) [78]. En Fig. 23 se muestra 1a razén de partipacién R dividida por el largo
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Fig. 20. Coeficiente de transmisién en funcién de la energia B = 2cos k para
una realizacién de desorden para una cadena de largo L = 400 gue contiene
insertada de forma aleatoria (a) impurezas individuales y (b)-(d) impurezas
de pentémeros, a un 50% de concentracion. Fl caso (a) corresponde al caso
¢, € [-0.25,0.25]; (b)e, = 0,6, = 0.27,6 = 0.545 (trfmero simétrico); (c)
e, = 0.1,¢, = 0.34,& = 0.465; y (d) €. = 0.23, € = 0.45,6p = 0.511. Valores

gue se encuentran dentro de la regién rectdngular en Fig. 19.
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Fig. 21. Representacion de un sistema de largo L donde se han insertado

pentdmeros de forma aleatoria. Lo colores representan las energias de sitios

de cada guia donde el color amarillo representa ¢, = 0.
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Fig. 22. Promedio de la transmisién en funcién del largo para algunos casos
de pentdmeros representativos. La linea entrecortada gruesa corresponde al
caso €. = 0.1, €, = 0.34, & = 0.465, la linea entrecortada delgada corresponde
al caso €, = 0.23,¢, = 0.45,6 = 0.511 y la linea continua corresponde al
caso ¢, = 0,6, =0.27,6p = 0.545 (trimero simétrico), casos que corresponden
al recuadro en la Fig. 19. Note que el eje vertical se encuentra en escala

logaritmica.
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del sistema N para los casos representativos del pentdmero, en este caso si RIN =
®(1/N) se tienen estados completamente localizados, mientras que cuando R/N =
(1) se tienen estados totalmente extendidos. Cada punto en la Fig. 23 corresponde
a un valor de R/N para una energia y configuracién de desorden dada. En total, se
consideraron 50 realizaciones distintas de desorden para un largo L = 400, ademas
e muestra en color rojo el valor promedio sobre estas 50 realizaciones de desorden.
de observa la clara diferencia entre los estados que son efectivamente extendidos en
comparacién con el caso puro de Anderson (Fig. 23 a)) y que estd en acuerdo con
las curvas de transmisién en funcién de la energia I de Fig. 20. También se observa
que los estados extendidos efectivos para el caso del trimero siméirico (Fig. 23b)) es
menor en comparacién a los estados extendidos efectivos para los otros dos casos del
pentimero donde €, # 0 [Fig. 23 ¢) y Fig. 23 d)], lo que implica que existe un numero
més grandes de vectores de onda con camino libre medio del orden del tamafio del
sistema, implicando un aumento en el coeficiente de transmisién, lo que significa que
el decaimiento en el coeficiente de transmisién es menor en comparacién con el caso
puro de Anderson y del trimero simétrico.




R/N

R/N

Fig. 23. Razén de participacién dividida por el tamafio del sistema N = 400
para los casos (a), (b), (¢)y (d) de la Fig. 20. Se han considerado un total de
40 realizaciones diferentes de desorden (puntos en negro) y la curva en rojo

representa el promedio sobre estas distintas realizaciones de desorden.
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4.2.2. Transmision en funcién del tamaino del sistema en el
régimen no-lineal

C'onsideremos ahora una cadena de longitud L similar a la presentada en la sec-
cién (4.2.1) dada por Fig. 21, pero con la diferencia de que en este caso la regién
interna de largo L ademés de poseer una distribucién de energias de sitios {e,} de-
terminada por la inclusién aleatoria de los pentdmeros, también posee nolinealidad
~ en todas las guias. Hsta cadena unidimensional se conecta a ambos lados con ca-
denas semi-infinitas lineales idénticas entre si (e, = 7 = 0). De la misma forma, los
pentdmeros estin insertados de manera aleatoria con una concentracién del 50 %.
Tal como se comentd y describi6 en la seccién (3.3) cuando consideramos el proble-
ma de transmisién en un segmento no-lineal, éste depende tanto del vector de onda
k v de la amplitud de la onda incidente, por lo que, si se calcula el coeficiente de
tramsmisién de la manera usual, se encuentra con el problema de que existen mas
de una onda transmitida para un valor de la onda incidente, lo gue se conoce como
multiestabilidad [43], es por esto, que de la misma forma que en la seccién (3.3) se
trabajard de manera inversa, es decir, para un k, v y desorden de configuracién fijos,
fijamos el valor de la amplitud transmitida final (se impone ¢ = 1 en ecuacién (3.18))
e iteramos hasta encontrar las amplitudes inciales ay v ay_1 para asi, determinar el
coeficiente de transmisién dado por la ecuacién (3.18).

Tin la Fig. 24 se muestra de forma general, como luce la regién de transmisién en
funcién del pardmetro no lineal y del vector de onda k para una sola realizacién de
desorden de pentdmeros. En este caso, las zonas claras corresponden a valores T' = 1,
lo que indica que para dicho par de valores {k,7) la onda plana puede propagarse al
interior del segmento de largo L pudiendo transmitirse, lo que corresponde a que la
onda dentro de dicho segmento es oscilatoria y 0o diverge [43]. Lo contrario ocurre
cuando T = 0 (zona oscura) donde tipicamente, Ia onda al interior del segmento pre-
senta un crecimiento exponencial dependiente del largo; e [43]y por tanto diverge
rapidamente a medida que L crece. E]l mismo comportamiento se da para el caso
de Anderson con inclusién de no-linealidad [64] y da cuenta que efectivamente para
desorden correlacionado también existe multiestabilidad.

Ahora bien, enfocdndonos en la transmisién en funcién del largo, en Fig. 25 se
muestran los resultados al realizar un ajuste a las curvas de transmisiones promedios




Fig. 24. Zonas de transmision (zonas claras) y de no {ransmision (zona oscura)

para un caso de impurezas tipo pentamero con energia de sitio €. = 0.1, 64 =

0.34 v ¢, = 0.465.
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Fig. 25. Ajuste del promedio de las transmisiones (T") ~ exp(—b(v)L) como
funcién del largo del segmento en el régimen no lineal, para Liisz = 200
y sobre 100 configuraciones distintas de desorden. Las curvas entre cortada
corresponde a un valor de v = 0.3 y las curvas continuas para 7y = 0.7. (a)
Pentdmero con ¢, = 0.1,6; = 0.34,6 = 0.465, con b(~y) = 0.068 + 0.55y +
11.99~2 la funcién que lo ajusta (b) Pentamero con €. = 0.23.¢,=0.45,¢ =
0.511, la funcién que lo ajusta b(y) = 0.108 + 3.977 + 5.744% y (¢) Trimero
con e, = 0.0,¢, = 0.27,6 = 0.545, b(y) = —0.270 + 17.53v — 1.1942 con
funcién que lo ajusta (d) Pentdmero con € = 0.1,¢, = 0.34,6p = 0.465 y
b(x) = 0.068 + 0.957 + 11.99+2 la funcién que lo ajusta, (e) Pentamero con
€. =0.23,6, =045,6,=0.511y b(y) = 0.108 +3.97y + 5.74~?% la funcién que
lo ajusta, y (f) Trimero con €. = 0.0.e, =0.27,¢6, = 0.543, ¥ b(y) = —0.270 +

17.53v — 1.19+? la funcion que lo ajusta. Note la escala semi-logaritmica.
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en funcién del largo L del sistema para log tres casos del pentamero usados. Se
observa que el promedio de la transmisién es mayor para los dos casos del pentdmero
con € # 0 que para el trimero simétrico. Para segmentos de un largo 0 < L < 200
¢l promedio de la transmision se comporta de la forma (T') ~ exp(—b(7)L), donde
b(7) es una funcion creciente con respecto a . Ahora bien, en Fig, 26 similar a lo
mostrado en Fig. 25 se muestra el promedio de las transmisiones para segmentos
mucho mas grandes. En este caso, las curvas decaen de forma més lenta a como lo
hacen para segmentos mas chicos. Especificamente, el promedio de la transmision
decae de la forma (T') ~ L=, con ¢(y) una funcién creciente respecto a 7.

Finalmente en la Fig. 27 a modo de ejemplo, se muestra como luce el prome-
dio de la transmisién de ondas planas sobre 100 configuraciones distintas de desor-
den en funcién del largo para el caso partfcular del pentdmero con energia de sitio
e, = 01,6, =034y & = 0.465. El comportamiento observado tanto para un lar-
go L < 200 y para 200 < I, < 30.000 es cualitativamente similar para los demés
n—meros tal como se observé en las Figs. 25 y 26.

Tal como se ve en Fig. 27 el comportamiento de la transmisién en funcién del
largo en el regimen no-lineal es cualitativamente similar al que se presenta en el caso
de Anderson puro [54], donde se observa que la. presencia de Ia no linealidad inhibe el
transporte de excitaciones extendidas y no depende en este caso del tipo de n—mer
usado como tampoco de las condiciones de sintonizacién de las resonancias que se
establecen entre las energfas de sitio {¢,}. Tal como se ver4 en la préxima seccidn,
el efecto de la nolinealidad ante la propagacién de excitaciones extendidas conirasta
con los resultados que se dan en el régimen no lineal cuando se estudia la propagacién
de excitaciones inicialmente localizadas.
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Fig. 26. Ajuste del promedio de las transmisiones (1°) ~ L) como funcion
del largo del segmento en el régimen no lineal, para Loas = 30.00 y sobre
100 configuraciones distintas de desorden y para un valor de v = 0.3. (a)
Pentdmero con ¢ = 0.1,6, = 0.34, &6 = 0.465, con c(y) = 0.421 — 0.228vy +
3.1024? la funcién que lo ajusta(b) Pentamero con ¢, = 0.23,¢, = 0.45,6p =
0.511, la funcién que lo ajusta c¢(y) = 0.575 — 1.651y + 6.85v% v (c¢) Trimero
con €, = 0.0, ¢, = 0.27, 6, = 0.545, ¥ e(y) = 0.718 —0.86~+16.202+* la funcion

que lo ajusta. Note la escala logaritmica en ambos ejes.
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Fig. 27. Promedio sobre 100 configuraciones distintas de desorden de la trans-
misién < T > en funcién del largo para diferentes valores de la nolinealidad v y
para el caso del pentémero de energia de sitio e, = 0.1, €6, = 0.34 vy € = 0.465.
Figura de la izquierda corresponde a < T' > para un largo maximo L = 200
mientras que la figura de la derecha corresponde al caso para un L méaximo
L = 30.000. Note la escala semi-logaritmica en la figura de la izquierda y la

escala logaritmica en ambos ejes en la figura de la derecha.
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4.2.3. Transporte de excitaciones inicialmente localizadas

...OOO...A..OOO...O

Fig. 28. Representacion esquematica de una condicién inicialmente localizada

ubicada en el sitio n = ng

Habiendo examinado en las secciones anteriores la propagacién de excitaciones
extendidas a lo largo de un medio no lineal que contiene n—meros distribuidos de
manera aleatoria, es que ahora consideraremos la propagacién de una excitacion que
estd inicialmente localizada en un sélo sitio (n = mp, ver Fig. 28) dentro de este
segmento desordenado y no lineal. Para un valor fijo del pardmetro no lineal v, y
una configuracién de desorden de n—meros dada, veremos el comportamiento del
desplazamiento cuadratico medio (MSD) en funcién de la componente longitudinal

5
3

3 (0= no)lan(2)?
u(z) = —— (4.21)

o @) 7

Z |Cn(z)|2

n=—oo

donde tras un promedio sobre diferentes configuraciones de desorden, obtenemos
un promedio del MSD, (u(z)). En este caso, resolvemos numéricamente la ecua-
cién dinamica DNLS (2.27) con el algoritmo de integracién de Runge-Kutta de
orden cuarto. La precisién numérica se verifica en todo instante monitoreando la
norma Y, |an|?, y para evitar efectos de borde, usamos el método de la red auto-

expansiva [54].

Los principales resultados del célculo del MSD en el régimen lineal (v = 0) y
no lineal (y # 0) se encuentran en Fig. 29 para los tres casos del pentdmero que se
han tratado, donde las condiciones de sintonizacién de las resonancias se cumple. El
caso del régimen lineal se tratara en la seccién (4.2.4) mientras que el caso no lineal

(v # 0) se tratard en la seccion (4.2.5).
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Fig. 29. MSD para diferentes valores de no-linealidad ~y para los 3 casos de
pentamero analizados. a) € = 0.0,6; = 0.27, & = 0.545 (Trimero simétrico).
b) e, = 0.1, €, == 0.34, & = 0.465 y c) €, = 0.23, € = 0.45, e = 0.511, todos

tomados dentro del rectdngulo demarcado en la Fig. 19 izquierda.

4.2.4. Régimen lineal

En los edlculos numéricos del MSD mostrados en la Fig. 29 se ha promediado
sobre sélo 5 configuraciones distintas de desorden (para mas configuraciones de des-
orden los resultados no se alteran). Tal como se puede apreciar en la Fig. 29 a), se
obtiene el conocido caso de propagacion sub-balistica obtenido por Giri et al. para el
trfmero simétrico, donde el exponente de difusion es {u(z)) ~ z"°', ahora bien al con-
siderar los dos casos del pentdmero (con & # () obtenemos una propagacién similar
al caso del trimero simétrico (con & = 0), tal como se ve en la Fig. 29 b), ¢) donde
se obtiene un exponente de propagacién {(u(z)) ~ 2% = A8y (y(z)) ~ 2% = 210
respectivamente. Hstos exponentes fueron verificados hasta un zmez = 104, donde
no se observa diferencia apreciable. Qituacién similar encontramos para el caso del
tetramero y hexdmero, donde arabos casos también presentan exponente de difusién
o ~ 1.81 cuando la condicién de sintonizacién de resonancias se logra {ver Fig. 19
derecha).

Para tratar de entender los resultados en los exponentes de difusion que se dan para
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los n—meros simétricos estudiados, serd, de gran ayuda analizar lo que ocurre con el
ancho efectivo de las resonancias (ver Fig. 20) en los casos cuando la condicién de
gintonizacién se cumple y en los casos cuando no se cumple. Notemos que los expo-
nentes obtenidos anteriormente, son superiores al conocido caso del “random dimer
model” (RDM). En este caso,Dunlap et al propone una formula para determinar el
exponente del desplazamiento cuadratico medio, donde plantea que dado un sistema
que presenta N* estados extendidos, el exponente de difusién del MSD vendra dado
por u(z) ~ z'1%, esto tiene un gran acuerdo con lo observado numérica y experi-
mentalmente [38] para el caso del random dimer, donde se propone que existe un
ntimero de estados extendidos proporcional a /N y donde el exponente calculado
corresponde a u(z) ~ 210 = 215 (conocido como propagacién super-difusiva).

Ahora, para determinar el nimero de estados extendidos en torno al vector de
onda resonante k, para el caso del trimero simétrico y de un n—mero simétrico
cuando se cumple la condicién de resonancia, debemos expandir en serie de Taylor el
coeficiente de transmisién (o reflexién) y determinar el orden que predomina. Conocer
el ndmero de estados extendidos es importante ya que éstos coniribuyen al transporte
de una excitacién inicialmente localizada, tal como fue analizado por Dunlap et al
y nos entregaran informacién relevante de los exponentes de difusién que se esperan
numéricamente. Para deducir el mimero de estados extendidos, consideremos un
segmento de largo N donde se han incluido de forma aleatoria un niimero de m
impurezas de n—meros. Expresando el coeficiente de transmisién para una onda que
incide con energla E = 2cos(k) a lo largo de este segmento como |Tn(E)|, en una
vecindad en torno de la energfa resonante Er (o vector de onda resonante k) [27], €l
coeficiente de transmisién queda expresado en forma aproximada

T () = | T.(B)N (4.22)

donde Ti(E) corresponde al coeficiente de transmisién de una impureza individual
de n—meros y en este caso corresponderia a una de las 4 ecuaciones de transmisién
para el trimero, tetrdmero, pentédmero y hexdmero simétrico {ecuaciones (4.1), (4.7),
(4.11) y (4.16) respectivamente). En la ecuacion (4.22) se han despreciado los efectos
de reflexién que pueden darse para E ~ E,. Ahora bien, Sabemos que el coeficiente
de reflexién con el coeficiente de transmision se relacionan de la forma |T:(B)? +
|Rs(E)|? =1, luego la ecuacién (4.22) queda de la forma




0.0 '. 0.2
Ak

Fig. 30. Coeficiente de reflexion en funcion de Ak = ky — k que representa el
ancho efectivo de la resonancia alrededor del vector de onda resonante k. La
figura de arriba corresponde a varios casos de un trimero general con energias
de sitio €, = 0,6, = 027y 8) & = 0.27 b) e, = 0.545 (caso estudiado a lo largo
de esta seccién), ¢) € = 0.52 'y d) e = 0.48. La figura de abajo corresponde
al caso de un pentamero general de energias de sitio €, = 0.23, ¢ = 045 ¥
e) € = 0.3 f) €, = 0.511 (caso estudiado en esta seccién), g) €, = 0.48 y h)

€, = 0.4
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|Tn(E)|2 ~ exp [In(l — le(E)Iz)Zm]

~ exp {—ZNm/Ni B‘%?—)lz—n] , (4.23)

donde se ha utilizado la expansién de In(1— ), que es vélida para & = |Rs(F)P? <1
ya que como F ~ I entonces |R,(E)}?* ~ 0. La forma en que estd escrito el coefi-
ciente de transmisién en la ecuacion (4.23) es bastante conveniente, ya que podemos
relacionarla con la longitud de localizacion, que en relacién a la ecuacién (3.29) viene
dada por

|T(E)P = e Ne. (4.24)

Para relacionar la ecuacién (4.23) con (4.24), primero veremos cudl es el orden domi-
nante en la expansién en serie de Taylor del coeficiente de reflexién R,(E). Cuando
se tienen resonancias aisladas (como en ol caso del random dimer o n--meros ho-
mogéneos, ver por ejemplo caso a) en Iig. 30 que corresponde al trimero homogéneo
con energia de sitio € = 0.27), el orden dominante en el coeficiente de reflexién viene
dado por |R{(B)|? ~ az(E — E,)?, con ag = M__[féTELE > 0 y usando la ecuacién (4.23)
se tiene que el coeficiente de transmisién viene dado por |Tn(B))? = ¢~haa(E-E-)’N
con i = Nm. Relacionado esta ultima expresin con la ecuacion (4.24) se desprende
que la longitud de localizacién para estados cerca de la energia resonante F, serd en
forma aproximada & = 1/(haa(E — E.)?), lo que se traduce en que el ancho efectivo
de energia de los estados en el que la longitud de localizacién serd del orden del

tamafio del segmento es (E — Br) ~ %\f Como E = 2cos(k), entonces

(B — E,)? ~ sin® (k) AR, (4.25)

donde Ak = k — k.. Finalmente como para un gistema puramente lineal se sabe que
k= 2xl/N conl=0,%1 42, ..., entonces podemos escribir que todos los vectores de
, de lo

anterior y usando la ecuacion (4.25) con (B — Ey) ~ ﬁ, se tiene que el nimero de

A
onda cercanos a k, y que seran perfectamente transmitidos serdn Ak = Y

estados extendidos en torno a Er es aproximadamente AN = +/N.

Enfoncandonos en los casos donde las resonancias se pueden sintonizar {n-meros

simétricos), el término dominante en ol cocficiente de reflexién al expandir el serie
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de Taylor corresponde al de orden cuarto (E — E.)?, es decir,

BB ~ o(E—B)*
4 2

~ DUEEL 5y (420
El orden dominante de cuarfo orden, puede entenderse viendo lo que sucede con el
coeficiente de reflexién en torno al vector de onda resonante Ak = k — k., para dos
casos particulares del pentamero que se han estudiado. En Fig. 30 se muestran dos
casos, uno para el trimero simétrico (figura de arriba) y para un caso del pentamero
(igura de abajo), donde para observar el comportamiento del coeficiente de reflexién
cuando nos aproximamos a la region de sintonizacién, se han fijado los valores de €.
y €, ¥ se ha variado el valor de la energia de sitio del centro €. En los casos a)ye)se
observa, que para la relacién en las energias de sitio del trimero y pentamero que se
encuentran lejos de la region de sintonizacién el coeficiente de reflexion en ese caso
es aproximadamente |R| ~ Ak?. Ahora bien, cuando la relacién entre las energias de
sitio del centro & en el caso del trimero y del pentdmero se aproximan a la regién de
sintonizacién de resonancias (Fig. 30 ¢), d) ¥ g), h) para cada caso respectivamente)
aparecen dos minimos y un méximo local aproximandose entre si. Finalmente cuando
la relacién entre las energias de sitio cumple la condicién de sintonizacién (Fig. 30
b) para el trimero simétrico con energias de sitio ¢, = 0.27 y & = 0.45 y Fig. 30 e)
para, el pentdmero con energla de sitio ¢, = 0.23¢, == 0.45 f) €, = 0.511), la fusién de
las 2 raices dobles da origen a una raiz cuartica, es decir, |R]? ~ Ak*. Ademds como
el coeficiente de reflexién es idénticamente cero en el vector de onda resonante k.,
entonces queda que el primer orden dominante es el término (E — E,)* para el caso
de los m-meros simétricos que cumplen la relacién de sintonizacién de resonancia.
Esto fue confirmado también numéricamente, ajustando con una funcién polinémica
el coeficiente de reflexién en torno a k, para los casos del tetrdmero, pentdmero y
hexamero, donde en todos lo casos el orden dominanie correspondia al orden cuarto.
Luego, se tiene que al relacionar Ia. ecuacién (4.26) con la (4.24) se desprende de
forma similar a lo explicado en el péarrafo anterior que el ancho de energias de los
estados que presentan transmisién perfecta corresponde a (B—E,)~1 /N (1/9 y ya
que (E—E,) ~ sin(ko)Ak como también que Ak = f—ﬁ%, obtenemos finalmente, que el
ntimero de estados extendidos cuando la condicion de sintonizacién de las resonancias
se cumple es AN = N/N'/* = N3/4. Y usando la expresién dada por Dunlap et al,,
tenemos que para todos los casos donde la sintonizacién de resonancias se cumple el
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exponente de difusién del MSD viene dado aproximadamente por (u(z)) ~ M =
[+3/4 — ¢7/4 [27]. Esto explica la razén de un aumento en el exponente del MSD
para el caso donde las energias de sitio cumplen la condicién de sintonizacién de las
resonancias.

Ahora bien, ;qué ocurre con el exponente de difusién cuando las energias de sitios
{€,} de los n—meros no cumplen la condificién de sintonizacion de resonanclas que se
observan en la Fig. 19 y son dados de forma arbritraria? A través dela explicacién que
se dié en el parrafo anterior podemos comprender qué suceders. Fn este caso, tal como
se observa las curvas aranjadas en Fig. 31 inferior izquierda, donde tan pronto como
las energias de sitio {ex} no cumplen la condicién de sinfonizacién de resonancias
pero mantienen valores relativamente pequefios, el exponente de difusién viene dado
por @ = 1.5 (propagacion super-difusiva) ya que cada una de sus resonancias que se
encuentran aisladas tienen ancho efectivo |T|2 ~ Ak? lo que es caracteristico para
el caso del dimero aleatorio y para sistemas m4s grandes que presentan resonancias
aisladas, tales como los n—meros homogéneos que dentro de un umbral permitido
en las energias de sitio, tienen a lo més n — 1 resonancias aisladas. Ahora bien,
para valores més grandes en las energias de sitio la transicion a la localizacion de
Anderson se observa, que también entra en acuerdo con lo observado en el caso del
dfmero aleatorio [21] y se aprecia en la curva azul de la Fig. 31 inferior derecha. Estos
resultados se comparan con algunos ¢asos donde la relacién entre la sintonizacién de
las resonancias si se cumple (ver los puntos anaranjados y negros en Fig. 31 superior).

4.2.5. Régimen no-lineal

Notemos que en cada eje vertical en Fig. 29 es diferente donde se ha graficado
(u(z))/2* en funcién de z. Notemos que en Fig. 20 a), b) y ¢) a ~ 1.8 y en este caso
el incremento en la no-linealidad no cambia el exponente del MSD, sino que més bien
decrece la “velocidad transversal” de propagacién, que en este caso corresponde al
coeficiente de proporcionalidad \/(u(‘z)) con z183/2. Esto se verifica también para un
Zmax = 10*. El comportamiento asintético del MSD ante la no-linealidad se puede
explicar de la siguiente manera: a medida que la onda se propaga al interior del
segmento no lineal, su amplitud decrece debido a que la norma (o potencia) debe
conservarse. Por lo anterior, el término |a,|? en la ecuacién DNLS debe decrecer ¥
en consecuencia también lo hard 1laxl?, y como resultado para grandes distancias
de propagacion z, el efecto no lineal puede despreciarse por ser cada vez mas chico.
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1

Fig. 31. Figura de arriba: Plano ¢, — ¢ de sintonizacién de resonancias del
pentdmero. Los puntos 1,2 y 3 corresponde a tres casos particulares donde
la condicién de sintonizacién no se cumple, mientras que los puntos 4,5y 6
corresponde a tres casos donde si se cumple la condicién. Figura inferior iz-
quierda: MSD u(z)/z"® en funcién de z de cada punto 1,2,3,4,5 y 6. También
se observa la localizacién de Anderson (curva azul en figura inferior derecha)
cuando la relacién de energia de sitio supera un valor de critico. Las curvas
1,2 y 3 tienen exponente de difusion del MSD (u(z)) ~ z'* mientras que las

curvas 4,5 v 6 tienen exponente de difusion (u(z)) ~ 2"

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 g 500 1000 1500 2000 2500 3000
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Finalmente, el decrecimiento en la «velocidad” del MSD con un incremento de la no
Jinealidad « puede atribuirse a la tendencia de la no-linealidad a autoatrapar la onda
y por tanto solo se propagard la porcién pequefia de la onda que 1o €s atrapada
pudiendo renormalizar el valor de (u(2)) 2 pequefios valores sin afectar en este caso
el exponente de difusion.




Capitulo 5

Modos localizados y desorden en
bandas planas

Tal como se vié en los capitulos anteriores, ¢l problema de Jocalizacion en siste-
mas periédicos ha sido un tema de gran interés a los largo de los afios. Y en general,
los mecanismos para lograr algin grado de localizacién dependian de la inclusion
de efectos no lineales, a través del auto-atrapamiento o también en el quiebre de
ls, simetria de traslacién de la red, es dedir, via Ia inclusién de impurezas, defectos
extendidos a lo largo de lared o con la inclusién de desorden. Sin embargo, los estu-
dios realizado en sistemas de bandas planas [83] proporcionan una forma de lograr
estados localizados compactos considerando como dnico ingrediente, geometrias no
convencionales que posean bandas no difractantes. Ahora bien, no es posible obte-
ner sisternas con bandas planas en redes unidimensionales por lo que s6lo es posible
en redes bi-dimensionales, por lo que es de gran importancia estudiar el interplano
quasi-unidimensional en sistemas de redes como la red de Kagome [84, 85], 1a red de
Lieb [62] y la red de Stub [86].

Motivados por lo anterior, en este capitulo estudiaremos numéricamente las pro-
piedades de estabilidad de tres sistemas quasi-unidimensionales (conocidos como
ribbons) dados por la figura 32, que son sistemas donde en el caso bidimensional
presentan bandas planas. Qe analizd las propiedades de los modos localizados que
pertenecen a la banda plana ante la inclusién de anisotropia y desorden en la energia
de sitio.

La distribucion de este trabajo es el siguiente: En la seccién (5.1) se indica el
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Fig. 32. Arreglos quasi-uni-dimensionales. a) Ribbon de Kagome, b) Ribbon
de Lieb y ¢) Ribbon de Stub. La linca entre los puntos conectan los vecinos

méas cercanos de la celda unitaria.

modelo teérico donde se estudian los ribbons de Kagome, Lieb y Sutb considerando,
perturbaciones en condiciones iniciales, anisotropia en los acoplamiento y desorden
en los acoplamientos finalmente en la seccién (5.2) se estudian las propiedades noli-

neales en estos sistemas.

En este caso, la evolucién del campo cléctrico en la gufa n viene dada por la
ecuacién (2.28). Buscamos soluciones estacionarias de la forma a, = Crnexp(i€2z),

luego la ecuacion estacionaria de Shrodinger queda en forma general

—QCa+ VY Cm+CulCn =0, (5.1)

donde se ha considerado que todos los acoplamientos son iguales a V, vy, = 0 para
todas las gufas y € es la constante de propagacién del modo. La ecuacion (5.1) es
la generalizacién de la ccuacion estacionaria que se obtuvd en la ecuacién (2.34).
Tal como se comenté en el capitulo (2.3), el sistema de ecuaciones (5.1) lo resolve-
remos usando el método multidimensional de Newton-Raphson (ver (A.2))cuando
consideremos los casos en que 7y # 0.

Analicemos ahora lo que sucede con las bandas lineales de estos tres ribbons que

se trataran.
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5.1. Régimen lineal

Los ribbons més finos son los que se muestran en Fig. 32. El espectro de bandas
o 1a relacién de dispersién lineal(y = 0) para estos tres casos s¢ encuentra conside-
rando que C, son ondas planas de la forma O, = Apexp(ik - n), en el que una vez
reemplazandolo en la ecuacion (5.1) se obtiene una matriz cuadrada de tantas filas
como sitios en la celda unitaria posea la red (para el ribbon de Kagome, Lieb y Stub
corresponde a 5,5 y 3 sitios en la celda unitaria respectivamente). Luego, el espectro
lineal §) viene dado por los valores propios de dicha matriz, obteniendo finalmente
las siguientes bandas para cada ribbon:

Q = -2V,
0 = £4/2(1+ cos(2k)) V,

Q = (14+/3+2cos(2k)) V. (5.2)

para el caso del ribbon de Kagome que presenta 5 bandas,

Q = 0,
0 = 2+/2(1+ cos(2k))V,
Q0 = £4/4+2cos(2k)V. (5.3)

ara el caso del ribbon de Lieb que también posee 5 bandas y

Q = 0,
0 = £+4/3+2cos(2k) V.
(5.4)

para el caso del ribbon de Stub que posee 3 bandas lineales. La forma de las bandas
para cada ribbon se encuentra en Fig. 33, donde en los tres casos se observa la exis-
tencia de una banda plana en Q = —2V para el ribbon de Kagome y en £ = 0 tanto
para el ribbon de Lieb como el de Stub.

Ahora bien, para v = 0 buscamos los modos estacionarios lineales de este sistema,
para ello resolvemos la ecuacién lineal (5.1) para obtener todos los autovectores de
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Fig. 33. Bandas lineales para los ribbons de a) Kagome, b) Lieb y ¢

dados por las ecuaciones (5.2), (5.3)

y (5.4) respectivamente.
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cada uno de los ribbons. En Fig. 34 izquierda se grafican los autovalores (espectro
lineal) de todo el sistema en orden creciente, evidenciando que para Q = —2V existe
una banda plana el ribbon de Kagome y para una banda plana ubicada en {2 = 0 para
el ribbon de Lieb y Stub. A la derecha de cada espectro lineal se grafican “colgando”
los autovectores de cada ribbon en funcién del nimero de sitio en orden creciente con
su respectivo autovalor, donde la complejidad es solo aparente y la divisién aparecen
es debido al nimero particular de sitios usados. Para un ntmero total de N = 150
sitios tenemos que para el ribbon de Kagome Ios 22 autovectores mas bajos, corres-
ponden al autovalor degenerado 2 = -2V y la forma del modo es bastante localizada
y en el que cada modo se diferencia de otro debido al desplazamiento en un sitio de
la red. Situacién similar se observa para el ribbon de Lieb y de Stub con la diferencia
de que los autovectores son bastante localizados para el autovalor degenerado © = 0.
Cabe mencionar que €l ancho de banda en las figuras de la derecha son artificiales,
ya que dichos modos Jocalizados corresponden a un sélo autovalor.

Ya que los modos que pertenecen a la banda plana son bastante localizados, éstos
pueden combinarse para dar lugar a modos bastante compactos, como los gue se ob-
servan en la parte superior de Fig. 35. Estos modos son modos estacionarios que
pertenecen a la banda plana. En el anillo existe una diferencia de fase de 7 entre los
sitios, que deja a la cancelacion de fase entre los sitios cercanos, produciendo de esta
forma la ausencia de difraceén transversal. La extension espacial de estos modos se
puede monitorear determinando la razén de participacién R (ecuacién (2.40)). En
Fig. 35 se muestra la razon de partipacién en funcién de z de los modos compactos de
cada ribbon. Tal como se puede observar, el modo se mantiene perfectamente para
grandes distancias. La existencia de una banda plana y los modos compactos que
no difractan implica que también existe auto-atrapamiento lineal. Si consideramos
una excitacién inicial en un sélo sitio se daré la situacién de que la mayoria de la
amplitud inicial se propagara lejos del sitio inicial y una fraccién de esta amplitud
se mantendrs atrapada asintéticamente en el sitio inicial. La razén de lo anterior es
debido a que una exictacién inicialmente localizada es en realidad una superposicién
de todos los modos de las bandas posibles del sistema, y en estos casos particulares,
también serdn combinacién lineal de los modos de la banda plana, donde los modos
de las bandas difractantes serdn los que contribuyen a la difraccién de la onda lejos
del sitio de la excitacién inicial y los modos de la banda plana serén los responsables
de mantener atrapada la porcién de amplitud en el sitio inicial. Esta forma particular
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Fig. 35. Arriba: Modos compactos que pertenecen a la banda plana del rib-

bon de Kagome, Lieb y Stub respectivamente. Cada sitio del anillo tienen la

misma amplitud pero tienen diferencia de fase de 7 entre ellos. Abajo: Razdén

de participacién R de cada modo compacto en funcién de la distancia de

propagacion z.

de auto-atrapamiento ya ha sido observada antes [87].

5.1.1. Estabilidad dinamica

Comencemos ahora el estudio de la estabilidad examinando si los

7

modos com-

pactos (ver Fig. 35) que pertenecen a la banda plana de Kagome, Lieb y Stub son
robustos ante perturbaciones en la condicién inicial o en los parametros del sis-
tema (estabilidad estructural). Para ello, definimos un estado inicial de la forma
C; = Aj+0A;, donde 3A; € [—w,w], con w el ancho del ruido y a amplitud de cada
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Fig. 36. Razén de participacién en funcién de z de los modos compactos de
Kagome, Lieb y Stub cuando se considera ruido en la condicién inicial con un

ancho w = 0.0

modo localizado A; tiene el mismo valor con signos alternados entre ellos. Fuera del
anillo tenemos que C; = 0. En un contexto éptico esto es equivalente 2 alterar el
tndice de refraccién, que puede ser controlado con la velocidad de escritura usando la
técnica de escritura de laser [14,15). En la Fig. 36 se muestra la evolucién de la razén
de participacién de cada uno de Jos anillos de los ribbons en funcién de la distancias
de propagacién para un ancho de ruido w = 0.5. Tal como se puede ver, el anillo
es robusto ante este tipo de perfurbaciones. Para diferentes valores de w se observa
una fenomenologia similar.

Consideremos ahora el efecto de incluir anisotropia en los acoplamientos. Para
ello, definimos el parametro de anisotropia & = Vi/Va para el ribbon de kagome
y § = W/V, para los ribbons de Lieb y Stub, donde Vi, Va v Vi corresponde al
acoplamiento entre vecinos cercanos a lo largo de la direccion horizontal, diagonal y
vertical respectivamente (ver Fig. 32). Centréndonos primero en el caso del ribbon
de Kagome, una rapida inspeccién de los autovalores en torno a la zona donde se
produce la banda plana para 8. = 1, se observa que tan pronto como el parametro
5, es diferente de uno, la banda plana se destruye (Fig. 37). El valor de la razén de
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EigenValue (2

Fig. 37. Autovalores {2 para un largo N = 120 del ribbon de Kagome para
diferentes valores del parametro anisotropico 5. Los autovalores estan gra-
ficados en orden creciente y la banda plana para 8 = 1 se puede apreciar

claramente.

participacién R de la evolucién del modo compacto en funcion de z se muestra en la
Fig. 38 y confirma que la banda plana se destruye tan pronto como el pardmetro d
os diferente de 1. Incluso para pequenos valores de ;. el modo compacto se destruye
completamente y se aleja rapidamente del valor R = 6. La situacién anterior, sig-
nifica que es altamente complicado observar los modos compactos y la banda plana
en el ribbon de Kagome en un contexto éptico, yva que la actual tecnologia para
producir gufas de ondas esté basada en la escritura de laser [14, 15], que tiende a
producir guias altamente elipticas y por lo tanto crea una red con anisotropia en los

acoplamientos.

Situacién distinta se tiene para los ribbons de Lieb y de Stub, donde tal como se
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Fig. 39. Arriba: Banda lineal para ol ribbon de Lieb para dos valores diferentes
de anisotropia 8. Abajo: Razén de participacién R en funcién de la distancia
de propagacién para los dos valores de & dados en cada figura de arriba. En el

interior se muestra la forma del modulo cuadrado del modo hasta un z = 5000.

ve en Fig. 39 y 40 la banda plana no se destruye cuando el padmetro d es distinto de
1. Ademés se observa que la aparicion de “gaps” en las bandas de dispersion para
ciertos valores de 8. Las oscilaciones en el valor de la razén de participacién R pa-
rece originarse en la transferencia de amplitud entre los sitios que componen el anillo.

Finalmente, para completar el andlisis de estabilidad estructural, examinare-
mos el efecto de incluir perturbaciones aleatorias en los acoplamientos, es decir
V —s V + 8V, donde 8V € [—w,w] y donde no se ha considerado anisotropia.
Enfocindonos en el caso de Kagome, en Fig. 41 se observa que para valores de w di-
ferente de 1, la banda plana se destruye (observar circulo azul en Fig. 41), ademis la
razén de participacién del modo cambia rapidamente desde su valor inicial (R = 6).
Las oscilaciones en R son debidas a la localizacion de Anderson que produce perfiles

localizados dando lugar a bordes que fluctian.

Para los casos de los ribbons de Lieb y Stub, el efecto de las perturbaciones

aleatorias en el acoplamiento no destruye la evolucién del modo compacto y sélo




0 50 100 150

APy i et o
| A i
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000
z

z
Fig. 40. Arriba: Banda lineal para el ribbon de Stub para dos valores diferentes
de anisotropia 6. Abajo: Razon de participacién R en funcién de la distancia
de propagacién para los dos valores de & dados en cada figura de arriba. En el

interior se observa la forma del modulo cuadrado del modo para un z = 5000.
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Fig. 41. Arriba: Banda lineal para el ribbon de Kagome para dos valores dife-

rentes de w. Tal como se observa, se destruye la banda plana (ver circulo en

azul) Abajo: Razén de participacion R en funcién de la distancia de propa-

ara los dos valores de w dados en cada figura de arriba.
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Fig. 42. Izquierda superior: Banda lineal para el ribbon de Lieb para w = 0.5.
Abajo de esta figura se grifica la Razén de participacién R en funcién de la
distancia de propagacién para w = 0.5. Figura Derecha Superior: Banda lineal
para el ribbon de Stub para w = 0.5. Abajo de esta figura se grifica la Razén
de participacién R en funcion de 1a distancia de propagacién para w = 0.5.

En ambos casos se muestra la forma del modo compacto para z = 5000.

produce ligeras oscilaciones en la razén de participacién. Esto se debe a la existencia
de una banda plana para los ribbons de Lieb y Stub incluso cuando el sistema
presenta perturbaciones en los acoplamientos, situacién contraria que se da para el
ribbon de Kagome, donde la banda plana se destruye totalmente. Lo anterior puede
observarse en Fig. 42 izquierda para el caso del ribbon de Lieb y Fig. 42 derecha para
el caso de Stub (para diferentes valores de w la dinamica es similar). Las oscilaciones
en R vienen de las irregulares transferencias de amplitudes que se dan entre los
sitios que conforman el modo compacto. Este efecto es similar cuando se consideran

anisotropia en los acoplamientos.
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5.2. Régimen no lineal

Fn esta seccién analizaremos las propiedades de los modos no lineales para los
tres ribbons estudiados en ausencia de desorden. Para ello consideraremos 7y # (enla
ecuacién 5.1 y buscaremos los modos que existen fuera de la banda lineal y se sitiian
alrededor de un solo sitio. Para v < 0 el minimo de la banda lineal es & = —2V.
En el limite anticontinuo examinaremos dos modos posibles que se representan en la
parte superior de Fig. 43. En esa misma figura se grafica la potencia en funcién de
la constante de propagacién € para los dos modos no lineales. En el caso del modo
centrado en un sitio que se ubica en el borde de la red (Fig. 43 izquierda) la curva
se asemeja bastante a la situacion de una red de dos dimensiones [88]. Se observa
una potencia minima para la existencia de dicho modo nolineal (también llamado
solitén discreto). A la izquierda de este valor erftico el modo es linealmente inestable
y se representa mediante una curva entre lineada (para mas detalles del anlisis de
estabilidad (ver {A.2)).

Fn la Fig. 44 se muestra la razén de participacién de cada modo en funcién de
la potencia, donde se ve que cuando el modo se acerca al régimen inestable tiene-
de a expandirse, mientras que para el caso contrario, tiende a decrecer indicando
Jocaliazacién. Para el caso del modo ubicado en el sitio central dentro de la red, se
observa la forma en Ja curva P en funcién de 1 que se da para el caso unidimensional.

Ahora bien, para el anillo compacto de Kagome, podemos encontrar la relacién
analitica entre la potencia y la constanie de propagacién ), que viene dada por

P= %(Q +2V), (5.5)

donde tal como se puede ver no existe potencia minima para el modo anillo no lineal
de Kagome. El diagrama de estabilidad se muestra en Fig. 43 derecha, donde para
una potencia aproximada de P =~ 1.1 el modo se vuelve inestable. En la Fig. 44 se
muestra la razén de participacién E en funcién de la potencia P, donde se.observa
que la forma del modo no es alterada.

De manera similar a como se realizd para el caso de Kagome, la relacién P — Q
del modo anillo compacto no lineal de Lieb y Stub también se puede encontrar
analiticamente, y vienen dados por
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Fig. 43. Diagrama de potencia en funcién de la constante de propagacién €
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compacto de Kagome (derecha). La linea continua (discontinua) representa el

comportamiento estable (inestable) del modo.
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=

para el modo anillo no lineal del ribbon de Lieb (ver Fig. 45) derecha, mientras que

P (5.6)

para el ribbon de Stub se tiene

p=30, (5.7)
i

donde la forma de este modo se encuentra en la Fig. 46 derecha. Tras realizar un
analisis de estabilidad numérico, se observa que bajo un cierto umbral de potencia,
ambos modos no lineales anillo son inestable, para el ribbon de Lieb se da para
P ~ 923.1 mientras que para el ribbon de Stub para P =~ 15.5. En fig 47 derecha
y 48 se observa a través de la evolucién de R que no hay cambio en la forma del
modo compacto no lineal, donde el valor se mantiene en R = 4 para el modo anillo
compacto de Lieb y en R = 3 para el modo compacto de Stub.

Finalmente, consideraremos dos modos centrados en un sitio tanto para la red de
Lieb como la de Stub. En este caso, para el ribbon de Lieb el modo se ha centrado en
ol medio de éste. Lo anterior se puede ver en Fig. 46 izquierda, donde en el grafico de
P vs § se observa una regioén de bi-estabilidad, es decir, donde existen 2 regimenes

estables que son separados por un régimen inestable. En este caso, la curva estable
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Fig. 47. Evolucién de la razén de participacién en funcion de la potencia
de cada modo no lineal del ribbon de Lieb ubicado en la centro del ribbon
(izquierda) y del anillo de Lieb (derecha). El recuadro pequeno de la figura

de la izquierda es un acercamiento entre 0 < R < 10.

aleanza el borde de la banda (Q ~ 2.4), en el que el modo no lineal deja de existir
tan pronto como alcanza dicha banda, lo que entra contrasta con el caso del modo
anillo de Lieb, donde este existe para toda potencia y cualquier valor de Q. Para el
ribbon de Stub se consideré un modo no lineal derivado de una condicién que excita
un solo sitio, tal como se observa en Fig. 46 izquierda, en este caso, € obtiene una
curva P vs Q bastante similar a la observada para el caso del ribbon de Lieb dado por
Fig. 45 izquierda, donde también se observa bi-estabilidad. Ambos modos presentan
un rapido crecimiento en R cuando se acercan a las bandas dispersivas (ver Fig. 47

izquierda y 48 linea continua).
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Fig. 48. Evolucién de la razén de participacién en funcién de la potencia de
cada modo no lineal del ribbon de Stub ubicado en la superficie del ribbon

(curva continua) y del anillo de Stub (curva discontinua).
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Capitulo 6

Conclusiones

Fin esta tesis se estudié el transporte de excitaciones localizadas y extendidas en
un red uni-dimensional con la presencia de desorden correlacionado tanto el régimen
lineal y no lineal. Bajo esta misma linea, se estudiaron las propiedades de transporte
din&mico de modos fuertemente localizados en sistemas que presentan bandas planas
en su espectro de energia.

Enfocindonos en el primer caso, se han examinado las propiedades de transpor-
te para excitaciones extendidas y localizadas a lo largo de una red unidimensional
donde se incrustaron cadenas de n—meros de forma aleatoria a una concentracién de
un 50%. Se determiné el coeficiente de transmision y reflexién para una impureza
simple de estos n—meros obteniendo 1ma expresién analitica de estos coeficientes. Se
logré sintonizar dos resonancias en el coeficiente de transmisién de los n—meros ob-
teniendo de manera numérica las relaciones entre las energias de sitio para que esto
sucediera. La importancia fundamental de lo anterior, es que debido a la sinfoniza-
cién de dos resonacias, el niimero de estados extendidos anmenta en relacién al caso
ya estudiado en la literatura. Se lopré generalizar dichos resultados, que solo estaban
estudiamos para un caso particular de n—mero, el trimero simétrico. En relacién a
la transmisién de ondas planas, se observé que el promedio de las transmisiones en
funcién del largo decrece como ley de potencias en el régimen lineal, mientras que
para el régimen no lineal se observé un decaimiento de tipo exponencial para largos
relativamente pequeiios (I < 200). En cambio, para largos superiores a L = 200 se
observé un decaimiento en forma de ley de potencias, similar a los casos observa-
dos en la literatura para sistemas desordenados con efectos no lineales. Finalmente,
considerando el caso de la propagacion de una condicién inicialmente localizada, se
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encontré un crecimiento asintético en el exponente del MSD 2% ~ 218 cuando las re-
sonancias de los n-meros se sintonizan, mientras que cuando 1o se cumple la relacion
entre las energias de sitio de los n-meros se TéCupera ¢l caso super-difusivo z% ~ 218,
Lo anterior se debe al aumento del niimero de estados extendidos cuando las reso-
pancias se sintonizan. Efectos no lineales no alteran los exponentes de difusién ya
sea cuando se sintonizan o no las resonancias del sistema.

El tipo de configuracién que se estudié en el capitulo 4, es decir, configuraciones
simétricas de los n-meros y las consecuencias en el transporte de diferentes tipos
de excitaciones, no sdlo puede considerarse en relacién a las energias de sitios, sino
que también se puede ampliar considerando configuraciones simétricas tanto en los
acoplamientos como en los pardmetros no lineales de las guias de ondas. Luego, los
méiodos desarrollados y explicados en esta tesis proveen una manera eficiente para
su futura investigacion.

Por otro lado, se examinaron las propiedades en el especiro de energlas para tres
tipos diferentes de sistemas cuasi-uni-dimensionales: el “ribbon”de Kagome, de Lieb
y de Stub. Todos estos casos presentan bandas planas con autoestados degenerados.
Fstos estados son totalmente compactos y carecen de difraccién debido a que la ve-
locidad de grupo es cero. Enfocdndonos en estos modos compactos, examinamos la
estabilidad dindmica lineal ante la presencia de ruido en 1z condicién inicial de estos
modos, anisotropfa en los acoplamientos y variaciones aleatorias en la constante de
propagacién. Los resultados varfan dependiendo del ribbon a considerar. En general
para los tres ribbon observamos que la presencia de ruido en la condicién inicial
no afecta la estabilidad dindmics del modo compacto. Ahora bien, para el ribbon
de Stub y de Lieb, se observé que son estables ante la presencia de anisotropia y
variaciones aleatorias en los acoplamientos. Mientras que para el ribbon de Kagome,
se observé el efecto contrario, es decir, s inestable ante la presencia de anisotropia
y variaciones aleatorias en la constante de acoplamiento. Finalmente, cuando se in-
cluyen efectos no lineales, se encuentra que los modos compactos lineales también
son autovectores nolineales de la ecuacién estacionaria de Shrodinger discreta. En
estos casos, se obtuvo de forma analitica la relacién entre la potencia de los modos
en funcién de la constante de propagacién, donde se observa que no existe potencia
minima para la existencia de estos modos, situacion que difiere de los usuales casos
de modos no lineales, quienes siempre viven fuera de la banda lineal. La robustez
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de los ribbons de Lieb y Stub ante diferentes perturbaciones dan la posibilidad de
utilizar estos sistemas que presentan bandas planas como posibles candidatos para
la transmision estable a grandes distancias de imdgenes, estas imagenes pueden ge-
nerarse mediante combinaciones lineales de estos modos compactos robustos de uno
de estos ribbon.




Apéndice A

A.1. Identidad de Chebyshev

Las definicién para la matriz de transferencia para N impurezas viene dada por
la ecuacién (3.10)

MW = MyMy_1...MaM. (A1)

Un caso especial se tiene cuando todas las guias de ondas poseen la, misma energia
de sitio €,, es decir,
My=My_y=-+-=M,

se puede expresar la matriz MY en funcién de la matriz M; usando la identidad de
Chebyshev [80]
Consideremos el caso general en que la matriz de transferencia M se pude expresar

M=(i 2) (A.2)

Sea A3 ¥ Ag los autovalores de la matriz M, podemos expresarlos de la forma

como

A= eiq, /\2 = G—iq, (A3)

donde se tiene que A +Ag = 2 cos(g). Notemos ademas que como la matriz My, es una
matriz unimodular {det(M,) = 1), se tiene que A¥ = ). Finalmente, la n-esima
potencia de una matriz unimodular usando la identidad de Chebyshev queda de la
forma
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a b N a Un_1(g) — Un—2(9) b Un-1(a)
c d cUn-1(d) d Un-1(g) — Un-1(q)

donde la funcién Un(g) se define como

sin[(N + 1)q].

) (A.5)

Un(q) =

A.2. Estabilidad modos no lineales

En esta seccién se analiza la estabilidad de las soluciones no lineales. Se define un
modo E,, débilmente perturbado como By = (Bp+un(2)+ivn(2)) exp (if2z), con un ¥
w1, reales. La evolucién de estos modos se puede expresar en forma compacta definien-
do los vectores reales 6U = {un} y 8V = {vn} v las matrices reales A={bpm1+
5n,m-—1 + ("‘Q + "/lEnP)fsn,m} y B= {5n,m+1 + 5n,m—l + (—Q -+ 3'}’|Eltl2)5n,m}' Luego,
la evolucién dindmica de la perturbacién puede expresarse como sU-+BAU =0y
SV +ABSV = 0, donde los dos puntos representa la doble derivada en la. coordenada
2. Por lo tanto, la estabilidad lineal de cada modo depende de los autovalores de AB
o BA. Sea w? = [ el espectro de autovalores de AB o BA (generalmente AB # BA,
pero los autovalores son iguales), calculamos el mayor valor g=max(+/([I| — R())/2)
que corresponde al modo perturbativo més inestable, luego, una solucién no lineal
serd, estable (inestable) cuando g =0 (g 7# 0).
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