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Abstract

A groupoid is the natural generalization of a group, considered as a
category: it is a category where each morphism is invertible. In the pre-
sent thesis we will use characters of the movements groupoid M (G, X),
groupoid associated to the geometric pair (X, ) (G finite group), being
able to construct a Gelfand model for G. The characters of M(G,X)
allow to twist the natural representation of G, which supplies a Gel-
fand model for the ¢ group. In particular, we present and prove that
certain spaces X are from Gelfand (spaces whose twisted natural repre-
sentation is a Gelfand model), this for cerbain classical groups, namely,
Dihedral groups and rigid transformations groups associated with fi-
nites extensions on finite fields. In order to give a general answer to
the cardinal of such spaces of Gelfand, furthermore, to be able to pre-
sent at least one candidate to be a Gelfand space for a certain group
G = A x H backed up by the Mackey machine and the construct that
it makes regarding to the irreducible representations for G.

Resumen

Un grupoide es la generalizacién natural de un grupo, considera-
do como una categoria, esto es una categoria donde cada morfismo es
invertible. En la presente tesis nos serviremos de los caracteres del gru-
poide de movimientos A (G, X), grupoide asociado al par geometrico
(X,G) (G finito), para poder construir un modelo de Gelfand para G.
Los caracteres de M(G,X ) permiten torcer la representacion natural
de G, la cual suministra un modelo de Gelfand para el grupo G. En
particular, presentamos y demostramos que ciertos espacios X son de
Gelfand (espacios cuya representacién natural torcida es un modelo de
Gelfand), esto para ciertos grupos clasicos, a saber, grupos Diedrales y

v




VI ABSTRACT

grupos de transiormaciones rigidas asociados a extensiones finitas so-
bre cuerpos finitos. Para dar una respuesta general al cardinal de tales
espacios de Gelfand, més aiin, poder presentar al menos un candidato
a ser espacio de Gelfand para un cierto grupo G = A x H , NOS apoya-
remos en la Méaquina de Mackey y la construccién que hace respecto a
las representaciones irreducibles para el grupo G.
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Introducecidén

El presente trabajo se propone aplicar la teorfa de grupoides a la
teorfa de representaciones de ciertos grupos finitos. Mas precisamente,
nos interesamos en construir Modelos de Gefand de grupos finitos G
por induccién a partir de caracteres lineales de los grupoides de mo-
vimientos asociados a G—espacios convenientes. Recordemos que un
modelo de Gelfand para un grupo finito G es una representacidn lineal
corpleja de dicho grupo, en cuya descomposicién aparece, una y solo
una vez, cada representacién irreducible del grupo G en cuestién y que
los grupoides de movimientos han sido buesios en relieve en [8] por A.
Connes. Los grupos finitos considerados son los grupos diedrales y los
grupos ce transformaciones rigidas asociadas a una extensién finita de
cuerpes finitos.

Los grupoides han sido introducidos en [2] por H. Brandt en 1926,
en un articulo sobre composicién de formas cuadriticas. En topologia
algebraica, P. Higgins, R. Brown y otros, exploran grupoides fundamen-
tales asociados a un espacio topolégico, generalizando en el contexto de
teoria de grafos, propiedades fundamentales de grupos y generadores,
Cabe notar que los grupoides han sidc también ocupados en Geome-
tria Diferencial, Geometria Algebraica, Topologia Diferencial, Anjlisis
Funcional y Teorifa de grupos.

Desde nuesiro punto de vista, un grupoide es simplemente una cate-
goria todos cuyos morfismos son invertibles. Al conjunto de morfismos
de un objeto a en otro & del grupoide, lo denotaremos por hom(a, b).
Notemos que a todd grupoide conezo podemos asociar un grupo bien

definido a menos de isomorfismo, tomando para, cada. objeto a del gru- .

poide el grupo hom(a, a).

IX
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X INTRODUGCCION

En general, a cada accién de un grupo & sobre un conjunto X
podemos asociar naturalmente su grupoide de movimientos M (G, X),
definido como sigue:

El conjunto de objetos para este grupoide es el conjunto X. Ahora si
z,y € X, un morfismo de z en y es una terna (z,9,v), tal que g -z = 1.

Un cardcter lineal asociado al gripoide de ‘movimientos es un fun-
ctor covariante y de M(G, X} en C*.

Sea G un grupo finito. Definamos lo que entenderemos por repre-
sentacién natural torcida de G por un cardceter lineal o del grupoide de
movimientos asociado a un G—espacio X, como sigue:

Consideramos la representacién natural (Z2(X), p) asociada al gru-
po G. La representacién (L*(X), p*), que llamaremos representacion
natural torcida por el cardcter «, se define por:

(b5 )(z) = g™ -, 9, 2) {0y ()

dondez € X, g€ G, f € L*(X).

Diremos que X es un espacio de Gelfand para el grupo G, si la
representacién natural torcida por algiin cardeter lineal o del grupoi-
de de movimientos M (G : X), es un modelo de Gelfand para G. La
dimensién de un modelo de Gelfand para G, igual al cardinal de un
espacio de Gelfand para G, se llama dimensién de Gelfand de G,

Se ha conjeturade hace algiin tiempo, que todo grupo finito admite
un tinico espacio de Gelfand y que éste es tinico a menos de isomorfismo,
pero al menos para el grupo Diedral Ds, exhibiremos dos espacios de
Gelfand no isomorfos.

En este trabajo nos servimos de cardcteres lineales de grupoides
de movimientos para construir modelos de Gelfand de ciertos grupos,
comenzando con los grupos diedrales Dy, como una representacién
natural de este grupo torcida por un tal caricter. En este punto apa-
recerdn espacios de Gelfand para G. Para dicho efecto se dividira el
problema en dos casos, segiin sea la paridad de n. Uno de los espacios
a estudiar es aquel formado por todes las involuciones del grupo (iden-
tidad incluida). Es un hecho notable que la cantidad de involuciones
del grupo diedral coincide con la dimensién de Gelfand de G y que las




INTRODUCCION XI

involuciones del grupo suministran un espacio de Gelfand. Enconira-
MOS para estos grupos, un contragjemplo a la conjetura de unicidad de
los espacios de Gelfand.

Luego, en una segunda instancia, estudiaremos la estructura del
grupo & = Is0,(Fym) de todas las transformaciones rigidas asociads,
2 una extension Fym de un cuerpo finito F,, particularmente el caso
de una extensién cuadréfica y nos interesaremos en construir modelos
de Gelfand para G con ayuda de espacios de Gelfand convenientes:
Veremos que en el caso de una extensién cuadritics, las involuciones
del grupo considerado juegan nuevamente un rol clave, constituyendo
un espacio de Gelfand para el grupo. Este hecho nos sugirié que las
“trivoluciones” (elementos de cubo unidad) jugarfan un rol anglogo en
el caso de una extensién ciibica. A continuacién mostramos sin embargo
que el nimero de trivoluciones es mayor que la dimensién del espacio
de Gelfand en el caso ciibico.

Finalmente, mostramos en general cémo sacar partido de la famosa
“Méaquina de Mackey” para construir directamente Modelos de Gelfand
para grupos & que son productos semidirectos 4 x H con factor distin-
guido conmutativo A (caso que cubre todos log grupos que estudiamos
en el presente trabajo), a partir de modelos de Gelfand para A y para
H y la accidn de H sobre los caracteres de A y también cédmo transitar
de esta construccién a una construccién grupoidal de dichos modelos,
explicitando el correspondiente espacio de Gelfand.

Es importante mencionar que en la tesis doctoral de Natalia Gonzéiles
Guzmin [10] se aborda la misma problemdtica de construceidn de mo-
delos de Gelfand para ciertas familias de grupos finitos {grupos de
simetrias de poligonos y poliedros regulares, grupos de movimientos
rigidos para una extension de grado n del cuerpo primo F,) que tienen
intersecci6n con las que consideramos en este trabajo. El método utili-
zado por la autora para construir Modelos de Gelfand geométricamen-
te es sin embargo diferente de los nuestros (induccién desde caracteres
lineales de grupoides de movimientos, espacios de involuciones, cons-
truccién de modelos a la Mackey). En efecto, ella desarrolla modelos
de Gelfand “super-simietricos” (inspirado de la supersimetria en fisica
teéricg), con ayuda la descomposicién de espacios funcionales sobre G—
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espacios de recubrimiento adecuados, en componentes simétricas y anti-
simétricas. Cito de manera textusal su procedimiénto, para, el caso de los
grupos diedrales : “El Metodo consiste en determinar G-conjuntos X,
y X1 convenientes y construir un recubrimiento natural X de Xo U X3
con dos hojas, y dentro de cuyo espacio de funciones L*(X) (dotado
con la accién natural del grupo) se ehristruye el modelo, consistente da
componentes “simétricas” y “antisimétricas””.

A diferencia del preserte trabajo, la construccién de los espacios
de Gelfand no se apoya en la Méaquina de Mackey, para determinar
los mentados espacios de Gelfand y la dimensién de los respectivos
modelos, ni tampoco se explota la idea de representacidn natural tor-
cida por un cardeter lineal propicio de un cierto grupoide asociado de
movimientos.




Capitulo 1
Preliminares

0.1. Accién de Grupo. Sea ~ una relacién de equivalencia so-
bre un conjunto X. Un subconjunto S de X es un sistema de represen-
tantes para ~ si y sélo si.

lLLsodr Vs, res.
2. (VzeX)(FseS)z e [g]),

donde [s] denota la clase de equivalencia en X / ~, cuyo representante
es s.

Sean G un grupo finito y X un conjunto. Se dice que & actiia sobre
X sl y sélo si existe una funcion

GxX — X
(g,SE) = g-,

donde g € G,z € X, que cumple las siguientes propiedades:

L g (h2) = (gh) - .
2.e-x=umx.

En ocasiones diremos que X es un G-espacio o que (X,G) es un
espacio geométrico en el caso gue G actiia sobre X.

OBSERVACION 1. Notemos que una accidn define una relacidn de
equivalencia en X dada por:

T~y (AgeG)(g-z=y)
Debido a esto recordemos algunas definiciones.

DEFINICION 1. Orbita o clase de un elemento = € X ,

O: = yeX|(FgeGg-z=9)t ={g-z|gc G}

1
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OBSERVACION 2. Dado un sistema de representantes I para la re-
lacidn de equivalencia anterior tenemos:

X=uU0,.
z&rl

DEFINICION 2. Sea G un grupo y X un G-espacio. El grupo de
Isotropia o simplemente Isotropia asociado al punto x € X es:

Glz)={9e€Glg -z =2z}
En ocasiones o dicho grupo lo anotaremos, st no hay lugar a confusidn,
vor I(z).
PROPOSICION 1. Sea G un grupo y X un G-espacio. Tenemos
Glz) <G

PROPOSICION 2. Sea G un grupo ij X un conjunto donde G actia,
st definimos:
$: G/G(z) — O,
L] — ¢llgD)i=g =

entonces ¢ es una funcidn biyective, con lo cual tenemos.
Gl =102 |G ()|

DEFINICION 3. Sea G un grupo y X un conjunto donde G actila,
G actia transitivamente en X si Yy s6lo si existe una sola drbita, o de
otro modo

(Vz,y)(Fg € G)(g-z =)

DEFINICION 4. Sea G un grupo. Llamaremos conmutador del grupo
G, al grupo generado por todos los elementos de la forma zyz~ly~t
con z,y € G. A dicho grupo lo anotaremos [G : G].

TEOREMA 1. Sea G un grupo. Entonces.
1L [G:G]l«@. )
2. G/[G : G] es un grupo abeliano, lamado el abelianizado de (2.
Ademds [G : G es el menor subgrupo normal con esa propiedad.
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1. Representacicnes lineales complejas

Recapitulamos a continuacién los resultados basicos de la teoria.de
representaciones lineales complejas de grupos finitos. Para las corres-
pondientes demostraciones referimos al lector a (3] o [5].

DEFINICION §. Sea G un grupo  V un C-espacio vectorial, se dice
que (V, p) es una representacidn (lineal compleja) de G si y sélo s,
p: G — Aut(V)
es un homomorfismo de grupos.

DEFINICION 6. Sea (V, p) una representacion del grupo G. Se dice
que (W, p) es una subrepresentacidn de (V,p) siy sélo si:
1. W<V
2. ps(W) CW,Vg € G,

lo cudl, en ocasiones, anotaremos W <g V.

OBSERVACION 3. 8i (W, p) es una subrepresentacidn de (V,p) te-
nemos que (W, p) es una representacicn del grupo G.

DEFINICION 7. Se dice que (W, p) es una representacion irreducible
de G siy sélo si. no exziste subrepresentacicn propia de (W, p), en caso
contrario se dice que la representacién es reducible

DEFINICION 8. Sea G un grupo y (V, p), (W, ¢} dos representacio-
nes de G.Diremos que p es isomorfa a ¢ (p=20c) siysdlo si existe ¢,
un C-isomorfismo de V en W, que cumple con lo siguiente:

(Vg€ G)ogod=¢o Pg}-

A ¢ lo llamaremos operador de entrelazamiento entre V y W.

NOTACION 1. Denotaremos por H ome(V, W) a conjunio de.todos
los operadores de enirelazamiento entre las representaciones V.p) v

(W, o) del grupo G. En el caso que V =W , anotaremos Homea(V, W) =

DEFINICION 9. Sea G un grupe, se define G como el conjunto que
consta de todos los tipos de isomorfia de las representaciones irreduci-
bles de .
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DEFINICION 10. Sea G un grupe y (V,p) una representacién de

G se dice que el grado de la representacicn (V,p) es la dimensién del
espacio V

TEOREMA 2. (Schur) Sea G un grupo, (V,p) ¥y (W, o) dos repre-
sentactones irreducibles de (3. Entonces
LV =We& Homg(V,W) ~C.
2. VEW & Homg(V,W) = {0}

TEOREMA 3. Sea G un grupo, y (V, P} una representacidn de G
entonces existe un producto escalar {, ) sobre V que es G-invariante,
es decir:

(po(1), £5(0)) = (u,v) Vv € V,¥g € G.

TEOREMA 4. Sea G un grupo, (V. p) una representacicn de & ¥y

(W, p) una subrepresentacién de (V,p) entonces existe (W™, p) subre-
presentacidn de (V, p) tal que:

V=WeaeW", donde W*=W-<.

TEOREMA 5. (Maschke) Sea G un grupo entonces toda répresenta-
cién de G es suma directa de representaciones irreducibles.

COROLARIO 1. Toda representacidn (V,p) de un grupe G, tiene
idnica descomposicidn (salvo el orden de los sumandos) de la forma
p = B mp;
donde n;p; denota la suma directa de n; (multiplicidad de p; en p) su-

mandos isomorfos a p; con p; las distintas representaciones irreducibles
de G,

TEOREMA 6. Fl nimero de representaciones irreducibles de un gru-
po finito G es igual al nimero de clases de conjugacion de G.

PROPOSICION 3. Si py,-++ , pn son las distintas representaciones
irreducibles de un grupo finito G, entonces sus respectivas dimensiones
satisfacen la siguiente ecuacion

|G| = Z(dimpi)z
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PROPOSICION 4. Sea 3 un grupo abeliano, entonces G es isomorfo
o G,

PROPOSICION 5. Sig & C‘ con ¢ # 1, entonces se tiene la siguiente
relacidn de ortogonalidad
OE

gEG

PROPOSICION 6. i p = @mip; es la decomposicidn en irreducibles
de la representacién p de un grupo ﬁnita G, entonces d

dim Homeg(p, p Z m

OBSERVACION 4. Podemnos observar que st G es un grupo abeliano
finito, sus representaciones irreducibles son de dimensién 1, mas atn
el mimera de representaciones irreducibles es igual al orden del grupo.

PROPOSICION 7. Sea G un grupo finito. Entonces G tiene G: G
caracteres, donde G denota el subgrupo comuntador de G y [& : ed
denota el indice entre G y G'.

DEFINICION 11. Sea (W, T) una representacidn del grupo G. Di-
remos que (W, 7) es un modelo de Gelfand para el grupo G si y solo
st ella se descompone en suma directa de todas los representaciones
wrreducibles de G, donde cada una de ellas tiene multiplicidad 1.
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1.1. Representacién Natural.
PROPOSICION 8. Sea G un grupo Jinito, X un G-espacio, entonces
la aplicacion
pg: G — Aut(L*(X))
g > pg
donde p, estd definido por:
pg: CX¥ — X
For—= p(f)=g-f
con,
g f: X — C
z = (g-)z)=flg* =)

es un homomorfismo de grupos, conocida como Representacién Naotural
de G asociada al. G—espacio X.

2. Entrelazamiento de representaciones Naturales

Sean (V, p), (W, o) dos representaciones del grupo Gy ¢: V — W
un endomorfismo. Recordemos que ¢ es un operador de entrelazamiento
entre V y W si y sélo si

(Vg € G)ogod=dop,)

OBSERVACION 5. Homg(V, W) tiene una estructura de C-espacio
vectorial.

PROPOSICION 9. Sea (V, p) una representacidn de G, ¢ € Endg(V)
y W el espacio propio asociado al valor propio A de ¢ entonces.

po(W) CW, Vged.
es decir (W, p) es una subrepresentacion de V., p

OBSERVACION 6. Si ¢y, ¢y € Endg(L3(X)) tenemos que ¢y o =
Endg(L*(X)). De hecho, Enda(12(X)) porta una estructura natural
de C-algebra.
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DEFINICION 12. Sea ¢ € Endg(I2(X)), y [6l5 = (ai;) lo mairiz
asociada a ¢ relative a la base B, donde B = {6z | z € X}. Se defi-
ne la siguiente funcidn, lamada funcién de coeficientes matriciales (o
nicleo) asociado a @, por:

K: XxX — C
('L,j) = I‘f(ﬁ,]) =g
DEFINICION 13. Sea X un conjunto donde actia G. Se define el
congunto N(X,G) de los nucleos G-invariantes como sigue.
N(X,G) = {K : XxX — C| (Yz,y € X)(Vg € G)[K(9, g-9) = K (s, 1)]}
OBSERVAGION 7. N(X,G) tiene una estructura natural de C-algebra.

PROPOSICION 10. Sea X un conjunto donde el grupo G acttia. Una
base para N(X, () es la formada por los siguientes elementos.

K,: XxX — C
1 si{z,y) €0,

@m»%>m@w:{o v o

donde z es un representonte de cada G-6rbita en X x X

Proposicion 11. Sean G un grupo y X un congunio donde actiia
G. Ademds ¢ € End(L*(X)) y K la funcidn de coeficientes matriciales
asociada a ¢, entonces.
¢ € Ende(L*(X)) si y s6lo si Ky € N(X, G).
donde ¢{6.) = > Ky(y, z)6,.
vex

Ademds tenemos que ¢ es un C-isomorfismo.
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3. Representaciones irreducibles de grupos abelianos finitos

Una representacién de un grupo G de grado uno es un homorfismo
x : G — C*. Luego (x(g))!e! = 1, es decir, x(g) es una raiz |G]—esima
de la unidad.

Si G es un grupo ciclico de orden n generado por el elemento r,
para conocer a x basta tan solo conocer la imagen x(r) y por lo tanto
dicho elemento deber ser una raiz n—esima de la unidad.

Luego se obtienen n representaciones de grado uno del grupo G,

dadas por
2nj

XJ (’,1") = ée&mn
con lo cual obtenemos

2ngk .

xj(rk)=e_rf_, j€e0,1,.,n—-1
En el caso que G sea un grupo abeliano finito, tenemos por el teo-

rema fundamental de grupos abelianos que

G=G 1 xGy - xGy

donde cada G; es un grupo ciclico generado por alglin elemento g;.
Luegosi oy, i € {1,2,--+ 5}, es un caracter asociado a G, un caracter
o de 7 es de la forma, siguiente:

o(9) = 01(g1)02(g2) - - - 05(gs)
4. Caracteres

DEFINICION 14. Ses G un grupo y (V,p) una representacion de G.
Bl caracter x, de la representacidn (V, p) es la funcién definida por:

X0 G — C
g —r X.(g) =T7r(p,).

OBSERVACION 8. El caracter asociado a una representacion de un
grupo es'una funcion de clase, es decir, es constante sobre las clases
de conjugacicn del grupo.

OBSERVACION 9. Sea O(G) = {f : G -— Cjf(gzg)) = F(=)}.
Bs claro que C(G) C L*(G), mas aun C(G) es un C-espacio vecto-
Tial con producto escalar interno.
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OBSERVACION 10. Sea G un grupo. Una base para C(G) es la for-
mada por los elementos 8¢, definidos de modo siguiente:

1 stz e
bo(z) =
o(=) { 0 stzxgl.
donde C recorre las clases de conjugacion.

"TEOREMA 7. Sea G un grupo. Los caracteres asociados o cad re-
presentacicn irreducible de G forman une base ortonormal de C(G).
Asi la dimension de C(G) es el cardinal de G.

OBSERVACION 11. Sean G un grupo y (V, 0),(W, o) dos represen-
taciones irreducibles de G con Xp ¥ Xo l05 caracteres asociados a cada
representacion respectivamente. Por el teorema anterior tenemos lo si-
guiente.

I s VW (p~o)
(Xana) =
0 s VEW (pto)
COROLARIO 2. Sea G un grupo y (V, p) una representacion de G
tal que,
V= m1W1 & m2W2 B mTPVT
donde Wi £ W; y W; irreducible Vi, j¢ {1,2,--- .7}, entonces.
(XprXo) = mi+mi+---+md
COROLARIO 3. Sea G un grupo y (V, p) una representacion de G,
entonces.
(Vo) es irreducible < (xp,x,) = 1
COROLARIO 4. Sea G un grupe, (Vp) una representacién de G tal
que
V=m1W1 @mQT’VQ e EBmaWJeB te Eer.M/T?
donde W; drreducible ¥ i € {1,2,--- ,r} entonces,
{ X1 Xp) = 5

COROLARIO 5. Sea G un grupo y (V, p), (W, o) dos representacio-
nes de G, entonces

P =0 = Xp=Xo
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PROPOSICION 12. Sea G un grupo y X un G-espacio. C‘onszderemos
la representacidn natural (L2(X), p) de G, entonces.

@) =lzeX| g-a = 5.

DEMOSTRACION. Seany € X v 6, un elemento basal del espacio

L*(X), por lo tanto (p,6.)(y) = 6,(g~1-y) = b4.0(1), lo cual es suficiente
para concluir el resultado. 0

5. Representacién inducida

Sean G grupo y H < @, Si (V,p) es una representacién de G,
podemos observar que (V, p|x) es una representacién de & , & la cual

anotaremos p|gr = Resgiy p. A coniinuacion veremos el Proceso inver-
50.

DEFINICION 15. Sea H un subgrupo de un grupo G, v (W,0) una
representacion de H. Consideremos S = {91, 92, , 9:} un sistema de
representantes de las coclases de H en G, decimos que una representa-
cion (V, p) de G es la inducida por la representacidn (W, o) de H, si
V= @t _1 Wy, donde Wy, es un C-espacio vectorial isomorfo a W, que
solo depende del 'rep'resentante elegido g;, ¥ paru cada g en G se tiene
Powy,) = (on(wy;)),, donde 99: = g;h, para algunos g; € Q, h € H,
con wy, € Wy, .

A dicha representacidn inducida la anotaremos V = Indgrg o o
V=TI ndHTG W.

TEOREMA 8. (Propiedad Universal de la Inducida) Sean G grupo
¥ H < G. Consideremos una representacion (U, 1) de G y (W, o) una
representacion de H.

St eziste ¢, un operador de entrelazamiento entre W y U de repre-
sentacidnes de H, entonces ¢ se puede extender de forme dnice a E, un

operador de entrelazamiento entre I ndmeo y U de representacidnes de
G.

COROLARIO 6. (Unicidad de la representacidn inducida). Si una
representacion 6 : H — Aut(W1)} induce una representacidn PG —

Aut(V1) y lo mismo pasa para 8, y p2 relativo Wy y Vy, entonces si 6,
es isomorfa a Oy entonces p; es isomorfa o p,.
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TEOREMA 9. (Reciprocidad de Frobenius) Sean (W, o) representa-
cion de H y (U,7) representacion de @, entonces:

Home(Indmg o,7) = Homy/(o, Resqim 7)

LEMMA 1. Sea G un grupo y (V, p) una representacidn de . Su-
pongamos que V = [ _ W, (para tedo z € I, W, < V) y que el grupo
G permuta transitivamente los espacios W, entonces para cada z € T
V' = IndmeWs, donde H = {ge G | pgWo = W, }.

TEOREMA 10. Sean G un grupo y H < G, con (V,p) la represen-
tacion inducida de (W,T) o partir de H, entonces

1 -1
xp(g)=|7{—| > xelsTgs)

seG
s~ lgsel

6. Miéquina de Mackey

Supongamos que el grupo G = H x K, donde H es un subgrupo
normal y abeliano del grupo G. La Maquina de Mackey es un meca-
nismo para construir todas las representaciones irreducibles del Erupo
G a partir de las representaciones irreducibles de A y las de algunos
subgrupos de K.

Como H es un grupo abeliano, todas sus representaciones irreduci-
bles son de dimensién 1, mas atin, = H om{H,C*) tiene una estruc-
tura de grupo.

Podemos observar que H es un K -conjunto con la accidn k- x(h) =
x(k~*hk) para todo h € H. Sea X: con i € I un conjunto de represen-
tantes para las K-orbitas de H. Consideremos el grupo Gy = HxI{x),
donde I(x;) es &l grupo de isotropia asociado al elemento ;. Para el
grupo G; consideramos el caracter ¥;, extensién del caracter X, definido
por x:(hk) = xi(h) para h € H, k € I(xs).

Consideremos ¢ € R;CT) Diche. representacion la extendemos 2 una,
representacidn irreducible & del grupo Gy, la cual esta definida por
o{hk) = oy. Asi tenemos el producto ¥;-7, la cual es una representacion
irreducible de G, definida por ¥; - 7(hk) = x; (R)o (k).
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NOTACION 2. La representacion de G inducidg por la representa-
cion X; - & la denotaremos por

Oysr = Indg" (i - )
TEOREMA 11. Considerando las notaciones anteriores tenemos lo
siguiente:
1. Oy s irreducible.
2. 0y, 5 = Oxsp Sty solo sii=7yo=p.

3. St es una representacidén irreducible de G, entonces ezisten o
et tal que = 6, .
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7. Representaciones irreduciblés del grupo s,

Recordemos algunos heclios con respecto a las representaciones irre-
ducibles y caracteres asociados al grupo diedral Dy,.
Sea Don = (R, S | R" = 52 = I, SR = R~1S) una presentacién del
grupo diedral D,,,.
1. Numero y dimensién de las representacidnes irreducibles del
grupo diedral Ds,.
a) Las representaciones irreducibles del grupo Do, son de di-
mensién 1 y 2.
b) Sin esimpar, Dy, posee dos representaciones de dimensidn
1y 2- representaciones de dimensién 2.
¢) Sin es par, Dy, posee cuatro representaciones de dimensién
1y % — 1 representaciénes de dimensién 2.
2. Tabla de caracteres representaciones 1-dimensionales.

[ Tabla de caracteres para Doy |

R¥ SRE
1 1 1
& 1 -1
P | (-1)* (=n*
sgn | (=1)% | (—1)r+T

Cuabpro 1. Caso n par

Tabla de caracteres para D;l
R* SR¥
1 i 1
sgn | 1 -1

CUADRO 2. Caso n impar

3. Caracteres representaciones irreducibles 2-dimensionales,
En ambos casos (n par o impar) tenemos que el caracter de
las representaciones de dimensién 2 para G esta dado por,

xp(R*) = 2cos (27??]6) , Xp(SRF) =0

i

donde 0 < p < 3







Capitulo 2

Grupoides

1. Propiedades y definiciones iniciales

DEFINICION 16. Una Categoria C consiste en un conjunto de obje-

tos Obj(C), un confunto de morfismos FUC) y dos funciones o, 8 de
FIC) en Obj(C) tal que,

1. Dados a,b € Obj(C) existe un conjunto de morfismos, el cual
denotaremos por:

Homg(a,b) :== {f € FI(C) : a(f) =, B(f) = b}.

2. Dados a,b,c € Obj(C) eziste una ley de cornposicion, denota-
da por o, de Home(a,b) x Home(b, c) en Homel(a;c) que es
asociativa.

3. Para todo a € Obj(C) eziste un morfismo identidad denotado
por 1a, tal que para todo f € Homg(a;b) se cumple lo siguiente.

lyof=fol,=1

51 ademas C
4. Para todo f € Homg(a, b) existe f~1 ¢ Homg(b, a) tal que,

fof_1=lb 3 f_1°f=1cu
se dira que C es un grupoide.

OBSERVACION 12. Observemos lo siguiente.

1. 81 C es una Categoria,

Fi(C) = ] Homo(a,b)

a,bE0BS(C)

15
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2. Se tiene un dnico morfismo identidad para cada objeto. Por lo
cual podemos identificar todo objeio o con su respective morfis-
mo identidad 1,. Segin sea el caso, podemos dar a COnOCeT UN
grupoide por su confuntc de morfismos.

3. Se tiene un dnico morfismo inverso para cade morfismo en el
grupoide.

DEFINICION 17. Diremos que un grupoide C' es conezo si y sélo si
para todo a.b € Obj(C) se tiene que |Home(a,b)| # 0.

OBSERVACION 13. Todo grupe G es un grupoide. Consideremos pa-
ra ello el conjunto de objetos Obj(G) = {e}, donde e es el neutro en G,
y el conjunto de morfismos H omele,e) = G, cuya ley de’ composicién
es el producto en G.

PROPOSICION 13. Sea a € Ob5(C), el conjunto de todos morfismaos
que se inician ¥ finalizan en a es un grupo. §i b ¢ Obj(C} y existe
a & Homc(a,b), entonces Homea(b,b) = aHome(a, a)a~l, mds ein

Homeg(a,a) = Homg(b, b)

DEMOSTRACION. Lo primero es claro, pues todo objetd a tiene
asociado una tnica identidad 1,. Ademés la ley de composicidn es aso-
ciativa, y para cada morfismo existe finico inverso.

Ahora, sea o € Homg(a,b) y g € homc(a,a) es claro que cga™? €
homg(b, b). Por lo cual aHomg(e, a)a™ C H omg(b,b). Ahorasi f
homc(b, b), entonces (e~ fa)a™t € home(a,a), donde se tiene que
o fa € home(a,a). El isomorfismo es claro pues ambos grupos son
conjugados, es decir, se tiene la aplicacion.

¢: Homela,a) — Hom(b, b)
7 — ¢(f)i=a o f o at,
03

Como consecuencia de la anterior proposicién, dado un grupoide
conexo, le podemos asociar un grupo, salvo isororfia.

DEFINICION 18. Sea C' un grupoide conezo. Llamaremos tipo de
holonomia a la clase de isomorfia del grupo de holonomia asociado o
dicho grupoide.
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Al tipo de holonomia del grupoide lo anotoremos por H. Denotare-
mos por H, a la copia de la holonomia asociada al objeto a del grupoide.

PROPOSICION 14. Dados a,b € Obj(C). Si existe o € Home({a, b),
entonces.

Home(a,b) = o Homg(a,a),
donde,
o Homg(a,a) = {a o f:fe Homp(a,a)}.
DEMOSTRACION. Notemos que
(@ o f) € Homg(a,b) ; VYf € Homgla, a),
Por otro lado si g € Home/(a, b), entonces
B=(a"" o g) € Home(a,a),
con lo cual,
g={c o B) € a Homg(a,a).
(]

OBSERVACION 14. 8i f,g € Homg(a,0) y o € Home(a,b). Es
claro que f =g <= (ao f) = (xog), con lo cual
|Home{a,b)] = {Home(a, a)l,

en el caso que |Home(a,a)] < oo

Podemos observar que todo grupoide conexo determina de manera,
tnica un par de la forma (G, X), donde G es el grupo, salvo isomorfia,
asociado a dicho grupoide y X es el conjunto de objetos del grupoide.
La siguiente proposicién da respuesta al reciproco de esta observacion.

PROPOSICION 15. Dados un grupo G y un conjunto X # ¢, enton-
ces eziste de manera dnica un grupoide G asociado al par (G, X).

DEMOSTRACION. Para, el caso en que | X = 1 entonces el grupoide
asociado es simplemente G = G.
A continuacién supongamos que |X] > 1y denotemos por

1. OBi(G) = X.
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2. Homg(a,a) = G, con a € Obj(G).
3. Sean a # b € Obj(G) y A = (a, b). Definimos un morfismo con

inicio a y llegada b, como la yuxtaposicién de X con un elemento
g del grupo G, es decir,

Homg(a,b) = ) G,

con la condicidn, A 1=\
A continuacién definiremos la ley de composicién, la cual
denotaremos o.

Sean (a,b)g) € Homg(a,b), y (b, ¢)g2 € Homg(b,c).
((a,8)g1) o ((b,c)g2) = (a,c)(g162),

Es claro que o es una operacién binaria asociativa. Ademss para
cada objeto a existe el morfismo identidad ((a,a) 1).
Si ((a,b)g) € Homg(a, b), también es claro que:

((a,8)g)™ = (b,a) g7¢

esto demuestra que G es un grupoide. O

DEFINICION 19, Sean las categorias C, D. Sea F una aplicacidn
enire ambas categorias. Diremos que F es un funtor (covariante) st y
solo si.

© Para todo objeto a en C se debe tener gque F(a) es un objeto en
D.

© Para todo morfismo f de o en b se debe tener que F(f) es un
morfismo de F(a) en F(b) tal que

1. F(la) = lp() para todo objeto en C.

2. F(fog) = F(f)oF(g) para todos los morfismos f 1 a — by
g:b—ec.

Podemos observar que si f : ¢ — b es un morfismo entonces
F(fy = F(f)~

Consideremos los grupoides ¢, D y F funtor entre dichos grupoides,
Es claro que la-imagen de H omg(a, a) bajo F, para algiin ob jeto a en

C, es un grupo en el grupoide D, pues F preserva la estructura de
grupoide.
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PROPOSICION 16. Sea F' : C — D funtor entre dos grupoides C y
D. 8i C es conezo entonces el grupoide F(C) tambien lo es.

PROPOSICION 17. Sea F : (& — D funior entre los grupoides C y
D. Consideremos a.y b objetos en C tal que eziste un morfismo « de a
en b entonces la imagen bajo F de cada grupo de holonomia asociado
a a y b, respectivamente, son grupos tsomorfos.

DEMOSTRAGION. Como @ es un morfismo desde a en b tenemos que

¢: fr—aofoat esun isomorfismo entre los grupos de holonomia
asociados a a y b respectivamente.

Consideremos la aplicacién gfr entre las imagenes bajo F de los gru-

pos de holonomia de a y b respectivamente, definida del modo siguiente.
Sea f: e — o morfismo.

SF(£)) := F($())

Es claro que ¢ es isomorfismo, pues F es un funtor ¥ ¢ es un isomor-
fismo. Por lo tanto:

F(Home(a, a)) 22 F(Homg(b, b))

a

A continuacién daremos algunos ejemplos de grupoides. Muchos de
ellos serdn objeto de estudio en el presente trabajo.
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2. Grupoides. Ejemplos y Propiedades

En lo que sigue daremos algunos ejemplos de Grupoides, los cnales
serdn objeto de estudio en el presente trabajo. Para lo siguiente, ano-
taremos al conjunto de todos los morfismos de algtin grupoide C por
Hom(z,y) versus la notacién anterior Homg(z,y).

EJEMPLO 1. Consideremos un conjunto X # O dotado de una re-
lacidn de equivalencia ~. A continuacién definiremos un grupoide M
asociade al par (X, ~).

Definamos al conjunto de objetos de M por X, es decir, Obj(M) =
X. Ahora para dos objetos z, y € X , diremos que existe un morfismo
(0 flecha) de = en vy, el cual denotaremos por (z : ), siy sdlo si
z o~y

Dados z,y,2 € X tal quez ~y e Y ~ z tenemos, por la transitivi-
dad de la relacion ~ , la ley de composicién o.

@E:y)oly: 2= (z: 2)
Es claro que dicha ley de composicidn o es asociativa,

OBSERVACION 15. 8iz,y € X entonces el morfismo identidad de
Tesle=(x : z). Ademas (z : y) 1= (y : =)

El tipo de holonomia pare el grupoide M es trivial, con lo cual existe
a lo mas un morfismo enire dos elementos distintos.

Por lo anterior tenemos que dado un par (X, ~) existe, de forma

Unica, un grupoide M asociado. El reciproco a esta afirmacién tambien
es cierto.

PROPOSICION 18. Sea M un grupoide, entonces existen un conjunto

X y una relacion de equivalencia definda sobre el, determinados por el
grupoide M.

DEMOSTRACION. Sea M un grupoide. Consideremos la, relacién si-
guiente: Sean a,b € Obj(M). Diremos que a ~ b si y solo si existe
f € HomM/(a,b). Es claro, dado que M es un grupoide, gue la relacién
antes descrita es de equivalencia. El par asociado al grupoide M es
(Obi(M), ~). 0
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EJEMPLO 2. Sea G un grupe y X un C-espacio.

Asociaremos a la accién de G sobre X un grupoide, al cual deno-
tarernos por M{(G : X), y lo llamaremos Grupoide de Movimientos.

Bl congunto de objetos del grupoide es Obj(M(G : X)) = X. Ahora
512,y € X, un morfismo de z en y es una terna (z,9,v), tal que
gz = y.

Dados (z,4,v), (y,h,2) dos morfismos en M(G : X), definamos la
ley de composicidn o, como sigue:

(b, 2) o (2,9,9) = (z,hg,2),
la cual es asociativa.

OBSERVACION 16. Siz,y € X yg € G entonces el morfismo iden-
tidad asociado a x es 1, = (x,e,z), donde e es el nuetro en G. Ademas
(z,9,9)7 = (y,97%,z)

PROPOSICION 19. Sea X un G-espacio transitivo finito. Sean z,y €
X. 51 G(z) es el grupo de isotropia en z y M(G : X) el grupoide de
movimientos asociado, entonces

. Hom(z, 2} = G(z),

mas aun |[Hom(z,y)| = I'—%

DEMOSTRACION. Seanz,y € X y G(z) su grupo de isotropia aso-
ciado. Consideremos la funcion,
$: Hom(z,z) —> G(z)
(z,9,2) = ¢(z,9,2):=g4.
Dicha funcion es claramente un isomorfismo de grupos. Del hecho que
la accion es transitiva tenemos

(€]
Hom(z,z)| = —.
] ] IX|
Mas atin como el grupoide es conexo, entonces |Hom(z, )| = I‘%II" O

La anterior proposicién no permite considerar la holonomia del ETU-
poide de movimientos como la isotropia asociado a algun objeto, pues
H, = G{z), por lo cual, 2 H lo podemos considerar como G(z) para,
algiin objeto .
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PROPOSICION 20. Sew' G un grupe y X un G-espacio transitivo
finito, el cardinal de FIM(G : X)] es iguai a |Gl X].

DEMOSTRACION. Sea C = M (G : X) entonees

FUM(G : X)] = U [Uffomc(x,y)]

zeX yeX

se tiene lo siguiente:

\FUM(G : X)) = 31 "1 Homo(e, 9|1 = > [> [Home(z, o) | = 3 Z IGI

zeX yeX zeX yeX zeX yEX

L]

L FIM(G: X)) = ]

X" =161 1X1.
O

OBSERVACION 17. §i el grupo G actida en forma no-transitiva, el
problema se reduce ol estudio en cade érbita asociada o la accidn, pues
G actia de forma transitiva sobre cada érbita. En cuyo caso se tiene,

FUM(G: X)) = | ] FIIM(G:0.),

TESx

donde Sx es un sistema de representantes pare la accidn en cuestidn.
Con lo cual,

PUM(G : X)=1G] } 10:] = |Gljx].
€S
Un caso particular de lo anterior es tomar G = Dy, el grupo de
simetrias del n-agono regular, y X =n-agono regular , €1l CUYO caso
obtenemos [M(G: X)| = 2n2.
Cabe notar que dados dos objetos en X solo existen dos morfis-

mos que los conectan, uno proveniente de una rotacién v otro de una,
reflexién.

El tipo de holonomia asociado al grupoide de movimientos para el

caso G = Da, tiene como representante al grupo ciclico de orden dos
Cs.
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PROPOSICION 21, Sea G un grupo y X un G-espacio transitivo. Si
C es un grupoide y F: M (G:X) = C ur funtor covariante, entonces
F(Homg(z,2)) % F(Homo(g 2,9 7)),
paratodo g€ G yz e X.

DEMOSTRACION. Basta aplicar la proposicién 17 v la definicién de
grupoide de movimientos. (]

EJEMPLO 3. Otro ejemplo es el que Hamaremos grupoide de ca-
minos. Para ello consideremos un grafo T para el cual V' denotard el
congunto de nodos, y A denotard el conjunta aristas.

Un camino en el grafo T' es una secuencia de nodos de g forma

(v1,92,V3, ..., Vnga), tal que siv; % v;eq entonces {vi,vi21} € A, donde

1€ {1,2,3,...,n}. Un bucle es un camino cuyo nodo inicial coincide

con su nodo final. Un camino se dice simple si es de la forma (v, w).
Sean f = (v1,v00,v3,...,0,) ¥y g = (wy, wa, Wy, ..., W) dos cimi-

nos en T'. Se define el camino compuesto (f 9), simplemente como la
yurtaposicidn de ambos caminos, siempre que v = Uy = wn, es decir,

fg= (’U]_,’Ug,’l)g,...,'Un_l,'U,'UJQ,’lU;g,...,’lun+1)

el cual es asociativa.

Como todo camino tiene una escritura en terminos de caminos sim-
ples y en el caso que el grafo sea finito, se define el largo de un camino

[, 1o cual anotaremos I(f), como la cantidad de caminos simples que
componen & f.

OBSERVACION 18. Dado el camino f = (v1,v2,v3,...,9,), la iden-
tidad izquierda y derecha son los caminos simples (v1,v1) ¥ (Vn,vy)
respectivamente. Notemos que (v, w)™ = (w,v), asi el camino inverso

de f es:

F7 = (vn, v1) ™t (v, vg) T (vy, vg) 7

DEFINICION 20. Sea f un camino. Llamaremos reduccidn de f, lo
cual anotaremos por R(f), al camino resultante de Ia stmplificocidn de
cada producto (v, w)(v,w)™ y de los terminos (v, v) en f.
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Sea T un grafo y ¢ &l conjunto de todos los caminos en el grafo T,
Diremos que dos caminos f y g en el conjunto ¢, estdn relacionados si la
reduccién de f coincide con la de g, es decir, R(f) = R(g). La relacién
antes definida es de equivalencia, llamada relacién de homotop{a.

Anotemos ¢y = ¢/ ~. Definimos, sobre ¢p, la operacion binaria

[F11A] == F ]V [J1,[P] € co,

la cual es asociativa.

DEFINICION 21. Sea T' grafo y ¢ el conjunto de todes los caminos
en el grafo T. Se define el Grupoide de Caminos 7(T) asociado a T'
como sigue.
Obj(m(T)) =V ; Fli(a(T)) = cy,
cuya ley de composicidn es la antes definida. Al tipo de holonomia en
un nodo v lo denotaremos por m (T, v).

Las definiciones del largo de un camino y bucle se extienden de
forma natural sobre ¢y, a saber, [f] es un bucle si Jloeesy I([f]) =

{IR(AD.

OBSERVACION 19. Dado el objeto v en el grafo T, la clase de homo-

topia (v, v)] es la identidad asociada a dicko objeto. Ademds si [f] € Cq
su tnverso es [f]71 = [F7Y].

DEFINICION 22. Sean [f] bucle y m niémero entero. Se define [f]™
como sigue. St > 0 entonces 1™ = [Flf]- - [F], m-veces. Sim < 0

entonces [fI™ = [f]72[f]72--- {1, (—m)-veces. Si m = 0 entonces
[71° = [{v,v)], donde v es el nodo inicial de f.

Un caso particular es considerar 7" como un n~agono. Para cuyo casc
el tipo de holonomia es Z. Para ello basta hacer notar que 71 (7, v,) =<
fo >, donde fo = (vy,v,,. .. »Un}, con ¥; los nodos del grafo 7.

EJEMPLO 4. A continuacidn definiremos el grupoide S,

Seann € N y X, un conjunto de n elementos. Definimos el conjunto
de objetos por Obj(S) = {X,, : n € N} y el conjunto de morfismos por
FIS)=Upen{f: Xa = Y, : f biyeccidn}.

Notemos lo siguiente. Sin € N, el grupo de holonomia asociado al
objeto X, es S,.
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EIEMPLO 5. Sea k un cuerpo. Se define el grupoide lineal GL{k)
de modo siguiente

Definamos el confunto de objetos por Obj(GL(k)) = {V : V k—esp.vect}
y el conjunto de morfismos por

FUGL(k)) = Uvwespveat/ell 1 V = W : Tisomor fismo}

Notemos gue el grupo de holonomia asociado al espacio vectorial V
de dimensidn n es GL, (k).
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3. Definiciones: Representacién para un grupoide

DEFINICION 23. Sea D un grupoide. Se llama representacion de D
a toda tripleta (D, F, GL(C)) donde F' es un funior de D en GL(C).
Decimos que la representacion es finita si se tiene que dim F(a) es
finite para cada objeto a en el grupoide D. -

51 D es conezo, una representacion es finita y de dimensidén n si
dim F{a) = n para todo objeto a en el grupoide.

DEFINICION 24. Sea C un grupoide y (C, F, GL{(C)) una represen-
tacidn de C. Una subrepresentacién (C,T,GL(C)) de (C, F, GL(C)) es
una representacion de C' tal que T{a) es una representacicn de F(a) pa-
ra todo a, y cualguier funcidn kineal f* : T(a) = T(b) es la restriccién
de algin morfismo f : F(a) — F(b) en (C,T, GL(T)).

DEFINICION 25. Sea C un grupoide y (C, F, GL(C)) una represen-
tacidn de dimensidn finita. Diremos que esta representacidn es irredu-
cible si no ezisten subrepresentaciones propias de ello.

Podemos recordar que todo grupo G, en particular, es un grupoi-
de. Para ello basta tomar, por el conjunto de objetos, al constituido
solamente por el elemento neutro y por el conjunto de flechas al mismo
grupo. En particular, el grupo multiplicativo C* es un grupoide.

DEFINICION 26. Sea C un grupoide. Llamaremos cardcter de C a
todo funtor covariante x : G — C*,

El conjunto de caricteres asociados al un grupoide C tiene una
estructura natural de grupo, a saber:

Cax2)(F) = xa(Fx(F),

para todo morfismo f en el grupoide C' (identificar todo objeto con el
morfismo identidad en dicho objeto).

PROPOSICION 22. Sean C un grupoide, o : a — b morfismo en C
y £ es una representacidn de C, entonces

F(Homg(b,b)) = F(a) F(Homg(a, a)) F(c)

mds ain, si F' sea un cardcter F(Homg(b,b)) = F(Homg(a,a)).
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DEMOSTRACION. Como Home(b,b) = cHome(a,a)a™, aplican-
do el funtor F' ambos lados de la ecuacién se obtiens el resultado.
Ahora si F es un cardcter F(Homg(b,b)) = F(H omg(a, a)), pues
Fla) e C* O

PROPOSICION 23. Toda representacién I1-dimensional de un gru-
poide es un cardcter y viceversa.

IDEMOSTRACION. Sea (D, F, GL(C)) una representacién de dirmen-
sién 1, entonces dim F(a) = 1 para cada objeto a en el grupoide D,
por lo cual Fa) 2 €. Ahora podemos identificar de manera tnica, to-
do objeto a en el grupoide con su morfismo identidad 1, y por lo cual,
bajo esta identificacion, F(o) = F(1,) = 1. A continuacién recorde-
mos que el conjunto de objetos para el grupo C* esta constituido por
st elemento neutro 1. Mas atin, para cada morfismo fia—benel
grupoide, tenemos que F(f) € C*. Por lo cual toda representacién de
dimensidn 1 es un cardcter. O
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4. Caracteres para ciertos grupoides de movimientos

Daremos a continuacién algunas observaciones ¥ €jemplos sobre ca-
racteres asociados a un grupoide de movimientos M (G : X). Asuma-
mos que X es un G-espacio transitivo y sea y un cardcter asociado al
grupoide de movimientos M (G : X).

Algunas observaciones al respecto del cardcter X-

1. Por ser x un funtor se tiene que x(1,) = 1 para todo objeto a
en el grupode M(G : X). En el caso que f:a — ay x(f)=A
entonces es claro que x{f ) = A~L.

2. Sea H el tipo de holonomia del grupoide y H, una representa-
cién de H asociado al objeto a. Sea. f : a — ¢ un elemento en
la holonomia, entonces tenemos que [x (7))l = 1. Si n = [HL,|
entonces x(f) = e*%", donde k € {0,1,--- ,n~1}.

3. Como hom(t, ) = o hom(4,4) para algin morfismo o : § — 3.
Por lo cual, si consideramos el morfismo g 1t — j enfonces
existe tnico morfismo f : ¢ — ¢ de modo que g = «o f enfonces
x(g) = ewx(a), para un unico k, € {0,1,--+ ;n —1}.

4. Sean Hl; y Hi; dos copias de la holonomia, asociadas a los obje-
tos 7 y j respectivamente. Teniendo presente la proposicién 21,

podemos observar que (M) 2 5 (H;).

Debido a la observacién (3), para el gripoide de movimientos I/ (Dan, X0)
tenemos que si ¢ y 7 son dos reflexiones en G que fijan a1y 7 respec-
tivamente, entonces x (%, 0,1) = x(4,7,7). Mas atin identificando el tipo
de holonomia de G, que es Cy, con los grupos de holonomia en cuestién,
se tiene que Xleg = X|ag)-

Comencemos cardcterizando al grupo de cardcteres asociados al gru-
poide de movimientos M(G : X) cuyo espacio geometrico asociado es
(Xn, Do), donde X, es el n-agono regular.

PROPOSICION 24. El grupo de cardcteres asociado al grupoide de
movimientos esta parametrizado por el conjunto siguiente:

OZ X {(21,2'2,' v ,Zn) eC” I Z1ZoZy e 2y = 1}
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DEMOSTRACION. Recordemos que Hom(i, j) = « Hom(s,1), para
alglin « € Hom(,7) y todo 4,7 en X. Tambien podemos notar que
|Hom(z,5)] = 2.

Consideremos primero dos nodos adyacentes, digamos i € X y j =
i+ 1. Los unicos dos morfismos que conecian dichos nodos son (4,0,5)

v (4,8, 7), donde p es la rotacién en gn’: grados y £ es alguna reflexion
en G. Por lo tanto

(i}ﬁij) = (‘i'llo?j)o (ilo—’i))

donde o es alguna reflexién que fija al nodo .

Sea X algln -cardcter del grupoide en cuestidn. Aplicando x a la
ecuacion anterior obtenemos,

x4, 8,7) = w x(i,p, 7),

donde w € C es tal que w? = 1.

Sean z = x(k,p,k+ 1 conl1 <k <mn-~1 ¥ 2n = x(n,p,1), los
cuales son niimeros complejos no nulos, més atin, su modulo es igual a
1, pues como p® = 1 tenemos que,

Z1ZZg et Zy = 1,

Ahora si los nodos son no adyacentes, digamos i € X y j =4+ ¢ y
SuUpOnemos que 7 y -y son, respectivamente, la rotacién y reflexién que
conectan dichos nodos. Basta notar que " =T, con lo cual

X("’ﬁ e j) =w H‘}i—i’;zk:

donde w € C es tal que w? = 1.

Abora, teniendo presente que el tipo de holonomia para el gru-
poide es Co, si g v h son dos autoflechas # 1 de los nodos § e 4
respectivamente vy f es una flecha transitiva que los conecta entonces
X(9) = x(Fx(W)x(£)72, con lo cual, x(g) = x(h) = w. O

Teniendo presente la parametrizacién anterior, anotaremos a log’
elementos del grupo de cardcteres asociados al grupoide de movimientos
M({Dsyy, : X)) de la forma X(zaw), donde 2 € C* y w € C tal que w? = i,
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dadas por
fm sif=Gpiv)
Kl f) o= { w8 f = (10,9
donde z; es la coordenada i-esima del vector z.
PROPOSICION 25. Sean z,w € C™ entonces X(21) = X(w,) ¥ ademds
X(z—1) = X(w,~1)-

A continuacién recordemos la tabla de cardcteres para el grupo
diedral D2n-

I_’I‘ab!a de cardcteres para Dayp, _I

R¥ SR*
1 1 1
sgn | 1 ~1

CuaDro 1. Caso n impar

I Tabla de cardcteres para Do,
R* SRk
1 i 1
¢ 1 -1
¥ | (-1)* (-1)
sgn | (-1)* | (-1)k#

CUADRO 2. Caso n par

Podemos construir representaciones del grupoide M (Dn : X) pro-

yectandolo sobre el grupo Djy,, v luego aplicando una representacién de
dicho grupo.

Sea P : M(Dy : X} = Dy, proyeccion. De este modo tenemos que,
para el caso n impar, 1-7 = X1 ¥ ademas sgn - T = X(1,—1)- Para el
caso n par, tenemos que 1-T = xq,1y, ¢+ T = X~ ¢ T = X(uo,1)
y por ultimo sgn - T = X(vo,~1), donde 4y ¥ vy son elementos en O
definidos por ug = (1, ~1,--- ,—1) y vy = (=1, ,=1,1).
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5. Representacién Natural Torcida. Modelos de Gelfand

El trabajo siguiente tiene por finalidad encontrar modelos de Gel-
fand para ciertos grupos, para lo cual se hara uso del grupoide de
movimiento asociado a dichos grupos y su grupo de cardcteres o repre-
senfaciones 1—dimesionales. Un primer caso sera considerar (¢ — Doy,

A continuacién presentaremos la definicién de representacién natu-
ral torcida por un cardcter a del grupoide de movimientos M (G: X),
asociada a un espacio geométrico (X, G), extraida de [4].

DEFINICION 27. Sea (X, G) un espacio geométrico. Consideremos
la representacidn natural (L2(X), p) asociada al grupo G. La represen-
tacion (L*(X), p™), que llamaremos representacidn natural torcida por
el cardcter o, es tal que sige G,z € X y f € L2(X),

(p;lf)(w) = a(g_l ’ w,g,m)(pgf)(m),

Diremos que X es un G-espacio de Gelfand para el grupo G, si
la representacidn natural torcida por algin cardcter o del grupoide de
movimientos M(G : X) es un modelo de Gelfand para G.

Podemos observar que en el caso que se tenga un modelo de Gelfand
para un grupo dado G, su dimensién es la suma de todas las dimen-
siones de representaciones irreducibles del grupo en cuestion, es decir,

si p1,-++, pn son todas las representaciones irreducibles del grupo G,
entonces

dim p = dim(py) 4 -+ + dim(pn)

En cuyo caso, el G-espacio de Gelfand asoclado, posee cardinal ia suma,
de todas las dimensiones, es decir,

X} = dim(py) + - -+ dimn(py)

Por lo cual, cualquiera dos G-espacios de Gelfand poseen el mismo
cardinal.

NOTACION 3. Dado un grupo G, un modelo de Gelfand de G lo

denotaremos por Mg v a su respectiva dimensidn la denotaremos por
m(G).
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A continnacién demostraremos que p% €s un homomorfismo de gru-
pos. Es claro que pf € End(L*(X)), pues p, € End(L*(X)). Sean
gheCG felXX)yreX.

pg(erf)(z) = alg™ 2, 9,2)p,(pef)(z)
= alg™ z,9,5)a(h gt 3, b0 2)(onf) (g7t - 2)
= alg™ -z, g,2)e(h e 3, b, g7t 2) F(Rg L )
= a(h g™z, gh,x)f(h gL z)
= (Pffhf)(-%)-

Por lo tanto pf, = (pg’)"l, con lo cual pf € Aut(L*(X)) v p es una
representacién del grupo G.

La siguiente proposicién sera 1til para encontrar un X espacio de
Gelfand para el grupo diedral Ds,.

PROPOSICION 26. Sea X un G-espacio Y @ un cardcter del grupoide
M(G: X). 8i X = J;_, X: es la descomposicion en G-érbitas de X
donde X; es la orbita asociada al punto z; en X. 8i H; es el grupo de

wotropia de cada punto z; para cada i € {1,--- 7} entonces,
(L), p™) = D Induze o,
i=1

tal que o|p,(h) = a(z;, h, z;), pare todo b € H;.

DEMOSTRACION. Podemos observar que (C,aly,) es una repre-
sentacién I-dimensional de Hj, pues o es un cardcter del grupoide

M(G: X).

Sean = x; ¥ f € L*({z;}), entonces

(R ) (z:) = alms, by 2:) f(2:) Vhe H,.
Asi (0% f) = (a|m,)n(F) sobre {z;}. Por lo tanto
(L*({z:}), 0%1m) = (C,elm),

donde Z*({z;}) se identifica al subespacio H-estable de L2 (X)) formado
de las funciones cuyo soporie est4 contenido en {z:}.

Observemos que L*(X;) = @, 5. L*({z}). Teniendo presente el
lema 1 tenemos que (L*(X;), p%) & Indg.iq p®|m,. Con lo cual

Indmge ol & Indgge p*n, & (LX), ) <¢ (LX), p%),
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entonces

T r
(L*(X), %) 2 B Indiae 0%, = @D Indpae o,
=1 i=1
pues L*(X) = @, L*(X;), donde L*(X;) se identifica a] subespacio
de L*(X) formado de las funciones cuyo soporte estd contenido en Xj,
lo cual concluye la demostracién. i

OBSERVACION 20. Observemos que si B es otro cardcter asociado
al grupoide de movimientos en cuestidn, tal que Blm, = a|m, para todo
indice i, entonces p® £2 pf

PROPOSICION 27. Sea v un cardcier de M (G : X). El cardeter de
la representacion natural torcida (L2(X), p*) estd dado por la formula
siguiente

Xeo(9) = D afz,g,2)

TEXy

donde X, = {z: gz = z}.

DEMOSTRACION. Una base para el espacio de funciones L3 X) es
la formada por los deltas kronecker. Sean z,y € X, entonces

(P58)(y) = 97 4,9,9)(psba)(w)
= 0:(9H1 'y:gay)5$(9_1 . y)
= Q((:C,g, g- 5)5g-x(y)

Por lo cual, (050;) = a(z, g, 9 T)04. Asisi g-z = z, entonces tenemos
que (p§dz) = ez, g, 2)6,, lo cual concluye la demostracién. O

A continuacién ilustraremos Ia proposicién anterior con dos ejem-
plos. Primeramente consideremos G = Dy y X = {1,2,3} U{v}, donde
v es el baricentro del tridngulo. Posteriormente consideraremos (3 — Dy

y X ={1,2,3,4} U{{1, 3}, {2,4}}.

EJEMPLO 6. Consideremos el espacio geométrico (X,3), donde
G =Dy y X = {1,2,3} U{v}. Digamos que G estd generado por S
y R, donde S es la reflexion que fija ol nodo 1 v R es la rotacion en 33’5
grados.

o
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G actita naturalmente sobre los nodos del tridngulo, y g-v = v para
todo g en G. Es claro que la accidn no es transitive, pues | X| = 4, mds
atn existen dos drbitas, a saber, O3 = {1,2,3} y O, = {~}.

Luego el grupo de isotropia asociado a v es G y el grupo de isotropin
asociado a 1 es G(1} = {(1), S} = C,.

Sea o un cardeter asociado al grupoide de movimientos M (G: X).
Como la restriccidn del cardcter o a los grupos de isotropia G(1), G{(2)
y G(3) es igual(identificando con el tipo de holonomia para G ) entonces:

pa = IndGTGa]G @ Indcﬁga’]cz.

Tomemos el cardeter o de tal modo que ale, =sgn y o|g = 1. Es
claro que Indgigale = 1. A continuacidn veremos que lo representa-
cién Indeyreclc,, cuya dimensidn es 3, se descompone como suma de
dos representacién irreducibles, una de dimensién 1 y otre de dimen-
sion 2.

Ocupando para la inducida el modelo de Mackey izquierdo, tenemos
lo siguiente:

Indeyeele, = {f : G = C| f(gSy=—F{g), Vg € G} < C¥,

donde (1,f)(z) = f(g7 z), para todo f € Indeyet|c, v todos g,z € G.
Es claro que la representacidn sgn & Inde,iae|c,, pues tenemos
que sgn(gS) = sgn(g)sgn(S) = —sgn(q), Vg € G. Por lo tanto:

Inderaoc, &2 sgn @ sgnt.

Consideremos un vector f € Indgyieac,, tal que (sgn, f) = 0.
Identifiguemos f con el vector siguiente:

F{(1)
F(R)

F(R?)
f(8)

f(SR)
F(SR?)
Con lo cual f((1)) = —f(R) — f(R?). Considerando el C-espacio vec-
torial V' = (sgn), entonces

V'L = (fl)f2)1

R
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( —1 —1\
0
1
1
-1

—1 0 )

A eontinuacion verifiguemos que lo subrepresentacicn (V4 7]ps)
de Indg,rcalc, es irreducible.

Supongamos que existe Vi <g V*, por lo tanto debe existir un vector
no nulo fo en V=L, de tal modo que Vy = (fo). Como fy pertenece a v,
deben existir Ay, Ay € C, de tal modo que:

fo=Af1+ X fo.

Como Vi <g V* aplicamos el automorfismo T, a la ecuacion ante-
rior, con lo cual obtenemos.

MfileTre) + dafa(g i) = Ao(ALfilz) + Ao folz)),

para algin Ay € C y para todos g,z € G.
Considerando g = R y z = SR obienemos \y = ApAr. Como A #£ 0
entonces Ay = 0 & Ay = 0, lo cual es una contradiccion pues tene-

mos que (A, A2) # (0,0), por lo tanto la representacicn w = Tlys es
irreducible. Por lo tanto:

donde f, = fo=

o= O

PrELI®sgnd .

EJeMPLO 7. Consideremos el espacio geométrico (X,G), donde
G=DgyX={1,23,4U{{1,3}, {2,4}}. Digamos que G estd gene-
rade por S y R, donde S es la reflezicn que fijaalnodo 1 43, y R es
lo rotacidn en I grados.

G actia noturalmente sobre los nodos del cuadrado. La accion de
G sobre las diagonales del cuadrado estd dada por:

9+ {{1,35,{2,4}} = {{9(1), 9(3)}. {5(2), 5(9)}),

para todo g en G. Es claro que la accidn no es transitiva, pues | X| =
6, mds ain existen dos drbitas, a saber, O = {1,2,3,4} v la orbita

0{1,3} = {{1:3}: {2:4}}'

e
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Liuego el grupo de isotropia asociado o 1 es G(1) = {(1), St=Cyy
el grupo de isotropia asociado a {1,3} es G({1,3}) = {(1), S, B2, SR?*}
el cual es isomorfo a Oy @ Cs.

Sea o un cardcter asociado al grupoide de movimientos M (G: X),
entonces

(53 ,
p* =2 Indeyecictcec, EP Indogeclc,.

Consideremos el cardcter o tal que alc, = sgn y ¢|eac, = 1.

Ocupando para la inducida el modelo de M. ackey izquierdo, tenemos
lo siguiente:

IndGzGBCﬂGalcz@gz =10 1_'- =1 ﬁg.

Consideremos un vector f € Indg,pmte®esec,, tal que (i, /) = 0.
Identifiquemos f con el vector siguiente:

£()
#(R)
7(R?)
F(A%)
=1 s
F(SR)
F(SE?)
7(SR?)

Con lo cual, By ==

Por otro lado tenemos,

Indeyrat|c, = sgn @ sgnt,
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(1)

O VT [ WY

mds avn sgnt = B, @ ﬁll, con B = 1

-1
-1
\ -1/
Al igual que en el ejemplo anterior, podemos probar que la subre-
presentacion 2-dimensional ®© = S es irreducible. Por lo tanto.

PP (sgna fen)s(le fy).

Los ejemplos anteriores no solo ilustran la, proposicién 28, sino que
ademds muestran que la representacién torcida por el cardcter ¢, aso-
ciado al grupoide de movimientos del espacio geométrico (X, @) con-
siderado, resulta ser un modelo de Gelfand para el grupo G = Dg y
G = Ds, respectivamente. En lo que sigue probaremos que este es un
resultado general. Lo primero es conocer el cardinal que debe tener el
G—espacio de Gelfand, para luego mostrar que la representacién natu-
ral torcida en cuestién es libre de multiplicidad.

PROPOSICION 28. Sea X un G-espacio de Gelfand para G = Dy,
entonces sin es impar [X|=n+1ysin es par | X|=n-+2.

DEMOSTRACION. Sea X un Dy,-espacio de Gelfand.

Para el caso en que 7 es un niimero impar, tenemos que Ds, posee
dos cardcteres y m representaciones de dimensién 2,donde 0 <m < 5
por lo cual

=l
2

Xl=2+2 3" 1=2+2) 1=n+1
0<m< i=1

Ahora para el caso en que n es un ntmero par, tenemos que Do,
bosee cuatro cardcteres y m representaciones de dimensién 2, donde
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0 <m < %, por lo cual

. 21
[X|=d+2 > 1=4+23 1=n42
b<m< j=1

O

A continuacién entregaremos algunos espacios de Gelfand para el
grupo Diedral. Para elio sea X, el n-agono regular y la accién natural
de G sobre .X,,. Consideremos los siguientes G-espacios.

1. n par.
Xo= X, {1, v},
donde ¥; v Y5 son los dos 3-2gonos, que surgen al colorear
los nodos del n-agono alternadamente con solo dos colores, es
decir, V1 ={1,3,--- ,2n -1} y Y3 = {2,4- - ,2n}. La accién
estd dada por g-Y; = {g(z} | z € ¥i}.
Existen dos drbitas, a saber, X, y {¥1, Y5}, Ademas tenemos
dos estabilizadores, salvo conjugacién, G(1) = {1,8} = G, y
G(X1) = G(X3) = (R%,S) = D,,, donde S es la reflexién que
fijalosnodos 1y 2 +1en X, y R es la rotacién en -2—11"5 grados.
2. n impar

X=X v},
Donde v es el baricentro del n-agono. En este caso g v =uv
‘pare todo g € G.
Existen dos rbitas, a saber, X, y {v} y dos isotropias, salvo
conjugacion, G(1) = {1,5} = Cy y G(v) = G, donde S es la
reflexién que fija 2l nodo 1 cn X,.

TEOREMA 12. Sea G = Dy,. Los G-espacios X, y X, son espacios
de Gelfand para el grupo G, para los casos n par y n impar.
DEMOSTRACION. Teniendo presente la proposicién 26 tenemos lo
signiente:
1. n par
p* & Indezeale, P Indp,1ealp,,

donde @ es un cardcter del grupoide de movimientos M (G .}ﬂf—g).
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2. n impar
p& &= I’I’deﬂgalgg @ IndGTGa|G,

donde o es un cardcier del grupoide de movimientos M (& : )?1)

Escogiendo ofc, = sgn (en ambos casos), y a|p, = af|G = 1 demos-
traremos, ocupando La reciprocidad de Frobenius, que X, y X1 son

espacios de Gelfand para el grupo @, para los casos 1 par y n impar,
respectivamente.

Sea x el cardcter de alguna representacién de dimensién 1 del grupo
(7, entonces para el caso n par tenemos,

Otoma ) = {Indoyedde,, x) + (Indp,1ealp,, x)
= {ales, %) + ()b, x)
= 3 2 nec, Ao (W)x(h) + 1 hep, alp. (W)x(R)
= 3 Zohec, S9MBIX(R) + E T ep, X(B).

Por lo tanto:

(X 1) = $  hec, son(h) + 1Y, 01 — 0+1 —
Ko 8) = 35 hec, s9n(R)(R) + L3 ep d(R) = 140 =
o) = 5 e, san(R)p(h) + L5, 0 9(R) = 041 =
X1 897) = 3T eq, 97°(B) + LT ep, son(h) = 140 =

Para el caso n impar tenemos,

(XX} = (Indeyreelc,, x) + (Indersala, x)

= (05|02, X) + (QIG, X)
= 1 hee Ala®x(B) + £, cole(h)x(h)
= 3 Xhec, Son(P)x(h) + £ 2 hee X(R),
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Por lo tanto:

(1) = 5 2hec, sgn(h) + n Lhec L = 0+1 =1
(Xpmy597) = 3 Fhec s9n*(h) + 23 eoson(h) = 140 = 1

Ahora, tanto para n par como paran impar, consideremos el cardcter
de alguna representacion irreducible Xp de dimensién 2, por lo tanto:

(XP“%XP) = (IndGzTGa|02=Xp>

= 3 2onec, S9n(h)xp(h)
— ]_)

para todo 0 < p < Z. Como la dimensién del modelo es la correcta
y cada representacién irreducible aparece solo una vez en la natural
torcida, se concluye que dicha representacién es libre de multiplicidades.
Lo cual concluye la demostracién. O

Podemos notar que el cardinal de los espacios de Gelfand, coinciden
con el nimero de involuciones del grupo ¢ = Dy, €l cual probaremos
resulta ser ofro espacio de Gelfand para el grupo G. Para ello recor-
demos que G actia naturalmente por conjugacién sobre el conjunto
de sus involuciones. Mantengamos las notaciones anteriores para los
siguientes calculos.

Manteniendo la premisa n impar, tenemos dos érbitas, a saber la
orbita Oy = {1} y la érbita Og = {SRF |0 < k < n}, donde S es la
reflexién que deja fijo al nodo 1. De este modo tenemos dos estabiliza-
dores, salvo conjugacién, G(1) = Gy G(8) = {1,5} = ¢,. Como la
restriccidn del cardcter o coincide en los grupos de isotropia conjuga~
dos y teniendo presente lo realizado para el anterior espacio de Gelfand
(caso n impar) para el grupo diedral, el conjunto de involuciones del
grupo Dy, es un espacio de Gelfand para dicho grupo.

Solo nos resta probar que para el caso n par tambien, el conjunto
de involuciones, es un espacio de Gelfand.

TEOREMA 13. Sea G = Dy, con n par v X={geG|g= 1}
el conjunto de involuciones del grupo G, entonces X es un espacio de
Gelfand para el grupo G.
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DEMOSTRACION. Sea S ia reflexién que fija los nodos 1 yz+1
y R la rotacién en 2;” grados en X,. Tenemos cuatro érbitas, a saber,
O1 = {1}, Ops = {R%}, Os = {involuciones que fijan dos vertices} y
Osr = {involuciones que no fijan vertices}, donde |Og] = |Osg| = 2.

Salvo conjugacién, tenemos cuatro estabilizadores, a saber los gru-
pos

G(l) = G(RY) = G
G(S)

{i,5,R%,5R%} = Cho G,
G(SR) = {1,5R,R3,SR3"1} & Gy G,

Como la restriccidn del cardcter o coincide en los grupos de isotropia
conjugados entonces,

pa = I'ndG(l)TGO’IG EB IndG(R%)TGalG @ IndITGOfl_[ @ IndKTGaIK.

donde I = G(SR) y K = G(S). Escojamos, en una primera instancia,
algay =1y o c(r%) = $9n, con lo cual obtenemos,

pag l@sgn@ﬂ']_@ﬁg.

donde m™m = IndITGah Y Mg = IndKTGa[K.

Teniendo presente las notaciones empleadas en la tabla de cardcte-
res 1-dimensionales y 2-dimensionales del grupo G, estudiemos los si-
guientes casos, para lo cual consideramos c|; = ¢. Consideremos el
homomorfismo o|x definido de modo siguiente,

R% | SR3
ale [1] 1] -1 -1

Separemos los céleulos en casos, esto nos permitira ver en que repre-

sentacién (my o 7)) aparece cada representacién irreducible del Erupo
en cuestién.

1. Caso % par.
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o) n =4

oo @) = (Xm1s &) + (Xora» ©)
= {ar,¢) + (a|x, ¢)
= 124 8@ +0
= 1,

o ®) = (s ) + (ma ¥)
= (eln,¥) + (a]x, )
= 12 e $OB(E) +0
= 1,

por lo cual m; = ¢ @ ¢. Ahora para Ja representacién irre-
ducible de dimensién 2 x, (p = 1), tenemos que,

(Xp=s Xp) = {Xmas Xp)

= {edx, xp)
= 1
b) n > 4.
Al igual que en el caso anterior tenemos (Xpes ) = 1 ¥
(o, ) = 1.

Ahora si x, es el cardcter de algdna represeniacién irredu-
cible 2-dimensional de G, entonces
(XP“3X29> = (Xm:Xp) - (XWz:Xp)

= (a'II:Xp) + (¢, Xp)

-~ %H4w4¥§n+%pﬂmq@£n-

= 2[2+ 2cos(mp)] + 12 — 2cos(np))

=1
Podemos notar que en el caso que p sea par, tenemos que
(Xr2s Xp) = 1Y (Xma» Xp} = 0. Mientras que para el caso en

que p sea impar tenemos que (Xm, Xp) =0 (Xns» Xp) = L.
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2. Caso § impar. Sea ¥, el cardcter de una representacién irredu-
cible 2-dimensional de @, entonces

(XP“: ¢) = (X"Tl. ) ¢) + (X'Kz: ¢)
= el ¥) + (elx, ¥)
= 140

=1

<Xp"‘: 'ﬁb> = (Xﬂ‘u ¢) + (X?rga QS>

= (oln,¥) + (alk, ¥)
= 041
= 1
Ahora, identicamente que para el caso anterior, tenemos

O Xo) = (Xmas Xo) F (s Xo)
= (&l Xa) + (o, Xp)
= 1[2+ 2cos(FEL)) + L[2 — 2c0s( 22 )]
= 12+ 2cos{wp)] + 2[2 — 2cos(mp)]

=1
respectivamente para la paridad de p.
Como la dimensién del modelo es la correcta y cada repre-
sentacion irreducible aparece solo una vez en la natural toreida,

se concluye que dicha representacidn es libre de multiplicidades.
Lo cual concluye la demostracién.

O

OBSERVACION 21. En la resolucidn de las proposiones anteriores,
demosirar que algin Dy,-espacio es un espacio de Gelfand, en su desa-
rrollo se necesito conocer previamente las tablas de cardcteres asociedos
a las representaciones irreducibles, es decir, conocer o PrioTs 5;; Al
menos para los casos Dy y Dy no es necesario este conocimiento previo,
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mds ain el espacio de Gelfand propuesto (espacio de nvoluciones) en-
trega todas las representaciones irreducibles o ol menos sus cardcterss
asociados. Esto nos sugiere, dado gque el grupo diédrico es un produc-
to semidirecto de grupos ciclicos, o saber, Dy, = Cn n Oy, ocupar la
magquina de Mackey para conocer las representaciones irreducibles del
grupo y el cardinal de un espacio de Gelfand para el grupo.

A continuacién verifiquemos lo dicho para os grupos Dy v Dy, Pri-
mero recordemos que el nimero de cardcteres del grupo esia dado por
el indice [Dy, : Dy ). Sean Ry S rotacin y reflexién genedadores del
grupo en cuestin, entonces {Rf, 5] = RISIR™IS™! = R¥ a5 todo
elemento del subgrupo ciclico (R?) es un commutador. Es sencillo Dro-
bar que todo commutador es una potencia del elemento R2. Por lo cual
D, = {R?). Enionces para el caso n par tenemos que el ndmero de
cardcteres es [Dy, : D] = 22 = 4y para el caso n impar el atimero de
=2

Consideremos el Ds,-espacio de todas las involuciones del ETupo,
que para el caso n impar posee cardinal n+4-1 y para el caso n par posee
cardinal n+2, sobre el cual el grupo diedral Ds, actiia por conjugacién,
es decir, si g € Dy, ¥ ¢ es una involucién, entonces g-t = g—'tg. La idea
es demostrar que ellos son Dy.-espacios de Gelfand v con ello conocer
todas las representaciones irreducibles del grupo. Muchos de los calculos
fueron hechos en los episodios anteriores, aprovechemos esto tiltimo,

Para el caso n = 3 el -espacio de Gelfand, previamente visto, es
X = {1} U {8, 5R, SR}, cuyss érbitas son O(1) = {1} y O(S) =
{8, SR, SR%}, con lo cual, salvo isomorfismo, tenemos dos grupos de
isotropia, a saber, G(1) = Dg y G(S) = Oy, entonces

|”u|:|5’

’ !
cardcteres es (Do 1 Do) =

p* = Indpesalpg £ Indo,tp,ac,.

donde o es un cardcter del grupoide de movimientos respectivo, definido
por ¢t|ps = 1y ¢g, = sgn. Por lo cual

P =1ep

donde 8 = I'ndg,tp,ct|a, = sgn @ sgn’.
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A continuacién probaremos que la subrepresentacién 7 = sgnt es
irreducible. Para ello necesitamos recordar el cardcter asociado a la
representacion inducida, el cual para este caso, esta dado por la formula

X9) = 53 X clelslgs)

= i9"7'(31[{3 €D : s7lgs € Gy}

Esta ecuacién no permite generar la tabla de cardcteres siguiente:

(1) ] (12) | (z23)
sgmo | 1 -1 1
Xr 3 ~1 1]
¥ 2 4] -1

Con la informacién contenida en la tabla anterior podemos probar
que la representacion 7 es irreducible, pues

(Xﬂ'i X'JT) = 'é' de(} Xr (9)%(9)

= § 2sec X2(0)
= §[1-2243-0242-(-1)3
= 1

por lo tanto, la representacién 7 es irreducible. Para saber si son todas
las representaciones irreducibles del grupo, basta aplicar la proposicién
3, es decir, 6 = |Dg| = 17 4- 12 4+ 22,

Para el caso n = 4 el espacio de Gelfand, previamente visto, es
X = {1}U{R*}U{S, SR?}U{SR, SR3}, cuyas érbitss son O(1) = {1},
O(R*) = {R%}, O(S) = {8,SR?} vy O(SR) = {SR, SR3}, con lo cual,
salvo 1somorfismo, tenemos cuatro grupos de isotropia, a saber, G(1) =
Dg, G(R?) = Dg, G(S) = {1, 8, R? SR}, G(SR) = {1,5R, R?, SR?},

entonces

P* 2 Inds(1yipy0 by (D) Indo(may ptloy € Indzin,es B mdicipalx.
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donde I = G(SR) y K = G(S). Consideremos ooy =1y gy =
sgn, con lo cual obtenemos

=1 D s D B
donde m = Indppgalr y 7 = Indpeips i
Consideremos afr(1) = of(R?) = 1 y o|/(SR) = ol (SR%) = —1,
mismos valores entregados en la demostracién previa, entonces tenemos
que la representacién = es reducible y de dimensién 2. Lo anterior

expuesto se puede demostrar usando la tabla de valores para el cardcter
X1, & saber

Xm |2] 2 |O}O0]-2]

con lo cual (X, Xn) = 2, 2si la representacién m es reducible.
Més atin tenemos que (x,,sgn) = (X1, 1) = 0, asi la representacién
7 se descompone en dos representaciones de dimensién 1 no isomorfas
a las ya aparaecidas en la descomposicién de la representacién natural
torcida.

Ahora consideremos |k (1) = a|x(S) = 1 y of (R?) = el (SR?) =
—1, mismos valores entregados en la demostracion previa, entonces
tenemos que la representacién m es irreducible de dimensién 2. Lo

anterior expuesto se puede demostrar usando la tabla de valores para
el cardcter x;,, a saber

RIR[s[sr
xm[2]-2]0[0] 0

por lo cual (Xx,, Xx,) = 1, entonces 7, es irreducible. Para saber si
son todas las representaciones irreducibles del grupo, basta aplicar la
proposicién 3, es decir, 8 = |Dg| = 12 + 12+ 12 + 12 3- 92,

6. Modelos de Gelfand con la Maquina de Mackey

A continuacién recordamos, el proceso general para encontrar to-
das la representaciones irreducibles de un cierto grupo, cuya estructura
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viene dada por un producto semidirecto (la liamada “Maquina de Mac-
key”). Esto nos ayudara a conocer de manera, general, el cardinal de
un espacio de Gelfand.

OBSERVACION 22. Ocupando lo Mdguina de Mackey, herramien-
ta que nos entrego todas las representaciones irreducibles de un cierto
grupo, cuya estructura viene dada por un producto semidirecto, podre-
mos determinar para dicho grupo el cardinal del espacio de Gelfand
requerido. Para ello consideremos el grupo G = A x H , donde A es un
subgrupo distinguido v abeliano en G. Sabemos que A tiene estructura
de grupo, cuyas representaciones irreducibles son todas de dimension
1, mds ain, isomorfo el grupo A.

El grupo A es un H- espacio, mediante la accién h-B(a) = B(hah™ H.
Parg esta accidn la isotropia de un elemento BEA esel subgrupo

I = {h: B(hah™1) = B(a) Va}

Consideremos el subgrupo Gg = Axnlg. Podemos extender el cardeter
B al grupo G, de modo siguiente, B(ah) = B(a). Ahora si p es una
representacidn irreducible del grupo I entonces estendiendola al grupo
obtenemos una representacidn de este mismo, a saber, plak) == p(R).
Luego la representacidn B & p(ah) = B(a)p(h) es irreducible para Gpg.
Entonces las representaciones irreducibles de G son obtenidas al indu-
cir las representaciones anteriormente dichas, de modo que

@z {ﬂ'(ﬁ,p) B EE/H,p S j;;}

donde m(g,5 = Indgyre (B®p), con BOp(ah) = Bla)p(h) (a€ A, he
Ig).

Con la anterior observacién podemos probar algunas propiedades,
referentes a modelos de Gelfand y cardinales de espacios de Gelfand.
Cabe mencionar que los grupos de isotropfa Iz son abeliancs para
B # 1, para los grupos que apareceran posteriormente en este trabajo,
Manteniendo esta iiltima hipotesis, ademas de las mismas notaciones
de la observacién previa, tenemos lo siguiente.



48 2, GRUPOIDES

TEOREMA 14. Sea G = A x H. Un modelo de Gelfand Mg para el
grupo G, estd dado por

Mo = Mg & EB ﬁ ® Ind;BTHJM;‘B

BeA/H
B#1

o eguivalentemente

Mo=My®  Induch.

peArn
B#1
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DEMOSTRACION. Sabemos que G = {rn B e A/H pe I},
entonces

Moo= 5 me,

BeA/H
pelz
= (B Indeue (6® p)
BeAlH
p€ls
= @ IndGTG pD @ IndGﬁTG (& p)
pel BeA/H
p41
pElp
=My & @ B® Indyg p
peAjH
P
pEly

=My @ @ [@ (B ® Indp1g p))

BEA/H pcly
pAL

=My&® @ [ ® (EB Indpqg p))

BEA/H pelp
A1

=Mz ® P B® Indipu(@P p)

ﬁ%ﬁ/lH p€ls

=Muz® P B Indyay M,

BeAlH
B#1

=My @ B® Indrgy (Indpyp, 1)

ped/H
)

=Mp® B B® Indpym 1

BeA/H
Bl

=My @ @ I'ndATc (5@ 1)

PEA/H
B#1

=My ® @ Indge B

BeA/H
B#L
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W

TEOREMA 15. Sea G = A x H. La dimensidn de un modelo de
Gelfand para el grupo G, m(Q), es tal que

m(G)= > [H: Iglm(Iy)

BeA/m

mds atn, si todo grupo de isotropia I g es abeliano, entonces

m(G) = m(H) + |H| Z 1
BeA/H

DEMOSTRACION. Teniendo presente la observacién anterior (pa-

rametrizacion de las representaciones irreducibles por la Maquina de
Mackey), tenemos

m(G) = ) dim gy,
BeAJH
pEls

= % (6 Galdim(p)
BeA/H
€15

= 2 [H:Igp(1)
pei/H
pelg

= 2 [H:Ig ¥ p(1)

JEAH pElz

Som(G) = > [H : Iglm(Ip)
peA/H

0

OBSERVACION 23. Para el caso en que el grupo G sea el producto
directo entre los subgrupos A y H podemos observar, en primer lugar,
- que Ig = H para todo B, pues la accidn es irivial, es decir, h- 3 = 8.
Aplicando la formula obtenida en el teorema anterior tenemos que
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mE) = TIH:ILimn(y)
BeA
= > [H: Hm(H)
BeA
Sm(G) = m{H) > 1 =m(Aym(H)
BeA

Observemps que de lo anterior se deduce una descripcidn de un
espacio de Gelfand X para un grupo G cuya estructura viene dada,
por un producto semidirecto con factor distinguido conmutativo. Este
es el contenido del siguiente teorema que incluye la descripcién de los
caracteres inductores asociados al espacio de Gelfand.

TEOREMA 16. Sea G = A x H, con las notaciones ¢ hipdiesis de
la observacidn 22 . Si cada subgrupo de isotropia Ig, con f e A/H y
B # 1, es abeliano, entonces podemos obtener un espacio de Gelfand
Xe para G o partir de un espacio de Gelfand X vare H, como sigue:

Xe=XgU U G/Ag
BeAJH
B#L
donde Ag = A para todo f§ € E/H, B # 1, la accidn de G en las
drbitas G/Ap es la accidn natural y la restriccion del caracter inductor
del grupoide de movimientos asociado al grupo de isotropia Ag es .

DEMOSTRACION. El enunciado es una consecuencis, inmediafa del
teorema 14. O

7. Modelo de Gelfand. Grupo diedral

Como ya se observo, la méquina de Mackey, es una potente herra-
mienta, no solo para conocer todas la respresentaciones de un grupo,
cuya estructura viene dada por un producto semidirecto de otros gru-
Pos, sino tambien podel conocer el cardinal que debe tener un espacio
de Gelfand o un candidato a espacio de Gelfand.

Consideremos el grupo diedral Do, == Cn % Cy. Teniendo presente
el teorema 15 podemos conocer la dimensién que debe tener un espacio
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de Gelfand para el grupo. Basta conocer, manteniendo las notaciones
del teorema en cuestion, m(lz).

Sea Cp = {(a) y Cy = (b). Sabemos por Mackey que C., es un Co-
espacio, dado por la accién h- B(g) = B(hgh™), para h € G, yBeC,.
Como C), es abeliano sus representaciones irreducibles son todas 1-
dimensionales, més atin, como este grupo es ciclico sus representaciones
irreducibles estin parametrizadas por las raices n-esimas de la unidad,
pues si 8 € C’n, entonces B(a)* = 1 . Bla) = wE, para algin k =
0,...,n—1y wy = en * generador del grupo de las n-raices de la
unidad. Anotemos a dichas representaciones, distintas de 1, por G, -
conk=1,...,n—1.

Notemos que para § € 6*";, Op = {B,b- B} .. O, posee cardinal 1
¥ 2 en ofro caso ', la isotropia esta dada por I} = (5 v es trivial en
cualquier ofro caso, entonces m() = 2 y m(Jy) = 1 para # 1,

Para n par tenemos

Z [Cy : Igim(Ip) —221+m (hy=n+2

BeCn/Cs =1

¥ para m impar tenemos

n—1
> CoiIdmIpy =2 14 m(l) =n+1
ﬁE&;/C’Z 3=1

Tal como ya se comento anteriormente, la maquina de Mackey, en-
trega todas las representaciones irreducibles y su nimero, asociadas al
grupo en cuestidn, segin la peridad de n. Asf, por ejemplo, sabemos
que el grupo posee representaciones irreducibles de dimensién 1 y 2 tan
solo. Aunque la siguiente proposicién ye fue demostrada, vale la pena,
para cilculos posteriores, demostrarla usando herramientras sumistra-
das por la maquina de Mackey, aprovechando la estructurs, de producto
semidirecto del grupo diedral G = Dy,,.

PROPOSICION 29. El conjunto de involuciones del grupo diedral D,
es un espacio de Gelfand para dicho grupo.

DEMOSTRACION. Es claro que el cardinal de un espacio de Gelfand
para el grupo diedral Dy, esigual an 420 n -1 segun n sea par o
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impar, respectivamente, aplicando el teorema, 15. Es claro que dicho
cardinal coincide con el niimero de involuciones del grupo en cuestion,
segin la paridad de n. Tan solo resta demostrar que el conjunto de
involuciones es un espacio de Gelfand para el grupo. Para esto es clave
la proposicién 27, la reciprocidad de Frobenius y el cardcter asociado
a cada representacin irreducible entregado por la construccion de la
maquina Mackey.

Consideremos tan solo el caso n impar. El otro caso es totalmente
analogo.

Primero calculemos el cdracter de la representacién natural torcida,
asoclado al conjunto de involuciones, que para este caso es, mantenien-
do las notaciones anteriormente usadas

X ={1}U{SR* |0<k<n}

donde 5 es la reflexién que deja fijo al nodo 1. De este modo tenemos dos
estabilizadores, salvo conjugacién, G(1) = Gy G(S) = {1,585} =2 C,. Al
igual que antes, consideremos al cardcter o definido sobre las isotropias
por aleay = 1y algs) = sgn. Podemos notar que Xp=(1) =n+1, més
aln

Xo=(8) = D o, 8,7) = 2(1,5,1) + (S, 5,5) = 0
rEXs
pues Xs = {z : 25 = Sz} = {1,5}. Analogamente tenemos que
Xpa (R) = 1.
Las representaciones irreducibles del grupo Dy, = Ch > Cy, ocupan-
do las mismas notaciones anteriormente propuestas en la observacién
22, son representaciones inducidas de los grupos Gy =< Dony Gg, =C,

para todo k=1,..., 25,

Podemos notar que 1 = (1) ¥ SN = 7(1,~1), més ain, aplicando
la reciprocidad de Frobenius, tenemos lo siguiente,

(Xp=, 1) =%[(n+1)+0+(n—1)] =1

Analogamente se obtiene {xp~,8gn) = 1. Consideremos ahora B

conk=1,...,%1 entonces (8,1) €5 una representacién de dimensién
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2 irreducible del grupo diedral. Por lo cual, ocupando la reciprocidad

de Frobenius tenemos

(X"T(Ek.l) » Xp= )

{Brs X pw)

= 2oge, Be(9)x=(9)

Tl 0+ 1)+ 30000 Bu(RY))]
Hn+ 1)+ 307wl

Sn+1) -1 =1

Como la dimensién del modelo es la correcta, y cada representacién
Irreducible aparece solo una vez entonces la representacién natural tor-
cida es libre de multiplicidad. Lo cual concluye la demostracién.  [J




Capftulo 3

Grupo de Transformaciones Rigidas. Espacio de
Gelfand

1. Estructura del grupo de Transformaciones Rigidas: C|R

Comenzaremos estudiando la estructura del grupo de transforma-
ciones rigidas para el caso complejo. Consideremos la extensién cuadrati-
ca C[R. Para elio denotemos por N(z) & la norma, de un ndmero com-
plejo z.

Una transformacién rigida del plano complejo es toda aplicacién
que preserva la distancia entre puntos. Al conjunto de todas la trans-
formaciones rigidas lo denotaremos por I 50(2). Es claro que toda trans-
formacién rigida es inyectiva, més atn, biyectiva, Fl conjunto Iso(2)
88 un grupo con la composiciéon de funciones.

Algunos ejemplos de transformaciones rigidas son,

1. ¢(z) = Z (conjungacitn)
2. tw(z) =z + 'w'(traslacién)
3. Tu(2) = uz, donde N(u) = 1 (rotacién con centro el origen)

Podemos notar que los conjuntos de traslaciones y de rotaciones tie-
nen estructura de grupo con la composicién de funciones. Anotaremos

al grupo de traslaciones vy de rotaciones del plano por T'(2) y SO(2)
respectivamente

OBSERVACION 24. Podemos observar que la composicion de tras-
laciones es una traslacion y la composicion de rotaciones es tambien
una rotacidn. Ademas notar que r,o0 ¢ = dorg, £, 0 ¢ =dotyy
Ty Oty = tyy © Ty. Bs claro, por lo anterior, que el grupo Iso(2) no es
conmutativo,

PROPOSICION 30. Sean z,w € C. 8i Tr(z)=Tr(w) y N(z)=N(w)
entonces z =w o w =%,

55
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DEMOSTRACION. Sea z un ntmero complejo, entonces z y Z son
las raices del polinomio p(z) = z2 — Tr(z)z + N(2). Por lo cual, si
existe w otro nimero complejo con la propiedad Tr(w) = Tr(z) y
N(w) = N(z), entonces w vy  son raices de o(z), por lo cual w = z o
w =7z W

TEOREMA 17. Toda transformacion rigida f del plano complejo se
escribe de forma dnica como f =+t,071, o F=tyoryo¢ para algunos
w,u € C con N(u)=1.

DEMOSTRACION. Sean f € Iso(2) y g = f — f0) =t_ypofe
Iso(2). Notemos que g(0) = 0, por lo cual N(g(z)) = N(z), es decir, la
nueva transiormacién rigida g preserva modulos. Asi N (g(1))=NQ) =
1 por lo cual g(1) = u, donde N(u) = 1. Entonces b = rz o g € Iso(2)
es tal que fija a los elementos 1 y 0, es decir, M(0) =0y A1) = 1.

A continuacién, como k(1) = 1, dado z € C entonces tenemos que
N(h(z) — 1) = N(z — 1), por lo cual Tr(z) = Tr(h(z)). Teniendo
presente la proposicién anterior tenemos que h(z) = z 0 h(z) = z
Podemos observar que en el caso que z sea un nimero real se tiene que
h(z) = z.

A continuacién consideremos z € C — R tal que A{z) = z, Su-
pongamos existe w € C —~ R tal que i(w) = @. Como % es una
transformacién rigida tenemos que N(z —w) = N (z — W), més aiin
Tr(z ~w) = Tr(z— W) .. z 0 w necesariamente deben ser nimeros
reales, lo cual es una contradiccién, entonces hw)=w. Asi h = Id o
h = ¢, lo cual concluye la primera parte del teorema.

Para probar la unicidad, consideremos dos escrituras para f &
Is0(2), digamos f =t,, or, 00y f = twy O Ty, © 0, ENEONCES fyy _yyy =
Tuyzy, POT 10 cual z 4+ w; —wy = usTyz para todo z € C. Asi wy = w, y
thr = U, H

Denotemos por O(2) = {ryo¢' : N(u) =1,i = 0,1} (SO(2) = {ry:
N(u) = 1}). Podemos notar que O(2) y S0(2) son dos subgrupos de
Is0(2), més atin SO(2) £ O(2) pues ¢ory 0 ¢ = .

PROPOSICION 31. O(2) & SO(2) x C,.




2. GRUPC DE TRANSFORMACIONES RIGIDAS: Foo|Fy 57

DEMOSTRACION. Solo basta considerar el homomorfismo siguiente:
£: Cy— Aut(80(2)) : h— Q(A) tal que Qh){ry) =hor,oh. O

PROPOSICION 32. El grupo de traslaciones T(2) del plano es tal
que:
1 T(2) = (C,+)
2. T(2) & Iso(2)

DEMOSTRACION. Para el primer punto basta tener en cuenta la
aplicacién T(2) - C : ¢, — 2.

Para el segundo punto consideremos z,u € C, tal que N{u) = 1,
ts € T(2) ¥ F € I50(2). Si f =1t,, 0, 0 ¢ entonces fot,, o f~! = tyiey
Ahora si f =, or, entonces f o by O f71 = tys,. O

PROPOSICION 83. Is0(2) 2 T(2) x O(2).

DEMOSTRACION. Notemos que 7, 0 ¢ = ¢ o rz para cade u. A con-
tinuacion consideremos el homomorfismo §2 : Oy — Aut(T'(2)) definido
por Q{A}(r,) =hor,oh. O

2. Grupo de Transformaciones Rigidas: FpelF,

Extenderemos lo anteriormente realizado, a saber, conocer la estruc-
tura del grupo de transformaciones rigidas para el caso complejo-real,
al caso de une extensién de grado m sobre un cuerpo finito cualquiera.
Trabajaremos en un principio el caso en que la extensién es de grado
2. Para ello sea ¢ = p”, donde p es un niimero primo cualquiera.

Consideremos la extension cuadrasica Fp2 sobre F;. Sabemos que
el cuerpo Fp2 es el cuerpo de descomposicion de el polinomio z¢° + =
sobre el cuerpo base. Sabemos que el grupo de Galois asociado a la
extension esta generado por el automorfismo de Frobenius ¢ : a —3 g9
y la respectiva extensién de cuerpos es galosiana,

A la extensién tenemos asociadas dos funciones, a saber, la funcién
N:Fp3Fp:ar— acr(a) y la funcién traza Tr: Fpp — Fp : g —s
a + o(a). Més atin, como la extensidn es galosiana, se tiene que N(a)
¥ Tr(a) habitan en el cuerpo base F,.

Al igual que en caso anterior, una transformacion rigida de la ex-
tension cuadrética Fo2[F, es toda aplicacién f que preserva la distancia,
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entre puntos, es decir, N(f(a)—f(b))=N(a—b) para todos a, b € Fp. Al
conjunto de todas la transformaciones rigidas de la extensién cuadréti-
ca lo denotaremos por Isoy(Fy2). Bs claro que toda transformacion
rigida es inyectiva, més ain, biyectiva. Xl conjunto J 504(Fp2) es un
grupo con la composicién de funciones. Las tansformaciones rigidas
bésicas, al igual que en el caso anterior, son o(reflexion), ,(traslacién)
¥y ru(rotacién), donde N(u)=1yae Foz.

Anotaremos al grupo de traslaciones y al grupo ortogonal asociados
a la extensién cuadrética por. Ty(F ) v Oq(F2), respectivamente.

PROPOSICION 34. Sean a,b € Fp2. Si Tr(a)=Tr(b) y N{a)==N(b)
entonces a =b o a = g(b).

DEMOSTRACION. Sea a un elemento en Fg2, entonces a y o(a) son
las raices del polinomio p(z) = 22— Tr(a)z+N(a). Por lo cual, si existe
b otro elemento en Fy2 con la propiedad T'r(b) = Tr(a) y N{b) = N(a),
entonces b = a 0 b = o(a). O

TEOREMA 18. Toda transformacion rigida f de la extensién cua-
dratica sobre By se escribe de forma dnica posible como f=t,0my 0
f=ts0ry 00 para algunos a,u € Fp con N(u)=1.

DEMOSTRACION. Sea f € Iso,(F ). Por la demostracién realizada
en el anterior episodio sabemos que b = r,0t,0 f es una transformacién
rigida que fija a 1 y 0, para algunos a,u € Fp2 con N(u) =1.

A continuacién, como h(1) = 1, dado a € Fp —F, entonces tenemos
que N(h(a} — 1) = N(a — 1), por lo cual Tr(a) = Tr(h{a)). Como
N(a} = N(h(a)) entonces A{a) = a o h(a) = o(a). Podemos observar
que en el caso que a € F, se tiene que h(a) = a.

A continuacién consideremos a € Fp2 — I, tal que h{a) == a. Su-
pongamos existe b € Fp — [, tal que A() = o(b). Como h es una
transformacién rigida tenemos que N{a — b) = N(a — (b)) , mss atin
Tr(a —b) = Tr{a — o(b)), 2si b 0 a deben pertenecer al cuerpo base,
lo cual es una contradiccién, entonces A(b) = b. Por lo cual h = Id o
h = ¢, lo cual concluye la primera parte del teorema.

Para prober la unicidad, consideremos dos escrituras para f €
Is04(Fp2), digamos f = t,, o Tw, ©0'Y f = ty, 07y, o ¢, entonces
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bun e = Tugo(uy), PO 10 cual a4y ~wy = U0 )a para ftodo ¢ € Foa.
Asi wy = wy y u; = ug. Lo cual concluye la demostracién del teore-
ma. ]

PROPOSICION 85. Is0g(Fp2) 22 T, (Fyz) % O,(Fyp2).

DEMOSTRACION. Basta tener presente la demostracién realizads,
con anterioridad para el caso complejo. O

Teniendo presente el teorema 18 podemos deducir el cardinal del
grupo de transformaciones rigidas Is0,(F ). Para ello basta observar,
en un principio, que Ty(Fg) = (F2,+). Asi tan solo nos es suficien-
te, para calcular o deducir dicho cardinal, el némero de elementos de
norma igual 1. En el caso complejo-real, para cada elemento luf=1
existe una tnica recta vectorial que lo contiene (incluyendo la recta de
pendiente infinito), caracterizada por su pendiente. Asi, hay tantos ele-
mentos de norma igual 1 como nimeros reales -1 (recta de pendiente
infinito). Una idea analoga nos permite, sin mayor apremio, dedueir el
nimero de elementos de norma igual 1 para el caso de interes actual,
a saber, g+ 1, por lo cual |Tso,(Fe)| = ¢*(g 4 1)2.

A continuacién se presenta el cardinal del conjunto de involuciones
del grupo de transformaciones rigidas 7 504(F 2). Esto nos permite es-
tablecer el primer paso para poder demostrar que dicho conjunto es un
espacio de Gelfand para el grupo dado.

PROPOSICION 36. En nimero de involuciones del grupo de trans-
formaciones rigidas T 504(F2) es tgual a 20 +q+ 1 en el caso de ca-
racteristica distinta a 2 y es igual a 2¢° 4 q en el caso de caracteristicg
1gual 2.

DEMOSTRACION. Teniendo presente la factorizacién demostrada en
el teorema 18 para una transformacién rigida. f, sean a,u € Fg, con
N{u) = 1y v elemento generador del grupo de Galois. Digamos que
f=tsoryon.
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<.

Nimero de involuciones

2

L.
. f car(Fg) #2 | eer(Fq) =2
R 1 1
ta ] g —1
[ i 1]
taoTy q?'—l 0
¥ 1 1
tay g-1 qg—1
Tub?y q q
taoruoy | g%y ?—q

Verifiquemos alguno de los camputos entregados en la tabla.

¢ Sit] =1 con a0, entonces 2a = 0. Por lo cual, si car(F,) = 2
o # 2, tenemos que el ntimero de involuciones es g* — 1 o 0 respectiva-
mente.

QO Sit2 =1 con u # 1, entonces se debe tener que u? = 1. Por lo
cual, si car(IF,) = 2 o # 2, tenemos que el niimero de involuciones es 0
0 1 respectivamente. ,

0 8i(teory)® =1 cona# 0y u# 1, entonces u? = 1 y a(l+u) = 0.
Por lo cual el numero de involuciones, para. caracteristica 2 o distinta
a 2, es g° - 1 respectivamente.

O Si (ta 09)? = 1 con a # 0, entonces se debe cumplir la ecuacién
v(a) +a =0, es decir, Tr(a) = 0. Asi el nimero de 111volu01ones para
caracteristica 2 o distinta a 2, es igual a g — 1.

¢ S8i(ryo9)® =1 con u # 1, entonces uy(w)z = 1 pero uy(u) =

N(u) =1, con lo cual el nimero de involuciones, para caracteristica 2
o distinta a 2, es q.

OSi(tgoryoy)®=1cona#0yusl, entonces se debe cumplir
la ecuacion a + wy(a) = 0 por lo cual u = — (elemento de norma,
igual 1). Podemos notar que N{u) = 1 es equivalente a Tr{a) =0. Asi
el nimero de involuciones, para caracterlstlca 2 o distinfa a 2, es igual
a g’ —q.

De lo anteriormente expuesto se deduce que el nimero de involu-
ciones del grupo, para el caso de caracteristica distinta a 2 es igual a
2¢* + g+ 1y 2¢° + g para el caso de caracteristica igual a 2. O



2. GRUPO DE TRANSFORMACIONES RIGIDAS: Fp2|F, 61

OBSERVACION 25. Consideremos la extensidn de cuerpos finitos de
grado m, ¥om|Fy. Sea A = F}a. Todo cardcter ¢ € A se factoriza.por
la funcion traza y un cordcter ¢ del cuerpo base ¥,. Ahora ¢(z) =
wg‘ r(‘”), donde wy es una raiz p-esima de la vnidad no trivial yIreslo
respectiva funcidn traza. Asi se tiene la propiedad $(o(z)) = #(z) pare
todo elemento ¢ en el grupo de Galois para la extension Fym|F,.

St T = Ty(Fgm) = A. Consideremos 1 € T = A, con # 1,
entonces tenemos que ¥ : G — G definido por la ecuacién U(ts)(t) :=
@b(tab) para cada b € ]F;m. Entonces ¥ es un isomorfismo de grupos.
Probemos esto 1iltimo

Dados t,,1, € T', entonces ¥(tats) = P(tars) = Yt lb(t), por lo
cual Y es un homorfismo de grupos. Ahora sit, € K er(¥), entonces
¥(ts) = 1 para cada b € Fim. Bn el caso que a # 0 entonces P(t,) =1
para cada ¢ € ]F'q*;n, de lo cual se deduce que ¥ = 1, lo cual es una
contradiccién, asi K er(¢) =0, por lo cual ¥ es un isomorfismo.

Consideremos el grupo de transformaciones rigidas G = T % O,
donde O es el grupo ortogonal respectivo. Sabemos, por la magquina
de Mackey, que O < T donde la accidn estd dada por la funcidn
h- \P(ta)(tb) = \I’(ta)(htbh_l) = \Ir(ta.)(tua(b)); donde h = Tu0 < O,
para ciertos v elemento de norma igual o 1 y ¢ elemento en el gry-
po de Galots de la extensidn. Por lo cual h - W(t,)(t;) = WY(tuaop)) =
’l,[)(tc,(u-zg(a)b)) = lp(tu—la(a))(tb) donde h =r, o0 € O.

Esto ultimo nos dice que la accidn, gue en un principio estd sobre
los cardcteres del grupo de traslaciones, se traspasa a las traslaciones
pargmetrizadoras y esto a su vez, a los elementos de la extension, a
saber, h-a =u"to(a)

PROPOSICION 37. La dimensidén de un modelo de Gelfand para el

grupo de transformaciones rigidas I 504(F2) coincide con el nimero de
wnvoluctones del grupo.

DEMOSTRACION. Ocupando el teorema 15 ¥ la observacién anterior
tenemos lo siguiente.

Sean T = Ty(Fp), O = Ou(Fpz) = U x I, donde U es el grupo
de rotaciones del grupo de transformaciones rigidas o simplemente el
grupo de elementos de norma igual 1, y T = {o) representa al grupo de
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Galois de la extensién cuadritica. Podemos notar que O es un grupo
diedral cuyo orden es 2(q + 1). Teniendo presente el teorema 15 y la
observacién 25 y el hecho que las isotropias I, = {id,m;&y oo} =T,
con a # 0, entonces

mT%0) = 1m(0)+ e [O)

m(T' % 0) = m(0)+(g—1)O]
m(T % O)

I

m(0) + (g - 1)2(¢ + 1)
m(T % 0) = m(0)+2(¢? — 1)

Como O es un grupo diedral tenemos dos posibilidades, a saber, si g es
un nimero par entonces m(T' % 0) = (g-+1)+14+2(¢%—1) = 2¢%+q. Si
g es un niimero impar, m(T'x 0) = (g+1)+2+2(¢* — 1) = 2¢®+q 1.
Lo cual conluye la demostracién. O

TreOREMA 19. El conjunto de involuciones del grupo de transfor-
maciones rigidas Iso(Fy2) es un espacio de Gelfand para dicho grupo,
con la signature relativa como cardcter lineal de su grupoide de movi-
mientos.

DEMOSTRACION. Basta proceder de manera anéloga a lo realiza-
do para el grupo diedral., recordando que la signatura.de asociada al
elemento (z,g,2) € M(G : X) es la signatura de g actuando como
permutacién del conjunto Fiz(z} de puntos fijos de . O
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3. Grupo transformaciones rigidas, caso g =2. 502(FF4)

Consideremos la extension cuadratica T 4 sobre Fa. Sabemos que el
cuerpo ¥4 es el cuerpo de descomposicién de el polinomio z* 4+ z sobre
el cuerpo base. Sea « raiz del polinomio minimal z? + + 1 sobre Fy,
asi [y = {0,1,a,ce + 1} y el grupo de Galois asociado a la extension
esta generado por el automorfismo de Frobenius ¢ : @ —— a2. Podemos
notar que N(a) = 1, para todo a # 0

Sobre el grupo de transformaciones rigidas Iso, (F4) podemos reali-
zar algunas observaciones importantes. Tenemos que T} (Fyg) =< ty,tq >
es isomorfo al grupo de Klein (Fy, +), mientras que el grupo ortogonal
O2(F4) =< 0,74 > es isomorfo al grupo diedral de orden 6 D5. Identifi-
cando los puntos 0, 1, o, v+ 1 con los valores 1,2, 3, 4 respectivamente,
tenemos que t; = (12)(34), to = (24)(13), 0 = (34) y o = (234),
Tatl = To = (248), tag1 = taty = (14)(23), 7a0 = (23) v oTat1 = (23).
Todos estos célculos se materializan en la siguiente proposicién, para
la cual ocuparemos estas y otras identificaciones.

PrROPOSICION 38. El grupo de transformaciones rigidas asociado o
la eztencidn cuadrdtica sobre el cuerpo base Fy es wsomorfo al grupo de
permutaciones Sy.

DEMOSTRACION. Comenzemos recordando que el grupo simétrico
Sy es isomorfo al grupo de simetrias del tetraedro regular. Mostrare-
mos que el grupo de transformaciones rigidas J 502(F4) es justamente el
grupo de simefrias del tetreadro regular. Para ello identifiquemos, del
mismo modo anterior, los puntos 0,1, @, & + 1 con los valores 1,2,3,4
respectivamente, dispuestos en los vertices de un tetraedro regular. Bl
conjunto '

R": {1; Toy Tat1, tl: tag tcn-i—l; tlra: tl Ted1, tara’ tarcx-{«l; tn:-l—chn ta+1ra+1}

€8 un grupo, generado por los elementos £, t, y 7o, més atin isomorfo
al grupo A4. Para esto ultimo, consideremos la aplicacién biyectiva
¢ : R — A4 definida sobre los generadores del grupo R como sigue:
b(t:) = (12)(34), ¢(ta) = (13)(24), d(ra) = (234). Con lo cual la el
homomorfismo queda definido por : ¢(ti¢2r) = B(t1) 2 Pta)2d(ra)®,
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con iy,4; € {0,1} y i5 € {0,1,2}. Para este dltimo punto es bueno
tener presente las relaciones rnf; = tale ¥ Tala == tatiTa

A continuacién se extiende el isomorfismo anterior ¢ a todo el gru-
po de transformaciones rigidas de la extensién cuadriticn. Para, ello
consideremos f € [ 302(Fy). Sabemos que J =tary 0 f = tyruo para
algunos a,u € Fy con N(u) = 1. Asi si ¢(o) = (34), definimos el iso-
mozfismo como sigue: ¢t ¢2risgh) = G(t1 )1 ¢(ta)2d(ra)B3é(0)™, con
i1,%2,%4 € {0,1} y 43 € {0,1,2}. O

A continuacién encontraremos un modelo de Gelfand para el gru-
po antes estudiado, el grupo de transformaciones rigidas asociado a
la extension cuadritica, I 502(F4). Para lo cual se ocupara el grupoide
de movimientos asociado a dicho grupo ¥ su grupo de cardcteres. En
una primera instancia se hard uso del isomorfimso I s05(Fy) & Sy y
sus conocidas representaciones irreducibles, aunque iremos descubrien-
do los cardcteres asociados a la representaciones irreducibles del grupo
en cuestién a medida que avancemos en los caleulos. Luego bastars con
aplicar la proposicién 3 para ver si estan presentes todas las representa~
ciones irreducibles del grupo. Seguidamente se considerara otro espacio
de Gelfand X para el grupo en cuestién, muy en el tono de lo realizado
para el grupo Diedral.

Comencemos calculando el cardinal que debe tener el Sy—espacio
de Gelfand. Sabemos que el nimero de particiones para 4 son cinco,
por lo cual el grupo Sy tiene cinco clases de conjugaci6n y cinco es el
niimero de sus representaciones irreducibles, Sumando a esto tltimo
tenemos que |8,/[Sy : Sa)l = 2, por lo cual el grupo S, posee dos
representaciones de dimensién 2. Aplicando la proposicién 3 tenemos
la ecuacién 24 = [Sy| = 12412 o + % - ¢2 [1), donde a,b y ¢ son las
dimensiones de las restantes representaciones irreducibles del grupo.

El grupo simétrico S3 posee una representacién irreducible de di-
mension 2, anotemosla por (V2, p). Sabemos que el grupo Sy posee una

&
copia isomorfa al grupo de Klein X, mds atn S, /K =2 S3. Lo anterior
nos permite construir una representacién irreducible de dimensidn 2
para el grupo simétrico Sy, a saber,

Se 5 Su/K 2 Sy B Aut(V?)
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Lo anterior nos deja tan solo la solucién siguiente a la ecuacion (1],
24 =8| =12+12 4221+ 32 4 32

Asi, el espacio de Gelfand debe tener cardinal 10.

A continuacién se presentan dos espacios de Gelfand para el grupo
de transformaciones rigidas I'so,(F,).

¢ Primer espacio de Gelfand.

‘Teniendo presente lo ltimo dicho, consideremos el Sy-espacio si-
guiente, X' = X, U X3, donde X = {1,2,3,4}, vertices de un tefrae-
dro regular y X; el conjunto de aristas de dicho tefraedro. La accidn
del grupo simétrico Sy sobre el conjunto X; es inducida por la ac-
cién trivial sobre Xy, es decir, si 0 € Sy y {i,7} € X, tenemos que
o+ {i,j} = {o(3),o(5)}. Probemos a continuacién que X es un espacio
de Gelfand para el grupo de transformaciones rigidas estudiado.

En terminos de érbitas tenemos que O, = Xoy Opay = X1, luego
los grupos de isotropfa asociados G(1) = Dy y G({1,2}) 2 G, & .

Sea o un cardcter asociado 2l grupoide de movimientos M (G: X),
entonces

P* = Indpycaln, P Indoeciecces,

Consideremos el cardcter o tal que o py = 1y ocec, = sgn.
Podemos notar que las dimensiones para las representaciones inducidas
Indpyseelp, ¥ Inde,ecietlc,ec, son 4 y 6, respectivamante.

Ocupando para la inducida el modelo de Mackey izquierdo, a saber,

Indpsialp, = {f : G = C| f(gh) = f(g), Vg € G,Vh € Dy} < C%

y donde (1, fH{z) = f(g ), para todo f € Indp,ea|p, ¥ todos g,z €
7, tenemos que

Indpﬂgoé[ga =21leé l'L.

A continuacién probaremos que la subrepresentacién fy = 1+ es
irreducible. Para ello necesitamos recordar el cardcter asociado a la
representacion inducida, el cual para este caso, esta dado por la férmula
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f

X«(9) = § X clp,(s7lgs)

SEG
s~ 1gseDy

1
g > 1
sEG
s 1gseD;

= s e G : s7lgs € D3}

Esta ecuacién no permite generar la tabla de cardcteres siguiente,

(1) | (23) | (123) | (1234) | (12)(34)
1 1] 1 1 1 1
x- | 4] 2 1 0 0
Xoa | 3 | 1 0 -1 -1

Con la informacién contenida en la tabla anterior podemos probar
que la representacién fy es irreducible, pues

(Xﬂm Xﬂu) = 517; ZQEG‘ XBo (g)Xﬂu (9’)
= 511 E£.'EG’ X%o (Q)
= %['6-12+6-(~—1)2+3-(—1)2-{—1v32]
= 1
por lo tanto, la representacién Bo es irreducible.

A continuacién, para la otra representacidn inducida, ocupando pa-
ra ello el modelo de Mackey izquierdo, a saber,

Indgecietlcec, = {f : G = C| f(gh) = f(g)sgn(h), Vo € G,Vh € Cy & C}

y donde (py f)(z) = f(g™ 'z}, para todo f € Inde,ecytat|cec, ¥ todos
g,z € (7, tenemos que

L
Indc,ecnat|cec, = sgn @ sgnt.

donde la representacién B = sgnt es de dimensién 5. Probaremos a
continuacién que la representacién f; se descompone en dos represen-
taciones irreducibles, una de dimensién 2 y otra de dimensién 3. Bsto
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tiltimo probara que el Ss-espacio X = XoUX 1, €8 un modelo de Gelfand
para el grupo 8.

Para este caso, el cardcter asociado a la representacion inducida
esta dado por la ecuacidn

Xp(g) = ?11' EG alcz@oa(s_lgs)
€
S“g:eC’zeCz
=3 2 sgng)
seq

57 gseChm0,
—  sgn(g) ) 1
4

seiG
sTlgseComCy

Esta ecuacién no permite generar la tabla de cardcieres siguiente:

(1) | (23) | (123) | (1234) {12}(34)
sgr. | 1 ~1 1 -1 1
Xo 4] -2 0 0 2
Xg, | B -1 -1 1 1

Sabemos que el grupo Sy actiia sobre €4 sobre los subindices, es
decir, o - (21, 22, %3, 24) = (ma(l),3:‘,(2),:1:,,(3),%(4)). Si po es la represen-
tacién entregada por esta accién, entonces tenemos que pg =191+
donde la representacién o = 1t es de dimensién 3. Esta representa-
¢ién « es irreducible, para ello solo basta tener presente la tabla de
cardcteres asociada y verificar que {Xas Xe) = 1.

Una nueva representacién irreducible para Sy surgue al tensorizar

las representaciones sgn y . Esto dltimo se muestra en la siguiente
tabla de cardcteres.

(1) | (23) | (123) | (1234) (12)(34)
Xpo 4 2 1 0 0
1 1 1 i 1 1
X 3 1 0 -1 -1
sgn 1 -1 1 -1 1
591 @ X 3 -1 4} 1 —1

A continuacién mostraremos que la representacién o; = sgn @ o
tiene multiplicidad 1 en la representacién B;. Para ello realizemos el
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siguiente cémputo.
KXo Xp) = 5 2 gec Xer (9)X8 (9)
= [6-34+6-14+6-143. -1
= 1

por lo cual B; & oy @ of, donde la representacién o, = of es de
dimensi6én 2, més atin estd representacién es irreducible, pues

(Xoas Xew) = %decxaz(g)Xaz(g)
= ingzeez(g)
= 5[1-2°4+8-(-1)2+3-37
= 1

asi tenemos que p* M 16 F O sgnd oy @ &z, con lo cual el Sy-espacio
X = XoU X es de Celfand.

o Segundo espacio de Gelfand

Consideremos nuevamente el grupo de transformaciones rigidas aso-
ciadas a Ja extencién cuadrética Fy|R,, I 502(Fy). Por lo realizado ante-

riormente sabemos que J 502(F4) = To(Fy) % O, (F4), més atin, sabemos
que Jsoo(Fy) =2 S,

El conjunto de involuciones para el grupo Is02{Fy), ocupando el
isomorfismo, esta dado por el conjunto

X = {1jU{(12), (13).(14), (23), (24), (34)JU{(12)(34), (13)(24), (14)(23)}

particionado en clases de conjugacién, dadas por la accién del grupo
sobre dicho conjunto. Asi hay tres subgrupos de isotropia salvo conju-
gacién, a saber,

G(1) = Isoy(Fy) = S,
G((12) = {1,(12),(39),(12)39),} 2 G @ &,
G((12)(34)) = {1,(12)(34), (13)(24), (14)(23), (12), (34), (1423}, (1324)}

~ C3
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Siendo G' = Isos(Fy) =2 Sy v o un cardcter del grhpoide de movi-
mientos M (@G : X)), entonces

p* # Indguyteaen €D Inds(uateleqay @ I o) enea ez @n)-
Consideremos el cardcter definido por algmy =1y ale(az) = sgn,
entonces
PrELDsgn B @ e,
donde M = SgTLJ' Yy Mo = Indg((lg){34))-;@0!]@((12)(34)) de dimensiones 5 A
3, respectivamente. A continuacién se muestra una tabla con los valores
del cardcter x., y junto a ella se recuerda los valores para los cardecte-

Ies Xoy ¥ €l cardcter x,, asociados a representaciones irreducibles de
dimensién 3 y 2 respectivamente, entregados anteriormente.

(1) | (28) | (123) | (1234) [ (12)(20)
Xm | 5 | ~1 | =1 1 1
Xap 3 ~1 ¢] 1 -1
Xao | 2 [ 0 | —1 0 2

De la tabla anterior se deduce X Xen) = 1Y (XmoXey) = 1,
entonces m = q & .

Finalmente, teniendo presente lo anteriormente hecho, definimos el
cardcter alg(azyaqy) de modo siguiente,

(1) ] (12) | (39) | (12)(34) | (13)(24) | (24)(23) | (1428) | (1324)
eleeayaan | 2 | 1 | 1 —1 —1 ) -1 | O

Por lo cual la tabia para el cardcter X, esta dada por los valores,

(1) | (28) | (123) | (1234) | (12)(39)
Xmy | 3 i 0 -1 -1

entonces 7, es irreducible. Esto muestra que para este caso el con-
junto de involuciones es una espacio de Gelfand.
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4. Involuciones del grupe J 504(Fm). Espacio de Gelfand

Ahora generalizaremos un poco lo realizado en los episodios ante-
riores, considerando el conjunto de transformaciones rigidas asociadas
& la extension de grado m sobre el cuerpo base de g elementos F,, donde
g =p" (p: primo). Muchas de las demostraciones ya realizadas serdn
guia para lo siguiente a realizar.

Sabemos que el cuerpo F ¢ €s el cuerpo de descomposicién del po-
linomio p(z) = 2% + z sobre el cuerpo base F,. El grupo de Galois
asociado a la extensién Fon|F, es ciclico y estd generado por el auto-
morfismo de Frobenius ¢ : ¢ — a2,

Se‘tienen asociados a la extensién en cuestién dos aplicaciones, a

saber la traza y norma de un elemnto en el cuerpo [Fym. Recordemos
esto dltimo,

DEPINICION 28. Consideremos la eztension de cuerpos Fou|F, y
a € Fon. Se define la Traza del elemento q,

Tria)=a+a%4 -+
y la Norma del elemento a,
N@=a gl g

Podemos notar, como la extensién Fgm|F; es de Galois, entonces

tanto la traza como la norma son elementos que habitan en el cuerpo
base.

OBSERVACION 26. A los elemenios a,af, .- ,aqm—l se les lloma
conjugados de a o Galois-conjugados. Asi, la traza v la norma son
la suma y el producto de los conjugados de un elemento dado, respecti-
vamente.

DEFINICION 29. Sea ¢ =p", p: primo. Una transformacion rigide
de la extension de grado m, Fom|F,, es toda aplicacidn f gue preserva
la distancia entre puntos, es decir, N(f (a) — f(b))=N(a — b) para to-
dos a,b € Fym. Al conjunto de todas la transformaciones rigidas de la
eztension lo denotaremos por Iso,(Fym).




4. INVOLUCIONES DEL GRUPO [s0;(Fpn). ESPACIO DE GELFAND 71

Podemos observar que toda transformacién rigida es inyectiva, més
alin, biyectiva, pues el conjunto de llegada es finito. Ahora el conjunto
Is0q(Fym) tiene estructura de grupo con la, composicién de funciones.
Manteniendo las mismas notaciones, anotaremos a las tansformaciones
rigidas bésicas por: o(reflexién), ta(traslacién) y r,(rotacién), donde
N(u) =1y a € F,. Tenemos el grupo de traslaciones

Ty(Fgm) = {to:a € Tym}
el grupo de rotaciones
SO4(Eym) = {ru: N(u) = 1}
y el grupo ortogonal
Oy(Fgm) = {ryoc* : N(u) =1, i=10,1,-- N iy’

Méds atin si G es el grupo de Galois asociado a la extensidn de cuerpos
dada, se tiene que Oy(Fym) = SO, (Fm) % G.

OBSERVACGION 27. Podemos realizar una. pequenia observacion res-
pecto a lo anteriormente expuesto. Para el caso en que ¢ = 2, tenemos
que O3(Fzn) = (r4,0), donde o es raiz del polinomio z2 -+ 2 1, mds
atin, O(Fon) & Don_;.

PROPOSICION 39. Sew ¢ = p" (p:primo) y G el grupo de Galois
asociado a la estension Fyn|Fy entonces T, (Fym) 2 (Fon, ).

DEMOSTRACION. Solo basta notar que si to ¥ tp 500 dos tralaciones,
entonces t, o fy = t443. O

La propiedades que se han demostrado para el caso en que la ex-
tensién tiene grado 2, sobre el cuerpo base de g elementos, tienen su
equivalente natural .para este caso. Sea o € Fym y o; = "(a), con
t=1,...,m~1, entonces 5,(a) = 3 m;, 55(a) = D it Tijy ooy Spla) =
1%+ * * Ty, Manteniendo las notaciones anteriores, tenemos la siguien-
te proposicion.

PROPOSICION 40. Sean a,b € Fgm. Si 5;(a) = si{b} para todo ele-
mentoi=1,...,m—1 entoncesq = o*(b), para algpin i = 0,1...,¢g™ %,
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DEMOSTRACION. Sea a € Fygn y p(z) = I (z — 67 (a)) por lo
tanto p(z) = 2™ — s1(a)z™ ! 4 ...+ (~1)™s,,. Si b es tal que cumple
si(b) = si(a), entonces p(z) = IIm, (m — o*71(b)). Entonces @ == o'(p),
para algin i = 0,1..., g™, 0

TEOREMA 20. 5% g es impar, toda transformacion rigida f de la
estension Fom [Fy se escribe de forma dnica f = t, oryoot para algunos
a,% € Fym, con N(u) =1 y algin i = 0,1... g™,

DEMOSTRACION. Si f € Iso (Fym)) . g = t_f0) o f es otra trans-
formacién rigida. Notemos que g(0) = 0, por lo cual N (g{z)) = N(z), es
decir, la nueva transformacién rigida g preserva modulos. Asi N (g(1)) =
N(1) =1 por lo cual g(1) = u, donde N(u) = 1. Entonces h — TZ0 g
es una transformacién rigida tal que fija a los elementos 1 y 0, es decir,
h(0) =0y A(1) = L.

A continuacién, como A(1) = 1, dado a € Fgm — F, entonces
N(h@) = 1) = N(a—1) . T2, (0" (h(a)) — 1) = T2, (o (a) 1) -
si(a) = s;(h(a}), entonces h(a) = o%(a) para algin 1.

A continuacién consideremos a € Fym — Iy tal que A(a) = o*(a).
Supongamos existe b € Fym — F, tal que h(b) = o¥(b), para algiin
J # 1. Como h es una transformacién rigida tenemos que N{a — b) =
N(o*(a) — ¢%(b)), entonces b = o?(b) 0 a = o%(a), asi b o a deben
pertenecer al cuerpo base, lo cual es una contradiccién. Por lo cual
h =, lo cual concluye la primera parfe del teorema.

Para probar la unicidad, consideremos dos escrituras para, f e
Is0,(Fgm), digamos f = £, 071y, 00' y f = tu, O Ty, © 0%, entonces
twy~wy = Tuyuy, DOT lo cual a+w; — wy = uyiiza para todo a € Fym. Asi
Wy =Wy ¥ U1 = up. Lo cual concluye la demostracién del teorema. [

OBSERVACION 28. El teorema anterior es claramente falso para el
caso en que g = 2, por ejemplo, porque entonces la norma galoisiana de
la extension solo toma valores 0 y 1, de modo que toda biyeccidn de Fy
es un movimiento rigido y el grupo de transformaciones rigidas coin-
cide con el grupo simétrico correspondiente, que es mucho mds grande
que nuestro producto semidirecto, salvo para el caso de la ectensicn
cuadrdtica, en que ambos coinciden.
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OBSERVACION 29. A continuacidn calcularemos el nimerc de ele-
mentos de norma igual 1 y el ndmero de elementos de traza igual O
pera la extensién de cuerpos finitos Fom |,

0. La funcién norma N : Fym — Fym cumple con N (ab) = N(a)N(b)
por lo tanto N es un homorfismo de grupos, por lo cual N ; Frm — F;
es tambien un homomorfismo de grupos. Ahora si N (a) = 1, entonces
N{a)=a-a?:-- """ = al~a""0D = 1, por Io tanto a es una raiz
del polinomio p(z) = £~ )0~2 _ 1 Por lo cual podemos notar gue
|Ker(N)| < (1—¢™Y)/(1—q). Mds ain Fom/Ker(N) < Fi. Entonces

Ker(N)=(1-¢"")/(1-g)=1+g+...q""

¢. Lo funcién traza Tr : Fym — By es una transformacidn lineal,
entonces m = dimKer(Tr) + dimIm(Tr). Podemos notar que el poli-
nomio p =z +zi4- - +27 1 en Fm|z] posee a lo sumo g™ —1 raices
distintes, entonces Ker(Tr) # 0. Asi la aplicacidn traza es sobreyecti-
va, por lo tanto Im(Tr) =F,. Esto nos dice gue |Ker(Tr)|=m~1y
ast Ker(Tr) = g™,

Para calcular el cardinal del grupo de transformaciones I 504 (Fgm),
basta tener presente el teorema y observacién anterior. Con lo cual

[1504(Fgm)| = ¢™(1 + g 4...¢™ Dm

PROPOSICION 41. Sea g =p", conp: primo, entonces tenemos gue
L504(Fgm) 2 Ty(Fym) Og(Fgm)

OBSERVACION 30. Consideremos un nimero natural m, podemos
observar que el elemento m?2 +m + 1 es congruente a 0 o 1 modulo 3,
dependiendo de la congruencia de m modulo 3. Supongamos que m = 3k
para algin k, entonces existe k' tal que

(3k)* + (8k) + 1 =3k +1=1(3)

Analogamente si suponemos que m = 3k +1 para algin k, entonces
existe k' de modo que

(3k+ 1)+ (Bk+1)+1 =23k =0(3)
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Finalmente sim = 2(3) se tiene que m2+m--1 = 1(3). Resumiendo
lo anterior tenemos que m® + m+ 1 = 1(3) si y sdlo sim = 0(3) o
m=2(3) ym*+m+1=0(3) siy sdlo si m = 1(3).

PROPOSICION 42. La dimension de,un espacio de Gelfand para el
grupo Iso,(F ) es igual al nimero 3+ +gsig= 0(3) 0 g =2(3)
y es igual ol mimero 3¢3 4+ ¢* + g+ 4 sig = 1(3).

DEMOSTRACION. Sea G = Is0,(F3) v H = U x T, Teniendo pre-
sente el teorema 15 y la observacién 25, tenemos
m(G) = m(H) + (g - )|H| = m(H) + 3(¢* — 1)

va que [, = {m’&) °©0}ser = T, con a # 0. Solo resta calcular la
dimensién del modelo para el grupo H, a saber, m(H).

Sea R un sistema de representantes para el I-espacio U= U, en-
tonces

m(H) = ZuER [[T?III'H-I
m(H) = EuER]PI
m(H) = [T[|R]

Como ¢ +g+1 es congruente 2 0 o 1 modulo 3 y toda drbita es de

largo 1 o 3 tenemos la siguiente separacién en érbitas para el I-espacio
U.

1+3. &k sig?4 g+ 1:=1(3)
1414148242 524 013 =(3)
Por lo cual, teniendo presente la observacién anterior
(@) = 3¢ +¢*+¢ sig=0(3)Vg=2(3)
3° +®+q+4 sig=1(3)

Lo cual concluye la dermostracion. O

q2+q+l={

Maés atin, podemos probrar el siguiente hecho general

PROPOSICION 43. Sea m nimero primo. Entonces la dimensidn,
de un espacio de Gelfand para el grupo Isog(Fym) es igual al nimere
mg™ + g 4 bg sig # 1(m) y es igual ol ndmero mg™ 4+ g™ +
g+ (m?—2m+ 1) sig = 1(m).
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DEMOSTRACION. Sea G = Is0,(Fm) v H = U x . Teniendo pre-
sente el teorema 15 y la observacién 25, tenemos

m(G) =m(H) + (g - D|H| =m(H) + m{g™ - 1)

ya que los grupos de isotropia I, 2 T, con g # 0, para la accién
del grupo H sobre el conjunto de traslaciones. Solo resta calcular la
dimensién del modelo para el grupo H, a saber, m(H).

Sea R un sistema de representantes para el I-espacio U = U, en-
tonces

m(H) = zueR!'TI;IT]Iu‘I

M(H) = 3.er Tl
m(H) = |T|[R|

Como [U[ es congruente a 0 0 1 modulo m y toda érbita es de largo
1 0 m tenemos la siguiente separacién en érbitas para el I-espacio U,

|U|={ l—f—m-l%lnll si U] = 1(m)

meEL:_m st |U| = 0(m)

Por lo cual, teniendo presente la observacién anterior

(@) = mg™ -+ g™ g si g # 1{m)

Lo cual concluye la demostracién. O

OBSERVACION 31. Por lo anterior, si m = 3 entonces la dimensidn
del modelo de Gelfand para el grupo es 3¢* + ¢® +q o 3+ g4
dependiendo de la congruencia modulo 3 del elemenio g . Ahora el grupo
ortogonal cibico sobre Fy posee orden 13 -3 = 39, Por lo cual el grupo
en cuestion no posee involuciones distintas de lo identidad. Vemos asi,
citando este caso, que el conjunto de involuciones del grupo deja de ser
un buen candidato a espacio de Gelfand. En genercl para m = 3, se

tiene que el grupo ortogonal tiene orden 3(g* g+ 1), que es un nimero
wnpar st g lo es.

El conjunto de involuciones para el grupo de movimientos rigidos
G = Isoy(Fym), segin la observacién anterior, al menos para el caso
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m = 3, deja de ser un candidato a espacio de Gelfand para el grupo. Un
pensamiento fugaz nos lleva a pensar en otro conjunto para candidato,
una extensién natural del anterior, a saber, el conjunto de élementos
en el grupo G cuya potencia m-esima es igual a 1. Lamentablemente
dicho conjunto, al menos para el caso g = m = 3 no funciona como
espacio de Gelfand para dicho grupo. Esto se muesira en la observacion
siguiente.

OBSERVACION 32. Computemos lo dicho anteriormente, para ello
sea f € Is03(Fay), sabemos que f se factoriza de manere vinica median-
te una rotacion, traslacicn y eventualmente un elemento del grupo de
Galots asociado. Teniendo esto wltimo presente computemos el nime-
ro de 3—voluciones. Sea o el elemento generador del grupo de Galois,
ta una traslacion y r, una rotacidn con N{u) = 1 de modo tal que
f=taory 07, con gamma elemento del grupo de Galois, entonces la
tabla siguiente muestra el nimero de 3—voluciones para ceda respectivo
caso.

Nimero de 3—voluciones _l
f i
I 1
ta B -1
Tu 0
ta DTy 0
¥ 2
toy 2(32 —1)
ruoy | 2(32+3)
taoruoy | (3+1)(3%—1)

Verifiguemos alguno de los camputos entregados en lo tabla.

O Sitd =1 cona#0, entonces 3a = 0. Por I cual, para este caso,
el mimero de 3—wvoluciones es igual a 33

O Siry =1 entonces se debe tener que u® = 1. Pero sabemos que
el nidmero de elementos de norma 1 es igual @ 32 +3+1 = 13. Como
3 1 13, tenemos que lu 1inica 3—wolucidn, en este caso, sucede cuando
©w=1,

O S (taory)® =1 entonces u® =1 ya+au+au® =0, por le cual
u=1ya=0
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O 8t (taoy)® =1 cona#0 yysl, entonces se debe cumplir lo
ecuacién v*(a) + y(a) +a = 0, es decir, Tr(a) = 0. Asi el nimero de
3—voluciones, para este caso, es igual a (3 — D3 —1).

O Si(ruoyP=1conu#1lyys#1, entonces uy(w)yi(w)z = 1
pero N{u) =1, con lo cual el nimero de 3—voluciones, para este caso,
es igual a 2(3% + 3).

O Si(taoruor) =1 cona+ 0y 1, entonces se debe cumplir lo
ecuacion a+wy(a)+uy(u)y?(a) = 0 la cual es equivalente a la ecuacidn

L@ 7@ e)
1+ . Tu ()'Y(a) 0

Sea v = u“’—&i‘l La ecuacion anterior se transforma en lo ecuacidn
4 _
1+v+v*=0

Asi el mimero de 3—voluciones, para este caso, es igual a (34+1)(33—1).

Por lo tanto, el numero total de 3—voluciones es igual a 1 -+ 3% —
TH2+2(3% — 1) +2(32 + 3) + (3 4 1)(3° — 1) = 163, mientras que la
dimensidn de un espacio de Gelfand debe ser 3 - 33 + 323 ==03. Por
lo cual, para este caso, el espacio de 3—voluciones no es un espacio de
Gelfand para el grupo en cuestion.

Si bien lo anterior muestra que para m > 3 no es posible construir
de manera natural un Modelo de Gelfand para nuestro grupos G de mo-
vimientos rigidos asociado a una extensién de grado m del cuerpo finito
de base, a partir de un espacio de Gelfand formado de m—voluciones,
podemos sin embargo obtener un espacio de Gelfand para (¢ con ayuda
de la Méquina de Mackey, como recapitulado en el teorema siguiente.

TEOREMA 21. Sea G = A x H, grupo de transformaciones rigidas
asociado a la extensién de cuerpos Fym|Fq de grado primo m, donde A
es el grupo de traslaciones y H = U x T, siendo U la “esfera unidad”
para la norma en Fom y I el correspondiente grupo de Galois. Entonces,

a} Un modelo de Gelfand Mg de G puede ser obtenido como sigue

Meg=Mg® P Indue B

BEA/H
B#1
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donde o su vez My estd dado por,

Mg = fﬂdlﬁ‘l D @ Iﬂduw .

well /1
wyl

b} Un espacio de Gelfand Xa puede ser obtenido como una reunidn,
disjunta de G—drbitas, o saber,

Xe=G/AUU | | G/(AU),U L] G/4s.

wel/r BeA/H
wt] B#1

donde (AU), = AU (w € U/T,w#1),43 = A (B € A/H,p + 1),
estando el caracter torcedor o del correspondiente grupoide de movi-
mientos dado por su restriccién a los diferentes grupos de isotropia in-
volucrados, a saber 1®1 sobre AU 1®w sobre (AU, (we T/T,w # 1}
y Bsobre Ag (B € AJH,B £ 1).

DEMOSTRACION. Ya sabemos por el teorema 16, que la Mdiquina
de Mackey nos permite obtener un modelo de Gelfand para G, de la
forma

MG=MHED @ ﬁ®Iﬂd;ﬂTHMjﬁ=MH@ @ IndATgﬁ.

BEA/H BeA/H
B#1 Bl

Aplicando el teorema 16 al grupo H =7 x " obtenemos

My = Mr @ EB W@ Iﬂ.d}u-]\pﬂ/f_{u = Mr@® @ IndUTH w.

wel /T wel/r
w#l w#l

Notando que I' es conmutativo, My = T ndyr 1, obtenemos

Mg = fﬂdl-]-rl oD @ IﬂdUTH wd @ IndATG B.

wel /T BeA/H
wtl B#2
es decir,
(1) Mo =Indapc(l®)® (B Induic(low)® D Indue 8.
wel /1 BeA/H
wH£l B#1

Esta descripcién de Mg, como suma de inducidas de caracteres lineales
de ciertos subgrupos de G, muestra entonces que un espacio de Gelfand
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X puede ser obtenido como una reunién disjunta de G—érbitas, &
saber,

Xg=G/AUU || G/(AU), U | | G4,

wel /T BEAH
Wil B#£1

donde (AU), = AU (weU/Tw#1),As =4 (B A/H, B #1),
teniendo el caracter torcedor o del correspondiente grupoide de movi-
mientos como restriccién a los diferentes grupos de isotropia involucra-
dos, los caracteres indicados en la férmula 1.

O

OBSERVACION 33. De manera mds geométrica. La componente del
modelo de Gelfand grupoidal Mg de G obtenida partir de la compo-
nente G/AU del espacio de Gelfand X de G, puede ser descrita como
la representacién natural de G en LA(T) obtenida por levantamiento de
la representacidn regular de T levantade o G vig la proyeccion candnica

de G sobre T,

La componente del modelo de Gelfand grupoidal Meg de G obtenida
a partir de la componente

| | ¢/amy,

wel/T
Wl

del espacio de Gelfand X de G puede ser descrita como lo subrepre-
sentacion

DUTY ={f e 2WNY_ £ =0}
r

de la representacion natural de G en LXUTY asociada a lo accién na-
tural de G en el “recubrimiento galoisiano” UF = 7 x T' de U, dada
bor,

(aur){v,d8) = ((ry 0 7)(v}, v8) (u,v € U,7,6 e ).

La componente del modelo de Gelfand grupoidal Mg de G obtenidg
o partir de la componente

| | G/4s
BeAIH
B#1
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del espacio de Gelfand Xg de G puede ser descrita como la subrepre-
sentacion

LAY = {f e *(AN)] " f =0}
AT

de la representacion natural de G en L*(ATY asociada a la accidn na-

tural de G en el “recubrimiento galoisiano” AT = A x T de A, dada
por,

(@)(,6) = ((faoru0M(),78)  (a,b€AueU,y,sel)
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