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De una estrella luminosa con la misma densidad

de la Tierra y radio 150 veces el del Sol,

como consecuencia de su atraccion gravitacional,

los rayos de luz emergentes de ella no llegan a nuestros ojos;
es posible entonces, que debido a esta causa, los cuerpos mds
grandes del Universo, sean invisibles.
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CAPITULO I.
INTRODUCCION

En el afio 1798, Pierre Simon Laplace indicd la posible existencia de un objeto celeste
que seria invisible a nuestros ojos. Laplace ocupé la mecénica de Newton y demostré que

para un planeta cuyo radio (R) estuviera relacionado con su masa (M) por la expresién

2MG

2

R=

; (1)
su velocidad de escape serfa igual a la velocidad de la luz. Por lo tanto, de un cuerpo con
un radio menor, la luz no podria escapar, siendo asi completamente invisible.

Es sorprendente que, aunque hoy dfa sabemos que la teoria de Newton no es correcta
en la escala necesaria para que este objeto pudiera existir, el resultado de Laplace es
rigurosamente cierto en la teorfa de la gravitacién de Einstein. En efecto, resolviendo las
ecuaciones de Finstein para una distribucién estética y de simetria esférica de materia,
se encuentra que si la relacién entre masa y radio estd dada por la ecuacién (1), ningin
cuerpo, incluida la luz, puede escapar de él. John A. Wheeler bautizé a este cuerpo con
el nombre de Agujero Negro.

El presente trabajo trata de agujeros negros en dimensiones distintas de cuatro. En
el capitulo IT estudiaremos el agujero negro en tres dimensiones y en el capitulo III el
agujero negro en dimensién arbitraria. Hemos separado el caso tridimensional porque, en
esa dimensidn, el agujero negro tiene una estructura matematica muy rica e interesante,
ausente en todos los otros casos.

En ambos capitulos estudiaremos el agujero negro como solucion de las ecuaciones
de Einstein, sus propiedades geométricas (horizontes, singularidades, etc.}, la estructura
global (diagramas de Penrose) y la termodinédmica (temperatura de Hawking y entropia).
En el caso especial de dimensién tres, es posible construir el agujero negro por un método

puramente geométrico (no dindmico), lo cual se verd en la seccién 3 del cap. II. Ademds,

1




Capitulo I 2

en esta dimensién existe una formulacién alternativa para la gravitacién: la formulacion
Chern-Simons, de gran interés en la actualidad. La construccién del agujero negro en este
formalismo se realiza en la.seccién 5 del cap. IL.

El resultado més importante de este trabajo es la identificacién de un agujero negro
en tres dimensiones. Esta solucién se encuentra en la ecuacién (2.20) del capitulo IL Una
pregunta natural es la posibilidad de que existan soluciones con las caracteristicas de un
agujero negro en todas las otras dimensiones. A este problema se dedica el capitulo IIL
Las ecuaciones (3.8) y (3.9) del capftulo III describen, respectivamente, el agujero negro
en todas las dimensiones pares e impares existente en la accién de Lovelock. Se observa
que existen dos ramas de soluciones: en todas las dimensiones pares se observan las
caracteristicas de la solucién de Schwarzschild, mientras que en las dimensiones impares
las caracteristicas del agujero negro en tres dimensiones. En ambos casos puede acoplarse
el campo electromagnético. La solucién con carga eléctrica se encuentra en las ecuaciones,
(2.33) del cap. II para el caso tridimensional y (3.23) del cap. III para dimensiones
mayores ue tres.

Ambos capitulos (II y III) son autocontenidos y se ha escrito una introduccién para
cada uno. La numeracidn de ecuaciones y figuras en cada capitulo es independiente.

En el resto de esta introduccién revisaremos algunos aspectos generales de la Teoria
de la Gravitacién en dimensiones distintas de cuatro, el problema de la constante cosmo-
l6gica, termodindmica de agujeros negros y agujeros negros en dimensiones distintas de

cuatro.
(i) Accién gravitacional en dimensiones distintas de cuatro
La accién de Hilbert (incluido el término cosmolégico) representa la accién mas general

que da lugar a ecuaciones de segundo orden para la métrica en cuatro dimensiones. Si

el espacio-tiempo considerado es una variedad de una dimensionalidad mayor, existen
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otros escalares que pueden ser sumados a la accién anterior. La accién completa, para
una dimensién D dada, fue construida por primera vez por Lovelock[l] y consiste en
una suma de las continuaciones dimensionales de todas las caracteristicas de Euler de las
dimensiones inferiores a D.

La forma hamiltoniana de la accién de Lovelock[2] es similar al caso D=4 en su estruc-
tura, pero, debido a la presencia de potencias altas de las velocidades en el lagrangiano,
no es posible escribir un hamiltoniano en forma cerrada. Los sistemas de este {ipo dan
origen a evoluciones dindmicas patolégicas. En efecto, existen extremos para la accion que
no son funciones continuas del tiempo[3]. Aqui no atacaremos ese problema considerando
sélo soluciones estéticas de las ecuaciones de movimiento. °

La accién de Lovelock es apropiada para describir la gravitacién en todas las di-
mensiones mayores o igual que 3. El caso especial de dimensién tres, debido a su gran
simplicidad, ha recibido especial atencién en los dltimos afios. S. Giddings, J. Abbott y
K. Kuchar[4] han estudiado la estructura, en general, de las ecuaciones de Einstein en
tres dimensiones sin constante cosmoldgica. La ausencia de gravitones y el rompimiento
del limite Newtoniano en esta dimensién son tratados en esa referencia.. Las llamadas
“soluciones conicas™ fueron introducidas por Deser, Jackiw y t’ Hooft[5]. En ese trabajo
se obtiene la solucién general para el problema de n particulas sobre un plano. Otra teoria
muy estudiada en el Gltimo tiempo es la Gravitacién Masiva Topoldgica introducida por
Deser, Jackiw y Templeton[6]. En ese trabajo se agrega a la accién de Hilbert un término
de origen topolégico: el término de Chern-Simons. Deser, Jackiw y Templeton probaron
que este nuevo término genera una masa “topolégica” para el gravitén. Por dltimo, la
estructura asintdtica de la gravitacién en tres dimensiones se estudia en las referencias
[7,8]. Una revisién completa de trabajos sobre gravitacién en dos y tres dimensiones se
encuentra en {7].

En otro contexto, quizis la referencia mas importante es el trabajo de Witten[9] quien

probé que la gravitacién cuéntica en tres dimensiones es finita y exactamente soluble.
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Fl caso de dimensién 2 debe tratarse por separado. Esto se debe a que la accién de
Hilbert continuada a dimensién 2 no entrega ecuaciones de movimiento para la métrica.
Existen esencialmente dos proposiciones distintas para la accién en dos dimensiones. En

la primera, debida a R. Jackiw y C. Teitelboim([10], se escribe la ecuacién

R=A (2)

donde R es el escalar de Ricci y A una constante. Se argumenta ademds que ésta es
la dnica ecuacidn tensorial de segundo orden construida a partir de la métrica y sus
derivadas. Una particularidad de esta ecuacién es que, para ser obtenida de un principio
variacional covariante general, es necesario incluir otros campos ademds de la métrica.
La segunda alternativa viene de la teorfa de cuerdas. En la aproximacién de maés baja

energia para una cuerda moviéndose en un fondo curvo, se obtiene la accion efectiva para

el “fondo”[11]

I = ] Pay/=ge [R+ (V) — (1/12)H? + (3)

donde ¢ es un campo escalar (dilatén), H la curvatura asociada a una 2—forma campo
de gauge y o una constante. Esta accién ha sido ampliamente investigada en los 1liimos

afios. Nétese que esta accién puede ser escrita en cualquier dimensién, en particular para

D=2.
(ii) La Constante cosmolégica

El valor de la constante cosmoldgica (A) es uno de los grandes problemas de la fisica
tedrica actual. Los experimentos indican un valor cero para ella no habiendo aun un
argumento tedrico que permita entender por qué. La constante cosmoldgica fue introdu-
cida, por primera vez, por Einstein en un intento por encontrar un modelo cosmolégico

estitico. Sin embargo, las posteriores observaciones de Hubble pusieron en evidencia la
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expansién del Universo haciendo innecesaria su introduccién. Einstein pudo haber pre-
dicho esta expansién si hubiera crefdo en sus ecuaciones originales, pero no lo hizo, y el
haber incluido la constante cosmoldgica lo lamé més tarde “el error mas grande de mi
vida”. ‘

Desde el punto de vista del principio variacional que lleva a las ecuaciones de Einstein,
la constante cosmolégica cumple un rol similar a la constante de Newton (ver capitulo
ITII, sec. 2). Es razonable pensar, entonces, que si su valor es cero tiene que haber una
razén fundamental para ello.

En todo este trabajo vamos a considerar una constante cosmoldgica distinta de cero.
Las razones son de distinto origen. Por ejemplo, en dimensiones impares, la constante
cosmoldgica serd fundamental para poder construir un agujero negro. En esas dimen-
siones, la constante de Newton y la energfa no tienen unidades (ver apéndice E), y por
lo tanto, en ausencia de la constante cosmolégica (de unidades longitud=?), no hay una
escala de distancias que permita definir un horizonte. En otro dmbito, es claro que el
valor observado A = 0 est4 asociado a un espacio-tiempo cuadridimensional. La forma en
que las teorfas de dimensiones distintas de cuatro se incorporen al mundo observacional
atin no es clara y no es el objeto de este trabajo. Un ejemplo interesante en este contexio
_recientemente propuesto por G. Horowitz y D.L. Welch[12]- consiste en la relacién entre
el agujero negro en 2+1 dimensiones y la “cuerda negra’ [13]. Horowitz y Welch han
probado que el agujero negro en 241 dimensiones (que es asintéticamente anti-de Sitter)
es mapeado, bajo dualidad, en una solucién asintSticamente plana de las ecuaciones de
la cuerda. Por 1ltimo, es una practica usual en la literatura actual el incluir la constante
cosmolégica. La razén para esto es simple: si se quiere demostrar que A = 0, hay que
incluirla en las ecuaciones desde el principio.

Un dltimo comentario debemos hacer acerca del signo de A. La constante cosmoldgica
afecta a la gravitacién en la gran escala. Cuando A es positiva, se obtiene un universo de

seccién espacial cerrada y, conversamente, cuando A es negativa el espacio es abierto. En
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teorfas de gauge -como la gravitacién- la presencia de bordes en la variedad donde estin
definidos los campos es de gran importancia. Las cargas conservadas asociadas al grupo
de gauge resultan ser integrales de superficie; en un espacio cerrado -sin bordes- el valor
de todas las “cargas” es cero. Nosotros consideraremos aqui, durante todo el trabajo, una
constante cosmolégica negativa, En general, la razén [undamental para ello es preservar
la rica estructura[l4] en los bordes y poder definir cantidades como masa, carga eléctrica
y momento angular. Iin las dimensiones impares aparece una razén extra: para valores

positivos de A no se encuentran horizontes de eventos tipo Schwarzschild.

(iii) Termodindmica de agujeros negros

El descubrimiento de la radiacién de Hawking[15] es mencionado como uno de los
avances mas importantes de la gravitacién en las dltimas décadas. Ll agujero negro de
Schwarzschild tiene una temperatura inversamente proporcional a su masa y una eniropia
proporcional al cuadrado de la masa. Previamente a Hawking, Bekenstein[16], usando
analisis dimensional y teorfa de informacién, predijo el valor de la entropia para el agujero
negro salvo una constante de proporcionalidad sin dimensiones. Hawking, cuantizando
un campo escalar sobre el fondo de la métrica de Schwarzschild, calculs el valor exacto
de la entropia y temperatura. Desde ese momento, un gran ndmero de investigadores
s¢ han dedicado a intentar comprender el origen de la radiacién de Hawking. Uno de
los problemas més graves, y atn no resuelto, que ha propuesto este descubrimiento es
la evolucién no unitaria que el proceso de radiacién parece implicar. Iin una estrella
que colapsa [ormando un agujero negro, gran canlidad de informacién se pierde puesto
que s6lo podemos conocer la masa, carga cléctrica y momento angular del agujero; toda
la conliguracién interna de la estrella se pierde dentro del horizonte de eventos. Por
otra parte, debido al proceso de radiacién de Hawking, es posible que el agujero negro

sc evapore devolviendo la energia inicial en forma de radiacién. Esto sugiere que la
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mecanica cuantica debe generalizarse para incluir una evolucidn no unitaria que de cuenta
de la pérdida de informacion sugerida en el proceso recién mencionado. Gran cantidaxd
de ideas se han propuesto para resolver este problema; un resumen critico de algunas
proposiciones se encuentra en la Ref. [17].

Otro problema que salta a la vista en el proceso de evaporacién es el hecho que la
temperatura es inversamente proporcional a la masa. Fsto produce un calor especifico
negativo, es decir, el sistema se calienta a medida que se evapora y luego el proceso termina
en una explosién. En este contexto, un especial interés tiene el llamado “agujero negro
extremo”. Este caso se obtiene cuando la masa (M) y carga () tienen el mismo valor
(en unidades geomelrizadas); en ese caso la temperatura es cero, lo que sugiere que se
trata de un estado estable, 7 interesante, entonces, estudiar la evolucion de un agujero
negro que esté ligeramente desplazado del caso extremo: se espera que el sistema irradie
masa hasta cl estado M = Q y luego se detenga. Lo interesante de este “experimento” es
que todo el proceso ocurre para valores no necesariamente pequenos de la masa y carga,
por lo tanto, la evaporacion explosiva que se produce cnando no hay carga eléctrica aqui
no aparece. Ademds, las aproximaciones semiclésicas son Justificables. Sin embargo, el
problema no es simple y se encuentran singularidades al expandir las ecuaciones en torno
ala configuracion extrema. En otro contexto. se ha probado que el agujero negro extremo
que resuelve las ecuaciones de la accién efectiva de la cuerda, se comporta como una
particula elemental[18].

Existen distintos escenarios donde estudiar la termodinamica de un agujero negro.
Nosotros emplearemos aqui el método de la accion Euclidea. Este formalismo consiste
en evaluar la accion clasica del sistema continuada analiticamente al plano Euclideo.
(Llamarcmos a esta accion I.) El valor de I es, en primera aproximacion, igual a la
energia libre del sistema[19]. Una vez obtenida la, energia libre, todas las propiedades
termodindmicas pueden calcularse. Existen distintos métodos para calcular Iz, En el

método original, debido a G. Gibbons y 5.W. Hawking, se calcula el valor de la accion
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lagrangiana Euclidea. Este procedimiento involucra la substraccion de un término infinito.
La accion hamiltoniana, por otra parte, difiere de la accion lagrangiana por un término de
borde. Este término de borde es divergente al ser evaluado en la solucién de Schwarzschild
y esa divergencia es justamente el término que Gibbons y Hawking tuvieron que restar. El
formalismo hamiltoniano provee una manera muy conveniente de caleular I sin necesidad
de realizar ningin tipo de regularizacion.

Conceptualmente, el principio de accién lagrangiano difiere del hamiltoniano por la
existencia, en este 1iltimo, de una estructura simpléctica, es decir, una nocién de variables
conjugadas. s interesante mencionar que en la interpretacion de la accion Euclidea como
la energia libre, la estructura simpléctica se mantiene, es decir, variables que son conju-
gadas en el sentido mecanico, pasan a ser conjugadas en el sentido termodinamico[20].

Iiste hecho apoya el uso de las téenicas hamiltonianas en el estudio de la termodindmica

de agujeros negros.

(iv) Agujeros negros en dimensiones distintas de cuatro

Ll estudio de agujeros negros en dimensiones mayores no es nuevo. Un estudio siste-
matico de la sohicion tipo agujero negro para la accion de Ililbert continuada dimensio-
nalmente se encuentra en la Ref. [21]. En ese trabajo se estudia la solucién mas general
con masa, momento angular y carga eléctrica en cualquier dimensién de las ecuaciones de
movimiento.

Is de especial interés para nosotros la solucién obtenida en [21] sin carga eléctrica ni

momento angular. La métrica toma la forma[22]

. 2mG ’ : dr? .
ds? = — (1 = ?_;‘Tcz s /\7'2) dt? + Tl ) 4 2 d0? (4)
=302 Ar

donde D es la dimension del espacio tiempo, d2? el elemento de angulo sélido de la D-2
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esfera y m la masa del agujero negro y A la constante cosmolégica. Esta solucién es valida
para cualquier dimension D > 3. En el caso especial D=3 sin constante cosmoldgica, la
dependencia en r de goy desaparece y, por lo tanto, se pierde el horizonte. Para recuperar
el agujero negro es necesaria la presencia de una constante cosmologica negativa.

En dimensiones mayor que cuatro, como se mencioné en (i), la accién gravitacional
no es tnica. Ademads de la constante cosmoldgica y constante de Newton es posible
agregar n (D = 2n,2n — 1) parametros con dimensiones los cuales son las constantes
de acoplamiento para las caracteristicas de Fuler de todas las dimensiones menores a D.
Estos pardmetros estardn presentes en la solucién asi como (7 v A estdn presentes en (4).
Sin embargo, para una eleccién arbitraria de esos coeficientes la soluciéon no se puede
encontrar explicitamente siendo las componentes de la métrica las raices de una ecuacién
algebraica de grado n — 1. Iin el capitulo 111 estudiaremos una eleccién particular de esos
parametros que permite encontrar una solucion explicita de las ecuaciones.

n dos dimensiones, existen dos proposiciones para la accién gravitacional. En ambas
teorfas existen soluciones tipo agujero negro. En la teoria Jackiw-Teitelboim, el agujero
negro es construido en la la Ref. [23]. Para la accion efectiva de la cuerda, el agujero
negro fue encontrado por E. Witten[24]. Este dltimo trabajo ha generado una larga
lista de investigaciones sobre las propiedades termodinamicas del agujero negro en dos
dimensiones. Algunas de estos trabajos se mencionan en Rel. [25].

La identificacion del agujero negro en tres dimensiones es reciente[26] y es tratado
en detalle en el capitulo 11 del presente trabajo. Is interesante comentar aqui que G.
Horowitz y D.L. Welch[12] han probado que el agujero negro en tres dimensiones es
una solucién de la accién efectiva de la cuerda en tres dimensiones. Ademas, aplicando
una transformacion de dualidad apropiada el agujero negro es mapeado en la “cuerda

negra”[13].




CAPITULO II.
AGUJERO NEGRO EN 241 DIMENSIONES

1 Introduccién

Las ecuaciones de Einstein en tres dimensiones (con constante cosmoldgica negativa) acep-
tan una solucién que tiene las caracteristicas de un agujero negro. Este hecho es, a primera
vista, sorprendente puesto que el tensor de curvatura es constante para una métrica que
satisfaga las ecuaciones. Sin embargo, el andlisis detallado muestra que es posible cons-
truir una solucién caracterizada por dos parametros que verifica gran cantidad de las
interesantes propiedades del agujero negro usual en 3+1 dimensiones.

El estudio de esta solucién es el objeto del presente capitulo.

En la seccién 2 se estudian las ecuaciones de campo para la gravitacién en 241 dimen-
siones v, en particular, la solucién con dos vectores de Killing, uno tipo tiempo (9/0t)
y otro tipo espacio (8/94). Esta configuracién queda caracterizada por la masa (M)
asociada a desplazamientos temporales en infinito y el momento angular (J) asociado a
rotaciones en infinito. Ambas “cargas” estan definidas por integrales de flujo en infinito.
Un tercer parametro, la carga eléctrica, puede ser incluido acoplando a la gravitacion
el campo electromagnético. La carga eléctrica es la cantidad conservada asociada a las
transformaciones de gauge propias del campo electromagnético.

El gran interés que ha generado el estudio de los agujeros negros en los tltimos anos
se debe principalmente a sus propiedades mecdnico-cuanticas. El agujero negro en 2+1
presenta propiedades termodinamicas similares al de 3+1 aunque también algunas di-
ferencias. La temperatura y entropia pueden ser calculadas de manera completamente
similar al caso 3+1, sin embargo, algunas consecuencias fisicas son distintas, por ejemplo,

en 2+1 el calor especifico es positivo, lo que significa que el sistema se enfria a medida

10
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que se evapora.

Debido a que en 241 el tensor de curvatura es constante en todo el espacio para una
métrica que satisfaga las ecuaciones de Einstein con constante cosmoldgica negativa, todas
las soluciones independientes difieren del espacio de anti-de Sitter sélo en sus propiedades
globales. En efecto, el agujero negro en 241 es obtenido a partir del espacio de anti-de
Sitter por medio de una identificacién de puntos sobre la érbita de un vector de Killing
particular. Este proceso puede dar origen a singularidades cénicas [5] dependiendo del
vector que se ocupe para realizar la identificacién. El agujero negro en 2+1 no presenta
singularidades en la curvatura de ningin tipo. Sin embargo, otro tipo de singularidad
se hace presente, Esta singularidad la llamaremos singularidad en la estructura causal y
su origen es el siguiente: debido a las identificaciones que son necesarias para obtener el
agujero negro, aparecen lineas fipo tiempo cerradas a menos que la variedad (el espacio
cuociente) sea restringida. En efecto, el vector de Killing ¢ usado para realizar las iden-
tificaciones es tipo tiempo, tipo espacio o nulo en las distintas regiones de la variedad
original. La regién en la cual £ es tipo tiempo, debe ser excluida del espacio fisico para
evitar las lineas temporales cerradas. La regién en que { es tipo espacio, representa el
espacio fisico sobre el cual se mueven las particulas de prueba y la regién en que { es
nulo, representa la singularidad, es decir, la regién en la cual las geodésicas terminan.
Esta nocién de singularidad fluye directamente de los diagramas de Penrose asociados al
agujero negro en 2-+1. En la seccién 3 se estudia la construccién del agujero negro en
941 dimensiones por este método. Los diagramas de Penrose y la estructura causal de la
variedad se estudian en la seccién 4.

La gravitacién en 2-+1 dimensiones ha sido foco de gran atencién en los tltimos afios
debido al descubrimiento de Witten[9] de que ésta es exactamente soluble. La equiva-
lencia entre gravitacién en 241 y la teorfa Chern-Simons es -en este contexto- de gran
importancia. En la seccién 5 se estudia la construccién del agujero negro en el formalismo

Chern-Simons.




2 Principio de Accién, Ecuaciones de Movimiento

y Soluciones

2.1 Principio de accién reducido

El punto de partida es la accién de Hilbert con constante cosmologica negativa en 2+1

dimensiones

I

1 % "
_/,/—“_g (R+217?) d*zdt + B, (2.1)
2m

donde B es un término de borde, [ esta relacionado con la constante cosmolégica por

A=! = —I? y R es el escalar de Ricci espacio-temporal.

Las ecuaciones de Einstein que siguen de la variacién de esta accién pueden resumirse

en la forma

Ryuvrp = —l'z(gu,\g,,p — 9urGus);s (2.2)

de donde es evidente que las soluciones seran espacios de curvatura constante negativa.
Por razones de conveniencia posterior, usaremos la versién hamiltoniana del principio

de accién. En este formalismo la accién toma la forma

Fo= / [ni9gi; — N*Hy — N'M,| d*zdt + B (2.3)

donde el término de borde B (que difiere de B puesto que I e [ difieren en un término de

borde) sera evaluado més adelante. Los generadores H, ,H; estan expresados en términos

de las variables candnicas por

H, = 2rg~VxVm;— (7)) — (27)~1g"?[R + 2177 (2.4)

H; = =27, (2.5)
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donde R es el escalar de Ricci de la superficie espacial.

Extremando la accién con respecto de 7' y gi; se obtienen las componentes de las
ecuaciones de Einstein (7,j) reescritas como un sistema de ecuaciones de primer orden,
si el término de superficie B es escogido apropiadamente. Extremando con respecto de
N1y Ni se obtienen las ecuaciones (0, 1) que son vinculos que restringen el espacio de
condiciones iniciales.

Para el estudio que se realizard aqui es suficiente considerar un minisuperespacio.
Restringiremos la clase de métricas sobre las cuales se varfa, a aquellas métricas que

tengan los 2 vectores de Killing

d 0
38 o (2.6)
La forma general (salvo difeomorfismos) de una métrica con esta simetria es
ds? = —[N+(r)Pdi® + f2(r)dr® + P} (N?(r)dt + d6)* (2.7)

US¢<2W, tlStStZ

La forma reducida del momento ¥ puede obtenerse a partir de la métrica usando las

relaciones

= —(1/2r)g YA KY — Kg¥) (2.8)
Ky = (1/2N*)(—gi;; + Nij + Nji) (2.9)

de donde se ve que la 1inica componente no nula de 7% es

WTQS = -‘)—-p(r) (2.10)

b

Reemplazando las expresiones (2.7) y (2.10) en la accién (2.3) se encuentra la forma

reducida.
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I=—(t2—t;) [ dr [N(r)H(r) + N*Hy] + B (2.11)
donde
9P 2
Ho= "2+ -F (2.12)
H, = —2Ip’ (2.13)

y se ha definido la funcién “lapse” reescalada N(r) = f “1NL, En general, las ecuaciones
de movimiento que siguen de un proceso de reduccién de este tipo no son equivalentes
a las ecuaciones originales. Sin embargo, en este caso, debido a que la reduccién se ha
hecho por medio de vectores de Killing, las ecuaciones son consistentes con las obtenidas
variando la accién original. (Esto puede probarse explicitamente debido a lo simple del

sistema.)

2.2 Ecuaciones de movimiento y soluciones

Variando la accién con respecto de los cuatro campos N(r), N®(r), f2(r) y p(r) se obtiene

el conjunto de ecuaciones de movimiento siguientes,

H =0 (a)

e =0 ) 2.14

N =0 (¢) (2:14)
(N?Y = -?‘Iig’")N. (d)

Las ecuaciones (2.14a,b) vienen de la variacién con respecto de N(r) y N #(r), mientras
que (2.14c,d) vienen de la variacién con respecto de f?(r) y p(r) respectivamente. Estas

ecuaciones pueden ser resueltas ficilmente para los cuatro campos y se encuentra
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POy = MiTin (@
J
p(r) = —3; (8) (2.15)
N(r) = N (c)
Né(r) = —z—isz—i-N‘ﬁw. (d)

donde M,J, Noo vy N%,, son las 4 constantes de integracién del problema. M y J han
sido ajustados de manera que representen a la masa y momento angular conjugados a los

desplazamientos temporal (Ns) y angular (V ¢) en infinito respectivamente.

2.3 Integrales de superficie: energia y momento angular

Las ecuaciones de movimiento (2.14) no aseguran que la accién tenga un extremo sobre sus
6rbitas a menos que se asegure que los términos de borde que aparecen en la variacién de
la accién se cancelan. Esto se logra ajustando adecuadamente el término B que aparece
en (2.11). La condicién natural para los campos en el borde es que ellos tiendan a la
solucién clasica (2.15). Los campos N(r)y N ¢(r) forman parte de la especificacién del
sistemna de coordenadas. Ellos son variados libremente en el interior de la variedad pero
estan fijos en el borde, es decir, no se permiten reparametrizaciones de la variedad en el

borde, luego

§N, =0, 6N%,=0. (2.16)

Esto es usual en teorias de gauge. Las tranformaciones que satisfacen (2.16) son Hamadas
trasformaciones propias y tienen cargas conservadas asociadas([27).
Por otro lado, es natural que el pricipio de accién tenga un extremo para todos los

valores posibles de M y J luego,

SM#0, 6J+#0. (2.17)
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Usando (2.16) y (2.17) es directo verificar que la variacién de la accién es

§I = (tr—t)[NebM — N2EJ] + 6B
= (tp — t1)8[NoM — N2 J] + 6B, (2.18)

més términos que se anulan cuando las ecuaciones de movimiento se satisfacen. Entonces,

el término de borde B debe ser

B = (ty — 1h)[~NeoM + N9 J]. (2.19)

De aqui se deduce que efectivamente M y J representan la masa y momento angular
conjugados a los desplazamientos asintéticos de los vectores de Killing 8/0t, 8/0¢.

Notemos que la cantidad Tz = (2 — ;) Noo N0 representa el tiempo propio en infinito
puesto que N, difiere de N*. T, es el tiempo medido a lo largo del vector de Killing
d/8t que a su vez difiere de la normal 7. Esto es una consecuencia de que el espacio no
es asintéticamente plano. La energia aquf definida es el conjugado al tiempo de Killing v
no al tiempo propio.

La métrica dada por las expresiones (2.15) es asintéticamente anti-de Sitter y por
lo tanto, el grupo de simetrfa asintético debe ser -al menos- el grupo de anti-de Sitter.
Analizando el grupo de transformaciones més general que deja la forma asintotica (2.15)
invariante se descubre que el grupo asintético es el grupo conforme que contiene al grupo
de anti-de Sitter como un subgrupo. El algebra de Lie del grupo conforme consiste en
2 copias del algebra de Virasoro. Puesto que el lgebra de Virasoro es anémala, esto da

origen a una carga central no trivial a nivel cldsico[8].

2.4 Agujero negro

La métrica encontrada en las secciones anferiores tiene la forma
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ds? = —(NL)2di? + (N1)2dr® 4 r2(N®dt + dg)* (2.20)
donde los rangos de las coordenadas son

0<d<2m, G <ty

y las funciones (N*)? y N%estdn dados por

r2 J?
[NY(r))? = —M+ =t | (2.21)
N$ = —%Nw + Né,. | (2.22)

La funcién [N+(r)]? se anula para dos valores de r dados por

re =’[% (1i - (i) ]-112. (2:23)

mientras que ggo(r) se anula en

Ferg = IM? (2.24)

Estos tres valores especiales de r satisfacen

r_ <r; < Terg, (2.25)

al igual como ocurre en la solucién de Kerr en 3+1 dimensiones. r4.son los horizontes
exterior e interior mientras que r,,, representa el radio de la ergoesfera.
Una expresién 1til para la funcién N? en términos de r+ es
(2 =2~ 1?)

N(r) = = (2.26)

r2[?

donde la masa y momento angular en términos de los horizontes estd dada por
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2 2
i el 2y
2’ = I -

Para que los horizontes existan para valores reales de r y (2.20) represente un agujero

M=

(2.27)

negro se debe cumplir que

M>0, [J|<ML (2.28)

En el caso extremo |J| = M, las dos raices de (N*)? = 0 coinciden.

Es importante notar que el pardmetro ! = (—A)~Y? proporciona una escala con di-
mensiones de distancia. Esto es fundamental para obtener un agujero negro puesto que
en tres dimensiones la energia no tiene dimensiones (ver apéndice E).

Es natural definir el estado vacio como el estado en que el horizonte desaparece. Esto
se logra poniendo M — 0, lo cual requiere J — 0. Cuando la masa se hace negativa se
encuentran las soluciones estudiadas previamente por Deser, Jackiw y 't Hooft[5]. Estas
soluciones tienen una singularidad cdénica desnuda en el origen, y por lo tanto, en el

presente contexto deben ser excluidas. Una importante excepcién se encuentra para el

valor especial de la masa M = —1, (J = () en que se obtiene el espacio de anti-de Sitter,
2 dr?
ds® = — (1 + 1—2) di* + rr2 + ridg? (2.29)
1+ 7

que no tiene horizontes, pero tampoco tiene singularidades. El espacio de anti-de Sitter
aparece entonces como un “bound state” separado del espectro continuo de masas. Este
hecho también esta presente en soluciones en dimensiones impares con D > 3. El espacio
de anti-de Sitter, en ese caso, esta separado del continuo por un “gap” de singularidades

no conicas del tensor de curvatura (ver capitulo III).




Capitulo 11 19

2.5 Agujero negro con carga eléctrica

En las secciones anteriores se encontré una solucién de las ecuaciones de Einstein carac-
terizada por masa y momento angular. Acoplando el campo electromagnético es posible
introducir otro parimetro, la carga eléctrica. La carga eléctrica rompe la fuerte simetria
que posee el agujero negro sin ella, en efecto, el tensor de curvatura ya no es constante.
Esto significa que la solucién con carga no puede ser obtenida por medio de identificaciones
sobre el espacio de anti-de Sitter.

La accién electromagnética reducida a un campo de Coulomb en 3 dimensiones es (ver

apéndice C)

Tons = —(t2 — t1) j dr[LNrP? = o(rPY) (2.30)

donde P es el momento asociado a la componente radial del potencial electromagnético
(no confundir con p que es la componente 7 del momento conjugado de la métrica) y ¢
es la componente Ay del campo de gauge.

Sumando la accién gravitacional se obtiene entonces

I = Igpav.+ Igm

= —(t—t) f [NH + N*Hg + LNrP? — o(r PY'} + Boso (2.31)

donde H.y ‘H, estén definidos en (2.13). Variando la accién (2.31) con respecto de

N,N¢, p, f2, Py ¢ se obtiene el sistema de ecuaciones
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H = —3rP?
Hy = 0
N=0 (2.32)
21p(r) '
(N?) = — 3 N
(rP) =0
o' = —NP
Este sistema es resuelto facilmente y se encuentra
r2 J?
fir) = —ﬂf+l—2+m_%Q2]n(r)
J
p(r) = E)ﬁ
Pr) = % (2.33)
N(r) = Nu
N J
Né('r) = — 92 +N¢oo
p(r) = —NoQln(r) — o

Los seis parametros M, J, @, Noo, N®,, v g son las constantes de integracién del pro-
blema y han sido ajustados de manera que los pares (M,N), (J,N%.) v (Q,0) son
candnicos conjugados. En efecto, los términos de borde que aparecen al variar la accién

50N

8T = (£, — t2)(NeoSM — N?oo8.J — 08Q) + 6B (2.34)

Entonces, variando con Ny,, N®s ¥ 0 fijos se obtiene para el término de borde

Bguzo = (t2 — t1){(—=Noo M + N? o J + ©20Q). (2.35)

La constante (g no representa el valor del potencial eléctrico en infinito sino en el

punto r = 1. Esto es una particularidad de 2+1 dimensiones donde el cero de potencial
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no se puede escoger en infinito. Una practica corriente es redefinir o en la forma o =
—N,.Q1In(r) y asi el potencial queda ¢(r) = NooQIn(r /70). Pero esto no es conveniente
puesto que la presencia de @ en la definicién de 7o complica la estructura canénica.
Es importante notar que la masa (M) y el potencial (o) definidos en (2.33) no son
invariantes ante cambios de unidades. En efecto, si realizamos un reescalamiento de
todas las distancias en (2.33), f2(r) y @(r) serdn invariantes sélo si M' y o transforman

segun

M — M-E--;-len(/\) (2.36)
wo — ©o+ NeQln(X) (2.37)

donde ) es el factor de reescalamiento. La variacién de M serd a su vez

EM—6M + Q5QIn()) (2.38)

Reemplazando (2.37) y (2.38) en la variacién de la accién (2.34) se ve que ella es invariante
ante cambio de unidades.

La ceros de la funcién f? representan los horizontes de la solucién. Esta funcién tiende
a Jo0 en el origen (r = 0) y en la regién asintdtica (r—co). Ademds es directo probar

que existe un tnico valor real de r para el cual f? tiene un minimo dado por

[ 4J2
Pin, = 7 [Q2 +yQ+ Ti (2.39)

Notemos que 7y, no depende de M. 51 f? evaluada en ry,;, es menor que cero entonces
hay dos horizontes, si es igual a cero, ambos horizontes coinciden (caso extremo) y si
es mayor que cero se tiene una singularidad desnuda. FEstos tres casos se pueden dar

dependiendo de los valores de M. Evaluando fZ en ri, se tiene

2.
2 + 472 .

mwin

Plry=—M+ 1

— %Qz 111(1‘,,“'“) (240)
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y puesto que T, no depende de M y tiene un valor finito, para masas suficientemente
grandes habra dos horizontes, para un valor critico M = M.y se tendra sélo un horizonte
y para M < M., no hay horizontes.

La solucién dada en (2.33) representa el agujero negro mas general caracterizado por
masa, carga eléctrica y momento angular. Ofras cargas, por ejemplo asociadas a un
campo escalar no pueden ser incluidas; las soluciones para un campo de este tipo necesa-
riamente divergen en el horizonte o en infinito, no existiendo soluciones regulares en toda
la variedad.

La presencia de carga eléctrica confirma que r = 0 es un punto singular. En la vacio,
el tensor de curvatura es constante en toda la variedad, sin embargo, cuando el campo

electromagnético es incluido ambos, el escalar de curvatura y F*F,, divergen en r = 0.

2.6 Termodinidmica del agujero negro en 241 dimensiones

Las propiedades termodindmicas del agujero negro en 241 dimensiones pueden estudiarse
en la misma forma que en 341 dimensiones. Usaremos aqui la aproximacién de punto
silla de la accién Euclidea[19} cuyo valor es igual a la energia libre del sistema dividida

por la temperatura .

Ig=pU—-5— Z 1:Q} (2.41)

donde f es el inverso de la temperatura, U es la energia interna, p; son los potenciales
quimicos conjugados a las cargas @' y S la entropia.

Debemos calcular la accién Fuclidea evaluada sobre la continuacién Euclidea de la
solucién (2.33). Para una solucién estitica (lo cual es requerido para que haya equilibrio
termodindmico), el valor de la accién es igual a sus términos de borde. Debemos entonces
establecer el principio de accién Euclideo y asi determinar los términos de borde necesarios.

Partamos de la accién en la signatura de Minkowski en el minisuperespacio estatico

de simetria esférica
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Las ecuaciones (2.44) y (2.45) definen las condiciones de borde en el horizonte. Ahora
podemos calcular la contribucién a Bg proveniente del horizonte. Usando (2.45) se tiene

que el dnico término no cero al variar la accidn (2.43) es

61-.;. Ig= _N(r+)(5f2)r+ + 6+BE (246)

De la definicién del horizonte f%(ry) = 0 se obtiene,

5, f2 = — (%éi) 5t (2.47)
1"=1"+

y por lo tanto podemos reescribir (2.46) en la forma

df?
6+IE = N(T+) E‘; 6T++0‘5+BE
r=Ty

= 471'57‘_[_ -+ §+BE (2.48)

donde hemos usado la condicién de regularidad (2.44).

En la regién asintética, por otra parte, imponemos que los campos se aproximen a las
soluciones de las ecuaciones de movimiento. Entonces, la contribucién a los términos de
borde de la accién Fuclidea provenientes de infinito son los mismos que en (2.17) pero

con el signo opuesto y sin el factor (¢; —11),

6oolp = —BEM 4 N®8J + pp6Q + 600 BE (2.49)

Aqui hemos reemplazado N, por 8 debido a que en el sector Euclideo N, representa el
inverso de la temperatura.

Juntando los términos provenientes de infinito y el horizonte se obtiene para la energia

libre Bg = I,

Ig = M — 4nr (M, J,@) — N J — 0@ (2.50)




Capitulo II 25

y entonces, § es el inverso de la temperatura, M la energia interna y 477, la entropia. La
dependencia de ry en M, J y Q se encuentra resolviendo la ecuacién f2(ry) = 0 donde f?
estd dado en (2.33). En el caso (§ = 0 esta relacién puede encontrarse en forma cerrada,
pero cuando hay carga eléctrica f> = 0 no se puede resolver explicitamente. BIN%, vy
B~ son los potenciales quimicos asociados a las cargas J y  respectivamente. Sus

valores pueden ser calculados extremando (2.50) con 8, N ¥ o fijos obteniendo

(e
Mo = —4W(6J)M.Q
J
- 2% (2.51)
(o
%o = 4‘(8Q)M,J
= —ﬁQlﬂ(?‘+) (2.52)

o bien directamente de (2.33) y (2.45).
La temperatura se encuentra también extremando (2.49) con los potenciales quimicos

fijos lo que entrega la relacion

-1
_ (")r+
to [471- (aM)J.le

! [ﬁ L -Q—z] (2.53)

I

2rry |12 41 4
o bien directamente de la condicién de regularidad (2.44). Estos dos valores, por supuesto,
coinciden. En el caso extremeo, cuando las dos raices de f? == 0 coinciden, la temperatura
es cero.

Cuando la carga eléctrica no estd presente, la temperatura tiene la expresion simple

=, (2.54)
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El agujero negro en 2+1 tiene calor especifico positivo. Esto significa que, a diferencia
del caso en 3+1, el sistema se enfria a medida que se evapora.
Una forma simple y rdpida de obtener las expresiones (2.51), (2.52) y {2.53) es variar

la. ecuacién f%(ry) con respecto de todos sus pardmetros,

T'2 J2 2

+ —
firy) =—-M+ 7 + R iy In(ry) =0 (2.55)
y por lo tanto
9 (12 P @ JdJ _
M+ (T’ 37 ) At g~ QdQIa(r) =0 (2:56)

Esta ecuacién representa la primera ley de la termodindmica al hacer las identificaciones

(2.51), (2.52) v (2.53).




3 Construccién Geométrica del Agujero Negro en

241 Dimensiones

3.1 Soluciones conicas

Una de las propiedades fundamentales de la gravitacién en 241 dimensiones, que la dife-
rencia del caso 341, es que el tensor de curvatura es constante en toda la variedad como
una consequencia directa de las ecuaciones de Einstein con constante cosmoldgica. Esto
no significa que no se puedan encontrar soluciones interesantes. Como notaron Deser,
Jackiw y 't Hooft[5], realizando identificaciones sobre el plano (en el caso sin constante
cosmolégica) se pueden obtener distintas variedades, todas ellas sin curvatura, las cuales
representan soluciones independientes del mismo conjunto de ecuaciones. Esto es posible
porque las ecuaciones de Einstein no fijan la topologia de la variedad, sino sélo sus pro-
piedades locales. En general, dada una solucidon V de las ecuaciones de Einstein que tenga
asociado un grupo discreto de isometrias G, tomando el cuociente V/G se obtienen nuevas
soluciones que difieren de la original sélo en sus propiedades globales. Evidentemenie no
todas las identificaciones posibles generan espacios distintos. Por ejemplo, en el plano,
el grupo de traslaciones tiene 2 elementos (0/dz y 8/dy), pero claramente con ambas
isometrias se obtiene el mismo espacio cuociente, un cilindro.

Usando este procedimiento, Deser, Jackiw y *t Hooft partieron del plano, y usando la
simetria ante rotaciones, identificaron puntos que difieren en un angulo 27a obteniendo
asi un cono. E] tensor de curvatura de un cono es cero en todas partes excepto en el vértice
donde diverge. Esta solucién fue interpretada como una particula que se encuentra en el
vértice, cuyos efectos gravitacionales no se propagan por la variedad debido a la ausencia
de gravitones en 241 dimensiones.

Los resultados de Deser, Jackiw y ’t Hooft fueron también generalizados al caso de una

constante cosmolégica positiva|28]. En este caso, la variedad tiene curvatura constante
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positiva y el grupo de isometrias es el grupo de de Sitter. Sin embargo, en la Ref. [28]
se insiste en buscar soluciones que presenten singularidades cénicas. Como veremos mas
adelante esto est4 asociado con el elemento del grupo que se escoja para realizar la identifi-
cacién. Un hecho perturbador en este tipo de solucidn es la presencia de una singularidad
desnuda en la variedad. En efecto, en el origen (vértice), el tensor de curvatura diverge
no habiendo un horizonte que impida la propagacion de informacion hacia infinito.

El objetivo de la presente seccién es demostrar que la métrica (2.20) puede ser obtenida
a partir del espacio de anti de-Sitter por el mismo procedimiento seguido por Deser,
Jackiw y 't Hooft, en el caso de constante cosmoldgica negativa, usando un elemento del
grupo adecuado para realizar la identificacién. La construccién de la métrica por este
método permite una mayor comprensién de la estructura global de la variedad. Como
veremos, (2.20) no presenta singularidades cénicas, pero si una singularidad de otro tipo
que llamaremos “singularidad en la estructura causal”. Lo que ocurre es que el “punto”
r = 0 (en la métrica (2.20)) no es un punto sino una superficie de topologia Rx 51, y es el
borde més alld del cual hay lineas tipo tiempo cerradas. Al cruzar r = 0 la cronologia de
la variedad es patoldgica y luego esa regién debe ser excluida del espacio fisico. En este

sentido r = 0 es una singularidad puesto que las geodésicas terminan ahi.

3.2 Espacio de anti-de Sitter en 241

El espacio de anti-de Sitter en 2+1 dimensiones puede ser sumergido en un espacio de 4

dimensiones de signatura (— — +-+) con métrica

ds? = —du? — dv® + dz® + dof?, (3.1)

por medio de la ecuacion,

—v? b2yt = = (3.2)
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La variedad descrita por (3.2) es parametrizada completamente por las coordenadas

g, Ay ¢ con los rangos 0 < g < 00,0 < A <27y 0 < ¢ <27 mediante

u = lcoshpsinA

v = [coshgcosA (3.3)
z = lIsinhpsing

y = Isinhpucos@.

La métrica inducida por estas coordenadas es

ds? =1 [-— cosh? pdA\? + dp? + sinh? pd(ﬁz] . (3.4)

Debido a que X es un dngulo, existen lineas cerradas tipo tiempo‘ en este espacio. Por
esta razén es necesario considerar el cubrimiento universal de la superficie (3.2). Esto
se hace desenrollando la coordenada A y dejando que ella tome valores entre —oo y oo.
Denotando la nueva coordenada por ¢ = [\ y redefiniendo la coordenada g por » = Isinh

se obtiene la métrica

2 dr?
ds? = — (1 + r—) dt* + Trz + r?d¢? (3.5)

12
1+l—2

donde las coordenadas tienen los rangos

—o<t<oo, 0€<r<oo, 0<¢<2n. (3.6)

La métrica (3.5) con los rangos (3.6) es conocida como espacio de anti-de Sitter y
representa el cubrimiento universal de (3.2).
Por construccién, el grupo de isometrias de (3.2) es SO(2,2) y coincide con el grupo

de isometrias de (3.5). Sus generadores son
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Jm = ‘Uau bt ua,, Juz = :1:81, + vc’)‘x
Joza = y0y+v0, Jiz = z0y +ul; (3.7)
J13 - yau + uay J23 = ya_,.,. - :Bay.

La isometria mas general estd dada por una transformacién de la forma

= Ly = 53)
donde z°® = (v,u,z,y). Una eleccién adecuada del tensor w® generard la 1:nétrica, del
agujero negro. Otras elecciones, por ejemplo w?® # 0 y w®® = 0 para (e,b) # (2,3), da
origen a soluciones cénicas. La clasificacién completa de las posibles isometrias se da en
la Ref. [29]. El grupo SO(2,2) tiene dos operadores de Casimir definidos por

b

Il = wabw“ , I2 = Eabcdwab

w (3.9)

los cuales rotulan las distintas isometrias que no difieren por un elemento del grupo.

3.3 Identificaciones y agujero negro

En esta seccién construiremos explicitamente la métrica del agujero negro mediante iden-
tificaciones sobre el espacio de anti-de Sitter.
Consideraremos primero el caso no extremo y ademds de masa distinta de cero (r_ #

r+ # 0). En lo que sigue probaremos que el vector de Killing que transforma (3.5) en

(2.20) es

_ =
!

donde los generadores J,; estdn definidos en (3.7).

T
g = '%Jlg J03 (3.10)

Una curva cuyos extremos son identificados, en el espacio cuociente, es cerrada. En-

tonces, una condicién necesaria para que el espacio cuociente tenga una estructura causal

no patologica, es que el vector de Killing, o isometria, usada sea tipo espacio, es decir,
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£-£>0. (3.11)

(Esta condicién no es en general suficiente, pero en nuestro caso lo serd como se puede
ver analizando la estructura causal de la métrica obtenida.)
La norma del vector ¢ se calcula usando (3.1) y (3.2) ¥ se encuentra
72

ri—=rl 2 2
(6= -+l (3.12)

La regién en que £ - £ > 0O es

2<u

—z* < oo (3.13)

¢ —r

El sub-espacio sobre el cual el vector de Killing es tipo espacio se divide en tres regiones:

I: Regién en la cual u? — 2% > I# y u, y tienen signo definido. Esta regién es
llamada zona exterior y como veremos luego corresponde a r > r,.. El modulo

del vector de Killing satisface r3 < - £ < oo.

II: Region en la cual 0 < u? —2? < I2 y u, v tienen signo definido. Esta regién
es la zona intermedia y corresponde a r_ < r < ry. La norma del vector de
Killing satisface r2 < £+ € <r3.

.. 22 . . .
III: Regién en la cual —7=z < u? —a? < 0 y z, v tienen signo definido.

Esta region es la zona interna r < r_. La norma del vector de Killing satisface

0<&-E<ri.

Notemos que el hecho de que en cada region dos coordenadas tengan signo definido
refleja que ellas no cubren todo el espacio. La region excluida es precisamente aquella

donde el vector de Killing es tipo tiempo.
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Cada una de las regiones aqui descrita debe repetirse infinitas veces para completar
el espacio de anti-de Sitter. Esta estructura de infinitos parches se debe a que el espacio
sobre el cual se hace la identificacion es el cubrimiento universal de (3.2). La estructura
causal de la variedad y como se conectan estos parches es ficilmente analizada mediante
los diagramas de Penrose y por lo tanto pospondremos la discusién de ese punto hasta
el estudio de las propiedades globales del agujero negro en la seccién 4. Por ahora,
consideraremos s6lo una regién de cada tipo.

Introducimos ahora coordenadas (i,r, ¢) para cada una de las regiones de la siguiente

forma

u = \JA(r)coshg(t, ¢)
RegiénI (r>ry) <V Alr) sin "{f(t ) (3.14)
y = y/B(r)coshi(t,¢)
| v = /B(r)sinhi(t,4)
f v = +/A(r) cosh §(t, )
Region II (r_ <r<ry) ¢ @ = yAlr)sinh 8(t,9) (3.15)
. y = —y/—B(r)sinhi(t,d)
v = —-B(r ) cosh £(¢, ¢)
(. = —A(r) sinh §(¢, ¢)
Region TIT (r<r.) { = = VAl coshé(t.d) (3.16)
v = —y/=B@)sinhilt,4)
| v = —y/-B(r) cosh (¢, ¢)
Las funciones A(r), B(r), q‘zf;(t, #) y i(t, ¢) estan definidas por
Ar) = P ::.j :r% , i = I (rpt—r_ld),
;g_r?; (8.17)

i

B(r) P 5 ¢ = I"2(—r_t+r.l9).
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En las coordenadas (£,r, ¢), la métrica tiene la misma expresion en las tres regiones,

ds? = —(N1)2de? + (N*)72dr® + r2(N®dt + dg)? (3.18)

con

—o<t<o, I<r<oo, —w<d< o

y las funciones N+ y N¢ son el “lapse” y el “shift” de la métrica del agujero negro (2.20).
Lo tnico que diferencia (3.18) de (2.20) es que la coordenada ¢ aqui no es periddica.
Ahora debemos hacer la identificacién. El vector de Killing £ en las coordenadas (%, 7, §)

toma la forma simple

£=— (3.19)

y su modulo es

£-E=ggp=1">0 (3.20)

Identificar puntos sobre la drbita de £ corresponde a identificar

¢ — ¢+ 2k, (3.21)

obteniéndose exactamente la métrica del agujero negro (2.20}, como se esperaba.

Es claro, por construccién, que las coordenadas (¢,r,¢) no cubren toda la regién en
la cual ¢ es tipo espacio sino sélo una réplica de cada regién. Cada una de las regiones
debe repetirse un nimero infinito de veces para obtener una variedad geodésicamente
completa. Como se dijo antes, este procedimiento es mas simple de analizar usando las
técnicas de los diagramas de Penrose.

E] caso extremo (ry = r_) y el caso de masa cero (ry = r_ = 0) no pueden ser

obtenidos mediante una identificacién a lo largo del vector de Killing (3.10). Cuando la
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masa es cero esto es evidente puesto que £ = 0. En el caso extremo, es facil verificar
que &ept, # 0/0¢ puesto que €.y, tiene norma constante mientras que /94 tiene norma
igual a r? y luego, estos dos vectores no pueden ser conectados por una transformacion
de SO(2,2). El vector de Killing usado para identificar es -en todos los casos- 9/84, el
cual es independiente de ry y r_. En el caso genérico (r_ # ry # 0) la relacién entre
0/8¢ y los generadores J, estd dada en (3.10). En los casos extremo y masa cero, no
exbiremos aqui la relacién de §/8¢ con los generadores Jg. De todas formas sabemos
que esta existe porque 8/89¢ es un vector de Killing de la métrica para cualquier valor de

los parametros.




4 Estructura Causal del Agujero Negro en 241 Di-

mensiones

4.1 Coordenadas de Kruskal

El estudio de las propiedades globales del agujero negro en 241 revela una gran coin-
cidencia con el caso en 341 con constante cosmoldgica. Los diagramas de Penrose y
las extensiones maximales son exactamente las mismas que en el agujero negro en 3-+1.
Seguiremos aquf las convenciones del libro de S.W. Hawking y G.F.R. Ellis[30].

Para estudiar las propiedades globales de la solucién asi como su estructura causal
primero introduciremos las coordenadas de Kruskal asociadas al agujero negro en 2-+1.

Las coordenadas de Kruskal eliminan la singularidad aparente que tiene la métrica
en e} horizonte. En el caso con momento angular, existen 2 horizontes y por lo tanto la
variedad quedard parametrizada por dos parches de coordenadas de Kruskal.

Las coordenadas de Kruskal transforman el elemento de arco

ds? = —(N1)2di® + (N 2dr? + r(N®dt + dg)? (4.1)

€n

ds* = Q3(du® — dv?) + r*(N®dt + d¢)?, (4.2)

donde la funcién §) es regular en el horizonte. Consideremos primero el caso no extremo

con masa distinta de cero. Definimos las regiones Ky y K_ por los intervalos abiertos

Ki: ro<r<oo
K_: 0<7'<7'+.

En ambas regiones K, y K_ el “shift” N? debe ser escogido de modo que satisfaga

35
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Nqs(.’r‘i) =0 (43)

para que el nuevo sistema coordenado no sea singular. La condicién (4.3) es siempre
accesible puesto que si IV; es solucién de las ecuaciones entonces N; + £;, donde &; es un
vector de Killing, también lo es. En particular podemos sumar una constante a N; de
modo de asegurar (4.3).

Utilizando las técnicas usuales para encontrar las coordenadas de Kruskal definimos

las nuevas coordenadas u, v sobre el parche K por,

( r_fry]1/2
o< ) u = [(%’Zﬁ) (:i::) / +] sinh(at)
- =T v = -(—r-l-ri) (r+r,_.)"'-'/"+ 1/2 COSh(a t)
{ - |\ riry T—T_ +
(4.4)
( . [ (r— THro r—/rs 1/2
I
ry Sr<oo ¢ e (e NPl 1M
\ v = [(Tr}) (T_r_) } sinh(a4t)
donde el parametro ay esta definido por
P22
ay = +l2r+ (4.5)
y la métrica toma la forma (4.2), con el factor conforme
2 2 2 T—frs
ey = =T )7 (r o |
(r) I e r. <r <o (4.6)

Andlogamente, en el parche K_ se define
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rafr_11/2
u = [(:’_}:‘;’_‘) (——*—_'-:'_:T_}) +/ cosha_t
O<r<re WKLY (a)
. —rdr_ + T fro
v = ( o ) (ﬁ) ] sinha_t
(4.7)
N eme N2
Y
L e Y - ry fr_13/2 (8)
v = (:;::) (-_%E—f‘:) ¥ -] cosha_t
donde
2
r2—r
o =5 + (4.8)
y la métrica toma la forma (4.2) con el factor conforme
2 _ .2 2 T4{r—
N e e o \
Q%(r) = 212 mpry 0<r<ry. (4.9)

La interseccién entre los parches K, and K_ (r_ <r < ry) serd llamada K. Al igual
que en el caso 3-+1, es necesario juntar infinitas copias de cada parche para tener una
variedad completa. Este proceso es més claro en coordenadas compactificadas mirando

los diagramas de Penrose.

4.2 Diagramas de Penrose en el caso |J/I| # M #0

Los diagramas de Penrose se obtienen con la compactificacién usual de las coordenadas

u—i—vzta,n(pi_q), u—v:tan(p;q). (4.10)

donde la transformacién inversa se define sobre el rango [—7/2,7/2].
Consideremos primero €l caso J = 0. De las ecuaciones (4.10) y (4.4) (con r_ = 0)

es directo probar que, (i) r = co es mapeado en las lineas p = 1, (ii) la singularidad
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r = 0 es mapeada en las lineas ¢ = 7 y (iii) el horizonte es mapeado en p = =q. El

diagrama de Penrose asociado a esta geometria es mostrado en la Fig. 1.

r=>0
T_T+
II
r=oo I I r=o00
v
r s
r=0
Fig. 1

Diagrama de Penrose

M#0,J=0.

En esta figura, las lineas horizontales (tipo espacio) representan la singularidad donde
las geodésicas terminan y las lineas verticales (tipo tiempo) la regién asintética. El dia-
grama es cerrado y por lo tanto la variedad es maximal. La estructura causal es la misma
que en el caso 3+1. La region II estd causalmente desconectada del resto de la variedad;
un observador en II sélo puede caer hacia la singularidad » = 0.

Consideremos ahora el caso con momento angular distinto de cero. Realizando el cam-
bio de coordenadas (4.10) en los dos parches definidos en la seccién Sec.(4.1) se encuentran

dos diagramas, uno para cada parche que son mostrados en las figuras 2a,b.
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(a) K_ (b) Ky
Fig. 2

En esta figura, las lineas horizontales son tipo tiempo mientras que la direccién vertical
es tipo espacio. Las regiones IT de (a) y (b) de esta figura deben ser identificadas puesto
que representan la interseccién de los parches K. y K _. Las coordenadas originales del
agujero negro cubren sélo las regiones K_ y K. La extensién maximal de esta geometria

se obtiene juntando infinitos parches K y K. como se muestra en la figura 3.

Fig. 3

Diagrama de Penrose

|J/1] # M # 0.

El objetivo de realizar esta extensién es obtener una variedad completa en la cual

las geodésicas terminen sélo en las singularidades o en la regién asintética (con valores



Capitulo II 40

infinitos de sus parametros afines). El esquema infinito que presenta la figura 3 ilustra

también el hecho de que el espacio original es el cubrimiento universal de anti-de Sitter.

4.3 Diagramas de Penrose en los casos M =0y M = |J/!|

En esta seccién seguiremos la referencia [31]. Consideremos primero el caso en que M = 0.

La métrica de este espacio es

ds? = —(r/1)2de? + (r/1)"2dr? + r2d 2. (4.11)

Definiendo las coordenadas nulas adimensionales

— E 1 _— E i 4.12
TTTe YTy (4.12)

se encuentra
ds* = r*dudv + r*d¢®. (4.13)

En este caso, debido a que el cero de la funcién [N1(r)]? es de orden 2, no existen las

coordenadas de Kruskal.- Definamos directamente a las coordenadas compactificadas

u=tan3(p+q), v=tanl(p—g). (4.14)

La métrica en estas coordenadas toma la forma

d 2 _ d 2
d82 = lzp,—.;,q' + T2d¢2. (415)
s p

La relacién entre la coordenada radial r y p, q es

COSP + COSq
sinp

— =]

(4.16)
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A partir de (4.16) es directo probar que el origen es mapeado en el segmento de las
lineas p = 7 + ¢ donde pe[0, 7], mientras que el infinito tipo espacio es mapeado en el
segmento de la linea p = 7 que cierra el tridngulo de la figura 4(a).

Considremos ahora el caso extremo en que M = [J|/l. La métrica es

2 _ .2\2 272
2 _ (r? — 7'+) 2 r’l 2 2/ a7 2
ds’ = — TE dt* + (rz—r?*.)zdr + r(N®dt + d¢) (4.17)

donde r = ry. = I{M/2)}/? es el horizonte. Introduciendo nuevamente las coordenadas

nulas v =t + r* y v = —t 4 r* donde r* es la coordenada “fortuga”
. dr
= | e
(N+)?
—rl? B ir—r

(4.18)

2r2 —ri) + dry " |r 4Ty

y definiendo las coordenadas compactificadas p, ¢ como en (4.14) se obtiene el elemento

de arco

s ANDPP(dp® — dgP)

ds? = YNt + dg)”. 4.1
8 (cosp + cos g)? +r +dg) (4.19)
De la relacién
sinp =l + l o (4.20)
cosgtcosp 2r2—ri) dry |r+ry| |

se deduce que r = ry es mapeado en lineas a 45°, mientras que r = 0 es mapeado en
p=(kr)t yr=occenp=(kr)". [p = (kx)¥, se define de modo que si r — { entonces
p — kx tomando valores superiores a kw, analogamente, r — co cuando p — k= tomando
valores menores que kx}. La extensién maximal de este espacio se encuentra juntando
infinitos tridngulos que representan las regiones interior y exterior del agujero negro.

En las coordenadas originales, sélo se cubren dos tridngulos adyacentes. El diagrama

resultante se muestra en la figura 4(b).
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r=rs
TSy

r=20 r=oo
T T'..I_

(a) (b)

Fig. 4
(a) Estado vacio: M =0=J
(b) Caso extremo: M = |J/I|

Las lineas r = 0 de la figura 4(a) son singulares puesto que ah{ el vector de Killing
usado para realizar las identificaciones es de norma nula. Esta es una caracteristica del
agujero negro en dimensiones impares: el estado vacio es topolégicamente distinto al

estado con masa no nula, pero ain subsiste una singularidad.




5 Formulacién Chern-Simons del Agujero Negro en

241 Dimensiones

5.1 Gravitacién en 2+1 en la formulacién Chern-Simons

Uno de los resultados més importantes de los dltimos afios en la teoria de la gravitacion
cuintica es el resultado.de Witten quien demostré que la gravitacion en 241 dimensiones
puede ser escrita como una teorfa Chern-Simons, y por lo tanto, es finita y exactamente
soluble[9]. En esta seccién estudiaremos el agujero negro en la formulacién Chern-Simons.

Ya desde el punto de vista clasico, la formulacion Chern-Simons tiene varias ventajas,
por ejemplo, la estructura candnica se lee directamente de la accién lagrangiana no siendo
necesario introducir variables extras (los momenta). Por otra parte, las ecuaciones de
movimiento tienen una forma simple en términos de las variables canénicas.

El punto de partida es la accion de Hilbert con constante cosmoldgica escrita en

términos de formas diferenciales

I= 517;- / €abe (R“bnec + é%e"aebaec) + B (5.1)
donde R® = dw® + w?xw® es la 2—forma curvatura, w*® la conexién de spin y ¢* la
tétrada de la variedad. Hemos fijado aqui la constante cosmoldgica como negativa, aunque
Ja mayorfa de los resultados que se obtendrén en esta seccién, son vélidos también en el
caso de constante cosmoldgica positiva.

Las ecuaciones de movimiento que siguen de esta accién variando independientemente

la tétrada y la conexion son

Tﬁ

.D.r\(-',"1 =0 (52)
Rab = Rab+l-2eaﬂeb =0 (53)

En tres dimensiones, la conexién w® define la nueva conexién w® dada por

43
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wh = —e e, (5.4)

a su vez, el tensor de curvafura puede escribirse

b = —¢ bCRc (5-5)

donde R® = dw® + 1 7€ o whawe, La accidn escrita en términos de este nuevo campo es

= 1 1
I= o P —€apet®nelne Y+ B. (5.6)
b

Las componentes espaciales de la tétrada (ef) y la conexién (w?) son candnicos con-

(—QREABQ -]-

jugados en el corchete de Poisson

[ef, 'w?] = m*€;; (5.7)

v las componentes temporales e} y wg son los multiplicadores de Lagrange asociados a los
generadores del grupo local de simetria que resulta ser el grupo de anti-de Sitter.

En otras palabras, la accién (5.6) es una accién hamiltoniana asi como esta sin nece-
sidad de introducir momentos[32]. Esto puede ya notarse al hacer una descomposicién en
241 de las ecuaciones de movimiento (5.2) y (5.3) (ver mas adelante).

Para probar las propiedades recién mencionadas realizemos la descomposicion 2+1 de
la accién (5.6). Esto significa descomponer los campos en la forma eldz” = e3dt + efdz’
y widz# = widt + widz’.

Luego de un calculo directo se encuentra

f dt f €nap(euil — JuwgTh — LegBL) + B. (5.8)

donde T}; son las componentes espaciales de la torsion y R“ = Rf — 7% e b €.

El término de borde B en (5.8) no es igual a B en (5.6) puesto que I e [ dlﬁeren a su

vez en un término de borde. Aunque ambas acciones dan origen a las mismas ecuaciones




Capitulo II 45

de movimiento clésicas, (5.8) parece ser més satisfactoria en el tratamiento cudntico (y
termodinamico) donde en la aproximacién semicldsica, es necesario evaluar la accion. En
efecto, el valor “on-shell” para una solucién estdtica de I es igual a B, el cual se vera, es
finito. Por el contrario, el valor del pedazo de volumen de I es infinito, siendo necesario
introducir un término de borde B infinito para darle a la accién un valor finito. Este
proceso de regularizacién es evitado si se usa la accién I al estudiar las propiedades
termodindmicas de los agujeros negros.

Sean 7 y ¢ dos vectores del espacio tangente. Definimos los generadores®

1 i ma 1 i a
T, = g [, @ T [, 4o b (59)
= 1 2 ij o 1 i,8
Re = o ), P Bybamgp 40 vl (510

los cuales tienen derivadas funcionales bien definidas y cierran en el ilgebra de anti-de

Sitter andmala

[Ry, Be] = 17Thg (5.11)
[Ty, Bl = Bpmg+ fa WA (5.12)
[T Te] = Thg- (5.13)

donde ([7,£])* = €%.n°¢°. Bl término central que aparece en (5.12) tiene su origen en las
integrales de superficie incluidas en (5.9) y (5.10). Estas integrales son necesarias para
que los generadores tengan derivadas funcionales bien definidas. Sin embargo, la integral
de superficie agregada en (5.9) no es un escalar bajo las transformaciones generadas por
(5.10), y, conversamente, la integral de superficie que aparece en (5.10) no es un escalar

bajo transformaciones generadas por (5.9). Esta anomalia en las leyes de transformacion

2Aqui M denota las las secciones espaciales de 2 dimensiones. Estas secciones son abiertas y su regidn

asintdtica se denota por M.
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de los generadores induce el término central. {Las integrales agregadas a cada generador
son escalares bajo transformaciones del mismo generador, por ese motivo no aparecen
términos centrales en (5.11) y (5.13)]. Una carga central a nivel cldsico aparece también
en el dlgebra del grupo de isometria asintético {(grupo conforme) de la gravitacién en 21
con constante cosmolégica negativa[8]. La relacion entre ambas cargas es para nosotros

alin desconocida.

5.2 Ecuaciones de movimiento candnicas y sohiciones estaticas

Las ecuaciones de movimiento que se derivan del principio de accién (5.8) son

T8 = 0 (@
By =0 (®) (5.14)
wf = Dyw§+ 1% elef (c)
& = Dief+ ey efwp. (d)

Las ecuaciones (5.14a,b) evidentemente corresponden a las componentes espaciales de
(5.2) v (5.3) respectivamente. Las ecuaciones (5.14c,d) corresponen al resto de las com-
ponentes reescritas en la separacidon 2+1. La derivada covariante se define por D;A® =
9;:A* + e‘ﬁ,cws’Ac.

La conveniencia de usar el formalismo Chern-Simons aqui es evidente; las ecuaciones
de movimiento son expresadas algebraicamente en términos de las variables canénicas no
apareciendo funciones extras como los simbolos de Christoffel (que son derivadas de la
métrica), necesarios en el formalismo canénico usual (ADM).

Los términos de borde que aparecen al hacer la variacién de la accién son

1
- - /3 | Mab(e38w’ + wibe’) + 6B, (5.15)

Una vez definidas las condiciones de borde, B debe escogerse de modo que el término de

borde sea cero. En el presente caso, esto no se puede hacer aiin puesto que las condiciones
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de borde que impondremos, e§ y wg dependen de las coordenadas canénicas por medio
de las constantes de integracién. El cilculo explicitc de B se hace en la seccion siguiente.
Por razones de conveniencia posterior estudiaremos aqui las soluciones del problema

Buclideo. Es directo verificar que las 1—formas

e® = sinh(p/D)(f-d7 + fedd) w
e* = cosh(p/1)(g-d7 + gsdd) w
el =dp w

0 = (1/1) sinh(p/1)(g-d7 + g4dé)
2 = —(1/1) cosh{p/1)( f-d7 + fsd9) (5.16)
1=

il

con fr, f4,9- ¥ ge constantes resuelven las ecuaciones (5.14) en la signatura Euclidea. Las
expresiones {5.16) para e* y w® representan el agujero negro en la formulacién de primer

orden. Para hacer contacto con la solucién métrica usamos la relacién

Guv = nabezei- (517)

obteniendo para el elemento de arco

ds? = (edde*)? + (e2dat)? + dp? (5.18)

La relacién entre el conjunto de constantes de integracién {f, gr, f4,94} ¥ el conjunto

{M,J,No, N®.} que aparece en la solucién (2.20) es

- 96 = T+
fé = —ir_
f'r = %{:Noo - T—Nqsoo
g = i (%ZNOO - r+N¢w)

donde recordemos que la relacién entre la masa y momento angular con los horizontes es

(5.19)

2 2
2roro
M=Tx ;; =, =T (5.20)
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Reemplazando (5.16) y (5.19) en (5.18), y efectuando el cambio en la variable radial

r? = 7% cosh®(p) — r2 sinh’(p) (5.21)

se obtiene exactamente la continuacién Euclidea de la solucién {2.20), es decir, la métrica
(2.20) en el tiempo complejo T = it, pero evaluada en los valores fisicos de las constantes
de integracién. La relacién entre las constantes de integracién del problema Euclideo y
Minkowskiano involucra la unidad imaginaria ¢ en el caso con momento angular distinto
de cero porque J es un momento (ver apéndice D). (Recordemos ademds que en la solucién
Euclidea N, es, a veces, llamado 3 puesto que es igual a la temperatura inversa.)

En el sector Fuclideo, y con la condicién de borde N#(r,) = 0, la métrica se puede

escribir de una forma notablemente simple en términos de la coordenada p

y 2
ds? = 12 sinh?(p/1) (dr - “’T‘dqs) + 72 cosh?(o/1)dd* + dp? (5.22)

con los rangos

0<7<2r, 0<¢d<2r, 0<p<oo.

El punto p = 0 corresponde al horizonte r;. que en el sector Euclideo es el origen de un
sistema de coordenadas polares en el plano p/7.

Esta métrica representa el agujero negro en tiempo Euclideo con momento angular.
La solucién hiperbdlica se puede escribir simplemente reemplazando 7 = f, pero en ese
caso, (5.22) representa sélo la solucién exterior y hay que extender la coordenada radial
para incluir el resto de la variedad. El pardmetro r_ es una constante de integracion y
puede ser continuada a valores imaginarios para que (5.22) sea real. La simplicidad de

(5.22) es evidente en comparacién con la solucién de Kerr en 3-+1 dimensiones.
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5.3 Formulacién covariante y holonomias

Hasta ahora hemos estudiado la formulacién Chern-Simons en forma hamiltoniana, no
covariante. La gravitacién en 241 puede escribirse como una teoria de gauge para el
grupo de anti-de Sitter con el lagrangiano Chern-Simons. En el sector Euclideo, €l grupo
de anti-de Sitter es isomorfo al grupe SO(3,1) con generadores J45 (A,B=1,2,3,4). Des-
componiendo J4p en tres rotaciones Jup = —€apeJ® (a,b=1,2,3) v tres “boosts” Jus = Fo

se obtiene el algebra so(3,1)

[Pa': Pb] = —I_zﬁabcjc
[Jaa Pb] = eabcPc (5.23)
[Jaa Jb] = eabc‘]c
donde 748 = (ab, —17%) ¥ 1w = (1,1, 1).
La gravitacién en 2-+1 se obtiene incorporando la tétrada (e*) como el campo de

gauge para los “boosts” generados por F,, y la conexién de spin (w”) para las rotaciones

generadas por J,. Definimos la 1—forma A por

A=¢eF, +w], (5.24)

y la curvatura asociada (F') por

F = dA+A\A
Bep, 4 T°J,. (5.25)

It

de donde se obtiene para R* y T°

R® = R°—L7%6.e'ne (5.26)
T = de® + &% whaet. (5.27)
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Las ecuaciones que siguen de la variacién de la accién de Chern-Simons son

F=0 (5.28)

lo que implica que la conexién A es puro gauge, es decir

A=U"dU, (5.29)

donde U es un elemento del grupo. El calculo del elemento U para el agujero negro en
el caso de signatura hiperbélica fue realizado en la Ref. [33]. Siguiendo las lineas de ese

trabajo podemos calcular U para la solucién Euclidea (5.16). La solucién es

Ulp,7,8) = el86P2—(1/0)f62)¢ lgr Pa— (/) frJ2}7 oo P1 (5.30)

Recordemos que los generadores P, corresponden a “boosts” mientras que J, a rotaciones.

El operador U esta relacionado con las holonomias (“Wilson loops”) mediante

H = Pef 4" = y-1y, (5.31)

donde U, se refiere al operador trasladado a lo largo del camino. Dos casos particulares
son de especial interés, (i) un circulo con 7 y p constantes y 0 < ¢ < 27. Debido a que
P; es un “boost”, H # 1 lo que muestra que ese circulo no puede ser contraido hasta un
punto. La presencia de esta holonomia no trivial establece la diferencia entre el espacio
de anti-de Sitter y el agujero negro, (ii} un circulo con p y ¢ constantes. Puesto que J; es
una rotacioén se debe exigir f;(72— ) = 27! de modo que no se produzca una singularidad

conica. Escogiendo la coordenada 7 de modo que 72 — 73 = 1 se obtiene la condicién

fr =2l (5.32)

Esta condicion serd usada en la seccidn siguiente para evaluar la entropia del agujero

negro en la formulacién Chern-Simons. Notemos que de (5.30) se observa que fy también
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debiera ser restringido a los valores f3 = nl con n entero. Pero al hacer contacto con
la formulacién métrica se obtiene que f es imaginario luego J» ya no actia como una

rotacion.

5.4 Términos de borde: energia, momento angular y entropia

Los términos de superficie son particularmente simples en el formalismo Chern-Simons.

En efecto, para la accién (5.8) la variacién del término de superficie se encuentra de (5.15)°

§B = —% - dz' 105 (38wl + wibed) (5.33)

Puesto que la solucién no depende de los angulos podemos integrar en ¢ obteniendo

p—roo

§B = =2 [(egbuw} + wibel)na) e
§Bo, — 6Bo (5.34)

Insertando la solucién (5.16) se obtiene directamente el término en infinito

2 2
5Boo = 7g1‘6f¢ + 'ffr‘sgé (535)

Ahora expresando esto en términos de los pardmetros fisicos dados en (5.19) se obtiene

6B = BEM — N6 (5.36)

En p = 0 imponemos las siguientes condiciones, (i} la constante g, se anula lo cual es
el analogo de la condicién N?(r,) = 0, ec. (2.45); (ii) la condicién de regularidad (5.32)

f. =2xl. Esta dltima condicién representa el andlogo de evitar singularidades conicas en

3 Aqui es necesario insertar un signo menos extra en la accién puesto que estamos en el sector Euclideo,

La accidn escrita en (5.1) es apropiada en la signatura de Minkowski.
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el formalismo métrico. El término de borde proveniente de p = 0 se calcula directamente

de (5.34) obteniéndose

6By = 4d7ér, T (5.37)

Para variaciones con 8 y N%, fijos, se encuentra

B =M~ N?,J —drry (5.38)

que coincide con el resultado obtenido en la seccién 2.6. Notemos que al poner g, =0y
fr = 2zl en (5.19) se obtienen las expresiones (2.54) y (2.51) para la temperatura (T') y

N4, respectivamente.




CAPITULO III.

AGUJEROS NEGROS EN DIMENSIONES
MAYORES QUE CUATRO

1 Introduccidn

En el capitulo anterior se estudié una solucidn de las ecuaciones de Einstein en tres
dimensiones que tiene muchas de las caracteristicas de un agujero negro. Una pregunta
natural que surge es la existencia de soluciones anélogas para todas las otras dimensiones.
La respuesta a esta pregunta es afirmativa y el estudio de esas soluciones es el objetivo
del presente capitulo.

Una importante caracteristica de la gravitacién en dimensiones mayores (D> 4) es
que la accién no es tnica. Una posible extensién consiste en continuar dimensionalmente
la accidn de Hilbert. Soluciones tipo agujero negro para las ecuaciones de movimiento
de esa accién son bien conocidas[21] y presentan muchas de las propiedades del agujero
negro usual,

Pero esa no es la accién mas general. Para una dimensién D dada, existe una familia
de n pardmetros? independientes de acciones que dan origen a ecuaciones tensoriales de
segundo orden para la métrica, ademas de un tensor de energia momento conservado.
Esta familia de acciones fue descubierta por Lovelock{l].

Soluciones con simetria esférica para la accién de Lovelock han sido estudiadas por
diversos autores|34,35,36,37,38]. La filosofia seguida hasta el momento ha sido mantener
los n pardmetros de la accién independientes. Esto da lugar a una familia de n—1 métricas
cuya componente g,.(r) = ¢°(r) son las raices de una ecuacion algebraica de grado n—1.

Aparte de los casos en bajas dimensiones (n < 6), esta ecuacién no puede ser resuelta

4En todo este capitulo definimos el pardmetro n por: D = 2n para dimensiones paresy D = 2n—1

para dimensiones impares.
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explicitamente, lo cual introduce una serie de complicaciones matematicas en el estudio
de las propiedades fisicas de la solucién.

Consideraremos aqui un caso particular de la accién de Lovelock que sélo tiene 2
parametros independientes. Uno de ellos (Ag), es una constante multiplicativa que tiene el
mismo rol de la constante de Newton. El otro pardmetro (I~2) juega el rol de una constante
cosmoldgica. Una consecuencia de considerar este caso particular es que la ecuacién
algebraica antes mencionada se resuelve trivialmente. Todas sus raices estan degeneradas
en una sola y es posible escribir explicitamente la forma de la métrica. Como veremos en
la seccidén 3.2, se obtienen dos “ramas” de soluciones: una rama para dimensiones pares,
cuyas soluciones presentan grandes similitudes con la solucién de Schwarzschild usual, y
la otra rama, en dimensiones impares, cuyas soluciones presentan grandes similitudes con
el agujero negro en 2+1 estudiado en el capitulo I

La simplicidad matematica no es argumento suficiente para justificar la reduccién de la
accidn que se ha propuesto. Las razones fisicas que motivan la reduccién son las siguientes:
(1) la accidn de Hilbert en cuatro dimensiones no puede ser escrita como una teoria de
gauge para un grupo particular, pero esto si puede hacerse en todas las dimensiones
impares. La accién que se propondrd aqui, en dimensiones impares, es una densidad
tipo Chern-Simons para el grupo de anti-de Sitter. En dimensiones pares, usaremos el
invariante topoldgico que da lugar a la densidad de Chern-Simons en D-1 pero, para
obtener ecuaciones de movimiento no triviales, es necesario romper la simetria. Esto
se hard en la misma forma que lo propuesto por Mac Dowell y Mansouri[39] en el caso
D=4 (ii), la presencia de n pardmetros independientes en la accién hace que la métrica
pueda tener D-1 horizontes los cuales son las raices de un polinomio de grado D-1 y no
se puede establecer una relacion entre el signo de la energia y la existencia de ellos. Por
otra parte, la entropia, en el caso general, es un polinomio en 74 (el horizonte exterior)
no necesariamente creciente, contradiciendo la segunda ley de la termodindmica. Estas

caracteristicas de la accién de Lovelock sugieren que alguna eleccién para los coeficientes
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debe hacerse. La accién que aqui consideraremos da origen a horizontes cuando la energfa
es positiva y la entropia es una funcién estrictamente creciente de r,. Debemos recalcar,
de todas formas, que esta no es la tinica accién que cumple con estas propiedades; lo que
fija la accion en este trabajo es la existencia de la densidad de Chern-Simons.

Una propiedad interesante de la teoria en dimensiones impares, y que ya esta presente
en D=3, es la existencia de un estado permitido de masa negativa. En efecto, el espacio
de anti-de Sitter tiene masa M = —1. Es importante mencionar que en el intervalo
—1 < M < 0 el espacio tiene singularidades desnudas.

Las propiedes termodinamicas de los agujeros negros en dimensiones mayores son es-
tudiadas en la seccién 4. Mediante la evalucion de la accién Euclidea se puede calcular,
en la aproximacién de punto silla, la entropia en cualguier dimensién. Para calcular el
valor de la accién Euclidea en la solucion agujero negro es conveniente usar el forma-
lismo hamiltoniano. En este formalismo, la accién es finita sin necesidad de efectuar

regularizaciones.




9 La Accién Gravitacional en Dimensiones Mayores

2.1 Acciéon de Lovelock

La accién mas general para la gravitacién en un espacio-tiempo de dimensién (D) mayor
que cuatro es una suma sobre todas las continuaciones dimensionales de las caracteristicas
de Euler en las dimensiones pares menores que D[1,2]°. Esta accién la llamaremos accién

de Lovelock y tiene la forma

I=%Y ol (2.1)
p=0
donde
Ip = f €a1..ap R™92, ... \R2P-192p 02041 1, .. %D, (22)

Aqui e® es la 1—forma “vielbein”, R} = dw? + wiaws es la 2—forma curvatura y
w? la conexién de spin, ¢; = 1,...,D. Los coeficientes a, son constantes arbitrarias con
dimensiones [distancia]~(®~?P) y )q tiene unidades de accién.

Para dimensiones pares, el dltimo término de la suma es el invariante topoldgico de
Fuler que no contribuye a las ecuaciones de movimiento. Sin embargo este término asigna
pesos diferentes a las topologias no equivalentes en la integral funcional.

Variando (2.1) con respecto de e* se encuentran las ecuaciones de movimiento del
problema que son mucho mds complicadas que las ecuaciones de Einstein usuales invo-
lucrando potencias altas en el tensor de curvatura y por lo tanto en las aceleraciones.
Sin embargo, estas ecuaciones aun son de segundo orden para la métrica y existe una
formulacién hamiltoniana bien definida[2]. Ademas ellas pueden ser resueltas al menos

en algunos casos simples como por ejemplo Universos de Friedmann{41] y soluciones con

5 Asumiremos, como es usual, que la accién no contiene el tensor de torsién explicitamente. La cons-

truccién de la accidn en ese caso se encuentra en la Ref. [40].

56
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2 es cero idénticamente en el for-

simetria esférica[35,36]. La variacién con respecto a w
malismo de segundo orden donde se supone que la torsion es nula.

La accién (2.1) se construye usando los mismos requerimientos que en D = 4[1]; co-
varianza general; ecuaciones de segundo orden para el campo gravitacional y un tensor
de energia momento conservado. En el lenguaje de formas diferenciales, la accién (2.1)
puede ser obtenida bajo el requerimiento de que el lagrangiano sea una D—forma inva-
riante de Lorentz construida solamente usando e* y w* y sus derivadas exteriores, sin
usar el operador de Hodge (%)[40,42] (que sirve para construir la accién de Yang-Mills).

Estos requerimientos no restringen los coeficientes «, y son necesarias nuevas condi-
ciones. Para seleccionar los coeficientes o, vamos a intentar agrandar el grupo de simetria

local. Para esto debemos sumergir el grupo de Lorentz en un grupo mas grande G. Las

posibilidades para G son tres[43]:
(1) G = SO(D},DQ), D]_ Z D - 1, Dg 2 1
(i) G=SL(D), D' >D

(iii) G = SO(D;,D:)®T, 0 G=SL(D')®T, donde T conmuta con SO{D;,D;) o con
SL(D.

Entonces, la posibilidad minimal semisimple para G es el grupo de anti-de Sitter
(G = SO(D —1,2)) o de Sitter (G = SO(D,1)). Vamos a considerar aqui -el caso del
grupo anti-de Sitter. La razdn para esta eleccidn es que las soluciones clasicas en este
caso son espacios abiertos asintéticamente anti-de Sitter y que tienen una rica estructura
en infinito[14].

En lo que sigue vamos a considerar la eleccion particular de los coeficientes o, en (2.1)

dada por




Capitulo 111 58

-1
n " [P D=2%n—-1 (a)
D-2p P
ap = 4 (2.3)
n
[~Ptp D=2n )
p

donde el pardmetro [ tiene dimensiones de distancia.
En las dos secciones siguientes se justificara esta eleccién por argumentos de teoria de

grupos.

2.2 La accién en dimensiones impares

Consideremos la densidad de Euler en 2n dimensiones. Esta densidad es, por supuesto,

una forma exacta y puede ser escrita en la forma

ggn = /\QEAI...AanAlAzn sen RA2“"1A2" = dA.Czn._.l (2.4)

Adqui, el tensor de curvatura RAB es construido con la conexién W42 del grupo SO(2n —
2,2) donde los indices latinos en maydscula corren en el rango 1 a 2n (ver Apéndice
A). €4, no puede ser usado como un lagrangiano en 2n dimensiones puesto que es una
derivada total, pero £3,_; puede ser usado como lagrangiano en 2n — 1 dimensiones.

Usando la descomposicién de la conexién W4 en rotaciones de Lorentz (con conexién
w*®) y “traslaciones” (con conexién e} descrita en el apéndice A, se encuentra la siguiente
expresién para Lo,~1 como una funcion de estos campos

n—1

£2n-—1 = /\g Z apea1...ap Ralazn e ARaQP_laszeazp'HA coene®? (2.5)
p=0

donde los coeficientes o, estdn dados en (2.3a). Esta expresion es un caso particular del

lagrangiano en (2.1) con la eleccién de coeficientes (2.3a). Debido a que Ia densidad de

Euler es invariante ante el grupo de anti-de Sitter (SO(D—1,2)), también lo es L3, para
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transformaciones que dejen el borde invariante. Por conveniencia posterior las unidades

las escogeremos de modo que el coeficiente Ag tome el valor

2l
T+ D=2,

donde Q3 es el area de la D — 2 esfera.

A (2.6)

Notar que en el limite | — oo (que corresponde a una constante cosmolégica cero),
s6lo el \ltimo término (p = n — 1), y no el término de Hilbert, contribuye a la accién. La
forma en que hemos construido esta accion es similar al caso Chern-Simons en D=3 y uno
puede preguntarse si algunas de las interesantes propiedades de la teorfa Chern-Simons
se cumplen en este caso. Una importante propiedad de la teorfa Chern-Simons es que
las ecuaciones de movimiento fuerzan al tensor de curvatura del grupo a ser cero. Esto
implica que la conexién es puro gauge y los dnicos grados de liberfad del problema son
grados de libertad globales asociados a posibles holonomias no triviales de la variedad.
Otra consecuencia importante de que el tensor de curvatura sea cero es la equivalencia
“on-shell” entre difeomorfismos y transformaciones locales de gauge. Ninguna de las dos
propiedades anteriores se cumple para D > 3 puesto que el tensor de curvatura no es

cancelado por las ecuaciones de movimiento (ver seccién 2.4).

2.3 La accién en dimensiones pares

En dimensiones impares no existen invariantes topoldgicos que se puedan construir a partir
de una conexion para un cierto grupo. Luego, no podemos repetir el procedimiento de
la seccién anterior para construir la accién en una dimensién par. Como fue notado por
Mac Dowell y Mansouri|[39] es necesario romper la simetria ante el grupo de anti-de Sitter
para obtener una accién no trivial. La forma que deberia tener un lagrangiano invariante

ante el grupo de anti-de Sitter es

Lo, = ADRAIAQ ARAA RAD-AD QAlAz---A'D R (27)
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donde Qa, A,...Ap €8 un tensor de rango D en el grupo. Pero, si escogemos () como
un tensor invariante, el lagrangiano resulta ser una derivada total. Debemos entonces
romper la simetria. Escogeremos Q Ay, 42,..Ap COMO un tensor invariante ante el grupo en

la dimensién menor, SO(2n — 1,1), el grupo de Lorentz,

€a;..0p DaTA2 A =aj, (i=1,..,D)

QA;AQ...A'D = (2'8)
0 otro caso,
Con esta eleccién el lagrangiano (2.7) queda
1:2,1 = )\o(Ralaz -+ 1—2 Eal Aeaz)!\ e A(RGD—IGD -+ 1_2 et AeaD)EﬂI Gl " (2.9)

siendo un caso particular del lagrangiano en (2.1) con la eleccién particular de los coefi-
cientes o, dada en (2.3b). En dimensiones pares escogeremos las unidades de modo que

Ao tome el valor

12
= 3D —2) D0

lo cual reproduce la normalizacién usual en D=4y es una eleccién natural en dimensiones

Ao (2.10)

mayores.

En el caso limite I — oo, sélo el término con la potencia mas alta (no trivial) en
el tensor de curvatura (R*~1) contribuye al lagrangiano. En este limite, la densidad de
Euler {R®) adquiere una constante de acoplamiento infinita, pero este término, de todas

formas, no contribuye a las ecuaciones de movimiento.

2.4 TEcuaciones de movimiento

Las ecuaciones de movimiento que se derivan de los lagrangianos (2.5) y (2.9) son

(Ra'l o2 4 [~2en A€a2)f\ rae A(Razn_aazn-z -+ [~?gt2n-3 ;\(-3‘12"—2)6.._11!12 ey = 0 (211)
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en dimensiones impares (D=2n-1), y

(Ro1% 4 17265 5%2) - -« a(RO20-3020-2 . [-20n=3 gfan-2)pgnmie o = 0, (2.12)

en dimensiones pares (D=2n).
Como veremos mis adelante, la forma factorizada que tienen estas ecuaciones permitira

una gran simplificacién en el andlisis de las propiedades fisicas de sus soluciones.




3 Soluciones Estaticas de Simetria Esférica

3.1 Accidén y ecuaciones de movimiento reducidas

En esta seccién estudiaremos soluciones para las ecuaciones (2.11) y {2.12). Este estudio
ha sido realizado por numerosos autores anteriormente[34,35,36,37,38]. Nuestro objetivo
es revisar el caso en que la accién es escogida con la eleccién particular de coeficientes(2.3).

Para nuestros propdsitos aquf es suficiente considerar un minisuperespacio donde las
métricas que se varian son estdticas y esféricamnente simétricas. En un sistema de coor-

denadas apropiado la métrica se puede escribir en la forma

ds? = —N*(r)g*(r)de* + g~(r)dr? + r?dQ? (3.1)

donde d2? es el dngulo sélido de la D—2 esfera y N(r) y g(r) son funciones que se varfan en
la accién. (En general un procedimiento de reduccién de este tipo no lleva necesariamente
al mismo conjunto de ecuaciones originales. Sin embargo, debido a que la reduccién se
hizo aqui mediante vectores de Killing, las ecuaciones nuevas son consistentes con las
originales. Esto puede probarse explicitamente reemplazando (3.1) en (2.11) y (2.12).
Ademas, al hacer el reemplazo se descubre que las constantes de integracién del problema
reducido son constantes de movimiento del problema general.)

Trabajfmndo en la formulacién hamiltoniana de la accién de Lovelock es facil encon-
trar la forma reducida de la accién para la métrica (3.1). Por aplicacién directa de los

resultados de la Ref.[2] se encuentra (ver apéndice B)

OF , OF
[ = (tz—tl)fdrN(a—gg +—;) + B.
= (ts—t1) f drNF' + B (3.2)

!

Aqui B es un término de superficie que se ajustard mds tarde, la prima ’ representa

derivadas con respecto de la coordenada radial r, y la funcién F[r, g(r)] esta definida por
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i+ /P -0 D=2 (a
Flrg(rll =1 2 9 @
L+ @D - . D=2n-1 ()
Las ecuaciones de movimiento que se derivan de (3.2) son
dN dF
=0, - =0 (34)
que son resueltas por
N(r) = Ny, = const., F[r,g(r)] = C = const. (3.5)

Los dos pardmetros C' y Ny, son las constantes de integracion del proble-ma. Ajustando
la escala de tiempos, No puede ser escogido igual a uno, pero nosotros lo mantendremos
como un parametro independiente para futura conveniencia en el calculo de la energia y
la entropia de la solucién. El pardmetro C es, salvo por una constante aditiva, la masa

asociada a la solucién (ver Sec. 3.4),

C=M+Cs. (3.6)

La constante Cp sera escogida en la seccién siguiente.

3.2 Agujero negro en dimensiones mayores

Usando (3.3) y (3.5) podemos expresar el coeficiente métrico g*(r) como funcién de la

masa M y la coordenada radial r en la forma

) — { | — @M/r)75 4 (r/I)) D =2n (a) o

Tl 1M+ @) D=2a-1 (D)

Escogiendo N, = 1 se encuentra la expresién




Capitulo III 64

=T 2 2
mn[i- )T R e a0
()75
r 12

en dimensiones pares, ¥y

2
] dt? + dr —+12dQ°  (39)

1-(1\/.r+1)ﬁ+’;—2

en dimensiones impares. El criterio que hemos adoptado aqui para escoger la constante

T2

12

ds2=—[1—(M+1)n+1+

Co es que cuando la masa sea cero, el horizonte, y por lo tanto el agujero negro, desa-
parezca. Entonces, en dimensiones pares Cp = 0 y en dimensiones impares Cp = 1. Los
casos usuales de dimensién cuatro y tres son obtenidos poniendo n = 2 en (3.8) y (3.9)
respectivamente.

Las métricas (3.8) y (3.9) describen un agujero negro sélo si la funcién g?(r) tiene al

menos un cero para un valor real y positivo de r,

g} (ry) =0, ry>0. (3.10)

De (3.7) se obtiene que para las dimensiones con n impar (D =4k+1,4k+2) la masa
M debe ser positiva si uno espera una solucién real, y ademds, un signo + aparece en
frente de la raiz (n — 1). La rama de soluciones con el signo positivo tiene un horizonte,
pero la rama con el signo negativo tiene una singularidad desnuda. Ademas de existir una
degeneracién en las soluciones, un hecho perturbador en estas dimensiones es la ausencia
de una relacién entre la existencia del horizonte y el signo de la energia.

Para las otras dimensiones (D=4k-1,4k; k=1,2,3,..), los signos estan fijos y es facil ver
que un horizonte existe si y sélo si la energia es positiva. La relacion entre la positividad
de la energia y la existencia de horizontes es de gran importancia, y por esta razén no-
sotros excluiremos de nuestro andlists aquellas dimensiones donde esta relacion no existe.

En la seccién 3.4, se vera que al introducir carga eléctrica, se encuentra otra fuerte razén
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para excluir estas dimensiones.

Estructura causal en dimensiones pares

La expresién (3.8) representa una extensién natural de la solucién de Schwarzschild
para dimensiones mayores. La métrica diverge en el origen como T (D =2n)yes
directo comprobar que el tensor de curvatura también diverge en r = 0. La regién
asintética, se aproxima al espacio de anti-de Sitter. El diagrama de Penrose de la solucién
se calcula por los métodos usuales y no depende de la dimensién. Fl caso M # 0 es
mostrado en la Fig. 1a y el caso M = 0, que corresponde al espacio de anti-de Sitter, es

mostrado en la figura 1b.

r=0 ite
TSy
II
r= 00 I I r=c0  r=10 r=oo
IV
r I+
r=>0 i~e
(a) M >0 &) M =0

Fig. 1

Diagrama de Penrose en D=2n

En la figura la las lineas horizontales (tipo espacio) representan la singularidad donde
las geodésicas terminan y las lineas verticales (tipo tiempo), la regidn asintética. El
diagrama es cerrado y por lo tanto la variedad es maximal. La estructura causal es la
misma que en el caso 3+1. La region II esté causalmente desconectada del resto de la
variedad; un observador en II sélo puede caer hacia la singularidad r = 0. El estado

vacio, mostrado en la figura 15, es el espacio de anti-de Sitter. Los puntos i+, i~ represen-
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tan el infinito futuro y pasado respectivamente y son regiones desconectadas del diagrama.

Estructura causal en dimensiones impares

El agujero negro en dimensiones impares tiene a su vez fuertes similitudes con el caso
24+1(26]. Sin embargo, debido a que para D > 3 el tensor de curvatura no es constante,
como en D = 3, las soluciones no pueden ser obtenidas por un proceso de identificacién a
partir del espacio de anti-de Sitter[29].

Las componentes no nulas del tensor de curvatura en dimensiones impares son

R = -1
Rgg = -—-1‘2635
Ry = —17%§ (3.11)
8, 8. - (M + 1)ﬁ {61621
Roé = [—l Pt | Gkl
y el escalar de curvatura es
1
R=_D('D—1)+(M+1)ﬂ1('D—2)(D—3) D om—1 (3.12)

2 T2

Como se mencioné antes, los valores de M negativos no tienen horizontes y por lo
tanto son estados prohibidos. Pero, cuando se llega al valor M = —1 (en unidades
Geometrizadas) la singularidad de curvatura desaparece, y por lo tanto, esa solucién es
permisible. El espacio obtenido para M = —1 corresponde exactamente al espacio de
anti-de Sitter el cual aparece como un “bound state” en el espectro de masas. Esto es
muy similar a lo que ocurre en 2-+1 dimensiones. En ese caso, Af = ~1 corresponde al
espacio de anti-de Sitter en tres dimensiones y en el intervalo —1 < M < 0 existe un

continuo de soliciones con singularidades cdnicas desnudas[26)].

_j-24lef]

A distancias grandes, R*f, ~ o]

y la variedad se aproxima a un espacio de

curvatura constante negativa, el espacio de anti-de Sitter.
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El diagrama de Penrose de la solucién genérica (M # () en dimensiones impares es el
mismo que en dimensiones pares. Pero ahora hay una diferencia en el estado vacio. El
diagrama del estado M = 0 se muestra en la figura 2b. Ademas, en dimensiones impares
existe el estado de masa negativa M = —1 correspondiente al espacio de anti-de Sitter.

Los diagramas de estos tres estados se muestran en la figura 2.

ite
r= 0o r=10 r=00
K J
(a) M >0 (b) M =0 () M =-1

Fig. 2

Diagrama de Penrose en D=2n-1

3.3 Agujero negro cargado en dimensiones mayores

El agujero negro en 4 dimensiones estd caracterizado por 3 parametros: masa, momento
angular y carga eléctrica. Estas tres cantidades estan asociadas a traslaciones temporales,
rotaciones y transformaciones de gauge asintéticamente constantes del campo de gauge,
respectivamente. Las soluciones descritas en la seccién anterior tienen sélo una de estas
“cargas”, la masa. Es natural intentar extender estas soluciones incluyendo carga eléctrica
y momento angular. En la presente seccién describiremos como agregar carga eléctrica
para el agujero negro en dimensiones mayores.

La accion hamiltoniana reducida para el campo electromagnético Coulombiano sobre

un fondo curvo descrito por una métrica g,, es (ver apéndice C)

ﬁ
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Io = (t: — 1) f dr [~LNr®=?p® 4 o(r""?p)] + By (3.13)

donde N = N+g}% y Bg es un término que depende de las condiciones de borde.

Sumando a (3.13) la parte gravitacional (ecuacién (3.2)) se obtiene la accién total

Iog = (t2 — 1) / dr [N(F' = 1r®7p%) + o(r®~p)| + Bag. (3.14)

donde Bgg es un término de borde que serd fijado mds delante.
Variando la accién con respecto de los cuatro campos N, ¢,p y g se obtienen respec-

tivamente el conjunto de ecuaciones

F' = 1pP72p? (3.15)
(r®2p) = 0 (3.16)
¢ = —Np (3.17)
N' =0 (3.18)

que son resueltas facilmente encontrandose

p = r"'?‘2 (3.19)
N,
@ = (5:‘%”_3-}-9900 (320)
lQZ
F = -WJFO (3.21)
N = N,. (3.22)

Los cuatro parametros @,C, ¢ ¥ Noo son las constantes de integracién del problema.
Las constantes ¢, y Ny, representan el valor de ¢ y N en infinito y son los conjugados

de ) y M respectivamenté (ver seccién siguiente).
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Las componentes de la métrica se encuentran de (3.21). Escogiendo N, = 1, la

métrica toma la forma

ds?* = —g*(r)dt* + g7 %(r)dr® + r?dQ* (3.23)
COI1l
1
2 2 n-1

T+ - (2114 D —%)rv-z) b=2n (a)

g r)= - 102 1 (3.24)
T _ _— 2% 9 _
1+ % (M-%—l (9_3)TD_3) D=2n—-1 (b)

Este resultado entrega otra razén para excluir las dimensiones con n — 1'par. En efecto
en ese caso, aparte de los problemas mencionados en la seccion 3.2, se encuentra un valor
minimo de r para que la solucidn sea real. Este valor particular de r no representa una
singularidad de ningin tipo en la geometria, ni tampoco del campo electromagnético.
Para n = 2 en dimensiones pares (3.23) se reduce a la solucién de Reissner-Nordstrom
usual. El caso n = 2 en dimensiones impares (D=3) debe ser tratado por separado, ver
seccion 2.5 del capitulo IL.

En dimensiones pares existe una solucién asintéticamente plana que se obtiene en el
limite cuando no hay constante cosmolégica ({—oc). En dimensiones impares, por otro
lado, no es posible tomar este limite sin perder el agujero negro. Esto se ve directamente
de (3.24). (En dimensiones impares la energfa no tiene unidades (ver apéndice E), ¥,
por lo fanto, para poder tener un horizonte se necesita una escala con dimensiones de
distancias: la constante cosmoldgica.)

De las expresiones (3.24) es directo probar que existen dos, uno o ningin horizonte
para la métrica dependiendo de los valores de A y ). Pero es importante recalcar que
para que exista al menos un horizonte la masa debe ser positiva. En el caso genérico de
que existan 2 horizontes (ry), la variedad se separa en tres regiones: I, llamada regién

exterior corresponde a r > ry, I, llamada region intermedia corresponde ar_ <r < r,
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y III, llamada regién interior corresponde a » < r_. La forma como estas regiones se

conectan se muestra en el diagrama de Penrose de la figura 3.

Fig. 3

Diagrama de Penrose, @ # 0, (2 horizontes).

En el caso extremo (ry = r_) existen dos regiones: la regién exterior I (r > rp) y
la regién interior II (r < r.). La conexién causal entre estas regiones es mostrada en la

figura 4.

Diagrama de Penrose, ) # 0 (caso extremo)

3.4 Términos de superficie: energia y carga eléctrica

La energia y carga eléctrica asociada a las soluciones de la seccion anterior pueden ser

facilmente calculadas usando las técnicas hamiltonianas[44]. El término de superficie
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Bgg presente en (3.14) debe ser fijado de modo que la accién tenga un extremo para
variaciones que respeten las condiciones asintéticas. Se impone como condicién asintética
que los campos se aproximen a Jas soluciones cldsicas de las ecuaciones de movimiento
(ecuaciones (3.19)-(3.22)). Variando la accién con esas condiciones de borde se encuentra

para 6Bgg

Este término representa la carga conservada asociada a las “transformaciones de gauge
impropias” [27] generadas por la evolucién temporal. Estas transformaciones son, despla-
zamientos temporales en infinito y transformaciones de gange asintéticamente constantes
del campo electromagnético. De la ecuacién (3.25) se deduce que los pares (M, Ny) y
(@, ¢oo) son conjugados, luego si la masa (M) y la carga (@) son variados, Ne, ¥ ©eo estdn

fijos. Luego

Bgg = (ts — t1)(—NeoM — 00, Q) + By (3.26)

donde B, es una constante sin variacién. La libertad para fijar esta constante fue usada
en la seccién 3.2 para fijar el cero de la energia cuando el horizonte desaparece.

En espacios asintéticamente anti-de Sitter, la funcion “lapse” reescalada N, mide los
desplazamiento temporales en vez del “lapse” usual Nt. Esto se debe a que el vector
n=N18/8t no se aproxima al vector de Killing 8/9¢ en infinito puesto que N+ diverge
ahi. El vector reescalado =g~ '(r)N*3/8t = N3/0t ¢l se aproxima al vector de Killing

salvo por un reescalamiento constante.




4 Termodinamica de Agujeros Negros en Dimensio-

nes Mayores

4.1 Temperatura

La temperatura asociada a los agujeros negros descritos en la seccién anterior puede ser
calculada usando las técnicas Fuclideas usuales[19]. En tiempo imaginario ¢ = i7, la

métrica (3.1) toma la forma

dsg,. = N2 (r)g?(r)dr? + g7 (r)dr? + r2d0° (4.1)

donde ¢*(r) estd dado por (3.7) y N(r) = #5. Debido a que la funcién g? se anula en
un punto, la topologia del agujero negro Euclideano es R? x Sp_s. La coordenada 7
es periodica y podemos fijar su rango en el intervalo [0,1]. En estas coordenadas, N

representa el periodo Euclideano cuyo inverso es la temperatura: N=g=T"1. La {érmula

relaciona la temperatura (perfodo inverso) con la masa de la solucién de modo que no

haya singularidades conicas en el horizonte. En el caso () = 0 se obtiene para T,

1+ (re/1)*(2n — 1) D=9
T = 4n(n — 1)r, ) (4.3)

+ — 9y _
2xi?’ D=2n-1

La evaporacion de agujeros negros es muy diferente en dimensiones pares e impares.
Cuando M — 0, ry — 0 en ambos casos, pero ' — oo para D par mientras que
I' — 0 para D impar. En el limite { — oo, se reproduce el resultado standard en D=4,

T = (8rm)™ .

En esta seccién llamaremos 8 a N, puesto que en el formalismo Euclideo N, representa el inverso

de la temperatura.
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4.2 Accién Euclideana y entropia

¥

La entropia del agujero negro en dimensiones mayores puede también calcularse siguiendo
los métodos Euclideos[19]. En la aproximacién de punto silla, el valor de la accién Eucli-

deana es igual a la energfa libre dividida por la temperatura

Energfa Libre

Igulpn = Temperatura (4.4)

M Hi g
= =-S5 —@Q' .
F-S+¥ b (4.5)
donde los y; son los potenciales quimicos asociados a las cargas Q.
Consideremos la versién Euclidea del minisuperspacio de la seccién 2, ecuacién (3.14).

En el sector Euclideo la variedad se extiende desde r, hasta co. La accién Euclidea

reducida es (ver apéndice D)

Ig = —(m —7) j " dr [N(F - 1) 4 o(r"*p)] + Bg. (4.6)

4
donde podemos fijar el rango de T segin 7, — 73 = 1. El punto r = r, definido como la

raiz exterior de la ecuacién g*(r) =0, es el origen de un sistema de coordenadas polares
en el plano /7. Si el periodo propio de la coordenada temporal (N,,) no es ajustado
apropiadamente se obtiene una singularidad cénica en ese punto.

Debido a que la accidn es una combinacién de los vinculos su valor sobre la solucién
clasica es ignal al término de borde Bg. Este término depende de las condiciones de borde
del problema. En la regién asintética 7 — oo imponemos que los campos se aproximen a

la solucién clasica de las ecuaciones de movimiento,

— Ne=p
¥ 7 Poo
6F — &M
§p — rTPTIQ.

(4.7)
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En el horizonte imponemos la férmula para la temperatura (4.2)

N(rs) (a—gaﬁ) —4n (48)

para asegurar que no haya singularidades cénicas y, ademds, la condicién sobre el potencial

p(rs) = 0. (49)

Esta iiltima condicién es sélo una eleccién. Se podria haber fijado que el potencial se
anule en infinito y tenga un valor no cero en el horizonte. La ventaja de la condicién (4.9)
es que el potencial quimico asociado a la carga eléctrica queda definido por el valor de ¢
en infinito.

Una vez que las condiciones de borde han sido fijadas debemos variar la accién (4.6)
y ajustar Bg de modo que ella tenga un extremo sobre las soluciones clisicas de las

ecuaciones. La variacion es

§Ig = — [NSF + zpr*vﬂap]: + §By(00) — 6Bg(ry). (4.10)

Aqui no hemos escrito el término de volumen puesto que se anula cuando las ecuaciones
de movimiento se satisfacen.

Calculemos primero el término que proviene del horizonte §Bg(r,). La variacién de

F en el horizonte estd dada por ™
aF .
(6F)rer, = (5) o (1)
¥, de la definicién de ry., ¢%(ry.) = 0, se obtiene
dg®
2 —— = u. .

luego
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dg? AF
§Bg(ry) = —N(ry) (f;) (—5?) Sry
T=T4 =y
oF
= —47 (a—gz) B 67'.[_ (4.13)

donde se ha usado la condicién de regularidad (4.8). Notemos que debido a (4.9) no hay
otras contribuciones al término de borde provenientes del horizonte. Usando las condicio-

nes asintéticas (4.7) el término proveniente de infinito se calcula facilmente obteniéndose

§Bg(00) = BEM + 00060 _ (4.14)

Puesto que el valor de Bg es igual al energia libre del sistema obtenemos

b9

donde S es una constante sin variacion. De esta expresién se deduce que M es la energia

Energia libre = M 4+ ¢, Q + 471'/ dry. (3F) — So. (4.15)
T=T4

interna, B el inverso de la temperatura y 7%, el potencial quimico asociado a la carga

eléctrica. La entropia es

aF
S(T.;.) = —4?1'/d7‘+ (‘a?) + So. (416)
T=ry

donde recordemos que la dependencia de ry. en M, Q de o@:iene de la ecuacién ¢*(r) = 0.
En dimensiones pares, la integral (4.16) se puede calcular en forma cerrada encontrin-

dose

n-1
S(ry) = al? [(1 + flz—") - 1] D =2n (4.17)

Aquf hemos fijado Sp = —~=l* lo cual reproduce €l resultado usual en cuatro dimensiones,
ademas entrega un valor finito para la entropfa en el limite [ — oo, S(r,) — @(n — 1)r2

y se cumple que S(0) = 0.
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En dimensiones impares la integral (4.16) no se puede calcular en forma. cerrada para

cualquier dimensidn,

r 2\ n—2
5(ry) = dr(n —1) fo Fdr, (1 + %) + Sp. (4.18)

Aqui hemos escogido Sy = 0 puesto que se obtiene el valor § = 4nr, para el caso especial
D=3[26] y también S(0) = 0. Debido a que la energia es adimensional en D = 2n — 1,
el pardmetro [ juega un rol fundamental en las propiedades del agujero negro. El limite
I = 0o no estd bien definido en este caso puesto que r; depende de I. Cuando ! — oo,
r4+ también va a infinito. En dimensiones pares, por otra parte, r, — 2M para [ — oo.
La entropia de los agujeros negros aqui descritos no es proporcional al 4rea, excepto en
los casos D = 3, 4, pero si es una funcién creciente de r., y, por lo tanto, la segunda ley de
la termodindmica es vélida. Es importante notar ademés que la relacién enire la masa y
r; no es invertible explicitamente pero si mondtona creciente. Debe enfatizarse que para
una eleccién arbitraria de los coeficientes de Lovelock la entropfa resulta ser un polinomio
en r4 no necesariamente creciente. En la referencia [36] se calcula la entropfa para el caso
general y el resultado coincide con el nuestro. Sin embargo, el método ocupado en esa
referencia, basado en la accién lagrangiana, requiere de una regularizacién lo cual oscurece
el hecho de que la entropia, a diferencia de las cargas (M y Q), es un término en la accién

proveniente del horizonte.




Conclusiones

Hemos estudiado las caracteristicas principales del agujero negro en tres dimensiones
y su extension a dimensiones mayores. Los puntos para recalcar son (i) la ezistencia
de un agujero negro en tres dimensiones con una rica estructura matemética y (i) la
existencia de dos “ramas” de soluciones, una en dimensiones impares, que tiene similares
caracteristicas al caso fridimensional y otra, en dimensiones pares, con un fuerte anilogo
a la solucién de Schwarzschild usual.

Los problemas abiertos son varios. En el caso de agujeros negros en dimensiones
mayores el problema inmediato mas importante es la incorporacién de momento angular.
Esto seguramente es posible de realizar puesto que la solucién de Kerr para la métrica de
Schwarzschild continuada dimensionalmente existe, y el problema geométrico que permite
encontrar esa solucién es esencialmente el mismo que el problema de agregar momento
angular a nuestra solucién; sdlo las acciones son distintas. La existencia de horizontes
cuando la masa es positiva, y solo en ese caso, sugiere que €l teorema de la positividad
de la energia[46] pueda ser vilido en la accidén de Lovelock. Para intentar demostrar
este teorema puede resultar de mucha utilidad la extensidén supersimétrica de la accién
de Lovelock[47]. Aparte de su aplicacién al teorema de la positividad de la energia,
la supergravedad para la accién de Lovelock tiene un int\erés intrinseco; aunque hemos
encontrado algunos resultados en esa direccién, son atin muy preliminares como para ser
mencionados aqul.

En relacién al caso tridimensioneal hay varios problemas abiertos. La pregunta mds
natural que surge es de qué modo, si lo hay, el agujero negro en tres dimensiones puede
entrar al mundo observacional. La respuesta mds segura a esta interrogante es que el
agujero negro en 241 es un “laboratorio” tedrico con el cual, esperamos, se puedan es-
tudiar fenémenos nuevos que permitan la mayor comprensién de la gravitacién en cuatro
dimensiones, especialmente a nivel cudntico. Sin perjuicio de lo anterior, uno puede in-

tentar buscar un rol directo de la solucién aqui encontrada en cuatro dimensiones. Una

17
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observacion interesante al respecto es la siguiente: la métrica

dr? 2 2 24 ,.27.2
—z + r*cosh*(az)d¢* + r*dz (1)

_az_]..__

12

resuelve las ecuaciones de Einstein en 3+1 dimensiones con constante cosmoldgica nega-

ds® = — (—a2 + ﬁ) dt* +
12

tiva. Claramente, la solucién (1) representa un agujero negro en 2+1 de masa a? cosh®(z)
para cada valor de z. Esta métrica puede ser construida por el mismo procedimiento
usado en la seccion 3 del capitulo 11, es decir, como una porcién del cubrimiento universal

de la superficie

e A i N S T R L (2)

con identificaciones. Si la coordenada ¢ recorre el rango —c0 < ¢ < oo entonces (1)
representa el espacio de anti de Sitter en coordenadas de un observador acelerado. Pero,
si identificamos ¢ con ¢ + 2k7 se tiene una variedad distinta donde el horizonte r = la
esconde lineas tipo tiempo cerradas que ocurren en la regién “detras” de r = 0. La
solucién (1} es menos “fundamental” que la solucién en 241 dimensiones porque, en ese
caso, todas las soluciones de las ecuaciones de Einstein son obtenidas por identificaciones
sobre el espacio de anti-de Sitter. El andlisis detallado de las propiedades fisicas de (1)
podria revelar alguna conexién del agujero negro en 241 con el mundo cuadridimensional.

En otro contexto, la Gravitacién Cuéntica en tres dimensiones es un problema nota-
blemente mds simple que en cuatro dimensiones. Por otro lado, es sorprendente que el
agujero negro en 2+1 tenga una estructura tan rica como la solucién de Schwarzschild,
tanto en sus propiedades geométricas como dindmicas. Esto sugiere que esta nueva so-
lucién podria dar respuesta a algunos de los problemas que aparecen en 3-+1, como por

ejemplo, en el proceso de radiacién de Hawking.
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A El grupo de Lorentz como un subgrupo del grupo de anti-de

Sitter

El grupo de anti-de Sitter en D dimensiones es isomorfo al grupo ortogonal en D + 1
dimensiones SO(D —1,2).

Sea nap=diag(—1,1,...,1,~I"%) (A,B = 0,1,...,D) la forma bilineal que define el
grupo ortogonal en D41 dimensiones y J4p los generadores de ese grupo. El dlgebra de

Lie de los generadores J4p es

[JaB, Jep] = ~Jacnsp + Japnsc + Jecnap — Jepnac: (A1)

Los generadores Jsp pueden descomponerse en transformaciones de Lorentz en D
dimensiones (generadas por Jy a,b=0,1,...,D-1) y “traslaciones” (generadas por J, = Jup).

Las relaciones de conmutacién del dlgebra descompuesta define el dlgebra de anti-de Sitter

[Jo, o] = 7] L
[Jabs Je] = JaTbe — JoTac (A.2)
[Jabs Jed) = Jacba — Jadloe — JocNea + Jodlac
donde n4p = diag(nab, I~?).
Sea W4P una 1—forma conexién para el grupo de anti-de Sitter y D = d + JygW4F

la derivada covariante. La 2—forma curvatura se define como es usual

RAP = W48 L WAWCE, (A.3)

La conexién W45 se descompone en dos partes: rotaciones en D dimensiones (w®) y

“traslaciones” e en la forma
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(Ad)

En esta descomposicion el tensor de curvatura es

Rt 4 1-2e3eb |~
T |0

RAB = (A.5)

donde T = de® + wiae es la 2—forma torsién. Notemos que e transforma como un
vector bajo rotaciones generadas por J,;, pero como conexién bajo las transformaciones

ab

generadas por J,. En el texto hemos interpretado a w** como la conexién de spin, que se

relaciona con los smbolos de Christoffel por un cambio de coordenadas,

A LA..G b Aa
I, = eqwy e, +ege; , (A.6)

en que €, es la matriz de cambio de base entre la base de coordenadas 8, (8, - 9, = g,

y la base ortogonal e, (e, - ¢, = 74;). La relacién entre ambas métricas es por supuesto

enepab = Gpu- (A7)
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B Estructura hamiltoniana de la accién de Lovelock

La forma hamiltoniana de la accién (2.1) es analizada en [2]. Al igual que en el caso
D=4, las coordenadas canénicas son las componentes espaciales de la métrica g;;, y sus
momentos conjugados 7. Las componentes temporales gg, actdan como multiplicadores
de Lagrange asociados a los generadores de difeomorfismos, H,, = (H,H;). La accién

(2.1) en forma hamiltoniana es

I= f (n¥igi; — NH — NiH;)dP'zdt + B. (B.1)

Los momentos pueden ser relacionados con las velocidades por la férmula,

Qg (D 2? Z Cs ) 6[11...:'?},_12]]}23132 . RJZ&-—-IJZ: I{.‘J?s-{»l . sz—1 (B .—))

9o [71edzpmid piz 1281122 12841
ap- s=0

- IL s

donde Cypy = ‘;“[‘é(éi_%—s_l]ﬁ, v

% o

At
[fa-1y] __ . .
6[31 1= 2. (B.3)
i, gl
651 6.'”
De esta relacién no es posible encontrar las velocidades en funcién de los momenta puesto
que es necesario inverfir un polinomio. Debido a esto tampoco sera posible expresar el
hamiltoniano en términos de los momenta sino sdlo como funcién de las velocidades.

El generador de reparametrizaciones tangenciales no depende de la forma de la accién

H{ = _27‘.2/1. (B.4)

’ - * ’ . - .. i _ £ _ k i
Aqui / denota la derivada covariante en la métrica espacial g;;, y 7 s = — Dhmge

El generador de reparametrizaciones normales es
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'n—l
_.f [f1--i2p] Pirjz FHiads 2p—132p
de.t(g,_., Z 6 {10525l R t1=zR faly Rjtzp-nzp’ (B'5)
p=0
donde ﬁi'}v, son las componentes espaciales del tensor de curvatura espacio-temporal. RY,

depende de las velocidades a través de la ecuacién de Gauss-Codazzi

Riju = Rijia + KK — KKy, (B.6)

donde K;; son las componentes de la curvatura extrinseca

Kij= 5 N( —9i;+ Ni; + Nipi) (B.7)

Para una métrica estitica y esféricamente simétrica la curvatura extrinseca es cero, y
por lo tanto, Riji = Riju . Las componentes no nulas del tensor de curvatura, para una

métrica con esta simetria son

R9192 - f_(L) [61 82]
d1ds T r [¢1¢2]

B.8
T 2
donde los indices 6, ¢ se refieren a las proyecciones angulares y f(r) =1 — g?(r).

El generador H es calculado por sustitucién directa de (B.8) en (B.5) y se obtiene

"= (D= g [ Dan(D - ) ==, (B.9)

donde v =: detgp,. Reemplazando aqui la eleccién (2.3) para los coeficientes @, se obtiene
la expresién (3.3} para la funcién Flr,g(r)]. El generador tangencial H; es idénticamente

cero para una métrica con la simetria aquf considerada.
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C Estructura hamiltoniana del campo electromagnético sobre
un fondo curvo

En este apéndice describiremos brevemente el paso de la accién lagrangiana a la accién

hamiltoniana del campo electromagnético en dimensidén arbitraria en un fondo curvo des-

crito por una métrica dada. También se describe aqui la reduccién de la accién para un

campo Coulombiano.

C.1 Accién lagrangiana y hamiltoniana

El punto de partida es el lagrangiano para un campo de gauge abeliano A = A,dz" sobre

una variedad de dimension D con métrica § = §,, dz dz”

Legy=— 4;g§””§'p'\FupFu,\ (C.1)
donde la constante a es usualmente escogida igual al drea de la D —2 esfera Qp_5 = [ dQ2
y la curvatura F,, esta definida por \

F,, =0,A, —0,A,. (C.2)

Para simplificar el analisis, consideraremos una métrica de la forma

ds?* = —(N*)?dt* + gydr'da’. (C.3)
(El caso general §o, # 0, es facilmente deducido del resultado final.) Realizando la
descomposicién izempo + espacio de los campos (ecuacién (C.3) y A = odt + A;dr') se
obtiene la siguiente expresion para el lagrangiano

1/2 L

g e . N+g
-CEJ\’! = mg J(A,AJ — 2Az(ro!3 +Son' P, ) - 4o

donde ¢'/? = [det(g;;)]'/. Un propiedad importante de este este sistema es que ¢ no

1/2

FiF (C.4)

aparece en el lagrangiano. Esto hace que la ecuacién de movimiento asociada a ¢ no es
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de segundo orden, produciendo una disminucién en el nimero de grados de libertad del
sistema. El método de Dirac[48,49,50] es la manera correcta y més general de definir
una estructura candnica para un sistema de este tipo. Sin embargo, en el caso de la
electrodindmica -y también en gravitacién y Yang-Mills en general- es posible llegar al
resultado correcto sin necesidad de introducir los vinculos primarios que surgen al definir
un momento conjugado para ¢ que utiliza el método de Dirac.

Definimos el momento conjugado a A4;,

OLem
94;
g1/2 . ..
= (i —ey)e” (C.5)

De esta expresion se despeja la velocidad

A;=aN+g PP ;. (C.6)

El hamiltoniano se define de la forma usual, después de un poco de 4lgebra se obtiene la

expresion

Heny = PA;~ Lpy
. /2 . .
= 1INt (ag_llzP‘P; + 92—-1?’?1&},-) — P (0P, (C.7)

(4.4

(En D=4 se define el campo magnético por Fi; = ¢;,B* donde B* es una densidad
vectorial y F* Fi; = 2B'B;. En dimensiones mayores no es posible definir una densidad
vectorial a partir de F};.)

La accién hamiltoniana entonces se puede escribir en la forma

1/2

Ipy = f dt f 41z [P"A,- — 3Nt (ag‘” PP+ gz—a'FijFij) + cpP"n-] + Bem (C8)
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donde Bgjs es un término de superficie que depende de las condiciones de borde. Notemos
que hemos llegado a la accién hamiltoniana correcta sin haber encontrado ningtn vinculo.
Esto se debe a que no definimos un momento conjugado para ¢ y luego nunca aparecié
el vinculo primario p, = 0.

Variando con respecto de ¢ se obtiene la ley de Gauss

Pi=0 (C.9)

que es el generador de transformaciones de gauge para el campo A;. La variacién con

respecto de P* y A; entrega las ecuaciones dinamicas de movirniento,

A;i = aNtgV?P 4o,

C.10
pi = _NTLglsz;j,j_ ( )

C.2 Accién reducida para campos estaticos de simetria esférica

En esta seccion encontraremos la forma de la accidn para el caso particular de campos es-
taticos y esféricamente simétricos. Probaremos ademas que las ecuaciones de movimiento
de la accidn reducida son consistentes con las ecuaciones originales.

En un minisuperespacio de campos estaticos y de simetria esférica, la méirica toma la

forma (3.1) y el campo electromagnético se reduce al campo de Coulomb

Fy =0 (no hay campo magnético)
Pt = (0,P",0,...,0) (campo radial) (C.11)
Ai = 0= P (campo estético)

La condicion Fj; = 0 signfica que A; es puro gauge A; = J;A. Por simplicidad, aqui
escogeremos A = (.
Estamos interesados en soluciones con simetria esférica, luego es conveniente integrar

sobre las coordenadas angulares. El momentum PT es una densidad, definimos el nuevo
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momentum P por

y/2
Pr=r""2 _p (C.12)
Qp—2
donde 7 es la parte puramente angular del determinante de la métrica g'/2 = gi/2rP~241/2,
Notemos que P ain transforma como densidad ante reparametrizaciones de la coordenada
radial.

Reemplazando (C.12) en (C.8) y escogiendo o = §1,,_, se obtiene la accién reducida

I = (8, — 4,) j dr [-1Nr*=2P? 4 (P2 P)] . (C.13)

donde N = Nt 3,[2

Las ecuaciones de movimiento que siguen de esta accién son

(r®>72P) (C.14)
NP+ = 0. (C.15)

!
=

Es directo verificar que si se reemplaza el ansatz estatico y esféricamente simétrico (C.11)
directamente en las ecuaciones (C.10) y se usa (C.12) se obtienen las ecuaciones (C.15)
més la condicién subsidiaria P7 = 0. Esta @ltima ecuacién asegura que la carga eléctrica
es una constante de movimiento. Esta cantidad conservada no puede obtenerse de la ac-
cién reducida puesto que hemos suprimido toda dependencia temporal desde el principio.
La ventaja de considerar la accion reducida es la facilidad para resolver las ecuaciones
y encontrar los términos de borde en la accién. Las soluciones del problema reducido
escritas en términos de las constantes de integracién deben reemplazarse en las ecuacio-
nes originales. Uno espera -como efectivamente ocurre- que las ecuaciones no reducidas

impliquen la conservacion en el tiempo de las constantes de integracién.
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D Acciéon Euclidea

En este apéndice se estudia la transictén de la accién de Minkowski a Ia accién Euclidea
usada en el analisis termodindmico de los agujeros negros.

La accién Euclidea (Ig) se define por

ezI — C_IE. (DI)
Para ilustrar las ideas tomaremos como ejemplo la accién de una particula no relativista

1= ["a[3¢ - Vi) | (D2)

11

donde se varia con respecto a ¢. La forma hamiltoniana de esta accién es

I= jtt dt [pq - (i + V(q))] : (D.3)

2m
donde se varia p y q.
La continuacidon Euclidea de (D.2) se hace definiendo un tiempo imaginario r = it.

Reemplazando en (D.2} y usando (D.1) se obtiene para la accién Euclidea lagrangiana

T2
Iy = / drLg
T1

= /:2 dr [g (j—z)erV(q)

De aqui podemos calcular la accién Euclidea hamiltoniana haciendo una transformacién

. (D.4)

de Legendre, se obtiene

1= [ omi - (- V0] 03

donde el momentum Euclideo se define por
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oL
PE = *ﬁ (D.6)

dr
Comparando (D.3) con (D.5) se ve que la continuacién Euclidea de la accién hamilto-

niana se obtiene mediante las continuaciones del tiempo y los momentos

r=it, pg=—ip. (D.7)

En las aplicaciones termodinidmicas de los métodos Eucl{deos, lo que se requiere cal-
cular es la accién Euclidea evaluada en los valores fisicos (de signatura hiperbdélica) de las
coordenadas candnicas. La accién hamiltoniana Euclidea evaluada en estos valores es

7 . P
Iz =] dr |—ipd+ | —+ V(g) ||, (D.8)
1 2m
¥, en particular, sobre una configuracién estatica -lo cual es necesario para poder tener

equilibrio termodindmico- se encuentra

I = (=) (£ 4V10)
- gU (D.9)

donde f = (73 —71) es el tiempo Euclideo y U = f:;-;—V(q) la energia. El valor de Iz puede
interpretarse como la energfa interna multiplicada por el inverso de la temperatura. En
efecto, en la continuacién compleja de la integral funcional[51] se prueba que, en primera
aproximacion, el valor de la accién Euclidea es igual a la energia libre dividida por la
temperatura y la temperatura es igual al inverso del tiempo Euclideo. Entonces, (D.9)
representa un sistema termodindmico ordenado, de entropia cero. En las aplicaciones a
teoria de campos, como por ejemplo el agujero negro, la accién Euclidea da origen a un

término extra: la entropia.
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E Unidades geometrizadas

En este trabajo se ha usado el sistema de unidades “geometrizado” en el cual, en cuatro
dimensiones, todas las cantidades, masa, tiempo y distancia se miden en unidades de
longitud. Esto se logra poniendo la constante de Newton (G = 6.673 - 10*33;%;7) yla

velocidad de la luz (¢ = 2.997 - 10" 2) iguales a 1, y, por lo tanto

iseg = 2.997-10%cm
lgr = 7.429-10"%cm

El objetivo de este apéndice es estudiar el sistema geometrizado en otras dimensiones.

En cuatro dimensiones la constante de Newton es tinica e inversamente proporcional a
la constante de acoplamiento que multiplica a la accién de Hilbert. Pero en dimensiones
mayores, como se menciona en el capitulo I1I, existen n constantes con dimensiones en la
accién. Sin embargo, como nosotros hemos escogido los coeficientes de la accién de Love-
lock de modo que solo uno es independiente (salvo la constante cosmoldgica que también
estd presente en 4 dimensiones), podemos esperar que se pueda definir una constante de
Newton en ese caso particular.

Estudiemos primero el caso de la extensién dimensional usual basada en la accién de

Hilbert. La accidn es

c‘l
I= _.j,/__ Rz E.1
al I (E.1)
donde o es un parametro sin dimensiones que usualmente se escoge igual a 167. R es

el escalar de Ricci que tiene dimensiones distancia™2. Para que I tenga dimensiones de

accion, la constante de Newton tiene dimensiones”

"En todo este apéndice {x] quiere decir las dimensiones de x.
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em?P-1

[G]= (E2)

grs- seq?’
Esto esta en concordancia con la solucién de Schwarzschild en D dimensiones en que goo

esta dado por

2mG

-3

(E3)

goo=1-
D c?
donde m tiene dimensiones de masa y goo es adimensional. En el sistema geometrizado

entonces, la masa es medida en una potencia de unidades de longitud,

[masa) = [longitud]P3. (E.4)

En tres dimensiones, en particular, la masa geometrizada no tiene unidades. (Esto genera
la necesidad de introducir la constante cosmoldgica en D=3 para tener una escala de
distancias.)

El sistema geometrizado aqui descrito es adecuado sélo para la continuacién dimensio-
nal en base a la accion de Hilbert. En efecto, en nuestro caso, de la forma que se obtuvo
para la métrica (ecuaciones (3.8) en dimensiones pares y (3.9} en dimensiones impares),
uno espera que en el sistema geometrizado, la masa tenga unidades de longitud para to-
das las dimensiones pares y no tenga unidades en todas las dimensiones impares. Esto en
efecto es asi y se debe a que la accién ahora no es (E.1) y como consecuencia, la constante
de Newton tiene otras dimensiones.

Consideremos, por simplicidad, el caso sin constante cosmolégica (I—00). La accién

estd dada en las ecuaciones (2.5) y (2.9). En dimensiones pares se tiene

e = [ V=GR (E.5)
- alG

y por lo tanto, para que J tenga dimensiones de accién, la constante G debe tener dimen-

siones
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cm3

[G] =

Es claro que en el sistema geometrizado (G = 1 y ¢ = 1), la masa tiene unidades de

(E.6)

gr - seg®’

longitud para todas las dimensiones pares.

En dimensiones impares la accién es

4
I‘D=2n—1 ~ C}:LG—,[V ‘-gR(D_Ivde&I (ET)

v la constante G debe tener unidades

cm?

[G]

Luego, en todas las dimensiones impares la masa no tiene unidades en el sistema geome-

(E.8)

= gr - seg?’

trizado.
El anélisis recién expuesto muestra que la teorfa de Lovelock no puede tener un limite
Newtoniano. En efecto, uno esperaria que para curvaturas bajas las ecuaciones de Einstein

se reduzcan a las ecuaciones de Newton

V0 = 4zGp,
27 -
wm = Ve

donde p es la densidad de masa y (7 la constante de Newton. Pero esta ecuacién implica
que las dimensiones de G' deben ser las dadas por (E.2). La continuacién dimensional de
la gravitacién basada en la accién de Hilbert tiene el limite Newtoniano correcto, pero no

asi la accion de Lovelock.
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