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Resumen

Esta tesis trata sobre superficies de Riemann compactas con accién de ciertos
grupos, con el propésito de generalizar las propiedades de las curvas de Fermat. En
este trabajo se busca determinar los géneros de estas superficies, ecuaciones que las
definan como curvas planas, grupos de automerfismos, realizacién de los generadores

de los grupos de interés como automorfismos explicitos, géneros y ecuaciones para
cocientes intermedios v descomposicidn isotipica de las Variedades Jacobianas de

estas superficies.




Abstract

This thesis is about Compact Riemann Surfaces with action of some kind of
groups, with the purpose of generalizing properties of Fermat Curves. We want to
determine genera of these surfaces, defining equations for them as plane curves, au-
tomorphism groups, explicit formulas for the generatos of these groups as automorp-
hisms, genera and equations for intermediate covers and the igotypical decomposition
of the Jacobians of these surfaces.
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Capitulo 1

Introduccion

Eista tesis trata sobre Superficies de Riemann con ciertas acciones de grupos. Los
grupos que interesan son de la forma G = Z, N Z,, con n uns potencia de un mimero
primo. La accidn la determinremos mediante una eleccién adecuada de los generado-
res de G, y a partir de eso, estudiaremos propiedades de estas superficies, como su
género, grupo completo de aufomorfismos, ecuaciones que las definan como curvas
algebraicas y realizacidn de automorfismos en estas curvas algebraicas. También nos
interesa estudiar los cocientes intermedios, obteniendo sus géneros, tipo de accién y
ecuaciones como curvas algebraicas. También mencionaremos cosas sobre las Varie-
dades Jacobianas de estas Superficies de Riemann, en particular su descomposicién
iségena como producto de subvariedades. El estudio divide casos para n de acuer-
do sl es una potencia de un primo impar, o si es potencia de 2, pues los grupos se
comportan de diferentes formas dependiendo del tipo de primo.

La idea de este trabajo es generalizer la sttuacién de las curvas de Fermat, que
admiten accion de Z,, X Z,, y para las cuales se tienen resultados en cuanto a género
y grupos de automorfismos mediante una accién determinada por una eleccién ade-
cuada de los generadores del grupo. Este trabajo trata de usar las mismas ideas que
para la curva de Fermat, pero usando una estructura de grupo diferente.

En el Capitulo 2 mencionaremos los preliminares necesarios de Superficies de
Riemann para entender el trabejo que realizaremos en los siguientes capitulos, en
particular ejemplos como las curvas planas afines y proyectivas. También mencionare-
mos sobre accién de grupos en superficies de Riemann, incluyendo acciones n-gonales.
Finalmente hablaremos sobre Variedades Jacobianas y Abelianas,

En el Capitulo 3 estudiaremos el grupo G = Z,, x Z,, de acuerdo si n es potencia,
de primo impar o de 2, centrdndonos en determinar subgrupos relevantes, como los
subgrupos generados por cada generador de G, y términos de las series centrales
ascendente y descendente. También mostraremos la existencie de Superficies de Rie-
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Capitulo 1. Introduccion g

mann A con accién de G de acuerdo a una eleccidén adecuada de sus generadores,
calcularemos el género y firma de estes superficies v de los cocientes intermedios
determinados por los subgrupos de G. Finalmente, determinaremos cuando G es el
grupo de automorfismos completo de X, o equivalentemente, determinar el indice de
7 en diche grupo de automorfismos v la firma de la accidn de este tltimo.

En el Capitulo 4 estudiaremos a X' como curva n-gonal, determinando una ecua-
cién para ella, estudiar sus propiedades, realizar los generadores de G como auto-
morfismos explicitos de X' como curva plana, y verificar que se realiza la firma de
la accién de G. También determinaremos ecuaciones para los cocientes intermedios
asociados y si es posible, sus grupos de automorfismos. Finalmente, mencionaremos
brevemente algunas hechos sobre el menor cuerpo de definicién de X,

En el Capitulo 5 estudiaremos las Jacobianas de las Superficies X, mediante el es-
tudio de las representaciones irreducibles complejas, encontrando su descomposicién
is6gena, dimensiones de los factores de ésta, los niicleos de dichas representaciones,
ecuaciones de cocientes intermedios determinados por dichos nicleos y Variedades
de Prym asociadas a subgrupos de G.

Esta tesis incluye un Apéndice donde mostraremos algunas férmulas que se usaran
en algunos cdlculos importantes que se realizarén en el desarrollo de este trabajo.



Capitulo 2

Superficies de Riemann

Ein esta seccién presentaremos conceptos bésicos sobre superficies de Riemann que
son necesarios para desarrollar el problema de interés en esta tesis. Nos centraremos
en el temea de acciones de grupos, curvas plenas afines y proyectivas, particularmente
curvas ri-gonales y de Fermat. También mencionaremos algunos resultados sobre
Variedades Jacobianas.

2.1. Definicién y Ejemplos

Comenzamos con la definicién de Superficic de Ricmann:

Definicién 2.1.1 Sea X un espacio topoldgico. Diremos que el siguiente congunto
de homeomorfismos

A={¢ii{fi—}w,2’€1},

con {Us}ier una familia de abiertos en X y {V;};e1 una fomilia de abiertos en @,
es un atlas complejo si cumple que

v =x,

iel
y parat,j € I, o bién U; NUj es vacio, & bien
$5 097" ¢(U; NU,) - (U N U;)

es una aplicacion bi-holomorfa. X se dice superficie de Riemann si es conezo,
Hausdorjf, admiie una base numerable, y estd provisto de un atles complejo A

10



Capitulo 2. Superficies de Riemann 11

Ejemplo 2.1.1 Sea X = C con su topologiu usual. Como espacio topoldgico, es
conexo, Hausdorff y tiene una base numerable, Consideremos A — {Id} donde Id es
lo funcion identidad en C. Es evidente que A es un atlas complejo que dota o X de
una estructura de superficie de Riemann. Si ahora consideramos A — {o} donde p
es la conjugacidn compleja en C, fambien es un atlos complejo que dota o X de una
estructura de superficie de Riemann.

El siguiente ejemplo es importante en la teorfa de superficies de Riemann. Lo
introduciremos como una proposicién;

Proposicién 2.1.1 Sea C = {(z,y,2) € R¥2? 4 ¢ + 2% = 1} la esfera real de
dimension 2, con la topologia heredada de la usual en R®, Sean:

Uy =C-{(0,0,1)}
2 Z@_ {(0:0!_1)}
Sean ¢y : Uy —+ C y ¢y : Uy — C definidas por:

E—yi
14w

xr+ i
4351(55:% Z) = 1___%: ‘?52(37"9': Z) =

Fmionces A = {¢1, ¢a} es un atlas complejo para C que la define como superficie
de Riemann, llamada la esfera de Riemann.

Demostracién: Ver en [18], pag. 3.

Ofro ejemplo importante de superficies de Riemann son las curvas planas afines
suaves, las cuales se definen a continuacidn;

Definicién 2.1.2 Sea f{z,y) un polinomio en 2 variables con cogficientes en C, Sea
X = {(a'v b) € C2If(a'ab) = O}
Diremos que X es una curva plana afin definida por f.

Interesa dotar de una estructura de superficie de Riemann a uns curva plana afin.
Para ello, exigimos algunas condiciones sobre la curva:

Definicion 2.1.8 Sex X une curve plana afin en C* definida por un polinomio
flz,y). Seap c X. i las derivadas parciales af [0z y 8f /Oy se anulon simultdnea-
mente en p decimos que X es singular en p. En caso contrario decimos gue X es
no singular en p. Si X es no singular en iodos sus puntos, decimos que X es une
curva plana afin suave.
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El nombre de curva plana afin suave se debe a que si X es el lugar de ceros de
un polinomio no singular en todos los puntos de X, entonces por el Teorema de la
Funcién Implicita, X es localmente el grafico de una funcién holomorfa » : 4 — C
con A € C. Se puede dotar de un atlas complejo a una curva plana afin suave
X, usando el Teorema de la Funcidn Implicite. Para ver la. demostracion de es0,
consultar en [18] (pdg 11). Sin embargo, dependiendo del polinomio que defing a X ,
tal curva puede ser conexa o no. Existe una condicién que asegura. dicha. conexidad:

Proposicién 2.1.2 Sea X una curva plana afin suave en C2 definida por un poli-
nomio f(x,y). Si f es irreducible, entonces X es conexa.

Demostracién: ver [24], pdg. 321.

Una propiedad importante de una superficie de Riemann es que se puede ver de
forma natural como une variedad topoldgica real 2-dimensional, C* y orientable.
Por ello, si es compacta, ¢ bien, es homeomorfa & la esfera 2-dimensional en R0
bien, es homeomorfa a una suma. conexa de toros topoldgicos. En el primer caso,
diremos que el género de la superficie es cero, y en el segundo caso, diremos que su
género es la cantidad de sumandos en la suma conexa respectiva.

2.2. Espacios proyectivos

Un tipo de espacios topolégicos que se relacionan con las superficies de Riemann
son los espacios proyectivos complejos. En estos espacios viven naturalmente todas
las superficies de Riemann compactas, que de hecho se pueden ver como ceros de
polinomios en dichos espacios.

Definicién 2.2.1 Sen n un entero positivvo. Sea &, = C**1\{(0,...,0)}. Sean u, v
elementos de ©,. Diremos que u ~ v st eziste A € C* tal que T = Ay.

Se puede verificar que ~ es una relacién de equivalencia. De esta forma, procede-
mos & definir el espacio proyectivo como un cociente determinado por dicha relacién
de equivalencia:

Definicién 2.2.2 Considerando la notacidn de la definicion anterior. Definimos el
espacio proyeclivo complejo de ditnensidn n como el siguiente espacio cocien-
te:

Pnzen/m
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Dotaremos a P" de la topologia cociente heredada de la usual de 8, bajo la
proyeccién candnice m,. Si w = (g,...,Zn) s un elemento de ©,,, denotaremos &
(W) como [Zg @ ... : T,]. Llamaremos a los z; las coordenadas homogéneas de
un punto en P?. Es claro que para todo A € C*:

[g 1t x,] =[Azp ¢ 2 Ay

La siguiente proposicién nos da una importante propiedad de un espacio proyec-
tivo complejo:

Proposicién 2.2.1 P* es compacto para tedo n.

Demostracion: se puede ver en [18], pigina 16.

En el caso particular de n = 1, tenemos lo siguiente:
Proposicién 2.2.2 P! es homeomorfo a C.

Demostracion: se puede ver en [18], pag.12.
Esto nos dice que P* es una superficie de Riemann compacta de género cero.

Veamos ahora algunas superficies de Riemann que viven naturalmente como sub-
conjuntos de los espacios proyectivos. Estas se definen de la misma forma que las
curves planas afines, sélamente que por la naturaleza de los puntos de estos espacios,
se definen mediante polinomios homogéneos. Por simplicidad trabajaremos en el caso
de P2;

Definicion 2.2.3 Seq H(z,y, 2) un polinomio homogéneo en tres variables con coe-
ficientes complejos. Sea X ={[a: b: | € P?|H(a,b,c) = 0}. Diremos que X es una
curva plana proyectiva definide por H.

Ejemplo 2.2.1 Sea H(x,y,2) = zy®-+y2°® +22°. La curva plana proyectiva definida
por H se llama lo curve de Klein,

Es evidente que una curva plana proyectiva es cerrada, y por ende, compacta.
Al igual que en las curvas afines, podemos definir cuando una curva proyectiva es
una superficie de Riemann, usando esencialmente la. misma idea que resumimos en
la siguiente proposicién:

Proposicién 2.2.3 Ses X C P? una curva plana proyectiva definida por un polino-
mio homogeneo H(z,y, z). Si en ningdén punto de X las derivadas parciales de primer
orden de H se anulan simultdneamente, entonces X es una superficie de Riemann
compacte que llamamos curva plana proyectiva suave,
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Demostracion: se puede ver en [18], pags. 14-16.

En el ejemplo anterior, es un ejercicio estdndar verificar que el polinomio que
define la curva de Klein no tiene singularidades en P2 Por lo tanto, es una superficie
de Riemann compacta.

Consideremos un polinomio f(z,y) en Clz, ], y denotamos por n su grado, la
homogeneizacién de f se define como:

Hi(z,y,2) = 2"f (=, 2)

La homogeneizacién de f es un polinomio homogéneo que define una curvs plana
proyectiva en P2. De esta forma, introducimos lo siguiente:

Definicién 2.2.4 Sea Y C C* uan curva plana afin definida por f(z,y). La curva
plana proyectiva en P? definida por H(z,y,z) se llama la clausura proyectiva de
Y, v lo denctamos por Py

Ahora, veamos el proceso inverso: st X C P? es una curva plana proyectiva
definida. por un pelinomio homogéneo H(z,y,2), podemos crear una curva plana
afin en base a este polinomio “deshomogeneizando” H en una de las variables. Sean

Aﬂ,l“ = H(l: y: Z)
AH:’.U = H(SL‘, 1: Z)
AH,Z = H(.‘E, Y, 1)

Estas son las deshomogeneizaciones de H en z, y y z respectivamente. Estos
polinomios definen curvas planas afines que las llamaremos las versiones afines
de X en z, y, z respectivamente. Estas curvas las denotamos Ay z, Axy ¥ Ax,z
respectivamente.

2.3. Aplicaciones Holomorfas entre Superficies de
Riemann

Una vez definido el concepto de superficies de Riemann, interesa estudiar funcio-
nes entre ellas que preserven su estructura determindade por sus respectivos dtlas
complejos. Como las superficies de Riemenn tienen coordenedes locales en C, se pue-
de definir el concepto de ser holomorfa de una aplicacién entre dos superficies de la
siguiente manera:

]
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Definicién 2.8.1 Sean X ¢ Y dos superficies de Riemann y FF 1 X — Y una
aplicacidn continua entre X e Y. Diremos que F' es holomorfa en z € X si existen
cartas ¢y : Uy = Vi conz € Uy y o : Uy — Vi con F(z) € U, tales que daoFPodr?! es
holomorfa en ¢1(x). SiW C X es abierto, entonces llamaremos ¢ F una aplicacidn
holomorfe en W si es holomorfa en todo punio de W,

Se puede demostrar que componer dos aplicaciones holomorfas da. como resultado
una aplicacién holomorfa. Recordemos que en Topologie, dos espacios topolégicos
son el mismo si existe un homeomorfismo entre ellos; en estructuras algebraicas, dos
espacios vectoriales, grupos o anillos son el mismo s existe un isomorfismo entre
ellos. Aqui vamos a definir un concepto anélogo para superficies de Riemann:

Definicién 2.8.2 Sean X, Y superficies de Riemann y F' una aplicacion de X en
Y. Diremos que F es un isomorfismo de superficies de Riemann si F es aplicacién
holomorfe, biyectiva y con inverse F1 holomerfe, St eziste un isomorfismo entre dos
superficies de Riemann X e Y, diremos que X e Y son 1somorfas. En el caso que
X =Y, F se denomina como automorfismo de X.

Se puede demostrar que si X es una superficie de Riemann, entonces el conjunto
de todos los automorfismos de X, es un grupo con la composicién. A tal grupo lo
denctamos Aut(X).

Ejemplo 2.3.1 Toda sugperficie de Riemann de género cero es isomorfa a €(C) La
demostracion de este hecho se puede ver en {18}, pdgina 197.

In adelante usaremos {C) como superficie de Riemann compacta de género cero
para efectos del desarrollo de la tesis.
La siguiente proposicién determina que si una. aplicacién holomorfa no constante

tiene como dominio una superficie de Riemann compacta, su recorrido tiene que ser
compacto:

Proposicién 2.3.1 Sean X eY superficies de HKiemann, con X compacta y F' una
aplicacidn holomorfa no constante entre X e Y. Entonces F es epiyecitva e Y es
compicta.

Demostracidn: Se puede ver en [18], pigins 41.

La siguiente proposicién nos da una forma de como representar localmente una
aplicacion holomorfa no constante entre superficies de Riemann:
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Proposicién 2.3.2 Sea : X — Y una aplicacion holomorfa entre superficies de
Riemann y sea = € X. Fntonces existe un inico entero posilivo mp, que satisface
la siguiente propiedad: para toda carte o Uy = Vo en Y que contiene a F(x),
existe una carta ¢y : Uy —+ ¥V, en X que contiene a © tal que (P (¢77(2))) = 27Fw
Entonces definimos la multinlicidad de F en = como el niémero mg,.

Demostracién: se puede ver en 18], pag. 44-45.

Interesa discriminar la naturaleza de los puntos de una superficie de Riemann
bajo un aplicacién holomorfa de acuerdo a su multiplicidad. Fsto se expresa en la
siguiente definicién:

Definicion 2.3.3 Sea  : X — Y una aplicacion holomorfa no constante entre
superficies de Riemanny seanz € X, y €V . S mp, > 2 entonces diremos que x
es un punto de ramificacion de F. Si y es unagen de un punio de ramificacidn
de I entonces llamaremos o y un punio rama.

Se puede demostrar que en una. aplicacién holomorfa ¥ : X — V entre superficies
de Riemann tal que Y es compacta, los puntos de ramificacién F forman un subcon-
Junto discreto de X. Pars. ello, veanse los detalles en [18], pég. 45. Como consecuencia
de esto, los puntos rama de una aplicacién holomorfa forman un subconjunto discreto
de! espacio de llegada, y cuando X es compacta, hay sélo un niimero finito de éstos.

La siguiente proposicién sélo tiene sentido en aplicaciones holomorfas entre su-
perficies de Riemann compactas:

Proposicién 2.8.3 Sez F : X — Y un aplicacidn holomorfa entre superficies de
Hiemann compactas. Para cada y €Y sea

deg(F): Z Mgz

web—1(y)

Lntonces deg(F) es constante, independiente de y), y se denomina el grado de

Existe una férmula que relaciona los géneros de dos superficies de Riemann com-
pactas dada une aplicacién holomorfa no constante entre ambas, la cual se conoce
como la férmula de Riemann-Hurwitz:

Teorema 2.3.1 Sea F : X — Y una aplicacion holomorfa no constunte entre su-
perficies de Riemann compactas. Sean g(X) y 9(Y) los géneros de X e Y respecti-
vamente. Entonces
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20(X) =2 = deg(F)(29(Y) = 2) + > (mzo — 1).
TeX

Demostracidn: ver [18], pdg. 52-53.

2.4. Resolucién de Singularidades

Veremos ahora como se puede construir una superficie de Riemann a partir de una
curva plana afin con puntos singulares (que llamaremos también singularidades).
Fl principio general se basa en la siguiente idea.

Sea. X une curva plana afin en €2 definida, por un polinomio f(z,y) libre de
cuadrados. Supongamos que el punto 2 € X es una singularided de X. Conside-
remos ¥ = X\{z}. Es un hecho que las singularidedes de una curva plana afin
definide. por un polinomio de esa forma forman um conjunto finito (ver {13], pdgs.
236-237}), por lo que existen abiertos [ en V' que son homeomorfos a discos pincha-
dos D = {z € C|0 < || < r}. Llamemos ¢ al homeomorfismo en cuestion. Pegamos
tantos discos como sea necesario, lo que se explicard en la siguiente proposicién, Asi,
Hamamos Z al pegado topolégico de X con los discos D por ¢. Entonces repetimos
el proceso con las demés singularidades y €l resultado final es una superficie de Rie-
mann que denominamos Resolucidn de X. Fl proceso lo denominamos resolucidén
de singularidades.

Definicion 2.4.1 Sea X wuna curva plana afin en C* definida por el polinomzo
f(z,9). Supongamos que z € X es una singularidad. Diremos que z es de tipo
(n,m)-monomial si existen dos series de potencias g y b centradas en z, ambas
sin término constante y con factores lineales linealmente inependientes, tales que

f(:i::y) :gn_hm

La siguiente proposicién nos ilustra, el proceso de cémo resolver una singularidad
(n, m)-monomial.

Proposicién 2.4.1 Una singularidad (n,m)-monomial de una curva plana afin en
C? definida por un polinomio P(x,y) se resuelve removiendo dicha singularided. Fsa
singularidad deja ezactamente (n,m) hoyos los cugles se tapan de acuerdo al procese
antes descrito.

Demostracién: se puede ver ver [18], pégs. T1-72. Ahi también se describe cémo
dar cartas a usa superficie de Riemann obtenida sl resolver singularidades.
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2.5. Accidn de Grupos en Superfices de Riemann

En esta seccién mencionaremoss algunos resultados sobre acciones de grupos en
superficies de Riemann. Nos enfocaremos en acciones de grupos finitos, pues como
veremos, las superfices de Riemann compactas sélo tienen una cantidad finita de au-
tomorfismos, ademds que en esos casos es facil introducir una estructura. de superficie
de Riemann para superfices cocientes generadas por dichas acciones. Empezamos con
la siguiente definicién:

Definicién 2.5.1 Sea X una superficie de Riemann y G un grupo finito. Una ac-
cidn holomorfa de G en X se define como un homomorfismo A: G — Auil(X).
En caso de que el micleo de la accidn es trivial, lo accion A se dice efecliva.

En la accién de un grupo en una superficie de Riemann interesa conocer cémo
son los estabilizadores de cada uno de sus puntos:

Proposicion 2.5.1 Sea G un grupo finiio acivando holomorja y efectivamenie en
una superficie de Riemann X. Sea x € X. Entonces el estabiizador de = en G , que
denotamos Stabe(x), es un grupo ciclico.

Demostracién: se puede ver en [18], pag. 76.

Ahora, dada una superficie de Riemann X con accién holomorfa y efectiva de un
grupo finito &, se puede dar naturalmente una estructura de superficie de Riemann
al espacio cociente X. Para ver la construccién de ello, véase [18], pags. T7-T8. Fsto
se resume en el siguiente teorema:

Teorema 2.5.1 Sea G un grupo finito actuando de forma holomorfa y efectiva en
una superficic de Riemann X. Entonces Xg se puede dotar de wna csiructure de
superficie de Riemann. Ademds, la aplicacion cociente 7w : X — Xg es holomorfa de
grado |G| y my, = |Stabe(x)| para tedo z € X.

Como consecuencia de esto, uno puede combinar este teorema. con la férmula de
Riemann-Hurwitz para producir el siguiente corolario:

Corolario 2.5.1 Considerando la notacidn del teorema anterior. Sea g el género de
X ygc el género de X¢. Suponga que X es compacta y que el mimero de puntos rama
de 7 es k y que los indices de ramificacion son ry,...,7; respectivamente. Enionces
X/G es compacta y:

L’

9= l6llas - 1+ 15135 (1- 1)

Denotamos por (gg;11,..,7) la firma de la accién de G en X.
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Observacién 2.5.1 Para simplificar escritura, firmas largas, como por ejemplo

(32,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,5,5,5,5,5,5)

se escribirdn de forma reducida como (3; 29,349 56)) Bl superindice en parénte-
sis tndicerd la cantidad de veces que se repite el ndmero en cuestion dentro de la firma
de la accion de un grupo en una superficie de Riemann compacta.

Es un hecho importante que todo grupo finito actia en alguna superficie de
Riemann de acuerdo a una eleccién de generadores de dicho grupo. Para entender
este resultado, introducimos la siguiente definicién:

Definicion 2.5.2 Sea G un grupo finito. Sea
{5, ey 800y b1, oo,y €1y oy G}
win subconjunto de €. Diremos que la tupla
V = (a1, ..., gy b1, oy bgg, €1y eeny 1)

es un vector generador de G, con firma (gg;ma, ..., ) si
G = ((L}_, ceny gy b}_, ey b!}G! Clyaeny C,:)

Para todo 1 < k < ¢, Ickl =M

ga i
[Tlax b [ [ e =1
k=1 k=1

Ahora, presentaremos el Teorema de existencia de Superficies de Riemann
que determina que eligiendo un vector generador para un grupo, existe una superficie
de Riemann compacta bajo la accién de G, y dicha accién estard determinada por
el vector generador.

Teorema 2.5.2 Sea G un grupo finito, y sea V = (a1,...,84,b1, ..., by, €1, ooy 01} un
vector generador de G con firma (y,my,...,my). Entonces ewiste una superficie de
Riemann compacta X con accion de G y firma de la accién (y;my,...,m,) de modo
que X /G tiene género -y y el género de X que lamamos g es:

1

s=follr-n+1+ G (1- )

Demostracion: una demostracidn de este teorema se puede encontrar en [2],
pag. 239.
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2.6. Curvas n-gonales

Es esta seccién presentaremos un tipo especial de curvas planas o més bién de
superficies de Riemann que se pueden representar via isomorfismo como una curva
plana. Se destacan por el hecho que el polinomio que la define es simple. Introduz-
camos la definicién:

Definicidén 2.6.1 Sea X una superficie de Riemann compacta de género mayor o
igual a 2. Diremos que X es una curva n-gonal si admite accién de un grupo ciclico
Cn conn > 1 de modo que

Xe, = C

En ese caso, llamaremos o Cp, un grupe n-gonal para X
La expresidn algebraica para una curva n-gonal se expresa en el siguiente teoremas:

Teorema 2.6.1 Sea X una curva n-gonal con grupo n-gonal C,. Suponga que la
proyeccion cociente X — C tene ezactamente t punios rama ay, ..., 0.

1. Si ninguno de los a; es tgual a co enfonces X es isomorfa a la resolucidn de
singularidades de una curva plana afin definida por la ecuacion

v = [[@—a)™

=1

donde los m; son wimeros enteros positivos, determinados bajo la accidn de C,, lales
que:

t
med(n,my, ...,my) =1, Zm,z =,0
=1

donde =, denota equivelencia mddulo n y med denote el mdwimo comin divisor de
una coleccidn finita de niimeros..

2. st uno de los oy, digamos a;, es igual a oo, entonices X es isomorfa a la resolucion
de singularidades de una curva plana ofin definide por el polinomio

¢
v =@ —a)™
=2
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donde los 1y son mimeros enteros positivos menores a n tales que

¢
med(n,ma,...,me) =1, n{ Em;
=2

Demostracién:ver [9].

Esto indica que una curva n-gonal se puede definir por un polinomio de la forma
y" — f(z), donde f € C[z] es no constante. El polinomio f no es dnico, ya que
trasladando los a; por una transformacién de Mébius @, podemos obtener niimeros
bi = ¢lay) tales que y* —[[i_,(z— &)™ es otro polinomio que define & X como curva,
plana afin. La condiciones sobre f implican que éste no es una potencia d-ésima. de
ofro polinomio para cualquier divisor 4 de n. Esto hace que y»— f (z) sea irreducible,
y por ello, la curva plana es conexa.

En esta seccidn presentaremos un resultado de [29] en el cual se desarrolla un
método para construir ecuaciones que definan a una curva n-gonal como una curva,
plane affn. Este método se concentra en el caso en que n es primo, pere se puede
extender a otros casos. Previamente fijaremos cierta notecién. En lo que sigue en esta
seccion, X es una curva n-gonal con 7 primo, N = IV, At (x)(Cn) ¥ se& K =N/C,. Kl
grupo N lo denominamos supergrupo nermal de C,. ! grupe K se dencmina el
grupo de esfera, pues ese grupo actia naturalmente en X/C,; que es isomorfo a la
esfera. de Riemann. Consecuentemente, K es (isomorfo a) uno de los grupos finitos
que actian en C los cuales se mchcan en la siguiente tabla con su respectivo dato
de ramificacién:

Grupo | Dato de Ramificacién
Cx (k) k) k> 2
D (Q?Q:k))k22
A4 (23333)
84 (2:3:4)
As (2:3:5)

Table 1: Grupos finitos que actdan en la esfera de Riemann.

Supongamos que » = p es primo. En [29] se establece el siguiente resultado que
dice cémo encontrar una ecuacién para una curva p-gonal:

Teorema 2.6.2 Sen X wuna superficie ciclica p-gonal, Cp su grupo p-gonal, G el
respectivo supergrupo normal, y K el grupo de esfera. Entonces X es isomorfa a la
superficie definida por la ecuacion:
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o

¥ =111 (=~ gla)™',

=1 =0 g kI Ker(A)NS; ;

donde los @; son representantes de lns K -érbitas de puntos rama de 7y, b es un
generador de C, tal que como automorfismo de la curva plana,

b(z,y) = (x,e"™/ry),

r; = [K : Stabg(a;)], los 7; son niimeros entre 1 yp—1 tales que g(c;) = 0%, A
es la accion por conjugacion de K en Aut(Cy), ko es tal que A(ky) genera A(K) en
Cp, N es tal que A(ko)(B) = b y para cada i se considera N7 médulo p para todo
g

Esto en principio es vélido si n = P es primo, dado que Aut(C},) es ciclico como
sc usé en el Lema 2.7.3. Esto se puede extender al caso en que 72 es potencia de primo
¥ la firma de la accidén del grupo n~gonal es de la forma (0; n(’)). Veremos que los
grupos que nos interesan en esta tesis cumplen exactamente cstas 2 condiciones.

Algunos ejemplos de curvas n-gonales se describen a continuacién:

Ejemplo 2.6.1 Una curva hipereliptica es una superficie de Riemonn X com-
pacta de género g mayor o igual a 2 que admite una aplicacion holomorfah: X - C
de grado 2. En [18], pdg. 92, se demuestra que st X es hipereliptica, es isomorfa a
una cuive algebraica de lo forme

¥ = f(z)

donde f es un polinomio de grado 29 +1 629 + 2 sin raices malltiples. Por lo
tanto, X es una curva 2-gonal, El automorfismo 2-gonal se llama la involucidn
hipereliptica, la cual se define por

G(‘T: y) = (.'IJ, _y)
y es un elemento del centro de Awt(X) (ver [8] pdg. 437).

Ejemplo 2.8.2 Sea X la superficie de Riemann definida en B° por ia interseccion
de los lugares de ceros de los polinomios homogéneos

P(sc,y,z,t) = g +y2 +z2) Q(mz y:z:t) =1 — TYHz.
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En [17], se establece que X es una superficie de Riemann de género 4. En [20)],
usando el teorema anterior, se establece que X es isomorfa o la curva plana definida
por la ecuacion:

Un automorfismo 3-gonal esid dado por:

olfz:y:z: ) =[z:y:z: e/

2.7. Curvas de Fermat
Introducimos a continuacién la curva de Fermat, la cual es la base de nuestro

trabajo. Esta curva tiene algunas propiedades interesantes en cuanto a su expresién
algebraica v sus automorfismos.

Definicién 2.7.1 Sean > 2 un entero positivo. Sea F,, el lugar de ceros del siquiente
polinomio en P*:

(@9, 2) — 2"+ + 2"

Jr se denomina lo curva de Fermat de grado n.

Es evidente que una expresién afin para F, es y* = z® + 1 y también se puede
verificar que J, no es singular. s un ejercicio esténdar demostrar que el género de
Fr €8

(n—1}n—2)
=%

Ademés, el grupo (7Z,)* = Z, x Z, actlia de forma natural en 7, mediante:
(r,8) = ars, ansllz:y:z]) =[Nz:Xy: 2]
donde A = e*¥/n, Esta accién es efectiva en J5, (ver [28]). Sean & = a3, b = g,y
ye=a"b"1=a, 1, ;. Se verifica que

alfz:y:z) =[z:y:z]l S Az:y 2] =jr:y: 2l z=0
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De esta forma, se tiene que y* = --2™. Eligiendo z == 1, se ve que ¥ es una raiz
n-ésima de -1. En total, tenemos n puntos fijos bajo a. Para & ¥ ¢ también hay n
puntos fijos, usando el mismo procedimiento y observando en el caso de ¢ que

cllz:y: 2y =[Nz Ay o] =[xy : A2
De esta forma vemos que la proyeccién cociente F,, — (Fn) (.2 tiene al menos 3n

puntos de ramificacidn con multiplicidad n. Llamando g el género de dicho cociente
y aplicando la férmula de Riemann-Hurwitz se obtiene:

@_—1)2(@:1@2(9——1)+1+-?m(?;—_1)+13
Donde R es un entero no negativo. Pero:
ng(gml)+1+M%Q+R=nzg—n2+l+§$+R
:nzg+ﬁ:%ﬁ+R:n29+R+(_n_—l)o(—H_).

De esto, tenemos que n?g + R = 0, lo que obliga a que g =R =0 Porl
tanto () z,.)2 es de gérero cero. Como la proyeccion cociente tiene 3n puntos de
ramificacién, necesariamente tiene 3 puntos rama, dado que esos forman 3 drbitas
bajo la accidn de (Z,)%. Asi, la firma de la accidn de (Z,)? es (0;n,n, n).

Sobre Aut(F,), se puede decir lo signiente:

Teorema 2.7.1 Aui(F,) es isomorfo a un producto semidirecto (Z,)? x Ss, donde
53 es el grupo de permutaciones de tres elementos.

Demostracién: se puede consulter en [28)].

De hecho, los generadores de 83 como automorfismos de Fr son:

Wez:y:z)=[z:2:y
Sz y:2]) =[z:2:9

2.8. Jacobianas de Superficies de Riemann

En esta seccién mencionaremos los conceptos bésicos de las variedades Jacobianas
asociadas a superficies de Riemann compactas. Més adelante haremos una descrip-
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cién de la descomposicién iségena de las Jacobianas de las superficies de Riemann
que nos interesan, aprovechdndonos de la accidén de Jos grupos en cuestion.

Definicion 2.8.1 Sea X una superficie de Riemann compacta de género g > 0. La
variedad Jacobiana de X, denotada por JX se define como el cociente O (X)*/T
donde Q'(X) es el espacio de 1-formes holomerfas de X y 'Y es el reticulado de su
dual QH{X)* generado por los funcionales del tipo f[c] que son integrales sobre algun
representante de los generadores de Hy(X).

Para ver en detalle la teorfa bésica de variedades Jacobianas se recomienda leer
el capitulo VIII de {18]. Las variedades Jacobianas son un caso particular de las
llamadas variedades Ahelianas:

Definicién 2.8.2 Una variedad Abeliana de dimension d > 0 se define como un
cociente A = V[T donde V' es un C-espacio vectorial de dimensidn d y T un subgrupo
discreto de V' de rango 2d, que admite una forma Hermitiana © positive definide tal
que su parte imaginaria toma velores en T'. A © se le denomina Pelarizacidn de
A. Denotamos la dimension de A por dim(4).

Se puede ver que toda Jacobiana de una superficie de Riemann compacta de
género mayor a cero es una variedad Abeliana. Para més informacion sobre variedades
Abelianss, se recomienda leer [12]. Ademsds, de una forma perecida a superficies de
Riemann, a toda variedad Abeliana (en particular Jacobianas) se le puede dotar
de una estructura compleja de modo que es una variedad compleja cuya dimensién
topoldgica es la misma que su dimensién como variedad Abeliana, y en el caso de
Jacobianas, igual al género de la superficie de Riemann respectiva. También las
variedades Abelianas heredan la estructura de grupo del espacio vectorial que las
originan, convirtiéndolas en un grupo topoldgico abeliano.

En general interesa ver cudndo una variedad Abeliana admite subconjuntos que

también son variedades Abelianas:

Definicién 2.8.3 Sea A = V/T una variedad Abeliana y @ su polarizacion. Decimos
que B C A no vacio es una subvariedad de A si existe un subespacio W de V y un
reticulado U tal que U =WNT y B =W/U.

Considerando la notacién de esta definicién, se puede ver que €|p es una polari-
zaclon para B, lo que la hace una variedad Abeliana contenida en A.

En cuanto a aplicaciones entre variedades Abelianas, se puede decir lo siguiente:
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Definicién 2.8.4 Una aplicacion f : Ay — Ay entre variedades Abelianes se dice
un homomorfismo de variedades Abelianas si es un homomorfismo de grupos y
ademds es holomorfa como aplicacion entre variedades complejas. Si ademds f es
epryectiva y su micleo es finito, se dice que f es una isogenia entre A; y Ay. Si el
nidcleo de una isogenia f es irivial, se dice que es un isomorfismo ysi A, = A, f
se denomina un automorfismo.

Ein general no es fécil encantrar isomorfismos entre variedades abelianas pero si
es mas asequible obtener isogenias. Ademés, isogenias definen una, relacién de equi-
valencia y si dos variedades Abelianas son iségenas, deben tener la misma dimension.
Esto nos dice que una jsogenia es una forma més general de isomorfismo. Se puede
ver también que para tode variedad Abeliana A, el conjunto de sus automorfismos,
que denotamos Aut(A4), es un grupo. En ese sentido, podemos adaptar la definicién
de eccién holomorfa de superficies de Riemann para variedades Abelianas. En parti-
cular, la accién de un grupo finito en una superficie de Riemann compacta, se puede
extender naturalmente a su variedad Jacobiana respective.

Relacionando el concepto de isogenia con el concepto de subvariedad y el de ac-
cién de grupo, existe un resultado que establece una descomposicién salvo isogenia,
de una variedad Jacobiena en términos de subvariedades determinadas por las re-
presentaciones complejas irreducibles de algiin grupo actuando en ella. Para ello,
previamente introducimos algunas definiciones:

Definicién 2.8.5 Sea G un grupo finito. Para cada 1 < j <r, se definen:

1. W; como las representaciones racionales irreducibles de G.
2. V; une representacion compleja irreducible de G asociada a W;.

3. K(Wj) como el cuerpo obtenido al adjuntar a Q todos los valores del caracter de
VienG.

4. my como el indice de Schur de Wy, definido como el menor entero positivo tal
que existe una extension L; de K (W) en que la representacion se define sobre L;.

5. Fix,, (V;) como el subespacio de V; fijo bajo {c;).

Con estas definiciones introducimos a continuacién el Teorema de Descompo-
sicién Isotipica para Veriedades Jacobianas.

Teorema 2.8.1 Sea A = JX para alguna superficie de Riemann X de género g > 1,
y G un grupo finito actuando de forma holomorfa y efectiva en X. Sea (gg;my, ..., 1)
la firma de la accion de G y (ay,..., 004,01, .y Bogy €1,y ..., G) un vector generador de
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G con dicha firma. Considerando la notacion de la definicidn anterior. Existen sub-
variededes D, ..., D, cada una asociadas 1 o 1 o las representaciones irreducibles
racionales W; de G tales que

Ao DTV ox D9

Ademds si W; no es trivial, la dimension de D; es:

dim(D;) = K(W;) -m, - (dim(vj) (96— 1)+ 5 Y (dim(V;) — dim(Fia, (Vm))

=1

y 51 W; es trivial, la dimensidn de D; es5 geo.

Demostracion: se puede consultar en [21], pdginas 401 y 416.

Para cualquier subgrupo H de G, la descomposicién isotipica de J X se puede
determinar conociendo la descomposicién de JX. Esto se expresa en el siguiente
teorema:

Teorema 2.8.2 Considerando la notacion del teorema anterior y sea H un subgru-
po. Entonces JX ~ J(Xg) x D% x ... x Dt donde
Dim{Fiwy (V;))
ti=r;—
sch(V;)
De esta forma, J(Xg) ~ D™ X ... x Dr™*. En particular t; = 0 si y sélo si
H estd contenido en el nicleo de V.

Demostracion: Se puede ver en [5].

Relacionado al teorema anterior, se puede demosirar que una subvariedad de
una Variedad Jacobiana A admite un complemento en el sentido que se indica en el
siguiente teorema demostrado en [5]:

Teorema 2.8.3 Considerando la notacion de la proposicion anterior. Para todo
subgrupo H de G, eziste una varieded Abeliona P(X|Xy) tal que JX ~ JXgy x
P(X|Xy), denominade la variedad de Prym de X asociada o H. Ademds



Capitulo 3

Los grupos G = Zyn X Zyn actuando
en superficies de Riemann

En este capitulo estudiaremos el grupo de interés, & = Z,, x Z,. Describiremos
sus propiedades como grupo, en particular estudiaremos algunos subgrupos que nos
interesan. Dividiremos este estudio de acuerdo a si n = p™ es una potencia de primo
impar o una potencia de 2, en ambos casos con m > 3. Esto es porque en cada caso
se presentan diferencias estructurales en Z, x Z,, que deben tratarse por separado.

3.1. Propiedades de G = 7Z, 1 Z,

3.1.1i. Caso p impar

Para definir el producto semidirecto en cuestién, notamos que para cada
1 < j7 < m — 1 hay una sola accién de Z, en Z,, cuyo nicleo tiene orden p7, y
determinade por a —+ &' donde r; = 1+ p?. De esta forma el grupo G tiene la
siguiente presentacién:

G =Ghj= {a,bla” =" =1,b""ab = a')
En general omitiremos los subindices de Gy, ; a menos de que se necesite enfatizar

la. dependencia de j. Es claro que si j # j', G, ; no es isomorfo con G,, ;. También
es evidente que en cualquier caso, &G no es abeliano,

Una primera observacion, es que el subgrupo A == A4, ; = {a) es normal en &
para cualquier n y §. Sin embargo, el subgrupo B = B, ; = {(b) no es normal pues

aba™t = ba" o™ = bt = ba?’ ¢ B

25
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Por simplicidad, denotaremos r; por r a menos de que se necesite enfatizar la
dependencia de j.

Bl siguiente lema serd de utilidad en célculos posteriores y su demostracién es
directa:

Lema 3.1.1 b %abt =a™
De este lema, y el lema. A02 (Apéndice A) podemos obtener lo siguiente;

Corolario 3.1.1 ¥ conmute con o

Observacién 3.1.1 (ab)‘a(ab) = b~*a aab = b lab =o"

Sea O = (0, ; = {ab}. Fs claro que 0. y b tienen orden n. Fs de interds determinar
el orden de ab. Para ello, demostraremos lo siguiente:

Lema 3.1.2 Sea z, =3, , 7*. Entonces, (ab)* = Fa*.

Bemostracion: Por induccién sobre ¢. Si ¢ = 1, queda demostrado, pues por
definicién de G, ab = ba". Supongamos que la afirmacién es valida para ¢ > 1. La

demostraremos para t 4+ 1

(ad)" = (ab)(ab) = b'a™ba" = b'ba"*a"
bt+1arzt+r

Notando que 72 + 7 = 241, se demuestra la afirmacidén para. ¢+ 1. [J

De esto podemos deducir el siguiente corolario:
Corolario 3.1.2 Fl elemento ab tiene orden n.

Demostracién: Usando el lema anterior para t = p™ 4 y el Lema A.0.3 (Apéndi-
ce A), se ve que

(ab)t — btat

re—3g »
Como ¥~ conmuta con a, al elevar ab a n, se tendra que

oM (GO e (i i
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=" @ =t =11 =1
Lo que demuestra lo pedido. O
Es de interés ver cémo se comportan los conjugados de b por potencias de a:

Lema 3.1.3 atba—t = ba?'

Demostracién: Observamos que b 1a% = (57%ab)* = o™, de lo que obtenemos
que a*b = ba™, y por ello:

atba~t = ba'tat = ba™tt = batT-D = pat?' )

Con consecuencia de lo anterior podemos obtener el siguiente corolario:

4

Corolario 3.1.3 o ° conmuta con b.

Demostracion: En el lema anterior con ¢ = p™—, se tiene que:
P Iy
@ b = ba?" TP = pa™ = 0.0

Dre los Corolarios 3.1.1 y 3.1.3, podemos establecer la siguiente proposicidn:

Proposicién 3.1.1 El centro de G es Z(G) = (a7 ,P"™) y el normalizador en
G de B es Ng(B) = (b,a?" ).

De la misma forma que con B, vemos que C no es normal en G, pues:
b7 (ab)b = (b7 ab)b = a'b = ba™ ¢ C

Ya vimos que oP - conmuta con b, y por cllo, conmuta con ab. De forma, similar
a Ng(B), se puede establecer lo siguiente:

Proposicién 3.1.2 Ng(C) = {b,a?™ ™)

Ahora, por definicién de G, vemos que AN B = {1}. A continnacién determina~
remos las intersecciones ANC y BN C:

Proposicién 3.1.3 ANC =BnNC = {1}
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Demostracion: Sea x € ANC. Entonces existen ¢, u ntimeros naturales tales que
z = a’ = (ab)*, de lo que obtenemos que a¢ = b*a®. Comparando ambas igualdades,
vemos que 4 =, 0 y por ello, ¢ =, % =, 0. Por lo tanto, x = 1. Un argumento
similar demuestra. que BNC = {1}. O

Lema 3.1.4 Los subgrupos B y C' no son conjugados.

Demostracién: Si B y € son conjugados, existe un a®6™* € G que conjuga (ab)
con alguna potencia de b, digamos ”. Entonces si a’6abb®a™ = &, tenemos que
a’bob"ba”t = I, luego, a'a’ bt = b?, de lo cual obtenemos que o™ ba® =Y, y
con ello, ba™ " %’ = 1. Esto nos dice que v =, 1 y que r**! + tp# =, 0. La tltima
igualdad implica que r es miltiplo de p, lo cual no es cierto. Por lo tanto, B no es
conjugado con C. [J

Sobre la serie central ascendente de G, se puede decir lo siguiente:

Proposicién 3.1.4 1. §i § > m — §, enionces la serie central de G es

1= Z(G) = G.
2. 8ji<m jys= [%] 1, donde [} es la funcién parte enicra. Entonces lo seric
central de G tiene s+ 2 términos. Para 2 <1< s+1, los términos de la serie central
ascendente son de la forma:
Iy =< ame:j, bpm_:j
Demostracién: Sea Z; = Z(G) y consideremos G/Z;. Sea £ la clase de un
elemento z € G médulo 7;. Observamos que 5714b = b—lab = 4™. Ademas el orden
de @ y b es p™*, pues al elevar a ¥ b a dicho nimero, quedan dentro de Z;. Por lo

tanto, G/Z; es un producto semidirecto de < & > y < b >. Dependiendo de 7, este
grupo cociente puede ser abeliano o no:

1. 8t j > m — j, entonces p™7|p? y por ello, r = 1 +p/ =y 1. Luego, G/Z; es
abeliano, y asi, Z; = G, completando la serie central ascendente.

2. 8i j < m — j, Entonces v #ym—s 1, por lo que G/Z; no es abeliano. M4s alin,
G/Z; es un grupo de la misma. familia de G, por lo que su centro se calcula como se
hizo antes, quedando como Z(G/Z;) = (&?m_gj,gpm_%}. Este grupo cociente es de la
forma Z./7; con Z; el segundo término de la serie cental ascendente. Es claro que
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(&7 0" 77Y < Z,. Ahora, si afb™ estd en Zp, entonces &bt € Z(G/Zl) Esto
implica que ¢ y w son multiplos de ™%, lo que demuestra que (o™ 7" ") = Z,.

De forma inductiva, podemos ver que los siguientes términos de la serie central tienen
la forme deseada, notando que si

Zl < pm—lj,bpmulj >

es el I-ésimo término, con ¢ < s+1, entonces § < m—17, y por ello. r no es congruente
a 1 médulo p™ 4. Por lo tanto, G'/Z; no es abeliano y su centro es

D= b

HG/Z) =< & T e 7

Donde 71 es subgrupo propio y normal en G. Aplicando el mismo argumento que
en el caso | = 2, se puede ver que Zyy. tiene la forma deseada. Para verificar que
el (s + 2)-ésimo términe es igual & & observamos que el orden de las clases de ¢
y b en ese grupo cociente es p™ ¢+ Por definicién de s, (s +1)j > m — 7, o
equivalentemente § > m — (s 1)7, luego r =pm—+ 1, ¥ asi, G/Z,y) es abeliano.
De esta forma, Z;,, = G concluye la serie central ascendente. [

A continuacién delerminaremos el conmutador de G y los Lérminos de la serie
central descendente:

Proposicién 3.1.5 [@, Q] = (a7'). Sea 5 = 5,5 el menor entero tal que 37 > m.
Para todo 1 < k3 el término k-ésimo de la serie central descendente es G, = {aP™).

Demostracion: Primero calculamos [G, G}. Sean z = a*b* y 2z = a¥b~*. Vemos
que:

mzm_lz_l — asb—taub—vbta—sbva—ﬂ — a'sbﬁtalubtb—ua—sbva——u
— aSg e gt — oS- (rt-1)
El ndmero s(1 — r") + t(r* — 1) es un multiplo de p?, por lo que zzx—lz!
estd contenido en < o' >. En particular eligiendo s = 0y u = ¢ = 1, se ve

que 22271271 = a™* = g7, Por lo tanto, [G,G] =< oP" > es ciclico. A conti-
nuacion, determina.mos la serie central descendiente. Sea Gy = G y recursivamente,
Gri1 = [Gr, G]. Haremos el proceso por induccién sobre k. Is claro que ya esté de-

mostrado para & = 1. Supongamos que la. proposicién es vélida para 1 < j < 5. La
demostraremos para § + 1. Sea z = a?b % € G y 2z = g € G;. Se observa que:
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1 . k3 ot —pnd e B S Fof (5 _
zzr iyl — gth e B tavp* :atarvp’catw — -1

El mimero vp*/(r* — 1) es un multiplo de p®*+97, por ende, G,y C (@), En
particular, si v = v = 1, vp*(r® — 1) = pi*(r — 1) = phip? = p(-+97, De esta forma,

b1} , ~ ..
G =< P > lo que demuestra la afirmacién. O

Cuando k = s, p*¥f =, 0, por lo tanto G; = {1}, y de esa manera se completa la
serie central descendiente.

Por el lema 4.1.3, se puede deducir la siguiente proposicién:
Proposicién 3.1.6 Kl subgrupo {a?’,b) es normal en G.

Denotamos H, = {a?,b), K; = (aPt, ab}. Es claro que Hy, ;= No(B) y Koy =
Ng(0).

Ejemplo 3.1.1 Consideremos G en un caso particular, conn = 243, es decir, p = 3,
m = 5. Elegimos r = 1 + 3% =10 (j = 2). El orden multiplicativo de 10 mddulo
243 es 27. Asi, sc tienen los generadores de los siguientes subgrupos calculados de
acuerdo a la regle anterior:

| Subgrupo | Generadores || Subgrupo | Generadores | Subgrupo | Generadores
NG(B) b, a27 Zg a,3, 53 H4 b, a,Bl
Ne(C) ab, a®’ Gy ot K ab, a®
Z (@) a*’, b% H b,a® Ky ab, a®
(G, d] a” Hp b, a° Ky ab,a®"

Tabla 2: Subgrupos de Gas».

3.1.2. Casop=2

En el caso de p = 2, el grupo & tiene una presentacién parecida a la del caso
primo impar, pero nos centraremos en las acciones definidas por los niimeros v; con
j € {1,2,3}, definidos en el Apéndice A, y listados a continuacién:

7 n

__1: VZ’:Q

9 +1, p=n—1

I =
En este caso, fijando n = 2™ con m > 3, la presentacidn de G es de la forma.

G = Gpj={a,bla” =b" =1,b"%ab = 0¥}
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Proposicidén 3.1.7 8i1 < j < §' < 3, entonces Gpy y Gpy 1o son isomorifos.

Demostracién: Demostraremos el teorema con § = 1 y ¥/ — 3. Usamos las
siguientes presentaciones para Gr; y Gpa:

Gra = {a,bla” = 8" =1,b7"ab = o™)
Gnz = {z,ylc" =y" =1,y xy = 2**)

St ambos grupos son isomorfos, entonces existe un isomorfismo que envia z e y
en o't* y a*b' respectivamente. Entonces, por las relaciones de los grupos, se debe
verificar queda

(akbl)ﬁl(atbu)(a’kbl) — (atbn)vs = b“‘a‘ka*b”a,"bz — (atbu)n—l
= Flpt R kgt .yt = pa B +8) )t _ — gt

De esto se obtiene que 2u —, 0, o equivalentemente, u es miltiplo de 2 5. Bsto
implica. que ((t — &) (1) + E)(n) = (¢ — k) + &)(»)! = tvF =, —t. Si k s par,
entonces ¢ =, —t, por lo que ¢ es miltiplo de %. Si k es impar, entonces tv¥ = tiy,
lo que implica que #(ry +1) =, 0. Como 11 =  — 1, tenemos que ¢ debe ser par. En
cualquier caso, se puede ver que a'b* tiene orden menor & i, contradiciendo que es
imagen de z. Por lo tanto, Gr; ¥ Gns 1o son isomorfos

Para ver las restantes situaciones, las deduciremos a partir del cdleulo del centro
de cada uno de estos grupos, viendo que el centro de G, » es de indice 4 y el de G
¥ Grs es de indice n. O

Para estudier este caso conviene separar los diferentes sub-casos determinados
por los 4. De todas formas hay algunas situaciones que son comunes a los tres casos
¥ que se demuestran de forma andloga. al caso de p impar:

Lema 3.1.5 Se tienen las siquientes identidades:
1 b tol = o¥
2. atbat = ba5—1)
3. (ab)t = pradii=t™
4. (ab)~*a(ab)t = ¥
Como primera observacion, vemos que independiente de j, el subgrupo A = {a)

es normal en G, y los subgrupos B = {b) y C = {ab) no son normlacs. De la misma
forma que en el caso de primo impar, podemos establecer los siguientes lemas:
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Lema 3.1.6 E! elemento ab tiene ordenn y b* conmuta con a.

Lema 3.1.7 Los subgrupos B y C no son conjugados.

Caso j =1

Recordamos que ¥; = £ — 1. Primero, calculemos Z(G) y Ng(B):

Proposicién 3.1.8 Z(G) = {a%,8?) y Na(B) = {a%,b).

Demostraciéon: Sélo besta ver que potencias de a, digamos a* conmute con d o
dejan fijo a B por conjugacidn. Del lema anterior, parte a}), tenemos que t(1,—1) =, 0.
Como vy —1 = % —2 es un niimero par no divisible por 4, tenemos que ¢ es multiplo
de n/2. O

El normalizador de C' se calcula de la misma forma que el normalizador de B y
esto se resume en lo siguiente:

Proposicién 3.1.9 Ng(C) = {a%, ab)

De la misma forma que en el caso de primo impar, tenemos que AN B = {1},
Ademas

Proposicién 3.1.10 ANC = {1}, y BNC = (#*).
Demostracion: Si x € AN C entonces existen ¢, v enteros positivos pares tales
que

z=a" = (ab)* = B 5

t v u deben ser pares pues a ¢ AN C. Notamos que

r41 __2"“1
9 9

2m~2

Volviendo a la igualdad anterior, notamos que u =, 0, ¥ por ello:

u(r+1) _ 0(r+1) _

5 T3 U

=,

De esta forma. ANC = {1}. 8i y € BN C, entonces, por el mismo argumento
anterior, existen ¢, v enteros positivos pares tales que:
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z = b = (ab)* = %"

Emn este caso vemos que:

De esta forma, v y ¢ deben ser miltiplos de 4, lo que demuestra que BN C =
{6*) = {(ab)*). O

Ahora, calcularemos la gerie central ascendente de G:

Proposicion 3.1.11 Para todo 2 < § < m — 1, los términos de la serie central
ascendente son:

m—k
Zk = (G2 ,bz)

Demostracién: Fijamos Z; = Z(G) que sabemos que es < a2,b* >, Considere-
mos G/Z;. Sea % la clase de un elemento = de G en G/Z;. Entonces |a| = 2 y [5] = 2.
Observamos gue

Ay f\,\ ~ I\.n_ ~a
b tab=a" =42t =41

Esto implica. que G/Z; es isomorfo a D=, en particular no es abeliano. El centro
de ese grupo cociente es < Eﬁ,lﬁ) >. Sea Z, el segundo término de la serie central

ascendente, Es claro que 8°°7° = &% ¢ Z(G/Z,). Bslo implica que < 42 07 >
estd contenido en Z;. Ahora, sea a** un elemento de Z,. Entonces %% € Z(G/Z,).

Pero esto implica que ¢ es miiltiplo de n/4, lo que demuestra la afirmacién en § = 2.

Ahora, sea 2 < k < m — 1. Supongamos que la afirmacién es vélida para k. La
demostraremos para j + 1. Por hipdtesis de induccién, Zy =< a®™ ™" b2 >. Entonces
st Z denota la clase de un elemento x de G en G/Z;, chservamos que & tiene orden
2™~* y b tiene orden 2. Ademss, como & > 1, 2 = 2™-1 =, _; 0. Por lo tanto:

agm—k—1 2 ~om—(kti) o
2 2 ,b

Z(G/Z) =< a o >=< @
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Un célculo similar al caso § = 2 muestra que Zpy) =< an_(k“),bz >. 0

En particular para k = m — 1, se tiene que Z,,_; =< a2, >. De esta forma
[G: Z,_1]. En consecuencia, G/Zm_1 es abeliano, y por lo tanto, %, = G finaliza la
serie central ascendente.

Proposicién 3.1.12 {G, G| = {(a?).
Demostracién: Sean z = a*6? y z = o¥*b . De la misma forma que el caso
primo imper, se ve que:

rar— iyl = as(l—r“)%—u(r‘Hl) — q”

Se puede ver que p es par. Ademds si ¢ y v son impares,

sA—m)+ul -1 = s(l—r)+ulr—1) = (r— D —s) = @™ - Dlu-s)

En particular con (v — s) igual al inverso multiplicativo de 2™ 2 — 1 médulo =,
tenemos que p = 2. B}

Ahora, calculemos la serie central descendente de G, llamando sus términos como
Gy, v fijando G; =[G, G):

Proposicién 3.1.13 Par todo 2 < k < m, se tiene G = {a®")

Demostracién: Por induccién sobre k. Sea z = '™ € G. Primero, vemos el
caso k = 2. Sea z = ¢ € G. Se ve que

—1. - _ —t — Yoy o
rzr—lyt — b e @bt = gty —t—20 _ 20041

Si w es impar, 20(1f — 1) =, 2v0(1; — 1), termimo que serd miiltiplo de 4. Con
esto, concluimos que Gy =< a2 >,

Supongamos que la afirmacién es vélide para 2 < & < m. La probaremos para
k+1. Luego, si a®™ € G}, se tiene que:

-1 — - k _t _nk unky, o+ 0k 2 u__
zzr izt = ath%a? bt ta U v -t QU:aEU(ui 1}
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Con esto, vemos que si u es impar. el niimero 2¥(1¥ — 1) es un mdltiplo de 2%+,
Por lo tanto, Giyy =< a®*' >. En particular, Gy, = {1}, completando asf la serie
central descendente. O3

Ejemplo 3.1.2 Consideremos G en un caso particular, conn = 16, es decir, m = 4.
Flegimos r =22 —1 =T. Asi, se tienen los stguientes subgrupos caleulados de acuerdo
a lo regla anterior:

Grupo | Generadores | Grupo | Generadores || Grupo | Generadores
Na(B) b, a® Ne(C) ab,a® 7 a*, b*
BnC b Z(G) a®, b Ga a*

(G, G a? Za ot b? Gs a®

Tabla 3: Subgrupos de Gig ;.

Caso 7 =2

Recordamos que v, = £ - 1. Primero, calculamos Z(G):
Proposicién 3.1.14 Z(G) = {a?b?)

Demostracion: Sabemos que 8% € Z(G). Veamos que potencia de a conmutea.
con b. Por el lema 4.2.1, parte b), se tiene que a®ba~" = ba'™1) = pa¥®). De esto
se deduce que a* € Z(G) si y sdlo si ¢t es multiplo de 2. En particular, st £ = 2 se
cumple dicha afirmacién. O3

Notamos que |G//Z(G)| = 4, por lo tanto es un grupo abeliano. De esta. forma, la
serie central ascendente tiene sélo 2 términos, Z ()Y y G.

Con los calculos entes hechos podemos determinar Ng(B), y de forma analoga,
Ne(C). Esto se resume en la siguiente proposicién:

Proposicién 3.1.15 Ng(B) = (a®,b) y No(C) = (a?, ab)
Determinamos ahora las intersecciones ANC y BN C.
Proposicién 3.1.16 ANC=BnC={1}
Demostracién: Para calcular A N €, notamos que si (ab)® = a*, entonces

Brata+/? — gt Fsto nos dice que t =, 0 y de esta forma v =, 0. Por lo tanto
ANC = {1}. Para ver BN C, observamos que si & — (ab)*, entonces ¢ y © deben ser
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pares pues ab ¢ B, luego & = 5**21/2, Como (v, + 1)/2 es impar, se tiene que
% =, t =, 0. Por lo tanto, BNC = {1}. O

La siguiente proposicién se demuestra de forma similar a casos anteriores.
Proposicién 3.1.17 [G, G] = {(a™/?)

Este grupo es de orden 2, por lo tanto, la serie central descendente es:

G —[G,G] — {1}.

FEjemplo 3.1.3 Sean =16, es decir m = 4. Entonces vy = 9. FLa tabla de suhgrupos
es o siguiente:

Grupo | Generadores || Grupo | Generadores
Ne(B) b, a? A(e)) a?,b?
Ne(C) ab, o G, G a®

Tabla &5: Subgrupos de Gig,a.

Caso j =3

Recordamos que v = n — 1. Calculamos los subgrupos de G de la misma forma
que los casos anteriores, Empezamos por Z (&), Na(B) y Ne(0O). Usando las mismas
ideas de casos anteriores, si a* conmuta con b, se tiene que cumplir que:

Hvs —1) =4(2™ — 2) = 22" — 1)
Por lo que nuevamente ¢ es miiltiplo de /2. Asf tenemos la siguiente proposicién:
Proposicién 3.1.18 Z(G) = (a3,b), Ne(B) = {a¥,b) y Ng(C) = {(a%,0d)

Para. las intersecciones ANC' y BN C, se pueden usar las mismas ideas que en
casos anteriores y se resume en lo siguiente:

Proposicién 3.1.19 ANC = {1} y BN C = {¥*} = {(ab)?).

Para ver la serie central ascendente de G, vemos que se repiten esencialmente los
mismos célculos del caso § = 1. Por lo tanto, se tiene que:

Proposicién 3.1.20 .
g = (a,E’c',b?)
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El ¢dleulo de |G, G] v la serie central descendente es similar a los casos anteriores
y se resume en lo siguiente:

Proposicién 3.1.21 [G,G] = (a?) y para todo 2 < j < n, G; = {a¥)

Ejemplo 3.1.4 Consideremos n = 32 y r = 31, es decir, m = 5. La tabla de
subgrupos es la siquiente

Grupo | Generadores | Grupo | Generadores
Ng(B) b,a.ls Ng(O) ab, a,ls
Bn<C b* Z{G) a'®, b
|G, G a’ s a®, b*

43 a*, b i a®, b’

G2 a* G3 OI-S

Gy a’® N b, a®

N2 b, Q.4 N3 b, &2

Tabla 5: Subgmpos de G32’3.

3.2. Realizacién de G = Z, X Z, como grupo de
automorfismos de una superficie de Riemann

I'n esta seccién, determinaremos una superficie de Riemann con accién de @,
aplicando el Teorema de Existencia de Riemann mediante un vector generador del
tipo (0; n,n,n). También determinaremos los géneros y firmas de la accién de ciertos
subgrupos de G. Nuevamente dividiremos el desarrollo de este capitulo de acuerdo a
st 1 es potencia de primo impar o de 2. Primero, daremos la siguiente definicién:

Definicidn 3.2.1 Sea § una superficie de Riemann compacta de género positivo y
sea n > 3 un entero. Diremos que S es una Curva de Tipo Fermat de grado n
st tiene accion de un grupo T de orden n? tal que

1 =g
2. La firma de I' es (0;n,n,n)

Liamaremos a I el grupo asociado a S

Ejemplo 3.2.1 Toda curve de Fermat de gradon > 3 es una eurva de tipo Fermat.

El género de una curva de tipo Fermat se puede calcular usando la férmula de
Riemann-Hurwitz:
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Lema 3.2.1 Sea S una curva de tipo Fermat de grado n con grupe asociado T. Fi
género de S es:

(n—1)(n—2)
5=y

Demostracién: Aplicando el Teorema 2.5.2. se tiene que:

&l 1

32__ 2_;3 )
Qs=n2(0—1)+1—{————3(1—;)=%n2+1—!—n n_ o dntl

2 2

2

Como n? — 3n+ 2 = (n — 1)(n — 2), se demuestra la afirmacién. O

Ejemplo 3.2.2 Para el caso de G = T 1 Zy,, éste admite a (a, b, (ab)™ ) como vector
generador con firma (0;n,n,n). Por el teorema de Eristencia, existe una superficie
de Riemann X con accidn de O y firma la antes indicada. Por lo tanto, X o3 wna
curva de tipo Fermat de grado n y su género es:

(n—1)(n-2)
2

Una ves delerminada la existencia de esta superficie de Riemann X , QUETEIos
determinar los géneros de los cocientes de X’ por subgrupos de G. Para ello, presen-
taremos la siguiente proposicién:

Teorema 3.2.1 Recordando la notacidn del Teorema 2.5.2, sea S una superficie de
Riemann compacta con accidn de un grupo T, V = (ay, ..., g, b1y ooy bgpy €1, oo ¢) un
vector generedor de (7 para diche eccidn con firme (gg; ™y, ..., wu). See Hy — (¢;), o
sea H un subgrupo de I'. Entonces el género de Sr es:

or = [ H(go 1) + 1+ S (0 H — |E\T/E)
=1

donde el mimero |H\I'/H}| es el cantidad de clases dobles H y H; de T

Demostracién: se puede ver en [21], pags. 402-404

Para nuestro caso, fijamos H) = A = (a}, Hy = B = (b}, Hy = C = (ab}. Esto
lo usaremes durante el desarrello de la siguiente seccién. Primero, notamos que para
cualquier caso de 7 se tiene lo siguiente:

Proposicién 3.2.1 La superficie cociente X4 tiene género cero.
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Demostracién: Como A es normal en G, se establece que:

A\CG/A|=[G: Al =n
[A\G/B]|=[G:AB] =1
IA\G/C|=[G: AC] =1

Luego, como gg = 0, aplicando el Teorema 4.0.1. se tiene:

ga=16: Ay 1) +14 3 3 (6 : 4 - |A\G/H,)
j=1

1
:—n—l—l—l—-;-(&n*nml-—l)=—n—!—1—|—§(2n-2)=—n+1—!—n—1=0.|:l

fa. & una curva plana afin determinada por una ecuacién de la forma y* = f(z).
Fn el Capitulo 4 determinaremos una ecuacién para X como curva plana afin n-
gonal. Respecto a los cocientes de & por los subgrupos de A, tenemos la siguiente
proposicién:

Proposicion 3.2.2 Sea A = (apk). Para todo 1 <k <m—1, el género de X4, es:
_®m=290 -1
N 2

G4

Demostracion: De la misma forma que con A, se puede ver que:

[ANG/A| =[G : Al =n
|AN\G/B| =[G : A;B] = p*
|A\G/Cl =[G : 4;0] = p*

Asi, aplicando el Teorema 4.0.1, obtenemos que:

ga=[G: Ajl(g—1) +1 +% (Z([G s Al — IAf\G/Hﬂ)

np* —n—-pF4+2  (n—2)(F" 1) A
— 5 ,

1 .
:—npk—]—l—!—;)-(i%npkw—n_.?p’): 5

Ahora calcularemos los géneros de los cocientes intermedios de X por otros sub-
grupos de G. Nos ocuparemos de cada caso particular, si p es 2 o impar, dado que
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como se vié antes, G tiene propiedades distintas de acuerdo a tales casos. Previa-
mente mencionaremos un lema y unae teorema que nos servirdn en algunos calculos
dentro de este capitulo.

Lema 3.2.2 Seu G un grupo y H y K subgrupos de G. Entonces para todo x en G
o(HNK)z = (zHz ™) N (zKz ™)

Teorema 3.2.2 Sea G un grupo y H, K subgrupos de G. Entonces:

|H\G/K| = Wi(lr;‘—’(] (Z“ |zt N H[)
zned

donde P es un conjunto de representantes de las clases lateales derechas de Ng(K)
en G.

Demostracién: La demostracién del lema es directa. Para la demostracidn del
teorema, consdltese en [21], pag. 403.

3.2.1. Géneros de Cocientes intermedios de X , Caso p impar

En esta subseccién nos ocuparemos de calcular los cocientes intermedios de X
por subgrupos de interés vistos en la seccién anterior, en el caso p impar.

Proposicién 3.2.3 Para los subgrupos B y C:

(n— {p— 1§/ Hm — 1) +p7))

o]

9B = gc =

Demostracién: En este caso, vemos que por normalided de A, |B\G/4] = 1.
Para calcular |B\G/B| haremos un procedimiento distinto. Observamos que siz =
a'” es un elemento de @, y consideramos Bz B, entonces esa clase doble es la misma.
que Ba’B. Por lo tanto, toda clase doble en [B\G/B| se representa por elementos
de A. Ademsds si a® y a® estén en la misma clase doble, entonces existen I y s
enteros tal que b~%a%* = a”, de lo que deducimos que b~‘a?bips—! — a?, y con ello,
o™ b~ = g%, Esto nos dice que 8 =, I y v =, &r’. De esta forma se ve que si & es un
mdmero relativamente primo con p, se tiene que los clementos de la forma ™ con
0 <1< p™7—1 estén dentro de la misma clase lateral doble BoF B y asi los miiltiplos
de @ con exponentes relativamente primos a p se dividen en diferentes clases laterales
para distintos £. Asi mismo, siguendo con % relativamente primo a P, los elementos
de la forma ¢ con 0 < I < p™ 9! _ 1 estdn dentro de Ia misma clase doble
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y asi los elementos miiltiplos de a con exponentes divisibles por p y no divisibles
por potencias mayores se descomponen en diferentes clases. Este proceso ocurre de
manera andloga con los a*'™ hasta llegar & § = m — 7 — 1. Ademas, el neutro de
G forma su propia clase doble aparte de las anteriores. Eistas clases la.tera.les dobles
son disjuntas, pues si o?' estd en la misma clage que a?’, existe un k tal que rFpl es
congruente a p*, lo que implica que k =0y [ = s,

Para cada 0 < { < m — j — 1, hay exactamente p™7~!(p — 1) multiplos de p*
no divisibles por potencias mayores de p. Estos se descomponen en drbitas bajo la
accion por multilpicacién de r. Se observa ademés que:

kplrp"“j“ : fi:pl(l _]_pi)p""*-"”' _ f{}pz(l +pm—:,v—l J +e)
donde £ es miltiplo de n. Con esto, se ve que kpr?™ * es congruente a kp'
médulo n, y por lo tanto, cada érbita contiene p™ 7! elementos. Dividiendo, tenemos

exactamente p 7 (p — 1) clases para cada 0 < k < p™ 7. En el caso de los kpf, con
[ > m — 4 estos son invariantes por r médulo n, pues

kpl(1 -+ p?) = kpt + kp™™ =, kgt

por lo tanto, para cada [ tenemos exactamente p™ J=1(p — 1) clases. Contando
también la clase doble determinada por el neutro de G, tenemos que:

IB\G/B[ =1+ (}?— l)pj"l(m _ z) + (}’?_ 1) Zm: pm—t—l

l=mn—3

Cambiando de variables en la. sumatoria podemos reescribir esa suma como:

HﬂGﬁﬂ=1+@—1MF%n~j+n+wp—n§i¢4
=1

I+ =1 m—g)+p -1 =@-10)p ™ m—j) +¢/
Para calcular |[B\G/C| vemos que

q _ 1Bllct
|BC] = IBnC|

Como BN = {1}, tenemos que BC = G. Luego, sélo hay una clase doble de B
con C en G, Por lo tanto |B\G/C| = 1. De esta manera, gy es igual a:
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g5 =—n+1+5Gn— 1 (@~ Dp ™ m—i) +¢) ~ 1)
= 50— (o~ D m—1) + )
Finalmente calculamos gg. Primero notamos que:
(aby *o{ab) = b Ya taab =t ab = o
De esta forma, el céloulo de |B\G/B| es similar &l de |[C\G/C|, y por ello,

|[B\G/B| = |C\G/C|. Ademés, Es claro que [C\G/B| = |[C\G/A| = 1. Por lo
tanto, gy = go. U

Ahora, obtendremos los géneros de cocientes intermedios de los subgrupos de B
y U, que denotamos:

B ={¥¥"), Cy=/{((a)”)

Proposicién 3.2.4 Para todo 1 <k <m —1, los géneros de Xy, y Xg, son:

{ s I S SIES DS R N
9B, = Gcr -2 {p*-1) :
_(n—g—_ k>m—j

Demostracién: Es claro que |By| = |Cx| = p™*. Veamos gp,. Primero, conviene
hacer la separacién en si & es menor, igual o mayor a m — j, pues en la segunde. y
tereers situacioncs, By C Z(C).

Fijamos & < m — j. En ese caso, observamos que por normalidad de A,
IBk\G/AI = [G . BkA] =

Para calcular |B;\G/DB|, podemos usar la misma idea que con |By\G/B|. Ohser-
vamos que si £ = a*b” es un elemento de G, y consideramos Bz B, entonces esa clase
doble es la misma que Bra’B. Por lo tanto, toda clase lateral doble en |Bi\G/B| se
representa por elementos de A. Ademds si a® y ” estan en la. misma clase doble, en-
tonces existen I v s enteros tal que b gt = g?. lo que implica que B = g
y por ende, " 7 poip® ?. Eslo nos dice que s =, Ip? y v =, r¥ . De esla [orma, se
da una situacién paremda con |[B\G/B|. 8i k es un mimero realtivamente primo con

P, se tiene que los elementos de la forma a*"* con 0 <1< p™ ¥ 71 estdn dentro de
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la misma clase doble B;a*B y y asf los miltiplos de a con exponentes relativamente
primos a p se dividen en diferentes clases dobles para distintos k. Asf mismo, fijando
1 <2< m—4—k—1 siguiendo con u relativamente primo a P, los elementos de
la. forma o con 0 < 1 < p™ %t _ 1 estdn dentro de la misma clase doble y
ast los elementos miiltiplos de a con exponentes divisibles por 2 y no divisibles por
potencias mayores se descomponen en diferentes clases. Repetimos este proceso con
los o™ hasta llegar & t = m — j — 1. Ademsds, vemos que el neutro de G forma su
propia clase doble aparte de las anteriores.

Para cada 0 <t <m—j — & — 1, hay exactamente p"~##~%(p — 1) multiplos de
7° no divisibles por potencias mayores de p. Mstos se descomponen en drbitas bajo
la accién por multilpicacién de r. Se observa ademés que:

m—j—k—f

uptrp — Upk(l +pf)pm~j—k _ U_’P(l + pmuj-—kpj + Pi)

donde % es miliiplo de n. Con esto, se ve que upr?" ™" o5 congruente a up
médulo n, y por lo tanto, cada érbita contiene p™7*-* elementos. Dividiendo,
tenemos exactamente p?+#~1(p—1) clases para cada 0 < ¢ < m—j — k. En el caso de
los up®, con t > m— j —k estos son invariantes por r médulo n. Para cada £ tenemos
exactamente p™~1=%(p — 1) clases. Contando la clase del neutro de @, tenemos que:

m—1

IBAG/Bl =1+ (- 1)p" ™ " m—j—k+ 1)+ (p-1) Y p=tt

t=m—j—k
Nuevamente, cambiando de variables en la sumatoria podemos reescribir esa suma
como:
_ ik
IBNG/Bl=1+(p— 1)p" Hm—j— k) +(p—1) 3 g
t=1
L= Dp m =g k) +27 — 1 = (p - D) — j — &) 4 p*

Ahore, para caleular |Bi\G/C| resulta conveniente usar le férmuls del Teorems,
3.2.2:

Ne(K): K _ '
el 151y

2D

|E\G/K| =
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donde @ es un conjunto de representantes de Jas clases lateales derechas de Ng(K)
en G. Usaremos H = By y K = C. Ya sabemos que Ng(C) =< ab, ¥" >. Por lo
tanto, [Ng(C) : C] = p’. Sabemos ademds que |B;| = p™ 7. Elegiremos

d—{B,0<t<m—j—1}

Ios claro que ® es un conjunto de representantes de clases laterales derechas de
Ng(C) en G. Ese conjunto tiene cardinalided p™ 7. Como BNC = {1}, se tiene que
B N = {1} y usando el lema 3.2.2:

{1} =8(CNB = (Ov ) n¥'Bb™ = (e n By

Asi, usando el Teorema 3.2.2 vemos que:

Ne(K) : K]

BAG/C] = & T (O keCa N B)

zed

7 ] . .
= p_fl—'k (]. _]_ saa + 1) = p———ik (pm-—j) = "p"

Y con ello, usando el Teorema 3.2.1, el género de Xp, es

1 ; , ;
95, =~ + 1+ 5(3np* — 2" — (0 — VP (m— j — k) + 7))

1 L , ,
= 5mp* — o —((p— D™ Hm—j — &) 1+ p') +2)
En el caso de que j > m — 4, B; C Z(G). Usando ideas similares al céloulo de
ga, e puede verificar que gg, = g4,.

Para el caso de Cy, se tiene una situacion parecida con By debido a que (ab) *a{ab) =
a". De esta forma, vemos que gg, = g¢, paratodo 1 < k<m—1. 0

Proposicion 3.2.5 El género de Xy () es

I - - 2)
gz = 5

Recordemos que %(G@) = (&~ ,5P"™). Este subgrupo es normal en G, por lo
tanto:
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IZG\G/A] = [C: AZ(G)] HIZ%T)[ _ ;"_; _ i

Por analogia a este calculo:

|Z(G\G/B| =[G : BZ(G)] = p™
|Z(G\G/C| =[G : 0Z(Q)] = p—

Por lo tanto, gz es:
2 - 2

(" -1E" I -9
= 5 0J

g7y = P 11+

Observacién 3.2.1 Notamos, que en el caso § > m — 3, G/Z1 2 By X L.
Este grupo actia en Xz, que tiene género iqual a

"7 —1)(pm7 - 2)
2

FEsto dice que Xz es un candidato a ser una curve clisica de Fermat, de grado

- q Zs 'y g
P77, Bn caso de ocurrir, tendriamos que X es un cubriente ramificado de una curva
cldsica de Fermaf.

De le. misma forma. que con Z(G), se puede demostrar lo siguiente:

Proposicién 3.2.6 Sij < m—3, y s es el mayor entero tal que sj < m—j, entonces
los géneros de Xy, para 2 <k < s+1, son:

(™% — 1)+ —9)
2

G, =

Observacién 3.2.2 En el caso particular de Z¢11, se observa, de forma parecida
al caso j > m — §, que Xz, es una candidato o ser unae curva clisica de Fermat,
También obsvervamos, de forma similar, que los cocientes de X por los términos
anteriores de la serie central uscendente son candidatos a ser curvas de Tipo Fermat.
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Los géneros de los cocientes por los miembros de las serie central descendente se
pueden obtener usando lo antes calculado con Ay, dado que Gy = Ay

Proposicién 3.2.7 Para 1 < k < s, donde s es el menor entero tal que 8j < m,
los géneros de Xg,, y en particular de Aeq) son:

o= O G )

Proposicion 3.2.8 Para todo 1 <{<m —1, los géneros de A, ¥ Xx, son:

st 1<yq
st {>7

0
98, = 4K, = { (p‘—((p—l)ﬁ;(m—j)wﬂ'))
Demostracidn: Si! < 7, es evidente que H; es normal en (@ , por lo tanto:
[H\G/A| = [H\G/O| =1
|H\G/B| = p'
Asi, aplicando el Teorema 3.2.1, se tiene:

3 -1—p' 1 .

0
2

gH;:_pt_l_l"{—

81 { > j, entonces, aplicamos una idea similar a la usada antes con [BAG/ B|
calcular [H:\G/B|, notando que nuevamente toda clase doble HyzB se puede repre-
sentar con un elemento de A. Atin més, ese elemento de A se puede elegir como o
con<u<pyquesiz e H, b € B,ya* a” € 4, con 0 < u,v < p entonces
za*t’ = a? es equivalente a que g ta¥ € H, Y & su vez con que v’ =, w.
De esta forma, usando un procedimiento similar al célculo de [B\G/B|, podemos

obtener que:
HAG/Bl = ¢ + p"Hp— 1)1 — 5)

Pare calcular [II;\G/C/|, simplemente notamos que I5,C contiene a BC, el cual
ya sabemos que es todo G. Por lo tento, [Hx\G/C| = 1. Aplicando el Teoreme. 3.2.1,
llegamos a lo deseado. O

Cormmno consecuencia de esta proposicién, tenemos el siguiente corolario:

Corolario 3.2.1 Los géneros de ANe(B) Y Xna(m) son:

0 st m—j<jf
st m—jf>73

9Ne(B) = GNg(0) = { ™ (1)~ m—j)127))
2
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3.2.2. Géneros de Cocientes intermedios de X, caso p = 2

Como antes, dividimos los casos dependiendo de §

Caso j =1

Recordamos que 1 = 2 — 1.

Proposicién 3.2.9 Los géneros de Xy y Ao son:

[
ngg”“_"g

Demostracién: Claramente, |B\G/A| = 1. Para calcular |B\(?/B| se procede
de la misma forma que en el caso primo impar. Entonces, toda clase doble BzB
esta representada por un elemento de A. Dos elementos de A, digamos a* y o,
representan la misma clase doble si y solo si s = tr* para. algiin entero k. Si s es par,
entonces ¢ es par, y podemos ver que si k =1,

s=tr=12m"1_¢

Asi, tenemos que s es congruente a ¢ médulo nsi ysélosit =0 6 ¢ = 2. Con
esto, tenemos 2™ 11 clases de esta forma. Si s es impar, también loest ysi & = 1,

s=tr=12""1pt = (2% +1)2" 1 —p=oml g

Por ello, una clase representada por una potencia impar de o también contiene
una potencia impar distinta. Asi, hay 2™~2 clases mds. Sumando se tiene en total
que

[B\G/B| = 2" 42" 2 4 1= 2 41

Ahora, calculamos |[B\G/C|. En este caso, Ng(C) = (a™?, ab{. Sean z = a’b~*,
Y = a®b~" elementos de &. Supongamos que estén en la misma clase lateral de Ne(O).
Fsto significa que y 'z € Ng(C). Pero

'y_lx = PaSatht = pug " (9)

Sabemos que & normaliza C' pues estd en % (@). Luego, v — u debe ser par.
Ademés todo elemento de Ng{C) se expresa como
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(ab)kalnfﬁ _ bka,z,rc+£g

Por lo que igualando eso con y~ 1z se tiene que & debe ser par, y por ello,

Er+1)  kn
Zk T e——— T ey

2 22

Por lo tanto, ¢ — s es muiltiplo de 3. De esta forma, uno puede elegir como
representantes de clases laterales de Ng(C) el siguiente conjunto:

B = {Baf,0 <t < g—l,ogug 1}
Recordamos la férmula del Teorema 3.2.2:

(O - \
|B\G/C| = U\“’%ﬂ (Z‘ lzCz~! N B])

zEd

Sabemos que B N ¢ = {b*). Observamos que por el Lema 3.2.2:
WOV N B2CONE'Bb=CNB

Calculemos ahora a'Ca~'NB. Notamos que si z estd en dicha interseccidn, existen
¢, u enteros tales que z = a'{ab)’a~* = b*, de lo cual obtenemos que = (ab)la’l=1 =
& y por ello, = "1 = g Esto nos dice que t —, u yque s, +1(r*—1) =, 0.
Por ello # debe ser par, y como

T _ _E — E:
se+ir 1)—2(1‘+1)— 2_n0

BIF o

tenemos que que ¢ es miiltiplo de 4. Por lo tanto:

)

Uy — _
la*Ce ™ N B| = 1

Finalmente, vemos que:

bt Ca b N B~ ¢*Ca* Nb*Bb = o'Ca* N B

Por 1o tanto,
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2.m n, 2.nn, n
|B\G/C| = ;(Z + ok Z) = ;L-(ZE =7

Aplicando estos calculos usando el Teorema 3.2.2, tenemos que el género de Xp

[N
Brn—1-2-1-8) g
QB——TL‘{“1+ 9 g

De forma similar vemos que go = gp. [J

Sean By, = (b*'), Ci = {(ab)?").

Proposicién 3.2.10 Los géneros de Xy, y Xo, son:
k=1

Demostracién: Es claro que |Bi\G/A| = 2*. Pera calcular |B;\G/B| se sigue
la. misma idea del caso anterior, es decir, ver cuando dos elementos de A estan en la

misma clese doble B;zB. Si o® y a” son tales elementos, deben existir 8 y b* tales
que:
a® — bﬂkavbﬂ . avbﬂkbﬂ
De donde obtenemos que s =, ». Por lo tanto, hay exactamente n clases dobles

del tipo BrzB. Por lo tento, |Bi\G/B| =n.
Para calcular |B;\G/C/|, simplemente notamos que By es normal en @, vy dis-
tinguimos si £ == 1 6 & > 1. 8i j = 1, recordando que B N C = B,, obsvervamos

queda
|G] n? n?|B, N C| n n
|BI\G/C| = = = =2|By| =2~ = =
CEOTEE T i3
Asi, tenemos que
6n—2—n—n/f.
g8, = —2n + 14— - n’/‘z:g

Si k > 1, se tiene que
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k!

Por asto, aplicando el Teorema 3.2.1, tenemos que:

98, = —2n+1+

3-2n—-2"-n-—n Pn-02F-2m+2 (P-9Ym-1)
2 B 2 h 2

El céleulo de gg; es andlogo. O

Proposicién 3.2.11 La superficie cociente Xz tiene género cero.
Demostracién: Sabemos que Z(G) = {a™?,b2), En este caso, Vemos que:

|Z(G\G/A| =[G : AZ(G)] =2
[ 4(G\G/B| =[G : BZ(@)] - 5

6] _|eliz@ng
1Z(@o| |1z2(6)]e]

[Z(GNG/C| =

Como |Z(G)| = |C| = n, se tiene que:
H{GNG/Cl=]2(6)nC|

Observando que (ab)? = b%™? € Z((G), se tiene que [%(G) N C| = 2 Por Io
tanto,

Sn—2-2_12
sy =—n+1+4 5 =0.0

Como concecuencia de esto se desprenden los sigulentes corolarios:

Corolario 3.2.2 Para todo 1 <k <m—1, la superficie cociente Xy, tiene género
cero.

Corolario 3.2.8 Las superficies cocientes gy ¥ Xng(cy tienen género cero.
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Caso 7 =2

Recordamos que 1 = g + 1.

Proposicién 3.2.12 Los géneros de Xp y Xg son:

T
g8 =4go = 3

Demostracién: Observamos que por normalided de A, |B\G/A| = 1. Para cal-

cular |B\G'/B| se procede de la misma forma que el caso de primo impar. Se tiene

con ello, que toda clase lateral doble Bz B estd representada por un elemento de A y

que dos elementos de A, digamos a® y of, representan la misma clase doble si y solo

si s = #r¥ para algun entero k. Si s es par, entonces ¢ es par, y podemos ver que si
k=1,

s=tr =t2" ¢t =t(n)

Por lo tanto hay exactamente 2™~ clases representadas por potencias pares de
a. 51 s es impar, entonces ¢ es impar ysi k =1,

s=tr =t 41 =2k +1)2™ 1 pp=0m1 ¢

Por ello, una clase representada por una potencia impar de @ también contiene
una potencia impar distinta. Asi, hay 272 clases més. Sumando se tiene en fotal
que

dn

[B\G/B| =2m1 . 9m—2 T

Finalmente calculamos, |B\G/C|. Sabemos que Ng(C) = (a2, ab). Usando el
Teorema 3.2.2, se tiene que

1
|B\G/C| = Q(]B NCl+|BnaCa™Y)
Sabemos que [B (1 C| = 1. Por esto, para que la formula anterior tenga sentido,

|BNaCa™| = 1. Luego, |B\G/C| =1, y aplicando el Teorema. 3.2.2, tenemas que:

(372—2—3%) _

= — 1
73] n+1+ 3

n
8

El género g¢ es igual a gp por analogia. 0
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Proposicion 3.2.13 Los géneros de X, y Xo, son:

@ —1Dn-2)
2
Demostracion: Calculemos gp,. Primero, notainos que By es normal en @, y
como B NC = {1}, se tiene:

gn, = 90c, =

|Bi\G/A| =[G : ABy] = 2*
|B:\G/B| =[Q: BxB] = [G: B =n

1Bi\G/C| = ]—BL—G”[.—O—, = T—ii =2

De esta forma:

32 —n 2.2 n2¥_n-2.2642 (2*_1)(n—29)

ok
gBk=—n2 41 4 5 3 3

Nuevamente por analogifa a casos anteriores, go, = gp,. O
s . a T -~ . ’ > 7 > . -
Proposicion 3.2.14 Las superficies cocientes Az, ANg(B) Y A (o) tienen género
cero.

Demostracién: Recordamos que Z(G) = {a*, b%). Como este subgrupo es normal
en , tenemos:

|Z(O\G/A =[G : AZ(S)] =2
|Z(G\G/B| =[G : B5(G)] =2

Para. calcular [Z(G)\G/C|, primero calcularemos Z(G) N C. Para ello, vemos
cuando un elemento de C conmuta con a y &

a{ab)’a ! = (ab)’a™?
De esto, concluimos que ¢ es par. Viendo ahora con b, y como ﬂr;"—l) €s par:

g Ui, 1 ggp, Hrdl) p Hrd1)
blab)b ' =bba = b l=00"la 7 —=Ba ¥

Por lo tanto, Z(G) N C = C;. Con esto:
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Gl _ lelial 2
Z(@)C] ~ [Z@)N0] ~ w/

Z(O\G/C]| = 2

Con estos célculos, aplicamos el Teorema 3.2.2 y obtenemos que el género de

Xz ) es:

3-4-3-2
=—4+14+ ———=-34 =0
gz((;) 4+1 2 3 6/2

El hecho de que g,y = gng(e) = 0 se deduce de que ambos contienen a 2 (G)
como subgrupo de fndice 2. 3

Proposicion 3.2.15 Para todo subgrupo H de G tal que B < H < Ne(B) 6 C <
H < Ng(O), se tiene que gy = (.

Demostracién: Supongamos que B < H < Ne(B). Es claro que H debe ser de
la. forma (b, an). Ademés, H es normal en B pues aba™* = a3. Por lo tanto:

|[H\G/A| = [H\G/C| =1,|H\G/B| = 2*
Aplicando el Teorema 3.2.2, tenemos que:

.ok _ o _ ok
gH=_2k+1+3_2_2£__2H—_0

Caso j =3
Recordamos que v =n — 1.
Proposicién 3.2.16 Las superficies cocientes X ¥y Xo tienen género cero.
Demostracidn: Claramente |B\G/4| = 1. Para calcular B\G/B| se procede
de la misma forma que antes, buscando como son s y ¢ cuando s = &*. Si s es par,
entonces ¢ es par, y podemos ver que si k =1,
s=1tr=12"—1¢

De esta. forma, vemos que es el mismo céleulo que en el caso 7 = 1. Por lo tanto:

|B\G/B| = g +1
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El céleulo de [B\G/U| es esencialmente el mismo que en el caso r — 271 -~ 1
sélamente cambia que el orden de los grupos zCz™* N B es n/2. Por lo tanto,

n—-1—-2"_1_=n8 _
(3n ; 2):%n+1+2n 2

=0
2 2

gg=-n-+1+

El calculo de g es andlogo. {1

Proposicidn 3.2.17 Los géneros de Xy, y Xe, son:

_ 2 -2-1)
QC’k - 2

Demostracién: Vemos que por normelided de By, y usando que BN C = B, ,
se tiene:

|B\G/A| =[G : ABy] = 2%, |By\G/B|=|G: BBy =n
Gl _ 1GIIB:nC| _ n?[Bs
| Bi.C| [Bel|C] | Bi|re

|B:\G/C| =

Por lo tanto:

3n2k -9k _opn
gBk:ggkz—n‘Bk-l-lJr 5
n2k— 2% —0n+2 (2" —9)(n—1)
f] 2 = 2 _D

Proposicién 3.2.18 Las superficies cocientes Xy, Xnz(B) ¥ Ang(c) tienen género
cero.

Demostracién: de la proposicién anterior, se tiene que si k& = 1, entonces Xy,
tiene género cero. Este subgrupo estd contenido en % (&), el cudl a su vez estd. con-
tenido en los normalizadores de By C. O

3.3. Calculo de las firmas de los subgrupos de G, j

En csta scccién nos dedicarcmos a caleular las firmas de los subgrupos de Clh g
Para ello, usaremos un resultado expuesto en [26] que explica como obtener la firma.
de un subgrupo conocida la firma de G. La idea en ese articulo, aplicada a nuestro
grupo G, es la siguiente:
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Observacidén 3.3.1 Sea I" un grupo actuando en una superficie de Kiemann com-
pacta S con firma (gr,my, ...,m;) y vector generador (a;, ey gy 15y Bgpy €14y ).
Sea H un subgrupo de T. La firma de la accidn de H en S se obtiene de la stgquienie
Jorma:

1. Primero, fijamos un subqrupo H de G.

2. Tomamos todos los elementos que forman el vector generador y los hacemos actuar
por multiplicacidn izquierda sobre las clases laterales de H en G.

3. Contamos todas las drbitas de una cierta cardinalidad bajo la accion de dichos
elementos.

4. En nuestro caso, llamamos la cantidad de érbitas de cardinalidad uw < n bajo la
accion de a como o 4, las bajo la accion de b como Qau Y las bajo la accion de (ab)~*
Como Q.

5. Verificamos que estos nimeros deben cumplir lo siguiente formula:
3 n-1

29H—2+ZZ(O’”“ (1H§)) = le/H] (1%2)

=1 u=1

6. Asi la firma de H es:

7 (Qi,ﬁl +032,u1 '!'Qn,ul) n (Gfi,‘uk +C‘2,ﬂk +‘13,uk)
(2 ()
U Uk,

Donde u; son todos los w < n tales que al menos alguno de los Oy, P O €8 Mayor
que cero.

Primero calcularemos la firma de A y sus subgrupos:

Proposicién 3.3.1 Para cualquier valor de n ¥ 3, lo firma de lo accién de A es
(G; 7)) 4 la de Ay es
F1)n—2 "
((P ;( ); (v k)(n)>

Demostracién: en este caso |A| = n. Es claro que la accién de a en @ /A es
trivial, y esta aportard r érbitas de largo 1, por lo que o3 = n. Ahora bien, para
by (ab) ! es claro que los elementos de (/4 se pueden representar de la forma &' A
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o (ab)'A por lo que tenemos exactamente una. érbita de cardinalidad 7 en ambos
casos, por lo que esto no afecta al cdlculo final. Verificamos que: |
|

QQA—Q—I—n(l—l) =-24+n—1=n—3=[G/A (I*S)

12

Asi, la firma de A es la deseada. Calculemos ahora la firma de Ap = (o),
1 <k < m— 1. Fn este caso, un conjunto de representantes de G/A; es {ba'}
con0 <u<n-1y0<!<p"—1 También se puede elegir como conjunto de
representantes {{ab)*a'}. Usando el primer conjunto de representantes, se ve que b
forma. sélo orbitas de largo n en (7/A;, mientras que usando el segundo, podemos
ver que ab también forma sélo érbites de largo n en G /Ag. Ahora, usando el primer
conjunto de representantes, vemos que al actuar a en @ [ A

at(alAk) = a}”Aj

. t—g_,,
a (b“a‘Ak) = gftt* A;

De todas formas, vemos que en cualquier caso, a(xA;) = zA;. Por lo tanto,
como la cardinalidad de G/A; es np¥, este conjunto se descompone en exactamente
© Grbites de largo p7. Asi, vemos que:

294, —2+n (1 - %) =" -1D)n-2)-24n—p* =np* —n—2pF+2- 210 p*

3
= np* — 3pF = |G/ 4] (1 — E)

Asi la firma. de 4; es la deseada. O

Ahora, nuevamente dividiremos el trabajo de obtener las firmas de los otros sub-
grupos dependiendo de n y g

3.3.1. Caso p impar

Proposicién 3.3.2 Las firmas para los subgrupos de G en el caso de P primo impar
se especifican en lo siguiente tabla:
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| Subgrupo | Firma ]
A (0; n™)
B, 0| (N, (), (e, )6
A; (M%&El; pn;)*k)

{
np*— 2k —((n— ~Yfoni 7 o en
By, Cy ) (22 wF—((p I}Pj+k2 (m—g k)+p’+k)+2;(pm k)(;,d-l—k),“‘,(p]){p +ie 1@_1)))
(k<m—j

B, Ck (e, (k)
(k> m—j)
—ki_ m—leg__ N — k3
Zk (!P— J 1)2(p 2 2); (pkj)gp k)
3,6 (BB, (i)
G, ( @Q&ﬂ; (pmﬁkj)(n})
O, k< j (0; n®Y), gt ity
He k>3 (Pl—pf%pj—;(?—l)(l-*j);pl(P’), (Pl_l)@i—i(p_l)),m? (pj)(pj_1(p_1)))

Tabla 6: Firmas de los subgrupos de G sin es potencia de primo impar.

Demostracién:

I) B = {b) y C = {ab}. Por simetria, basta hacer el calculo con B. Vemos que
los elementos de /B se puede representar como a*E o como (ab)* (pues (ab)! se
escribe como producto de potencies de a v &). Por ello, la accién de a ¥ (ab)~* generan
respectivamente una érbite de largo n.

Veamos la accién de &. Como e~ conmuta con b, se tiene que b deja fijas las
clases laterales de B cuyos representantes son potencias de g?™ ™ , ¥ hay exactamente
7 de esas clases. Por lo tanto, 8 = p/.

Ahora si consideramos o con ¢ no divisible por p™ . Entonces 5~ manda o' B
& a™ B. De esta, forma, la érbita de B estd formada por todos los elementos de la
forma. o' B. Recordando lo desarrollado en la Proposicién 3.2.3, sabemos que hay
exactamente p7~!{p — 1) érbitas de esta forma, cuyo largo es una potencia de p,
digamos u, cuyo exponente vara entre 1 y m— 7, por lo que B, = p*~'(p—1). Ahora,
verificamos:

Qgg—2+pfﬁl(p~1)§(1—%k) +p (1—%)

m—j k

=n ¥ 1)) 24P - m ) - 1) Y L gy
R=1
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1y m—j . C
n—2~pg (p(plzpl(?n 1)—%=n—2—1+%ﬂ~%=n—3=19/3| (1—%)

Por lo tanto, la firma de B (y por simetria, de C) es:

n—pl—pp—(m—j) @) [, m—1\0~1(p—1)) ' (PH(P—H))
( ! ;2 (-t yeers (B7)

I) B, = Yy C, = (@), 1 < k < m — 1. Como antes, basta hacer ¢l
céleulo con By. En este caso, vemos que un conjunto de representantes de G'/Bj, es
{a®¥},con0<u<n—1 yO<I<pF—1. Primero, consideraremos el caso en que
k <m—3j.

Vemos que al actuar @ se forman érbitas de largo n, pues a"(a*b'By) = a* b B,
Ahora, al actuar (ab)~1, tenemos que:

(ab) " (a*0'By) = b0 a*b' By = b a1 B, = oDt 1,
Como (ab)P™—t — g™ 'pp™ " y p* divide & P4, se tiene que;
) q
(ab) " (a*8'By) = oa**" B,

Luego, repitiendo varias veces (ab)*" " se comprueba que (ab)™* sdlo genera.
orbitas de largo n.

Finalmente vemos la accién de b. Observamos que:
b5 (a8 By) = o bR,
Vemes que si ¢ es divisible por p*, se tiene que
b (a*b' B = a* ¥ B,
De esta. manera, tenemos que snalizar cuando urt =, %. Esto ya se hizo antes
al calcular el género de B;, y asi, tenemos que para cada u potencia de p tal que

PP < v < p™7 se tienen que B, — Pl 1)y B = pI**. Ahora, verificamos
que:

np* —2p* — ((p— D)p™**2m — j — k—1) +p#*¥) 129
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m—jF i
fdh—1 -1 (1‘__?_) -k l_p__k
+pf L (p )HZ;I — )+ ( n)
=ngf —2pF — (p—- 1) m—j — k — 1) — pP*
I LSS D U
3

2k P2k
P ¥ =np* — 3p* = |G/By| (1 - 5)

(2

Por lo tanto, la firma de B cuando k& < m — 7§ es:
— (T m—f— 1\ {piHe—1(p_. i (phH (p_
(98 G, (i Tio D) )@ o)

En el caso que k > m — §, debido & que ¥* € Z(G& , ocwrre lo siguiente:
q 0y
(@b)P" ™ (¥ By) = aPP" U QMY By, = quHE gt g

De esta forma, {ab) forma sélo érbitas de largo n, y es claro que a también forma
Srbitas de largo n. Ademds, 67" (a*B’Bg) = a“B**#™ ' B,. Luego, b sélo forma
6rbitas de largo p*. Por lo tanto, la firma de B; es

( (" — 1;(?3 — 2); (,Pm—k)(n.)>

ITT) Z(G) = {a?" ,t#" ). Observamos que un conjunto de representantes de los
elementos de G//Z(G) es {ab') con 0 < u,l < p™* — 1. Vemos que al actuar a, by
(ab)™! en ese conjunto de clases laterales tenemos:

(@ Z(R)) = a* M Z(G)
b b Z(G)) = A B B()
(ab)He*H Z(G) = b1 M2 ' Z(G)) = oV Z (@)
Para el caso de a y b vemos claramente que cualquier clase lateral queda fija al

actuar esos elementos en su p™7-ésima potencia. Para el caso de {(ab)~! iteramos
varias veces:

(@B) (@ Z(G)) = b2 (@@ 1 Z(@)) = o¥ T TH25(C)
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= (ab)‘t(a“blZ(G)) = bﬁla_l(a(ﬂ—ljf‘bl—lz(g)) _ aur’—z;blﬁtZ(G)

En particular, si ¢t = p™ tenemos que (ab)* fija cualquier clase lateral. De ests,
forma, concluimos que opm—s = fym—y = Yom-3 = P, pues |G/Z(G)| = pm—i),
Como ya sabemos ol género de Az, verificamos:

m—j

pg(m_j)

n

293(0.) -2+ ?)pm"""i (1 P -

) =@ — 1) ("I —2) — 24 3p™I _3

. . . Am—f _ 2(m—j) :
= pQ(m*J)_3pmﬁ:r+2__2+3pmﬂ_3g_ﬁ_) = p2(m—:r}_3}_7_n__ = |G/Z(5)] (1 - E)

Por lo tanto, la firma de Z(G) es (@—jHl)‘?@m—j_gJ ; (pj)(?’pm_j)).
IV) Zy = {(?" 7", " (s k < m— 7). En este caso, la situacién es parecida al
caso de Z(G). Notamos que un conjunto de representantes de los elementos de ¢ /2,

es (@™ con 0 < w1 < p™% — 1. Vemos que 2l actuar a, by (ab) ! en ese conjunto
de clases laterales tenemos al igual que con Z (@), que:

M@V Z) = a VW Z, 5 5) = VG, (ab) @ ) = ottt g,

En particular para ¢ = p™* como r* =pm-rs 1 y p™* divide a Z,, vemos que

au+tb£Zk — ubiatr‘ = 'ubIZk, aur’b!—tzk — -ubiZk’ a‘ur’—s;bt—tzk — ubIZk

De esta forma, la firma de Zj, es ((pmmkj_l),‘,(pm—kj_?); (p*) (3Pm"kj))_

V) H; y K, con i < 4. Fn este €aso, gm, = gk, = U. Sabemos que en este caso
estos subgrupos son normales en @, y por ello, G'/H; es ciclico de orden p! y actia
en la esfera de Riemann. Como los indices de ramificacion son (¢, 7)) v la firma de
G es (0;n,n,n), podemos deducir que la firma de Hy es (0;n®) pm—t 7™ h).

VI} Hi y Kj, con ! > §. Se puede notar que el céleulo es similar al cdleulo de 1a
firma de B, notando que un conjunto de representantes de G [Hyes {a*,0 < ¢ < p'}
¥ que la accién de a, b y ab en las clases latersles es similar al de (@ /B. Asi, la firma.
de H; es:
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(pl —p! —Pj_;(iﬂ —1){1 — :f);pz(p’)’ (PE ) (pj)(pd—iem)))

332, Casop=2,5=1

Recordamos que vy =n/2—1.

Proposicién 3.3.3 Las firmas para los subgrupos de G cuando p es pary § =1 se
especifican en la siguienie {ablo:

| Subgrupo | Firma |
A (0; ™)
Bo | (500570
Ak (@%(”:_2).’ (Qm—k)(n))
Br, Cr, R=1 G
k—- N
Bk, k > 1 ((2 2%(1’2 1), (%)(Qn))
e (0; QR (2")(2))
[c.d (&2 emy@)
G, ( F-w D, (Qm—k)(n))
NG(B):NG(C) (G; 7, 7’2,,2)

I) B = (b} Para el caso de B conviene notar que los elementos de (/B se pueden
representar como a*B con 0 < k <n—1. Al actuar e formars una sola érbita de
large n, ¥ 2l actuar (ab)~! e ve que:

(ab)"Y(a*B) = b Y0 a*B = -V B
(ab)”z(akB) — (ab)—l(a(k—l)rB) — gl—r=1r _ Lb(k_l)_rB =a*%B
= (ab)*(a*B) = (ab)~2(a* IB) = a* "B = o*B
De este. forma, 2 = n/4. Mientras que al actuar b tenemos que b(a*B) = o*" B,
de lo que obtenemos que b(a** B) = ¢* B = o*B. Concluimos que si k no es cero o

n/2, entonces la érhita de a* B tiene 2 elementos y cuando k es cero o n/2, entonces
hay una sola drbita. Por lo tanto, g =27 — 1y £ = 2. Verificamos que:
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meree oo (1) ra(1-0) 5 (3)

gyt 14249 200 oy
4 i n 4

Por lo tanto, la firma de B es

(33" ()")

La firma. de C se calcula de forma similar a la de B.

II) Br = {*). En este caso, notamos que las clases laterales de By en K se
pueden representar como a*¥'B; con 0 < u<n—1,0< 1< 2 — 1. Claramente &]
actuar a este forma sélo érbitas de largo n. Al actuar b notamos:

b*(a™b'By) = a*BH2 By,

Iterando varias veces, podemos ver que b forma n = Sy« érbitas de largo 2. Ahora
al actuar (ab)~!, tenemos que:

(ab)~(a®0*By) = b la 1a¥H By, = o V1B,
(ab)—Q(aublBk) (ab) ~1 _ g {u-1)r— l)rbl—2B P rbl—2B = g¥ ﬁblHEB}'

De esta forma, tenemos que distinguir 2 situaciones, sik =10k > 1. Sik =1,
veremos que al aplicar nuevamente {ab)~2 tendremos queda

(ab)~*(a“b*B;) = a“b' By,

Por lo tanto, 74 =n/2. Coino gy, =n/4, verificamos que:

n 2 n 2 2
3
=|G/By|(1— =
o7zl (1-2)

De esta forma, la firma de B; (y C}) es (_g; (%)(n) , (:_:_) %)_

2k 4
2933—2+n(1———-)+g(1——) =ﬁ—2+n—2k+g—2:2n—6
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Sik > 1, actuando repetidamente (ab)™* en las clases laterales de B obtenemos
que (ab)~* (a*b’B;) = o*8 "B En particular, cuando v — k, concluimos que
Yor = n. Verificamos:

k

2 ) .
29p, — 2+ 2n (1*?}—) =(2k—2)(nﬁ1)—2+2n—2-2k
. 3
=n2* —on—- 2842249 2.9 = n2¥ ~3.9% = |G/B,| (Iﬁ?{)

Por lo tanto, la firma de By es

((zk . 2; (1) (%)fzm)

I11) Zp = {a#, b%). En este caso, las clases laterales de 7 en G se pueden represen-
tar como a¥b' % con 0 < u < n/2'—1,1 € {0,1}. Vemos que al actuar a, por la repre-
sentacién indicada, genera 2 6rbites de largo 5 (a:_;},c_ = 2}. Al actuar b, notamos que
b(a™¥ Z) = a* 6" 7, de lo que obtenemos que b{a* 51 2,) = a¥ b2 Z; = a*b' 5.
Ast, se forman 7 drbitas de largo 2 (8, = %). Finalmente, vemos la accién de (ab)—*:

(ad) (a6 %) = b a LB 7y = a2 Vp1 g,
(ab) = (@® b1 Z) = a* 50 Ey = PR 2

Asi, como a2 € Z(() vemos que se forman 3 Orbitas de largo 2 (v, = %).
Como gz, =0, verificamos:

_ A
ma@ n)+%(1n)
4 On

gy 2420 S 1oz (12
a2 g g =g g loml(])

Por lo tanto, la firma de Zj es:

(@)% )

IV) Ne(B) = {b,a3). En este caso, observamos que Z(G) < Ne(B) ¥ que esa
contencion es de indice 2. Por lo tanto, el cubriente XzG) — Ang(m) es ciclico de
grado 2, y ramifica en 2 puntos con multiplicided 2. Como Ng(B) tiene un generador
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de orden n, necesariamente esos dos puntos de ramificacién deben ser 2 puntos de
A%(c) marcados con 5. Eso indica que la firma de Ng(B) es (0;n,7,2). [

3.33. Casop=2,7=2

Recordamos que v = 72_2 +1

Proposicién 3.3.4 Las firmas para los subgrupos de G cuando pesparyj =2 se
especifican en la siguiente tabla:

| Subgrupo ] Firma I
A (0; ni™)

B, ¢ (ﬁ;n(g), (%)(%))
Ak: Bk; Cr (mk—l% nkQ); (Qm—k)(n})

2(C) © (5
(6,6 (o 2)

Ne(B), Ne(C) (O; n(?) (@) (2))

Demostracion:

I) By C. Por simetria, basta calcular la firma de B que de todas formas seré tam-
bién la firma de C'. Podemos elegir como transversal izquierda de B el conjunto {a*}
con 0 < k& <n— 1. 8i actiia a, sélo genera una érbite. de largo n. Si actda b, vemos
que si k es par, a* conmuta con b y por tanto, la érbita de a*B sélo contiene dicha
clase lateral. 5i & es impar, vemos que como 6° conmute con a¥, tenemos que la clase
lateral a*B forma una érbita de 2 elementos. Come son n/2 peres y n/2 impares
médulo n, tenemos que f; = % y B2 = 2. Si actiia (ab)~", vemos que:

(ab) " (a*B) =bla a* B = -2
(ab)ﬁ2(a,kB) = (ab)—l(a(k-l)rB) — (ak—l—rB)

Esto nos dice que si ¢ es par, (ab) *(a*B) = a* 7 +D2B. Como (r--1) = 2742,
(r +1)/2 es impar, y por lo tanto, ab genera una érbita de largo n. Como g =n/8
verificamos:

7 1 o)
293—2+§(1-—>+Z

2 n n 1 n 1
— — :——2 —_—— _—— = o= —
- (1 ) 1 -I—2 2+4 5 n— 3
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Por lo tanto, la firma de B {y C) es

(5.3

IT) By y C. Nuevamente por simetrfa, basta ver la firma de By. Una transversal
izquicrde de By en Ges {a*¥} con0<u<n—1y0<u<2* -1, Es claro que la
accion de a sélo genera drbitas de largo n. Recordando los otros casos, vemos que la
accién de b genera n érhitas de largo 2*. Para la accién de {(ab)~%, recordando célculos
anteriores en el caso r = 2™~1 — 1, tenemos que (ad)~?(a*0'B;) = a*1"H2B,, de
lo que obtenemos que (ab)~*(a*b* By). Verificamos que

k
(2k—1)(n—2)~2+n(1—%) =n2F-n—-2.2 42 _2.4p— 0

3
=n2% - 3.2F = |G/ By| (1 — ?Z)

Por lo tanto, la firma de B (v Ci) es:

((Qk — ])(n — 2) . (thk)(u))

2 H

I1) Z(G) = (e %). En este caso, una transversal lateral de Z(G) en G es
{1,a,b,ab}. Al actusr a, este mueve 1 en a, b en ab a en o? que s congruente con
1 médulo Z{G), y ab en a®b que es equivelente con b médulo Z{G). Al actuar &
mueve 1 a b, @ en ba = a”b que es congruente a ab médulo Z(G), ben B* =1y aba
bab == a"* = a. Finalmente, ab manda 1 en ab, a en aba =™ b =b, ben abb =a v
ab en (ab)* = 1. Entonces vemos que se forman 6 6rbitas de largo 2. Como gy() = 0,

verificamos:
2
—2+6(1_—) =4~1—2:4(1—§)
n n T

Por lo tanto, la firma de Z(G) es (0; (3)°).

IV) Na(B) y Ne(C). Como ambos subgrupos tienen un generader de orden n, v
ademds contienen a Z(G), de la firma de este dltimo vemos que dos de los puntos
marcados con n ramifican bajo el cubriente ciclico respectivo y los otros se agrupan
en dos imégenes bajo dicho cubriente. Por lo tanto, la firma de ambos subgrupos es
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©;n®, (). 0

3.34. Casop=2,7=3

Recordemos que vg =n — 1.

Proposicion 3.3.5 Las firmas para los subgrupos de G cuando p es par y j = 3 se
especifican en la siguiente tabla:

| Subgrupo | Firma
A (0; 7))
B, C (O; n®, (2)0Y )

4| (B ok
B, G &_2-1(”;1); (grm—ky(en)
2@ | (5(3)7,@H®)

g | (50 @)
c.e] | (e emne)

I) By C. Nuevamente por simetrfa, basta calcular la firma de B pues serd igual
a la de C. Representamos G/B = {a*,0 < k < n — 1}. Nuevamente vemos que la
accién de e da s6lo una érbita de largo n. Los cdlculos de las érbitas bajo b y (ab)~?
son analogos a casos anteriores:

ba*B) = af", (ab)2(a*)B =aF (P

La accidn de b fija la clase lateral s6lo si &£ = 0 6 & = n/2, y en otros casos
produce érbitas de 2 elementos. De esta forma, £ = 2y 8, = n/2 — 1. Mientras
tento, la accidn de (ab)~' produce érbitas de 2 elementos, pues 1 +r = n. Por lo
tanto, v = n/2. Verificamos:

pal

1 3\ 2] )
—9+2(1——) +(n—1) (Iﬂ—) =242~ >4n-1-24+==n—3
L i1 11 T

Por lo tanto, la firma de B y de C es (0; n(®, (%)(n—z))'
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IT) By y Ci. Basta calcular la firma de B;. De la misma forma que los casos
anteriores, notamos que los elementos de B; en K se pueden representar como a*b' By,
con0<u<n—1,0<1<2*—1. Claramente al actuar a este forma sélo érbitas de
largo n. La accién de & se vuelve a escribir como *(a*b'B;) = o*b**B; para t par.
En particular, notamos que By = n. Ahora al actuar (ab)~?, como (ab)? = b?, se
tiene que si ¢ es par:

(ab) *(a*b'By) = b *(a*b'By) = a*b" B,
De csta forma, sc ticne que .+ = n. Verificamos:

ok
291, —2+2n (1 — i) = (2"~2)(n—1)—2+2n—2.2F = n2* —9n—2F 129 2.0k
i)

=n2F —3-2F = |G/ By (1 — %)

Por lo tanto, la firma de By y Cj, es

k__ —

2 ?

I11) Z; = {a5*,5?). Igual que en el casor = 2m~1—1, las clases laterales de Z; en G
se pueden representar como o6 Z; con 0 < u < % —1,1 ¢ {0,1}. Vemos de nuevo que
al actuar a, por la representacién indicada, genera 2 érbitas de largo 4 (O:E% = 2).
Vemos que b(a*¥' %) = o™ 12, v (ab)(a®' %) = o abbtZy = ar i, v
usando que b* = (ab)?, obtenemos que

b(a’urbl-{-lzk) _ G’urgbl-[-EZk — ublzk
(ab)*(a™b' Zy) = B*(a*H %) = a®b' Z,

Por lo tanto, 8, = v, = Z. Verificamos:

Z 2 2 9n 4
_ _2® = _Z) = _ L= =
2—{—2(1 n)+22’~' (1 n) 249 2k+2k oF

Por lo tanto, la firma de Z es:
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((5) 7 )

IV) Ng(B) y Ng(C). Sabemos que existe un cubriente ciclico de grado 2 Koy —
Ag con H igual a Ng(B) o Ng(C). Esta es una situacion andloga al caso § = 1, por
lo que las firmas son las mismas que en ese caso. {I.

3.4. Inclusién de G, ; en Aut{X, ;)

Un tema de interés en nuestro trabajo es determinar si (5 es €l grupo completo
de automorfismos de &, ;, es decir, determinar el indice [Aut(X,, ;), Gp ;). Para ello,
usaremos un trabajo de David Singerman en [27], en el cual se estudian posibles
extensiones de un grupo I" que actia en una superficie de Riemann compacta .S con
firma (0; ¢, », v). En nuestro caso, esto se reduce a lo siguiente:

Teorema 3.4.1 Sea I un grupo finite actuando en una superficie de Riemann S
compacta con firma (0;1,%,t). Entonces las posibles contenciones de I' en Aut(S)
estan dadas en lo siguiente tobla:

Caso | Firma de Aut(S) | [Aut(S) : T
N ;2,520 2
N2 (0;3,3,1) 2
N8 (0;2,3,2¢) 6

Todas estes extensiones son normales

Para determinar si G = Aut(X), aplicaremos un resultado de [3] expresado en
el siguiente tecrema:

Teorema 3.4.2 Sea I' un grupe actuando en una superficie de Riemann compacta
S con firma (0;¢,1,t). Sean z, y y 2z los generadores de T’ de orden t que cumplen
zyz = 1. Definimos o, o, oy y 8 las siguientes indentificaciones:

o4 TR Y, Y T, 2 YRyt

iy iy, y e 2,204 y

az Tz Yy oyr Lz

Brambb—ccrra

Entonces
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Ezactamente uno de los o; define a un automorfismo de G, y 8 no define automor-
Jismo, sty sdlo st G se extiende de acuerdo al caso NI.

B define un automorfismo de G y ninguno de los oy, es automorfismo, si y sdlo st G
se extiende de acverdo al caso N2.

B y cu definen automorfismos de G, si y sdlo si G se extiende de acuerdo al caso
N3.

Estudiaremos las posibles extensiones de ¢ en Aut(X) de acuerdo a si pes 2 o
impar:

"Teorema 3.4.3 1. 8in es potencia de un primo impar, entonces:

Gn,j s Aut(ﬁ,’n’j)

2. Stm es potencia de 2, para cualquier v € {v1, vy, 13} se cumple que:

[Aut(A, ;) : Grjl =2
¥ la firma de Aut(X, ;) es (0,2,n,2n).
Demostracién:

1. Supongamos que = es potencia de primo. Verificaremos que ningunc de los oy, ni
[ definen automorfismos de G.

e o iarrbbira,crr bbbt

Supongamos que o; define a un automorphismo de G. Entonces para a'b* € & se
tendria que a;(a'd*) = b'a®. Sea a’® otro elemento de . Entonces

t t
o (atbs)al (atb'u) — blasbtav, blbta,sr ab =— bl+tasr 1+

Por otra parte,z = alb*at® = ala®™ bW = at" pte de lo que sigue que
ay(z) = b7 g+ Entonces para que o sea automorfismo, comperando expo-
nentes, para todo ¢ y s debe cumplirse que #r"~* =,, i y sr* =, s, hecho que no
ocurre en caso de que s y ¢ no son divisibles por p. Por lo tanto, a; no define un

automorfismo de G, y asi descartamos el caso N1.
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s miorbtabbirccr b

Ya sabemos que b~*ab = o”. Entonces, si « define a un automorphismo de G, y
o'b* es un elemento de @, se tendria que

v (albs) —a" (ab)~*

Como por lema. 3.1.2, (ab)® = b°a®, reescribimos o (alt®) = a™#5* Sea B otro
elemento de G. Entonces

an (azbs)ag (atbv) — ar!—zsb—sart-—zub—v . arl—zs+rs(rt—zu)b—s—u
Por otra parte, z = a’6*a’” = a'a™" BB = o B Tuego

ag(z) = a”HFT7) ey s @

Entonces para que ap sea automorfismo, comparando exponentes debe cumplirse
que, —z; +7*(rt — z,) = tr" 1 — 5, ., de lo que se deduce que

—(2s) 77 (rt — 2p) = " — (g, 0t 4 L)

Por ello. r*(rt — z,) = @rm=s¥ —ps¥l f 4 psdv o paesdl sy oy ooop ello,
tr*+! = tr*~o+L Esta tltima. igualdad debe cumplirse para todo s y t, cosa que
no ocurre cuando s = 1 y ¢ no es divisible por p. Por lo tanto, as no define un
automorfismo de G,

s oz:erc,brabat e

Observamos que aba™" = ba™" Por lo tanto si oy define a un automorphismo de
G, y a'b* es un elemento de G, se tendria que as(a‘d*) = {ab)~“(ba™1)*. El factor
(Ba™1)* se puede reescribir con el siguiente lema cuya demostracién es directa:
Lema 3.4.1 (ba™ %) = %™ !

Usando este lema, vemos que:

ag(azb“) _ (ab)ul(bar—l)s = a2y el a—z;-j—(rs—l)rs_’bs—l

Sea a®b® otro elemento de &. Entonces
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053 (a8 ) 03 (a7B7) = @ A DT T e (-1 e
- a—z,+(r3—1)rs—‘-H"’“(—z;+(r”~1)r””’)bs—l+v~t
Por ofra parte, z = a®%® = a'a™ bW = oH " b+, Luego, llamando { +
tr*=* =, tenemos
gz{+(r"+"—l)rs+”“'bs+v—l’

az(z) = a

Entonces para que a3 sea automorfismo, comparando exponentes, para todo s y
t debe cumplirse que I' =1 +&r™* =1+t = #"* = ¢, hecho que no ocurre
en la dltima igualdad falla si s y ¢ no son divisibles por p. Por lo tanto, a3 no
define un automorfismo de G. Asi, se descartan el caso N3. Ahora vemos la ltima
identificacion.

s fiartbb=sc,crra
Supongamos que £ define un automorfismo de G. Entonces tenemos que:

B(a’d®) = b (ab) ™ =bla b = bi—sq—"" "%

Sea. atl? otro elemento de &. Entonces

,ﬁ(albs)‘l% (atv-y) — bl—sa—r“_szsbt—va——r”‘”zu . b!—s+t—va—rt‘"r"_"zu—r”_szs

Por otra parte z = o' = ala®™ BB = o™ °bH, Luego, llamando nue-
vemente | + &"~* = ¥, tenemos que 8(z) = b~C1)g~"" e Para que g
sea automorfismo, comparando exponentes, para todo s y ¢ debe cumplirse que
' =1 +1. Anteriormente vimos que la ltima igualdad no es cierta. Por lo tento,
£ no define un automorfismo de G. Asi, se descarta el caso N2, [J

2. Supongamos que 7 es potencia de 2. Por simplicidad, denominamos r — ¥; con
=123

Primero, verificamos con:

apiar+brabbirc e b
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Ya sabemos que &~'ab = a”. Entonces, si oo define a un automorphismo de G,
y &'8° es un elemento de @, se tendria que ay(a'd®) = a™(ab)~*. Recordando que
Zs = ;7" se tiene que cn(a’h®?) = ’%b*, Ya vimos que

o (albs)ag (atbv) _ ar!—zﬁLr” (rt—zu)b—s—v

Por otra parte, si z = a/b*a’#, tenemos

0 (Z) — af‘(l+trﬂ—s)_zs+u js—v

Entonces para que o sea automorfismo, comparando exponentes debe cumplirse que
ot = ™41 1o que es equivalente a que #* = ¢r¢, igualdad que se cumple para
todo s y ¢, independiente de r. Entonces, en este caso, o, define un automorfismo de
c.

Veamos que £ no extiende a un automorfismo de G. Para ello, tomamos = = ab y
y = ab®. 51 8 extiende a un automerfismo de G, tendriamos que:

Bla) = Blabad) = Bla"+18%) = b7+ i)™

Ademds, B(z) = B(ab) = o' y B(y) = B(ab)B(?) = o~ (ab)~2% Asi, tenemos que
B(z)B(y) = a~*(ab)™". Si B(z)8(y) = B(zy), tendriamos que &+ (ab)™* = a~2(ab)™2,
lo que implica que 6"t (ad)~® = o™=, Luego, b™** = a2(ab)? = o~ 202%™ = b2 1 y
por ello, = &1 = ™1,

La tlima igualdad no es posible pues AN B = {1}. Por lo tanto, 8 no extiende a un
automorfismo de G. [J

Ubservacion 3.4.1 Como consecuencia del Teorema 3.4.3, se tiene que existe un
elemento d de Aul(X) tal que d* =1,dad = a” y dbd = (ab)~.

La firma de Aut{(X) es (0;2,n,2r). El elemento d ayuda a formar un vector
generador para Aut(/X) con dicha firma:

Proposicién 3.4.1 Para cualquier 1 < j < 3 se tiene que (d, b, (db)™1) es un vector
generador de Aul(X) y la firma de ese vector generador es (0;2,n,2n).

Demostracién: Primero, notamos que por la observacién anterior, d norma-
liza G, por lo tanto Nauux)(G) contiene estrictamente a @, lo que obliga & que




Capitulo 3. Los grupos G = Zpm Zpm actuando en superficies de Riemann 76

Naugx)(G) = Aut(X). Por lo tento, Aut(X) = (a,b, d). Segundo, vemos que db
tiene orden 2n pues:
(db)? = dbdb = (ab) b =b o b=q "
y el elemento ¢ tiene orden =, lo que demuestra lo pedido. 0.

De lo anterior, también se desprende que d no normaliza B ni €. Esto lo resumi-
mos en lo siguiente:

Proposicién 3.4.2 Nyuyxy(4) = Aul(X) y para H € {B,C}, Nawxy)(H) =
Ne(H).




Capitulo 4

Ay j como curva n-gonal

En este capitulo desarrollaremos las propiedades de Ans como un cubrimiento
ciclico de la esfera de Riemann. En particular determinaremos una ecuacién alge-
braica que defina & A, ; y realizaremos los generadores de Gp 5 como automorfismos
explicitos de A7, ; como curva plana afin. Ademds, determinaremos ecuaciones para
los cocientes intermedios de X, ; por algunos subgrupos estudiados en el capitulo an-

terior, y si es posible, sus grupos de automorfismos. En el caso de que n es potencia
de 2, tembién realizaremos el elemento d de Aut(X,, ;) como automorfismo explicito.

De acuerdo a lo estudiado en la seccién 2.7, se establece que los pasos para
encontrar la ecuacién para una superficie n-gonal son los siguientes:

1. Determinar el normalizador N del grupo ciclico n-gonal C, en G y el grupo
K =N/GC,.

2. Determinar las firmas de G v C,.

3. Determinar una identificacién de Xp, con la esfera de Riemann de modo que el
grupo K sea un grupo de automorfismos de € y usar los puntos de alguna drbita
bajo K como los puntos rama. de la. proyeccién cociente Ty

4. Estudiar la accién de K en C,.
5. Aplicar el Teorema 2.6.2.

Usando estas ideas demostraremos el siguiente teoremas:

Teorema 4.0.1 Sea n = p™ una potencia de primo conm > 3, y consideremos Gy, ;
actuando en Xy ;:

v
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1. 8in es potencia de un primo impar, entonces

Pm —F_ 1

yn = H (xpd — )\3)103

=0
es una ecuacion para X como curva n-gonal, donde X —= 27"

2. Sin es potencia de 2, entonces

T T .
y* = (z2 —1)(z2 +1)7
es una ecuacion para X como curve n-gonal.

Demostracion: En nuestro caso, Cp, = A, y K = G/A es un grupo ciclico. Asi,
por lo explicado en la Seccién 2.8, y por Proposicién 3.3.1, este método se puede
aplicar & nuestro caso. Ya tenemos listes los pasos (i) y (ii). Para el paso (lii), usando
la. Tabla 1, vemos que K actia en € como grupo de automorfismos, por ello deja
dos puntos fijos. Sin perder generalidad, podemos elegi dichos puntos como 0 e co.
Ademds K = {[b]} donde [b] denota la clase de & en ese grupo cociente. Entonces
podemos ver {5]~ como una. funcion de la forma ¢(z) = wz + y, donde w y p son
numeros complejos. Pero ¢ debe ser una transformacién de Mobius de orden finito,
lo que obliga a que 4 = 0 y w debe ser una raiz n-ésima. primitiva de la unidad.
Como la firma de A4 es (0;n®)), la proyeccién cociente X —+ X4 tiene exactamente
puntos rama con indices de ramificacidn n. Estos puntos al ser vistos como elementos
de €, serén las raices del polinomio f(z) tal que y™ = f(zx) es una ecuacién para X.
Moviendo adecuadamente por una transformacién de Mobius, podemos suponer que
uno de esos puntos es 1.

Ahora vemos la accién de K en C,,. Esta accién se denota. por:

[b].0 = bab™t

Entonces [b]*.e = a”, donde r = 7 en el caso p impar, 0 r = v; en el caso
p = 2. Aplicando la parte (v), usando [5]~* como generador de K, vemos que el
factor (z — w*) de f(x) tiene multiplicidad pz donde 1 < rhox < — 1 Y Pk Sp vt
"Dependiendo de n, esto nos dice lo siguiente:

1. Sin es potencia de un primo impar, tenemos que hay exactamente p™ ¢ ntimeros
de la forma pg. Ademds si p; = py, entonces r* =, ¥, lo que implica que I—k =,, p™ 7.
De esta forma, se ve que hay exactamente p? factores que tienen multiplicidad Pk, Y
estos factores son de la forma (z — w"®"™") donde 0 <1 < p™9 — 1. Ademés:
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-1 ,
II@deWﬁ:mﬂ_WWH
=0

donde

-1 pi-1 d—id g -
x=2 (") =pm~f§t:p ’(P; DY _ &'~ bn

es un divisor de n.
2. Si n es potencia de 2, vemos que si k& es impar, p, = r v si k es par, pp = 1, de

esta forma. vemos que los factores (z — w*) se agrupan de acuerdo si k es par o no.
Ademds:

2y 23
H(x—wgt)zscg—l, H(a:—w%“):m%—z—l
t=0 =0

Esto demuestra el teorema. [J

A continuacién mostramos algunos ejemplos de este teorema:

Ejemplo 4.0.1 i consideramos p=m =3 yj =2, es decirr =ry =132 = 10,
tenemos que el orden de vy, mddulo 27 es 3. Ademds p; = 10, p, = r2 =100 =p7 3.
Denotando X = c*™1%, tenemos que Xy y cs isomorfa a la curva definida por:

y27 — (3:9 _ 1)(2:9 _ /\)10(:69 . /\2)19

Ejemplo 4.0.2 Siconsideramosp =2, m =4yj =3, es decirr = 113 = 20 —1 = 15,
entonces X _16,3 tiene como ecuacion a:

y16 — (&,"‘8 _ 1)(1:8 + 1)15

Es claro que la. curva plana affn determinada por tal ecuacién es singular, pero
resolviendo sus singularidades se obtiene una superficie de Riemann que es isomorfa
a &,

Haremos ahora un estudio de la curva, sus propiedades como curva plana, sus
automorfismos y los cocientes interemedios por algunos subgrupos. Este estudio se
divide segiin el caso de p impar o p = 2.




Capitulo 4. X, ; como curva n-gonal 50

4.1. Caso p impar

En esie caso nuestra ecuacién para X es:

p'm—j_l

¥ =f@) = ] @& -

Denotemos g(x) = 4™ — f(z). Las singularidades de la ecuacién se pueden deter-
minar viendo cuales son los factores de f(z) con multiplicidad meyor a 1. Esto se
resume en:

Lema 4.1.1 Las singularidades de X son de la forma (£,0) donde € es una raiz de

H (2 — NPt = —*“—mfj(ic_)l

Para las posibles singularidades en la clausura proyectiva de X, tenemos lo si-
guiente:

Lema 4.1.2 En la clausura projectiva de la curva planc definida por g(z), las sin-
gularidades son [0 : 1 : 0] y los puntos de la forma [€ : 0 : 1] donde € es una raiz de

F@)/@ ~1).

Demostracién: Primero calculemos la homogeneizacién de g. Antes de ello,
notamos que los pg, médulo n forman el subgrupo H de la observacién 3.0.1, por
ello, usende el Lema A.0.6 se ve que:

Z Pk =n Pm,g = 2

Es claro que el grado de g es p’p,, ;. Fsto lo usaremos al calcular la homogenei-
zacion de g. Esta se define, de acuerdo a la Definicién 2.2.4 por:

3. T Yy
Hg(.’lt, Yy, z) = 2P Pmig (;: 'z')

n i | o n pm—i_]
= z?j.'e‘?m,j 11 (——- — /\F) — PP 11 ( 2 — \t Pd)

m j._~1

n m-d—1 4
zzpjpm,j (y_ Hp (.'ij _Atzpj)p) __z?pm:i n n H (mp Aty p? Pe

zr P
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Observando que:
; ; ; ™1
p-"pm’j—n:# (pm_g + M) —n

2
Prlp™ 7 +1) nin + p7)
I R

y denotando este dltimo nimero por n; se tiene que H, es igual a:

P 4 1

Hy(e,9,2) =2y~ | @ —aaPy

Notamos que si y = 0, entonces:

_j_l
H (3:;0“‘ At Pj)m -0
=0
Lo que hace que si z = 1, entonces z es una raiz n-ésima de la unidad. Entonces
en la clausura proyectiva de S no hay singleridedes aparte de las ya encontradas si
y = 0. Supongamos enfonces que y 7 0. Al calcular la derivada parcial de Hyeny
nos queda:
aH,
— 2 — J‘yn i
dy
Esa derivada sdlo se anula si z = 0. Pero esto implica, por la ecuacién Hy(z,y, 2) =
0, que = = 0. Fs claro que las otras derivadas parciales son polinomios homogéneos
no constantes que se anulan en [0:1: 0. O

Nos interesa determinar el tipo de diches singularidades:

Lema 4.1.3 Una singularidad de la forma (€,0) en lo curva definida por y™ — f(z)
es de tipo (n, pg) para algin entero positivo k.

Demostracion: Debemos representar ™ — f(x) como una suma de potencias de
series de potencias en torno a (£,0) sin término constante. Elegimos hy(z—£,y) = v.
Ese nos daré una serie elevada a n. Ahora hay que encontrar otra serie elevada a Pre
para algiun k. Elegimos pr como la multiplicidad de £ en f(x).

Sea fe(z) = f(x)/(x — £)". Este polinomio no se anula en una vecindad simple-
mente conexa en C de £, por lo tanto, existe he(z — &) serie de potencias en torno a
§ tal que fe(z) = (he(x — £)). Asi,

f(z) = fe(@){x — €)% = (he(z — €))% (z — &)P*
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Eligiendo hy(z — &,y) = (z — €)he(z - £) obtenemos el resultado deseado. 1.
Lema 4.1.4 El punto [0:1: 0] es una singularidad de tipo (n,n;) en X.
Demostracién: Sea Ag,, la deshomogeneizacién de H, en y. Se ve que:

prI-1

Ag,(z,2) =2™ — H (:r.”1 — M )

=0
por lo tanto, la alinizacién de la clausura proyectiva de 4* — f() en y es la curva
plana de ecuacion:

pmi-1

P H (z# — Atzpﬁ)p*
t=0

Queremos ver el lado derecho de esta ecuacién como una serie de potencias ele-
vada a n. Primero notamos que si dividimos ambos lados de la ecuacién por z7'Pms

obtenemos:

pmi_1 » Pt
7Dy LAY
: (%)

=0

Recordando un célculo anterior, p/p,, ; — n = 74, por lo que:

pmi-1 o
L - H Ep_j )\
Z" 2P
Si (z, 2) tiende a (0,0), el lado izquierdo de la ecuacién tiende a co por lo que z/z

tiende a 00, 0 equivalentemente, z/z tiende a 0. Por ello, reescribimos la ecuacién

e

2 = H (@ — NegP' )
=0

factorizando zP’Prd en el segundo lado:

i1 py f
2 = (L‘Pjpm“"" H (1 — Atﬁ)

t=0

Sea 9(z) definida por

i1

0(z) = H (1- )k"z“’j)"’a
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Esta funcién no se anula en una vecindad de 0, por lo que existe una serie de
potencias ¥(z) tal que 0(z) = #(z)™. Ahora, la funcidn 7(x, z) = 6(z /Z) no se define
en (0,0) pero tiene una singularidad removible en ese punto pues z/x tiende a cero
cuando (z, z) tiende a (0,0). De esta forma, existe une serie 5(z, 2) en torno a (0,0
tal que n(z, 2) = &(z, 2)" = B(2/z)". Asi, la ecuacién:

L 2\
7 = gP P 1-N—
I (1-3)

queda como:

2% = g Prig (g, 2) = (aPPmalP(z, 2))”
Lo que demuestra la afirmacién. U.
Como consecuencia de esio, aplicando lo establecido en la Seccién 2.4, se obtiene

el siguiente corolario:

Corolario 4.1.1 Considérese lo establecido en los lemas 4.1.9. y 4.1.4. La resolu-
cion de las singularidades de lo clausura proyectiva de S agrega un punto por cada
singularidad de la forma [£,0,1] y n puntos por la singularided [0: 1: 0).

Ahora, estamos en condiciones de calcular el género de nuestra curva, plana afin:

Proposicién 4.1.1 El género de la curva plana afin definida por la ecuacion del
Teorema 4.0.1 en el caso de primo impar es:

rn—1{n—2)
2 H
Demostracién: Definimos ¢ : X — C por:

(,35(51?, y) -z

Esta funcién es holomorfa y se extiende a una aplicacién ¢ : X — €. Evidente-
mente la preimagen de co bajo ¢ consta de los puntos que se agregan al remover la
singularided [0 : 1 : 0]. Si (z,y) no es singularidad de .S, entonces es un punto de
remificacién si y sélo si la derivada de g en y es cero. Vemos que la derivada de gen
y es ny™ 1. Asi, si y = 0 entonces z debe ser una raiz 7/-ésima de la unidad.

Si ¢ = 0, entonces (0, y) no es singularidad, y hay exactamente n preimégenes de
0, debido a que si (0,y) € X,
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pmd-1

v = [ 0= X = (-ppmen

m—d_ 1 . . .
donde x = )% "7 ¢p. Fn cl caso de las singularidades cn &, por d corolario

4.1.1 se tiene que los puntos que reemplazan a las singularidades del lema 4.1.3 son
puntos de remificacidn de ¢ con multiplicidad ». En total, tenemos n puntos de
ramificacién con multiplicidad n. Aplicamos todo esto a la formula de Riemann-
Hurwitz:

nr—1) nf-n-2n+2 n’-3n+2 (n-1)({n-2)
2 2 B 2 B 2

g=-n-+1-4

Lo que demuestra la proposicién. O

Verificado el género de &, nos interesa realizar G' como su grupo de automorfis-
mos. Previamente, notamos que st 0 < k¥ < p™7 — 2,

_ Lk k1 —
PET = Pr1 ST —T =, 0

Ppm—i_q — 1 =, i | =, 0
Definicién 4.1.1 Para 0 < k< p™ 7 — 1 se definen los siquientes mimeros:

YOr Ok id k _?é,pm—j -1
ﬁk:{ r;?—l k:pm—j_l
n
Por conveniencia se puede extender esta definicién a todo N diciendo que si & es
congruente a I médulo n, & = &

Como consecuencia de ésto tenemos el siguinete corolario:
. p™ i1 —
Corolario 4.1.2 0 =37} "t =, 1
< . . m—j
Demostracién: Por el apéndice A, tenemos que el nimero P = 9 s rk =
. m—]
pri Mzﬂ Con esto, tenemos que:

pm—_'f_]_ pm-*j__]_ ro o 1 pm—j»—-l P ]

T TP PRy — \—W
D nir-d LI DI S DR
k=0 p k=0 k=0

1 P 4 M;jil P +1)
2=y =T PO
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Lo que demuestra el lema. [

Asi, podemos realizar los generadores de G como automorfismos de X de la
siguiente forme.:

Teorema 4.1.1 Sean o, 8 definidas por.

,y?‘
a(z,y) = (z,wy), Blz,y) = ( TS P — )\k)tk)

Ernionces o0 y § son automorfismos de X y G = (o, 8) 2= &

Demostracion: es evidente que « define un automorfismo de X. En el caso de
B, tenemos que ver que g(B(z,y)) =0si (z,y) € A:

9(B(z, ) = g (w:c, v )

JJ 1(3:1,3 NF )

. r pm—i_y

N Yy ! Ry px

= | = - ({wz)" — A%)?
(llp ) '—)\k)r') Iga

P g
ynr ™Il .
_ P LAY
thj 1(1;777 Ak)ntk I‘;[—j[ ( A )
TAT “j 1
y H /\(:Epj Ak“l)"k

Hpm e — /\k)mk k=0

Haciendo un cambio de variables en el segundo producto y denotendo pym-s =
po =1, la escribimos como:

pmi-a

Tri—3 1 ynr - Apm,j H (‘T"p‘] - Ak)pk-‘-l
HP (z;p? — Ak)ntk

Como p,,; es miltiplo de p™4, APm¢ = 1. Ahora dejamos todo en una sola
fraccién:

o pm—:i_l( p Ak)mc-[_i-!-ntk

e, - Lz — Ayt
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Observamos que

Pyt +1g = Praa + TPk — PRl = TPk

. Luego, la expresién anterior queda.

nr HP":;j—l( P AR)oratt TR R (P L L

HP"‘HJ’ Yap? — Nyt HP"" - Ygph — \Rynti
— (B ™M@’ = Myeey

T

El numerador de la expresién es divisible por g(z), por lo tanto, 8 define un
automorfismo de X,

Debemos ver ahora que o y 8 cumplen con las relaciones que definen a G
Es claro que « tiene orden n. Para ver que g también tiene oren n requerimos un
trabajo més largo, apoydndonos en el siguiente lema:

Lema 4.1.5 Para todo 2 <1 < n, se tiene que:

. \
t _ Y
ﬁ (.’L',y) - ( A Hpm—g 1< pj . Ak)ﬂk,t)

Donde

q;—ch('u I)rl v u;,;—z d 1 Uty

p=0

Demostracion del lema: Por induccién sobre {. Vemos primero que para { = 2
se cumple, pues uz; = #; y g; = 0. Supongamos que se cumple para 1 < { < n. La
demostraremos para I+ 1:

I+l - v
g (I, y) P (w /\ mm - 1(:63’? — /\k)wc,l)

Pl " g
_ L AN TTD, t (aed —eyed O P T i T L s
= | ww'z, = | we,
o (NPT — MKyt

Ty 7 (e’ — 2oy
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y"H-i
— | Wity W fETCT - T k)T
' \io km_j_l(mpf — Mty

=0

Reordenando el denominador la expresién queda:

AT
¥
rgp TP —1 SR YA pi+1
= | oty A Mg ” " (P -2 | iy ]
o Y Nl TP ¢ o ’ o TP -1 k t
X7 Feco (@ — M)t \ Aratlo TIE - 573 (a7 — ARYrtea e ).
Observamos que
i+
rqi-+lo =ro E('v Drt¥ Lo = G(E(‘U Drtftv 1 =g Z(U =gz
v=1
-1
(-
TURL -+ ey = E PVt gy = Z?" Ty = Up gyl
v=0 v=>0

De esta forma,

i+t
+1 b1 i
= |w
ﬁ (II, y) ( Z, prar Hizajul(xpf _ Ak)ﬂk,tﬂ.)

Completando la demostracién. {J

Continuacién de la demostracién del Teorema 4.1.1: Aplicando el Lema.
4.1.5 con I = p™4, notamos que cambiando de variables obtenemos:

=g m—j_1 il

Gom—3 = O Z('v — 1) Z P —1 -0 =y —0 Z v+ 1y

=0

La suma se reescribe usando:

pmd_g pmi_1

Z (v+1)z = Ed; E vt

v=0
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3 i :Eprn—-j+l — 7 _ ((pmﬁj —I— 1)$p¥u-—j _ 1)(1_: o 1) . :L‘pfu—j_!_l + -
dx z—1 - (z—1)2

De lo que deducimos que

"5 o by = @D 1) 1)
~ (r—1)2

_ @A - D —1) e - 1)
B (r—1)2
_ P )+ 6 D - 1) — G 1)
(r—1)2
_ A (A )
B (r—1)*

Examinamos primero el numerador de la anterior expresién. Usando el lema. A.0.6,
lo podermos reescribir como:

A (i Y/ § I RS P

. . . m—7 1 e F{pm—F
. <pm-.-,+?f_<%_l) S ﬂ_Mﬂ%ﬁ_ﬂ
a4 )
= T~ — ) -+ —‘“—2——-—

Esto nos dice que el numerador es divisible por p¥, lo que obliga a.que la expresion
gym-; sea divisible por p™~7. A continuacién, examinamos la sumea Up pm—3 :

i .
=3 _1.__
'llk,pm-j - Z Tp 1 vtk_HJ

»=0
5i k =0, usando py =1, tenemos:

i1 i1 ,

N
m— m—j r -
Upy i = Z r? j—l—vtv — Z pP 1 ( Pu Pv-!—l)

=0 v=0 7

_ Tpm_jul 'i"pﬂ — Pl _ - Tppru—j_g —_ pptu—j_l _ T‘ppru—-j'_l — p[]
T T I
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m—j - m—j_ i _
P T — ¥ 1oy k1P 1oy 4P Zpa .

n
2 , ™ —i
aae + T pp'm,-j_z - lrpp-ru—-j_l “f" 'r‘ppru—j_g - 1 — P - ].
T T
Si &k # 0, vemos que:
i1
m—F_1_.
Uj ym—F = E r? Ty =
w=0
pmi_1 k-1 E—1
m—3_ 1 m—g_ 1 m—3___ L
E Py E PRy 2 P vtk
v=0 =0 =0
Separando sumas, vemos que:
pm"j—k—l pm—j“*l
L S Mg 1
= E P 1 vtk+v + E TP . vtk_H,...
v=0 v:pm'*:f—k

k-1 k-1

TN Lm—F_ 1 b XN ome—F '
oy P TITR > 1 vk

v=0 =0

Cambiando de variables de v & & +wv en el primer sumando y de v a v — (p" 4 —
en el segundo sumando las sumatorias quedan:

pm—i_i k-1
Z m-d ] 2 : —1—

— -r.p 1 ‘U']'ktv_]_ rk i ut1;+pm—j---
V=& v=0
k-1 k-1

—gF g m—F__1_.

. +vrp 1 v+kt1,— S ‘P 1 U+kt,_,

v=0 v=0

Juntando el primer y tercer sumandos, juntando el segundo con el cuarto, e
identificando tyypm-i CON %y, se tiene:

pri— k-1
m—7__q_. A P m—F_ 7.
— E PP ﬁ+ktv +Z(rk 1 Vg P 1 ﬂ-[-ktv)
v= ’U=0

k-1
= r*ug s + (1 —77"7) Zrk_l“vtv

v=0
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La sumatoria E TF=1=v¢, se calcula de la misma forma que g pm-; y es igual
a

_ r* e — p1) — ¥ 2(rpy — py) ..+ Pr-1 — P _ r* —

n el
De esta forma:
m--F k
kT‘p —_ 1 m—s r— Pk
uk,pm“-'i =T —n— — (T‘p — 1) -
G G 7 DN AR )
n

Juntando los célculos anteriores, vemos que:

B w,y) = /wp ™t g Al A
9 (s )

= | w7 g, yyrpm_j_l
PN (b AR - Dpe/a
_ wpm“jx y(.yn){r? —1)/n
(HP”‘ g — XYY 7™ 1)

yn (r? T 1}/n
— prn—_'f ( _ -
ey }‘k)_%) @ a,y)

Es claro que 87 tiene orden P, por lo tanto, g tiene orden n. Veamos que o ¥
B cumplen con la relacién restante. Esto es equwalente a que Sa =o' B

— T —_ (wy)r = T d yr
Blelz,y)) = B(z,wy) = ( Hpm 3 “L(gp? /\k)tk) (w ’Hp —3—1 Y apd Ak)tk)

r r / " r i
o' (Hlz,y) = o \w:c, o 1(1!97 ,\k)tk) n (wx,w B 1(tu /\k)tk)

Finalmente notando que ninguna potencia de « esté contenida en el grupo gene-
rado por B, concluimos que G = {, B} es isomorfo a G, ;. O
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Ejemplo 4.1.1 Consideremos p =3, m =4 y j — 2, de modo que r = 3% +1 = 10.
Entonces los nilmeros py y t son los siguientes:

PE
i

10
19
28
37
46
55
64
73

ool ~1| @ otf ] cof po| | o g+

oo ~I| Oy Ot x| o bo| = O] o

Fijando A = e¥/° | tenemos que una ecuacion vara X » es
, 81,2

™ = fi(z) fal)
fl(x) — (1,9 . 1)($9 . A)lﬂ(xg _ /\2)19(339 . )\3)28(329 _ )\4)37
fg(ﬂ’)) — (mg _ )\5)46(339 _ 1\6)55(229 _ )\7)64(939 _ AS)’{S

Los automorfismos a y 8 se pueden ver como:

1) (. G281 w7 — [ o2mi/81 _L
o(z,y) = (=, y), Blz,y) (6 T” gl(x)gz(:v))
g:(x) = (2° — 1)} — AB2(2° — A% (2° - AY)!

92(93‘) — (3:9 . )\5)5(3;9 _ /\G)S(xg _ )\7)7(2’:9 . ,\8)8
El mimero o se calcula como:

3#(32+1)

5 =14+45=48

oc=1+

5t tomamos | = 8, entonces

4s =46(10° +2-10° +3-10* +4-10° + 5'0° +-6 - 10-+-7) = 56790082 =, 1

Los uyg se expresan en la siquiente tabla
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Ug g
80123456
1234567
12345678
23456780
34567801
45678012
56780123
67801234
78012345

B =] O &

GO ~J| Oy o |

Observacién 4.1.1 De lo anterior se ve que fafi ! = of . Recordemos que los ele-

mentos a y b de G cumplen que b lab = oF. Entonces a se corresponde con o, b con

B, yc=(ab)™ cony = Pat. Con esto se verifica que que ¥ = g
gre—g

Notamos que 777 (z,5) = ("™ z,y) cs coherenic con ¢l hocho de que 77 C
Z(G).

Proposicién 4.1.2 El género de Xy es cero.

Demostracién: Calculemos los puntos fijos de . Si (z,y) es punto fjo bajo
@, debe cumplir que (z,y) = (x,wy), lo que obliga a que y = 0, y por ende, los
puntos de la forma (¢, 0) con £ raiz n-ésima de la unidad son puntos fijos de c.. Como
algunos de estos puntos son singularidades, se establece que los puntos que resuelven
dichas singularidades son los puntos fijos de « al verlos en X. Por la férmule de
Riemann-Hurwitz, llamando ¢ al género de Xy, existe un enfero no negativo R
que:

n—1Dn-2 _

/_ L
3 n(g 1)+1+2(n(1 n)-E-R

:>('n, l)g(n 2)=n(g’-1)—§—1—[—n(n 1)+R

2
N (n—I)Q(n—Q) =ng’—n+1+n(n2—1) R

n—1n-—2 2 — —2
SRS E B S LRI

Lo que obliga a que ng’ = —R. Como R es no negativo, esto fuerza a que =0y
con ello, g" = 0. Por lo tanto, no hay més puntos fijos, lo que confirma la n-gonalidad
ciclica de X. [J
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De la proposicién anterior concluimos que Xz es de género 0. Por lo tanto, la
proyeccién Ajay —+ A5 es un cubriente ciclico de grado n con dos puntos rama de
multiplicidad n. Evidentemente esos dos puntos rama no pueden venir de los puntos
rame de la proyeccién cociente X — Aoy pues B mueve los puntos fijos de o de
medo que estos forman una séla orbite de largo n (dado que B(£,0) = (wg,0).
De esta. forma, la composicién de dichas proyecciones envia X a € con tres puntos
marcados con indices n, realizando la firma de & como (0;n,n ,7). Esto se resume
en el signiente teoremas

Teorema 4.1.2 Sea n = p™ una potencia de un primo impar con m > 3. Sea
r=1+4+p" conl <i<m—1. Sea G el grupo definido por la siguiente presentacion:

G = Gpj = {a,bla” =" = 1,67 1ab = a™%)
Entonces G actiia en una superficie de Riemann compacta Xnj de género
(n—1)(n—2)

2
con firma (0;n,n,n) y ecuacion algebraica de la forma:

m—j_l

H (mpj /\t) Pt

=0

donde p; son mimeros entre 1 yn—1 tales que py. es congruente a 'r modulo n,
Y A es una raiz P-ésima préimitiva de lo unidad. Los elementos o y b se reaizzem en
Aul(X) como o y B definidos en el Teorema 4.1.1. Ademdis, Grg = Aut{ X, 4).

4.1.1. Ecuaciones para cocientes intermedios

Ahora, determinaremos ecuaciones para los cocientes de X por ciertos subgrupos
de G.

l. Centro de G y serie central ascendente: Recordemos que o™’ y g™~
generan Z(G) y la firma de dicho subgrupo es:

m—F 1 m—F ) .
((p )@ ),%pm_j))

2

Para los términos de la serie central ascendente, que lamamos Z, en el caso en que
j<m—j,oonl<k<s+1y s denota el mayor entero positivo tal que 83 <m—j,
la firma de 7 es:
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( ("% — 1)2(Pm4"' —2) (pka')(Sz»m-kf)>

Proposicién 4.1.3 Considerando la notacion del Teorema 4.1.2 y la Observacion

4.1.4.

x §ij>m—j entonces Xz es una curva de Fermat de grado pf.

m Sij<m—Fys= [’—;‘-] — 1, entonces Xz, es una curva de Fermat de grado

Py los cocientes Az, conl <k < s son curvas de tipo Fermat de grado p*.
Demostracidn: Existe una proyeccién natural g k1 © Xz, —+ Xz, originada por
la accién de Zgy1/Z; en Xgz,. Tal grupo cociente es abeliano, por ser cociente de
grupos consecutivos en una serie central ascendente. En particular, si k = s 4 1,
Zk11/Zx = G/Z es ebeliano y mey1 42 €5 Una proyeccion de Xz,,. en la esfera de
Riemann. La firma de ese término es:

(Cpm_(”“” S DT - 9) e (3?“"“‘5+1)j)>
2 ?

Como la firma de & es (0;n,n,n), necesariamente los 3p™ ¢+ puntos de Xy, "
marcados con p(** deben ser las preimégenes de los tres puntos marcados con n
en la esfera. El orden de G/Z,; es pX™(+24) y es isomorfo & un producto directo
de Zym-(e+1); consigo mismo. Como consecuencia de esto, la firma de la accidn de

GfZuiy en X, es (0 g (+0I pm—(s4D)f pm-—(s+1)5)

Esta situacién ocurre también si § > m — 7, en ese caso la situacién de L5y se da
con Z(G) pues en ese caso G /%(@) es abeliano.

Lo anterior es un caso particular de una situacién més general: fijando & entre 1 y
3 +1 inclusive, la funcién ;. definida como
Py = Tst2,841 O eee O Mh fey1

es una projeccién de Xz, en la esfera. dada por la accién de & /Z. que es un producto
semidirecto de Z, consigo mismo. De forma andloga a k = s+ 1, se ve que la firma
de esta accién en Xz, es (0; p™—H, pm—Hi pm-kf), O

Como consecuencia de esto, obtenemos el siguiente corolario:
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Corolario 4.1.3 Considerando la notacion de la proposicion anterior:
® 5ij > m— j entonces una ecuacidn que define a Ay gy es:
A |
m Sij<m—jys= [1;3] —1, entonces para 1 < k < 3+ 1, una ecuacidn que define
a Xg, es:

pm—(k+1)j 1

¥ = ]I @ -

t=0

Donde los 7, son miimeros con 1 < ¢ < PR 1 tal que 1y es congruente g r;-
médulo p™F y ¢ = g™

Mostraremos como obtener la ecuacién para. A'z(c) a partir de la de X. Consideremos
Y como la curva algebraica. definida por

pmiol

7= II @ o)

de acuerdo al corolario anterior. Primero extendemos la. definicién de 7; para todo
entero no negativo diciendo que si ¢ Zm-y by 0<k<pm ¥ -1 , Tt = Tx. Nobamos
también que p, — 7; es divisible por p™J

Lema 4.1.6 La aplicacién wy: X — Y definida por

B
e~ (% ey o)

es holomorfa e induce un isomorfismo entre Y y Xz
Demostracién: Esta demostracién requiere el siguiente lema:

Lema 4.1.7 Sea f : X — Y una aplicacidn coniinua Y sobre entre espacios to-
poldgicos y sea ~ una relacion de equivalenca en X. Suponga que T ~ y i ¥ solo
si f(z) = f(y). Entonces f induce un homeomorfismo T : X/ ~—= Y tal que el
siguiente dingramae es conmutativo:
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X (4.1)

. X/~
-
y<

donde p denota la proyeccion cociente de X en X/ ~

Demostracidn del lema 4.1.8: se puede ver en [19], pdgs 142-143.

Demostracién del lema 4.1.7: Debemos verificar que 7y estd bien definida y
respeta la relacién de equivalencia en el sentido del lema 7.1.8. Veamos primero que
7y estd bien definide. Si my(z,y) = (z,w), entonces

i
'Lb‘pmkj _ ,ypj _ yn
= p—3 1 5 R . " - ph—i_1 e
(mpa — X )(Pt Te)/p (xpj Y )p: Tt

=0 =0
me—j__1 il p™—i1
A Cdy IT & =TT Ny
m=3_1 .
iJ:O (mpi — X)pe =0 t=0
Notamos que el dltimo producto se puede reescribir como:
P —1pt . A1 A i
I [Te-2""y = ] @ a2y = [ (' —cym
t=0 k=0 =0 t=0

Por lo tanto, y estd bien definida. Claramente es una aplicacién holomorfa de X en
V. Finalmente, notamos que si my(z,w) = my(z,y), entonces 7@ = 2# y de ello se
deriva que ypj — w# . De esta forma, vemos que x = wz y w = o'y donde w v o
son raices p/-ésimas de 1. Fsto implica que dichos puntos (z,4) ¥ (z,w) pertenecen
a la misma drbita bajo la accién de Z(G). De esta forma, se induce una aplicacién
holomorfa A7) — YV que es inyectiva, y como ambas superficies son compactas, es
un isomorfismo.

Ahora, para tratar el caso més general Xz, , se hace el mismo procedimiento, esta
vez sustituyendo & por Xy v Ay() por Xz, y asf sucesivamente. Con esto, el
corolario queda demostrado. 0

Ejemplo 4.1.2 Consideremos p =5, m =3 y§ =2, es decir, r =52 4+1 = 26, En
jemp ? » ) 2
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este caso, el centro de Ghasz es {®,6%) y el cociente que genera es isomorfo a Z2.
De acuerdo al Corolario 7.1.2, X #(c) liene como ecuacidn:

y52x5_1

st consideromos j = 1, es decir, r = 5+ 1 = 6, entonces Z(F) = (&®,6%) v

o

Zy = (a®,b%). Primero, verificamos los nimeros Tr que estdn entre 1 y 5% — 1 = 24;

k Tk
0] 1
116
2111
3116
4121

Asi, fijando A = e*™/5, Jas ecuaciones para Xy ¥ Xz, respectivamente son:

925 o (:1:5 _ 1)($5 _ )\)6(3:5 _ /\2)11(m5 _ )\3)16(1‘5 _ /\4)21

y5:$5_1

2. B, sus subgrupos y Hy, si j > m — 4. Notamos que Xy no tiene género cero, pero
en este grupo actia L = N/B = Z,m; donce N = Ng{B). Este grupo ciclico tiene
orden p7. Sea # la clase de a en L. De acuerdo al Corolario 3.2.1, como N = H,,_;,
se tiene que Ay es cero, y ademds N contiene a H; como subgrupo propio normal.
Consideremos H = H;.y, sij <m—10 H = B si J = m — 1. Vemos que este
subgrupo es normal en N. Por la proposicién antes mencionada, el género de Xy es

P9 -1 )
2

De esta forma, vemos que Xy es una curva p-gonal. El nimero £ de los puntos
de ramificacién de la proyeccién de Xy a la esfera se calcula usando lo frmula de
Riemann-Hurwitz:

P e ) j)
2
A, Sy N, I S .4

= p 11456~ 1)
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T i et N
p—1

:>p‘~p7'—P"1(P—1)(m—j) 4o
p—1

Més atn, N/H es ciclico de orden mayor a p y por la Proposicién 5.3.2, deducimos
que todo subgrupo intermedio U/ entre N y H es tal que Ay es de género cero. Como
consecuencia de esto, el cociente de Xy por cualquier subgrupo de N /H es de género
cero. En base a esto, podemos citar el signiente resultado demostrado en [16], pag.
13:

Proposicién 4.1.4 Sea S una superficie de Riemann de género g bajo la accion
de Zp«, p un primo cualquiers, u > 1. Suponga que para cualquier subgrupo H no
trivial de Zpe se cumple que Sy tiene género cero. Entonces S es isomorfa a una
curva plane afin definida por la ecuacion:

Fa
yP = zt H(:Bpu_i — /'\.1;)1;e
k=1

donde l y Iy son mimeros entre 1 y p— 1 tales que su suma no es divisible por p, los
Ay son mimeros complejos distintos entre si. El género de S es

Y p—1))
9=

donde ¢ es tal que lo firma de la accion es (0; 2, P% p%). La accion de L viene
dada por el siguiente automorfismo:

wlz,y) = (Az, uy)

con A = e?mi/p’ ™ y J tol que pP = A°

Esto implica que si § > m — §, Xy tiene un modelo afin como el que describe la
proposicién anterior,

En nuestro caso, vemos que ¢ se puede calcular como:

Pop—pp—1)m—j5 o (p-1)
2 2
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De lo que obtenemos que ¢ = "%ﬂ —m+j. Comparando el cdlculo de € con el de
& podemos ver que tp’ ' (p—1) = (e—2)(p—1)de lo que obtenemos que & — P9,
Reexpresamos ¢ como:

141 )
L=p?Ti—p—l+j:p‘—f+...+p—z+j

De esto obtenemos que £ = pP1u 42 = p™1 4 pf — (m — )pi-1 -2

Queremos determinar algunas propiedades de Aut(Xy). Para ello, podemos usar la
siguiente proposicién:

Proposicién 4.1.5 Sea S una curva plana definida por una ecuacion ¥ = f(z) con
f(x) un polinomio con v mices. Siv > 2p, entonces Aut(S) es una extension de Z,
por un subgrupo finsto de Aut(C). ’

Demostracion: ver [15], pdg. 11.

Con ests proposicién, podemos deducir Io siguiente

Proposicién 4.1.6 Aui(Xy) es una extension normal de Zy, por un subgrupo finito
de Aut(O).

En nuestro caso, v = &. Observamos que si j # 1

e =P d P = (m = )T 42> m—g)pT — (m— )P = (m— )P (p—1)
Es claro que (m — /)pi{p—1) > 2p. 8i§ =1
e=p Tl 4p—l-1+2>pF . tptl-m

Usando que p~! — (I — 1) > p, obtenemos que £ > 2p. Por lo tanto, el grupo

La condicién € > 2p implica que g > (p— 1)* pues:

y= 20D @o6-n

El siguiente teorema establece las posibles grupos a los cuales Aut(Xy) es isomorfo:

|
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Teorema 4.1.3 Sea S una superficie de Riemann ciclica p-gonal pare un primo p
ynpar. Supongamos que el género de S es mayor a (p — 1)%. Entonces Aut(S) solo
puede ser isomorfo a uno de los siguientes:

“ a) Zpn, n > 1.

e 5) Dy, > 1.

m )Ly X Ty m > 1

2 d)Zy,x Dy, > 1.

= &) By x A4

w f) (Zp x Ay) M Zy

n g) Zyp xSy

® h) Zp X As

w §) (o X Zn) ¥ Zg sip =3 y Aut(X) /7, = A,

n ) (Zp X Do X Tg) N Ly sip=¢ 1y Aut(X)/Z, = A,.
w ) ((Zo X Zg) M Zg) 0 Ty st p=3 y Aut)/Z, = S;.

Demostracién: ver {1, pigs 63-65.

Ejemplo 4.1.3 Parap=m =3, y j =2 se tiene que:

3-2+1 —
3 L 4., 9-1 . a1

31 2
De esta forma, una ecuacion para Xy es dada por:
= ztx® — M) (z® — Ao)B(z® — Ay )
donde l y I, son enteros positivos y los M, son nimeros complejos distintos entre s,

3. Subgrupos de A, parte I: Consideremos Xy, donde 4, = (a?k} con & < j.
‘l'enemos lo siguiente:

Proposicién 4.1.7 Una ecuacidn para Xa, es de la forma:

¥ 4ot =1
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Demostracién: Sabemos que 4, <Gy K = G/A; es abeliano, pues b~gb = ¢ =
aa? y oF|pd. Ademés, vemos que K es generado por las clases de a y b en ese cociente,

y la clase de o tiene orden p* mientras que la clase de b tiene orden n. De esta forma,
K = Zpp X Zp,. Ademés Z, = A/A; y con ello

(Xa)z, 2 Xy = C

De esta forma, X4, es p*-gonal. Usando el mismo argumento del cdlculo de ecuacién
pare. &', se puede encontrar una ecuacién para X, usando que K = K /Zy es un
grupo dec automorfismos ciclico dc orden n que sctie cn la csfera. Log puntos rama
del cubriente ciclico X, — C son imégenes de los puntos rama de X — Xa, que
de hecho, son los n puntos que fija @. De esta forma tenemos n puntos rame del
cubriente X4, — C. Usando ideas similares a las usadas al encontrar una ecuacién
para X, se determina la ecuacién deseada. [

Mas atin, uno puede determinar el grupo completo de automorfismos de esa curva,
usando la siguiente proposicién:

Proposicién 4.1.8 8 S es una superficie de Riemann compacta definida por una
ecuacion de la forma

Z‘t—l—yu:].

con tlu, t <u, entonces Aut(S) = (Zy x L) 3 Zo

Demaostracidn: ver [15], pag. 21.

De esto, obtenemos lo siguiente:

Proposicidn 4.1.9 Aut(Xy,) esisomorfo a un producto semidirecio (Zogpe X Zig) X 2.
4. Subgrupos de A, parte II: Ahora consideremos X4, con k > j. En ese caso
tenemos lo siguiente:

Proposicién 4.1.10 Si k > §, entonces Xy, tiene como ecuacion:

k—j_l

7= T ™ xop
=0
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j— a : Jode—g
Donde py =p.=r es un entero positivo menor a oF oy A = e¥i/P"

Demaostracién: Vemos que K = G /Ay no es abeliano, de hecho es un producto
semidirecto Z,. x Z, con presentacién:

K ={a,blo” =" =1,b"}ab = a")

El orden de r médulo p¥ es p*~7. Aplicamos la misma, idea de la observacidn anterior,
notando que la accién de K en Aut(Z,:) es de la forma b -+ (@ — b 1ah = a"). O

Ejemplo 4.1.4 Consideremos ahora Xogy (p=m =3, j =1 de modo que r =
3+1=4). Fn este caso, las ecuaciones para Xa, y X4, son, respectivamente:

¥ =2 ]

yg - (xg _ 1)($9 " 627:1'/3)4($9 _ 647&/3)7

4.2. Caso p=2

Recordemos que en este caso, X es isomorfa a
y" = f(z) = (2% — 1)(? + 1)

Haremos el mismo estudio hecho en el caso anterior. Denotamos 9(z,y) = oy" —
f(z). En adelante, llamaremos r = v;. Bl siguiente lema se deduce de inmediato de
la ecuacién de S:

Lema 4.2.1 Las singularidades de X son de la forma (x,0) donde ¥ es una raiz de
x% 41 y lus singularidades de la clausurn proyectiva de X son de la forma [y : 0 : 1]
donde x es una raiz de x% + 1, mds el punto [0 1: a.

Demostracién: notamos que la homogeneizacién de g es:

Hyfw,y,2) =25 ((g)"ﬁ (G)EH 1) ((;_C)g +1) r+1)

L BNE =
R Gl *)\f; +25)
nir
ZT 3
n{r--1)

=z 32 yn — (x% —z%)(g‘;’? —|—z%)r
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Vemos que la derivada parcial de Hy en y es igual a nzi(‘rzﬁly”“l. Para. que se
anule, z o i deben ser cero. Siy es cero, vemos que tenemos las mismas singularidades
de 5. Si z es cero, se ve por la ecuacién de H,; =0 que z = 0. Evidentemente cuando
T ¥ # son cero, se anulen las otras derivadas de primer orden, dada la forma de H,.
Esto demuestra. el leme. O

Notamos que el procedimiento de resolver esas singularidades es el mismo que

aplicamos en el caso de primo impar. Esto se resume en:

Lema 4.2.2 Las singularidades de la forma [x : 0 : 1] son de tipo (r, n) ¢ lo singu-
larided [0:1: Q] es de tivo (n, ﬂzﬁl) Las primeras singularidades aportan 1 punto
ol resolverlas, mientras que la 4ltima aporta n puntos en su resolucicn.

De la misma forma que en el caso de p impar, usando lo anterior obtenemos el
siguiente resultado:

Proposicién 4.2.1 FEl género de la superficie de Riemann X obtenida al resolver
los singularidades de la clausura proyectiva de la curva plana ofin definida por g(z)
es:

(n—1Dn-2)
2

Ahora, realizaremos los generadores de G como automorfismos de X

Teorema 4.2.1 Sean «, § definidas por.

\ ¥
a(""") 'y) - (:L', wy}: rg(*": Y} = (ww, (22”‘/2 s 1)(r2_1)/n)

Entonces o y B definen automorfismos de X y el grupo G que generan es isomorfo
a Gl g

Demostracion: Es claro que o define un automorfismo de X. Para ver el caso
de B, notamos que si 8(z,y) = (z,w), entonces:

W — ¥y i _ i _ (x5 — 1) (z5 + 1)
@+ @RENED T (@ e
=(z% +1)(zF —1)" = (™ w)? +1)((w i w)? — D" = (—w? -+ D{—w? - 1)
= (1w - 1wt +1y
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Como 7 -1 es par, se cumple que B est$ bien definide. Para ver que es inyectiva,
notamos que si 8(z,y) = B(t,u) es inmediato que z =t y que y" = ", lo que obliga
& que ¥ = wu con w una rafz résima de la unidad. Como ¢ = £, necesariamente
y* = u* = w™" Como 7 y n son primos relativos, forzadamente w — 1. De esta
manera, £ define un automorfismo de X.

Verificamos (¢, 8} es isomorfo a G. Es evidente que a tiene orden n. Para verificar
lo mismo con 8, vemos que:

2

» Ty_r—ﬂ_ {(r2-1;
= (,LJ2$ (mﬁ +1) =

= ww)_y""ﬁ_ 3 =
Al ,y))—ﬁ’( (z8 + 1) (wx)s + 1)

2
y?
- (ng’ , ) 121, m ffrg—ﬁ)
(—zz2 + 1) (24 1) 5

2

Y Y
( ()T (e - )T (F 4+ )T

( b, (-1) v )
U @ e e =

Pkt )
| ol (1 ¥ g
A y((xﬂﬁ—l)(a:%+1)“>

— (w, (-1)y)

De esta forma, vemos que 82 tiene orden %, lo que implica que g tiene orden n.
Finalmente, debemos ver que # normaliza o, situacién que es evidentemente analoga.
al caso de primo impar. O

Con esto, realizamos el grupo & como grupo de automorfismos de X. Ademas,
tenemos que el género de & es gn_—lng_El El calculo para realizar la firma de & es el
mismo que en el caso de primo impar. Sin embargo, falta verificar la extensién de &
por un automorfismo de orden 2. Para ello, usaremos la siguiente proposicién:

Proposicion 4.2.2 La siquiente funcién:

1
'T('T: y) = (;: %)
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donce { = ™/ ", define un automorfismo de X de orden 2n que no estd en {a, B).

Demostracién: 8i y(z,y) = (z, w), entonces:

= eme———— = —

= (_Ci.)n B Cnyn —y __(mg — 1)(?;% 3 l)r

= xn#um‘"%&_ zn
(1-af)@i+1y (1 LY e e
e E T \aF et SEE e

Por lo tanto, -y est§ bien definida. Ademas:

1 1 (i
Voo ) =1 (5, ) = [ 1,72 ) ~ @,¢%) = (5,01) = a(z,)

Esto demuestra que -y tiene orden 2n. Como {o, B) es isomorfo un producto

semidirecto Z, X Z,, no puede tener elementos de orden 9n. Por lo tanto, § no
pertenece a ese grupo. [

A continuacién, determinaremes los elementos de Aut(X) que reslizan la firme.
(0;2,7,2r). Para ello, usaremos el siguiente lema:

Lema 4.2.3 Sea § =+"B. Entonces & tiene orden 2.

Demostracién: Como r es impar, usando la proposicién anterior, vemos que

T8z, Y) =7 | we, —"—La: =7 wx:“—ﬂ—y—,ﬁ
(z +1)T (xi + )=

ur

_ _];_ » (3-'%"'1),”‘_1 - _i T y
wz’ (WSC)E:E_l wz’ (x§ -+ ]_)TST—I((,U:};‘) ==

Al evaluar § en lo anteriormente calculado obtenemos que:

56(z,9)) = (i ¢ Y )

wz’ (:{:% + 1)#(&;{3)%‘1“
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-
( » r 2 y,ﬁ
ré—1 21 re— a1
I B N r (@F 40 (ny Tt
= w_l_:(_ 21 2, = 12,( 21 2
ws 1_a1) " (1)—1 2% 1) = (;)'ﬂ‘
(o) T we 34 z
yrf‘—i

n r4—1 pd_1

= C(r2+r) FI+)" (wa) =

! ¥ n 2y £21trdt
@z -1 (&) =

T
Como {? — w, las potencias de ¢ y w se cancelan y asi la expresién anterior queda:

,,.2__1

yrﬁ_l yn n
=15y 2_1. n 2 =LY ( ™ o ) = (:E:y)
( (:aaﬁl)%a—(xa +1)’Ti) (@7 —D(zE + 1)

Lo que demuestra la afirmacién, O3

Ejemplo 4.2.1 Sean =32y j =1, con esto, 7 =16 — 1 = 15. Una ecuacién pare
XSE,I €s;

ysz — (.'2215 - 1)(1}16 + 1)15

Los automorfismos o, B, v y 6 se expresan como:

15
ami " o Y
O’(wﬁ y) = (.'L', €= y): p(.'.(:, g) = (6_37'1’" (xm + 1)7)

@)= L2504 ) I
; = —_ @x —
YT, Y el Y ey (16 1 )78

Aplicando el Teorema 4.2.1 se obtiene la. siguiente proposicién:

Proposicién 4.2.3 La firma de (o, 8) es (O;n, n,n). Ademds, (8,5 1,9") es un
vector generador de Aul(S) con firma (0;2,n, 2n)

Finalimente resumimos todo esto en &l siguiente Teoremas:

Teorema 4.2.2 Sezan = 2™ una potencia de 2 conm > 3. Sear = vieconl <§<3
donde v; se define de acuerdo al Lemna A.0.7, Sea G el grupo definido por la siguiente
presentacion:
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G = Gnj = (a,bla" =" = 1,67 ab = a")

Entonces G actila en una superficie de Riemann compacta Xnj de género

(= 1))
§="—5 —

con firma (0;n,n,n) y ecuacidn algebraica de la forma:
y" = (2% — 1)(z7 +1)

Los elementos a. y b se realizan en Auwt(X, ;) como a y B definidos en el Teorema
4-1.3. Ademds, [Auwt{X, ;) : Gnj] =2, y lo firma de Aut(X,;) es (0;2,7,2n).

4.2.1. FEcuaciones para cocientes intermedios

Ahora, determinaremos ecuiaciones para cocientes interemedios de la misma. forma,
que en el caso de p impar:

1. Bienloscasos § =1y 7 =2, sc ve que Xy cs una curva hipercliptica, pucs B
contiene un subgrupo de indice 2 en G de modo que al cortar X por dicho subgrupo
se obtiene C'. En el caso § = 1, vemos que ese subgrupo es Ng(B) y en el caso j = 2,
ese grupo es H = (b,a™*?). Por lo tanto, la cantidad de puntos fijos por la involucién
hipereliptica es n/4 4-2. En particular, si § = 2, con ayuda de la proposicién 3.2.15,
que Xp es una curva con accién de Ng{B)/B = Zy de modo que al cortar Xz por
todos sus subgrupos da género cero. Asi, la proposicién 5.1.8 es también vélida en
este caso, y de ella obtenemos el siguiente corolario:

Corolario 4.2.1 Sin =2™ yr =2 +1, entonces Xp es isomorfa a lo curva plana
afin definida por una ecuacion de la forma:

,y2 — SC(QL‘R/4 _ 1)

Demostracién: Notamos que hay exactamente 7./4 factores de la forma (z — a;) en
la ecuacidn, por ser A'p hipereliptica, con multiplicidad 1, y por la proposicion 7.1.3
estos deben egruparse en factores de la forma 22" — ) = z¥ — A. Pero vemos que
de hecho sdlo puede haber un factor de ese tipo. Amplificando z e y por constantes
adecuadas podemos suponer que A =1. O
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Ademés, podemos determinar el grupo completo de automorfismos de Xz en el caso
3 =2

Carolario 4.2.2 Considerando la notacién del corolario anterior,

= Sin = 8, entonces Xp tiene un grupo de automorfismos de orden infinito que
incluye o Zy.

= Sin > 8, entonces Aut(Xp) = V= donde
Vi = (a,bla* =¥ = (ab)® = (a~'b) =1)
Demostracion: Sea A = e*™/” una raiz primitiva 7t/2-ésima de la unidad. Primero

definimos el automorfismo h; de Xp definido por hy(z,y) = (M’z, Ay). Vemos que
esta bien definido. Si &, (z,v) = (¢, w), entonces

w' =A% = Na(eF —1) = 2((A\/z)F — 1) = 2(2F - 1)

Por Io tanto, A define un automorfismo de Xp. Claramente tiene orden n/2. De esto
se establece que si n = 8, entonces Ay es una curva eliptica, por ello tiene un Erupo
de automorfismos infinito que contiene un grupo ciclico de orden 4.

Supongamos ahora que n > 8. Definimos ahora el siguiente automorfismo de Xp:
ho(z,y) = (?, ;:—g:f)

Primero vemos que estd bien definido, de hecho, si ho(z,y) = (z,w), tenemos:

9 5
s Y _:c(:m—d)_ _1_ __1_ _ L ABY z
W= mm T w2 1 == 2(1 — (—2)7) = z(z% — 1)
Entonces, by esté bien definida y es un automorfismo de Xy. Lo siguiente es verificar

que %3 con h; cumplen las relaciones que definen a ¥, /4. Lo primero es ver el orden
de hy. Observamos que:

—_1 y /_1 ;13;-_1 A
ho(ho(z,y)) = by (—;:W) = (__1) H%H) = (z,—y)
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Es decir, hj es la involucién hipereliptica o. De esta forma, A tiene orden 4. Ahora,

debemos ver que hy normaliza ki Vemos que hohy(z,y) = ha(Nz, My)
~ (e ) Ademis, (M)#+ = AEX? = —52, luego, huus (z, ) = (7 53)-

Por otra parte:

- -1y -1 Y
1
e =hs (i) = (o) = et

= h2h1 = O'b:i-lhg = h;lahg = hi_lhgl = (hghl)h‘l(m',y)

Por lo tanto, hoh, tiene orden 2. Ademds (b k1)~ = hy’ha = chohy = By Ry, con
lo que se concluye que k3 'h; tiene orden 2. Por lo tanto, el grupo L generado por A;
¥ ka es isomorfo a Vz. Para ver que es efectivamente Aut(Xp), recordamos que por
el Fjemplo 2.7.1 la involucién hipereliptica estd en Z(Aut(Xy)). Luego, €l cociente
L/{o)} ests bien definido, es isomorfo & Ds (pues choh; = hy'h;) y sctiia en los 242
puntos rama del cubriente de Ap a la esfera dado por ¢. Dos de esos puntos son 0 e
0o ¥ quedan fijos por la clase de h; mddulo o y se mueven uno al otro por la clase
de hy. Los otros puntos son las raices 2 ésimas de la unidad que se mueven bajo las
clases de hy ¥ ho. Usande que la firma de Dz en la esfera es (2,2, %), obtenemos
que Ia firma de Vz es (0;2,4,%). En [4] se establece que V= es grupo completo de

automoriismos de una superficie hipereliptica, con la firma encontrade. {J

Ejemplo 4.2.2 Sin =16 yj =2, entoncesr =8 + 1 = 9. Una ecuacidén para Xp
es y* = x(z* — 1). Los automorfismos hy son

ha(z,y) = (—2,%y), holz,y) = (:.1_ E.)

z '8

. e .
2. Subgrupos de A: Consideramos shora X4, donde 4; = (%), De la misma
forma que en el caso de p impar, se pueden encontrar ecuaciones para este cociente,
lo que expresamos en el sigulente teorema:

Proposicién 4.2.4 Considerando la notacion de la observacion anterior:

e .. —X
m 52§ =2, entonces una ecuacion para X4, es y* @ =z"—1.

- . .2 e —k # 3 —k
= 59 #2, entonces une ecuacion para Xy, es 2" = (z% — 1)(z% + 1)1,

Primero, notamos que G/Ay es isomorfo a un producto semidirecto de T con Zn.
Como b 'ab = o™, notamos que si j = 2, vy = 2 41, de modo que como a2 ¢




Capitulo 4. X, ; como curva n-gonal ) 110

Apb~tab = aig. De esta forma, si § = 2, G/A4x es abeliano y de esa forma se
procede igual que el caso p 1mpar (cuando k< ]) Supongamos que § # 2. 8i § =1,
n —n/Q 1y se tiene que b lab = aZa~F = o~ lysij =38, v =n— 1 ysetzeneque
b~ lab = 0"t = o~ De esta forma, en el cociente, a=* es igual & a2 "X, Usamos
las mismas ideas de la seccién anterior para calcUar la ecuacidn de X, . O

4.3. Cuerpos de Definicién para A j

Fin esta seccidn, veremos el menor cuerpo de definicién posible para, X como
curva plana definida por la ecuacién determinada. en este capitulo. También daremos
algunos indicios de cémo X se define sobre este cuerpo de definicién minimal. Nos
concentraremos en el caso primo impar, pues es claro que en el caso de p = 2, la
curva, se deﬁne sobre Q. Cuando p > 2, vemos que un cuerpo de definicién de ék’ es
Q(e*™/7™ "), recordando que se define por la ecuacién:

i

H (ij . At)ﬂt
t=0

4

donde \ = g¥é/p™?

Primero, notamos que G es imagen homomorfa de un grupo fuchsiano de la formas

I'={c,ca,ca|c} = =cf = cyepea = 1)
bajo el homomorfismo ¢; —+ a, ¢, = b,¢3 — (ab)~1, el cual se extiende & todo I,

A continuacién presentamos ideas de [6], adaptadas al grupo & que nos permitiran
determinar el menor cuerpo de definicién de Ay 4.

Definicidn 4.3.1 Diremos que una tupla de enteros {u,v,w) determina un homo-
morfismo ¢ : I' = G con micleo sin torsion si

pler) = 8™, ¢(ca) = 10", $(c;) = b0

En ese caso, diremos que ¢ es del tipo (u, v, w)

En nuestro ca.so vemos que el homomorfismo mostrado antes es del tipo (1,0, —1),
usando que b~a™* = ¢~"b L. Fl siguiente teoreme. establece que un homomorﬁsmo
P —+ G del tipo (u v,w) determina el menor cuerpo de definicién de A, ; (demostrado

en [6], pdg. 293):
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Teorema 4.3.1 Sea X una superficie de Riemann compacta con accién de Gnj
untformizada por el nucleo de un homomorfismo I' — @ determinado por la tupla
(u,v,w). Si exactamente uno de lo tres nimeros u, v o W es congruente a 0 modulo
™7, entonces el menor cuerpo de definicion de X es Q(cos(2mi/p™7)).

De esto, deducimos el siguiente corolario:

Corolario 4.3.1 Para cualguier j, El menor cuerpo de definicion de X €8

Q(cos(2mi fp™7)).
Definicién 4.3.2 Sea K una extension galoisiana de Q y H = Gal(K Q).

1. Para f € K[z,y] y o € H sea f° el polinomio obtenido al aplicar o a los coefi-
cientes de f.

2. Para X C C? una curva plana afin definida por un polinomio f € K[xz,y| sea
X7 el polinomio definido por {°. Considere I = {0 € H|X° = X}. El cuerpo
My (X) = Piz,(K) se llama cuerpo de Méduli de X,

En [10] se estudia en detalle el concepto de cuerpo de Mdduli de forma més
general. Se puede ver que todo cuerpo de definicién de X contenido en K contiene
a Mg(X) y existen condiciones para cuando My (X) es un cuerpo de definicién
de X, propiedad que se tiene en ciertos casos como en las curvas guasiplaténicas.
Como X, ; es una curva quasiplaténica (pues A, ;/Aut(X,;) =2 P con 3 puntos
de ramificaci6n), se establece que A, ; se define sobre su cuerpo de méduli. De esta
forma, Q(cos(27i/p™7)) es el cuerpo de méduli de A, ;.

Para encontrar une ecuacidn, o un conjunto de ecuaciones para X, ; en nos apo-
yaremos en resultados de [11] que dan una forma constructiva de encontrar las ecua-
ciones para .Y, ;, usando lo mencionado en el parrafo anterior. Primero , VEIOS que:

pm—j_l pm"j—-l
{ @peCy =[] @ - =2l@yecy = [ - W)‘%
i =0 =0 J

donde un isomorfismo es dado por
Iy
h(x)y) = (E’ me,;iPﬂ/n>

Este isomorfismo estd definido sobre Q. Ademsds, si ¢ es el elemento de
Gal(Q(M)|Q(cos(2mi/p™7))) tal que o(A) = A, este automorfismo de cuerpos
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cambia el polinomio que define A, ; en el polinomio que define su imagen bajo f.
Consideremos ahora. la siguiente aplicacidn inyectiva de €2 a €* definida por:

®(z,y) = (z,9, 1(z,y))
A continuacién delinimos los siguientes polinomios cn Clzy, 22, 23, 24]:

91($1,$2,$3,$4) = XL1X3g, 92(551,12,:63,334) = ZpX4
gs(x1, %3, T3, $4) =z + T3, 94(%,332, $3;$4) =T+ Iy

g5(%1, T2, T3, T4) = Ty T3 + TaTs

Escribamos W(Z) = (91(2), 92(£), 95(2), 94(2),95(2)) y P = ¥ 0 &, donde & =
(561,562,1‘3,:[24).

Proposicién 4.3.1 La funcion F es inyectiva y lo imagen de Xnj bajo F estd de-
Finida sobre Q(cos(2mi/p™ 9)).

De esta forma, la. curva, algebraica obtenida estaré definida en el menor cuerpo de
definicién de X. Debido &l grado del polinomio que define & X, la determinacién de
las ecuaciones en el nuevo cuerpo de definicién es una tarea que incluso con ayuda de
programas computacionales es complicada. Eventualmente, si podemos encontrar las
ccuaciones, que serian 4, serfa también interesante poder determinar los generadores
de G como automorfismos de la nueva curva algebraica obtenida.




Capitulo 5

Representaciones Irreducibles de
Gy ; ¥ la Variedad Jacobiana de
n,j

En este capitulo estudiaremos algunas aplicaciones de los resultados obtenidos
anteriormente. Especiificamente, estudiaremos las representaciones irreducibles com-
plejas y racionales de 7 y usaremos esto para determinar la descomposicién isotipica,
de la Jacobiana de &'. También determinaremos ecuaciones para los cocientes in-
termedios dados por los niicleos de las representaciones complejas de G. Ademss,
determineremos variedades de Prym de X asociadas a subgrupos de G. Finalmente,
mencionaremos brevemente algunos hechos sobre el menor cuerpo de definicién de
A'; es decir, el menor cuerpo en el cual X se puede definir coma curva plana.

5.1. Representaciones irreducibles de G, ;

El método de determinar las representaciones complejas irreducibles de G se
bass. en lo expuesto en la Seccidn 8.2 de [23] sobre representaciones de productos
semidirectos de la forma G = A x B donde A es abeliano. Esto se resume en lo
siguiente:

1. Como A es abeliano, sus representaciones irreducibles son todas de dimensién 1.

2. Para la accién de G en irr(A) por z.x(a) = x(2 " az), determinamos los estabili-
zadores y las drbitas bajo esta accién.

3. Para cada representante x de los estabilizadores H, se construye la representacién
inducida, £¢

113
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4. ¢ €irr(G)

De esta forma, se obtienen todas las representaciones irreducibles complejas de
. Para obtener las representaciones irreducibles racionales, se determina para cada
representacion sus conjugadas de acuerdo a su cuerpe de caracteres K , ¥ se suman
cada representacién con sus respectivas conjugadas por Gal(K|Q), multiplicadas por
su respectivo indice de Schur para obtener las representaciones racionales. Ksto se
basa en lo expuesto en [7], capitulo X.

En nuestro caso, 4 = (o), B = (b}, son grupos ciclicos de orden n, por lo que
ambos sélo tienen representaciones irreducibles de dimensién 1.

Ahora, haremos la distincién de acuerdo a cada caso:

5.1.1. Caso p impar

Especificamos el siguiente teorema respecto a las representaciones complejas y
racionales irreducibles de G

Teorema 5.1.1 El mimero de representaciones complejas irreducibles de G es

m—1
n + 97 p— 1) Y pt =np! +pF " — )

v=3

Yy el mimero de representaciones racionales irreducibles de G es

m-—-F—-1¢ 1 i1 .
, g . S5 —i+t2
On =)+ 2, 2 =) fm g+ Dpf 42
t=0 =0

Todas estas representaciones tienen indices de Schur iguales a 1.

Demostracién: denotamos los caracteres de A por Xy con 0 <k <n—1. Bstos
caracteres se expresan como

Xk(aft) _ e?m’ktfn
Calculemos Ly = Stabp(xx). 851 & € Ly, se tiene que

Xe(@) = b xn(0) = xp(07ab*) = xa(e™} = xui(a)
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Eisto nos lleva de nuevo a ver el célculo de la érbita de % médulo n bajo la accién
de multiplicar por . De esta forma, tenemos que:

w Simed(k,n) = p” con 0 < v <m— j, entonces Ly = ("),

» Si med(k,n) > p™ 7 entonces L — B.

Asi, sl med(k,n) > p™ 7, ¥ {; es una representacién compleja irreducible de B,
donde

Q ( at) — ei!m:lt/n

entonces &x: = X3 ® (; es una representacion irreducible de G de dimensién 1.
Hay exactamente p?n representaciones de este tipo.

Si med(k,n) = p¥ < p™¥, llamando (v una representacion irreducible de Ly,
obtenemos que Ekiv = Xr®(» €8 una representacion irreducible de A xq L, que induce
una representacion s, de dimensién p™—7~*. En total para cada, v, hay exactamente
77 {(p—1)p’*" representaciones complejas irreducibles de dimensién P77, De esta
forma, el ntiimero de representaciones complejas irreducibles de & es:

np 4 o~ 1) S 7 = mgf 4y — )

v=j

Iistas representaciones tienen fndice de Schur igual & 1 pues G es un grupo nil-
potente de orden impar (se puede consultar este hecho en [22]). Las representaciones
de dimensién mayor a 1 se pueden ver matricialmente como las siguientes matrices

para a y b

) : m—j-v_y
o = Diag(w®, w*, ..., w** }

[0 00 .. 0 w?"¥ ]
100 .. 0 o
p_ |0 10 0 o0
0 o
|0 00 1 o |

La matriz de a tiene traza igual a cero, pues se puede comprobar directamente
que las componentes de su diagonal son distintes. Si se suman, tenemos
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pm—j—u_l Pm—j‘—u_]_
E ,wkr‘ — E : wk(r'~1)
=0 =0

Los sumandos de la suma del segundo lado de la igualdad anterior son raices
p™"-ésimas de la unidad, distintas entre sf, por lo que esa suma es cero. Al elevar
la. matriz & ¢ = p™9~?, yemos que p™ I Vkr =, p™ 7k, por lo tanto, at = W Lo
Ademsés, ¥ = ™l —-UIpm—j—U. Asi, llamando Ky, €l cuerpo de caracteres de Ot
tenemos que ese cuepo es igual a Q{w”"), donde Z = min(m—j,m—j—v-t-u) con p* =
med(l,m). Aplicando esto, podemos obtener la siguiente tabla de representaciones
racionales obtenidas (tomando en cuenta que 0 <v<m—j—1y0<u< j+w

v U Cantidad de 1, rep. obtenidas
t | Todol >t pHp—1) p?
F <t G e - [P )

Sumando los términas de la cuarta columne, tenemos que el nimero de represen-
taciones racionales obtenidas de las complejas de dimensién mayor & 1 es:

m~j—12-1

m-r+ > 36 -1

=0

representaciones racionales de G derivadas de las complejas de dimensién mayor
al.

En el caso de las representaciones racionales obtenidas a. partir de las complejas
de dimensién 1, haremos el andlisis dependiendo de & = p™ 7k yleon 0 < & < -1
¥y 0 <1 <n— L Para mcd(l,n) = p* con 0 < u < m — §, verificamos que

&-k’l(attbtz) — wkti +ite

al ser conjugado por el generador de Gal(K},|Q), con Ky, el cuerpo de caracteres
de &,;, modifica el caracter de acuerdo a la imagen de w. De esta forma se construyen
6rbites cuyo largo depende de & y { en cuanto a su divisibildad por potencias de p.
Esto lo resumimos en la siguiente tabla, denominando med(k,n) = g™ y (I,n) = p*a.
Se cuentan cuantes & y I cumplen con los valores de vy v v, se establece cual de
ellos aporte con las raices de mayor grado, se cuentan las combinaciones posibles de
&k, ¥ se divide por los conjugados posibles de las raices en cuestion por Gal (K, |Q)
para obtener las representaciones racionales, siendo la primera tabia para el caso en
que j > 1, y la segunde en ¢l caso de § = 1:
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7y Uy Cantidad de &, rep. obtenidas
Todos 0<t<m—jg P p—1) I
m—j3+1<t<m todo u > ¢ A R (= )) p
m—j+t1<t<m ¢ P =D e -1 [P e 1)
u >t moj+l<t<m| " - 1)p 7 p—1) P p—1)
m m 1 1

Haciendo la suma de estas de los niimeros de la cuarta, columna se obtiene:

=1 F e
(n =311 2B P 41

Que es el niimero total de representaciones racionales derivadas de las complejas
de dimensién 1. (O

Ejemplo 5.1.1 Consideremos p = m = 3, 7 =2, es decir, v = 10. En este caso
b € Z{(G), por lo que las representaciones complejas irreducibles de G sélo tienen
dimensidn 1 ¢ 8. Bl ndimero total de estas representaciones es:

27 -9+ 3(27 — 9) =297

que originan en total 35 representaciones racionales de G.
51.2, Casop=2,5j=1
Enestecasor::/l:g—l.

Teorema 5.1.2 La cantidad de representaciones irreducibles complejas de G es:

n?  3n
)
Y la cantidad de representaciones racionales irreducibles es:
m—2
6 4 9m—1 + E gom—t—2 +m
=1

Hay evactamente 2 representaciones complejas irreducibles con indice de Schur
tqual a 2.

Demostracién: Denotamos Xx de forma andloga al caso anterior. Recordando el
célculo de las drbitas de Z/nZ bajo la multiplicacién por 7, podemos hacer el mismo
procedimiento que en el caso anterior y se tiene que
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Si & es divisible por %, entonces Ly = B.

Si & no es divisible por 2, entonces L = {b2).

De esta forma, cuando & es divisible por %, ¥ € se define de la misma forma, que en
el caso anterior, £y = xx®(} es una representacién compleja irreducible de dimensién
1. Hay en total 2n representaciones de este tipo. Si & no es divisible por 2y Gale?) =
e**it/m define una representacion irreducible de Ly, entonces ki1 = Xk ® (1 induce
una representacion fy; ; de G de dimension 2. En total hay 2(%—1) representaciones
de este tipo y esf, el nimero de representaciones complejas irreducibles de G es:

2+n2 n_n2+3n
TTTTa Ty

Las representaciones de dimensién 2 se ven matricialmente como:

2
a = Diag(w®,w™), b= 0w
1 0
Para calcular el indice de Schur de estas representaciones, que es menor o igual
a 2, nos apoyaremos en el siguiente teorema demostrado en [14]:

Teorema 5.1.3 Sea T’ un grupo cuyo orden es una polencia de 2, y sea 0 una re-
presentacion de I' de dimension 2 sobre C. 0 tiene indice de Schur tgual a 2 si y sélo
st pare tode x € T, Det(O(x)) — 1.

Aplicando este teorema, observamos que los determimante de o y bson Det(a) =
W+ = k8| Det(b) = —w?. Esto nos dice que para que el indice de Schur sea 2,
k tiene que ser par y I € {%,32}.

Sobre el cuerpo de caracteres de x,11, que denotamos por K k11, podemos decir
que la traza de la matriz de a es w* + w™, mientras que la matriz de 82 tiene como
traza 2w®. Si k es impar, observando que w¥ = -1, la traza de a es igual a w* —w ¥,
el cual es un nimero complejo puramente imaginario. De esto, podemos establecer
que Kg1 = Qw* —w*, w¥). 81 k es par, tenemos que rk =, —k, por lo que la traza
de a es w* - w™*, que es un ntimero real. Por lo tanto, Kp 1 = Q(w* +w* w).
Aplicando estas ideas, la agrupacién de las representaciones complejas para formar
las racionales se expresa en la siguiene tabla
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K Ug | Cantidad de 64 ;; [ Cantidad de rep. obtenidas [
0 f S m—3 2m——2 . 9m—t—2 om—t-3
0 t>m—3 om-—2 1
t>0 ] <t—1 om—t—2 | gm--I-2 gm—i—1
(>0t 1<i<m—3| 2ol gnie g3
t>0 {>m—3 gm—t—2 1

Entonces la cantided de representaciones racionales irreducibles obtenidas de esta
forma. es:

m—3 m—2¢-1 m—-2m—3
Z ym—t—3 +9 4 Z Z gm—t—2 3 Z Z 2m-—b~3 19
=0 t=1 =0 =1 [=t
m—2 m—2
=3 s 2m—2 + Z tzm—tﬁ2 + Z(zmwt—Q . 1)
1=1 t=1
m—2
—=34+ gm—2 4 Etgm—t—'}.‘ +2m—2 1 (m_ 2)
t=1
m—2
w= 4 + 2m—-1 + Z t2m—é—2 —m
t=1

A continuacidn, consideramos las representaciones complejas de dimensién 1. FEs-
tag son de la forma &, = xx ® § donde & es miiltiplo de nf2y0<Il<n-1
La forme de cobtener las racionales derivadas de &stes es de la misma forme que el
caso de p impar y las resumimos en la siguiente tabla, llamando uy, Up tales que
(k,m) =2 y (I,n) = 2%

| Uy | U | Cantidad de &; [ Cantidad de rep. obtenidas |
m—lom|u<m-—2 gm-—u—1 1
m—lom|m—1om i 1

De esta forma se tienen en total 2(m + 1) representaciones racionales. [J

51.3. Casop=2,5=2

En estecasor =vp = 2+ 1.

Teorema 5.1.4 La cantidad de representaciones complejas trreducibles de & es:
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Bn?
8
Y la cantidad de representaciones racionales irreducibles de G es:
m—2
n+ > (u—12™Y 97 9 pom
u=1

Denotamos ¥y como antes. Recordando el cdleulo de las drbitas de 7 /nZ bajo la
multiplicacién por r, podemos obtener lo siguiente:

= Si k es par, entonces Ly = B.
= Si k es impar, entonces Ly = (b%).

De esta forma, cuando & es par y ¢ se define de la misma forma. que en ¢l caso
enterior, & ; = xr ® (; es una representacidn compleja irreducible de dimensién 1.
Hay en total ”?2 representaciones de este tipo. Si & es impar y 11(a?) = e*rit/n,
define una representacién irreducible de Ly, entonces Skl = Xk ® {1 induce una
representacion x; de ¢ de dimensién 2. En total hay 7 - ¥ representaciones de este
tipo. Por lo tanto, el nitmero de representaciones complejas irreducibles de G es:

2 1‘?,2 57?,2
+ E" = —

8

n
2

Las representaciones de dimensién 2 se ven matricialmente como:

2t
a = Diag{w®*,w™), b= [g u:} J

Para racionalizar las representaciones complejas, se hace de une forma similar
a los casos anteriores. Sea. K1 el respectivo cuerpo de caracteres. La traza de a
es wf — —wk = 0, la de o? es w¥ , mientras que la de B es 2w®. Por lo tanto,
Ky = Qw?). Como hay en total %’i representaciones de dimensién 2, se obtienen
2 representaciones racionales.

Viendo la matriz de a, vemos que su determimante es w(5+2k que nunca es 1
pues & es impar. Aplicando el teorema 8.1.1, se tiene que todas las representaciones
complejas irreducibles de dimensién 2 de @ tienen fndice de Schur 1.

En el caso de las de dimensién 1, se hace de nuevo como en los otros casos, fijando
Eki = Xk ® ( las representaciones de dimensién Lipuy0d<i<n-1,u yu
tales que (k,n) = 2% y (I,n) = 2*%. De esta forma se tiene la siguiente tabla;
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| iy | U | Cantidad de &, | Cantidad de rep. obtenidas |
Todos § gm=1 . gm-1 om—1
f<u [Su<m- 2| @t gnat T
ust<m—1|1<u<m—2]| 97T gmn-u-T om—t—1
i >m—1 1<u<m—2 ym—u—] 1
t<m-—-9 m—1ém om—t—1 1
m—14ém m—1d6m 1 1

Por lo tanto, la cantidad de representaciones racionales de ¢ derivadas de las
complejas de dimensién 1 es:

m—2 u—1 m—2m—2

gm=1 4. Z szﬁu—l + Z Z gm—t-1 4(m _ 2) 14
u=] t=1 u=} t=u
m—2 m—2
=" S w—neml g D@ =) £ 4(m—2) + 4

U=l w==l

m—2
=2+ Y (w—1)2m 9™ 4 4 om D)

u=1

5.1.4. Casop=2,45=3

En este caso r = v3 = n — 1. Denotamos X# de forma andloge al caso anterior.
Repitiendo la misma idea de los otros dos casos, podemos establecer los siguientes
teoremas:

Teorema 5.1.5 La cantidad de representaciones irreducibles complejas de G es:

n?  3n

4 2

y la cantidad de representaciones racionales irreducibles es:

m—2

8 1 2m—1 . Z tzm—t—2 +m

=1

Hay exactamente § representaciones complejas irreducibles con indice de Schur
tgual a 2.

Demostracion: Fl célculo de las cantidades de representaciones similar al caso
P =2, j = 1. Las representaciones de dimensién 2 se ven matricialmente como:
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2l
o = Diag(w*,w™), b= [ ? H;) }

Se puede ver que la matriz de o tiene determinante 1 independiente de % pues
71 = n. Entonces, observando la matriz de b, concluimos que Hx 1 tiene indice de
Schur 2 si y solo si (I,n/2) =n/4. O

5.2.  Descomposicién Isotipica de J A j

Después de lo desarrollado cn la scecién anterior, podemos obtener las dimensio-
nes de los factores de la descomposicién isotipica de J A, ;. Como ha sido usual en
este trabajo, dividiremos esta seccién segiin si p es impar o igual a 2:

5.2.1. Caso p impar

Teorema 5.2.1 Las dimensiones de los Jactores de la descomposicion isotipica de
JXn s se especifican en los siquientes tablas, siendo la primera para los factores aso-
ciados a representaciones complejas de dimension mayor a 1y la sequnda para los
Jactores asociados a representaciones complejas de dimensién 1:

l dl ! dg l K(Bk,[’,,) | dim(Dk,;,j)
0 1 p’f--l(p . 1) P:'—I(Pﬁl)(?’;._‘?_u_l_l
1|0 PHp—1) e —
ol o p.’i-kv—ugl(p _ 1), 0<w<y Pm“”';(:o—l)

donde dl == dim(Fé&:b(ﬂkJ,v)) Y Clg = dim(Fféa:ab(ek,;,v)))

mn Uz iy K(Ek,g) D%—m(Ek,g)
t<m uLm—j (6,0,0) | pm ™ (p--1) | Z—fo=d)
t=m—j m—4+1 (0,00)| pip—1) | 22D
m—j<t<m m—gj+1 (0,00)| plp—1) o ]
t<m—1 m—1 (0,0,0) | pm—-i(p—1) | =D
t=m—1 m— 1 0,06 (p=1) 2l
t—m u < m (1,0,0) | p"*Tp—-1) 0
t<m ™ (0,1,0) | p"1(p—1) 0
t v ol que n|(p’t +u) | (0,0,1) | p™F(p—1) 0
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donde med(k,n) = p** y med(l,n) = p*2.
Bl factor de la descomposicidn wsotipica asociado a lo representacion trivial de @
tiene dimension cero.

Demostracién: Para determinar que factores aportan en la descomposicién de
J&, necesitamos determinar la existencia de subespacios de cada representacién
fijos por @, b y ab, asi como las extensiones de Q obtenidas al adjuntar los caracteres
evaluados en cada elemento de G.

Empezando con las representaciones complejas de dimensién mayor & 1, una
observacitn es que @ no tiene subespacios fijos no triviales salvo si &r =, #, es decir,
cuando & es multiplo de p™ 7, Como v < m — 7, @ no aporta puntos fijos no triviales
en ningun caso. Para ver si b aporta subespacios fijos no triviales, eso ocurre sélo si

= (. De esta forma, vemos que hay sélo una representacién racional derivada de
complejas de este forma. En el caso de ab, podemos ver que su matriz es igual a:

0 0 0 . 0 wP™ I
w0 0 .. 0 0
ab=| 0 w0 0 0
: 0 0

0 0 0 p W g

Pare que esa matriz tenga subespacios fijos no triviales es necesario que

i . . Nn— { o \M—j—v + 1 .
(L+r+ . 77N oty = (p”“”—‘” L 5 ) ) k -+ pi-vy

sea congruente a cero modulo n. Como % es miiltiplo de PY esa expresion es
congruente médulo n a p™~7=?(k 4-1). Es claro que para cada k& existe un dnico { > 0
que satisface esa ecuacidn, el cusl debe ser miltiplo de 2Y. Ademds si esa matriz tiene
puntos fijos no triviales, sus conjugadas por Gal(Q(w)|Q) también. De esta forma,
existe una tnica representacién racional en cuyas complejas asociadas Fiz ey (O 1)
es no trivial. Claramente esos espacios fijos son de dimension 1. Y en ese caso, la
extensién asociade debe ser Q(w?" ™).

Para las otres representaciones racionales de G, & sean v; y vy tales que .
Primero, notamos que en el caso de las representaciones no triviales (es decir, & y I
no idénticamente cero), exactamente uno de @, b y ab sélo tienen subespacios fijos
st y s6lo si & = 0 (en el cual dim iz, > 0), o bien [ = 0 (dim(#%zp) > 0), o cuando
7k + 1 es congruente a 0 médulo n. En este dltimo caso es evidente que para cada
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k existe un tinico ! que cumple eso, por lo que hay exactamente 3 representaciones
racionales en las cuales sus complejas asociadas tienen espacios fijos no triviales por
algunos de a, b 0 ab. De todo esto, usando el ‘Teorema 2.8.1, se obtienen las tablas
antes indicadas.

Finalmente, como gg = 0, tenemos que el factor asociado a la representacion
trivial de G es de dimensién cero. (]

Ejemplo 5.2.1 Usando el Teorema anterior, lo Jacobiana de KXoz es isdgena a el
stquiente producto de subvariedades:

7 2 15 9

Jx~[[Bx[[uix][nx]][wxE

k=1 k=1 k=g k=1

donde dim(T}) = 8, dim(Uy) = 6, dim(V;) =3 y dim(B) = 1. Las Ty con k < T

Y las Uy, se corresponden con representaciones complejas irreducibles de dimensicon 3
Y las restantes con representaciones de dimensién 1.

5.2.2. Caso p=2

Los siguientes tecremas para la descomposicién isotipica de JX en p = 2 se
demuestran' de forma similar a lo desarrollado en la subseccidn anterior:

Teorema 5.2.2 Las dimensiones para los faciores de la descomposicion isotipica
JX,; con j =1 se especifican en las siguientes tablas, siendo la primera correspon-
diente a factores asociados a representaciones complejas de dimensidn 2y lo sequnda
a factores asociados a representaciones complejas de dimension 1:

{21 U ¢ K1) MmO 1 1) dim(Ey 1)
0 <m-—2 (0,0)] 271 1 2m=1
O<t<m-—-27 0<u<t |(00)| =7 / om—u—2
0<t<m -2 |t<u<m—2|(6,0]] F7=&1 1 ==
O<t<m—2 m— 2 (0,1)1 om-2 2 gt
m—2 u<m—2 | (0,0} o™l 1 om—u—1
-2 m—2 (0,0) 2 2 7
0 m—1 (0,1)| 972 1 P
>0 m—1 (0,1)] ot 2 ot

donde ¥ = (dim(Fizy), dim(Fiza)), m(0x11) el indice de Schur de Ori1 y vz, us
son tales que (k,n) =2% y (I,n) = 2“2,
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s Uy 9 | K{&,) | dim(Ey))
m—1{u<m—2](0,0,0)] 9% 1| gm-u-2
m—1 -1 (0, 0,1) 1 0
m—1 m {0, 1,0) | omu—1 0]

m u<m (1,0,0) | am—w1 0

m m—1 (1,0,0) | 27T 0

donde ¢ = (dim(Fiz,), dim(Fiz;), dim(Fiz ) 1, uy son tales que (k,n) = 2
¥ (I,n) =2,

El factor de la descomposicidn isotipica asociado a la representacion trivial de G
tiene dimensién cero.

Teorema 5.2.3 Las dimensiones de los factores de la descomposicion isotipica de
JXynj con j = 2 asociados a las representaciones complejas irreducibles de G se
especifican en los siguientes tablas, siende la primero correspondiente o factores aso-
ciados a representaciones complefas de dimension 2 y la segunda a factores asociados
a representaciones complejas de dimension 1:

u ¢ | K(Ory1) | dim(Egy)
v<m-2 (r+D)k+2=,0| (0,1)| 2™ om—3
u<m—2n{{r+1)k+2 [ (00| 9772 om—e
P (0,0]| 2T | gm-2
m—1 (1,0)| 272 om—3

donde u es tal que (I,%) = 2* y ¥ = (dim(Piz,), dim(Fiz,)).

) Uy ¢ | K& | dim(By )
Todos 0 (0,0,0) | 2m1 gm—z
t<u ntlk+li) 1<u<m—2]|(0,00) ] 2017 gtz
vst<m—1,n{k+D{1<um—2[(0,00) =T gnuz
m—1 1<u<m-—2]|(0,00)| 2= T] gmi—u-1
t <u, n|(k+1) 1<u<m—2] (0,0,0)| 9m1] o=z
ust<m-—1,n|(k+l) |1<u<m-27(0,01) 271 0
m—1 m—1 (0,0,1) | 2m—v—1 7
m cualquiera (1,0,0) | 2m—v—1 0
cualguiera m (0,1,0) | 2m—u—1 0

donde © = (dim(Fiz,), dim(Fiz), Am(Fiza)) y v, us son tales que (k,n) = 2%
y (I,n) = 2%,
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El factor de la descomposicion isotipica asociado a la representacion trivial de G
tiene dimension cero.

Teorema 5.2.4 Las dimensiones de los factores de la descomposicidn isotipica de
JXn; con § = 3 asociados a las representaciones complejas irreducibles de G se
especifican en las siquientes febles, siendo la primera correspondiente e fectores aso-
ciados a representaciones complejas de dimension 2 y la sequnda @ factores asociados
a representaciones complejas de dimension 1:

WU Uo /s K(Bk,,{’l) m(ﬁk,g,l) dim(Ek,g)
7 t<m—2 |[{0,0)] 272 1 om=2
O<t<m—2| 0<u<t |(90] %2 1 om—u—2
0<t<m—-2[t<u<m-—2](0,0)] 372 1 om—i—2
O<t<m—2 m—2 (0,0) | 2m—t-2 2 om—i—1
m—2 w<m—2 {0,0) | om-u-= 1 om-—u-2
m-— 2 - om—2 (0,0) 2 2 4
0 st m— 1 (1,1)] om—2 1 0
0<t<m—2 m— 1 (1,1)| 2m-=2 1 g
m— 1 v<m—2 |(0,0) 1 gm—u—12 1
m—1 m— 2 (0,0) 1 2 1
m-—1 m—1 (1,1) 1 1 0

donde ¢ = (dim(Fixy), dim(Fiza)), m(Ors,) el indice de Schur de Or1 y Uz, o
son tales que (k,n) = 2% y (I,n) = 2%,

Uy L U ) K(Ek,l) dim (Ek’g)
m—1|lu<m—2/|(000)|2ms- T} gm-u-2
m—1| m—1 |(001)] 1 0
m— 1 ™ (0,1,0) | 2m—=1 0
m u<m | {1,0,0)] 2" %1 0
m | m—1 | (1,00)] 2% 0
donde ¥ = (dim(Fiz,), dim(Fiz,), dim(Fizg)) y w, up son tales que (k,n) = 2% y
(I,n) =2,

Bl factor de la descomposicion isotipica asociado o la represeniacion trivial de G
tiene dimension cero.

Ejemplo 5.2.2 Consideremos m = 3, Entonces la Jacobiana de Xza es tsdgena al
siguiente producito de subvariedades:

JXgo o Uf X U x Us x Uy x Us x E? x E2 x Fy x By x Fy
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donde dim(Uy) = 2, dim(Ey) = 1.

Ejemplo 5.2.3 Consideremos m = 3, Entonces lo Jacobiana de A1 es isdgena al
stguiente producto de subvariedades:
JXoy ~TE X UL X Uy x Uy x B2 x E2 x By

Donde dim(Tx) = 4, dim(Uy) = 2 y dim(E}) = 1. El factor Uy estd asociado a
una representacion con indice de Schur iqual a 2.

3.3. Nicleos de las Representaciones Irreducibles
Complejas de G

Ahora, determinaremos los niclecs de las representaciones irreducibles complejas
de G. Nuevamente distinguimos caso por caso:

5.3.1. Caso p impar
Primero calculemos los niicleos de las representaciones de dimensién mayor a 1.
De acuerdo a las matrices de o y b, se puede ver que como p¥ = med(k,n):

krpmﬁj‘-" =kp™ I kp™ ¥ =, kpm”j

De esta forma, se establece que la matriz de o tiene orden ™77, Andlogamente
se puede ver que la matriz de b tiene orden p™* donde p* = med(l, p*Y). Més atin,
la. matriz de b es un ponderado de la matriz identidad por alguna raiz de la unidad.
Eligiendo @ = maz{w, v}, podemos establecer lo siguiente:

Proposicién 5.3.1 Nk,l;u == Kgr(gk,l,ﬂ) — {apm—u, bpm—u’ apm—j—ubqpmaj—ﬁ}

Ahora, determinaremos una ecuacién para X, . Llamemos Grin =G /Nk,g,ﬂ y
llamemas Az, €l subgrupo generado por la clase de ¢ en ese cociente. Es claro ver
que Xk,g,v/Ak,g,v es de género cero. Por lo tanto, es una curva p" Y-gonal. Usando
métodos similares a la seccién anterior, podemos determinar una ecuacién para X:
Proposicién 5.3.2 Ay €5 isomorfa a la curva definida por la ecuacidn:

pm—j |

= [ @ -
k=1

Donde 0 < 1, < p™* — 1 son enteros tales que

|
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Tk Epm-—u ?‘k

En el caso de las representaciones complejas de dimensién mayor a 1, recordamos
que estas se expresan de la forma;

Erp(a1b72) = P" PRt

En base a esto, podemos decir Io siguiente:

Proposicién 5.3.3 Sea My, = K er{€x). Entonces:
My = (@7, 0P ab[}

donde 5, y 0 <I<n—1 es tales tales que p*ik =, 0,p2l=,09yk+ll=,0

Es claro que s; < p? , por lo que G /Mk,; es abeliano. De este forma, la ecuacién
pare Ay, es la siguiente:
Proposicién 5.3.4 Xy, €5 isomorfa a la curva definida por la siguiente ecuacicn:

yle — P 1

Donde € = med(sy, w1) y 5 es el entero tal que p* — med(sy, uy).

5.3.2. Casop=2,45+£2

Empezamos con las representaciones de dimensién 2, y vemos por lo anterior que
las situaciones para j = 1,3 se pueden estudiar de forma similar. En estos casos
observamos que la matriz de o al elevarla al cnadrado queda

a* = Diag(w™, w**) = Diog(w™, ™~ 2k)
Mientras que la matriz de b al hacer lo mismo queda,
b? = wiI

donde I es la matriz identidad de 2 x 2. Entonces el nicleo de estas representa-
cionies depende sélo del orden de estas matrices:

Proposicién 5.3.5 Sea Ny 1 = Ker(fi.;). Entonces:

Nk,£,1 — (a251 ,6232>
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donde 2% = n/med(k,n) y 22 =n/med(l,n).

Es necesario notar que b% pertenece a dicho nicles pues el orden de la matriz de
b es mayor o igual a 2. Vemos que G/Ny;; es isomorfo a :

79 50 — —
(a,b]a®" =b%* =1,b72gp — g}
Usando ideas similares a secciones anteriores, se tiene la ecuacién para Ay,  ,:
(M2

r

Proposicidén 5.3.6 Apg1 es isomorfe a lu curva definida por lu ecuacion:
ygmusl . (xzm—-sg—i _ 1)($2ﬂ)—52—1 . l)gm_SQ_l
Para las representaciones de dimensién 1, recordamos que son de la forma:
&},,z(ﬁtbu) — wkt+ht

De la misma forma que el caso p impar, se puede afirmar lo siguiente sobre el
niicleo de k1

Propaosicién 5.3.7 Seq M, = Ker(¢y,). Entonces:
Mk,l — <a2m“"1 , b2‘”‘““2 ) aﬂibm)

donde med(k,n) = 2%, med(l,m) = 2% y v, son enteros positivos con v; minimal
tales que n|(kvy + lvy):

Notamos que u; puede ser m—1 o me. Si es mm, entonces M ; contiene a A4, por lo
tanto XM;C,: es de género 0. Si u; es m— 1, entonces k = 2. BEsto nos dice que G/My,
es abeliano pues a tiene orden 2 en ese cociente. Ademés

A ]
con lo que Mp; = {a? t*"}, donde 2% = med(n, uy, vy).
Sobre el género de g, podemos decir lo siguiente:

Proposicién 5.3.8 Si k& = n/2 y med(l,n) < &, entonces A, es isomorfa a lo
curve definida por la ecuacidn:

y%:x
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Demostracién: Aplicando:

325+ — 9% 2 |a4 \G/C|

_2&-%1 1
+1+ 5

Observamos que | M \G/C| =[G : My,C]. Ademss, si med(l,n) < 2, 5% no
estd en My, luego, CNH = (3"} y 5 > 1, lo que implica que | M \G/C| = 2. Por
lo tanto, el género de Ay 1 es

3-2H 98 _9_9 95 g
2 T3

—2%F L 41

Simed(l,n) = %, entonces b* € M. Iintonces My = {a®,b). Si 1 = 0, entonces

My = {a®,b). Estos grupos contienen al centro de ¢ y por la tabla 7, sabemos que
Xz(G) es de género 0. O

5.3.3. Casop=2,5=2

Empezamos con las representaciones de dimensidn 2. Observamos que como r =
n/2+ 1, el cuadrado de la matriz de a es w2 ] pero su orden es n. Como el cuadrado
de la matriz de b es w?I, esto nos dice que:

Proposicién 5.3.9
Nig1 = Ker(Bgy1) = (677", 0%}
donde 2tk es congruente ¢ A mdédulo n y 2% =2med(l, 2)
Es claro que ¢ tiene que ser par, de esta forma, N1 es un subgrupo de % (G).
Ademés se puede ver que a?h? tiene orden n/o.

Eise género es cero cuando ¢ = § — 4 — m — u. En caso contrario, interesa ver
la ecuacidn de K =X /Ni11. Previamente notamos que G/N; ;1 no es absliano
pues a™? no esté, en N1 Notando que la clase de a en ese cociente tiene orden n,
vemos que Xgy1 es n-gonal con grupo de esfera ciclico de orden 2%, Con esto, se
puede establecer lo siguiente:

Proposicién 5.3.10 El género de AWy, €5
om—uiti 96 25—u
2

donde ¢ es tal que £ es el orden de o y § es tal que 2¥ = med(n,l +%). Ademds,
UNE ecuacion para XNk,:,._- €s
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ot —u--1 om—t—1
¥y =( ~ (= + 1)
Demostracién:Primero notamos que:

‘Ark,l’]_\G/.Al = [GI 44Ark,[’1] = [G 4 <G, 7"2)] =2

y v

[Nk \G/B| =[G : BNyl =[G {a%,8)] = 2

donde £ = {a%|. Para calcular [Nt 1\G/C| usaremos la férmula del Teorema,
5.0.3.
Ne(C): C
'Nk,l,l\G/Cl — [ G( ) ]

W(IO £ Nk,t,vl + [Cﬂ aka,;,”(ab)_l D

= 2”““([0 n Nk,l,vl -+ IO n ka’[’ub—lD
= 27RO N Nigy|)

Baste. ver que potencia de ab cae en el nicleo

de la representacién. Como se
vié antes se puede ver que

(a.b)2 — 62a§+2
Por lo que la matriz de (ab)? queda. como;
(ab)2 - w2£+(§+2)k1

De lo cual se puede establecer
impar. En general, si 2% = med

ab es 2—’} Por lo tanto:

que el orden de esa matriz es n si ysolosil+kes
(n,! +%) se puede ver que el orden de la matriz de

Wi \G/C| = 2%+

¥y de esta forma, el genero de Xy, o8t

—gmowiny g, 32 -9 gt
2
gl g giu

2
El céleulo de la ecuacién de X, S€ hace de forma similar a otros coclentes
vistos, [
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A continuacién, consideremos lag representaciones de dimensién 1. Estas son de
la forma

Ek,l ( at b’u) - ,wkt-[-lu

donde 0 < k,I<n—1conk per. De forma similar a los casos anteriores podemos
establecer las siguientes proposiciones:

Proposicién 5.3.11
My = (a7 772, quony

donde med(k, n) = 2%, med(l, n) = 22 Y Us son enteros positivos con v, minimal
tales que n|(kvy +- lvy):

Proposicién 5.3.12 X, M, €8 ts0morfa a la curva definida por la ecuacion:
y2m—'u1 _ $217l'—ﬂ2 _ 1
5.4. Jaccobianas y Variedades de Prym asociadas
a Cocientes Intermedios

Ahora, en ciertos casos de subgrupos H de G, interesa ver como es J (Xu) ¥
P(X|Xy). Consideremos primero los subgrupos 4; = {a?").

Por el teorema 2.9.3 y las proposiciones 5.3.1, 5.3.3, 5.3.5, 5.3.7 y 5.3.9, podemos
establecer lo siguientes resultados respecto a las Jacobianas de cocientes intermedios
de & obtenidog en capitulos anteriores:

Proposicién 5.4.1

At S ﬂ Nk,l,‘u ﬂ Mk,l

m—u<t u<t
donde u es tal que a” es un generador de M.

Proposicién 5.4.2

T(&a)~ ] D™ x [ Doy, P2 ~ I 227 % 11 Dr

m—v<t u<t t>m—v u>t

P(Xa|%an) ~ T D57 x T] Dis
=t

t=m—uv
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Ahore, si consideramos ahora los términos de la serie central de , tenemos que
hacer la distincién si J<m-—jono. En el primer caso, recordamos que si § es el
mayor entero tal que sj < m — 4, tenemos que para 1 < ¢ <s+1:

m—1] m—tj
.Z;, = {ap ,bp )

De esto podemos establecer 1o siguiente:

Proposicién 5.4.3

Proposicién 5.4.4

J((Yzf_) ~ H Dzz;j_u X H Dk,z

i<y maw{sy,so)<m-—tj

P(X|Xg) ~ [[ DI x IT b

i v maz(sy,s3)>m—tf
H—F—u
P(th IXZH-I) ~ H Dﬁ,l,v X H Dk,f
ESB(E41)5 m~(t+l)j<max(s1,52}_§m—tj

Para los casos de p = 2, se puede hacer un ejercicio similar en el caso de los sub-
grupos de A. Supengamos que 7 # 2. En ese caso, es evidente que A4, estd contenido
en todos los M. Esto nos dice que::

Proposicién 5.4.5 § P=2yi+#2, entonces

A < ﬂ Nesy ﬂ My,

vt ki
donde 2¥ = med(k, n)
De esto se deduce que:

Proposicion 5.4.6 $; p=2y7+#2, entonces

ci (8 2/sch(¢
T(Xa) ~ ] DEecites) [IDx, Pxjy) ~ [[ pieetn

m—u<t,i kil t>m—u,l

sch(o
P(XA:,XAS-H) ™~ H Dfil (et X HD"”

t=m—-pl U=t
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Sip=3j =29, tenemos lo siguiente:

Proposicién 5.4.7 & Pp=2y37 =2 entonces

A4 < ﬂ My,

v<e,l

donde 2" = mcd(k, n)
De esto deducimos:

Proposicién 5.4.8 8 p=2 ¥y J =2, entonces

J(&n) ~ [ Dy, Pla)cy,) HDkl,l x [T Dry, P(XaXasy,) ~ ] Diy

<t >l v=t,}

En general, para B y sus subgrupos se puede hacer el mismo andlisis, el cual se
puede resumir en los siguientes proposiciones:

Proposicién 5.4.9 i p es smpar, entonces:
I ﬂm—ugt Nitw ﬂsggt Mg st p>2
B, < ﬂk,sngt A 'rk,ﬁ,l ﬂk,sg_(_t *Mk,l 8 p= 2,7 % 2

-Bt e
l B, < ﬂk,mﬁugt Nii1 ﬂk,m—uggz Myy5 si p= 2,j=2
Con esto tenemos Io siguiente:
S

Proposicién 5.4.10 $; P €5 impar, entonces:

J@)~ T DB x [T Des P(|) ~ IT 227" % [ Dus

km—u<t k,gq<t hym—u>t k,sp<t

Sip=2y3j+#2 entonces

N i,
T@) ~ [1 D" % ] D PRI ~ [ D50 s 1T Dy
kst k,8a<t km—u>t kso>t

tp=2yj =2 entonces

JEs) ~ 1 Dhgox ] D P1A) ~ T Di, x 1T Du

k80t F,sq<t km—u<t km—ug<t




Apéndice A

Grupos Ciclicos Finitos v Enteros
modulo n

En este capftulo presentaremos propiedades de grupos ciclicos ¥ del anillo de

enteros mddulo » que serén de utilidad para el trabajo de tesis. Nos enfocaremos en
el caso en que n es una potencia de un primo.

Un hecho evidente es

que todo grupo ciclico finito es isomorio g, Z/nZ donde n
es el orden de dicho grup

0. En adelante usaremos |g notacidn:
a=,b
para decir que a es congruente a b médulo n.

En el capitulo anterior mencionamos

que si G es ciclico de orden primo, Aut(@)
es ciclico. Primero, notamos el siguiente

lema cuya demostracién se deja al lector:

Lema A.0.1 8 G es un grupe ciclico finito de orden n, entonces

Aut(Q) = (Z,)"

El siguiente teorema nos dice cuando Aut(@) es ciclico:

Teorema A.0.1 Sean > 1 un entero positivo. Entonces (Z,

)" es ciclico si y solo si
7 s 2, 4, una potencia de primo impar o el doble de una po

tencia de primo impar,
Demostracién: puede consultarse en [25], pags. 92-95,

Esto nos dice que Aut(G) es ciclico en los casos antes i

ndicados. Supongamos que
7 = p™ donde p es un primo impar ym > 3.
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Nos fijaremos en la estructura de Z, como anillo. Sea 1 < § <m— 1 ¥ consi-
deremos r = 1 - . Es claro que r ¢ Zy. Sea U; el subgrupo de 7 generado por
T

Lema A.0.2 El orden der en (Zn)* es pm—i

Demostracién: Se puede hacer usando teorema. del binomio ¥ propiedades de
coeficientes binomisales. Se deja al lector.

Con esto, consideremos lo siguiente:

Observacién A.0.1 sea H el subgrupo de (Z,)* formado por los elementos de In
Jforma 1+ kp!. Es un subgrupo, pues:

(14 kp')(1 +1p7) = -+ {k +1 4 klph)ph)

y el inverso de (1-+kp?) es (1 +kp? )L que por ln igualdad anterior es un elemento
de H. Hay ezactamente P77 elementos de este subgrupo. Pero sabemos que {r} es
un subgrupo de orden p™7 por lo que H = (r},

Con esto, podemos obtener el siguiente lema:

Lema A.D.3
pm=d

;o on(ptiad
Z Tk — pm—g + (p 5 )
k=1

Demostracién: La suma del lado izquierdo es igual, por la observacidn anterior,

a:
p™io1 P P . (p™d — 1)p™d
> Atk = 3 14y 3 hopmig 3
k=0 k=0 k=0

Con lo que se llega a demostrar el leme. [
En lo que sigue el ntimero

i (P11
m—j 4 2\ T 2]

P+ 5

se denotara por P -

Ahora, supongamos que 72 es una potencia de 2, digamos n = 2™ con m > 3. En
este caso, (Z,)* no es ciclico, pero se tiene lo siguiente:
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Lema A.0.4 Sean vy, 1, Y vs los siguientes elementos de (Z/nZ)*:

n
V1—§"*"1

Iy
L’E_§+1
Vg=n—1

Entonces el orden de estos elementos médulo n es 2 Y el subgrupo generado por
estos tres elementos es isomorfo al grupo de Klein

Demostracién: Obvia,

Ahors, estudiaremos acciones de (Zn)* en st mismo, considerando su estructura
de grupo, con el objeto de definir Ia estructura de los grupos que nos interesan. Para,
ello, recordamos la. siguiente proposicidn.

Proposicion A.0.11 Sin — q™ es potencia de un primo q, entonces
Z/nZ*| = (g 1)g™*

Demostracién: Ver [25], pag. 69.

De esto, se establece que en el caso de primo impar, si Zn, = {1} actiia en s mismo
de forma no trivial, entonces el automorfismo de Z,, determinado por la accién de 1
debe tener orden una potencia de p, siempre que la accidn no ses, trivial. Vamos a ver
que el producto semidirecto Zr, % T, determinado por la accidn dada por elementos
del mismo orden en 7, es esencialmente la. misma, por ser 7, y 7}, ciclicos.

En el caso p =2, la accién es de todas formas debe ser una potencia de 2, pero
nos concentraremos en las acciones dadas por los 5. De todas formas vamos a ver
que las acciones que generan son diferentes

Para ver esto, primero Supongamos que n es potencia de primo impar. Conside-
remos ¢ 1 Zpn, —+ Z;, y denobemos por ¢ — ¢(k). Veremos ehora que en nuestro caso,
si k y I son tales que ¢ y ¢1 son elementos del mismo orden 1 en Aut(Z,) entonces
los productos semidirectos Zy, determinados respectivamente por esos automorfismos

son isomorfos. Esto se ve porque existen &£ y { en Zy, tales que:

oy

bu(z) = bz, dy(z) = I

Sea t € Z7 tal que tk =, Entonces e orden de ¢ es el mismo que k y Iy ademss:

o) (33) =z = thy — tey, (SC)
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Sea ¢! el inverso de ¢ mddulo n. Definimos:

h: Zn X“ﬁk Zn—“}zn ><l¢; Z’n
Rz, y) = (tz, 1 Ty)

Claramente es biyectiva. Es un homomorfismo de grupos pues:

h(z,y) + h(z,w) = (tz, ) + (b2, 0lw) = (x + qi(t Yz, ¢y +w))
= e+ 17y2), My ) = (1o + By), 12y + ) = (e + de(y)z,y +w)
= ]2.((13, y.) + (Z, ’UJ’))
Por Io tanto, Z,, Mgy Lp =2 Ly 14, 7. B particular, todo producto semidirecto

de esa forma esta determindado de forme. nice salvo isomorfismo por la accién dada,
por los r,.

Otra propiedad que cumplen vy es la siguiente, la cual se deja al lector:

Lema A.0.5 $ik es par, entonces

51 k es impar, entonces

k
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