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NOTACIONES

N 52
A= ; g—:&:, : operador de Laplace.

E) : medida espectral de un operador autoadjunto H, o sea, By = X(-co(H)-

E]’ = XI(H )
xr : indicatriz de un conjunto I

HF(Q) : espacio de Sobolev de todas las ¢ € L3(f2) tal que ¢ tiene derivadas hasta el orden
k en L*(9)).

HE(Q2) espacio de Sobolev que se obtiene completando C$°(§2) con la norma de H*(Q2).
C : cuerpo de niimeros complejos

B(a,r) : bola abierta de centro e y radio r en R".
o(H) : espectro del operador H.

E, : esperanza segun el estado p.

(o, (H — A—1i-0)"Yy) : limsyo{p, (H — 6 — - 6) ")

W : Wronskiano.




RESUMEN

En este trabajo usaremos una caracterizacion de R. Lavine acerca del fenémeno de
resonancia en Mecénica Cuéntica. Segiin éste, un vector unitario ¢ € L?(R") es un
estado resonante cuanto esta localizado en posicidn y tiene tiempo de vida grande.

El objetivo principal es el estudio de estados resonantes para barreras de poten-
cial en dimensiones n = 1 y n = 3. Mds explicitamente, consideramos una sucesion
de barreras de potencial de altura fija y de ancho creciendo a infinito. El operador
limite tiene entonces vectores propios y nosotros demostramos que estos vectores
propios son resonancias para los operadores H,,.

Para la semirecta, redemostramos ademas este resultado. Haciendo un cambio
en la escala de tiempo. Explicitamente, obtenemos que la medida espectral asociada
a la barrera de ancho n, converge a la medida lorentziana, lo cual también muestra
el comportamiento casi exponencial deseado.




SUMMARY

In this thesis we use R. Lavine’s characterization of resonance phenomena in
quantum mechanics. According to Lavine, a unitary vector q)eL2 (R") is a resonant state
when it has a long sojourn time and is localized in position.

Our main aim is the study of resonant states for potential barriers in dimensions

n =1 and # = 3. More specifically, we will consider a sequence of potential barriers
with the same height but whose width m grows to infinity. The limit operator has
eigenvectors which we prove to be resonant states for the operators Hp,.

Regarding the half-line, we will reprove this result making a change in the time
scale. Explicitly, we obtain that the spectral measurement which is associated to the
barrier with width m converges to the Lorentz measure, and we establish an almost
exponential behavior.




Capitulo 1

Introduccion

Una clara concepcién mateméatica del fendémeno de resonancia en Mecdnica Cuénti-
ca, la cual esté basada en principios fisicos relevantes, alin no ha sido posible de
manera definitiva. Existen distintas aproximaciones y una extensa literatura al res-
pecto. Podemos mencionar por ejemplo, la caracterizacién que usa una extension
analitica de la resolvente del hamiltoniano, la posibilidad de encontrar resonancias
via concentracién espectral o bien, el establecimiento de la relacion entre resonancias
y decaimiento temporal, haciendo un cambio en la escala del tiempo.

Un articulo resumen de distintas aproximaciones a resonancias puede ser encon-
trado en [20]. Mencionamos ademds, el texto [15] donde también es tratado este
tema en forma general.

En general, el hamiltoniano de un sistema cuantico es matematicamente un ope-
rador autoadjunto en un espacio de Hilbert adecuado. El fenémeno de resonancias
ocurre cuando este operador es absolutamente continuo pero, en algiin sentido, posee
" casi” vectores propios. La existencia de un vector propio se traduce en un estado es-
tacionario, con un tiempo de vida infinito, mientras que la presencia de resonancias
se traduce en estados que viven una cantidad de tiempo muy grande.

En este trabajo, consideramos el tipo usual de hamiltonianos, vale decir, pertur-
baciones del Laplaciano de la forma H = —A + V(z), donde el potencial V(z), que
actiia como operador de multiplicacién, es una funcién real, definida para z € R".
Para V{(z) adecuado (ver [Reed & Simon)), el operador H, actuando en L*(R™) es
autoadjunto y, por ende, su espectro es real y su resolvente (H — 2)~*, mirada como
funcién de z, con valores en el dlgebra de los operadores acotados en L*(R"), es
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analitica en los semiplanos superior e inferior.

Bajo la hipétesis de decaimiento exponencial del potencial V, existe una exten-
sién analitica de la resolvente del Hamiltoniano, desde el semiplano superior hasta el
semiplano inferior del plano complejo a través del espectro de H, con posibles polos
en este ultimo. Si existe un tal polo, digamos z = Ay — ¢, entonces existird una
solucién saliente de la ecuacidn diferencial

Hyp = (~A+ V)= (o —ie)*,
es decir, una solucién que tenga el comportamiento asintético, #(z) ~ ¢ efPo—ielzl
cuando |z| —+ oo, en el caso en que la dimensién espacial es n = 1.

Es claro que tal ¢ no es de cuadrado integrable y, de hecho, pertenece al espacio
de las funciones con crecimiento exponencial en infinito. Sin embargo, se espera que
la presencia de un tal polo conlleve a la existencia de un estado resonante, es decir,
un vector propio ¢ € L%(R") para el cual la probabilidad de que el sistema, después
de un tiempo t, esté en su estado inicial, o sea,

, e d
o) =| [N to, B,

tenga un comportamiento exponencial del tipo e~2¢, para un intervalo grande de

tiempo y algin e pequefio. Mas aiin, ¢ debe estar “cercano” al vector 1, en algiin
sentido. Cuando ¢ es un vector propio del operador H, dicha probabilidad es uno
para todo tiempo ¢, lo que indica que ¢ es una solucién estacionaria.

Estos argumentos, como asi también otros similares que involucran deformacién
espectral, son uno de tantos métodos para exponer el fenémeno de concentracion
espectral para el operador autoadjunto H (ver [18]) .

El punto de vista que adoptamos aqui, consiste en el hecho que la aparicién
de una resonancia en un modelo dindmico en Mecanica Cudntica, no es sélo una
revelacion del fendmeno de concentracién espectral para el Hamiltoniano H, sino
que, igualmente importante, es el establecer la "localizacidn espacio-tiempo”del
objeto resonante (ver [21]).

También, ha habido intentos en comprender el fenémeno tipo concentracién es-
pectral en términos directos de la dindmica. Tipicamente, la situacién es tal que el
Hamiltoniano no perturbado H, tiene un valor propio simple Ey con vector propio
@ y, como consecuencia de una perturbacién Vy (A pardmetro real), éste desaparece
en el espectro continuo de Hy, = H + V. Ademds, H) — Hy cuando A —+ Ag (Ag
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podria ser infinito) en un sentido adecuado. Luego, se estima la conducta asintética
de la probabilidad de encontrar el vector propio evolucionado en el mismo estado
después de un largo tiempo, es decir, la conducta de {p, e *#3*p) cuando t -+ c0 y
A= Ag.

Asociado a esta situacién, es posible, en algunos casos, construir una funcién de
energia ) y una funcién de reordenamiénto del tiempo I'(A), con Alin)} I'(A) =0, tal
que, ’

: T
li ¢ BB )2 = T 1.1
Jim (e, o)l (1.1)

donde el limite es tomado cuando t — co y A = Ap de tal manera que T =T'(A)t es
mantenido constante.

Otros resultados relevantes en resonancias, concentracién espectral y decaimiento
exponencial aparecen en [16], [17], [29], [32]. Métodos numéricos para estudiar
resonancias se encuentran en [13].

Estas ideas han sido desarrolladas en detalle por Emch y Sinha [8], en problemas
con barreras de potenciales. La situacion por ellos abordada es diferente a la que
consideramos en este trabajo y consiste de una barrera de ancho fijo y de altura
creciendo a infinito. Especificamente, estos autores consideran V,(z) = nXfrz1q ()

yH, = —% + V,.(z), actuando en L*([0, c0)), con condicién de Dirichlet (0) = 0.
Cuando n converge a infinito, el operador H,, converge, en el sentido fuerte de la

resolvente, al operador Hy, = H; @ Hg, donde H; es el laplaciano ——— en el

interior de la barrera [0, 7], con condiciones de Dirichlet ¢(0} = ¢(7) =0y Hg es
2

también ———, pero actuando en el exterior [7 + a, o) con condicién ¢ (7 +a) = 0.
El operador H, tiene valores propios, por ejemplo, cualquier funcién de la forma
w(z) = senkz es un vector propio, pero, para cada entero positivo n, el operador
H, es absolutamente continuo. Esta es precisamente la situacidn recién descrita y,
de hecho, en [8], se establece la relacién (1.1).

Aqui también estudiaremos hamiltonianos que involucran barreras de potencial,
pero nos interesa el caso en que la altura de la barrera se mantiene fija mientras su
ancho crece a infinito. Tal barrera puede ser descrita por una funcién real V,(z)
que sea no negativa, acotada, de soporte compacto y que verifique V;,(z) = 0, para
0<z<ay Vy(z) > h, h >0 para z en un intervalo de largo n. Supondremos
que, cuando 7 converge a infinito, el potencial V,(z) tiende a una funcién V(z),
donde V,(z) > h, para = en un intervalo de la forma [b, co). Por ejemplo, podemos
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tomar Vo(z) = b Xpesn)(T) ¥ Veolz) = hX[a,00)(z), donde x; denota la funcién
caracteristica de un conjunto 1.

d? d?
Es facil verificar que los operadores H,, = ~ +Vo(z) y Ho = —os + VoolT),

actuando en L%(R™), son autoadjuntos, donde estamos considerando la condicién de
Dirichlet ¢(0) = 0. Especificamente, estamos considerando como dominio de H, y
H,, el espacio H2(R*) N H}(R™).

Atin cuando podemos demostrar que cuando n tiende a infinito, H, converge
a H,, en el sentido fuerte de la resolvente, cada operador H, es absolutamente
continuo, mientras H, tiene valores propios. Estamos entonces en la situaciéon donde
se espera que se manifieste el fenémeno de resonancia, en el sentido de establecer la
existencia de estados para los cuales haya un decaimiento exponencial aproximado.

Por otra parte, la existencia de resonancias y su relacién con el decaimiento

exponencial para el caso de hamiltonianos de la forma H = ~ 5 + V(z), en la
semirecta y con la condicién de Dirichlet ¢(0) = 0, ha sido estudiada por varios
autores. Por ejemplo, usando la idea de extender analiticamente la resolvente del
operador H = —o= T V(z), R. Lavine [22] demuestra que ciertas soluciones re-

sonantes presentan un decaimiento casi exponencial en el tiempo. Explicitamente,
cuando V(z) es una funcidén acotada, positiva y con soporte compacto, entonces una
solucién truncada y normalizada en L%([0, R]) de la ecuacién diferencial Hp = zp,
donde 2 = Xy — i€ es un polo de la continuacién analitica de la resolvente, verifica,

l(¢, e-—-inw) _ 6-—-:’(;\0—-1'5).‘.] S ce - IE’HE[,

donde ¥(z) = xpo,m(z) ¥ ©(0) = 0. En este resultado se asume que B > 0 es
suficientemente grande de modo que el soporte de V(z) estd contenido en el intervalo
[0, R].

A continuacién, describimos brevemente el contenido de cada capitulo.

El capitulo 2 estd dedicado a presentar un resumen de resultados preliminares.
En este capitulo demostramos la proposicién 2.4.1, la cual es una versién de un
Teorema demostrado en |23], pero en dimensién uno.

Nuestros resultados principales aparecen en los capitulo 3, 4 y 5.

En el capitulo 3, consideramos el problema de encontrar estados que sean casi
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vectores propios para operadores de la forma

d?
Hn = —E + Vn(.'.E),
donde V,(z) es una barrera de potencial de altura fija & y de ancho n, por ejemplo,
Va(2) = BXjs,atn)(z). Consideremos ademds, un vector propio del operador

d2
do?

donde Vuo(z) es la barrera de ancho infinito, por ejemplo, Veo(2} = hX[s,c0). En
dicho capitulo, demostramos que ese vector propio actia “casi como un vector pro-
pio” para los operadores H,. Lo esencial de la demostracién consistié en verificar
previamente que la resolvente saliente (es decir, la continuacién meromorfa de la
resolvente del operador H,) converge fuertemente a la resolvente usual del opera-
dor Hy, en L*([0, R]). Esto permite demostrar que existe cierta estabilidad entre
valores propios del operador H, y las frecuencias dispersivas de los operadores H,,
en el sentido de que éstas se encuentran cerca de los valores propios del operador
Ho. También es posible demostrar que las soluciones resonantes asociadas a las
frecuencias dispersivas se aproximan, a medida que n — oo, a los vectores propios
de Hep.

Hoo = + Voo(m)a

Las estimaciones que aparecen en este capitulo, sin embargo, son independientes
del tiempo. Este resultado se apoya en el articulo [22].

En el capitulo 4 se extienden estas conclusiones para barreras de potencial en
R3, es decir, operadores de la forma

H,=-A+V,(z), =ze€R

donde V;, es simétrica respecto del origen, es decir, es radial. En este caso, podemos
descomponer las ecuaciones en esféricas armonicas y esto permite reducir el problema
a un problema en R andlogo al estudiado en el Capitulo 3.

Finalmente, en el capitulo 5 también consideramos la sucesion de barreras de
potencial que crece a infinito V(%) = Af[s,a4n)(x), haciendo un cambio en la escala
de tiempo, demostramos que para ¢ € L?(R*) con

Heo(9) = Aoy
se tiene que existe una sucesién T, \, 0 tal que

. d =
JLI{.IO a(@: E[AO“TnAlAO'{'TﬂA](‘D) - m
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donde E™ es la medida espectral para H,,. Esto permite demostrar que

,}Lnolo (o, e—i(Hn—Ao)ﬁ 0y = e—te—ith

y esto muestra que en algiin sentido [{p, e *##ntp)|? se comporta como e~ para n

grande y £ en compactos.

Esta idea fue usada en [8] para demostrar un resultado andlogo, pero para ba-
rreras de potencial de ancho fijo y cuya altura crece a infinito.




Capitulo 2

Preliminares

Comenzaremos este capitulo presentando un resumen del formalismo matematico
usual para la Mecdnica Cudntica. Hay una extensa literatura en esta area, que co-
mienza con el trabajo pionero de J.Von Neuman [24]. Aqui pondremos énfasis sélo
en algunos aspectos, que nos permitirdn estudiar la relacién entre resonancias, de-
caimiento exponencial, y el fenémeno de concentracién espectral. En la descripeién
de la teoria que presentamos en las secciones 2.1 y 2.2, seguimos esencialmente el
texto [25].

2.1 Definiciones basicas

Sea 7 un espacio de Hilbert complejo. En este espacio es posible definir una
estructura que llamaremos un espacio de Probabilidad Cudntica (%, P(H), p),
donde,

i) P(H) es el conjunto de las proyecciones ortogonales en #, es decir, E? = E,
E*=F.
i) p es un operador autoadjunto positivo en H y de traza igual a uno.
Cada proyeccién ortogonal E € P(H) juega un papel andlogo al de los sucesos

0 eventos en un espacio de probabilidad clasico. Asimismo, el operador p juega el
papel de una medida de probabilidad.
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Por ejemplo, cuando H es un espacio de dimensién finita y p es una mafriz
diagonal entonces en alguna base adecuada, tenemos,

y41 0
Do

0 Pn
donde los elementos diagonales p; > 0 y la traza Z p; = 1.

i==]

Definicién 2.1.1 Dado un suceso B € P(H), definimos su probabilidad segin p
como
o(E) :== traza (pE)

Por ejemplo, en el caso de dimension n, si tornamos un suceso E que diagonalice
simultaneamente a p, entonces

EF =

donde cada ¢; es 0 o 1.

La probabilidad de F resulta ser precisamente

p(E) = Z bi

ci#0

Los operadores autoadjuntos de 4 son andlogos a las variables aleatorias en la
teoria de probabilidad y se denominan en este contexto, observables del sistema.

Definicién 2.1.2 Si A es un operador eutoadjunto, entonces su esperanza seqin la
probabilided p se define por

B,(A) == traza (pA).




CAPITULO 2. PRELIMINARES i0

Nuevamente, en el caso de dimensién finita, si A es una matriz diagonal real,

a

A=

entonces la esperanza de A segin p es

ar P 0 n
E,(A) = traza(pA) = traza .. = Z a;p;
0 Qn  Pn =1

Nota: A la probabilidad p también se le llama esfado. Ademds, un estado p es
puro cuando es la proyeccién ortogonal sobre un espacio de dimension uno, es decir,
cuando p actua como p(v) = {p, ¥}y, para algiin ¢ € # unitario. En este caso no
haremos distincién entre p y .

Claramente, cuando ¢ es un estado puro y E es una proyeccién ortogonal, en-
tonces su probabilidad segin p es

p(E) = {p, Ep) = || Epl*.
También, para un observable A, su esperanza segiin el estado ¢ es,

E,(4) = {p, Ag).
Como un ejemplo concreto tomemos el espacio de Hilbert # = L?(R"). En este caso,

un estado puro es simplemente un vector ¢ € L2(R") con lo(@)]*dz = 1.
Rn

Sea F el operador “multiplicacién por xy”, donde U C R® es un conjunio de
Borel. Entonces, £ es una proyeccion ortogonal y la probabilidad de F segiin ¢ es:

(0. Be) = [ p@)Bl)(o)s = f (@) da.

Ademas, si f : R® — R es funcién medible entonces la esperanza de f segiin p es

{p, B(p)) = /f(:r:)lcp(a:)|2 da.

Vemos por ejemplo que en el caso particular de dimensién n = 1, f(z) = z
da precisamente la esperanza de la variable aleatoria = con funcién de densidad de

probabilidad [p(z)]2.
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2.2 Evolucién en el Tiempo

En Mecénica Cudntica, la evolucién en el tiempo estd dada por la ecuacion de
Schrodinger

dp

90 _ o

? ot ¥
donde H es un operador autoadjunto en el espacio de Hilbert H. Este operador
es conocido como el Hamiltoniano 6 energia observable del sistema. Dada una
condicién inicial ©(0) = (g, la tinica solucién estd dada por ¢(z,t) = e *Hipgy(z),
donde la exponencial puede ser definida, por ejemplo, a través de la teoria espectral
de H, ver [18].

Ejemplo En el caso de una particula cudntica en R® que estd sujeta a la accién
de un potencial V : R? —+ R, el Hamiltoniano es H = —A + V(z). Para un estudio
detallado de este tipo de hamiltonianos; mencionamos, por ejemplo [27], donde
aparecen condiciones sobre V() que garantizan que el operador H es autoadjunto.

Asi, la evolucidn en el tiempo queda descrita por el grupo unitario:
U= {e "/t c R}.

Es decir, si ¢ es el estado en ¢ = 0, entonces ©(t, 1) = e *p(z) es el estado en
el instante de tiempo .

Este grupo permite también describir la evolucién de observables y eventos.
En efecto, consideremos un estado puro ¢ € H y sea X una variable aleatoria
(es decir, un operador autoadjunto en #). La esperanza de X en el estado p es
E,(X) = (¢, X¢) y luego la esperanza de X en el instante ¢ dado el estado inicial

¢ es:
E(X;) = (e~Htp, X iHity).
También, si F € P(#) es un suceso, su probabilidad en el instante ¢ es
(e, Be™Mp) = || Be™*Hy|?

Algunos antores llaman a esta ltima, la probabilidad de que la particula esté en
el subespacio Rango(E) en el instante de tiempo ¢, cuando el estado inicial es ¢.




CAPITULO 2. PRELIMINARES 12

En el ejemplo concreto del espacio de Hilbert # = L3(R™), si F es el operador
multiplicacién por xy, entonces

[ et ()2 dz
o

representa la probabilidad de que la particula con estado inicial ¢ esté en U en el
instante de tiempo t.

En particular, podemos tomar el evento que corresponde al estado inicial mismo,
o sea, E(f) = (p, f)y, en cuyo caso, la expresién anterior se transforma en

P,(t) = [{p, e ) ?

la que se interpreta como la probabilidad de que el sistema esté, en el instante ¢, en
su mismo estado inicial .

2.3 Decaimiento Exponencial

En general, el decaimiento exponencial es un comportamiento observado en la na-
turaleza, por ejemplo en el decaimiento radioactivo. Por otra parte, este comporta-
miento esta relacionado con el fendmeno de resonancia, en el sentido que los estados
resonantes decaen lenfamente de manera exponencial y tienen tiempo de vida gran-
de.

En general, es imposible encontrar un estado que decaiga exponencialmente, es
decir, un vector unitario ¢ € H para el cual se tenga que (i, e *#*p) = e~ para
algiin ntimero complejo z con Im(z) < 0. En efecto, cuando H es un operador
positivo y absolutamente continuo como los hamiltonianos que se consideran mas
adelante, su espectro estd contenido en el intervalo [0, 00}, de modo que si F) es la
medida espectral asociada y ¢ € H es un vector unitario, entonces, la derivada de
Radon Nikodym

. d
P,(\) = a(eo,EAeo)

se anula en (—oc0,0]. Puesto que {p, e *#ty) es precisamente la transformada de
Fourier de P,(}), el teorema de Payley-Weiner descarta la posibilidad de dicho

comportamiento exponencial.

Como Lavine hace notar en [22], una solucién ingenua para este inconveniente
seria la siguiente: si z fuera un ndmero complejo 2, con Im(z) < 0, para el cual
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la ecuacién Hy = zp tuviera una solucién no trivial ¢, entonces inmediatamente
tendriamos que {p,e #¥p) = e¢~**t. Como H es autoadjunto, todos los valores
propios son reales, de modo que la tinica posibilidad serd buscar al vector propio
v en un espacio mayor que H. Sin embargo, en este iltimo caso, la expresion
{ip, ") no tendria sentido.

Se quiere entonces encontrar estados que decaigan casi-exponencialmente, en el
sentido que |{p, e *¥p) — e7**t| < ¢ donde € es pequefio y ¢ en R*.

2.4 Frecuencias Dispersivas

Consideremos ahora un operador autoadjunto H en el espacio de Hilbert L*(R¥), o
sea, un hamiltoniano para una particula en la semirecta.

Como ya mencionamos, una forma de hallar estados que decaigan casi-exponen-
cialmente es encontrando soluciones de la ecuacion:

Hu = (Ap—i€)uy, (2.1)

para lo cual serd necesario extender H a un espacio que contenga al espacio de
Hilbert 7.

En lo que sigue, trabajaremos el caso concreto de una particula en la semirecta
bajo la accién de un potencial V(z). El Hamiltoniano correspondiente es entonces

d?
H= HE-{-V(&;)

con dominio P(H) = H?(0, co)NHE(0, 00). Este dominio corresponde a la condicién
de Dirichlet ¢(0) = 0.

En todo lo que sigue suponemos que V() es una funcién positiva, acotada y con
soporte contenido en un intervalo de la forma [0, R]. Con esta hipétesis H resulta
ser operador autoadjunto.

Asi, buscamos soluciones de la ecuacién,
" +V(z)u= (M —ie)u, >0 (2.2)

que satisfacen u(0) =0, con Ag € R y € > 0 adecuados.
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El espacio solucién de este problema tiene dimensién uno y por lo tanto tiene
muchas soluciones. Fuera del soporte de V, (2.2) es una ecuacién diferencial ordi-
naria con dos soluciones linealmente independiente a saber, e~*VA~iZ y givA—ie
Aqui, hemos elegido la raiz cuadrada de modo que Im(v/A — ie) > 0.

Por convencién ponemos la condicién que la solucién en (2.2) sea exponencial-
mente creciente, vale decir, elegimos la solucién que se comporta como eiV3 %% gj
ésta existe. Por otra parte, es posible expresar las soluciones de (2.2) mediante una
ecuacion integral, la que, ademds, permite encontrar una continuacién analitica de
la resolvente (H —~ z)7!, a través del eje real. Esta continuacién analitica usa la

funcién de Green para el operador %— + V(z) y sus polos, en el semiplano inferior,
z

son las llamadas ”frecuencias dispersivas”.

Definicién 2.4.1 Una “frecuencia dispersiva”para el potencial V(z) es un nimero
complejo zy, con Im 2y < 0, de modo que el problema,

—p"+ Ve = zip, para x>0,

©0) = 0,
p(z) = ce*® para x grande,

tiene una solucion no trivial. Dicha funcion serd llamada una solucidn resonante.
Esia es inica salvo constante.

Nosotros adaptamos aqui el punto de vista de R. Lavine, quien caracteriza una
resonancia o estado resonante de la siguiente forma,

Definicién 2.4.2 Un estado resonante para un operador H, es un vector unitario
© para el cual se tiene que

i) |l¢lls es grande, para B acotado.

i) f](go, e~ o) 2dt es grande.

A continuacién presentaremos una demostracién del hecho que las frecuencias
dispersivas son los polos de una continuacién analitica de la resolvente, usando la
técnica desarrollada por Loe [23], quien analizd este problema en dimension tres.
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Dados z,y >0 y z € C consideremos la funcién

K(@,1,2) = —{= = oo,

Se tiene que K{z,y,z) es la funcién de Green para el operador __z2 en la semi-
recta, con condicién de Dirichlet en cero. Esto significa que dada una funcién f :

R* — C de soporte compacto, se tiene que

we)= [ Ko, 5@y (2.3)
0
es una solucion de
—u" —2%u = f, 1>0,
u(0) = 0.

La funcién u(z) dada por (2.3) tiene el comportamiento asintético u(z) ~ ce**®
para z grande, es decir, la funcién de Green considerada, entrega precisamente
las soluciones que satisfacen la condicién de ser exponencialmente crecientes que
aparece en la definicién anterior. Esta condicion es conocida en la literatura como
la condicién de radiacién de Sommerfeld o la condicién de ser ”saliente”. Por otra

parte, para Imz > 0, el problema

" +V()u = 22u+ f(z), z>0,
u(0) = 0, (2.4)
u(z) = e**, para z grande

|

d2 -1
tiene solucidn tinica que coincide con la resolvente usual (—E-—E +V 22 f-
z

M4s ain, para cualquier z la solucién de (2.4) satisface la ecuacién integral

M@=AWKMM@U@—VWW@M% (25)

Asi, z es una frecuencia dispersiva si y s6lo si la ecuacién integral
oo
we) = [ Ky V@i (26)
0

tiene alguna solucién no trivial.
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Para estudiar estas ecuaciones integrales, consideremos el peso p(z) = ¢™°%, con
s > 0 fijo y el espacio:

X ={pe th®/ [ " o(@) Pul)de < oo}

Definamos los operadores integrales Ly (z) : X —+ X dados por

Iv(ae)a) = [ " K (29, 9)V(w)ow)dy.

Es claro que z es una frecuencia dispersiva si y sélo si ¢ = Ly (2)¢p, es decir, si
y s6lo si ¢ es un vector propio de Ly(z) con valor propio uno.

Proposicién 2.4.1 Sea M = {z € C/Im z > —s/2}. Entonces para cada z €
M, Ly(z) es un operador compacto en X.

Demostracidn. Sabemos que si existe G € L2(X?,dz ® dz) tal que

Dv(e)ele) = [ 6,0, 2)o(0)nle)dy
entonces Ly (z) es compacto en X.

Ahora bien, puesto que el soporte de V' estd contenido en [0, ],

Iviaes) = [ " K (3,9, 2V @)e()dy

R
= f K(z,y, )€V (g)ply)e=""dy
0

Sea G(z,y) = K{z,y,2)e’?V(y), entonces,

0o poo o pR
/; /0 |G(z, y)|Pe * e Vdzdy = ‘/; /u |K (z, 9, 2) ]V (3)|*e¥ e *"dzdy

o0 B
C/ {f leiz|zHy| _ eiz|:c+y|[2esydy} e—s:r:dx’
0 0

(A
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donde ¢ = sup |V|2.

Supongamos que z = « — 3, entonces,

co T R
f Ieiz:c|2 {f Ie—izy _ eizylesydy + |e--izx _ eizmlzf Ie:'zylzesy} e~ 5%y
0 ¢ T

[o%s] T R
— / 62,6:.: {/ |e—z'zy . ez‘zylesydy + |e~izz _ eizmIZf |eizy|2esy} e~ dr.
0 ¢ x

Pero para z € M sc tiene que Imz = § < s/2. Luego esta integral converge y, por
lo tanto, Ly (z) es un operador compacto.

El resultado que sigue es una generalizacion de la alternativa de Fredholm, pero
védlida para una familia de operadores dompactos en un espacio de Banach, que de-
pende analiticamente de un parametro. Su demostracién aparece, por ejemplo, en

27]. O

Teorema 2.4.1 (Steinberg) Sea {L(z)} wuna familic de operadores compactos
que depende analiticamente de z.

FEristen entonces zy,...,2Zn, en el semiplano complejo inferior, tales gue se
cumple solo una de las siguientes posibilidades:

i) Si z € {z;}; entonces L(z)p = ¢ tiene solucién no trivial.

i) Siz & {z}, entonces dado f de soporte compacto, eziste una tnica solucidn
¢ de L(z)p—p={.

Ademds la solucidn ¢ en (i) es meromorfa con polos en {z;}.

Como una aplicacién de este teorema a los operadores Ly (z), obtenemos,

—d? )
Teorema 2.4.2 Dados el operador H = ——+V (z) se tiene que ezisten 2y, ... , 2k,
Im z; < 0 tales gue se cumple solo una de las posibilidades:
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i) Para cada i, eziste solucion no trivial de H(p) = zp, y

i) Dado f de soporte compacto, eziste una dnica solucion para H(p) —zp = f
para cada z % z;.

Demostracion. Por la proposicién anterior, sabemos que los operadores Ly (z) son
compactos y por lo tanto verifican el teorema de Steinberg. Asi, existen frecuencias
dispersivas 2, con Im (z) < 0 y existe ¢ € X no trivial que verifica la ecuacién,

o) = [ " K(z,9, 2V (@)ow)dy.

Por lo tanto, ¢ es solucién de,

= =2Pp = Vo,
p(0) = 0,
w(x) = e**, paraz > R.

Es decir, —¢" + Vi = 22 y, por lo tanto, H,(¢) = 2%p.

Supongamos ahora que z no es frecuencia dispersiva y sea f funcién de soporte
compacto. Consideremos la funcidn,

F(z) = fo " K (2, 2) f)dy.

Tenemos entonces que F' € X. Luego por el teorema y la proposicién anterior, y
debido a que 2z no es frecuencia dispersiva, existe una iinica solucién @ € X para,

Ly, (2)p —p=~F,
Asi, ¢ satisface,

o(z) = F(z)+ Ly, (2)o(z)
= fo Tk (z,9,2)f(¥)dy + Lv, (2)p
_ f " K(,4,2)(F @) - Valw)o(w))dy

En otras palabras, ¢ es soluciéon de

"+ Vap—zp=f
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Por lo tanto H,p — 2¢p = f y ¢ es saliente. 0

Otra forma de mirar el teorema anterior es la siguiente. Consideremos la solucién
¢ dada en (ii) como funcién de z. Entonces, el resultado anterior dice que para
Imz > —s/2, el operador ¢(z) es analitico, salvo por polos {z}; , los cuales son
precisamente las frecuencias dispersivas.

Definicidn 2.4.3 La resolvente p(z) construida anteriormente la llamaremos “re-
1

solvente saliente”y la denotaremos por (H — z).

Notamos gue la resolvente saliente coincide con la resolvente usual cuando Imz >
0. De este modo hemos consequido extender analiticamente la resolvente usual a
través del eje real, pero esta ertension no coincide con la resolvente usual en el
semiplano inferior Im(z) < 0.

2.5 Barreras de Potencial

Consideremos ahora una particula cuantica que se mueve en la semirecta y que
estd encerrada por una barrera de potencial de altura h > 0 y largo finito. Explici-

tamente y por simplicidad, consideramos el hamiltoniano H = ——+ V(z), donde
V(z) = hxr(z) con I = [a,b], 0 < a < by con la condicién de Dirichlet ¢(0) = 0.

Clésicamente, una particula que parte en el intervalo [0, a] y que tiene una energia
pequeila, se queda para siempre en dicha region.

Cuédnticamente, existe el “efecto tinel”: una particula siempre atraviesa la ba-
rrera y se va a infinito. Sin embargo, si el ancho b — a de la barrera es grande
esperamos que la particula se quede atrapada en [0,e] por una gran cantidad de
tiempo. Matematicamente, el hecho que la particula atraviese la barrera significa
que el operador

d?
H= '—@ + V(:E),

tiene espectro absolutamente continuo. De hecho, existe una buena teoria de Scat-

d? .
tering para el par (Hy, H) con Hy = ——, y por lo tanto Hy y H son unitariamente
da?
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equivalentes y asi H resulta ser absolutamente continuo.

En particular, H no tiene valores propios, pero cuando la barrera es muy larga,
es decir, cuando b—a es grande, esperamos que la particula permanezca en su estado
inicial por una gran cantidad de tiempo. Asi, queremos encontrar un estado ¢ que
sea casi un vector propio de H, en el sentido que la probabilidad de permanecer en
ese estado inicial después de un tiempo ¢ sea cercano a uno. Ademss, tal estado ¢
debe estar localizado en la regién [0, a].

Para esto consideramos los Hamiltonianos para una barrera que crece hacia in-
finito, o sea,

—d?
Hy = e +Valz), Val@) = AXfe0tn)
y la barrera infinita,
—d? )
Hy = ) + Vco(:c), Veolz) = hX[a,00)

Es fcil demostrar que (H, — 2)™! — (Hy — 2)™! fuertemente en L*(RY)
([18]), cuando Imz # 0. Pero esta convergencia no es estable respecto del espectro
ya que

o(Hy) = [0,00) ¥ 0(He)={Mi}iei U[h, 00)
donde Ap, Ag, ..., A, son valores propios de H.

Alin para cada operador H, esperamos que, eligiendo ¢ como un vector propio
de Hy, podamos construir un estado resonante para H,, si n es suficientemente
grande.




Capitulo 3

La resolvente saliente en la
semirecta

En este capitulo se desarrollan basicamente dos problemas. El primero consiste en
demostrar que, para todo intervalo compacto [0, R], la resolvente saliente del opera-
dor H,, converge fuertemente a la resolvente usual del operador Hy, en L%([0, R]).
Esta convergencia permite demostrar, que en un cierto sentido, existe estabilidad
entre las frecuencias dispersivas de los operadores H, y los valores propios de H,
y también entre los estados resonantes de H,, y los vectores propios de H.

Bl segundo problema consiste en demostrar que los vectores propios de H, son
estados que decaen casi exponencialmente para los operadores H,. La técnica apli-
cada para demostrar esto tltimo fue usar precisamente la estabilidad mencionada
en el primer problema.

Recordemos que en este capitulo, V;, es una sucesién de barreras de potencial de
altura constante h y de ancho n.

3.1 Convergencia de la resolvente saliente

Para demostrar el primer resultado mencionado, necesitamos de varios lemas previos.
El primero es una versién de la desigualdad de Poincaré en dimensién n = 1.

21
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Lema 3.1.1 Sea ¢ € H!([0, R]) tal que ©(0) = 0. Entonces,

I R
[ 1e@ras <ar? [ 1o

Demostracidn. Una simple aplicacién de la desigualdad de Schwartz demuestra
que,

W@ - leOF = 28 | ola)(o)is
< AJE 1T 1P
< 2fT Py 12
Por lo tanto, integrando en [0, B],
[ wtaras som( [ o@pa [ @ paay

de donde sigue inmediatamente el resultado. O

El resultado siguiente nos da una estimacién a—priori de la solucién de la ecuacién

d?
diferencial ordinaria para los valores propios de iR + V(z).
T

Lema 3.1.2 Supongamos que V(z) es una funcién real acotada, con soporte com-

pacto. Sea p(z) una solucidn de,

"+ V() = 2p, >0
99(0) = 0,

donde z es un nimero complejo. Entonces, ¢(x) satisface,

B f 0)'
"oV < l'( e4R(h+]z|)R’
fo W@ e < mvie + 12D

pare todo R > 0.
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Demostracion. Sea F(z) = |¢'(z)]? . Entonces F'(z) = 2Re@ (V — z)p y luego,
para 0 <z < R,

F@) - [ OF = [7F(s)ds
= 2Re j;]m @'(V — z)(p
< 2(Vlleo + 1D (5 'Y (7 Yol

< 2([[Vlleo + [2)22 [ 1#'1%,
por el Lema 3.1.1.

Consideremos ahora la funcién G(z) = [ |¢'|*ds. Entonces, para 0 < z < R,
se tiene que G(0) =0 y G'(z) < |¢'(0)]*> + 4R(h + [2|)G(z) y, por la desigualdad
de Gronwall, concluimos que,

|‘P'(0)] 4 z|)T
G(z) < me R{h-+|z])

O

El resultado que sigue puede deducirse de la teoria general de estabilidad es-
tructural de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. Los potenciales V,(z) v Viol(z)
corresponden a barreras de potencial de largo = e infinito respectivamente, pero,
para obtener la referida estabilidad, basta suponer que V,, converge a V,, puntual-
mente.

Lema 3.1.3 Sea {p,} una sucesidn acotada en L?([0, R]) y supongamos que cada
on, €8 solucion fuerte de la ecuacion,

fn: 0<$SR
0,

—@n + Van — 200
©n(0)

donde {f,} es una sucesién de funciones en L'([0, R)] tal que f, converge casi en
todas partes a f en [0, R]. Supongamos también que @, converge casi en todas partes
a una funcion Y. Entonces ¢ es solucién de la ecuacidn

It

— 4+ Voo — 200 = f, 0<z<R
Pe(0) = 0.
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Demostracion. Sea g € C°(RY), entonces,

R R o4
—f gsoii+f g(Vn—Z)&on=/ 9fn-
0 0 0

Integrando por partes dos veces, obtenemos,

¥id R R
f 9”90n+f g(Vn_z)‘Pn=f gfn.
0 0 1)

Ahora, usamos el Teorema de la convergencia dominada, para concluir que:

R R R
f g 00 + f 9(Voo — 2)pe0 = f gf.
0 0 1]

En otras palabras, ¢, es solucién débil de la ecuacién

—oo + (Voo — 2)000 = f.

Sea F = f — (Voo = 2)oo + Yoo - Entonces ¢y, ¢s solucion débil de,

Yoot Po = F
Pof(0) = 0

y por regularidad (ver, por ejemplo, H. Breziz [6]), ¢ es solucién fuerte. 0

Consideremos ahora dos soluciones linealmente independientes ¥y, y ¥2, de la
ecuacién homogénea —¢ll + Vo (z)on — 20n =0, 0 <z < R, tales que %, ,(0) =0,
han(0) =1y ¢,(0) = 1. Usaremos posteriormente estas soluciones para construir
explicitamente una funcién de Green asociada a esta ecuacidn.

Lema 3.1.4 Sea f una funcidn de soporte compacto contenido en el intervalo {0, M|
y sea {c,} une sucesion de nidmeros reales tales que ¢, — 0. Consideremos las
funciones @, definidas por

onle) = 57 0010 @) [ ban(@en () +3n(c) [ dialdenf(G)ds) B

Si o, converge a alguna funcién p., casi en todo punio de [0,00), entonces o, = 0.
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Demostracidn. Notemos primero que , es solucién de la ecuacidn,

_90;: -+ Vn(m)ﬂon — ZPp = C'nf: z >0
wn(0) = 0

Por el Lema 3.1.3, la funcién g, es solucién del problema homogéneo,

—@ + Voo (@)oo — 2000 = 0, >0
Po(0) = 0.

Por otra parte tenemos que,

M
Pn(0) = %n; ./0 Pon(s)f(s)ds.

Puesto que ¥ ,(0) = 1, usando los Lemas 3.1.1 y 3.1.2 podemos ver que

M
f Yo n(8)f(s)ds depende solamente de M. Por lo tanto ¢/ (0) — 0 cuando

0
n — 00, y entonces ¢l (0) = 0. Sigue entonces que ¢y, es la solucién de una ecua-
cién homogénea, con condiciones iniciales también homogéneas, de donde ., = 0.
0

En lo que sigue, asumiremos que ¢ = /2 no es frecuencia dispersiva para
H. Asi, es posible elegir 4, ¥ ¥, como antes, pero con ., saliente, esto es,
Yon(z) = dpe?V?®, para ¢ grande. También, f denotard una funcién en L de
soporte compacto.

Lema 3.1.5 Sea {y,} una sucesion tal que cada @, verifica la ecuacion,
—h +Vaon —20n = f,
©On saliente

Entonces, dado R > 0, la sucesidn {p,} es acotada en L*([0, R)).

Demostracion. Sea R > 0.

Supongamos que la sucesién {p,} no es acotada en L2([0, R]). Entonces existe
una subsucesion, que denotaremos de nuevo por {¢,}, tal que [j¢,] > n, donde
aqu{ || | denota la norma en L?([0, R]).
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Sea ¢, = y sea 8, = cpion.

1+ [ienll

Tenemos entonces que la sucesién {6,} es acotada en L?*([0, R]), de hecho,
1]l < 1.

Miremos ahora la sucesién {6,} en HZ2([0, R]). Tenemos que {6,} es acotada
en L?*([0, R]}, y como —0"-+V,0,— 20, = ¢, f, entonces {6}, {6} son acotadas
en L*([0, R)). O sea, {6,} es acotada en H?[0, R].

Como la inclusién H2([0, B]) — H([0, R]} es compacta, tenemos que existe una
subsucesién convergente en H'([0, B]). Por comodidad anotaremos esta subsucesién
de nuevo como {#,}. Podemos suponer entonces que {f,} converge a una funcién
8 € H'([0, R]). Entonces por Lema (3.1.4) tenemos que 0,,(0) =0, 6,,(0)=0, y
por lo tanto Ia soluciéon #, es la funcién nula.

Pero no es posible que 8, =0, ya que, en L?|0, R},
1

Ooo]] = i = lim ——— =1.
[0l = Jim el = fsn, sl
Por lo tanto, {¢,} es acotada en L?([0, R]), para todo R. O

Notemos que cuando ¢ = 1/z no es una frecuencia dispersiva para H, ¢l problema,

—" +Valz)e = zp+flz), z>0

tiene una nica solucién saliente y ésta se puede representar por (3.1).

(3.3)

Lema 3.1.6 Seca ¢ la dnice solucidn de (3.3). Entonces ¢ es suma de funciones
que decaen ezponencialmente en [a,a -+ n], con respecto a la variable z o funciones
gue tienden a cero, cuando n converge a infinito.

Demostracidn. Sea r = /h — z, y sean 9, ¥ 1o, elegidas como antes. Explicita-
mente,

sen(+/z z)
hale)={ V7

1€ + e ™, xz Ela,atn
Y

, z € [0,q]
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donde ¢; ¥ ¢; son constantes complejas dadas por,

rsen(za) + z cos(za) o—ra

2r\/z ’

rsen(za) — zcos(za) .,
L*3 -

% = 2ry/z

Por otra parte,
die™ + dpe ™, z € [a,a+n]
Pon(%) = i
dyetv?e, z>a+n
donde,

g = TEWE +2iﬁefﬁ(a+n)e—rca+n),

d = T “2iﬁeiﬁ<a+n>er(a+u)_

Notemos que para el Wronskiano de 1 ,, 92, se tiene que

W (10, Vo) = YraWsp — Yo V2n = 2r(cidz — cody) # 0,

debido al hecho que z no es frecuencia dispersiva.

27

Supongamos ahora que el soporte de f estd contenido en el intervalo [0, M], ¥
sea . un entero positivo que verifica M < a + n. Entonces, para £ > M, se tiene

que,

0a) = oin(s) [ on(s)f(5)ds + Yan(s) [ unls) F(o)ds)

_ Yon(T) u
= —T/V—‘[U 'ﬁ[’l,n(s)f(s)ds

C

_ c(z)
= W'ﬂb&n (-'L' )

— C(Z){ dy e & d2 —rm}

€
2r Cldg - ngl C]_d2 - ngl
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donde ¢(z) = [ ¢1a(s) f(s)ds
_ )

Un céleulo directo muestra que ¢(z) no depende de n. Asi, poniendo é(z) = o

obtenemos,

T &(z |e™| le™™|
|‘10( )l < IC( )I {"CI% — |62“ + ”cll — ICz%zL"}

d
Por otra parte, es facil ver que —d—l = d(z)e~*™", donde d(z) no depende de n.
2

Sea ahora = Re r. Entonces, para todo £ > M, tenemos que

Bz

T é(z L e L e P
lo(z)] < &( ){l |d_(3'5 €261 _ ¢y + | let| — |e2d(z)]e=57] }

Caso i) 8 < 0 . En este caso, escribimos,

efe e P
z)| < |e(z + .
lo(z)] < 12(z2)] {”CI"E(IT)|32'3“_ leal] ~ [le] — |02]6—2Bn[}

Cuando n — oo el primer sumando tiende a [ | y el segundo sumando tiende
Co

a cero.

Caso ii) 8 > 0. Aqui,

er:z: d e—rm
lo(@)] = lew(z)] - ——-- a*:' +lez(2)] a
c1'"6232' cl—cg-d—z
() |, o) |,
— TR ,TT + e re
d ¢ d
cy — Cz—l c; — 62-—1'
d2 d2
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para o bastante grande |dy/da| < €, entonces

lp(z)| < cre™2PmHPE 4 cpePe,

Podemos ahora formular el resultado principal de esta seccién.

Teorema 3.1.1 Dada una funcion g de soporte compacto se {iene
(Hy - 2)5kg — (Heo — )72 en L0, E)).

para cualquier R positivo. Donde z es tal que \/z no es frecuencia dispersiva de H,,,
para n suficientemente grande y no pertenece al especiro de H,.

Demostracién. Sea , = (H, — 2);1g- Entonces y, satisface,

_(P;;+Vn99n'_'z90n = 9
wa(0) = 0

¥ v, es saliente.

Sea R > 0y sea {yn,} una sub-sucesién de {g,}. Entonces, por el Lema
3.1.5, {(@n.} es acotada en L?[0, R] y, por lo tanto, en #?[0, R]. Como la inclusién
H2([0, R]) — H*([0, R]) es compacta, existe una sub-sucesién convergente {‘Pnkj}-

Supongamos entonces que @n, — Qoo en H ([0, R]). Sea {yn, } otrasub-sucesién

de {¢n,} ysupongamos que ¢, —h en H'([0,R]), con h # @e. Por el Lema
(3.1.3), tenemos que

_(Pgo + Voolloo — 2000 = 8,

oo (0) 0,
¥y que,
~h" +Veoh—2zh = g,
h(0) = 0,
Asi,
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Pero, el Lema 3.1.6 demuestra que ¢, y h estdn en L?([0,00). Por lo tanto, z €
o(Hy). Pero esto es una contradicci6n, luego sigue que @, — € L*[0,0) es nulo

Y Yo —h=0.

Es decir, toda subsucesién de {@,} tiene una subsucesion la cual converge a
©oo, Por lo tanto lim ¢, = ¢ en L?([0, R]). 0
n—3co

Nota: El teorema anterior implica que la “resolvente saliente” es estable respecto
del espectro, como se vera en el siguiente corolario.

Corolario 3.1.1 Sea f € L*(R?*) tal que
Heof = Xof, f(0)=0.

Entonces, dado € > 0, eziste 29 € C, Im () < 0 tal que H,p = zpp tiene una
solucidn saliente que satisface ¢(0) =0, para n grande y |[Mo — 20| < €.

Demostracion. Sea € > 0 lo suficientemente pequefio de modo que la bola
B(Xp, €} no contenga otros valores propios de H,,. Vamos a demostrar que para
n suficientemente grande, H, tiene una frecuencia dispersiva en el interior de

B(/\o,é).

Sea I' = B(Ag,€) \ B(Ag,€)

Podemos suponer que en I' no tenemos ninguna frecuencia dispersiva (de lo
contrario estaria resuelto el problema).

Como no existe solucién no trivial para el problema

—p"+Vap = 2p, 2€T
©(0) = 0, ¢ saliente,

entonces por el teorema de Steinberg, dada una funcién g (g de soporte compacto),
existe una tdnica solucién ¢, (-,2) de

—0f +Van— 200 = g,
©a(0) = 0,
©n saliente

Como funcién de z, la solucién ¢,, es analitica salvo por polos, que son precisamente
las frecuencias dispersivas.
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Ahora,
(f, (Hy — 2)71g) = {f, (Hoo = 2) ') = [{f, (Hn—2)7"9) — (Hoo — 2)7*g))
< JANIH, — 2)71g = (Hoo — 2) gl

y por teorema 3.1.1, ||(H, — 2)7g — (Hw — 2)"'g|| = 0, cuando n — oo
luego {f,(H, — 2)"'g) converge uniformemente en z €I" a

(f'.- (Hoo — z)_lg) ’
Luego,

%(f? (Hn - z)*lg>dz —* f{f: (Hoo - z)ﬂlg)dz-
r r

Pero

(F, (Hoo = 2)729) = ((Hoo — 27 ,8) = 3 ().

F45, (= 201z = (1,9) § 5

Esta ultima expresion es distinta de cero. Por lo tanto, para n suficientemente
grande,

Por lo tanto,

45, (o = 2 g)ie
T

también es distinta de cero.

Esto significa que la funcién {(f, (H, —z)"'g) tiene un polo en el disco B(Ay,¢)
y por lo tanto ¢, = (H, — 2)"!g tiene un polo en B()g,€). En otras palabras,
existe zg € B{Mo,€), con Im(z) < 0 y existe ¢, tal que H,(p) = zp con
©w(0) =0,y y saliente. O

El préximo resultado muestra que los estados resonantes de H, también conver-
gen a los vectores propios de Heo-
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Teorema 3.1.2 Supongamos que Hy,f = Aof, tiene una solucidn no trivial f €
L2(R*) que satisface la condicién de Dirichlet f(0) =0y f'(0) = 1. Entonces, dado
e > 0, erxiste una solucion saliente no trivial @, del problema

Hypn = zan

va(0) = 0
tal que,
llen = Fllzz2go,my < e

Demostracién. Por el Corolario 3.1.1, existe una sucesi6én de frecuencias dispersivas
{25} en el semiplano complejo inferior tal que lim 2, = A,.
n—oo

Asi, para cada 2,, existe ¢, solucidén no trivial del problema

'—(P;: +Vaon = zapn, >0,

©a(0) 0

Il

tal que ¢, es saliente .

Usando los Lemas 3.1.5 y 3.1.6, se tiene que la sucesion {¢,} C #([0, E]).
Como —} = (2, — Va)n, entonces {on} C H2([0,R]) ¥y {w.} es acotado en ese
espacio. Asi, {¢,} tiene una subsucesién {¢,, }, convergente en #'([0, R]).

Podemos suponer entonces que @, — @x en HY([0,R]). Ademss, ¢ es
solucién de la ecuacién,

— P F VeolPeo = AotPos
para x > 0.

Como ¢,(0) = 0 para todo n € N, se puede escoger un miltiplo adecuado de

modo que, para z € [0, a], se tenga p,, (z) = ﬂﬂ—@l. Por lo tanto, ¢}, (0) =1,
i

paratodon,yasi ¢ = f en [0, R]. 0
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3.2 Decaimiento casi-exponencial

Ahora usaremos el siguiente resultado de R. Lavine [22], quién demostré que cuando

w es un estado resonante, truncado, y normalizado para un operador H de la forma
2

H= —(—i% + V(z), donde V(z) > 0, V de soporte compacto, entonces para todo
tiempo £, _ o
(i, e™*4p) — e 00| < celtn(e)|.

En otras palabras, asociado a una frecuencia dispersiva cercana al eje real, existen
estados que decaen casi exponencialmente.

Explicitamente, hemos elegido ¢(z) = X0, ()% (), donde 1(z) es una solucién

saliente de
—" Vo = (A —ie), >0
(P(O) = 0,

con f (@) Pz = 1.
0

Sea ahora A2 un valor propio del operador Hy, y sea f € L2(R¥) el correspon-
diente vector propio. Explicitamente, podemos tomar

f(z) = sen{Aoz) , 0<z<a
= sen(Aga)e VEHE-a) >,

]

Por los resultados anteriores, existe una sucesién de frecuencias dispersivas {22}
tales que 22 — A2. Claramente, podemos asumir que z2 = A2 — ie, donde A2 — A2
ye, — 0.

Ademas, asociado a cada z, existe una solucion resonante ¢, la cnal verifica,

—ol +Vaor = 22pn, z>0,

©a(0) = 0
©On saliente.

Podemos entonces elegir

sen(znz), 0<z<a

(Pn(x) =
Cine Vv h—zlz 4 Con€Y h"zlem, a<<z<a+n
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donde las constantes ¢;, ¥ ¢z estdn dadas por,

[\/h = 2Z sen(zxa) — 2, cos(za)leV "~
Cin = ,
" 2/h— 22

¥

[/h — 22 sen(2,a) + 2, cos(zpa)]e”VEre
Copm = .
% 2/ h—22

Proposicién 3.2.1 Con las notaciones anteriores, se liene que

It — Fllzomy < (VAE— & - X5) e,
donde ¢ es una constante positiva que no depende de n.
Demostracion.  Dado € > 0, considere la bola abierta en C, B()\3,¢) = {z €
C/|A3 — z| < €}.
Para z € B()\},¢) calculemos la norma anterior de L? en [0,a] y [a, ] separa-

damente.

i} Para 0 < z < a tenemos que ¥,{(z) = sen(z,z) y f(z) = sen{lpz).

Entonces por teorema del valor medio
[ (2) — f(2)| < Bl cos(w)] v/ A} —ien — Ao
para algiin w € B(A3, €).

ii) Para a < z < a + n, tenemos que

Vh — z2sen(z,a) — z, cos(z,a) _ /h—z2(z~a)
e A8 — f(x)
2¢/h — 22
\/h—-z (z—a)

I\/ — 22 sen(zpa) + 2, cos(zna), A
— 22

[%a(2) — f(=)| +

Notemos que como A2 es un valor propio de H,,, tenemos que,

Ao cos(Apa) + 1/ h — A3sen(Aoa) = 0.
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Para z € B(A3,¢) y a < z < a -+ n definamos
vh — z%sen(za) — zcos(2a) _ /53(o—q)
f— —— - y
9(=) W e f(z)
h(z) = Vh — z2 sen(za) + z cos(za)

Entonces g(\g) = h(A) = 0, y nuevamente por teorema del valor medio, te-
nemos que

|lg(2)| < |/ A} — ie — Aol
[(2)] < elv/A; — ien — Ao,

para alguna constante positiva ¢. Por lo tanto,

[9n(z) — f(@)| < |/ X — den — Aol

y

Ahora
[ 1ato) = 1@z = [ lnte) = f@)Pdz+ [ i) - Fa)Pas
< aR|/OZ = ey — do| + (R ~ a)|/RE —Ten — A

Asi, finalmente obtenemos que

= Fllzaomy < (VAE+ = 33) e

Teorema 3.2.1 Sea f una funcidn en el espacio L*(R*) de modo que f es solucidn
del problema

Hof = Xof
f(0) =0,
f’(O) = /\0.

Sea {22} una sucesidn de frecuencias dispersivas tales que 22 - A2 y sea ¢, una
solucidn no triviel de,
Hyp, = zyz;‘Pm z >0,
en(0) = 0,
0 (0) Zn-

Il
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Supongamos ademds que 22 = X2 — i€, (y por tanto A2 — X} y €, — 0). Entonces

[(f, 7itint ) — i) < (/R +E — M) R+ e

Demostracion. Un célculo directo muestra que,

[{2n, eiH"t(Pn> - (fs e_iH"tf)! I(‘Pn - f, e—iHnt(Pn) + (f; e_iHnt((Pn - .f))l
lion = £Il lenll + 1171

VALt & - M) eR
( )

IA A

Por lo tanto,

[(f et ) — TR < [(f, e HREf) — (o, e by |+
+|('10n: 3_1H“t(,0n)| — e—l(a\o—zen)t]

< eR(VETE-N) +cen

O

Finalmente, presentamos el resultado siguiente, que establece que, en un sentido
fisico, un vector propio f del operador H,, es un estado resonante para H,, cuando
1 es grande.

Corolario 3.2.1 El estado f del teorema anterior verifica lo siguiente:

i) f estd localizado en posicidn, mds precisamente,

00
f |f(2)|?dz < ce™®F, ¢,b>0

R

i1) El estado f tiene tiempo de vida grande respecto del operador H,. Ezplicita-
mente,

[ ey

n

Demostracion. Para x > a, tenemos que

f(ﬂ:) — Ce—\/h—z\um’
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de donde se concluye la afirmacién i) de inmediato.
Para demostrar ii), notemos que 22 = A2 — i¢,, con €, = 0y A2 — A2, Luego,
(et )] = 4, 78 f) — i 4 5
¥, por la desigualdad ||a| + [b]| > ]b] — |a]|, concluimos que,

(£, e7* 2 £}

> |(f, e—iH,.tf) _ e—z,.tl _ Ie—izntl
> (1//\;*1 + €2 — ,\g) cR + ce, — et

tomemos ahora S, = (1/ M+ e — )\ﬁ) cR + ce,. Claramente, S, — 0.

Ademss,

g - 25, 1
[ ity 2 gima B oot gy L (g ).
0 € 2¢,

1
Por lo tanto, tomando T = = obtenemos que,
n
1

[o F ((f, e ot ) P,

. . 1
diverge con orden mayor o igual a —.
n




Capitulo 4

La resolvente saliente en RS

4.1 Convergencia de la resolvente saliente en R?

El objetivo del capitulo 4 es exiender radialmente los resultados del capitulo 3 al
espacio, es decir, a R3. Para esto consideraremos los operadores

Hy=-A+V,(lz]), Heo=—-A+Vo(z|), zecR?

donde Vi(lal) = hxearn (7)) ¥ Via(l2]) = Xiwatea(lal), = € BE.

Por simplicidad sélo consideraremos el caso de barreras de potencial que, como
funcién de R = ||, son constantes a trozos.

Mencionamos por ejemplo [27], donde se estudian operadores de la forma —A +
V(z) en L2(R3?). Estos resultados se aplican en nuestro caso, donde se obtiene que
cada H, es un operador autoadjunto absolutamente continuo con espectro |0, c0),
mientras que H,, también es autoadjunto pero tiene un mimero finito de valores
propios positivos, cuando h es suficientemente grande.

En general, cuando V(z) > 0 y tiene soporte compacto, el operador —A + V()
tiene, a lo mas, una cantidad numerable de frecuencias dispersivas.

Asi, por ejemplo, en [23] se demuestra que para cada H,, existen 2j5,...,2%n €
C, en el simiplano inferior Imz < 0, para los cuales se verifica sélo una de las
siguientes posibilidades:

38
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i) Para cada i,n, existe ¢, € #2, solucién saliente no trivial de Hypn = zin0n.

ii) Si 2 no es ninguno de los z;,, entonces dada g de soporte compacto, existe
una inica solucién ¢, saliente de

—A(pn) + Vaon — zion = g-

Ademsds esta ¢, es analitica, como funcién de 2, salvo porlos polos z15,... , Zkn-

Usaremos el hecho que los potenciales V,, ¥ V,, son radiales para transformar el
estudio de la resolvente saliente de H), a un problema en la semirecta [0, 0o) y luego
usaremos los resultados del Capitulo 3.

Bl operador laplaciano —A representado en coordenadas esféricas corresponde
al operador \
7 29 1
—A=—|—=+-)—-=L
(6r2 + 'rar) T2
2

donde L, = £ corresponde a la parte angular, y
0? n 20
or?  ror

Usaremos a continuacion descomposicién en esferas arménicas, que permite es-
cribir al espacio L?(R®) como una suma directa de subespacios en cada uno de los
cuales —A+V(r) se representa como un operador en la semirecta R*. Mencionamos
por ejemplo el texto [27] para resultados de esta teoria.

es la parte radial del operador.

Las funciones esféricas arménicas {¥;,} forman una base ortonormal de vectores
propios para el operador L, en L?(5%) y

L(Yem) = £(£+ I)Y&m
conf=0,1,2,.- . y—L<m<imel
Consideremos ahora una solucién ¥ del problema unidimensional,

=" +V(y) =2, y>0
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y definamos para = € R?,
#(la))

|=]

p(z) =

1 . s
Entonces, A¢ = —1"(|z]) y por lo tanto ¢ es solucién, en R3, de

||
—Ap+V(r)p =272, r=|z|
Esto muestra entonces, que toda solucién del problema,
~9" +V(y)p = 2%
puede ser inyectada como solucién para el problema,

—Ap+V(r)p=2%, zcR.

Haremos uso de este hecho en el sigiiente lema.

d?
Lema 4.1.1 Sea z* una frecuencia dispersiva del operador ) + Vu(z) donde
z € Rt , entonces 2* es frecuencia dispersiva del operador

H,=—-A+V(ly]), y€R?

— +Va(z) , entonces existe

Demostracion. Como 2?2 es frecuencia dispersiva de — =

una solucién ¥ no trivial del problema

" +Vo(m)yp = 2%, >0,
$(0) = 0
tal que #(z) = ce**®, para R grande.
Para y € R?® definamos ahora,
1
e(y) = —]zb(lyl)-

ly

Por el comentario anterior ya sabemos que ¢ es solucion de la ecuacién,

—Ap + Va(ly)e = 2%.
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izly|
Pero ademds ¢(y) = CT | cuando |y] — 00, la cual es precisamente la condicién
Y
de ser saliente en dimensién n = 3.
Por lo tanto 2? es frecuencia dispersiva de H,. O
i
. d? :
Sea ahora f un vector propio del operador H, = = + Vo (z) con valor propio

F(yD)
lyl

{zn} es una sucesién de frecuencias dispersivas con z, = A, — i€, ¥ {¥n} es la
sucesién de soluciones resonantes asociadas a {z,} de modo que z, = A ¥ ¥y, — f,

Pa(lyl)
|yl

Ao, entonces g(y) = es vector propio de H,, con valor propio Ag. Si ademds,

entonces, si definimos @, (y) = se tiene que la ecuacién [[¢n — gllr2any =

¢l|$n — fllz2(o,r), donde Bg es la bola de radio R > 0, centrada en el origen, en R®.
Asi, pn — g en L (R®). Ademsds,

. : 2
<g’ e—antg> — (f, e"%(—:—zg'l‘Vn(:B))tf)
luego, por los resultados del Capitulo 3,

g, e7ntg) — e < cey,

En otras palabras, para los valores propios de H, que provienen de valores
propios del problema unidimensional, existen frecuencias dispersivas de H,, que las
aproximan.

En lo que sigue de este capitulo, se generaliza este resultado para cualquier vector
propio del operador H, = —A + Vo(|]).

Lema 4.1.2 Para £=0,1,2,... sea @y solucion del problema

ge+1)

firs

—pg + Ve + wr — 2 = f,

©0e(0) =0, (z) = €** cuando z — .

donde f es una funcidn de soporte compacto.

d?
Supongamos que z no es frecuencia dispersiva de ——— + V(z). Entonces ¢,

es exponencialmente decreciente en el soporte de V(z), en el sentido del Lema 5.1.6
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Demostracion. Sea g= f — m:l Yz ¥ 9n = g Xjo,n), €ntonces g, es de soporte

. . . 2 .
compacto y como z no es frecuencia dispersiva de —d% + V(z), entonces existe
una unica solucién u, de

—ul +Vup —2un, = gn
u,(0) = 0,
un(T) = €€ para T>mn.

Veamos que la sucesién {u,} es acotada en L%(]0, R]).

Si suponemos que no es acotada entonces [ju,[| > n.

Sea v, = m ¥ 8, = Ynun, entonces {0,} es acotada en L?([0, R]), luego
existe una subsucesién convergente {#,, }. Supongamos que 8,, — 8, € H([0, R]),
pero

—0Op, -+ Vo, — 205, = Yn,0n,, Para todo ny.

Luego —8 +V 8., = 20, por Lema 3.1.1 y por lo tanto z es frecuencia dispersiva

del operador ) + V{(z), lo cual es una contradiccién.

Por lo tanto {u,} es acotado en L2([0, 2]).

Luego existe una sub-sucesién {u,, } convergente. Supongamos que u,, — u,
u € HY[0, R]).

Por Lema 3.1.6, u, es exponencialmente decreciente en el soporte de V(z).
Ademds u, — u en H?*([0, R]), donde u es solucién de

-—u”—!—Vu-i-ei“u—zu = f
u(0) = 0,
u(z) — €*F cuando T — o0,

y entonces por la unicidad se tiene que w = ¢, por lo tanto ; es exponencial-
mente decreciente en el soporte de V. 0

Lema 4.1.3 Supongamos que z no es frecuencia dispersivae del operador H, = —A+
Va(lyl) ysea on solucidn saliente no trivial de ¢, = (H,—2)7'f, donde f esuna
funcidn de soporte compacto en R3. Entonces @, es exporiencialmente decreciente
en el soporte de V().
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Demostracion. Se tiene que
—Aipn + Vo — 2000 = |,
¥ v, es saliente. Usando la descomposicién en esféricas armoénicas, tenemos que,

o2+ 1)

2

“P;:,e + Pn,g -+ Vn(Pn,e —2Pne = fe
gon'E(O) = 01

donde {n e} y {fe} representan a ¢, y f respectivamente.

Debido al Lema 4.1.1 se tiene que z no es frecuencia dispersiva de de —az +

Va(z). Luego por lema (4.1.2), cada ¢, es exponencialmente decreciente en el
soporte de V,(z)} y entonces:

On = D Pas([yD)Ye(w), a<|y|<a-+n

= e ) Yo {w)

es decir, ¢, es exponencialmente decreciente en el soporte V,(z). 0

Lema 4.1.4 Supongamos que z no es frecuencia dispersiva de ninguno de los ope-
radores

Hn =—A+ Vn(lyl)a yve RS
Sea 1, = (H,—2)"}(f), entonces {i,} es una sucesion acotada en L*(B(0, R)).

Demostracidn. Supongamos que {1} no es acotada en dicho espacio, entonces
existe una sub-sucesién que denotaremos de nuevo por {#,} tal que,

%=l = n.

1

1 + ”Il)bn”.pn
la norma en L? de la bola de radio p en R3. Entonces, como antes, la sucesién

0, := cp1P, es acotada en HZ(B(0,R)) y tiene una sub-sucesién {6,} convergente

Como en el capitulo anterior, tomamos ¢, = , donde [| ||, denota
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en HY(B(0,R)). Supongamos entonces que, cuando 7 tiende a infinito, 6, =+ feo,
donde 0, € H'(B(0, R)) .
Tenemos que,
—Ab0, + Vb, — 20, = ¢ f

y 8, esexponencialmente decreciente en el soporte de V,, , por el Lema 4.1.3. Como
f tienme soporte compacto y ¢, converge a cero y ademds f,, € L*(R%). Tenemos
que B verifica que

—Ab + Veoloo = 200-

Pero entonces z € o(Hy) = [0,00) lo cual es una contradiccién. Tampoco es
posible que 0, =0 ya que [|f]l = lim |e;] ||Ye]l =1 . Por lo tanto {¢n} es
=300

acotada en L? de B(0, R). 0

Teorema 4.1.1 Supongamos que z no es frecuencia dispersiva de los operadores
Hy=—-A+ Vn(lﬂ')s y € R3

Entonces, para cualguier g de soporte compacto se tiene gue
(Hn - z)s_a%g — (Hoo - z)_lg:

cuando n tiende a infinito. Es decir, la resolvente saliente del operador H, converge
a la resolvente usual de Hy,.

Demostracidn. Sea v, = (H,—2)"'g y miremosa {v,,} en L?(B(0, R)). Entonces
por Lema 4.1.4, {#,} es una sucesién acotada.

Sean {4}, {¥n;} dos sub-sucesiones de {#,} . Como la inclusién
H?(B(0, R)) = H(B(0,R)) es compacta, existen sub-sucesiones convergentes que

denotamos también {,}, {%s,;}. Supongamos que ¥, — Yo ¥ Yn; = Peo-
Entonces por Lema 4.1.3 se tiene que %, oo € L2(R3), y ademds

'_'A(zooo + Vooleo + 2P =4,

_A")boo + Voo"poo + Z".boo =g.

Por lo tanto, la diferencia ¢, — '« satisface,

~A(Poo ~ Poo) + Voo (0o — Boo) = 2(P0 — Yo ),
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Si Voo 7 Yoo, tendriamos que z € o(Hy) = [0, 00), pero esto es absurdo.

Asl, oo = Yo

Como toda sub-sucesién de alguna sub-sucesién de {v,} converge al mismo
limite, entonces {¢,} converge. Luego, li_)m P = ¥ existe en B(0,R) ¥y
n—o0

ademds
—Atoe + Voo — 200 = g-
Claramente, 1, = (Ho — 2)7 g, por el Lema 4.1.3 O

Una consecuencia de este teorema, es que permite demostrar que existe estabili-
dad entre las frecuencias dispersivas de H,, y los valores propios de H, en el sentido
de que a medida que n crece, estas se concentran cerca de los valores propios de H,.
Esto es lo que muestra el siguiente corolario.

Corolario 4.1.1 Sea f € L?(R3®), Hyf = Mof. Entonces dado € > 0, emiste 2y
en el semiplano complejo inferior, tal que para n suficientemente grande, la ecuacion
H,p = zp tiene una solucidn no trivial, cada vez que |Ag — zp| < e.

Demostracion. Sea I’ una curva en el plano complejo, alrededor de Xy. Explicita-
mente,

I':[0,27] = C, T'(t) = X +ec™.

Supongamos que ningin H, tiene frecuencias dispersivas sobre I, de lo contrario
estaria solucionado el problema. Luego, dada g de soporte compacto, existe una
linica solucién ,, con ¥, = (H, — z)S‘élg, 1, saliente y 1, analitica salvo por
una cantidad finita de polos.

Ahora bien,
[(f: (Hﬂ - z)—lg> - (f: (HOO - z)—lg)]
<A (Hn = 2)7" = (Heo — 2) ™ |z2(a(0,85

y, como esta iltima expresion converge a cero, cuando n tiende a infinito, tenemos
que,

{fy (Hn = 2)7"g) = (£, (Hoo — 2) g},
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cuando n tiende a infinito. Esta convergencia es uniforme en z € I', de modo que,

FU5. (= 2700z (5, (oo = 2) )i
r r
Ademis,

(f, (Heo — z)_l.q) = ((Hoo — z)_lf: g)

= 2={f9)-

1
Pero % 3 dz # 0, luego para n suficientemente grande y, por lo tanto,
rao —=2

5{ (y (Hy — 2)g)dz # 0

cnando n converge a infinito. Esto implica que (f, (H, — z)~'g) tiene un polo en
la bola B(MAp,€), es decir, existe 2zp € B(A,€), con Im (z) < 0 y existe ¢ no
trivial tal que H,(p) = zp y ¢ saliente. 0

El siguiente resultado muestra que también hay una especie de estabilidad entre
los vectores propios del operador limite H, y las frecuencias dispersivas de H.,.

Teorema 4.1.2 Sea Mg un valor propio de Hy,. Si fijamos R > 0, entonces existe
un vector propio f de Hy, con Hyf = Aof, y existe una sucesion ¢, de soluciones
resonantes de Hy, tales que ||on — f||lz2B(o,r) — 0.

Demostracion. Por corolario 4.1.1, sabemos que existe una sucesién de frecuencias
dispersivas {z,} tales que z, — A y asociada a cada z, existe una solucién resonante
©n tal que

—Apn + Vﬂ(lxl)ﬁpn = ZnPn.

Podemos elegir ¢, de tal forma que f l¢nl2 = 1, ¥ por lo tanto la sucesién {¢,}
B(0,R)

es acotada en L2(B(0, R)), entonces la sucesién {Aw,} es acotada en L2(B(0, R)).

Por lo tanto, {¢,} es una sucesién acotada en H?(B(0, R)), y tiene una subsucesién

convergente {¢n, } tal que ¢, — ¢ para ¢ € H}(B(0, R)). Ademds,

—Ap + Voo (|z])o = Ao
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en B(0, R).

Usando las técnicas anteriores, se demuestra ficilmente que ¢ puede extenderse
a una funcién f en todo R3 que estdn en el dominio de H. 0

4.2 Decaimiento casi—exponencial

Con el objetivo de encontrar estados que decaigan casi exponencialmente, generali-
zamos el siguiente resultado que fue demostrado por Lavine en [22].

En este resultado usaremos la notacién siguiente:

Dado Vi(r), definido para r > 0, sea 9 (r; 2) una solucién de la ecuacién,

e(e + 1)

—Y" + ==+ Vi(r)y = 2%

donde £ es un entero no negativoy 22 = A +14d con Areal y § > 0.

3%

Sea fa(r, A) = ( VA) [ a(r, VX)), para A > 0y r > 0.

Teorema 4.2.1 Supongamos que Vi(r) > 0 y tiene soporte compacto. Entonces,

i) Podemos elegir o(r;z) no trivial de modo que sea asintdtico a €', cuando
T — 00,

) Si @ es un vector unitario en L*(0,00) que resuelve la ecuacidn,

. fe+1 .
—" -+ Vi(r)p + —(T—zl@ = (Ao — i€)e,

para 0 < r < R, con ¢(0) = 0 y ¢'(R) — ¢(R)B2(R, Xo) = 0, para algin R

grande, entonces

—:'Ht(p) _ e—i()m-—-ie)tl < ce,
2

d
para todo t, donde H es el operador autoadjunto gt V(r).

[{o,e
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El operador )
E(£+ 1
H, = _d_r2 +

actuando en L%(0, c0) es autoadjunto (ver [26]).

+ Va(r),

El hamiltoniano libre Hy es el opera.dor autoadjunto
L€+ 1)
d'r2 + 72

con condicién de frontera ¢(0) = 0, para £ = 0.

Hy=-—

El potencial V;{r) es no negativo y tiene soporte compacto, pero el potencial
total V(r) no es acotado en 7 = 0, por lo que la demostracién de este Teorema que
da Lavine en [22] y que requiere que el potencial sea acotado, debe ser generalizada.

El punto esencial es la existencia de dos soluciones linealmente independientes
especificas de la ecuacidon homogénea,

£+1
-+ ( + )¢+V1( YW=z, r>0, (4.1)
en el caso en que I'mz < 0.

Esta ecuacion tiene en 7 = 0 un punto singular regular y sus soluciones son de
la forma ¥(r) = r®g(r), con g(r) analitica en el origen. De esta manera, para £ > 0,
existe una solucién no trivial ¢; definida en [0, a) que verifica 1, (0) = 0 y que puede
ser extendida a todo R.

£(£+1)
2
Entonces por [7] la ecuacién (4.1) tiene una solucién que se comporta como una

solucion de la ecuacion

Por otra parte, el término es integrable en una vecindad de infinito.

-"l;b” — Zz‘l,b.
Asi, existe una solucién no trivial de {4.1) que es asintdtica a €**", lo que demuestra

9).

El resto de la demostracién es exactamente como en [22], o sea, primero se
encuentra una férmula explicita para la resolvente en @, (H, —A—d) "¢, en términos
de 1 y ¥ y luego se calcula el limite cuando § — 0.

Por ltimo, se usa,

(i, e~ ) = f e M Im{p, (Hy — X —10)Lo)dA
0
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Consideremos ahora una solucién ¢ del problema en L2(R3), vale decir, ¢ satiface

—Dp+Ve = (A —i€)p,
© saliente .

donde V(ﬂ'}) = hX(a,a+n)(lxl)a zeR?
Descompongamos ¢ en esféricas armdénicas, explicitamente,

plz) = Zcz,mYz,m Jeelz),  zeR,

donde ¢; ., = 1 y cada (, satisface la ecuacién diferencial en la semirecta,
" el
2L+ .
—@f + ( 2 D) + hX{a,atn)(T)0e = (Mo —i€)pe, T ERT,

con la condicién inicial ¢,(0) = 0.

Tomemos el potencial

e(e + 1)

Vi(r) =

Tenemos entonces que, para cada £, ¢, es una solucién resonante. Es decir, :

+ BXfa.atn)(T), r e R*.

—g +Vepe = (Ao —i€)pe,
Pe saliente ,

©2(0)

Poniendo la restriccién de que cada ¢, cumple las hipotesis del teorema de Lavine,
podemos concluir que para cada £, ; tiene un comportamiento casi exponencial
como funcién de ¢, o sea

|(()0f3 e_iH‘ttpg) . e—i(Ao—iE)tl < ce,

donde

H; = —% + VE(:E)

Por otra parte tenemos que,

ey = Z CemYem(w)e Ty,

£m
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Luego, _
(€70} = " [cam|*(0e, € Fehi00).
£m

También tenemos que

e—ilro—ie)t B—i(Ao‘—ie)t.((p’ (P>
— e-—-z(Ao—-tc)t E |cﬂ,m12-
&m

Por lo tanto,
{0, €™t} — ™01 < € |cpym|*.

£m

Asi, las soluciones de,
—Ap 4 Vap = (Ao — ie)o,
¢ saliente ,
donde V,, = hX(a,a+n)(|z|) decaen casi exponencialmente. 0O
Sea R > 0 y sea Ag un valor propio de H,, entonces por teorema 4.1.2 sabemos
que existe una sucesién de soluciones resonantes {¢,} y una sucesién de frecuencias
dispersivas {z,} tales que Hy,p, = 2,0, con 2, = Ay ¥ ¢ — f, donde Hy, f = Ao f.

Supongamos que z, = A, — i€,, de modo que A, — Ay ¥ €, — 0. Anteriormente ya
habiamos establecido que para cada ¢,

I(Qame_iHntGon) _ e:'()\,,-—ien)t[ < Cép.

Por lo tanto,

[{ons €7 Hntipn) — (F, et f)| [{0n — f, e Htpn) + (F, 7t (0n — )]

< llen = Fll lleall + 115 1 llen = 7

El lado derecho de esta expresién converge a cero, cuando n tiende a infinito, de
modo que dado ¢ > 0, existe n tal que,

](‘Pn: 3“iHnt€0n) —{f e_iH"tf)] < €.

Finalmente obtenemos que,

|(f, €7t ) — emiomink| < (e +en) .

Los resultados principales del Capitulo 3 son un caso particular de la descom-
posicion en esféricas armonicas para el caso en que £ = 0. Sin embargo, nosotros
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lo hemos tratado en el capitulo previo debido, en primer lugar, a que el Capitulo
4 se apoya en ciertos aspectos del Capitulo 3, especificamente, en el hecho de que
las soluciones de la ecuacién —¢" + hfjetnj(Z)9 — 2% = g, € R son, en cierto
sentido, exponencialmente decrecientes en el intervalo [a, a + n].

Otro punto importante es el de que los potenciales que aparecen como producto
de la descomposicién en esféricos armoénicos son no acotados en el origen y no tienen
soporte compacto.

Por otra parte, las estimaciones para el decaimiento casi-exponencial del Capitu-
lo 3 son mejores que las del Capitulo 4.

Queremos concluir este Capitulo haciendo notar que una generalizacién del pro-
blema resuelto a dimensiones distintas de fres no es trivial mediante las técnicas
aca usadas, esto se debe basicamente a que en la descomposicién en esféricos armoni-
cos del Laplaciano en R™,

82 =n—-18 1 8

i ——

A=— -
or? r Or 712 Jw?

0 .. . . .
— no se puede eliminar mediante cambio de variables, lo cual

n —_—
el factor >

r
dificulta trabajar con el operador de Schrédinger.

Sin embargo, aplicaciones fisicas para dimensiones mayores a tres son poco pro-
bables.




Capitulo 5

Convergencia de la medida
espectral

En este capitulo consideramos nuevamente una sucesion de barreras de potencial en
la semirecta. Cada barrera de largo n deja escapar a cualquier estado pero, en el
limite, cuando el potencial se extiende a infinito, aparecen estados ligados que que-
dan atrapados para siempre y que corresponden a vectores propios del hamiltoniano
para la barrera infinita.

Nuestra intencién nuevamente es demostrar que el vector propio del operador
limite es un estado que decae casi exponencialmente. Sin embargo, en este capitulo
resolvemos este problema de forma esencialmente diferente. Haciendo un cambio en

la escala de tiempo, podemos demostrar que la medida espectral asociada a la ba-
d . e 1

rrera de largo n, -ﬁ(lp, E%, @), converge a la medida de probabilidad (m——bmdx

(el lorentziano). Este resultado implica a su vez el decaimiento casi exponencial

mencionado.
Seaa>0y h>0.

Por simplicidad consideramos operadores para barreras de altura constante, es
decir, para cada entero positivo n, sea

&2
Hy = ==+ Va(a), (5.1)

donde Vi) = hX[aatnj(z). Cada Hy,, con la condicién de Dirichlet ¢(0) = 0, es
un operador autoadjunto absolutamente continuo en LZ(R™), con espectro [0, co).

52
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Consideremos ademds, el operador limite
d?
T dz?
sobre L(R*), donde V() = hX[a,c0)(x), también con la condicién de Dirichlet en
el origen.

Hey=—75+Vo ( ) (52)

Es fécil verificar que si suponemos que la altura k& de la barrera V,, satisface
h > a’n?, entonces el espectro de H,, consiste de un nimero finito de valores
propios {A;...M\;} con N < h, i=1,...,k y una parte absolutamente continua
[h, 00).

Usando la férmula de la resolvente, es posible demostrar que cuando n tiende a
infinito, el operador H, converge, en el sentido fuerte de la resolvente, al operador
le

Un célculo directo muestra que los valores propios del operador H, estdn
caracterizados por la ecuacidn trascendental

A
¢ =4/ .
g(va) P (5.3)
Sea A; el menor de los valores propios de H,, y sea ¢ el vector propio corres-

a’m
pondiente. Entonces, tenemos que —— < A; < a?w?. La eleccidén del mds pequefio

de estos valores propios simplifica los calculos posteriores, pero no es esencial en los
resultados que obtendremos.

Excepto por una constante de normalizacién, podemos suponer que para « €
[0, al,

_sen(v A1)
p(z) = —x

Ademads, de la ecuacidn trascendental (5.3) sigue que,

sen(v/Aa) = y cos(Va) = E:—/\
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Por otra parte, puesto que cada operador H, es absolutamente continuo, tenemos
que, cuando £ —+ 00,

(p, e 20y — 0

para cada n.

Pero para cada tiempo £,

(ip, e WHn= M)y g (ip, =R — |l

cuando 7 tiende a infinito, debido a la convergencia fuerte de la resolvente.

Este hecho aparentemente peculiar, es frecuente al considerar limites iterados
de funciones de varias variables. Para entender mejor este hecho, nos gustaria
considerar ¢ v n convergiendo a infinito simultdneamente. Con este objetivo nos
preguntamos si existe una sucesién {¢,}, con ¢, tendiendo a infinito, tal que

(p, e Hn—20)in ) 5

Claramente, se debe tener que 0 < r < 1. Si lo anterior fuese cierto, tomamos 7 > 0
fijo y consideramos r = e™".

T .
ConT, = . obtendriamos entonces que,
n

o Hun—A
(g, =) &

En lo que sigue vamos a demostrar la existencia de tal sucesién {I';} y la vamos
a estimar explicitamente en términos de los pardmetros n, b y a.

La idea principal de esta demostracion es el hecho que el grupo unitario asociado
a H,, es esencialmente, la transformada de Fourier de valores limites de su resolvente.
Explicitamente,

—i#ad), EPIES S -
(p, e = Tpy= e Tn Pp(A)dA = | e Pu(M +Thp)de (5.4)
0

donde P,(\) = lIm {p,(H, — A —7-0)"1p) = %(q}, Ety) v {E%} es la medida

o

espectral asociada de H;,.
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También,
1 _; 1
= U d 5.5
A (55)
Asi, basta demostrar que
) B 1
g TP+ Do) =

para {I',} adecuado.

5.1 Resolvente para H,

Comencemos por estudiar explicitamente la resolvente del operador H,.

Dado k€ C con Im k& > 0, sean 1(z,k) y 92(z, k) las soluciones de la
ecuacion diferencial ordinaria,

"+ Vo =k, >0

que satisfacen las condiciones:
a) 1(0) =0, ¢{(0)=1.
b) $2(0) =1, ¢u(z) = co(k)e™™, para z>a+n.

Observemos que los operadores H,, no tiene frecuencias dispersivas que satisfacen
Im k > 0. En otras palabras, {i1,1»} es linealmente independiente. Claramente,
el Wronskiano W (i, 1) = Pl — ¥)1h,, es constante, luego basta con evaluarlo en

£ =0, y asi, W(Tp1:¢2) =—1.

Este hecho permite establecer una condicién para ; (z, k), para z grande. Explici-
tamente, si z > a + n, entonces,

W (1, 92) = ca(k)(@kpu(w, ) — P1(z, ))e™* = —1
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Por otra parte, el conjugado 9s(z, k) es solucién de la ecuacién,

—) - Voihy = k%o, para z > 0.

Ademas, satisface las condiciones
$2(0) =1, Py(z) = ca(k)e *, paraz>a-+n,

con Im &k > 0.

Lema 5.1.1 Sea k € C tal que A = k? es un nimero real. Entonces 1y y Uy son
dos soluciones de —y" + V1 = AP que satisfacen

W(%bz,@b"z) = —2ik | Czk|2

Demostracidn. Basta calcular W(1y,%,) para x> a+n. O

Lema 5.1.2 Suponga que k € C es tal que k* = X es real y Im k > 0. Entonces
W =c- Im(th), c € C.

Demostracion.  Tenemos que {1,102} _son linealmente independientes, luego
existen «, 8 € C tales que ¥ = as + fibe.

Usando la condicién inicial (0) = 0 obtenemos que @ = —f y, por lo tanto,
¥ = aths — oy = o - 2ilm(i,). O

Nota: Observemos que,

i) para k real y A = k2, tenemos que #;(z,A) es real, donde, por comodidad,
escribimos 2 (z, A) en lugar de 91 (zx, k).

'
ii) Para z > a + n, tenemos que —2—2—2-(:6, ) =iV, y,
2
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iii) Z—i(a +m,A) = \/Xfizz (a+n, N).

Lema 5.1.3 Suponga que A = k. Enionces

[ Vale) = Vo) + 3= N)olayi(a)ds = W ()L,

donde © es un vector propio de H., asociado el menor valor propio A;.

Demostracion. Tenemos que,

Wi, 9:)) = (p¥1— %)
= ¥ — "%
= (Va— Voo — A+ At)oth
lo que demuestra el resultado. .

Vamos a usar este resultado para calcular f ;¢ en distintos intervalos (a, b).

Lema 5.1.4 Para 0 <z < a+n tenemos que,

) [ b=y 0@, b

ii}fo?ﬁz‘@:

Lema 5.1.5 Para a--n < x lenemos que,

W(d’u ‘10) |n+n W(¢1, ﬁo)la—kn'

1
A—=M+h

i f b W (s, 0)(@), 9

it) f Yip = 5

W (i o)™ + W (Wi )lasn-

A=A+ h
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La demostracién de los lemas (5.1.4) y (5.1.5) son consecuencias directas del
lema (5.1.3).

Lema 5.1.6 Dado k € C con Imk > 0, sea

Wz, k?) = W (P, ve) " (z) [° a0 + va(z) [ Y10}
W1 () [ e + Pa(z) Ji treo-

Entonces, ¥ es una solucion de

—" +Vop = K™+, paraz >0,
P(0) = 0.

Corolario 5.1.1 i) Para Im k >0, tenemos que ¥y € L? . De hecho ¢ es una
funcidn ezponencialmente decreciente. Ademds, ¥ = (H, — k%)™ 1.
1) Para k € R tenemos que ¥ € L™ y,

i) lm (z, k%) = ¥(z,)), donde k= A+ ie
Imk—o

Ahora bien, por el teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue, tenemos
que,

(0. (= A =i-0) ) = " p@)b(e, N,
donde,
#o ) =@ ) [ ot [ " e (556)

Notemos que a pesar de que la funcién ¥(-, A) definida anteriormente no pertenece
a L?, sigue teniendo sentido calcular el producto interior {y, 1), ya que para z > a, la
funcidn ¢ es una funcidn exponencialmente decreciente y v es esencialmente acotada.
Debido a este hecho, podemos encontrar una férmula explicita para {¢, (H, — A —
10)~1¢) y es esto lo que calculamos en la siguiente proposicién.

Con el objeto de simplificar Ia escritura, hacemos el cambio de variables: s =
A— AL
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Proposicién 5.1.1

-1 a+n

1 o0
w— —_ . -1 _— 2 —_— 2
{@,(Hn—A—1i-0)""p) =/ L qun,lcpl

h? (¢ — BN b
s%(5 + h)? ( B\ — iV + (v ﬁ()\)‘P))( +n)

!
donde B(\) = Ba(}) = %(a +n).
1
Demostracion. Vamos a calcular
o0
)= [ vlapi@)s,
donde ) = (H—A—10)"1¢p, separando la integral en los intervalos [0, a-+n}, [a+n, 00).

Por la representacién (5.6), tenemos que:

‘/; " elzy(z)ds = /; " wlz){th(z) /m N o + () ./(; ’ drp}dz

Para calcular las integrales de 1o v ¢ hacemos uso de los lemas 5.1.4 y 5.1.5.
Asi,
a-+n atin 1
[ ewads = [ e@m@w @ e
0 0
- ek )] @) S, 0) e
-l

= [ @ h@W @) + W 1 o) N}

+ 01(0) (3l e+ ) W p)(atn)) do

a-+n
= [ o) {2ttt - ) + alas’ — vl

1 1

+ o) (- 5 ) Wb o fas
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Luego,

[ eeneis = [ oo { 2o

+ b W) k) ds

@(+M

Usando nuevamente el Lema 5.1.5, obtenemos que,

[ @ = —if“*"koF W) [ e

”WP

p)(a+n)

h
s(s+h)

1
W) [

N ] lof? + s+m iy e W W p)atn)

Andlogamente

| et nd = [mfp(m () f oo -+ () f drp}ds

atn

= [ ol W)
+ BECEW WL e)a+n)

1 T
+ mw(ﬂbl, ©) [21n)}dz

(s0]

= [ el s — i)

a+n

+ oy’ — Pip)).
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Entonces,

CONVERGENCIA DE LA MEDIDA ESPECTRAL

Yo+ Wb, p)a+n) -

2
/a+ ol - s+hW(¢1,¢2)

S(S+h) (’lll]_,(P)(G-‘l‘ﬂ-)/ (107;[}2

s+h +n s(s+h)

W (1, (@ + ) (s W (W, )0 + )

-1 o

lof? —

h
m o mw(d)l: SO)W(QPZ: (P) (a + ﬂ)

Obtenemos entonces que,

|

00 a-tn [o's]
[ p@yp(a Nde = — f ol ——— [ 1
0

$Jo s+h atn

+ Wb, W e, )(a+n) ——— (_ 1t

1 atn 9 1 00 2
= _3./0 |l ~S+hfa+nlsol

h2

i W)W p)a+n).

Pero, usando que W (¢, ) = —1, podemos deducir,
W, @)W (yo,) = (¥1¢' —910)(dhoy’ — Pho)

—  —fer ¢1 "!’2 ’tb_f?_ﬂ -
= —(¢' - so)(qo ¢w)(¢2 ¢1)

Por otra parte, sabemos que #»{z) = cze“/-“", para  grande. Entonces,

ﬂ(a +1,A) =iV
(O

61
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Sea ahora
_ _ Yile+mn,A)
PV =B = atn )

Entonces

—(¢' = BNe)¢' — ivAg)
VA — B\

W, @)W (2, 0)(a+n) =

(e = B — B (1 _ pryy).

B(A) — VA

5.2 Medida Espectral para H,

62

(5.7)

Hstamos ya en condiciones de poder calcular explicitamente la forma cuadratica de
la medida espectral del operador H,, en el vector w. En esta direccién apunta el

siguiente lema:

Lema 5.2.1 Sea

P.(X) = %(cp, ERo), 0 equivalentemente
P = il (Ho = A= i-0) )
Entonces
WV (¢' — B(N)e)
an(/\) (A—A1)2(/\_/\1+h)2 ) ﬁz(/\)‘l‘A (a+n)
_ Qﬁ)\lh . (h— /\1)1/2 . o—2vh=Arn,
T DA M R)E (@Eat D)
(vVh =2+ B(V))?
B2+ A

donde B(}) estd dada por (5.7).
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Demostracion. Por proposicién (5.1.1) tenemos que

1 a-}-n 1 00
,H —A—-'O_l = -—-—-f 2 _ f 2
(o, (Hn i-0)7 ) 5 /s L o a+n|sol

R? ((‘P’ - ﬁn()\)ﬂo)z
s+ h)2\ ) —ivA

Habiamos observado anteriormente que S(A) es real. Por lo tanto,

L - ﬁ()\)so)) (a+n).

Im{p, (H, — A —1i-0)"lp) = 52(3h-i2- h)21m { ((g’(;)ﬂ_(’zz}p)_?g (a + n)}

h? VA — BaN)9) (@ + )
O — M2 — A + )2 B2 + A

Un cdlculo directo permite escribir el vector propio ¢(z}, para © > a+n, de manera
explicita. En efecto,

o(z) = csen(y/ A a)e~VE-Mlz-a)

donde,
_ 2‘\/ hr - A]_ 2 _ Al
Cavhon+1 Y (Vhe) =3
Luego,
' 2 _ _2Vh—X ﬁ —2V/A=Ain / 2
Finalmente, obtenemos que,
P = 2V VA=A sy, (B + VE )
" A=A =M +h)? av/R— A +1 (B2(0) + )
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Célculo de 8,()).

Recordemos que S()) es la derivada logarftmica de 4,(z, A) en el punto z = a +n,
donde ¥, (z, A) es la solucién de

—" + Voo = A, paraz >0,
con las condiciones iniciales 1(0) = 0, ¥'(0) = 1.

La funcién ;(z, A) puede ser calculada explicitamente. Ademds, s6lo nos inte-
resan sus valores en el caso en que A esté cerca del valor propio A;. Este a su vez
satisface A; € [0, h], por lo que podemos suponer que A < h. En este caso,

sen{vAz)
h@=q VA

0<z<a

cieVh A L pemVh=A2 g <p<a+n.

Como 1, € C, debe cumplirse que

A

y que,
11) COS(\/XG.) =+vh— )‘(cle\/Ea _ cze_m“),

De aqui se deduce que

]

1 sen(v)a) +cos(\//_\a) e
s\ T x| ¢

o — 1 (sen(\/Xa) _ cos(\/Xa)) =
2 3 % — .
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Podemos ahora calcular la derivada logaritmica 5,(2}),

,‘/h___‘_/\'(cle\/h—-/\(a-{-n) _ 028—\/}1—4\(0.+n))
Clem(a‘l'ﬂ) + 626—\/hT)\(a+n)

Ba(A) = ¢—i(a+n,)\)=

(senf/\/}a) 4 cos(ﬁa))emn B (senf/\ija) __cos \/(_/\a))e_mn
Y s V2. VE—2 X VE—2

(sen(\/Xa) 4 COS(\/Xa))emn N (sen(\/Xa) _ cos \/(—,\a))e_ e

2 vE—2 VA /3=

[ sen(vVa) = cos(VAa), s

= vh—A|-1+ TR e
(sen(\/)_\a)) 4 cos(\/)_\a))e VETn (sen(\//_\a) B cos(\/Xa.))e_ =
| 7, S A Vhoa
2 (tg(\/)—\a) AT A) gVh—2n
= vVh—&|-1+
(tg(\/Xa) -+ - )\) evh=An (tg\/j\-a,) — A i /\) e—Vh—3n

Asi, obtenemos finalmente,

_ VE=R- ()
) = == A e

donde,
() = tg(vAa) + \/ E—é——,
Y
A
(X)) = tg(\/Xa) “Vix

Ahora introducimos un cambio en la escala de tiempo. Como ya mencionamos,
éste se traduce en un cambio de escala en la variable de energia A. Consideremos
entonces la transformacién A = A\; 4+ 'z, con I';, > 0 adecuado.

Teorema 5.2.1 Para

"= 2\/HCL’Vh; -_ Al o _tl (Al)

Fn — —2/h—Ain
re : 3 #()’
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se liene que

] 1 1
Jim Pa Pa(h +Tot) = 2 i
h—2)
donde b= .
2/ {h— A1)
Demostracion.

Reemplazando en la expresién para F,(\) que aparece en el Lema 5.2.1, el valor
para f3,()) recién calculado, obtenemos,

PO 2hVAMVE — AL _ 1
o —+ )2 avh 2+ 1) (BalN) N
Y t(/\) e—2vVh—An e—\/h—_)un 2

O-n) HN+hM)e V| Jhoa+vhon

Después del cambio de variables A = A, +I',x, la expresién anterior puede escribirse
en términos de las funciones,

2’2\//\1 + I‘nw)\n/h h /\1

Fo(z) = ,
@) = Tt hntD)
1
Gn(z) = ,
(=) B2(M\ + TnZ) + M\ + Dz
y
Hn(m) = 92 h_/\i_an.M.
Tz
\/F—ne_ h—An
t(/\1 + Pﬂ.'li) + tl(/\l + Pn$)8"2 h—M—Lnan
\/l"_ne—- h—Amt

-+

V=M —Thpz+vh =X

Explicitamente,
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TuPa(Ar + Ta) = Fa(w)Go(z) H2(3).

Sea ahora o = —%—8—1‘)2 y tomemos I', = re 2VA~%"_ Entonces,
. 4P
Im O+ Tag) = VAR —— L

)+t () =
h — /\1 (T.’Et’(Al) — tl(Al))

Txt’(A]_) + tl(Al)
= Vh—ox | 212
- ez =al”
También,
lim G,(z) = !
n—oo - _ TE + o 9
(=)L 4,
_ (rz — a)?
(b — M)z + a)? + A (rz — @)?
_ (z-ap
"~ h(rz+a)? —4\roz’
Por 1ltimo,
1
lim Hy(z) = 2vh — Mt (A1) - Tz i

t'(z\1) + tl(/\l) . E
= o/h—h- MfUT

l—a-—

rT
o

rTr—oa
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Asi,
, 2232 (h — Xy) (rz — a)? 4(h — M)r
WTELHO].OI‘nPn(/\l + I‘nw) - h.(a. /h — Al + 1) ' h(rm -+ a)2 _ 4/\17'0!35 - (T:L‘ — a)2
_ YR — M) 1
~ hlavh =X +1) h(rz+e)? —4hroz
_ 8NP (h— ) 1 |
h(avh — A + 1) alh—22)\? | 4hat(h— M)
hr? ||z — +
hr h2r?
Pero r= 2v M 7 h—M , entonces,
7 lim TpPa(Ay + D) = a(h = M) :
e hovE=X +1)a |z — — 022 2y
2v/A1(h— Ay)

Calculemos ahora el valor de a:
2,/ 21
—t1{\1) — h—M\
(A1) h . la(h — A1) + VA — Aq]
2v 4 (h— A1)?
41 (h — Ap)?
h\/h - Al[a(h - Al) -+ ‘\/h - /\1]

Reemplazando en la expresién anterior, obtenemos,

3.32
7 lim TnPa(X; + Tnz) = M;;Eh( - )‘1))\ 7 ,
e hlav/f=— A +1) - LR A [z —b)2+1
b= Mt ) =R alh — ) + VA= @
h—2\
donde b= . Por lo tanto,
2/ M — A1)
# Tim TPy (4 Toc) = VE—dleh-M)+vR=XN 1 1
n—00 (avh=A1+1)(R=X\) {(z-02+1 (z-0b)2+1
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O

Recordemos que, excepto por una constante, la expresién (i, e"#ntp) es la trans-
formada de Fourier de la medida expectral P,(}). Del mismo modo, e7#%* es, ex-

cepto por una constante, la transformada de Fourier del lorentziano m

Usando este hecho, obtenemos,

Corolario 5.2.1 Con las notaciones anteriores, se tiene que

i
—z(Hn—)q)-—
lim {p, e Ia p)=¢e

n—o0

—1—ibt

Nota: Este resultado muestra que en algin sentido, |{p, e *#=tp)|? se comporta,
para n grande, como la exponencial e~*»t, para ¢ en compactos. Asi, como I, es
pequefio, obtenemos que la probabilidad |{,, e~*Hnt)|? se parece a 1, por una gran
cantidad de tiempo £ y, cuando ¢ tiende a infinito, decae finalmente a cero.

5.3 Barrera de potencial de altura infinita

Consideremos esta vez una particula cudntica que se mueve en la semirrecta [0, co)
afectada por una barrera de potencial de altura n y ancho fijo b. El hamiltoniano
de este sistema es entonces el operador

d?
H, = _E:;E + LD, (o, (3")1
con la condicién de Dirichlet (0) = 0.

Nuevamente, el operador H,,, actuando en L?[0, 00) es a.utoad_]unto y su espectro
es absolutamente continuo.

Cuando calculamos el limite cuando n tiende a infinito, el espacio L?([0, o0))
se descompone en la suma directa L2([0,7]) @ L?([x, 7 + b]) & L*([x + b,00)), y el
hamiltoniano H,, se descompone en la suma directa H,, = Hy & Hg, donde Hy es
el laplaciano negativo con condicién de Dirichlet ¢(0) = (7)) =0 y Hp también es
el laplaciano pero con condicién ¢(7 + b) = 0. Ademds, H,, se anula en la regién
L?[m, 7 + b], que corresponde a la barrera de altura infinita.
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El operador H; tiene espectro discreto, dado por o(H;) = {2 / j € N} y, para
cada valor propio 72, la funcién ¢(z) = \/%_ sen §z es el vector propio normalizado
correspondiente.

Nuestro propdsito es demostrar una suerte de decaimiento exponencial asintéti-
co de los vectores propios del operador Hj, para los operadores H,. Para esto,
consideramos un vector propio de Hy fijo, explicitamente, tomamos

@ \/gsenj:c, 0<z<w
Po\x) =

0, T >,
con j un ndmero natural fijo.

Este modelo fue considerado por Emch y Sinha en [8], donde se puede encontrar
la demostracién de las afirmaciones anteriores.

Como antes, para estudiar la dindmica (i, e~#rtp)), basta estudiar la medida
espectral,

pa(N) = ~Im{ipo, (H — X — 0) ) (5.8)

Nuevamente comenzamos por estudiar la resolvente de H, en el semiplano com-
plejo superior.

Sea, entonces, ¢ = (H, —k?) "1y, donde k2 = A+id, § > 0y I'mk > 0. Entonces,
¢ es la 1nica solucién del problema,

—" +Valz)e = k%p+ o, para z > 0 (5.9)
p(0) = 0, '
p € L*([0, 00)).

Como en la seccién anterior, usaremos el método de variacién de pariametros,
el cual permite escribir la solucién ¢ en términos de dos soluciones linealmente
independientes de la ecuacién homogénea asociada.

Sean 1 (z) = th(z, k), ¥2(z) = ¥2(z, k) entonces las soluciones de la ecuacién
homogénea,

~" + Va(2)y = k9,
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que satisfacen las condiciones de frontera,
$(0)=0,41(0)=1, ¥
Pa{z) = €™, paraz > m -+ b.

Sabemos que el wronskiano W = W(i, 1) es constante y distinto de cero,
puesto que todo k € C con Im k > 0 no es una frecuencia dispersiva.

Lema 5.3.1 Con las nolaciones anteriores, lenemos que, pare Imk > 0,

P(o) = 501 ) [ )+ ) [ @) (510)

es la dnica solucidn del problema (5.9).

Demostracién. Sélo hay que verificar que ¢(z) € L2, lo cual sigue del hecho que,
para I'mk > 0, la funcién 12(x) es exponencialmente decreciente. 0

Nota: Tomando ¢ — 0, vale decir, tomando %, (z), ¥ (z) soluciones de
-+ Val@m)p =M, >0,
con A real, que satisfacen,
$1(0) = 0,4{(0) =1,y
Pa(z) = VR 3>t b,

obtenemos que
¢ = (Hn— X —i0)" o

y estd dado por (5.10). En otras palabras, podemos calcular explicitamente los
valores de la resolvente (H, — z) !¢y, cuando z se aproxima al eje real. Ademds,
obtenemos que (H, — A — i0) 1y, es una funcién acotada.

Fijemos un valor propio Ag = j2 de Hj.

Por el Lema 5.1.3 tenemos que para 0 < c¢ <d < 7

d 1 d
[ o= 5= Wl

En particular,
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T

) [ daenladdy = 35 )

T

¥y
i) [ by = 5= W)

0

De aqui se obtiene ¢ = (H, — A — 70)™! est4 dada por,

plr) = “(“A__ITO)"W—,—(%(Q?)W(%,SDO)(W)+W‘Po(3‘))

L Whedm, 1
=) Wn i) 2 ~ o ag) @)

Sigue inmediatamente que,

Lema 5.3.2 Para ¢ = (H, — A —i-0)" Yy, tenemos que,

i) 510 <z <7, entonces,

o6 =575 (T an(a) + (o))
it) Siz > w, entonces,
_ 1 W (12, o)
PO =) Wi, )

Lema 5.3.3

— 1 W (b2, 90) W (32, 00)
(A= X)? W (2, 102)
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Para 0 < z < 7, podemos calcular explicitamente, obtenemos y(z) = sen(Agz) ¥y

Y (@)a(a) = —if*@ Luego, tenemos que, ¢o(r) = 0, @h(r) = £ro, 1 (r) =
Sen(ﬁﬂ-) = CO0S iy 1
SRy i) = cos(/ ). s

W (o) W (s o) () = Se“\;?“,\o

¥, por lo tanto,

(o, (Hp— A —14-0)” 900)

1 1o () sen(v/ ) - Ag
A= o) sen(va)gh(x) — VA cos(vAm)ya(w)

1

i 2
= | e

Corolario 5.3.1

oy —~osen(v/An) 1
g, (Hp — A —1-0)"1pg) = . ; .
{on ( )"eu (A — Ag)? sen(ﬁﬁ)% — v/ Acos(vAr)
Supongamos ahora que ﬁb-?-(i) = A+ ¢B, entonces
P(m)

Ao sen(v/ ) Im 1
(A = Ao)? Asen(vVAr) — VX cos(vAT) + iB sen(v/Ar)

Im{pg, (Hp—A—i0) i) =

_x sen(v/ ) B
U A= (Asen(vAr) — v Xcos(vVAr))2 4 B2sen2(v/Arr)

Queremos ahora calcular las constantes A y B. Para ésto, estudiemos la solucién
a2 de la ecuacién diferencial,

="+ Va(z)y = M,

para w < z < 7 + b, que satisface

P(z) = ei‘/x“’, paraz >« + b.
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La solucién general de la ecuacién tiene la forma,

() = C1€mx + Cze_mz,

donde ¢, ¢2 estén sujetos a la condicidn de que 5 es continuo con derivada continua.
Se obtiene asi que,

~v/ = + iV ]
V= Ay — VA

‘”_i(w)=m[

donde 7_ y 0. estdn dados por,

1 - A
n-= E(eMb — € \/ﬂb),

1 (VA 4. =Yty

e = )
Se tiene entonces que,
A = _n\/n — An7)—
nmr—A
(n — AW
B —
nnL — A

y, por lo tanto, obtenemos desde el corolario anterior una férmula explicita para la
medida espectral p,(}).

Proposicién 5.3.1 La derivada de la medida espectral en o, Py(X) = %((pg, Elpo)
estd dado por

Pa(h) = o) Vil )
i A(n — N} sen2(v/Ar) — A2 cos(v/An) 4+ n[v/n — dn_ sen(v/Ar) + v/ An. cos{(v/An)]?
_ 2sen(VAn)?
donde O!(/\) = m

Demostracién. Por reemplazo inmediato de los calculos anteriores.

La férmula explicita para P,(A} dada por la Proposicién 5.3.1 fue demostrado
inicialmente en [8] usando ideas totalmente distintas, que involucran una expansién
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en funciones propias generalizadas. Nuestra demostracién sélo usa técnicas de la
teoria de ecuaciones diferenciales.

Cuando A estd cerca de )y el factor a()) se mantiene acotado. De hecho, este

2
factor converge a —; cuando A tiende a Ap. Al reemplazar A por Ap+T'»z con 'y, — 0,

cuando n tiende a infinito tendremos que dicho factor converge uniformemente para
z en conjuntos compactos.

El factor restante en la férmula para p,(}), es calculado después de un cémputo
extremadamente largo.

Sabemos a priori que cuando n tiende a infinito p,(A) converge en algin sentido,
a la delta de Dirac §(A — Ap).

En efecto, como H,, — H, en el sentido fuerte de la resolvente, tenemos que
.1 N 1 C N
nl-l—{go EIm(tpo, (Hy — X —ie)lpy) = ;Im((pg, (Hoo — A — i€) " L¢pp)

€

1
;i'“ (A—Ao)z'{—ﬁz

que converge a 6(A — Ag), cuando € — 0.

Sin embargo, un cilculo directo muestra que,

_ 2 -5
Fa(ho) = 7% —f +ni?n(X)

lo cual converge a cero cuando 7 tiende a infinito. Este hecho no es una contradic-
cién. La explicacién es que cuando n crece, P,()\)} se acerca a la delta (A — Ag) pero
su mayor masa la tiene en un punto A, distinto de Ay y que converge a A,.

Como en [8], consideremos la funcién F, () = vn — An— sen(vAr)+vAny cos(v/An).

La ecuacion trascendental
E,(A) =0

tiene soluciones )\, tales que A, tiende a Ay cuando n tiende a infinito. Este he-
cho estd demostrado también en [8], donde ademds se verificé que, cuando 7 es
grande, P,(A) estd concentrado exactamente en A,. M4ds alin, estos autores también
obtienen, después de un cambio de escala explicito, la convergencia al lorentziano.
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Teorema 5.3.1 Eziste I, > 0 con lim I'yv/n = 0 tal que

R—00

1 1
PnPn(An + an) — E m,

cuando n tiende a infinito. La convergencia es puntual y en norma L} en compactos.
Demostracidon. Ver [8]. O

Como ya mencionamos, P, es la transformada de Fourier de {py, e *#rt(py), de
modo que se obtiene,

Corolario 5.3.2 .
13223(‘300: e HHn= AT ) = 77

y la convergencia es uniforme para T en compactos.

Asi, reintroduciendo el tiempo £ = I‘l se obtiene que la probabilidad
n

—iHut 2

[{0, e 00}

se comporta, para n grande, como la exponencial e 2t




Conclusiones

El problema resuelto en esta tesis muestra que los vectores propios del operador
limite H., son estados que decaen casi—exponencialmente para cada operador H,.

Cabe preguntarse entonces si estos son los tinicos estados los cuales tienen este
comportamiento, es decir, si ¢ € L*(R") pertenece a la parte absolutamente continua
entonces {p, e~*rtp) no deberia mostrar un decaimiento casi exponencial.

Otro punto que resulta importante de destacar es el hecho que nosotros estudia-
mos solo potenciales constantes a trozos, lo que permitié resolver los problemas en
forma explicita. Podria pensarse entonces en considerar una sucesién arbitraria de
barreras de potencial {V};}, con las hipétesis que V, es acotado, no negativa y de
soporte compacto y ademds que V, converge puntualmente a un potencial de ancho
infinito V.

Finalmente, también seria interesante considerar otras normas para las estima-
ciones del decaimiento de (@, e~*#»tp). Aqui sélo consideramos la norma L™ en el
tiempo, pero seria interesante estudiar también la norma || ||2.

77
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