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RESUMEN

En el presente trabajo se define una familia de sistemas deductivos proposi-
cionales, de los cuales como minimo una gran parte son paraconsistentes. Primero
se define y estudia detenidamente uno de dichos sistemas paraconsistentes, y se
muestra detalladamente cémo permite describir aspectos del comportamiento de
bases de datos inconsistentes, tratadas con el método llamado “de reparaciones”.
A continuacién, en base a las principales caracteristicas de la 1égica con la que
se ha estado trabajando, se define la familia de sistemas deductivos mencionada.
Se muestra también una interpretacién para otra de estas légicas, interpretacién
de caracter bastante diferente a la propuesta para el sistema anteriormente estu-

diado.
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ABSTRACT

In this work a family of propositional deductive systems is defined, from which
an important number of them, as a minimum, are paraconsistent. To start with,
one of the above mentioned paraconsistent systems is defined and thoroughly
studied. The way that system allows to describe aspects of inconsistent databases
behaviour is shown, worked out with the method called “repairs”. Next, based
on the main characteristics of the logic we have been working with, the afore
mentioned family of deductive systems is defined. An interpretation for another
one from these logics is also shown. This interpretation shows a rather different
character from the proposed one for the system studied before.
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Introduccion

La légica matemética nacié a mediados del siglo XIX, como un intento de
utilizar los métodos y la formalidad de la matematica para estudiar los proce-
dimientos “correctos” para razonar, que la Igica tradicional estudia de manera
no matemética. En la primera mitad del siglo XX surgieron una serie de varian-
tes, que se apartaban de los modos tradicionales de raciocinio, dirigiéndose en

ocasiones en direcciones probablemente insospechables antes de la aplicacién a

la 16gica del modo de pensar propio de la matemdtica. Las partes de la logica
matemética que se ocupan de los principios aceptados por la 1dgica tradicional
son conocidas como “légica (matemdtica) clésica”, mientras que las que se ocu-
pan de otro tipo de principios son las “légicas no clasicas”. Dentro de éstas,
se denominan “paraconsistentes” aquellas l6gicas no cldsicas que “toleran ciertas
contradicciones” (en el apéndice del segundo capitulo de este trabajo se.explicard
el sentido exacto de'esta expresién). Laldgica tradicional considera como unprif-
cipio bésico del razonamiento el que las contradicciones son inadmisibles, y por
lo tanto la existencia de légicas paraconsistentes, articuladas formalmente como
sistemas deductivos estudiados con las herramientas rigurosas de la matemitica,
tiene interés filoséfico para la légica tradicional. Es as{ que se han planteado
diversas opiniones al respecto, habiendo incluso estudiosos que sostienen que
no puede siquiera existir una cosa tal como una 16gica paraconsistente (en el
apéndice del segundo capitulo apuntaremos los motivos que esgrimen).

Tin el presente trabajo, presentamos una clase de sistemas deductivos, mu-
chos de cuyos integrantes son paraconsistentes; dada. la mencionada variedad de
opiniones sobre la paraconsistencia, en el apéndice del segundo capitulo pun-
tualizaremos en qué sentido los calificamos de tales. Mostraremos también in-
terpretaciones para dos integrantes de la clase, estudiando muy detalladamente
una. de ellas; al respecto, es importante apuntar lo siguiente: para la mayorfa,
de los matematicos, las contrapartes “filoséficas” de su trabajo no tienen mayor
importancia, pues son ajenas a la labor matemética; pero quienes trabajan en
el area de la l6gica matematica son, en general, una excepcién: dado el objeto
de su estudio, suelen dar importancia a las interpretaciones intuitivas de los sis-
temas deductivos formales que estudian. Ciertamente esto no es indispensable,
pues, como matemética que es, la logica matemdtica define con precision obje-
tos y operaciones, cuyo funcionamiento no requiere de ninguna alusién filoséfica
o cologuial (de lo contrario, no se la podria incluir dentro de la matemdtica);
pero, en la préctica, quienes trabajan en el drea tienen en general interés en




los aspectos filoséficos de los sistemas formales que estudian, para que, por asi
decirlo, “merezcan llamarse légicas”. Esto es especialmente cierto en el caso de
las 1égicas paraconsistentes, debido a la mencionada trangresién de un principio
tradicionalmente considerado bésico; revisando los trabajos que se han publi-
cado, observamos que muchos de los principales autores del drea han declarado
explicitamente que al articular sus sisternas deductivos han fenido como obje-
tivo prioritario el que tengan una justificacién intuitiva. Por consiguiente, al
definir un sistema deductivo paraconsistente es muy valioso mostrar interpreta-
ciones “naturales” para él. Consecuentemente, conferiremos importancia a este
aspecto, dedicando un extenso capitulo a plantear una interpretacién para el
sistema deductivo paraconsistente que habremos definido, y a mostrar detallada-
mente en qué sentido formal este sistema y esta interpretacién se corresponden.

El presente trabajo estd estructurado de la siguiente manera:

En el-primer capftulo se presentan algunas convenciones; referentes sobre. .
todo a.notacién, y-se recuerdan al lector algunos conceptos usuales de la légica.
matemética, que utilizaremos en nuestro trabajo. Se establece también un crite-
rio para distinguir los resultados originales de aquellos preexistentes, indicando
que todo resultado numerado es original del presente trabajo.

En el segundo capitulo se define un sistema deductivo proposicional, y se
desarrollan diversos resultados referentes a él, mostrdndose, entre ofras cosas,
que es paraconsistente. Se obtienen resultados que se necesitaran para el trabajo
posterior, y también algunos (pocos) que no se requerirén, pero que contribuyen
a la comprensién del funcionamiento de esta logica.

En el tercer capitulo se presenta una interpretacién para el sistema deductivo
definido en el capitulo anterior, interpretacién que se inscribe en el drea de la
computacion tedrica (consiste en describir algunos aspectos del comportamiento
de bases de datos inconsistentes, mediante la’16gica que se ha definido). Para
ello, primero se presentan al lector las nociones de computacién necesarias para
comprender el capitulo; a continuacién se plantea el objetivo a lograr, que, como
se ha mencionado, consiste en formalizar la idea de que el caso estudiado consti-
tuye una interpretacion “legitima’ para el sistema. deductivo; esta formalizacion,
que es desarrollada a continuacion, consiste en mostrar que el sistema deduc-
tivo es correcto y completo, con respecto a la interpretacién propuesta y en las
condiciones especificadas; para terminar el capftulo, se esboza brevemente cdmo
podria operar nuestro sistema deductivo en otras situaciones del estilo de la ya
estudiada.




En el cuarto capitulo, teniendo ya a nuestra disposicién una idea del fun-
cionamiento del sistema deductivo con el que se ha trabajado, se define en base a
ciertas caracterfsticas de él una clase de sistemas deductivos, a cuyos integrantes
se da el nombre de “légicas de bloqueo”; se efectiian algunos comentarios sobre
ellos, haciendo notar que la definicién de la clase no implica que necesariamente
todos sus miembros sean paraconsistentes.

En el quinto capitulo se define una nueva 16gica proposicional de bloqueo para-
consistente, y se muestra brevemente una interpretacién para ella, obteniendo de
este modo una segunda interpretacion “natural” para un sistema deductivo de
bloqueo paraconsistente.

En el sexto y tltimo capftulo se esboza someramente c6émo se podria extender
a légica de primer orden (ldgica predicativa) el sistema deductivo proposicional
con que sé trabajé en los.capitulos dos y tres. - - ¢ r

3 . . -

te, donde figuran tanto los
trabajos que han sido utilizados para el desarrollo del presente, como algunos
otros que son ttiles como referencia general respecto a los temas atinentes al
presente trabajo.

Finalri‘lenté, se presenta la bibliograffa perﬁinen

Para concluir esta introduccién, quizés sea buena idea sugerir al lector em-
pezar por revisar la primera parte del apéndice del Capitulo 2, pues ahi se explica
qué se entiende exactamente por “paraconsistencia”, y se esboza brevemente un
contexto para comprender €l concepto. "

- A=
-




CAPITULO 1

PRELIMINARES

Aunque el lector, por el hecho mismo de estar abordando el estudio del pre-
sente trabajo, ha de tener conocimientos previos sobre 16gica matemaética, sera
titil citar algunas definiciones elementales de este campo, principalmente porque
a veces estas definiciones de conceptos bésicos varfan un poco de un autor a
otro, de modo que es importante fijarlas desde el principio. Asimismo, serd con-
veniente adoptar desde ya algunas convenciones con respecto a la notacidn, asi
como recordar otras que son de uso comun, pero que a veces también varian un
poco seglin el autor. Tenemos lo siguiente:

Un lenguaje proposicional consta de sfnibolos agrupados en tres cate-.
gorias: letras proposicionales, conectivos légicos y signos de puntuacién. En
el caleulo proposicional cldsico los signos de puntuacién son los paréntesis, las
letras proposicionales son un conjunto infinito numerable {p1,p2,P3, ... }, v se
utilizan habitualmente cuatro o cinco conectivos 16gicos, de los cuales, en el pre-
sente trabajo utilizaremos solamente los cuatro conectivos “estdndar”, que son:

- {negacidn)

v (disyuncién)
A (conjuncién)
— (implicacién)

A estos cuatro conectivos cldsicos, agregaremos un conectivo -unario gue no
pertenece.al lenguaje del cédlculo proposicional clésico.

Una. vez que fijemos un lenguaje proposicional, definiremos el conjunto de las
f6rmulas bien formadas al estilo habitual. Aunque las férmulas bien formadas
estdn rigurosamente definidas, nos tomaremos ciertas libertades de escritura, ha-
bituales en trabajos de l6gica matemética, sobre todo con los paréntesis, con ob-
jeto de hacer mas cémoda la lectura; asf, aunque hay un tnico tipo de paréntesis
(los redondos), las formulas que tengan muchos paréntesis las escribiremos alter-
nando paréntesis redondos y cuadrados, para que se distingan mejor; asimismo,
muchas veces se omitirdn algunos paréntesis en férmulas que en rigor los llevan,
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pero que sin ellos se leen sin ambigiiedad, bajo las siguientes extendidas conven-
ciones: los paréntesis exteriores frecuentemente se omiten; la negacién “se aplica
a tan poco como sea posible”; la conjuncién y la disyuncién también, salvo pre-
sencia de negaciones, ante la cual la regla anterior tiene preferencia; por ejemplo,
escribiremos Py A Ps en vez de (P2 A Bs), y escribiremos =Py A Py — By en vez
de (((=P1) A Ps) — Fy).

Un sistema deductivo en un lenguaje proposicional, es un conjunto de
férmulas destacadas, los axiomas, junto con un conjunto de reglas, las reglas
de inferencia, en base a los y las cuales se establece una nocién rigurosa de
“deduccién” o “demostracién”. En el caso del cilculo clésico, puede utilizarse
cualquiera de entre varios conjuntos, diferentes pero equivalentes, de axiomas
(m4s precisamente, de esquemas axiomdticos); 1a regla de inferencia de uso més
habitual es Modus Ponendo Ponens (o simplemente Modus Ponens), que in-
dica que si en una demostracién se han obtenido las férmulas A y A — B, donde
A y B son férmilas cualesquiera, entonces puede agregarse:a la demostracion la
férmula B. En base a ello, en el cilculo clasico sé define: dado un conjunto X de
férmulas (las premisas), una deduccién formal (o0 demostracién formal) de '
una férmula ¢ a partir de X, es una sucesi6n finita de formulas (t,‘f)]_, D2y s ¢n),

tal que ¢n = ¢, y tal que para cada una de ellas se cumple que, o bien es un
axioma, o bien es una premisa (ests en L), o bien se ha obtenido aplicando
Modus Ponens a formulas que hayan aparecido anteriormente en la deduccion.
En el presente trabajo introduciremos una definicién de demostracién formal le-
vemente diferente, pero que para el célculo proposicional cldsico es equivalente a
la mencionada.

Una asignacién veritativa es una funcién ¢ que a cada letra proposicional
le asigna un valor perteneciente a un conjunto con dos elementos {V , F} , la-
mados asi por “verdadero” y “falso”. Una tal funcién o -se extiende de manera
unfvoca al conjunto de todas las férmulas bien formadas-del cdlculo proposicional
clasico, mediante la siguiente definicién recursiva:

o(-) =V & od)=F

G(¢1A¢z)=v = 0'((,‘[51)=V y G(¢2)=V
a1 V) =F & olg)=F y olg)=F
oo d)=F & olg)=V y olg)=F

A cada asignacién veritativa le corresponde, con la recursién recién descrita,
exactamente una extensién; debido a esto, frecuentemente se habla de asignacién




veritativa al aludir a lo que en rigor es la extensién de la asignacién. Siguiendo
esta practica, al utilizar este concepto, cuando demos un nombre a una asig-
nacién veritativa (por ejemplo ), se usaré tal nombre para referirse indistinta-
mente tanto 2 la asignacién propiamente tal como a su extensién.

Es muy usual utilizar letras griegas, como ¢ , ¥ , para nombrar férmulas (en
el metalenguaje). También se utilizan a veces, aunque es menos frecuente, letras
latinas, como A, B, C. Cuando se usan dentro de un texto redactado en lenguaje
coloquial, las letras griegas son mas cémodas a la vista (se distinguen facilmente
del resto del texto, al menos en castellano y demds idiomas que usan alfabeto
latino); pero en férmulas en que figuran varias subférmulas, como por ejemplo
en algunos axiomas, me parece més legible usar letras latinas {nuevamente, al
menos en-los idiomas en que usamos este alfabeto). Por lo tanto adoptaré in-
distintamente ambos usos: las formulas del lenguaje objeto serdn nombradas &
veces como ¢ , ¥ , £ , etc., ¥ a veces como A, B, C, D, etc.

El conjunto de las-férmulas bien formadas de un lenguaje proposicional dado
seré denotado con la abreviatura FOR. Si ¢ es una férmula y 1, s, . .., Tk
son letras proposicionales, la expresién &(z1,Z2, ..., Tx) significa que toda letra
proposicional que aparece en ¢ estd en el conjunto {331,3'}2, e ,xk} , aunque no
necesariamente todas las lefras z1,%q,...,%: figuran en ¢.

Para referirnos al Céleulo Proposicional Clasico utilizaremos la habitual abre-
viatura CPC.

Para expresar “¢ se deduce de L” o “¢ se demuestra a partir de X" (siendo
¥ un conjunto de férmulas) escribiremos, como es usual, 2 F ¢. A veces, cuando
en un trabajo de 16gica matematica se usa una definicién de deduccién formal
distinta_de la cldsica, no se denota con el mismo simbolo; pero como la que
presentaremos es, segtn se dijo, equivalente a. la clésica para CPC, usaremos el |
simbolo habitual. Cuando queramos decir especificamente que ¢ se deduce de &
en CPC, siempre escribiremos I Fepe ¢

Muchas veces se establece una. diferencia entre el concepto de “sistema deduc-
tivo" (que es “algo puramente sintdctico”, segin la definicién que hemos citado
antes) y el concepto de “légica” (que serfa “algo con contenido seméntico”). En
el presente trabajo, aunque & veces usaremos indistintamente las dos expresiones,
nos estaremos refiriendo siempre a sistemas deductivos, salvo expresa indicacién
contraria.
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Con respecto 2 la numeracién de los resultados: es costumbre habitual, en
muchos escritos mateméticos, llevar numeraciones por separado para los distin-
tos tipos de resultados; por ejemplo, el capftulo 2 de un determinado trabajo
podria empezar con la definicion [2.1], después continuar con la definicién [2.2],
y después con el teorema [2.1]; personalmente, me parece que s mejor el modo
de numerar en el que se va siguiendo una numeracién correlativa, independiente
del tipo de resultado, ya que en la prictica, cuando se aborda el estudio de un
texto matemdtico, uno debe estar revisando constantemente resultados que han
aparecido previamente, y este proceso resulta mucho més 4gil, en mi opinidn,
usando este segundo modo de numerar. Este sera, entonces, el criterio que adop-
taré; en el ejemplo recién descrito, la numeraci6n seria asi:

[2.1] DEFINICION: Sea A un ......
[2.2] DEFINICION: Sea B un .......
(2.3] TEOREMA: Sea C un,....c.

Al final de cada ftem numerado, se indicard el término del mismo mediante el
simbolo OO O

Para facilitar la distincién entre los resultados obtenidos en este trabajo y
aquellos preexistentes, utilizaré el criterio siguiente: toda definicidn, lema, teo-
rema, corolario u observacion preexistente no serd numerado, de modo que toda
definicién, lema, teorema, corolario u observacién que esté numerado, es origi-
nal de este trabajo (hasta donde es de mi conocimiento); sélo dejaré sin numerar
aquellas observaciones no muy relevantes, que parezca méas adecuado incluir en el
cuerpo mismo del texto, a modo de simple comentario. Aunque (segilin estamos
mencionando) no se numerarén las definiciones de uso-comiin, ni las definiciones
y teoremas pertenecientes a otros autores, ellas serdn destacadas con letras negri-
tas.

[ NOTA: Son excepciones al criterio que acabamos de indicar, al menos en
cierta medida, las definiciones [2.1] ¥ {2.2] , pues el lenguaje proposicional que
establece [2.1] ha sido utilizado previamente, y en [2.2] se definen las férmulas
bien formadas al estilo habitual. Sin embargo, estas definiciones han sido nume-
radas, por un lado para que el desarrollo de nuestro trabajo comience de manera
sistematica y ordenada, y por otro lado para darle al lenguaje proposicional que
utilizaremos un nombre adecuadamente relacionado con las légicas que serdn
presentadas. Mencionemos también que las definiciones [3.2] , [3.4] y [3.16] se
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basan directamente en conceptos preexistentes, pero la formulacion exacta que
aqui presentamos es inédita. |

Finalmente, indiquemos que al término de varios de los capftulos se incluye,
como seccién final, un apéndice de comentarios “filoséficos” o histéricos, rela-
cionados a veces con las interpretaciones intuitivas de las légicas que estamos
presentando, y ofras veces con aspectos histéricos o filoséficos de la légica para-
consistente en general. Segiin se mencioné en la introduccion del presente tra-
bajo, si estas contrapartes intuitivas de los sistemas deductivos formales son de
interés para la mayorfa de quienes trabajan en logica matematica, esto €s espe-
cialmente cierto en el caso de las logicas paraconsistentes.

-
.
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CAPITULO 2

UNA PRIMERA LOGICA DE BLOQUEO

En este capitulo definiremos un sistema deductivo proposicional paraconsis-
tente, y estudiaremos algunos resultados referentes a él. En el capitulo siguiente
1o aplicaremos a bases de datos inconsistentes. Una vez hecho esto, teniendo ya
una cierta idea de cémo funciona esta 16gica, nos basaremos en ella para definir
(en el capitulo 4) la clase de los sistemas deductivos de bloqueo, clase de la cual
el que ahora presentamos serd un ejemplo en particular.

Para definir este sistema deductivo utilizaremos los simbolos del lenguaje del
céleulo clésico CPC, mas un. sfmbolo adicional, €l conectivo unario % ,que
Tlsmaremos “simbolo de confirmacién” (¥ que escribiremos como superindice;
por ejemplo, la expresién ({PiAF2)°) serd una férmula bien formada). Por lo tanto,
el lenguaje proposicional que usaremos queda conformado del modo siguiente :

[2.1] DEFINICION: Denominaremos lenguaje proposicional de blo-
queo (basico) al lenguaje proposicional que consta de los siguientes simbolos:

Letras proposicionales (infinitas numerables): P, Po, P3, Py, Fs .
Conectivos: -, V, A, =, °
Paréntesis (signos de puntuacién): (. )

oad

[ NOTA: El simbolo que hemos llamado “de confirmacién”, el superindice © , fue
creado por Newton da Costa, pero con ui uso diferente al del presente trabajo,
como abreviatura o simbolo definido (no como simbolo primitivo); sin embargo,
el sentido “floséfico” que este autor le daba tiene cierta relacién con el que puede
tener en la 16gica que vamos a definir; es por eso que lo he adoptado. Al respecto,
véase el apéndice histdrico-filosdfico de este primer capitulo. |

La definicién de las férmulas bien formadas serd la usuel, agregando el caso
del simbolo nuevo:
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[2.2] DEFINICION: El conjunto de las férmulas bien formadas en el
lenguaje proposicional de bloqueo (bésico) se define recursivamente, del modo
siguiente:

a) Las letras proposicionales F; son férmulas bien formadas.
b) Si ¢ y 9 son férmulas bien formadas, también lo son las expresiones (pAD),
GV) , BB, (9) ¥ @)
¢) Las tnicas férmulas bien formadas son aquellas expresiones (sucesiones de
simbolos) que se obtienen mediante el uso de (a) y/o (b).

Ooag

Segiin se indicé en los preliminares, nos tomaremos las libertades habituales
referentes a los paréntesis. Respecto al sfmbolo de confirmacién, lo trataremos
igual que al otro conectivo unario (la negacién}, es decir “aplicaAndolo a tan poco
como sea, posible”. Por ‘ejemplo, la férmula @A ¢° debe ser interpretada ¢como

(6 A(¢°)) , ¥ o como’ (9 A9)°) ;¥ Ia formula ¢ AP es (@) A (¥°)):

Ahora definiremos nuestro primer sistema deductivo de bloqueo. El sentido
del nombre que a continuacién le daremos a este sistema, serd explicado cuando
definamos la clase de las 1égicas de bloqueo. La definicién de deduccién formal
es algo diferente de la clésica, por lo que la incluiremos aqui, en la definicién
del sistema deductivo. Junto a esta definicién (de deduccién formal), esta logica
constaré de cinco reglas de inferencia y diez axiomas. Los nombres que daremos
a las reglas de inferencia sugieren su papel en el sistema deductivo. En cuanto
a los axiomas, obsérvese que ellos “gon los mismos de CPC, pero en conjuncion
con su confirmacién”, en el sentido de que se obtienen tomando una de las axio-
matizaciones condcidas del célculo proposicional clésico, y escribiendo cada uno
de tales axiomas ¢ en conjuncién con la férmula ¢° :

[2.3] DEFINICION: Denominaremos BLO-OC al sistema. deductivo, del
lenguaje proposicional de bloqueo, dado por la siguiente definicién de deduccién
formal, las siguientes reglas de inferencia y los signientes axiomas:

DEDUCCION FORMAL: Dado un conjunto & de férmulas (las premisas),
una deduccién formal (o demostracion formal) de una férmula ¢ a partir

de ¥ es una sucesién finita de formulas (¢1, oo, ... ,d)n) , tal que ¢, = ¢ , y tal
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que para cada ¢; dela demostracién se cumple que, o bien ella es un axioma,
o bien ella ha sido obtenida aplicando una de las reglas de inferencia a férmulas
pertenecientes a LU {¢:1, Doy eues ¢,-_.1} (es decir, a férmulas que hayan aparecido
en la demostracién con anterioridad a ¢; , y/o a premisas).

REGLAS DE INFERENCIA: Si A y B son férmulas cualesquiera, las siguien-
tes son reglas de inferencia:

] {A , A"} FAAA° . (Adjuncién de Confirmacién)
2] AAA°FA (Desadjuncién de Confirmacién)
[3] AnAnE A° (Desadjuncién de Confirmacién)
4 {4,448, (4— B)’}+ BAB® (Pseudo - Modus Ponens)
[5] .{A‘;-_.‘?j'A} b A% - Lo (Obtencidén de Conﬁ;maciém)

AXIOMAS: Si A, B y C son férmulas cualesquiera, las siguientes formulas
son axliomas:
(a1 [A—(B- 4] A [a— (B~ A’
e [(A—B) = ((A=1B—C)— (A=A [4—B) ~ (4= [B~C) — (A~ o)’
a3 [a-(B- “amp] A [a—=(B- [an B
(a4 [(anB)—4] A [(anB) - Al
(5] [(AnBY—B] A [(anB) - 1
1as) [a—(avB)] A [4~ (av B)|’
i [B-(avE)] A [B-@ava)]
s [(4—~0) = ((B—0) = (avEI~O)] A [(4~0)~(B=0)~(avEl~O)]

[A9] [(A — B) — ([A — ~B] — —1A)] A [(A — B) — (EA N _‘A)]o

(0] [--a—a] A [~-4— 4]

ag
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[2.4] EJEMPLOS: A partir del conjunto de premisas X = {Pl, -1—;P1}, en
CPC una deduccién de la férmula P; tendria longitud 1: seria simplemente (Py).
En BLO-OC no podemos incluir directamente la premisa; para demosfrar P,
podemos efectuar la deduccién siguiente (bajo ella se justifica cada paso):

( A : P APE , R )
( Regla. [5] sobre premisas , regla [1] sobre paso 1 y premisa , regla [2] sobre paso 2 )

En cambio, segiin demostraremos posteriormente, P, no puede ser deducida a
partir de { Pi,~P;} en BLO-OG, a pesar de que P, € {P;,~P;}. Obsérvese que
en principio las premisas “tienen bloqueado el paso hacia las demostraciones” por
la definicién de deduccién formal; en el gjemplo que acabamos de ver, la premisa
P, “fue admitida” en la demostracién s6lo después de “ser desbloqueada” por la
accién delas reglas de inferencis (1], [2] ¥ [5]-. Esta situacién (que, nétese; da in-- -

dicios del sentido del nombre “légicas de bloqueo” } resultara ser caracteristica del
sistema, deductivo BLO-OC. Veamos ahora una demostracién (en BLO-0C)
sin premisas. Demostraremos la tautologia clasica A — (AA B — B); listaremos
los pasos verticalmente, y después indicaremos la. justificacién de cada uno:

(1) ([A/\B—»B]—->[A—>(AAB-—>B)])/\([A/\B-—>B]—+[A-—>(AAB—>B)])O
(2) [AAB — Bl — [A— (AAB — B)]

(3) ([AAB-—»B]—>[A—»(AAB—*B)])O

(4) [AANB = BIA[AANB — BJ°

(5) [AA B — B] B )
(6) [AAB — BJ°

(N [A—>(A/\B—+B)]A[A—+(AAB-—>B)1°

8) [A = (AAB — B)]

Justificacién de los pasos: axioma [Al]; regla de inferencia [2]; regla de inferencia i3k
axioma [A3]; regla de inferencia [2]; regla de inferencia [3], Pseudo - Modus Ponens
(regla de inferencia [4]) sobre pasos (5), (8), (2) ¥ (3); y regla de inferencia [2].
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Si utilizamos para CPC la axiomatizacién en la que nos hemos basado para
definir los axiomas de BLO-OC, tenemos, para la férmula A — (AA B — B),
la siguiente deduccién en CPC «correspondiente” a la recién escrita: '

([AAB-—»B]—+[A-—>(AAB—>B)] , [ANB—B] , [A—»(A/\B-—rB)])

(axioma, axioma, Modus Ponens). Si el lector examina estas dos demostra-
ciones, la comparacién probablemente le sugerird un modo de demostrar en
BLO-OC las otras tesis del célculo proposicional clésico (las férmulas que en
CPC pueden demostrarse sin premisas). Esto resultard ser correcto: mads ade-
lante probaremos que en BLO-0C se puede demostrar (sin premisas) toda tau-
tologfa clasica [ver comentarios en el apéndice histérico-filoséfico).

o0

-
o

[2.5] OBSERVACION: {.a definicién de demostracién formal que hemos es-
tablecido para el sistema deductivo BLO-OC en [2.3], es en principio diferente
a la de CPC, pues en éste se puede incluir cualquier premisa directamente en
la demostracién, mientras que aquf eso no se permite (sélo los axiomas pueden
ser incluidos directamente), y ademds en el caso clésico las reglas de inferen-
cia se deben aplicar sdlo a férmulas que hayan aparecido con anterioridad en
la demostracién, es decir a férmulas en {¢1,..¢i1} (para el paso i de la de-
mostracién), y no en & U-{qiq, ...,(;55_1}. Sin embargo, si aplicamos al céleulo
clésico CPC la presente definicién, su funcionamiento deductivo queda intacto:
en efecto, supongamos que en CPC suprimimos la posibilidad de incluir direc-
tamente premisas en las deducciones, pero permitimos aplicar Modus Pornens a
U {(ﬁ;, wyi—1} en el paso @ de la. demostracién (todo esto, sin alterar su regla
de inférencia Modus Ponens, ni sus axiomas); entonces, dada cualquier premisa
A € ¥, podemos incluir en’la deduccion una demostracién de la tautologia
A — A (que, como toda tautologfa, con esta nueva definicién ain puede ser
demostrada usando sélo axiomas, sin necesidad de premisas) y podemos aplicar
Modus Ponens a esta férmula y a la premisa. A, con lo cual podemos ahora
agregar a la demostracién la férmula A, de modo que “no se pierde nada su-
primiendo la inclusién directa de premisas” (si se ha agregado la posibilidad de
aplicar la regla de inferencia a £ U {rﬁ;, ey qbi._l} ). Asimismo, esta adicién de
la posiblidad de aplicar Modus Ponens a premisas que no hayan aparecido en
la demostracién no agrega nada, pues con la definicién habitual de todos modos
se podia llevar la premisa a la demostracién, y ahi aplicarle Modus Ponens. En
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resumen, para el cslculo proposicional clésico la presente definicién de deduccién
formal es equivalente a la usual, de manera que podria ser usada para CPC en
lugar de dicha definicién habitual, quedando intacto este sistema deductivo [ver
comentario en el apéndice histérico-filoséfico del presente capitulo].

oo

Obsérvese, también, que nuestra definicién de demostracién formal conlleva
una dificultad extra (en comparacién con CPC) cuando se quiere probar alguna
propiedad de la 1égica BLO-OC mediante induccién sobre la longitud de las
demostraciones de férmulas, ya que al utilizar este procedimiento, la hipétesis
inductiva séré vélida sélo para férmulas que hayan aparecido en la deduccién,
pero al aplicar las regles de inferencia podria estarse usando una prermisa que no
est4 en la deduccién, y que por lo tanto no necesariamente cumple con la hipétesis
inductiva® Dado que este procedimiento (induccién sobre. la longitud de lag-de*
mostraciones) se utilizaré con bastante frecuencia (cosa que ocurre usualmente
en las partes sintécticas de la logica matemética), vale la pena considerar esta
observacion.

[2.6] NOTACION: En este capitulo y en el siguiente, T - ¢ siempre sig-
nificaré que ¢ se deduce a partir de X en BLO-0C. Recordemes también que,
para decir que ¢ se deduce de Y} en CPC, escribiremos X Fepe @-

a0

La mayoria de los resultados que obtendremos, concernientes al sistema deduc-
tivo BLO-OC, se refieren a conjuntos de premisas escritas en lenguaje clésico,
es decir férmulas que no contienen el sfmbolo de confirmacién. Por lo tanto,
convendremos la notacién siguiente:

[2.7] NOTACION: En lo que resta del presente capitulo, y también en el
siguiente (en el capitulo 3), el simbolo “ % » representard siempre a un conjunto
(arbitrario pero fijo) de férmulas que no contienen el simbolo de confirmacién °,
es decir, un conjunto de férmulas escritas en el lenguaje de CPC.

Ooa
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Fl enunciado del primer teorema que demostraremos requiere las dos defini-
ciones siguientes. La segunda viene precedida de una explicacidn referente a su
sentido intuitivo.

[2.8] DEFINICION: Para cada férmula 9 del lenguaje de BLO-0C, la
parte principal de ¥, denotada P(1), se define del modo siguiente:

P(¢)={¢ sip=¢° osi Y=PAG

i en los otros casos

Queremos ahora definir una funcién FOR — FOR que haga lo siguiente:
dada una férmula cualquiera del lenguaje de BLO-0OC, nuestra funcién, bajo
condiciones adecuadas, deberd buscar las subférmulas de forma ¢° “maximales”,
es decir que no son a su vez subférmulas de otra subférmula de la misma forma,
y sustituir cada una de ellas por una letra proposicional que no aparezca en las
premisas, cambiando todas las apariciones de una subférmula dada (de forma ¢°)
por una misma letra proposicional, y usando letras distintas para subférmulas
¢° distintas (y, ademds, sin alterar el resto de la férmula). Asf, por ejemplo, la
férmula

(P)>A (B V[PV (Pe)T) “'
tiene dos subférmulas de forma ¢° “maximales”, (P)° vy [PV (B)]°, de
manera que deberfa ser transformada por nuestra funcién en una férmula como
ésta:

BPsn (P V Py

y la férmula siguiente:
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([P v (BN v (Pe = 1RV (R3] ’)
se deberia convertir en algo como
(~PyV(Ps— Pr) .

Procedamos ahora a definir formalmente una funcién que efectie un procedi-
miento como el descrito:

[2.9] DEFINICION: Llamemos FOR’ al conjunto de todas las férmulas
bien formadas de forma (°). Tal conjunto es infinito numerable, de modo que
hay biyecciones entre él y el conjunto de los niimeros naturales; por lo tanto,
dado cualquier natural K, existen biyecciones entre FOR® y los naturales mayo-

. res que K. Llamemos BK a una tal biyeccién (arb1trar1a pero fija) entre FOR® y
~-]os naturales mayores que K- Dada esta: BK, definimos recurswamente la funcmn
“ Ok : F OR = F OR del modo siguiente: g

a) Para cada letra proposicional P; , Cex(F;) = B

b) Para cualesquiera férmulas ¥ y ¢ , definimos Cpk () = —(Cex(?)),

Cex(¥ A ¢) = Cer(¥)ACex(¢) , Cex(¥ V¢) = Cex(¥)VCek(d) .
Cex (¥ — ¢) = Cek(¥)— Csk(9) -

¢) Paracada ¢ € FOR, Cpk(¢°)= Ppx ), es decir, a cada férmula de forma,
(¢°) la funcién Cpx le asigna la letra proposicional cuyo subindice es el nimero
natural que BK le asigna a esa misma férmula (¢°) .

oo

[ NOTA: Dada la manera en la que vamos a utilizar esta funcién, en principio
resultard perjudicial el hecho de que, hablando informalmente, ella puede “alterar
la forma” de las férmulas a las que se aplica de un modo que no se quiere, en
el siguiente sentido: por ejemplo, si formando K=1 se escoge una biyeccién Bl
tal que B1([P,]°)= 4, entonees se tiene que Cp1 ([P]°) = Pz, y con ello tenemos
que Cpi1{Ps — [P2°) = Cpi(Ps) — Cp1{[P]°) = P — P4 : obtenemos una
tautologia clésica, a partir de una férmula que no tiene esa forma tautolégica; esto
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resultars inadecuado para el uso que pretenderemos darle a esta funcién Cgk (en
cambio, obtener P; — Py a partir de por ejemplo [P2]° — [P2]° estarfa bien, pues
la férmula original tiene la misma forma tautolégica que la resultante) (repetimos
que estos comentarios son sélo intuitivos, no formales). Esto lo corregiremos
escogiendo, en el feorema [2.11], un natural K adecuado, relacionado con el
conjunto de las letras proposicionales que aparecen en las premisas que se estén
considerando; en realidad, esta necesidad de limitar el cambio en la forma de
las formulas, en relacién a las letras proposicionales que figuran en las premisas,
es precisamente la razén por la que se incorpord, en la definicién de la funcién
Cagx, el nimero natural X del que depende la biyeccién BK. ]

[2.10] OBSERVACION: Nétese que por la propia definicién de la funcién
Cgpk , dada cualquier férmula ¢ del lenguaje proposicional de bloqueo, el simbolo
de confirmacién no’aparece en la-férmula Cgx(¥) ;. por lo tanto,.si ¢ es una
formula pertenecientea la imagen de Cpx , entorices @ ‘estd escrita en el lenguaje
de CPC. "~ ’

Asimismo, obsérvese que las partes (a) y (b) de la definicidén nos dicen que las
férmulas del calculo proposicional clésico son invariantes bajo la accidn de esta
funcion, es decir que si ¢ es una férmula escrita en el lenguzaje de CPC (en ¢
no aparece °), entonces Cpk(9) = ¢.

aad

Pasamos ahora al primer teorema referente a B1.O-OC. Este nos dard una
restriccién para el conjunto de férmulas que pueden ser deducidas formalmente
en BLO-OC a partir de premisas que no contienen el simbolo °. Recuérdese
que hemos convenido (en [2.6] y {2.7]) que el simbolo % denotard siempre a un
conjunto de premisas que no contienen el simbolo de confirmacién °, y que el
simbolo F se refiere a deduccién en BLO-0C.
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[2.11] TEOREMA: Sea K un nimero natural tal que ¢ = ¢(p1,p2, .- PK)
para todo ¢ € £. Si Xk, entonces {€ € T~ € B} Fepe Caic (P()).

(P y Cgk segin definiciones [2.8] y [2.9], Cpx cualguiera de las posibles para el
K dado).

Demostracién: Antes de empezar, ntese que la Observacion [2.10], y el he-
cho de que las férmulas de X estén (segin la notacién convenida) escritas sin el
simbolo ©, garantizan que la expresién {E e f€ E} Fepe CBK (P(’(,b)) estd
bien definida [si en Cx (P(gb)) o en Y apareciese el simbolo de confirmacion,
la expresién podria carecer de sentido].

Probaremos el teorema por induccién sobre la longitud de las demostraciones
de férmulas a partir del conjunto (arbitrario pero fijo) T :

Demostraciones de longitud 1: Si % es una férmula que ha sido de-
mostradaia partir de ¥ en un sélo paso, entonces 1) es un axioma de BLO-0OC
o ha sido.obtenida con la regla de inferencia [5] (Obtencidn .de Confirmacion), |
porque para aplicar cualquiera de las otras cuatro reglas de inferencia se re-
queriria que las premisas contuvieran el simbolo de confirmacién °.

Si 9 se obtuvo con la regla de inferencia [5], entonces 3 es de forma ¢°
siendo las férmulas ¢ y ——¢ premisas (pertenecen al conjunto %) ; lo primero
nos dice que P(¢)) = ¢ ; lo segundo nos dice que en ¢ no aparece el simbolo
de confirmacién (por pertenecer ¢ a X), de manera (por observacién [2.10]) que
Cgpk(¢) = ¢ ; en resumen, tenemos que. Cox(P{®)) =¢ con ¢ y -9
pertenecientes a ¥ . Por lo tanto Cex(P(®)) € {¢ € ©: -~£ € T}, luego
[e€D: € €T} o Cok (P)).

Y 'si 1) es axioma, veamos que Cpx (P(1,b)) es una tautologia clésica: tenemos
que cada axioma % de BLO-OC es de forma ¢ A ¢°, donde ¢ , qiie es P(%), es
una instancia de tautologfa cldsica (aunque posiblemente conteniendo el sfmbolo
de confirmacién). Si ¥ era el axioma [Al] , tenemos ¢ = A — [B— A], conlo
que Cpx (P(¥)) = Cex (4 — [B — 4]) = Cax(4) — [Cpx(B) — Cax(A)];
pero en la observacién [2.10] vimos que las férmulas pertenecientes a la. ima-
gen de la funcién Cpk no contienen el simbolo de confirmacidn; por lo tanto,
Cok(A) — [Cek(B) — Cpx(A)] es una férmula de la forma € — [D - C]
escrita en el lenguaje de CPC, de manera que es una tautologia clasica (de hecho,
si tomamos para CPC la axiomatizacién en la que hemos basado BLO-0C, esta
férmula G — [D — O] es un axioma de CPC). Analizando los demés axiomas
de BLO-OC, vemos que ocurre algo similar (esto es debido a que en la parte
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principal de cada axioma de BLO-0C, los conectivos principales son los clésicos,
de modo que al aplicarle a cada axioma la funcién Cgx, ésta “preserva la forma
antes de eliminar el sfmbolo de confirmacién”). Por ejemplo, para el axioma [A6]
se {iene CBK ((?5) = CBK (A —r [A A B]) = CBKA - [CBKA vV CBKB], gue es
férmula en el lenguaje de CPC de forma C' — [CV D), y por lo tanto tautologia
clésica (probablemente axioma, segin cusl axiomatizacién se tome para CPC).
En resumen, para cada axioma ¢ de BLO-OC se tiene que Cax (P(%)) es una
tautologia de CPC (probablemente incluso un axioma de CPC), y por lo tanto

{¢er: €€} Foe Cex (P(2))-

Hipdtesis inductiva: Suponemos que para toda férmula ¢ que puede ser
demostrada en BLO-OC a partir de £ en menos de N pasos, se cumple que

{f €X: —1—16 e E} !"cpc CBK(P(‘IIJ))

Paso inductivo: Sea ¢ férmula demostrada a partir de ¥ en N pasos. Son
posiblés 10s siguientes casos: ' - ’

(2) Si 4 no es de forma ¢° ni de forma ¢ A ¢° , entonces Py) =9,y
la férmula 9 se obtuvo necesariamente con la regla de inferencia [2] (¥ no
es axioma, porque no es de forma ¢ A ¢° ¥y las otras reglas de inferencia sélo
producen férmulas de forma ¢° o de forma ¢ A ¢°); ¥ fue entonces deducida
a partir de la férmula % A ¥°, que’ no es premisa ya que en ella aparece
el stmbolo de confirmacién; por lo tanto, 1 A 1° figura en la demostracién
(antes de ¢), de modo que Y A 4° se demuestra a partir de ¥ en menos de
N pasos, luego podemos aplicarle la hipétesis inductiva; tenemos enfonces que
{6 Tt € € T} Foe Ca(PlAY?) , v como PWOAY) =4 =P@),
lo que hemos obtenido es {{ € B: ¢ € 5} Fepe Crk (P(#)), que es lo que se
queria demostrar.

K

(b) Si ¢ es de forma ¢ A ¢°, entonces ¢ se obtiivo con la regla de inferencia,”
[1], o con la [2], o con Ia [4], o es un axioma (pues las otras dos reglas de in-
ferencia producen férmulas cuyo conectivo principal es °, y no A ). El caso de
1) axioma fue tratado en la primera etapa de la induccién (al estudiar las de-
mostraciones de longitud 1). Si ¢ se obtuvo con la regla de inferencia [1], enton-
ces en la deduccién habia aparecido la férmula ¢° (pues no puede ser premisa);
por lo tanto, por hipétesis inductiva {eeT:f €T} Fae Cex (P(¢%)),
y como P(¢°) = ¢ = P(@A ¢°) = P(¢), lo que hemos obtenido es que
{¢en:te 5} Fepe CBx (P(y)). Si fue obtenida aplicando la regla de infe-
rencia [2], entonces en la deduccién habia aparecido la formula  ($AG°)A(PAF°)°
[no puede ser premisa), de manera que le aplicamos la hipdtesis inductiva y
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tenemos {§ € L : 7§ € 5} Fee Cek (Pl A ) A(dA ¢°)°]) ; como
Pl(¢AF)A (@A) = (@A), y como Crr(dA ¢°) = [Cek(9)] A P; (para
alguna letra proposicional F;), tenernos {6€T: €D} ba [Cax(d)AR;Y
como Cei (@)AP; Fepe Cri(¢), concluimos que {¢ex:-fe E} Fepe Car(9),
es decir {g € X: €€ E} Fepe CBK(P('l,b)). Finalmente, si i fue obtenida
aplicando Pseudo-Modus Ponens, entonces en la deduccién de v habian apare-
cido formulas (A — 9)° y A° (no pueden ser premisas); por hipétesis inductiva

£E€T: = € 5} Fae Car(P(AY)) = Cak(4) ¥ [teT: €€} g
Cpx(P([A—¥]°)) = Cgk (A — ¥) = Cpk(4) — Cpi(¢); por Modus Ponens
en CPC, esto dice que {€ € T : == € 8} Foe Cax(¥) = Cer($A¢°), yenel
caso recién analizado (el caso de 1) = ¢ A ¢° obtenida con la regla [2]) vimos que
esto implica que {{ € B: ——{ € T} Fope Cex(P(¥))-

(c) Si % es de forma ¢° sélo pudo ser obtenida aplicando la regla {2}, o la
regla [3], o la regla [5]. Sin embargo, notamos que no es posible que haya sido
obtenida _aplicando.la'-'regla [2]: en efecto, si'suponemos que si, entonces se habia
déducido la férmula [¢°]-A [(¢%)°] (no puede ser premisa), luego, por -hip6tesis
inductiva, {£ € ¥ :-~§ € T} Fo Cex (P([¢°] A [(¢°)])) = Cex(¢°) = A
siendo P; una letra proposicional que no figura en 2 (recordar que K es un niimero
natural tal que ¢ = ¢(p1,p2,--- ,pk) para todo ¢ € I, y que la imagen de BK
consta sélo de nimeros mayores que K}; esto , segin sabemos, es imposible en
CPC, por lo tanto la suposicién de que se habia deducido ¢° A (¢°)° es falsa,
y por lo tanto no se pudo obtener 1 usando la regla [2]. Si ¢ se obtuvo con
Ia regla [3], se habia deducido la férmula @ A ¢° [no es premisaj; por hipétesis
inductiva, {6 en:¢ € 2} Fepe CBK(P(¢A qb")) = Cpx(¢) = Cpx (P('qb))
Finalmente, si 7/ fue obtenida mediante la regla [5], dicha regla se aplicé a las
férmulas ¢ y ——¢. Hay ahora tres casos posibles: uno, las férmulas ¢ y ——¢
son ambas premisas, en cuyo caso ¢ € {{ € B : f € x}, y por lo tanto
{e€B:~E €T} Faed=Csx (¢) = Cpk (P (¥)).[notando que ¢ = Cpx (¢) .
porque ¢ es premisal; dos, ——¢ es premisa pero ¢ no lo es, en cuyo caso en
& no aparece el simbolo de confirmacién (ya que ——¢ es premisa), con lo que
P(¢) = ¢ , de modo que al aplicar la hipétesis inductiva a ¢ tenemos que
{6 €t €T} o Cek(P(9)) = Cpk(9) = Cok(P(¥)); y tres, la
férmula ——¢ no es premisa, en cuyo caso al aplicarle la hipdtesis inductiva te-
nemos {¢ € = : ¢ € T} Foe Cax(P(-—¢)) = CBK(—Hq{)% = ==Cpk(¢), ¥
como ——Cpx(¢) Fepe Coi(¢) , tenemos {¢ €Tt €T} b Opx (¢), es
decir {£ €5 :~€ €T} Fop Cex(P(®)) -

aa
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[2.12] COROLARIO : §i se utiliza un conjunto de premisas construido a
partir de un nimero finito de letras proposicionales y sin usar el simbolo °, no es
posible demostrar en BLO-OC férmulas de forma (¢°)°, ni de forma (¢°)A(8°)°.

Demostracién: Sea K un natural tal que todas las letras proposicionales
que figuran en el conjunto de premisas Y} perienecen a {pl, D2y -ee ,pK}, y fije-
mos una funcién Cpx. Tenemos entonces que P((¢°°) = ¢° = P([¢°] A [¢°]°),
v con ello Cpx (P([¢°]°)) = Crx (P([¢°] A [6°7]°)) = Cex(¢°) = P; con F; letra
proposicional que no figura en ¥ . El teorema nos dice, por lo tanto, que para
que ocurriese que X F (¢°)° o que X F (4°) A (¢°)° , tendria que darse que
{§ er:-§E E} Fepe P3 con Pj letra proposicional tal que ninguna férmula
de X la contiene, y sabemos que en CPC esto no puede ocurrir.

(Alternativamente, el lector podria inferir este corolario més o menos direc-
: tamente del principio de la parte (c) del paso inductivo, en la demostracién del
. . Teorema’[2.11]) — . o T

*
- .
+

3 b ‘\_,D De
[2.13] COROLARIO : Si se utiliza un conjunto de premisas construido sin
usar el stmbolo °, no es posible demostrar en BLO-OC férmulas de forma (¢°)°
ni de forma (¢°) A (¢°)°.

Demostracién: Supongamos que L b (¢°)° , probablemente figurando en
Y infinitas letras proposicionales (esto dltimo seria posible sdlo si & contiene in-
finitas férmulas). Consideremos una demostracién formal cualquiera (fija) de la
férmula (¢°)° a partir de T . La definicién de deduccién formal en BLO-OC,
establecida en [2.3] , indica que en esta demostracién de (¢°)° se han usado
las reglas de inferencia una cantidad finita de veces. Cade una de las reglas de
inferencia se aplica sobre un nimero finito de férmulas (més especificamente,
como méximo sobre cuatro), de manera que la cantidad de premisas que se han
utilizado para efectuar la demostracién es finita. En otras palabras, existe un
suconjunto finito de T, llamémoslo A , tal que A (¢°)°. Como A es finito,
contiene una cantidad finita de letras proposicionales, y como es subconjunto
de &, en A figuran solamente formulas en las que no aparece el simbolo de
confirmacién: -entonces, el haber concluido que A F (¢°)° contradice el lema
anterior [2.12] . Por consiguente, la suposicién inicial de que Z b (¢°)° es falsa.
Tdéntico argumento nos dice que X ¥ (¢°)} A (¢°)° .

oo
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Aparte de los que acabamos de ver, el Teorema [2.11] nos proporciona otros
dos corolarios, [2.17] y [2.18] , que serdn utilizados en nuestra aplicacién de
BLO-0OC a bases de datos; pero para abordar estos corolarios (as{ como otros
resultados que obtendremos) necesitaremos las siguientes definiciones:

[2.14] DEFINICION: Sea ¢ una férmula cualquiera. Entonces ¢ denotard,
a la formula ¢ sin el stmbolo °, es decir a la férmula resultante de eliminar de ¢
cada aparicién del sfmbolo de confirmacidn °. Lo definimos recursivamente:

a) Para cada letra proposicional F; definimos P, = F; _

b) Para 'A_y B férmulas arbitrarias, definimos (A)=4 ,_(-—: Yy = =(4) ,
(ANB)=AAB , (AVB)=AVB , ¥y (A-B)=A—B.

s

B . . “ l DE.

[2.15] DEFINICION: Definimos la funcién S: FOR — FOR de la si-
guiente manera:

Ay sip=0Nnd
S@)=1@°  sv=¢

P en los otros casos

A esta funcién la llamaremos funcién simplificacidn, y las férmulas pertene-
cientes a la imagen de S serdn denominadas férmulas simplificadas. Ademss,
usaremos el prefijo “S-" para indicar que nos referimos a férmulas simplificadas;
en particular, con frecuencia usaremos la siguiente nomenclatura:

“$ es una S-férmula” significard que ¢ es una formula simplificada.
“4 es S-demostrable” o “hay una S-demostracién de ¢” significardn que
existe una demostracién de ¢ que consta solamente de férmulas simplificadas.
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[2.16] OBSERVACIONES: Si una férmula ¢ no es de forma @° nide
forma & A ¢° , entonces la férmula S(¢) se construye suprimiendo el simbolo °
de cada subférmula de 1 ; por ejemplo, si 9y = A — B (con A y B férmulas
cualesquiera), entonces S(¢)=9 = A — B [# S(A)—-S(B)].

Nétese también que la funcién S es idempotente, es decir que S{S())=S(¥).

Finalmente, obsérvese que en virtud de la forma de los axiomas de CPC y
de BLO-OC (tomando para CPC la axiomatizacién “correspondiente” a BLO-
OCQ), y del primer pérrafo de esta observacidn, se tiene lo siguiente: si v es
un axioma de BLO-0OC, es de forma ¢ A [¢°] , siendo ¢ una instancia de es-
quema. axiomético de CPC (aunque probablemente conteniendo el simbolo de
confirmacion); por lo tanto ¢ [es decir la parte principal de la simplificacion
BA(B)° de ¢A(¢)°], es un axioma de CPC, y por consiguiente la simplificacién
S(¥)=S(¢ A l¢°))= @A (9)° es un axioma de BLO-OC. Por ejemplo, si ¢ es de

“forma, A = (B ~.A) (probableinente conteniendo el simbolo de confirmacién ),
entorices la férmula’ ¢ = A.— (B — A) es un axioma de CPC; y pof lo tanto la
férmula ¢ = ¢ A (@)° es un axioma de BLO-OC.

oo

[2.17] COROLARIO: Si T es, segin hemos convenido, un conjunto de
premisas construidas sin utilizar el stmbolo °, y st ¥ es una S-formula tal que
S+ 4, entonces {€ € X1 ~—€ € B} e P(¥).

Demostracién: Si I F ¢ , entonces, segiin lo explicado en la demostracién
de [2.13] en relacién a la definicién de deduccién formal en BLO-OC , existe
un suconjunto finito de ¥ , llamémoslo A , tal que A + % ; por ser sub-
conjunto de X , en A figuran solamente férmulas en las que no aparece el
simbolo de confirmacién, y como A es finito, contiene una cantidad finita
de letras proposicionales, de modo que existe un mimero natural K tal que
é = ¢(p1, P, .. -, Px) para todo ¢ € A. Podemos entonces aplicarle el Teorema
[2.11] a A: escogiendo para el nimero K cualquier funcién Cggk , tenemos que
{[eer:~E€ A} Fope Cpx (P(¥)) . Del hecho de que A C %, se deduce la
inclusién {€ € A: ~—~£ € A} C {£ € T:~=§ € T} ; y como en CPC se verifica
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la propiedad de monotonia, se sigue que {6€8: € €T} Foe Cex(P(¥)) -
Ahora bien, si ¢ es una S-férmula, en su parte principal P(7#)) no aparece el
stmbolo de confirmacién, de manera que, segun la observacién [2.10], tenemos
Cex{P(¥)) = P(¢¥) . Luego la afirmacién {€ € B: =€ € B} bepe Cax (P(¥))
es equivalente, para S-formulas, a la afirmacién {{€Z: - € B} e P(¥) -

04

[2.18] COROLARIO: Si ¢ = ¥ (es decir, en ) no aparece®) y Lk,
entonces {{€L: €€ B} Fepe ¢

Demostracién: Si 9 = ¥ , entonces P(y} = ¢ . Se aplica entonces el
corolario anterior [2.17] , sustituyendo en su conclusién P(y) por v .

&+

- -

oo’

[2.19] OBSERVACION: En el ejemplo [2.4] se mencioné que en BLO-OC
no es posible deducir Py a partir de {Pl,—aPl}. El corolario anterior demuestra
esta afirmacién. A su vez, esto muestra que el sistema deductivo BLO-0OC es
paraconsistente.

ao

El resultado recipraco del Corolario [2.18] es también vilido. Para estable-
cetlo, utilizaremos lo siguiente: o

[2.20] OBSERVACION (Monotonfa): El sistema deductivo BLO-OC
verifica la propiedad de monotonia: en efecto, si tenemos conjuntos cualesquiera
de férmulas Ky y Ko tales que K; C Kj, entonces para cualquier férmula ¢
tenemos que Ky - ¢ = Kz ¢, yaque a partir de K3 se puede efectuar la
misma demostracién de ¢ que se efectud a partir de K

oo
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[2.21] NOTACION: Si A es un conjunto de férmulas, la expresién ——A
representard al conjunto {-—:—6 e FOR:6 € A} En particular, utilizaremos
frecuentemente el simbolo ——X , donde X representa, segin hemos convenido,
un conjunto de férmulas en el lengua.je de CPC.

od

2. 22] LEMA: S5i Z kgt , entonces TU~=SHY y SU--L e

Demostracmn Antes de empezar la demostrac;on observese que para que
la expresién “ & I—,:,,c ¥ ™ ténga sentido, la formuls v debe pertenecer, al igual
que las férmulas en X, al lenguaje de CPC.

Procedemos por induceién sobre la longitud de la demostracién de ¢ en CPC:

Demaostraciones de longitud 1: Si en CPC se deduce ¢ desde £ en un
sélo paso, entonces 7 es un axioma de CPC o bien ¢ € ¥ . Tomando para
CPC la axiomatizacién correspondiente a la de BLO-OC, en el primer caso
tendriamos que 1 A9° es axioma de BLO-OC, al que le podemos aplicar la
regla. de inferencia [2] para obtener 1, o la regla [3] para obtener °. En el se-
gundo caso, ¥ € & nos dice que en ZU-~Y estdn 3 y —~ ; aplicando la
regla de inferencia (5] obtenemos la férmula $° ; a partir de ella y de la premisa
»1b, con la regla [1] obtenemos 1 A%° ; y aplicindole a esta férmula la regla de
inferencia [2], obtenemos ¥ ; luego, en este caso tainbién se dedicen ¢ y ¢¥° a
partir de L U —=-X.

Hipdtesis inductiva: Suponemos que para toda férmula 3 que puede ser
demostrada en CPC a partir de ¥ en menos de N pasos, se cumple gue en BLO-
OC es posible demostrar las férmulas ¢ y ¢° a partir de LU --E.

Paso inductivo: Sea 7 una férmula que ha sido demostrada en CPC a

partir de £ en N pasos. Tenemos tres casos posibles: que 1) sea un axioma de
CPC, que 3 pertenezca a X, 0 que ¥ haya sido obtenida con Modus Ponens
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a partir de férmulas A y A — 1 que hayan aparecido con anterioridad en
la deduccién de 9 . Los casos primero y segundo fueron tratados en la primera
etapa de la induccién (al estudiar las demostraciones de longitud 1). Y en el
tercer caso, la hip6tesis inductiva se aplica 2 las férmulas A y A — ¢, pues
ellas fueron demostradas en CPC a partir de £ en menos'de N pasos; tene-
mos entonces que en BLO-OC pueden deducirse, a partir de LU -3 , las
formulas A, A°, (A—) y (A —1)°; aplicando la regla de inferencia de
Pseudo- Modus Ponens, obtenemos ¥ A ¢° ; y a partir de esta férmula obte-
nemos, mediante las reglas de inferencia [2] y [3] , las férmulas ¢ y 7.

oo

El siguiente es el resultado reciproco de [2.18] que habiamos anunciado:

)
-
)

[2.28] LEMA: Si ¢ =9 (es decir, si en ¥ no aparece®) y si T¥ ¢,
entonces {£ € T : =€ € T} Fope ¥

Demostracién: El lema [2.22] nos indica que dado cualquier conjunto K in-
tegrado solamente por férmulas escritas en lenguaje clésico (sin utilizar el simbolo
de confirmacién), tenemos K kg ¢ = KU-—=K F % , y por lo tanto
KU-—K ¥ => K Feg v Tomando K = {£ €EX:—-f € ZI} ,. 8e tiene
{ten:-tenju—{€en:EcB}Fy = {{€D:fe X} Fu ¢
Por otro lado, la monotonia de BLO-OC (Observacién {2.20]) implica que para
cualesquiera conjuntos K y K3 , si K1 € Kj entonces Ky F ¢ = Ko F ¢,
y por lo tanto si K; C K> entonces K ¥ ¢ = K; ¥ ¢ . Aplicando esto al
caso presente; como {.I;' €¥:f€E E_} CE vy —:—'{E EN:—fent C L
tenemos LK ¢ == {(e€Z:-feTju-~{{eB:Ec L‘% ¥,
Reuniendo estos dos hechos que hemos indicado, obtenemos X ¥ 3 =
{ten:feSjU-—{(eD:~€eT}FyY = {{eD: (€T} o ¥

oo
Del Lema [2.22] se deduce también lo siguiente:
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[2.24] COROLARIO: En BLO-OC se pueden demosirar (sin premisas)
todas las tautologias de CPC.

Demostracién: En CPC, si 9 es una tautologia, entonces & b 9 . Por el
Lema [2.22] , en BLO-OC tenemos @U@ =0F 9.

oo

El Corolario {2.24] demuestra la afirmacién que se formulé al final de [2.4]
(ver comentarios en el apéndice histérico-filoséfico).

Los. réshltados;&ntefiores serén utilizados para aplicar BLOaOC"é base_é de

* datos inconsistentes. En lo que resta del presente capitulo, veremos otfos resul-

tados referentes s BLLO-OC, que no participardn directamente en la antedicha
aplicacién a bases de datos, pero que nos muestran diversos aspectos del fun-
cionamiento del sistema deductivo BLO-0C.,

Si se examinan las reglas de inferencia de Obtencién, Adjuncién y Desad-
juncién de Confirmacién (reglas [1], [2], [3] y [5]), y si se desarrollan algunas
demostraciones formales en BLO-OC (ver ejemplos [2.4]), uno puede formarse
la impresién de que estas cuatro reglas de inferencia parecen tener que ver prin-
cipalmente con el “desbloqueo” de las premisas, en el sentido de que una premisa
no puede ser incluida directamente en una demostracién, sino que debe ser “des-,
bloqueada” mediante las’ mencionadas reglas; para poder ser “admitida” en la
demostracién. Si ese fuera el principal papel de dichas reglas de inferencia, el
poder deductivo “efectivo” de esta logica pareceria residir esencialmente en la
regla de Pseudo-Modus Ponens. Estas observaciones resultan ser correctas, si las
interpretamos formalmente en el sentido del lema siguiente:

[2.25] LEMA: A partir de un conjunto de premisas en lenguage cldsico- (sin
el stmbolo °), si no se usa Pseudo-Modus Ponens, en BLO-OC sdlo es posible
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deducir férmulas cuya parte principal es, o bien la parte principal de un arioma
de BLO-OC, o bien una premisa cuya doble negacidn es también premisa.

Demostracién: Probaremos el lema por induccién sobre la longitud de las
demostraciones de férmulas a partir del conjunto (arbitrario pero fijo) X :

Demostraciones de longitud 1: Si 1 es una férmula que ha sido de-
mostrada a partir de ¥ en un sélo paso, entonces ¢ es un axioma de BLO-OC
o ha sido obtenida con la regla de inferencia [5} {Obtencidn de Confirmacién),
porque para aplicar cualquiera de las otras cuatro reglas de inferencia se re-
querirfa que las premisas contuvieran el simbolo de confirmacién °. En el primer
caso se cumple directamente que su parte principal es la de un axioma de BLO-
OC ; y en-el segundo caso, 9 es de forma ¢° con ¢ y ——¢ en 1, de modo
gue su parte principal es una premisa cuya doble negacién es también premisa.

Hipdtesis inductiva: Suponemos que para toda formula que puede ser
demostrada -en BLO-OC a partir de T sin usar Pseudo-Modus Ponens -en
menos dé N pasos, se cumple que su parte principal es, o bien la parte principal
de un axioma de BLO-OC, o bien una premisa cuya doble negacién es también
premisa.

Paso inductivo: Sea ¥ formula demostrada a partir de £ en N pasos sin
usar Pseudo-Modus Ponens. Son posibles los siguientes casos:

(a) Si % es un axioma de BLO-OC, se cumple directamente que su parte
principal es la parte principal de un axioma de BLO-OC.

(b) Si ¥ fue obtenida utilizando la regla de inferencia [1] , entonces ¢ es de
forma ¢A@° y fue obtenida a partir de las férmulas ¢ y ¢°.-Como ésta tiltima
no puede ser premisa (por contener el simbolo de confirmacién), habfa aparecido
con anterioridad en la deduccidn, y por lo tanto habfa sido demostrada en menos
de N pasos. Se le aplica entonces la hipétesis inductiva, con lo cual su parte
principal, que es también la parte principal de ¥ , cumple con lo que se quiere
(es decir, o bien es la parte principal de un axioma de BLO-OC, o bien es una
premisa cuya doble negacién es también premisa).

(c) 8i ¢ fue obtenida mediante la regla de inferencia [2] , entonces la férmula
1 A9° habia aparecido en la deduccién (no puede ser una premisa), de modo
que se le aplica la hipétesis inductiva,.con lo que su parte principal, que es ¥,
o bien es la parte principal de un axioma de BLO-OG, o bien es una premisa
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cuya doble negacién es también premisa. Ahora bien, esto significa que ¥ no
es de forma ¢° ni de forma ¢ A ¢° , porque la parte principal de cada axioma
de BLO-OC tiene como conectivo principal el de implicacién (luego no es de
forma ¢° nide forma ¢A¢°), y en las premisas no aparece el simbolo de confir-
macién ° . Por lo tanto, al no ser 9 de ninguna de esas dos formas, se tiene que
P(1) = % ; y con ello tenemos que P(¢)) cumple con lo que se quiere (es decir,
o bien es la parte principal de un axioma de BLO-OC, o bien es una premisa
cuya doble negacién es también premisa).

(d) Si 9 fue obtenida mediante la regla {3] , entonces ¥ es de forma ¢° y
la férmula ¢ A ¢° habfa aparecido en la deduccién (no puede ser una premisa),
luego por hipétesis inductiva se tiene que la parte principal de ¢ A ¢° , que es
también la parte principal de 4 , cumple con lo que se quiere.

() Si ¥ fue obtenida mediante la regla [5] , entonces ¢ es de forma ¢°

y fue obtenida a partlr de las férmulas ¢. y ~=¢i: Casos posibles: Primero,

si ¢ y —n¢ son premisas (si'estdn ambas en X3}, éntonces la parte’ ‘priricipal
de % , que es ¢ , es una prermisa cuya doble negacidn es también premisa. Se-
gundo, si ~—¢ es una premisa pero ¢ no lo es, a ¢ se le aplica la hipétesis
inductiva, con lo que su parte prmmpal o bien es la parte principal de un axioma
de BLO-OC, o bien es una premisa cuya doble negacién es también premisa;
pero ¢ no puede contener el simbolo de confirmacién, porque —=¢ € I, por lo
que P(@) = ¢ = P(¢°) = P(#), es decir que la parte principal de 7 cumple
con lo que se quiere. Y tercero, veamos que no puede ocurrir que ——¢ 10
sea una premisa: si suponemos que NO es premisa, se le aplica la hipétesis in-
ductiva, con lo cual su parte principal, que es ella misma, o bien es la parte
principal de un axioma de BLO-OC, o bien es una premisa cuya doble negacion
es también premisa; pero esto tltimo contradice la suposicién de que ——¢ no
es una premisa, y lo primero no puede ser, porque ningiin axioma de BLO-OC
tiene a la negacién como conectivo principal de su parte principal.. Luego no
puede ocurrir que ——¢ no sea una premisa. Con esto se han cubierto todos los
casos posibles para 7 obtenida mediante la regla [5].

ao

[Vemos, entonces, que sin usar Pseudo - Modus Ponens no se pueden deducir
ni siquiera las tautologias clésicas que no son parte prmmpal de alguno de los
axiomas de BLO-OC. |
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Veremos a continuacién los tres 1ltimos resultados de este capitulo. El lema si-
guiente se utilizard para demostrar el Teorema [2.27], el cual, segtin se comentard
a continuacién del Corolario [2.28], entrega un resultado significativo referente a
las demostraciones en BLO-OC de las férmulas simplificadas (definicién {2.15]),
dentro de las cuales est4n las escritas en lenguaje cldsico (sin ° ):

[2.26] -LEMA: (a) Si T ¢°, enfonces L I ¢. Ademds, para cada
demostracion D de la formula ¢° a partirde £ ,si ¢ ¢ X osien D no
se usd la regla de inferencia [5] (Obtencidn de Confirmacidn), entonces existe
una -demestracidn de ¢ a partir-de T de longitud menor. o igual a-la de D,
_y en la*que:sdlo aparecen férmulas que figuran en D-(sdlvo, probablemente, la
conclusidn . ). ' I

(b) Si I+ ¢°, entonces & ¢. Ademds, para cade demostracion D de ¢°, existe
una demostracién de ¢ de longitud menor o igual a la de D, y en la que sélo
aparecen formulas que figuran en D (salvo, probablemente, la conclusidn @)

Demostracién: (a) La férmula ¢° ha sido deducida (en D) usando la regla
de inferencia [3] o la regla [5] : en efecto, la férmula ¢° no se obtuvo aplicando
la regla de inferencia [1] ni la regla [4] , pues estas dos reglas producen formulas
de forma £ A £° , cuyo conectivo principal es A y no °, mientras que el de ¢°
es ° ; por igual motivo ¢° no es un axioma; y el corolario {2.13] garantiza que
¢° no se obtuvo con la regla de inferencia [2].

Supongamos que ¢° fue cbtenida utilizando Ia regla [3]; esto significa que se
habia deducido la férmula ¢ A ¢° (en D, luego con longitud menor a la de D),
con lo que podemos aplicar la regla de inferencia [2] a ¢ A ¢°, obteniendo una
demostracién de ¢ de longitud no mayor que la de D y en la que sélo figuran
férmulas que aparecen en D (salvo, probablemente, la conclusién ¢).

Supongamos ahora que ¢° se obtuvo mediante la regla [5] y que ¢ no es una
premisa (¢ ¢ ). Entonces ¢ ya habia sido deducida en D, y por lo tanto, con
longitud rhenor que la de D y usando sélo férmulas que figuran en D.
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Ex 4

Finalmente, supongamos que ¢° se obtuvo mediante la regla [5] y que ¢ € X.
Entonces con la premisa ¢ y la férmula ¢° que se ha deducido con D, podemos
usar la regla (1] para agregar a D la férmula ¢ A ¢°, y aplicando ahora la regla
[2] se deduce ¢. Obsérvese que esta demostracion de ¢ tiene dos pasos més que
D, y las dos férmulas nuevas que en ella aparecen, ¢ A ¢° y la conclusién ¢,
probablemente no figuraban en D.

(b) En este caso no existe conjunfo ¥ de premisas, de modo que la de-
mostracién de la parte (a) se aplica de nuevo, pero ahora sin el tercer caso.

aa

[2 27] TEOREMA Pam cualquier férmula ¥ del lenguaje proposzcwml
de blogueo (bdsico), 5i T ‘entonces L& S(¢p) . Mds atin, en tal caso eziste
una demostracion de S(¥) en la que solamente aparecen S-férmulas (férmulas
simplificadas).

Demostracién: Procederemos por induccién sobre la longitud de las de-
mostraciones de férmulas a partir del conjunto ¥ :

Demostraciones de longitud 1: Si 1 ha sido demostrada a partirde
en un sélo paso, entonces 1 es un axioma o ha sido obtenida mediante la regla,
de inferencia {5], pues las otras cuatro reglas de inferencia no pueden aplicarse
sobre premisas que no contienen el simbolo de confirmacion.

Si 9. es un axioma de BLO-OC, hemos visto en la Observacién [2 16} que su
simplificacién también lo es; por consiguiente S(3) , como todo axioma, puede
ser deducida a partir de X en un 1inico paso, en el que en este caso figura una
férmula simplificada (ella misma}, es decir que existe una S-deduccién de S(z)
a partir de ©. Ysi 1 fue obtenida mediante la regla [5], entonces 1 = ¢° con
¢ €% y (=) € I; como las premisas no contienen el simbolo de confirmacidn,
esto significa que ¢ =@, y por lo tanto S(¢) = (¢)° = ¢° = ¢ , de manera que
la. demostracién de 1 en un sélo paso, a partir de X, es una demostracién de
S(1) en un sélo paso, en el que figura una S-formula (ella misma), de modo que
es una S-deduccién de S(¢) a partir de % .
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Hipétesis inductiva: Suponemos que si-una férmula puede ser demostrada

a partir de T en menos de N pasos, entonces existe una S-demostracién de su

simplificacién a partir de X .

Paso inductivo: Sea 1 una férmula que ha sido demostrada a partir de
¥ en N pasos. Son posibles los siguientes casos:

(2) Si ¥ no es de forma ¢° ni de forma @A ¢° , entonces S(y) =9,y
ademds 1) ha sido obtenida mediante la regla de inferencia [2], porque todas
las otras reglas producen férmulas de forma ¢° o de forma ¢ A ¢°, esta tltima
correspondiente también a los axiomas de BLO-OC, por lo que 1 tampoco es
axioma. En consecuencia, en la demostracién de ¢ habia aparecido la férmula,
i Ap° , la que por lo tanto puede deducirse a partir de X en menos de N pa-
sos. Por hipdtesis inductiva, existe una S-deduccidén a partir de ¥ de la férmula

S( A 9°) = PA()°; si prolongamos esta S-demostracién aplicando a, PA(P)°
-a regla [2]; obtenemds -una deduccién de P = S(3) ;en Ta qué figiran solamente

S-férmulas.

(b) Si ¥ es de forma ¢ A ¢° , entonces S(¢) = ? A (@), y la férmula
¥ = ¢ A¢° ha sido obtenida con la regla [1], o con la regla [2], o con la regla
[4], o es un axioma (las otras dos reglas de inferencia producen férmulas cuyo
conectivo principal es ° ). Veamos estos cuatro casos posibles:

(b.1) El caso de ¥ axioma de BLLO-OC ya fue cubierto en €l primer paso
de esta induccidn, 2l estudiar las deducciones de longitud 1.

(b.2) Si la férmula 9 = ¢A¢° fue obtenida mediante la regla [2], entonces en
la deduccién de 9 habia aparecido la formula $AY° = (¢ A¢°) A($A4°)° ; por-

‘hipétesis inductiva tenemos una S- demostracmn, a partir de ¥, de la férmula

S(wAY®) =S([pA¢TAlpAST) = (¢A¢0A@A¢ﬂ-—@A¢pw-Aj
Agreguemos a dicha S-deduccién las siguientes S-férmulas, que primero trans-
cribiremos y luego justificaremos:

1) (BAB)A(GAP)°
2) (6A9)
3) (en9)°




@ [BAD—3In[@Ad—0]
5) [(Frd)—9]

® [@rd) -9

(1) AP

{ Justificacién: férmula S-demostrable por hipdtesis inductiva; regla de inferencial2};
regla [3]; axioma [A4]; reglaf2]; regla [3]; y regla 4 (Pseudo - Modus Ponens) aplicada
sobre pasos (2), (3), (5) ¥ (6). ]

Como hemos tomado una S-deduccién y le hemos agregado sélo S-férmulas,
lo que hemos obtenido es una S-demostracidn, a partir de ¥ , de la férmula

A@r=SW).

(b.3) Si.la formile ¢ = ¢ A.¢° fue btenida mediante la regla [1], en la
deduccién habfan aparecido las férmulas ¢ y ¢°, las que por lo tanto pueden
ser demostradas a partir de X en menos de N pasos. Por hipétesis inductiva,
tenemos S-deducciones de las férmulas S(d) y S(¢°) . S(¢°) es (§)°; y de-
pendiendo de si ¢ es de forma £°, de forma £ A£°, o de otra forma, la férmula
S(¢) puede ser respectivamente (£)° , EA(E)F 6 ¢ :

H

Si S(¢) = ¢, lo que dice la hipétesis inductiva es que se tienen S-deducciones
de las férmulas ¢ y (@)° a partir de ¥, de modo que uniendo tales demostra-
ciones y aplicando a continuacién la regla [1] a las férmulas ¢ y (8)°, se obtiene
una S-demostracién de la formula ¢ A (¢)° = S(¢) a partir de X .

El caso S(¢) = (£)° no puede ocurrir si % fue obtenida mediante la regla de
inferencia, {1], porque corresponderfa 2 ¢.= £, con.lo cual ¢° = {£°)°, teniendo
que haber aparecido esta férmula en la deduccién para que se haya obtenido
$ A ¢° mediante la regla [1] (la férmula no puede ser una premisa, pues contiene
el sfmbolo de confirmacién); pero el Corolario [2.13] nos asegura que no es posible
deducir (£°)° a partir de L.

Y si S(¢) = EA (£)°, entonces se tiene que ¢ = §A£°, y por consiguiente
la férmula S(¢°) = (6)° , que por hipétesis inductiva ha sido S-demostrada a
partir de %, es (¢)° = (€ AE)° . Consideremos la férmula £ A€ ; ella puede
ser o no ser una premisa. Si lo es, tomamos la S-deduccién que tenemos para
(EAE)° a partir de T, y aplicamos la regla [1] a la premisa (EAE) yala
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formula S-deducida (€ A £)° , con lo que obtenemos una S-demostracién de
(ENEYA(ENE) = A ()° = S(¢) apartirde X. Y si £A€ no es una premisa,
es decir si (EAE) € T, aplicamos el Lema [2.26], con lo que obtenemos una
demostracién de (EAE) en la que solamente aparecen formulas que pertenecian
a la demostracién que se tenfa de (E A E)" , salvo, probablemente, la conclusién
£ A€ ; la demostracién de (£ AE)° por hipbtesis inductiva contiene solamente
S-férmulas, y EAE es una S-férmula, asi que tenemos una S-deduccidn de ENE;
aplicando la regla de inferencia [1] a las férmulas S-demostradas EANE y (ENE)°,
obtenemos una S-deduccién de (EAE)AEAE)° = dA($)° = S(4p) apartirde T.

(b.4) Si la férmula 9 = ¢ A ¢° fue obtenida mediante la regla [4], esta regla
se aplic a formulas A—¢ , (A—¢)° , A y A° Las férmulas (A — 4)° ¥
A° no pueden ser premisas, de modo que necesariamente habfan aparecido en la
demostracién de 9 , por lo que podemos aplicarles la hipdtesis inductiva, y con
ello obtenemos S-demostraciones de las férmulas S(A—¢])=([A—9)° ¥

S(A°) = (4)°, a partir de . Las férmulas A—¢ y .A pueden ser premisas <

o pueden haber sido deducidas. Esto nos conduce a las siguientes posibilidades:

Si A— ¢ esuna premisa, entonces no contiene el simbolo de confirmacion,
de modo que A — ¢ = A — ¢ , y por lo tanto la férmula A — ¢ es una
premisa; si en cambio A — ¢ no es una premisa, entonces ella ha aparecido en
la demostracién de 7 , y por lo tanto podemos aplicarle la hipétesis inductiva,
con lo que tenemos una S-demostracién de la férmula S(A — ¢) = A-o;

en resumen, o bien la férmula A — ¢ es una premisa, o bien ella puede ser
S-demostrada a partir de .

Con ello, si pudiésemos contar con una S-demostracién a partir de X de la
formula A , o si ella fuese una premisa, podriamos aplicarle la regla de infe-

rencia [4] (Pseudo- Modus Ponens) a ella, a A — ¢ (que; como -acabamos

de ver, o bien es una premisa, o bien puede ser S-demostrada a partif de ),
y a las dos férmulas que ya tenemos S-deducidas en virtud de la hipétesis in-
ductiva, obteniéndose de esta manera una S-demostracién de ¢ A (¢)° = S() .

Veamos entonces que, efectivamente, o bien A es un premisa, o bien puede ser
S-deducida a partir de 2 :

Sj la férmula A es una premisa (independientemente de si A lo es o no),
entonces, segiin acabamos de explicar, tenemos una S-demostracién de S(¢) a
partir de . Y si A no es una premisa, es decir si A ¢ %, entonces pode-
mos aplicar el Lema. [2.26] a la S-deduccién que tenemos de la férmula (A)°,
con lo que obtenemos una demostracién de A en la que solamente aparecen
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férmulas que pertenecian a la S-demostracién que se tenfa de (A)°, salvo pro-
bablemente la conclusién A, que es una S-formula, de modo que tenemos una
S-demostracién de A a partir de & ; segiin hemos explicado, esto nos provee de
una S-demostracién de la férmula S(¢b) a partir de & .

(c) Finalmente, si ¢ es de forma ¢°, entonces S(¥) = (#)° , ¥ la formula
® = ¢° ha sido obtenida aplicando la regla de inferencia [2], o la regla [3], o
la regla [5] (las otras dos reglas de inferencia producen férmulas cuye conectivo
principal es A y no °; y, también por conectivo principal, (#)° no es axioma).
Veamos los tres casos posibles:

(c.1) La férmula ¢ = ¢° no pudo ser obtenida mediante la regla [2], porque
de ser asi,’en la deduccién habria aparecido la férmula (¢°) A (¢°)° , y el Coro-
lario [2. 13] garantiza que esto no es posible.

(¢.2) Si.la-férmula 3 =.¢° fué obtenida mediante la regla (3], entonces en.
la-deduccion habfa aparecido la férmula ¢ A ¢°, y por.lo.tanto podemos aplicar’
a esta dltima la hipotesis mductwa, con lo que tenemos una S-demostracién de
S(¢ A ¢°) = G A ($)° = partir de ¥ ; aplicando ahora la regla de inferencia [3],
obtenemos una S-demostracion de la férmula (@)° = S(¢) a partir de T .

(c.3) Para terminar, veamos el caso en que ¢ = ¢° fue obtenida mediante
aplicacién de la regla de inferencia [5]. En este caso ¢ = ¢° se obtuvo a partir
de las férmulas ¢ y ——¢ . Son entonces posibles los dos casos siguientes:

Primero, supongamos que la formula ¢ es una premisa, es decir ¢ € X .
Esto quiere decir que ¢ no contiene el simbolo de confirmacién, de modo que
¢ = ¢ , y por consiguiente ——¢ = —=(g) . Si ~—{@) € &, se aplica la regla de
inferencia [5] a las premisas (@) ¥ -a-:(qb) obteniéndose una S-deduccién {que
consta de un sélo paso) de la férmula (¢)° = S{¢) . Y' 8i —i(@) ¢ T , ‘es decir
si ——¢ ¢ T, entonces —~—¢ tuvo que aparecer en la demostracién de P = ¢°
(pues se usé para aplicar la regla [5]), de modo que podemos aplicarle la hipétesis
inductiva, con lo que tenemos una S-demostracién, a partir de ¥, de la férmula

S(——¢) = —:—|(¢) A esta férmula y a la premisa ¢ = ¢ les aphcamos la regla
de inferencia [5], y de este modo obtenemos una S-demostracién de la formula
(¢)° = S(p) apartirde .

Y segundo, supongamos la férmula ¢ no es una premisa, es decir ¢ ¢ X.
En este caso, como la férmula 1 = ¢° se obtuvo a partir de ¢ y -——¢,
tenemos que ¢ habfa aparecido en la demostracién de ¥ , y por lo tanto pode-
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mos aplicarle la hipétesis inductiva. Existe entonces una S-deduccién de S(¢).
Dependiendo de si la férmula ¢ es de forma £°, de forma £A &%, o de otra
forma, su simplificacién S(¢) puede ser de forma, (€)° , de forma EA(E)°, o
de forma ¢. Veamos estos tres casos posibles:

Si S(¢) es ¢ , notemos lo siguiente: si la formula ——¢ es una premisa,
entonces ——¢ = ——(@) , ¥ si no es una premisa, fuvo que aparecer en la de-
duccidén (pues fue ut;zhzada para aplicar la regla [5]), de modo que se le aplica la
hipétesis inductiva y con ello se tiene una S-demostracién de S(—~¢) = —(f) ;
en resumen, disponemos de la férmula ——(g), o como premisa, o S-demostrada.
Por lo tanto podemos aplicar la regla 5] a las formulas S(¢) = ¢ (que ha sido
S-deducida) y ——(@) (que es premisa o ha sido S- deducida) , y de este modo
obtenemos.una S-demostracién de (@)° = S(¢) = partir de I .

S(¢) es (£)° , entonces ¢ = &°, luego ¢ = (€°) = £, lo que a su vez
31gn1ﬁca que (¢)°.=(£)° i por lo tanto, la S-demostracién que tenemos para la
-férmula. S(qb) es una S-demostragion de la férmula €)= (d,))" 8().

Y si S(¢) es EA(E)°, entonces la férmula ¢ es de forma A%, y hay que
probar que existe una S-demostracion de S(¢) = (@) = (EA £y = (ENE)P.
Tomemos la S-deduccién que tenemos para la férmula S(¢) = € A (€)°, y pro-
longuémosla del siguiente modo (los pasos serdn justificados después):

(1) €A

2 €

® @

@ [E-E-EAD]A[E-EEADT
5) E—(E—[EAED

6 [E-E—-EreD]

M (E—FErE) A (E—Eng)

B) E—[Eng

© (E—=[Eng)
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(10) EAE)AENEY
(11) (A€

[ Justificacién: férmula S-demostrable por hipétesis inductiva; regla [2]; regla [3];
axioma [A8]; regla[2]; regla (3]; regla 4 (Pseudo - Modus Ponens) sobre pasos (2), (3},
(5) y (6); regla [2]; reglaf3]; regla 4 (Pseudo - Modus Ponens) sobre pasos (2), (3), (8)
y (9); y regla (3] . |

_ Todas las férmulas que hemos agregado a la S-deduccidn que teniamos para
£ A (€)° son férmulas simplificadas; por lo tanto, hemos probado que existe una
S-demostracién para la férmula (€ AE)° = (8)° = S(¥).

oo

[2.28] COROLARIO: Si ¢ es una S-férmula (con lo que ¥ = S(¢), segin
Observacidn [2.16]), entonces en el sistema deductivo BLO-OC la férmula ¢
puede ser demostrada a partir de T si y solo si puede ser S-demostrade o par-
tir de ¥ . En particular, si ¢ = @ , es decir si ¢ es una formula escrita en
el lenguaje de CPC, entonces en BLO-0OC la formula ¢ puede demostrarse a
partir de & si y solo si puede S-demostrarse a partir de T .

oo

El Teorema [2.27] nos revela, con respecto al funcionamiento deductivo de
BLO-0C, un aspecto conceptualmente significativo: aunque la simplificacién de
una férmula puede ser demostrada utilizando (en el transcurso de la deduccién
formal) férmulas no simplificadas, el Teorema [2.27] (0, més precisamente, la de-
mostracién del teorema) nos dice que cada deduccién tal puede ser reemplazada
por otra en que sélo figuran S-férmulas, de modo que para demostrar una férmula
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simplificada es innecesario utilizar férmulas no simplificadas (esto es lo que nos
dice el Corolario [2.28]). El conjunto de las S-férmulas, entonces, es, en cierto
sentido, deductivamente cerrado.

Ademss, el corolario anterior [2.28] constituye una herramienta para de-
mostrar propiedades de férmulas escritas en el lenguaje de CPC, que sean de-
ducibles en BLO-OC = partir de premisas también escritas en lenguaje clésico,
porque nos permite limitar nuestro analisis al conjunto de las S-demostraciones,
el cual es muchfsimo mas manejable que el conjunto de todas las deducciones,
cuando se intenta demostrar una propiedad de BLO-OC mediante induccién
sobre la longitud de las demostraciones de férmulas.
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CAPITULO 2 - APENDICE

La nocién de que no es posible que una afirmacién sea verdadera y falsa
al mismo tiempo es conocida como “principio de no contradiccién” (aunque
también, paraddjicamente, como “principio de contradiccién”). A través de la
historia, este principio ha sido defendido a veces como un hecho que no requiere
de una demostracién por ser evidente por si mismo, y otras veces se lo ha in-
tentado demostrar. Por otro lado, diversos pensadores han desconfiado de él, en
diversos sentidos y grados.

Un argumento destacable que se ha esgrimido en su defensa es conocido
como “principio del Pseudo-Escoto”; consiste en indicar que a partir de una
contradiccion es posible deducir cualquier cosa, y por lo tanto, si admitimos
‘una contradiceién como fverdadera”; el raciocinio se vuélve indtil, pues ya ho
es capaz de garantizar que,si algo es “demostrable ha de ser verdad, ya que se,
podria deducir tanto lo cierfo como lo falso; es decir, la racionalidad pierde su
capacidad de distinguir lo verdadero de lo erréneo. Asi, por ejemplo, si una
teoria cientifica contiene una contradiccion, esta teoria predecird, para cualquier
experimento dado, que él arrojard como resultado cada valor posible, con lo que
efectuar experimentos no refutard ni apoyard la teoria, lo que la vuelve indtil.
Este argumento, entonces, plantea algo asi como: “No puedo demostrar direc-
tamente que es imposible que existan contradicciones, pero si aceptamos una,
nuestra capacidad de razonar se inutiliza; por este motivo no podemos aceptar
contradicciones como verdaderas”. (Nota: Este argumento se conoce también
por su descripcién en Latin , “ex contradictione sequitur quodlibet”, “de una
contradiccién se sigue cualquier cosa”).

A pr1nc1plos del siglo XX algunos pensadores tomaron conciencia de que este
argumento asume, tacitamente, las leyes 1égicas que permiten deducir cualquier
cosa a partir de una contradiccidn; si se objetan estas leyes, el argumento ya no
sera valido. Esta observacién inicia el recorrido hacia la creacién de las légicas
paraconsistentes, las que se definen del modo siguiente: un sistema deductivo
se dice paraconsistente si existe al menos una contradiccién de la cual no se
puede deducir formalmente, dentro del sistema, toda afirmacién posible. Hay que
destacar que esta definicién no es tan clara como puede parecer a primera, vista,
pues la nocién de contradiceién presupone la de negacidn, respecto de la cual han
existido intensas discusiones. Hay incluso autores que niegan que pueda existir
tal cosa como una légica paraconsistente, pues sostienen que un conectivo légico
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unario que no verifica determinadas propiedades, como la del Pseudo-Escoto, no
merece ser llamado “negacién”. Sin enfrascarnocs en tan interesante discusién,
indicaremos que el calificativo de “paraconsistente” que hemos aplicado a la légica
BLO-OC aspira a ser aceptado en el siguiente sentido: el conectivo unario -
de este sistema deductivo no verifica el principio del Pseudo-Escoto, hay un
amplio conjunto de férmulas respecto de las que sintdcticamente se comporta al
estilo de la negacién cldsica, y, seménticamente, presentaremos en este trabajo
interpretaciones en las que este conectivo refleja a la negacién clésica, al menos
tomada en cierto sentido o interpretacién (sobre todo, en el capitulo 5).

_En el sistema deductivo BLO-0OC que ‘hemos definido, hemos .deénominado
ssimbolo.dé confirmacién” al conectivo unario ° ., escrito como. superindice, h
Segiin se’ comentd en la nota siguiente a la definicién [2.1], este simbolo fue
ideado por Newton da Costa, aunque €l lo utiliz6 como abreviatura, no como
simbolo primitivo (no era parte del lenguaje proposicional); lo presenté en el
contexto de un conjunto de sistemas deductivos, conocide como “jerarquia de
sistemas deductivos C,” (para cada niimero natural n, un sistema C,, mas Coo);
da Costa creé estos sistemas a principios de la década de 1960, y los presentd
en 1963, en su tesis de promoci6n de la Universidad de Parané, (Brasil), bajo el
titulo “Sistemas Formais Inconsistentes” [ref. 5]. Se considera que estos sistemas
son el primer ejemplo de légica paraconsistente plenamente desarrollada que se
haya publicado. En ellos, si A es una férmula, da Costa escribfa A° para abre-
viar —(A A (—A)) ; obsérvese que esta férmula dice “no ocurre que A es cierto
y falso a la vez”; en otras palabras, dentro de los sistemas Cj , que “admitian la

posibilidad de. contradicciones”, A° significaba que la férmula A no era contra-

dictoria, o que era “consistente” ; algunos de los axiomas que da Costa incorpord
a sus sistemas C, se referfan a este tipo de formulas, y lo que dichos axiomas
indicaban era, vagamente hablando, que las férmulas consistentes se comportan
al estilo cldsico. En este sentido, hay una cierta relacién entre el uso que hace
da Costa del simbolo ° y el que tiene en BLO-OC, al menos en ciertos casos,
como el que nos ocuparé en el capitulo 3, y sobre todo en el capitulo 5, donde
este sfmbolo entrard en juego para distinguir las afirmaciones “sobre las que hay
acuerdo” de aquellas “sobre las que hay opiniones contradictorias”. [Nota: diver-
sos autores han adoptado el sfmbolo © de da Costa, algunos nuevamente como
abreviatura, y otros como simbolo primitivo del lenguaje proposicional.

41




L

Como dijimos, se considera que los sistemas deductivos C, son el primer
ejemplo de légica paraconsistente plenamente desarrollada que se haya publi-
cado. Con anterioridad, habfan sido presentados otros sistemas deductivos que
buscaban evitar que la presencia de una contradiccién fuera autométicamente
suficiente para que cualquier cosa fuese deducible, pero ellos no fueron completa-
mente exitosos, en distintos sentidos. Los nombres de Jan Lukasiewicz, Nicolaj
Vasiliev, Andrei Kolmogorov, Ingebrigt Johansson y Stanislav Jaskowski, entre
otros, aparecen en la ruta que habia de desembocar en la obra de Newton da
Costa. Una completisima semblanza de la historia y la filosofia de la légica
paraconsistente es expuesta en el magnifico trabajo de Andrés Bobenrieth “In-
consistencias jPor qué no?” [referencia 3] {el cual, me permito agregar, es en mi
opinién altamente recomendable para el lector interesado en el tema).

Al final de [2.4] se afirma que en BLO-OC se puede demostrar (sin premisas)
toda tautologfa clésica. Esta afirmacién se demuestra en [2.24]. Un sistema
deductivo con tal caracterfstica es llamado una “légica paraconsistente clasica” en
[referencia 2]; el hecho de que BLO-OC sea un sistema deductivo paraconsistente
cldsico seré fundamental para la aplicacién que de él efectuaremos en el préximo
capitulo; en realidad, es casi seguro que esta aplicacién serfa imposible si BLO-
OC no fuese paraconsistente cldsico; explicaremos este punto en el apéndice
histérico-filoséfico del mencionado préximo capitulo (el tercero).

En [2.5] se hace notar que la definicidn de deduccién formal que hemos asig-
nado a BLO-OC, si se aplica a CPC, es equivalente a la habitual. En mi
opinién, este hecho es muy importante filoséficamente (jmateméticamente nol}:
en efecto, si uno utiliza una definicién de deduccién formal muy diferente de
la clésica, no es dificil que se obtengan légicas con caracterfsticas singulares o
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curiosas, por ejemplo légicas paraconsistentes; el mérito, por asi decirlo, consiste
en lograr resultados nuevos usando la definicién clésica de demostracion formal,
o alguna sumamente similar, pues la cldsica parece ser la definicién “correcta” de
deduccién; de ahi la importancia de que para CPC nuestra definicién sea equi-
valente a la usual.

Para terminar, mencionemos el siguiente detalle referente a [2.5} : en dicho
resultado se afirma que toda tautologfa cldsica seguiria siendo deducible en CPC
si se usara la definicién de deduccién formal de BLO-OC en lugar de la usual;
aunque esta afirmacién no se demostrd, deberfa ser clara, ya que este cambio de
definicién consistiria en suprimir en CPC la posibilidad de incluir directamente
premisas en las deducciones, pero permitiendo ahora aplicar Modus Ponens no
s6lo a férmulas que hayan aparecido en la demostracién con anterioridad sino
también directamente a premisas (todo esto, sin alterar la regla de inferencia
Modus Ponens, ni los axiomas); dado que ambos cambios se refieren al uso
de las premisas que e estén considerando, claramente ellos no afectan a las
deducciones formales qite se éfectiian sin utilizar premisas, y por lo tanto las
tautologias siguen siendo deducibles como tesis de la 1égica. '
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CAPITULO 3

BASES DE DATOS INCONSISTENTES

a) Nociones sobre bases de datos

En este capftulo utilizaremos BLO-OC para describir ciertos aspectos del
comportamiento de las bases de datos inconsistentes, lo que a su vez nos proveera
de una interpretacién “natural” para BLO-OC ; segin se menciond en la intro-
duccién del presente trabajo, uno de los aspectos que nos interesan aqui, es
proponer interpretaciones naturales para sistemas deductivos paraconsistentes.

Daremos a continuacién una nocién de los elementos de computacién tedrica

- . necesarios para comprender esfe capitulo.“Dado gue iestro frabajo no'sé‘centra

“en el -aspecto computacional, sino en el 16gico-matemdtico, las ideas computa-
cionales seran expuestas de manera intuitiva, formalizando solamente lo que es
indispensable. El lector puede encontrar detalles formales en [referencia 9].

Lo que coloquialmente se suele denominar base de datos, en computacién
tedrica se llama instancia de base de datos (la base de datos es, intuitiva-
mente hablando, el “molde abstracto”, que se materializa en una instancia de
base de datos determinada). En este trabajo nos interesaremos en particular
en las bases de datos denominadas “relacionales”: dada una colecién de objetos
¢1,C2,C3, ... (probablemente infinita), una instancia de base de datos rela-
cional es una coleccién finita de afirmaciones de forma R(ca,;Cagy -+« Cat), 128
que interpretamos como “los objetos CayyCoyy- -+ ) Ca estdn en relacion R entre
si”. En la practica, gran parte de las bases de datos son relacionales.

Por ejemplo, si en una instancia de base de datos relacional se quiere guardar
la informacién de que el niimero de cédula A; corresponde a la persona de nom-
bre K3, y el nitimero de cédula A corresponde a la persona. K, lo que hacemos es
dar un nombre, digamos nuevamente R, a la relacién de corresponder un niimero
de cédula a determinada persona, e incluimos en la instancia relacional las afir-
maciones R(A;, K1) vy R(As, K3), que codifican la informacién “A; es la cédula
de K;" y *A, es la cédula de K,". Si una instancia de bases de datos DB con-
tiene solamente esta informacién (si consta solamente de estas dos afirmaciones),
escribimos DB = { R(A1, K1) , R(Az, K2) }.
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Obsérvese que auncue la coleccion incial de objetos 1, ¢z, C3, .... Sea infinita,
en una instancia de base se datos solo figura una cantidad finita de ellos.

En una base de datos relacional habitualmente se ponen restricciones, de-
nominadas restricciones de integridad, que suelen ser presentadas mediante
férmulas de 16gica de primer orden (l6gica predicativa). Por ejemplo, 2 un nimero
de cédula no se le debe asignar mis de un nombre, lo que se puede expresar
mediante la férmula de primer orden YavyVz(-~R(z,y) V ~R(z,2) Vy = z).
Las preguntas formuladas a la base de datos también pueden expresarse como
férmulas de primer orden. Por ejemplo, para preguntar quién tiene el nimero
de cédula A, escribimos R(A,z), siendo la respuesta aquella constante K del
lenguaje de primer orden que al tomar el lugar de la variable “z” produce una
férmula. R{A, K} que nombra a una afirmacién que pertenece a la instancia de
base de datos. También se pueden formular preguntas de tipo “verdadero o
falso” a la instancia, utilizando oraciones (férmulas de primer orden sin varia-

‘bles tliBrejs,);' en este caso, la instancia de base de. datos “asume que todo lo
.que no sabe, es.falgo”; por gjemplo, si una detérminada afirmacién R(A, K) no

pertenece a una instancia DB, ésta responde, sisele pregunta,ﬂ que tal afirmacién
es falsa. Para formalizar estas ideas, as{ como para dar sentido a.la pregunta
de st determinada instancia de base de datos satisface cierta férmula de primer
orden, se utiliza el concepto de satisfaccién de una oracién en una instancia de
base de datos. Nosotros no utilizaremos este concepto (sino una variacién de
él), pero mencionaremos que su definicién, recursiva, es “la cldsica”, es decir
DB |= R(dy,...,d;) significa-que R(dy,...,d:) € DB ; DB |= ¢ significa que
no es cierto que DB |= ¢ ; DB | Vz1...Va (¢(z1, ..., @) significa que para
toda tupla di, . . .,d; se cumple DB k= ¢(dy,. .., di} 5 etc. Obsérvese que hemos
hablado de definir satisfaccién de una oracién, es decir con todas las variables
cuantificadas, y no de una férmula cualquiera.

Se esperarfa entonces ‘que una instancia de base de datos DB “cumpla por
construccién” con las férmulas que describen sus réstricciones de integridad. Sin
embargo, puede ocurrir que DB cumpla con la(s) negacién(es) de alguna(s) de
tales férmulas (utilizando la definicién de satisfaccién recién mencionada). Por
ejernplo, al reunir informaci6n de bases de datos preexistentes, puede que a un
ntimero de cédula se le terminen asignando dos nombres, y en ese ¢aso se cumplira
la formula JzJy3z(R(z,y) A R(z, z) Ay # z), y por lo tanto también su equiva-

lente (en Iégica clasica de primer orden) - [Vs:Vsz(—ﬂR(:n, y)V-R(z,z)Vy = z)] .
que es lanegacién de la restriccién antes anotada. Para referirnos a una situacion
como ésta, hablamos de bases de datos inconsistentes: una instancia de base de
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datos DB se dird inconsistente con un conjunto dado de restricciones de
integridad si DB no satisface dicho conjunto de férmulas (lo que es equivalente
a decir que satisface la negacién de alguna de las restricciones, en virtud de la
ya aludida definicién, de tipo cldsico, de la expresion DB E —¢).

La palabra “inconsistente” que aparece en la definicién anterior no es sola-
mente un nombre: los métodos computacionales habituales de tratamiento de
bases de datos utilizan légica clésica de primer orden, e incorporan las restric-
ciones de integridad a la descripcién, de manera que en el ejemplo del parrafo
anterior las oraciones contradictorias - [VmVsz(—aR(:r, y)V-R(z,2)Vy = z)]
y  VzVy¥z(=R(z,y) V ~R(z,z) Vy = z) surgen ambas en la deseripcion, y
por lo tanto, como toda contradiccion, trivializan el sistema estudiado con logica
cldsica. Esto hace que los métodos habitualmente utilizados en computacién
teérica no puedan nsarse directamente al tratar instancias que sean inconsis-
tentes con determinadas restricciones de integridad; el tinico modo de insistir en

“usar 6gica clésica es eliminar toda la informacién que contradice & las restric-
ciones. Algunos autores se hah interesado en enconftrar métodos-alternativos,

que utilicen otras légicas, para asi intentar evitar la eliminacién de informacién.
Veremos que BLO-OC es capaz de describir instancias inconsistentes sin elimi-
nar la informacién contradictoria.

Para desarrollar nuestro trabajo, usaremos la nocién de conjunto de repara-
ciones de una base de datos con respecto a un conjunto de restricciones
de integridad. Este concepto fue introducido por Marcelo Arenas, Leopoldo
Bertossi y Jan Chomicki, en [ref. 10]. De dicho frabajo tomamos las siguientes
definiciones, que primero transcribiremos y posteriormente comentaremos:

DEFINICIONES (Arenas, Bertossi y Chomicki; 1999): Dadas dos
instancias de base de datos Dy ¥ Dz, la distancia A(D,, D;) entre ellas, se de-
fine como su diferencia simétrica: A(Dy, Do) = (D1 — D2)U(D2—Dj). Dada una
instancia fija D, definimos el orden parcial <p de este modo: D; <p D, significa
A(D, Dy} € A(D, D). Finalmente, dada una instancia DB, decimos que una
instancia de base de datos DB’ es una reparacion de DB con respecto a un
conjunto I de restricciones de integridad si DB’ satisface las formulas del
conjunto I y DB’ es <pp-minimal en la clase de las instancias que satisfacen I.

La idea del concepto de reparacién es la siguiente: Consideremos la. ins-

tancia DB = {R(A, K1), R(4, K3), R(4, K3), R(B, K3)}, con la restriccion de
la que ya hemos hablado, es decir VzVy¥z(—=R(z,y) V ~R(z,z) Vy = z); DB
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es inconsistente con esta restriccién. Si nos interesan solamente las instan-
cias que son consistentes con ella, podriamos eliminar de DB el segundo, ter-
cer y cuarto elemento, obteniendo la instancia DB, = {R(4,K1)} , que es
consistente con la restriccidn; otra posibilidad es eliminar sélo el segundo y
el tercer elemento, obteniendo DBy = {R(A,Kl),R(B,Kg)} ; otra opcidn es
DB; = {R(A, K3), R(B, Kz), R(C, K»)} . Estas tres instancias respetan la
restriceién, pero hay una importante diferencia entre DB, y las otras dos: para
obtener la instancia DBy, le hemos sacado a B mds elementos de lo necesario
para obtener una instancia que satisfaga la restriccion, pues si no hubiésemos
eliminado a R(B, Ka), sino sdlo a R(4, K») y a R(A, K3), la instancia resul-
tante satisfarfa la restriccién; en DBz no hemos eliminado “en exceso”, pero
en cambio hemos agregado un elemento, R(C, K,), que era innecesario agre-
gar. En cambio, DB, se ha obtenido efectuando un minimo de cambios, mo-
dificando sdlo lo indispensable para cumplir con la restriccién. D Bs resulta ser
una reparacién de DB (segin la definicién que hemos dado antes), mientras
que DB; y-DBa no lo.son. Esta instancia DB resulta tener exactamente tres
reparaciories, ‘que son la mencionada DBy, la instancia {R(A K3), R(B Kg)}
v la instancia { R(A, K3), R(B, Ka)}. Cualquier otra instancia de base de datos
que se “fabrique” a partir de DB y que cumpla con la restriccién funcional,
“tendrd mas cambios de los necesarios”. Lia contraparte formal de estas obser-
vaciones estd dada por la definicién de reparacién: asf, por ejemplo, las tres
instancias que hemos afirmado son las tinicas reparaciones de DB, resultan ser
las tinicas instancias de base de datos que son <pp-minimales en la clase de las
instancias que satisfacen esta restriccién. [ NOTA: Concordantemente con los
comentarios anteriores, cuando una instancia de base de datos DB respeta un
determinado conjunto de restricciones de integridad, su tnica reparacién resulta
ser ella misma. Mencionaremos también que si un conjunto de restricciones no es
contradictorio, que es el caso que normalmente interesa, toda instancia de base
de datos tiene reparaciones.]

e

Una vez definido el concepto de reparacion de una‘instancia de base de datos,
los autores de [referencia 10] proponen que las afirmaciones que se acepten como
“correctas” en relacién a una instancia de base de datos DB inconsistente con
determinadas restricciones de integridad, sean exactamente aquellas que se sa-
tisfacen en cada reparacién de DB. Los comentarios efectuados en el parrafo
anterior dardn al lector, seguramente, una idea de por qué esta propuesta tiene
mucho sentido. Nosotros adoptaremos este criterio para plantear con rigor el
problema que abordaremos en el presente capitulo. A continuacién efectuaremos
un primer planteamiento, de manera intuitiva, y posteriormente, tras introducir
algunos conceptos necesarios, lo formalizaremos.
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b) Un primer planteamiento del problema

De todas las posibles instancias de base de datos relacionales y todas las posi-
bies restricciones de integridad, escogeremos algunas en especifico, y estudiare-
mos detenidamente estos casos en particular, mediante la aplicacién del sistema

" Jeductivo BLO-OC. Posteriormente, en la seccién (g) del presente capitulo, es-

bozaremos algunas posibles generalizaciones de nuestros resultados.
E

Para comenzar, consideraremos el caso de las instancias de base de datos rela-
cionales que se constriyen con una sola relacién, la que supondremos binaria. Por
lo tanto, estas instancies de base de dafos constaran solamente de afirmaciones
de tipo R(a,b).

Fn cuanto a las restricciones de integridad, consideraremos la denominada

“Restriccién Funcional”’, que, como su nombre indica, exige que la relacién-
: 2 H ) = 5 ) e

R sea una funcién. Se trata de la restriccién que hémos j;_le:r',lpior'l_a,do en las sec-
ciones arteriores: VaViVz(~R(z,v) V ~R(z,z) Vy = z) . Asi, en el ejemplo
que hemos comentado, dado un niimero de cédula, la base de datos no deberia,
asignarle méds de un nombre.

Con ello, un primer planteamiento del problema que abordaremos, enunciado
informalmente, es el siguiente: dada cualquier instancia de base de datos DB
formada solamente por afirmaciones de tipo R(a,b) ala que se le asigna la res-
triccién funcional, pero que probablemente es inconsistente con tal restriccidn,
mostraremos que BLO-OC es capaz de reflejar su funcionamiento, en el sentido
de que una férmula escrita en lenguaje clésico se podré deducir en BLO-0C, a
partir de un conjunto de premisas que se corresponders de determinada manera
con DB, si y slo si es satisfecha en cada reparacién de la instancia de base de
dafos. - T '

En realidad, este problema serd abordado en dos “versiones”. Pero dejaremos
para més adelante las explicaciones al respecto. Por el momento, debemos pre-
sentar algunos elementos necesarios para enunciar con formalidad el problema;
por ejemplo, debemos definir el sentido preciso de afirmar que las reparaciones
satisfacen determinada férmula proposicional: veremos que esta nocién necesa-
riamente debers diferir de la correspondiente para férmules de primer orden, que
es la que se usa habitualmente en computacién teérica, segin ya se ha men-
cionado.
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c) Simbolizar la base de datos

Para hablar de una instancia de base de datos relacional en el lenguaje
proposicional de bloqueo, queremos representar en él a las afirmaciones de tipo
R(Coys- - »Ca) que integran la instancia. Todo lo explicado o comentado en la
seccién (a) de este capitulo, por ejemplo la definicién habitual de DB = ¢, se
referia a 16gica de primer orden, la que cuenta con simbolos para relaciones y cons-
tantes, de modo que una afirmacién de tipo R{cays- - - 1 Cay) Puede ser construida
directamente. En cambio, en un lenguaje proposicional es imposible construir
afirmaciones relacionales: cada letra proposicional P; debe nombrar a una afir-
macién relacional completa; visto de otro modo, la 16gica proposicional presupone
que se dispone de afirmaciones preexistentes, pues no cuenta con las herramientas
necesarias ‘para construirlas sin partir de algunas dadas. Es entonces necesario
buscar un modo de representar las afirmaciones R{cay, - -, Ca,) de que se dispone,
mediante letras proposicionales. Procederemos del modo siguiente:

Una instancia de base de datos relacional DB esta constituida, como hemos
dicho, por un conjunto finito de afirmaciones de forma R(CaysCanr- - -+ Cap), donde
los ¢,, se han tomado de un conjunto {C1,C2,Cg,. . } FExiste por lo fanto un
conjunto finito de objetos {ai,@z,...,as}, subconjunto de {er,c0,... }, tal que
para cada R(z1,%s,...,T:) perteneciente a DB, los objetos z3,T9,...,Z; estan
todos en {al, Agynoey an}, y tal que todo @; del conjunto figura en alguna relacion
de la instancia de base de datos. Este conjunto {a1, agy ... ,an} se denomina el
dominio activo de DB. En otras palabras, el dominio activo de DB consta de
exactamente aquellos objetos del conjunto {c1, ¢z, - - - } que figuran en alguna
afirmacién R(x1,Z2,...,%:) perteneciente a DB.

[3.1] DEFINICION: Sea DB una instancia de base de-datos relacional
cuyo dominio activo consta-de n elementos, y sea R una relacién k-aria que se
utiliza, en la instancia DB; llamemos A(R) al conjunto de las n* afirmaciones
de tipo R(Cays Cags - - - » Ca) QUE Se pueden construir con los elementos de tal do-
minio activo para la relacién R. Una funcién que vaya desde el conjunto de letras
proposicionales hacia A(R) y que sea epiyectiva, se puede restringir para obtener
una biyeccién N : L — A(R) [esta L es, entonces, un conjunto finito de letras
proposicionales]. Diremos que una tal biyeccién IN es una denominacién para
DB, o que da nombre a los elementos de A(R); v la letra N (de “nombrar”)
siempre denotard biyecciones de denominacion.

oo
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[ NOTA: consideré llamar a esta funcién N “nombramiento” o “nominacién”,
pero en castellano usamos estas palabras predominantemente en otros sentidos. ]

En el caso de una instancia DB que contiene sélo afirmaciones de tipo R(a, b)
para cierta R relacién binaria (que, como dijimos, es el caso que por el mo-
mento nos interesa), si el dominio activo de DB consta de n objetos, entonces
es posible formar n? afirmaciones de forma R{a, b} con los elementos de tal do-
minio activo. Teniendo una funcién de denominacién, habremos dado a cada
una de dichas n? afirmaciones R(a,b), un nombre F; en el conjunto de letras
proposicionales. Podemos shora representar instancias de base de datos usando
el lenguaje proposicional, de manera natural, Si DB es una instancia que tiene

dominio ; actlvo {ai,03, ...., 0z }, ordenemos matricialmente (sGlo para visualizar

mejor) las n? relacmnes b1nar1as .que con dicho domlmo actwo podemos formar:

e".‘

R(a1,a1) Rla1,a2) ... R(ai,0a)
R(az,a1) Rlas,a2) ... R{ap,an)

R(a,;,a,l) R(an,c;g) R(a,;,an) |

+

Algunas de estas afirmaciones estdn en DB, y otras no. Por ejemplo, consi-
deremos la instancia DB = {R(a1, 1), R(as, 1), R{as, as), R(as, a2), R(aa, a3) };
en este caso, el dominio activo es {a1,as,a3} , y las relaciones que con él se
pueden formar son

R(a.l, al) R(al, a-z) R(U.]_, a3)
R(az, al) R(az, a2) R(az, Gg)
R{as,a1) Rfas, az) R(as,as)

de modo que la instancia DB se podria visualizar asi:
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R{a1,a1) I
R(ag, (.11) R(az, 113)
R(Ct3, (12) R(ag, ag)

Tomemos una funcién denominacién IN, renombrando su dominio para recordar
mejor, del modo siguiente: si N{(F;) = R(as,ac) , a la letra proposicional F;
rebauticémosla como Pi , de manera que N(P;) = R(as,a.) . Entonces las
relaciones que pueden formarse con los elementos del dominio activo podemos
representarlas asf:

Py P2 P
Py P Py
Py, Py Pg :

Y-un modg natural de representar a DB serfa * -+ <. PaY o

. . - - .

[ I -
T . E S i FRLI N y o

Py =P -Pa
Py Py Pg
-Py  Pa Py !

!
que podemos interpretar como: segin DB, la afirmacion Py, [ que representa a
R(a1,a;) ] es verdadera, la afirmacién P [ que representa a R(ai, as) | es falsa,
etc. Recuérdese que hemos ordenado matricialmente s6lo para visualizar mejor:
la teorfa que estamos proponiendo para representar a la instancia de base de datos

del ejemplo, e8 sxmplernente P11 ,—lP]_g ,ﬁP13 3 P21 y —Fo ,P23 ’ "‘*P;ﬂ ,ng ,Pag}

En resumen, las funciones de denominacién nos ‘permiten .hablar de las afir-
maciones pertenementes a instancias de base de datos, utilizandd’ un lenguaje
proposicional (en lugar de uno de primer orden).

OBSERVACION: Para “hablar acerca de una instancia de base de datos”
en un lenguaje proposicional, es indispensable partir con una funcién denomi-
nacién dada, u otra herramienta que cumpla una labor similar, * ‘pues las letras
proposicionales “son indistinguibles entre si” para el sistema deductivo (Si se
usara un sistema deductivo que de algin modo las distingue unas de otras, ese
mecanismo cumplirfa, a su manera, el papel de la funcién.denominacién).
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OBSERVACION: Partiendo de la coleccién infinita numerable de objetos
¢1,Ca,Ca, ... pueden construirse numerables afirmaciones R(cay;Cags - - Cor) s ¥
por lo tanto con las infinitas numerables letras proposicionales podriamos nom-
brarlas a todas. Sin embargo, definir las funciones de denominacién del modo en
que se ha hecho, dando nombre con ellas solamente a las relaciones formadas con
elementos del dominio activo, tendrd gran utilidad. Entre varias otras cosas, per-
mite por ejemplo evitar, bajo ciertas condiciones, conjuntos inﬁnit?s de premisas.

I

Definiremos ahora la mocién de satisfaccién, en una instancia de base de
datos, de férmulas del lenguaje proposicional de blogueo construidas sin utilizar
el simbolo de confirmacién (férmulas, por lo tanto, escritas en el lenguaje de
CPC). Nos basaremos completamente en la definicién (“cldsica™) para férmulas
de primer orden, aludida en la seccién (a) del presente capitulo, pero con la im-
SO .portante diferencia de.que en el lenguaje proposicional sdlo tiene .':_aen,ti‘do hacerlo

- ". "Hjando previarente una ‘furicién denominacién, pues, coino hetrios “Sbsetvado; -
5615 entonces pueden identificarse afirmaciongs pertenecientes a'una instancia de”
base de datos con letras proposicionales:

4

[3.2] DEFINICION (Satisfaccién de férmulas clsicas): Dada una ins-
tancia de base de datos cualquiera D y una funcién denominacién N para D, la
afirmacién “D satisface una férmula £ dada (clésica) con la de}mminacién N”
serd denotada D = £[N] , ¥ la definiremos recursivamente del modo siguiente:

D |= P|N] esciertosiy sélosi P; estd en el dominiode Ny a.dez!nés N(RP}Ye D
D = (~¢)[N] es cierto si y sdlo si no se cumple D |= ¢[N] |

D = (¢ A)[N] es certo sty-sélosi D = ¢[N] y .D E9[N] ‘_l

D= (¢ V9)[N] es ciertosiysélosi D= ¢[N|] y/o D= 1—‘b[Nl] )

D k= (¢ — ¥)[N] es ciertosi ysélosi D [=9[N] y/o nose cux{np‘l‘e D = ¢[N]

Obsérvese que 1o se asigna significado & la expresién D = (¢°)[N], de modo
que el concepto de satisfaccién en una instancia de base de datos sdlo est4 definido
para férmulas escritas en el lenguaje de CPC (sin el simbolo °). 1

Notar que segiin la definicién anterior, si F; es una letra proposicional que

no pertenece al dominio de determinada denominacién N para DB, entonces
DB k= (—~P,)[N]. La idea es que una tal P , al no pertenecer al dominio de N,

oo
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deberfa representar a una afirmaciéon R{k,!} que “se sale” del dominio activo, y
de ser asi, como en ninguna reparacién respecto a la restricciéon funcional figura
R(k,l) por no pertenecer “k” y/o “I” al dominio activo, tiene sentido tener
DB |= (—=F,)[N].

[3.3] NOTACION: Dada una instancia de base de datos DB , y dado un
conjunto I de restricciones de integridad, el conjunto de las reparaciones de DB
con respecto a I serd denotado K(DB) .

0o

En el dltimo pérrafo de la seccion (a) del presente capltulo se menciono

‘ que los autores de. [ref.” 10] proponen‘que-las afirmaciones que se aceépten como
“correctas™ en relacidii a una instancis de base de datos: DB inconsistente con .-

determinadas restricciones de integridad, sean exactamente aquellas que se satis-
facen en cada reparacién de DB. Establecen esta idea definiéndola formalmente,
utilizando ligica de primer orden, como es habitual en computacién teérica.
Basdndonos directamente en esta idea, definiremos su equivalente para légica
proposicional, utilizando los conceptos y la simbologia que hernolls propuesto:

!

[3.4] DEFINICION: Siendo K(DB) el conjunto de las reparaciones de la
instancia de base de datos DB respecto a un conjunto dado de restricciones de
integridad, sea N una funcién denominacién para DB , y sea ¢ nna férmula en

.= que no figura el simbolo ° .. Entonces, la afirmacién “K(DB) satisface ¢ con N”

sers simbolizada K(DB) |= ¢[N] , y significard que para cada D.€ K(DB) se
cumple D = ¢[N] . '

oo

Asi, la afirmacién K(DB) = B[N] significa que N(F;) pertenece a cada
elemento de K(DB) ; la afirmacién K(DB) |= (—¢)[N] significa que en cada
instancia perteneciente a K(DB) la férmula ¢ es falsa con N ; etc. Nétese que

afirmar que se cumple K(DB) = (—¢)[N] , no es lo mismo que negar que se
cumple K(DB) = ¢[N] .
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A continuacién asignaremos un conjunto de férmulas a cada instancia de base
de datos del tipo que nos ocupa, tras lo cual veremos. un ejemplo que ilustre esta
construccion:

[3.5] DEFINICION ( Conjunto En(DB) ): Sea DB una instancia de
base de datos, formada sélo por afirmaciones de tipo R(a,b) para una cierta
relacién binaria R ; y sea N una funcién denominacién para DB. Denotaremos
¥n(DB) al conjunto formado por las siguientes férmulas:

(a) [Por inmersidn de DB]  Para cada N(F;) € DB , incluimos la letra
proposicio_nal P, ; y para cada N(P;) ¢ DB , incluimos —F; .

(b) [Por restriccidn funcional] Para cada “a” elemento del dominio activo “que
no respeta la restriccion”, es decir si R(e,b;) € DB , R(a,b) € DB y b; # by,

incluimos:la negécién del nombre (bajo'N) de cada aﬁrmacmn R(a, b) € DB,

es decir que-para cada R(a,b;)'€ DB in¢luimos la férmula (—ﬂPJ tal -qué
N(P,) = R{a,b:). Si “a” es un elemento del dominio activo “que si respeta la
restriccién”, es decir si R(a,c) € DB y cx # c= R(a,cr) ¢ DB, , incluimos la
doble negacién (——P;) de la letra proposicional tal que N{F;) = lR(a ¢). Final-
mente, para cada R(a,d) constructible con elementos del dommIo activo que no
figure en DB, incluimos la triple negacién (-—-—F;) para la letra proposicional
tal que P, = R(a,d). i

3

(139} ]

(c) [Por “minimalidad” de las reparaciones| Para cada “a® elemento del
dominio activo “que no respeta la restriccién”, es decir si R(a b;) € DB,
R{a,b;) € DB y b; # by , llamemos R(a, gl) R(a g2);-- R(a, gr) a todas
las afirmaciones que ﬁgura.n en DB que tienen a “a” como primera componente;
sea P, el elemento del dominio de la denominacién tal que N(Py;) = R(a, g} ;
entonces incluimos en Zn(DB) la férmula (PyV P,V VPE,) ysudoble
negacién ——{P, VP, V:--VP,). '

i

(b") [Por restriccién funcional] Para cada elemento del dominio activo
“que no respeta la restriccién”, es decir si R(a,b;) € DB, R(a by e DB y
b; # b , lamemos R(a,g1), R(a,g2),...,R(a, g-) a todas las afirmaciones que
ﬁguran en DB que tienen a “a” como pnmera componente; sea P, el elemento
del dominio de la denominacién tal que N(P,,) = R{a, g;) ; con los T elementos
g; que estamos considerando, pueden formarse r grupos mtegrados por (r—1)
de ellos; estos grupos son los siguientes:

I-G N
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{ G2, 93, 945 -+- 2 Gr-2, gr‘-lﬁgr}
{91; 93194:-”191'—2:97'-—1391‘}

{gl;g2s g4a---)gr--2:gr—-1:gr}

{91, 02,93, 94, - s Gr—2,  Or}

{gls 2,93, G4y -+ s Gr—2, Or-1 }
Para cada uno de estos r grupos, formamos la conjuncién de las negaciones
de los nonibres de las correspondientes afirmaciones R(a,g;) ; e incluimos en
En(DB) la disyuncién de tales conjunciones, es decir la fSrmula.
- (?1:?72 /\—-P.m/\ ﬂP.,, A -wP ) v (—1P,,rl AN-Ey, A —lP"{r 1 /\ —:P,rr) Vo
¥ P P
v(ﬂPmA—:P Ae /\—11-“'.,r AP, 1)
}
Incluimos también la doble negacién de dicha férmula: E
- [(mﬂTz APy Ao APy A=Py )V (2P APy A---A=P,y, _L A=P, )V--

. .V(-wP.n /\—-;P,n/\. . .A_."E'YP—ZA_lPTr—I)]
1

o

[3 6] EJEMPLO: Sea DB la siguiente instancia de base de datos : :
DB = { R(a,a), R(a,b), R{a,c), R(b,b), R(c,a), R(¢,b)'} ; su.dominio ac-
tivo es { a,b,c } tomemos para DB la siguiente denommacmn N:

N(P}_) = R(a, a) ’ N(Pg) = R(a, b) s N(Ps) = R(a, C)
N(P) = R(b,a) , N(Ps)=RE(b,b) , N(F)=ZRbc) ,
N(PT) = R(C, G) H N(PS) = R(C: b) 1 N(PQ) = R(Cr C) .

Entonces el conjunto Zn(DB) esla unién de los cuatro conjuntos de férmulas
siguientes, correspondientes a las respectivas partes de [3.5] :

55




e

() {P,P,P,~P,Ps,~Ps,P,B, P} i

®) { -P, =P, ~Py, P, ~Fs , =P, P, ~F , +F }

© { (AVRVE) , ~~(AVRVPE) , (AVFE) , ~(PhVE) }
) { (FRA=P)V(~PLA-P)V (PLA=R)  ,  (RBV-R)

[PAPIV B ABIV R AR [mBv-R)] )
od

Ademas del conjunto EN(DB) que hemos deﬁmdo utilizaremos la 51gu1ente_ )

.,extensmn dedl: 7 . L SRR

[3.7] DEFINICION ( Conjunto Zg(DB) ): Sea DB uha instancia de
base de datos, formada sélo por afirmaciones de tipo R(a,b) para una cierta
relacién binaria B ; y sea N una funcién denominacién para DB. Denotaremos
2%(DB) al conjunto resultante de agregar a In(DB) , definido en [3.5], las
negaciones de todas las letras proposicionales que no pertenecen al dominio de
la denominacién N, junto a sus triples negaciones; es decir:

$22(DB) = In(DB)U{=P; : P;¢ Dom(N) } U{~~~P; : P ¢ Dom(N) }

a0

2

[3.8] EJEMPLO: Tomemos las mismas DB y N del ejernplo [3.6] .
dominio de esta denominacién es { P, P, Ps, Py, Bs, Ps, Py, By, B }
Entonces el conjunto X(DB) estd formado por las formulas de In{DB)
mostradas en [3.6], més Ias férmulas pertenecientes al conjunto infinito siguiente:
{ _'-Pi :_'_‘—'-Ri }1'>9 = { _'Plﬂa'—'"‘_‘PIU :—‘Pll 1'_"_‘—‘P11 :_'P12 ,'”—‘_‘Pm PPN }
0oag
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* »que’se cumple que

d) Planteamiento del problema

Disponemos ahora de los conceptos adecuados para enunciar con precisién el
objetivo principal del presente capitulo, que en la seccién (b) hemos esbozado
intuitivamente. Dicho objetivo, como se menciond someramente, tiene dos “ver-
siones”. La primera es la siguiente:

Sea DB una instancia de base de datos, a la que se asigna la restriccién
funcional, formada sdlo por afirmaciones de tipo R{a, b} para una cierta relacién
binaria R ; sea N una funcién de denominacién para DB ; y sea 9 cualquier
férmula del lenguaje proposicional de bloqueo bésico que haya sido construida
sin utilizar el sfmbolo de confirmacién ° , y que cumpla con cierta restriccién,
que especificaremos més adelante (esta restriccién, hablando intuitivamente, diré
que- % “se-refiere a a instancia DB"). Bajo tales'condiciones, demostraremos:_

k]

femm BT "

Sn(DB)F¢ <« K(DB)Ey[N]

De la doble implicacién anterior, la de izquierda a derecha corresponde a la
nocién usual de correccidn, en el sentido de que indica que toda férmula “re-
ferente 2 DB” que pueda deducirse de 3n(DB) en BLO-0C, se satisface en
todas la reparaciones de DB ; y la de derecha a izquierda corresponde a la com-
pletud, en el sentido de que toda férmula “referente a DB” que se satisfaga
en cada reparacién de DB , es demostrable en BLO-OC a partir de Zn(DB)
[ en realidad, esta restriccién de “referirse a DB” serd necesaria solamente para
esta segunda implicacidn .

La segunda. versién es la siguiente: )

Sea DB una instancia de base de datos, a la que se asigna la restriccién
funcional, formada sélo por afirmaciones de tipo R(a, b) para una cierta relacién
binaria R ; sea N una funcién de denominacién para DB ; y sea 9 cualquier
férmula del lenguaje proposicional de blogueo bésico que haya sido construida
sin utilizar el sfmbolo de confirmacién ° . Bajo tales condiciones, demostraremos
que se cumple que

TRDOB)F¢ =  K(DB)=YN]|
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Obsérvese que en este caso se abarcan fodas las formulas | escritas en el
lenguaje de CPC, mientras que en el primero la restriccion mencionada dejard
afuera a algunas de ellas. Pero para lograr esto, en el segundo caso tenemos que
usar el conjunto LF(DB) , que es infinito, mientras que en el prl{ner caso basta
con 3n(DB) , que es finito. ;

Comenzaremos con la direccidn correspondiente a la correccidén; en ambas
versiones lograremos establecer rdpidamente esta implicacidn, gracias al trabajo
que hemos realizado en el capitulo 2.

e) Correccmn

Para demostrar que EN(DB) HY = K(DB) }= 1/1[N] empezaremos ‘con
el resultado siguiente, que es en realidad un corolario de [2.18] :

{3.9] LEMA: Sea DB una instancia de base de dalos construide con una
inica relacidn binaria, sea N una denominacion para DB, y sea 1 una férmula
en la que no aparece el simbolo de confirmacion. Si En(DB) F ¢ , entonces
{¢ € Bn(DB): £ € EN{DB)} Fepe ¥ -

Demostracién: Este Lema se deduce directamente del Corolario {2.18] , ya
que por definicién el conjunto Ln(DB) ha sido construido sin el sfmbolo de
confirmacién, de manera que cumple con la hipétesis que en [2. 18] se le pide al
conjunto ¥ (segtin lo convenido en [2.7].). A

oo

[3.10] LEMA: Sea DB una instancia de base de datos construida con una
dnica relacion binaria, sea N una denominacion para DB, y sea 7 una férmula
en la que no aparece el simbolo ° . Si {E € In(DB) : £ € EN(DB)} Fepe ¥
entonces K(DB) = ¥[N] .
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1
Demostracién: Antes de empezar, y aunque no se requiere| hacerlo, indi-

caremos que la expresién {¢ € Bn(DB) : ~=¢ € En(DB)} b e ¢ esté siempre
bien definida, ya que el simbolo ° no figura en 4 [ por hipdtesis | ni en las
férmulas del conjunto {¢ € Tn(DB) : =& € Tn(DB)} [ por construccién de
En(DB) |.

Revisando la construccién de Zn(DB)} que hemos establecido en [3.5], ve-
mos que el conjunto {£ € In(DB) : -~ € ¥n(DB)} consta de las férmulas
siguientes:

- Férmula —P; cada vez que la afirmacién N(P;} no estd en DB , segiin
partes (a) y (b) de [3.5] .

- Férmula P; cada vez que la afirmacién N(F;) pertenece a DB y “respeta
la restriccidn”, segiin partes (a) y (b) de [3.5] .

- Toda, formula descrita e la. parte (c) de [3 5] que no ‘es doble negaclon,
[es decir, todas las férmulas que, cuando DB contiene varias afirmaciones con
igual primera componente R(a, gl) R(a, g2), - - R(a gr) , dicen “por lo menos
una de ellas R(a, ), R(a, g2), ..., R(a,gr) es c1ert "]

- Toda férmula descrita en la parte (b') de [3.5] que no es doble negacién
[es decir, todas las férmulas que, cuando DB contiene varias afirmaciones con
igual primera componente R(a, g1), R(a, g2),...,R(a,g-) , dicen “como méximo
una de ellas R(a, g1), R(a, g2}, - - ., B(a, gr) es cierta”].

Vemos directamente que todas estas férmulas son satisfechas con N en cada
reparacién de DB : en efecto, si una afirmacién R{a,b) no aparece en DB, tam-
poco aparece en las reparaciones; si una afirmacidn aparece en DB y “respeta la
restriccion”, entonces apérece en cada reparacién;y si una afirmacién aparece en
DB y “no respeta la restriccién”, entonces, de tédas las afirmaciones con igual
primera componente R(a, ¢1), R(a, g2}, ..., R(a, g:) , en cada reparacién aparece
exactamente una de ellas, es decir, al menos una y como maximo una. En re-
sumen, cada una de las férmulas de {¢ € En(DB) : -~§ € IN(DB)} es
satisfecha con N en K(DB) , es decir que si ¢ es cualquiera de estas formulas,
entonces K(DB) = ¢[N]|

Utilizando este hecho, demostraremos el presente lema por induccién sobre
la longitud de las demostraciones de férmulas en CPC a partir del conjunto de
premisas {£ € Tn(DB) : =€ € En(DB)} : -
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Demostraciones de longitud 1: Si en CPC se deduce 9 a partir de
{¢ € Bn(DB) : =& € En(DB)} en un sélo paso, enfonces o bien ¢ es un
axioma de CPC, o bien 9 € {¢ € In(DB): -~ € Ex(DB)} . Enel
primer caso tenemos directamente que K(DB) = ¥[N] (si se toma cualquier
axiomatizacién de CPC, para cada axioma se puede comprobar directamente,
con la definicién de satisfaccién [3.2] , que es satisfecho en cualquier instan-
cia de base de datos. De hecho, toda tautologia clasica resulta ser satisfecha en
cualquier instancia y con cualquier denominacién. Ver comentarios en el apéndice
histérico-filoséfico); y en el segundo caso se aplican los comentarios formulados
en la presente demostracién antes de comenzar la induccién, con lo que igual-

mente tenemos K(DB) = ¢[N] .

Hipétesis inductiva: Suponemos que para toda formula 1 que puede ser
demostrada en CPC a partir de {£ € En(DB) : —~€ € ¥n(DB)} en menos de
N pasos, se cumple que K(DB) Fy[N] . T : - v

" Paso inductivo: Sea % una férmula que ha'sido demostrada eh CPC a
partir de {¢ € Sn(DB) : ~¢ € In(DB)} en N pasos. Si ¢ es un axioma
de CPC o est4 en el conjunto de premisas {& € Zn(DB) : ~—¢ € Tn(DB)}, ya
hemos visto que se cumple K(DB) = 9[N] . Y si ¢ fue obtenida con Modus
Ponens, en la deduccién formal habfan aparecido con anterioridad férmulas
A — ¢ y A, las que, por lo tanto, se deducen en menos de N pasos, y
por consiguiente les podemos aplicar la hipdtesis inductiva. Tenemos entonces
que K(DB) = A[N] y K(DB) | (A — ¢)[N] . Revisando las defini-
ciones de satisfaccién [3.2] y [3.4] , vemos que de estos dos hechos se sigue que

K(DB) = ¥[N].

oo

[3.11] COROLARIO (Correccién para Xn(DB)): Sea DB una ins-
tancia de base de datos construide con una unice relacidn binaria, sea N una
denominacidn para DB, y sea ¢ una férmula en la que no aparece el simbolo °.
Si Zn(DB)F 4, entonces K(DB) = 9[N].

Demostracién: Lema [3.9] , més Lema {3.10] .

aa
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Ahora demostraremos que Z{(DB) ¢ = X(DB) = #[N] . El camino
es totalmente anslogo al de la versién para Xn(DB) ; en el caso del resultado
[3.13], la demostracién es casi igual a la de [3.10], sélo se agregan las con-
sideraciones correspondientes a las formulas de EF(DB) que no aparecen en
En(DB) , de modo que resumiremos la demostracién, remitiendo al lector & la
de [3.10] para consultar los detalles; el resultado [3.12] se demuestra exactamente
igiial que su “correspondiente” [3.9]:

[3.12] LEMA: Sea DB una instancia de base de datos construida con una
dnica relacidn binaria, sea N una denominacidn para DB, y sea 1 una férmula
en la que no aparece el simbolo de confirmacién. Si RR(DB) & ¢ , entonces
{¢e2R(DB): ¢ € ZX(DB)} Fepe ¥ - |

Demostracién: Este Lema s deduce directamente del Corolario [2.18] |

ao

[3.13] LEMA: Sea DB una instancia de base de datos construida con una
inica relacién binaria, sea N una denominacion para DB, y sea v una formula
en la que no aparece el simbolo ® . Si {€ € ZR(DB) : =~—¢ € TX(DB)} bepe ¥
entonces K(DB) = ¢[N] .

Demostracién: Revisando la construccién de 2F{DB) que hemos estable-
cido en la definicién (3.7] , vemos que {¢ € ZR(DB) : £ € TR(DB) }
. estd formado por las férmulas que, ségin hemos indicado en la dembostracién del-
Lema {3.10], conforman el conjunto { £ € In(DB) : ~~¢ € Tn(DB) } ;més"
las negaciones de todas las letras proposicionales que no pertenecen al dominio
de la denominacién N , es decir que {£€ Z{(DB) : ~——£ € BFX(DB) } =
{¢ € En(DB) : ~£ € Sn(DB)} U {-F : P ¢ Dom(N)} . Ya vi-
mos en la demostracién de {3.10] que en cada reparacién de DB se satisfacen
con N todas las férmulas de {¢ € En(DB) : -~ € En(DB) } ; y re-
visando la definicién de satisfaccién [3.2] , vemos que las férmulas pertenecientes
a {-P : P, ¢ Dom(N) } también son satisfechas con N por cada reparacién
de DB. Por lo tanto, todas las férmulas de { ¢ € BR(DB) : =& € TX(DB) }
son satisfechas con N en cada reparacién de DB . Este hecho puede ahora
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tomarse como punto de partida para repetir la induccién que se realizé en la
demostracién de {3.10] , tal cual fue efectuada, y con ello se demuestra que si
{¢ € BR(DB) : ==€ € BR(DB)} kepe Y entonces K(DB) = ¢[N] .

oo

[3.14] COROLARIO (Correccién para Eg(DB)): Sea DB una ins-
tancia de base de datos comstruide con una unica relacion binaria, sea N una

denominacién para DB, ¥ sea v una férmula en la que no aparece el stmbolo °.
Si LR(DB) k1, entonces K(DB) = 9[N] .

Demostracién: Lema [3.12] , més Lema [3.13] .

RERS

f) Completud

Quisiéramos en principio demostrar que para cualesquiera DB y 1 del tipo
que estamos considerando, se cumple K(DB) = ¢[N] = Zn(DB) F ¢,
o equivalentemente Xn(DB) ¥ 1 = K(DB) ¥ 9[N]. Sin embargo, segin
ya hemos anunciado, esto se cumpliré sélo bajo una cierta restriccién, que como
veremos es bastante natural. Se trata de lo siguiente:

En el conjunto Xn(DB) figuran sélo las letras proposicionales que nom-
bran, mediante N, a elementos del dominio activo. Seria entonces de esperar que
al menos’algunos hechos que’ dependan del resto dé las letras proposicionales no
puedan ser demostrados fii refutados a partir de lateorfa Zn(DB). Y en efecto;
por ejemplo si P, es una letra proposicional que no pertenece al dominio de N,
entonces ocurre que En(DB)¥ P,y En(DB) ¥ (—F;) ; esto parece descartar
la completud para Sin(DB), ya que las definiciones [3.4] y [3.2] (ver también co-~
mentario inmediatamente después de [3.2]) nos dicen que K(DB) = (=F,)[N],
a pesar de que En{DB) ¥ (—F;). Sin embargo, estableciendo una condicién
natural, tendremos para En(DB) una completud “restringida”: intuitivamente
hablando, ésta se verificar4 para las férmulas “que se refleren” a la instancia de
base de datos estudiada. Formalmente, la formulacion exacta es la siguiente:

62




T

Sea DB una instancia de base de datos formada sélo por afirmaciones de
tipo R(a,b) para una cierta relacién binaria L, a la que se asigna la restriccién
funcional; y sea N una funcién de denominacién para DB. Renombrando las
letras proposicionales si hace falta, podemos suponer que el dominio de N es
{P,,P,,Ps,...,P;} . Entonces, para cada férmula ¢ del lenguaje proposi-
cional de bloqueo en la que no aparece el simbolo de confirmacién ° y que
haya sido construida usando solamente letras proposicionales pertenecientes a
{P\, P, Ps,...,P:} [esdecir ¥ =¢(P, P, Ps,..., )], se cumple que

Sn(DB)¥ ¢ = K(DB)¥ ¢[N]

[ OBSERVACION: Si una férmula ¢ contiene letras proposicionales que no
pertenecen al dominio de la denominacién, entonces alude a al menos alguna
afirmacién que no se construye con elementos del dominio activo de DB ; es en

. ese seitido que ¢ “no se refiere” a DB: De ser asi, es decir sien ¢/ ﬁgura,‘
. una, letra proposicional -P, no perteneciente al- dommlo de N, ‘entonces el ‘que 3

no pueda deducirse en BLO-OC a partir de EN(DB) , no implica que no se
satisfaga en K (D B) ; puede satisfacerse, o no. Por ejemplo, si F; no pertenece al
dominio de N, entonces K(DB) | (—F)[N] , a pesar de que En(DB) ¥ (~FP);
en cambio, si por ejemplo P, es tal que N(P) pertenece a toda reparacién de
DB, entonces En(DB)F (=(RVER)) v K(DB)F(=(RVE)) ].

Tal es la versién de la completud para el conjunto finito Xn(DB) . La otra
versién es para el conjunto infinito £F(DB) , y en este caso, segin hemos anun-
ciado, la completud no requiere de la restriccién. La formulacion es:

~Sea DB una instancia de base 'de’dafos formada sélo por afirmaciones de
tipo R(a,b) para una cierta relacién binaria R , a la que se asigna la restriccién
funcional; y sea N una funcién de denominacién para DB. Entonces, para cada
férmula v del lenguaje proposicional de bloqueo en la que no aparece el simbolo
de confirmacién ° , se cumple que

SR(DB) K¢y = K(DB)Fp[N]

Comenzaremos con la versién para En(DB) :
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[3.15] LEMA : Si ¢ = ¢ (es decir, si en ¢ no aparece °) y si
SN(DB) ¥, entonces {€ € Bn(DB) : =~£ € IN(DB)} Fope ¥

Demostracién: Este resultado se deduce directamente de [2.23] .

oo

Utilizaremos a continuacién el concepto de funcién veritativa. En “Prelimi-
nares” (capitulo 1), junto con su definicién, hemos recordado la convencién que
se adopta respecto a asignaciones veritativas y sus extensiones.

[3.16]" DEFINICION : Ses o une asignacién veritativa:para las forrulas.

proposicionales de CPC. Por analogia con el uso habitual en mateméticas de la
palabra “soporte”, denominaremos soporte de la asignacién veritativa o al
conjunto de letras proposicionales { P:a(B)y=V}.

o0

Denotaremos con el simbolo Sop(c) al soporte de la funcién veritativa o
(esta es una de las abreviaturas que se usan para “soporte” en su acepcion usual).

Con objeto de simplificar_las demostraciones de los préximos resultados,
adoptaremos la convencion siguiente: :

[3.17] NOTACION : Renombrando las letras proposicionales si hace falta,
en lo que resta del presente capitulo asumiremos que cada funcién de denomi-
nacién N que aparezca, tiene como dominio al conjunto {Pl, P, B, ... ,Pk}. Y
viceversa: cuando aparezca un conjunto {Pl, B R, ..., Pk}, asumiremos que se
trata del dominio de la funcién N de la que se esté hablando.

od
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El siguiente resultado es propio de CPC. Su demostracién es sencilla, pero de
todos modos la reproduciremos, porque es posible que a primera vista el lector no
reconozca esta “versién para BLO-OC” . De él extraeremos un corolario que se
usaré en la demostracién de la completud. Recordar que en este fercer capitulo
seguimos aplicando lo convenido en [2.7] : el simbolo “ % ™ representard siempre
a un conjunto (arbitrario pero fijo) de férmulas que no contienen el sfmbolo °.

LEMA: Sea v una férmula en la que no aparece el simbolo de confirmacidn,
Y SUpongamos que {f €X: £ €I} Fop . Sen {Pal,Paz,Paa,...,Paﬂ}
un conjunto que contiene o todas las leiras proposicionales que figuran en las
formulas de T U {3} . Entonces eziste una asignacidn veritativa o con so-
porte subconjunto de {Pa,, Pagyios Paﬂ} tal que o(¢p) = F ytalque o(§) =V
. para cada £ € {€ €B:~§E r}. ¢ oo -

Demostracién: Para cualquier conjunto K de férmulas del célculo clasico
CPC, sabemos que se cumple K g0 <= K Ecpe ¥, €s decir ¢ se deduce
de K siysélosi 4 es consecuencia tautoldgica de K. Por lo tanto, la suposicién
de que {5 € B : € € B} Fope ¥ mos dice que existe una asignacién verita-
tiva 6 tal que 6()) = F ytal que §(¢) =V paracada € {{€T: € 51

Ahors, bien, sabemos que en CPC el valor veritativo bajo 6 de una férmula
dada, sélo depende del valor que J le asigne a las letras proposicionales que
figuran en dicha férmula, de manera que si tenemos una férmula ¢ de la que
sabemos que ¢ = ¢(Pays Pags -+ -+ Pay) » Podemos cambiar a voluntad el valor que
5 le asigna a las letras que no estdn en {Pal,Paz,Paa, - .,P,,,n} , sin alterar
el éfecto de § sobre ¢ ; en particular, podemos asignar el valor “F"” a toda
letra que o esté en el conjunto, sin alterar el efecto sobre ¢ . Por lo tanto, la
existencia de la asignacién & tal que &(¥) = F' y tal que & (€) = V para cada
£ € {f €eX: € )3}’ , implica que existe una asignacién veritativa o tal
que o(¥) =F yque o) =V paracada §€ {{€B:~~{ € T}, con soporte
subconjunto de {Pay, Pags- -1 Pan }

au
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[3.18] COROLARIO: Sea ¢ una formule en la que no aparece el simbolo
de confirmacidn, y supongamos que {£ € En(DB) : =& € Bn(DB)} Ko ¥
y que 1 = (P, Pa,..., Pt) (recordar lo convenido en [3.17]). Entonces existe
una esignacién veritativa o con soporte contenido en {Pl,P-z, e ,Pk}, tal que
() =F, y tal que o(§) =V para cade § € {€¢eZN(DB): -t € =n(DB)}.

Demostracién: Dada la manera en que se construye Xn(DB) , el dominio
de la denominacién N contiene a todas las letras proposicionales que figuran en
el conjunto {£ € Tn(DB): € € =n(DB)} . _Por lo tanto, se aplica el lema
anterior.

oo

[3.19] DEFINICION : Sea DB una instancia de base de datos cualquiera,
sea IN una denominacién para DB, ysea ¢ una asignacién veritativa cuyo so-

>

‘porte és subconjunto del dorhinio de N, es decir Sop(6) C_Z '{Pi ' B, Pay i ,TP;qf},;

- Utilizando solamente afirmaciones construidas con elementos-del dominio:activo” .

de DB, es decir sélo con elementos de la imagen de N, definimos la instancia
de base de datos DBn(cg) del modo siguiente:

N(P) €DBn(e) <« o(P)=V

[ Obsérvese que el hecho de que Sop(s) C {P,Ps, Ps,..., P} asegura que
DBn(o) estd bien definida, al garantizar que el valor veritativo de o(P,) sblo
puede ser V si P, € {Pl,Pg,P:;,...,Pk} : de no ser asi, la expresién N(P,)
no estaria definida, por no pertenecer P, al dominio de N. Ademaés, el hecho
de que la instancia DBn(o) se construya usando solamente elementos del do-
minio activo, asegura que ella es propiamente una instancia de base de datos, al
garantizar que consta de una cantidad finita de afirmaciones. |

: ‘ oa

[3.20] EJEMPLO : Consideremos la instancia de base de datos DB dada
por DB = {R(a,b), R(b,a), B(b, b)} ; sudominio activoes {a,b} ; consideremos
la denominacién N : { P, Py, Ps, P} — {R(a,a}, R(a,b), R(b,a), R(b,b)} dada
por N(P) = R(a,a) , N(P) = R(a,b) , N(Ps) = R(b,a) y N(Fs) = R(b,b).
Una asignacién veritativa con soporte en {P;, P, B, P4} puede ser la siguiente:
o1(P) = oy(P) =V , o1(P) = F para todo nimero natural ¢ distinto de 2
y de 3 ; en este caso tenemos DBn(o1) = {R(a,b),R(b,a)} . Otra asignacién
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con soporte contenido en el dominio de la denominacién N es la definida por
o3(P)) = 0a(Ps) = 02(Py) =V , u(P) = F para todo mimero natural 7 dis-
tinto de 1, 2 y 4; en este caso tenemos DBn(o2) = {R(a,a), R(a,b), R(b b} }.

Obsérvese que la instancia de base de datos DBn(c1) es una reparacién de la
instancia DB (con respecto a la restriccién funcional), mientras que DBp(o2)
no lo es.

aog

[3.21] LEMA: Sea N una denominacidn pare une instancia DB |, y sea ¢
una asignacion veritativa con soporte subconjunto del dominio {PI, Py..., B}
de N . Entonces para toda férmula 1 en la que no aparece el simbolo de confir-
macidn, se tiene que o(P)=V <= DBnlc) = ¢¥[N].

Demostracmn Dermostraremos-el lema por‘induccién sobre la complejidad
':de las formulas que no’ cont1enen el srmbolo de conﬁrmamon, es decu‘ sobre el
niimero de conectivos Ioglcos que figura en cada férmula tal.

Férmulas con 0 conectivos: Si i es una férmula en la que no apare-
cen conectivos, entonces ella es una letra proposicional F; ; tenemos entonces
las siguientes equivalencias, que primero escribimos y a continuacién justificamos:

o(P)=V & Pe{P,P,....,Rk} v N(B)eDBn(s) & DBn(o) KN

donde el primer “si y sélo si” se justifica porque Sop(c) C {P,P,... ,Pk} y
por la definicién de DBn{g) [3.19] , y el segundo se justifica por la definicién
de satisfaccién en instancias de base de datos [3.2] .

Hipdtesis inductiva: Suponemos que para toda formula en la que no

aparece el simbolo de confirmacién y que contiene menos de IV conectivos légicos,
se cumple que a(¥) =V <= DBn(o) = ¥[N]

Paso inductivo: Sea 1 una férmula en la que aparecen N conectivos
16gicos, tal que ella no contiene el simbolo de confirmacién. Hay cuatro casos

posibles:

Primero, que 1 sea de forma (—¢) ; en este caso tenemos las sxgulentes
equivalenéias, que primero escribimos y a continuacion justificamos:
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s)=V & o@)=F & DBnO)FIN] ¢ DBn(o)E(-¢)=7I[N]

donde el primer “si y sélo si” se justifica por el modo en que las asignaciones
veritativas se extienden a partir de su accién sobre las letras proposicionales; el
siguiente, porque la igualdad % = (—¢) yla hipétesis de que en ¥ no aparece el
simbolo © , implican que en ¢ tampoco puede aparecer dicho simbolo, y como
los conectivos de ¢ son menos que N (tiene un conectivo menos que ¥ , de
modo que contiene N — 1) , cumple con la hipétesis inductiva; y el dltimo, por
la definicién de satisfaccién en instancias de base datos, establecida en [3.2].

Segundo, que ¥ sea de forma (¢ A ¢2) ; en este caso tenemos las siguientes
equivalencias, que tienen respectivamente similar justificacién que las del caso
anterior: -

@)=V & od)=Vyald)=V & DBn(o) |= 41[N] ¥ DBn(0) |= ¢2[N]

-

& DBn() k(61 ABIN],

LY S

Tercero, que 9 sea de forma (¢ V ¢2) ; en este caso, con igual justificacién
que anfes, tenemeos:

o) =F & ol¢)=F yo(¢e)=F & DBn(0)¥ é[N] y DBn(0) ¥ ¢oN]
& DBn(o) ¥ (1 V ¢2)IN]
Y cuarto, que % sea de forma (¢ — ¢2) ; en este caso tenemos:

o@)=F & al¢)=V y o(¢2)=F & DBn(o) = é1[N] y DBn(0) ¥ ¢:2N|
& DBu(e) ¥ (91 — ¢2)NI

oo
[3.22] COROLARIO: Sea N una denominacidn para una instancic DB , y
sea o asignacidn veritativa con soporte contenido en el dominio {Pl, Py,..., P}
de N . Si 9 es una formula escrita sin usar el simbolo ° y tal que o(¥p) = F ,
entonces DBn(o) ¥ ¢[N].

oo
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[3.23] LEMA: Sea DB una instancia de base de datos cualquiera; sea N
una denominacién para DB ; y-sea o asignacion veritativa con soporte con-
tenido en el dominio de N , tal que o(€) =V para todo elemento £ del con-
junto {¢€ € Sn(DB) : »~¢ € En(DB)}. Entonces la instancia de base de datos
DBn(0) es una reparacidn de la instancia DB.

Demostracion: Revisando la construceién de Zn(DB) que hemos estable-
cido en [3.5], vemos que el conjunto {¢ € Zn(DB): £ € TN (DB)} consta
de las férmulas siguientes:

- Férmula. =P cada vez que la afirmacién N(F;) no estd en DB , segin
partes {(a) y (b) de [3.5] .

- Férmula P, cada vez que la afirmacién N(P;) pertenece a DB y “respeta
la restriccién”, segin partes (a) y (b) de [3.5] .
. Toda férmula, descrita. en'la parte (c) de [3.5] que no és doble negacién -
[es decir, todas las férmulas que, cuando DB contiene varias afirmaciones ¢on~
igual primera componente R(a, ), (e, g2), ..., R(e, gr) , dicen “por lo menos
una de ellas R(a, g1), R(a, g2), - - ., B(a, gr) es cierta”].

- Toda férmula descrita en la parte (b’) de [3.5] que no es doble negacién
[es decir, todas las férmulas que, cuando DB contiene varias afirmaciones con
igual primera componente R(a, g1), R(a,g2),...,R(a,g-) , dicen “como méximo
una de ellas R(a, g1), R(a, g2), - - -, R(a, gr) es cierta’].

Sea ¢ una asignacién veritativa tal que Sop(c) € {P1, Py, ..., P} . Lo que
haremos ser4, verificar que si la instancia de base de datos DBn(o) no es una
reparacién de DB , entonces no es cierto que o(£) =V para fodo elemento &
del conjunto {¢ € Zn(DB):~—{ € =n{DB)} . = : '

Supongamos entonces que la instancia DBy(o) no es una reparacién de DB.
Si esto ocurre, debe darse al menos uno de los siguientes casos:

() Puede ocurrir que DBn(0) contenga una afirmacion R(a,b) que no
estd en DB . En tal caso, dado que la instancia DBn(o) por su definicién
sélo contiene afirmaciones construidas con el dominio activo de DB , existe
P; € {P,P,...,F} que nombra a R{a,b) | es decir N(P;}) = R(a,b) ], de
manera que N(P;) € DBn(c) . Por la definicién de DBy(o) [3.19] , tenemos
o{P;) =V, y por lo tanto o(—F;) = F . Pero como N(F;) ¢ DB, revisando
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la descripcién de {¢ € Bn(DB) : ~—¢ € Sn(DB)}  con que hemos comenzado
esta demostracién, se tiene que (—F;) € {§ € En(DB) : =~£ € EN(DB)}.
Por lo tanto hemos encontrado en {é € In(DB) : ==£ € EN(DB)} una,
féormula a la que ¢ no le asigna el valor V.

(b) Si no se da el caso anterior, es decir si DBy(c) contiene solamente
afirmaciones que aparecen en DB , puede ocurrir que en DBn(o) falte una
afirmacién R(a,b) que pertenece a DB 'y que respeta la restriccién funcional
[osea R(a,b) € DB y b; #b = R(a,b;) ¢ DB]. Existe entonces
P € {P,P,...,P} tal que N(P) = R(a,b) . Como por la definicién de
DBn(o) [3.19] se tiene N(P;) € DBn(o) <= o(F;) =V, la suposicién
de que R{a,b) no aparece en DBn(c) nos dice que ¢(P;} = F . Revisando
nuevamente la descripcién de {£ € Bn(DB) : =~¢ € In(DB)} , vemos que
P ¢ {¢€ € En(DB) : ¢ € En(DB)} , de modo que en el presente caso
también hemos encontrado en {{ € En(DB) : =~{ € Zn(DB)} una férmula
. @la que -o- no’leasigna el valor. V. - = -

tc) Si no se da ninguno de los dos casos anteriores, puede ocurrir que DBy (o)
contenga dos afirmaciones R{a,g:) y R(a,g;) con igual primera componente
[es decir, al menos dos: puede haber otras R{a,g;)]. Tenemos entonces letras
proposicionales P, , P, en {Pl,Pg,...,Pk} tales que N(P,) = R(a,g) vy
N(P,;) = R(a,g;) , de modo que N(F,;) € DBn(c) y N(P,) € DBn{o),y
por lo tanto o(Py,) =V = o(P,,) . Las dos afirmaciones R(a,q:) ¥ R(a,g;)
tienen que pertenecer a DB , porque hemos supuesto que no ocurre el caso
(a) de la presente demostracién; con ello, revisando nuevamente la descripcidn
de {¢ € Bn(DB) : =~¢ € En(DB)} con que hemos comenzado esta de-
mostracién, si miramos su cuarta parte, junto con la correspondiente parte (b’)
de la definicién de Xn(DB) establecida en {3.5], vemos que para la disyuncién

= -(;‘P‘rz APy Avre APy, A 2Py )V (2P APy A NP A “FPy) Ve
c V(=P A=Py A -A=Py, ,A-P, )

correspondiente a las afirmaciones que tienen a “¢” como primera componente,

se tiene que en cada uno de sus disyuntos
(5P A=Py A+ A=Py A-Py), ooy (SPy AmPy Ao A=Py AP, )

falta la negacién de sélo una de las letras proposicionales correspondientes a las

afirmaciones que tienen a “a” como primera componente, de manera que en
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cada. uno de estos disyuntos figura por lo menos una de las dos negaciones (~F,,)
y/o (=P,;) . Por lo tanto, el hecho de que o(=P,,) = F = o(~F,} nos dice
que cada disyunto es falso bajo la asignacién o , y por lo tanto la disyuncién
también lo es; es decir que

(RPp APy Ao s APy  A=P )V (P APy Ao - APy ASP YV
V(=P AmPyA---A=Py, _A=P, )

es una férmula perteneciente a {¢ € En(DB) : =~¢ € IN(DB)} alaque o
no le asigna el valor V.

(d) Finalmente, supongamos que no ocurre ninguno de los tres casos ante-
riores. Entonces el tinico modo de que DBy(o) no sea una reparacién de DB
es que en DBn(c) falte una afirmacién R{a,g:) que estd en DB y que no
.respeta la restriccidn, y que falten todas las aﬁrmacxones pertenecientes a DB -
que tengan la misma primera componente “e” que’:R(a, g,) en efecto, s hu”
biese en DBpn(c) més de una de estas afirmaciones, caerfamos en el caso (c)
recién visto, y por otro lado, si de cada grupo de afirmaciones con igual primera
componente que en DB no respetan la restriccién hubiese en DBy(o) exac-
tamente una, entonces, habiendo supuesto que no ocurren los casos (a) y (b),
DBn(o) serfa una reparacién de DB . Luego sdlo nos falta estudiar el caso
en que se tienen afirmaciones, llamémoslas R(a, g1), R(a, g2), ..., R(a, g.) , que
tienen igual primera componente, estan en DB , no hay otra en DB con esa
primera componente, y ninguna de ellas estd en DBn({o) .

En este caso tenemos letras proposicionales P,, , P, , ... , P, tales que

N(F,) = Rlo,9) | NB) = Rl@.g0) + ... , N(B) = Rlag) . Como
hemos supuesto que ninguna de estas afirmaciones pertenece a DB(o) ,
nemos que o(P,) = o(Py) = ... = o{P,) = F ; esto significa. que
a(Py VE, V.-V P)=F; rev1sando nuevamente la descripcidon con que
hemos ‘comenzado la presente demostraclon podemos ver que que la férmula
(Py VP, V---VP,) pertenece a {£ € En(DB): -={ € En(DB)} , ya que
corresponde al caso (c) de [3.5] . Por lo tanto, nuevamente hemos encontrado
en el conjunto {¢ € En(DB): =~¢ € Tn(DB)} una férmula 2 la que o nole
asigna el valor V.

aad
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[3.24] TEOREMA (Completud para Zn(DB)): Sea DB una instan-
cia de base de datos formada por afirmaciones de tipo R(a,b) para una cierta
relacidn binaria R , a la que se asigna la restriccion funcional; y sea N une
funcién denominacién para DB con dominio {Py, Py, Ps,...,P.} . Entonces
para cada formula ¢ del lenguaje proposicional de blogueo en la que no aparece
el simbole de confirmacidn y tal que = (P, Py, P, ..., P} , se cumple que

" EINn(DBY¥F Y = K(DB)Ey[N]

Demostracién: Como Xn(DB) ¥ ¢ , por Lema [3.15] tenemos que
{¢ € SN(DB) : =€ € En(DB)} Fope ¥ . Por Corolario {3.18] , esto significa
que existe una asignacién veritativa o con soporte contenido en el dominio
{P]_,Pg, Pk} de N, tal que o(y) = F y tal que o(§) = V para cada
Ee{te ZN(DB) : —;—1§ € n(DB)} . Esto nos dice dos cosas: -primero, que
por Cordlario [3 22] tefiemos DBn(e) ¥ ¢[N] ; y segundo, que por Lema [3.23],

" la instancia DBy(o) ‘es una teparacién de DB . En resumen, lo que hemos

mostrado es que la instancia de base de datos DByn(c) es una reparacién de
DB que no satisface 9 con N ; por la definicién de satisfaccién [3.4] , se tiene
que K(DB) ¥ y[N] .

aag

Con esto hemos establecido la versién “restringida” de la completud, refe-
rente al conjunto finito Xn(DB) . Anslogamente a lo que hicimos en ¢l caso .
de la correccién, para demostrar ahora la versidn correspondiente al conjunto
infinito 3(DB) seguiremos un camino totalmente paralelo al de la versién para,
In(DB) que acabamos de completar; y, nuevamente, varios de los resultados
que ahora veremos se demuestran de modo muy parecido al de su “correspon-
diente” ya visto, de manera que en algunos de ellos resumiremos la demostracidn,
remitiendo al lector a demostraciones previas para consultar los detalles. Pro-
cedamos:
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" ‘si y solo si*9 es consecuencia-tautoldgica de K.

[3.25] LEMA : Si ¢ = ¢ (es decir, si en ¢ no aparece °) y si
SR (DB)¥ ¢, entonces {£ € ZR(DB) : € € BR(DB)} Fepe ¥

Demostracién: Este resultado se deduce directamente de [2.23] .

od

[3.26] LEMA: Sea ¥ una férmula en la que no aparece el simbolo ° , y
supongamos que {§ € BY(DB) : € € ER(DB)} ¥ope ¥ . Entonces existe
una asignacién veritativa o tal que o(¥p) = F y tal que o(§) =V para cade
¢ € {¢ € BR(DB) : =~¢ € BK(DB)}-

Demostracién: Esto es consecuencia directa del siguiente hecho conocido,
que ya hemos recordado con anterioridad, referente al céleulo cldsico: para
cualquier conjunto K .de férmulas de CPC, una férmula ¢ sé deduce de X "

oo

oo

[3.27] LEMA.: Sea DB una instancia de base de datos cualguiera; sea N
una denominacién pera DB ; y sea o asignacidn veritative tal que o(§) =V
para todo elemento € del conjunto {€ € SR(DB): - € IR(DB)} . Enton-
ces la instancia de base de datos DBn(o) es una reparacion de DB.

Demostracién: De la inclusién En(DB) € BR(DB) se deduce que
{¢ € N(DB) : ~¢ € Sx(DB)} € {€ € ER(DB) : ¢ € TR(DB)} ;
en consecuencia, si se sabe que a(¢) = V para todo elemento £ del conjunto
{¢ € ©R(DB) : ~¢ € TR(DB)} , entonces se tiene que o({) =V para todo
elemento £ de {£ € Tn(DB) : ~§ € En(DB)} . Con ello, si o tuviese
soporte contenido en el dominio de N , podriamos aplicar el Lema [3.23], lo
que nos proporcionarfa la conclusién que queremos. Pero efectivamente esto si se
verifica, por lo siguiente: revisando la definicién de 3(D B) establecida en [3.7],
vemos que para cada letra proposicional F; que no pertenece al dominio de N
se tiene (—P) € {¢ € BIF(DB) : ~~{ € 2%(DB)}, de modo que o(=P) =V,
luego o(F;) = F . En otras palabras, si una asignacién veritativa ¢ es fal
que o(§) = V paracada § € {¢ € ZR(DB) : ~£ € E°N°(DB)} , entonces
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ella automdaticamente tiene soporte contenido en el dominio de N. Por lo tanto
o(¢) = V para todo elemento £ de {¢ € En(DB) : - € Tn(DB)} y el
soporte de ¢ esté contenido en el dominio de N . Podemos entonces aplicar el
Lema [3.23], en virtud del cual la instancia de base de datos DBn(o) es una
reparacién de DB.

od

[3.28] TEOREMA (Completud para 2(DB)): Sea DB una instancia
de base de datos formada por afirmaciones de tipo R{a,b) para una cierta relacion
binaria R , a la que se asigna la restriccion funcional; y sea N una funcidn de
denominacién para DB . Entonces para cada férmula 1 del lenguaje proposi-
cional de bloqueo en la que no aparece el simbolo de confirmacidon, se cumple que

EY

2T sg@BKy = KDBEYN]

Demostracién: Como ER(DB) ¥ 9 , por Lema [3.25] tenemos que
{¢ € ZRDB) : —¢§ € $%2(DB)} ¥ ¥ . Por Lema [3.26] , esto significa
que existe una asignacién veritativa o tal que o{¢p) = F ytal que o(§) =V
para cada & € {£ € ZR(DB) : ~¢ € ¥%(DB)} . Esto nos dice dos
cosas; primero, que por Lema [3.27] la instancia DBn(o) es una reparacién
de DB ;y segundo, que DBn(o) ¥ ¥[N], porque en la demostracién de [3.27]
hemos visto que si una asignacién veritativa o es tal que o(§) = V' para cada
(e {¢enRDB): ~{€ %2(DB)} , entonces ella automaticamente tiene
soporte contenido en el dominio de N, de manera que podemos aplicar el Coro-
latio [3.22], en virtud del cual DBn(o) ¥ Y[N] ..

En resumen, lo que hemos mostrado es que la instancia DBpf{o) es una
reparacién de DB que no satisface ¢ con N ; por la definicién de satisfaccién
[3.4] , se tiene que K(DB)¥ ¢[N].

o0

Terminamos as{ de mostrar exahustivamente que esta interpretacion para

BLO-OC es correcta y completa. Para finalizar el capitulo, esbozaremos a
continuacién, cémo podria ser el funcionamiento de BLO-OC en otros casos.

74




g) Otras restricciones

En nuestro trabajo con instancias de base de datos que son inconsistentes con
la restriccién funcional, hemos utilizado una serie de resultados que obtuvimos
en el capitulo 2, referentes a BLO-OC, que son aplicables a cualquier conjunto
de premisas construidas sin usar el simbolo de confirmacién. No es sorprendente,
entonces, que existan algunas otras restricciones de integridad fales que para
describir inconsistencia respecto a ellas, basta con modificar la construccién de
los conjuntos En(DB) y EF(DB), de un modo sencillo. Sin embargo, hay
también otras restricciones para las cuales no bastan modificaciones simples del
trabajo que hemos desarrollado. Veamos algunos casos, de uno u otro tipo:

1

" (1) .Generalicemos la, restriccion funcional del modo siguiente:’ dado un ~~
objeto a del dominio. activo, se admitirdn como maximo n objetos b; tales que

R(a,b;) € DB . La restriccién funcional seria el caso correspondiente a n = 1.
Por ejemplo, R(A, B) podria significar “la persona A ha inscrito en su plan de
salud a su familiar B ”, y en ese caso la restriccién indicaria “se acepta que una
persona inscriba como méximo a n de sus familiares en su pla.n de salud”.

Tomemos como ejemplo el caso n =3 ; aqui la férmula de primer orden que
describe la restriccién es la siguiente:

VaVy VyVyaVys (R R(z,y1) V - R(Z, ¥2) V —R(z,y3) V ~R(z, 32) V41 = 2

Vir =3 Vy = 3uVy =y Ve =YV = ys)

Examinando [a construccion del conjunto Xn(DB) establemda en [3.5] , te
nemos que las partes (a)} y (b) de esta construccién permanecerdn iguales en
el presente caso [adaptando la descripcién de la parte (b) a la nueva restriccidn,
del modo natural]; son las partes (c)-y (b’) las que cambiardn, para reflejar
la nueva restriccién. Por ejemplo, con esta restriccién (n = 3) tomemos la ins-
tancia DB = { R(a,a), R(a,b), R(a,c), R(a,d), R(b,a), R(b b), R(d,a) } ;
en este caso, las afirmaciones R(a,a), R(e,b), R(a,c}, R(a d) no respetan la
restriccién [ en cambio R(b,a) y R(b,b) sf la respetan, pues ahora se admiten
hasta tres afirmaciones con igual primera componente ]. Tomemos la siguiente
denominacién para DB :
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N(P) = R(a,a) , N(P) = R(a,b) , N(B)}= R(a,c) , N(Py}= R(e,d) ,
N(Ps) = R(b,a) , N(Fs) = R(b,b) , N(P;) = R(b,c) , N(F;) = R(b,d)

N(P) = R(c,a) , N{Pyp)=R(c,b} , N(Pu)= R(e,c) , N(Pp2) = R(e,d) ,
N(P) = R(d,a) , N{Py) = R(d,b) , N{Pis5) = R{d,c) , N(Pis) = R(d,d) .

Entonces el equivalente al conjunto Zn{DB) que.corresponde al presente
caso, es la unién de los cuatro conjuntos de férmulas siguientes, correspondientes
a las respectivas partes de [3.5] adecuadamente modificadas:

a){PL,P., P, Py, Ps, Ps,nP,~F, P, Py, Py ,~Py
Py, Py, ~Ps, P }
(b) { -"P 0P, 2P, 2Py, =P, B, P, P, By
"“""'Pm ' '*"'—'Pu y Py, Pz, Py, 'THPm , —s—l—uPls }
(©) { (PI/’\Pg/\Pg) V(P APgAP4) Y% (PlAPgAP4) v (Pg/\P;;/\R;) ,
[ (BEARAP)V (PLAPRAP)V (PAAPAAR) V(P APsAPRy) ] }
) { (GPV-RV-PV-PR) , (-PV-RV-RV-F) }

Las partes (c) y (b’) reflejan el hecho de que, de las cuatro afirmaciones R(a,a),
R{a,b), R(a,c) y R(a,d), en cada reparacion hay al menos tres de ellas y como
maximo tres de ellas.

El caso general: si la restriccién indica que se aceptan como méximo n se-
gundas componentes para upa misma primera componente, entonces para cada
conjunto -dado de afirmaciones en DB que no respete la restriccién, digamos
habiendo m afitmaciones con igial primera componente- (con m>n), la
férmula, correspondiente a la parte (c) es disyuncion de (n) conjunciones de n
letras proposicionales cada una (va también, como antes, su doble negacién); y
la férmula correspondiente a la parte (b’) es disyuncién de (™ ) conjunciones
de (m —n) letras proposicionales negadas (mds la doble negacién). Asf, en el
ejemplo que acabamos de ver, se tenfa n = 3, y hay un sélo grupo de afirma-
ciones que no respeta la restriccién, con m = 4 ; entonces la férmula de (c) que
hemos escrito consta de (') =4 disyuntos, cada uno conjuncién de n = 3 letras
proposicionales; y la férmula de (b’) que hemos escrito, consta de ([ } = 4

disyuntos, cada uno conjuncién de (m —n) =1 letra proposicional negada.
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En resumen, las restricciones de este tipo se pueden tratar de manera casi
idéntica a la que se utilizé en el caso de la restriccién funcional, con sélo modifi-
caciones menores.

(2) Restriccién “Bifuncional” : Esta restricion se aplica a afirmaciones bi-
narias, e impone que, dado un objeto a del dominio activo, puede existir un sélo
objeto b tal que R(a,b) € DB, y viceversa, dado un objeto b del dominio activo,
puede existir un sélo a tal que R(a,b) € DB. En otras palabras, esta restriccién

equivale a dos restricciones funcionales; de hecho, muchas veces es presentada de

ese modo. Por ejemplo, R(A -B) podria significar “lai ‘persona A estd& casada. con
lapersona B ™ . Esta restriccién puede describirse mediatite la f6rmula siguiente:

YVyvz [(—:R(m, y)V-R(z,2z) Vy=z) A (=R(y, 2}V -R(z,z) Vy = z)]

A diferencia del caso anterior, establecer un conjunto de férmulas que des-
criba la aplicacién de esta restriccién a una base de datos cualquiera, es mucho
més complicado que en <l caso de la restriceion funcional. Si tomamos por ejem-
plo la instancia de base de datos DB; = { R(a,a), R(a,b), R(a,c), R(b,c) },
vemos que sus reparaciones con respecto a esta restriccién son las instancias
{ R(a,a), R(b,c)} , {R(abd),R(bc)} v {Rlac)};si conmderamos
ahora la instancia DB, = { R(a,a), R(a,b), R(a,c), R(b, a) R(b,b)} ,s
reparaciones son las instancias  { R(a,c), R(b,a) } , { R(a,c), R(b,b) } ,

{ R(a,a), Rb,%)} y {R(ab), R(ba)}. Examinando cuidadosamente es-
‘tos y otros e_]emplos al intentar enunciar el caso general se observa que, una vez

fijada una denominacién, la construccién del conjunto de férmulas adecuado es
bastante complicada de describir (para, repetimos, el caso general). De hecho, en
este punto empieza a observarse que la construccién de las teorfas que permiten
describir en BLO-OC a las reparaciones de una instancia cualquiera respecto a
una restriccién de integridad dada, es, al menos en muchos casos, esencialmente
equivalente a materializar las reparaciones (calcularlas computacionalmente), lo
cual ha sido mostrado inadecuado para ser utilizado de modo préctico en com-
putacién (en general; en casos particulares puede no serlo).
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(3) Relaciones N-arias : Dado que hemos utilizado funciones de denomi-
nacién para nombrar afirmaciones como un todo, la ariedad de las relaciones que
se utilicen es irrelevante. Asi, si por ejemplo utilizamos una relacion ternaria T
e imponemos la restriccién de que para cada par de primeras componentes se
admite una vinica tercera, es decir si utilizamos la restriccién dada por la férmula
YayVaYw(~T(z, y, 2) V-T2, y, w)Vz = w) , una vez definida una denominacién
el procedimiento serd absolutamente idéntico al caso de tener relaciones binarias
con restriceién funcional. Algo similar ocurre para cualquier otro caso, como los
que hemos aludido en la presente seccién. Fsto es natural, ya que, segiin hemos
comentado, en una légica proposicional sélo es posible aludir a afirmaciones rela-
cionales como un todo (como hacemos al utilizar las funciones de denominacién),
de modo que su estructura interna, incluyendo su ariedad, es inexistente a ojos
de los s_istemas‘proposicionales. .

ay

(4) Instancias con més de una relacién : Hasta ahora hemos considerado
solamente instancias de base de datos formadas por afirmaciones construidas
usando una Unica relacién. Lo mds frecuente es que las bases de datos se cons-

. truyan usando varias relaciones. Dentro de la clase de las instancias formadas por

mas de una relacién, hay algunas para las que el trabajo que hemos efectuado
puede aplicarse sin cambios sustanciales. Por ejemplo, supongamos que tene-
mos dos relaciones con diferente ariedad, digamos una relacién binaria R y una
relaci6n ternaria T ; a ellas necesariamente se aplican restricciones diferentes (las
restricciones pueden ser conceptualmente iguales, como en el ejemplo que vimos'
eni el punto (3),-que “en redlidad es lo mismo” que la restriceién funcional; pero.
en sentido estricto las restricciones son férmulas de primer orden, que forzosa-
mente han de ser diferentes si la ariedad de R es distinta a la de T); esto hace
que en ocasiones funcionen de modo béasicamenteindependiente la una de la otra;
si sabemos ¢6mo aplicar BLO-OC a cada una por separado, lo que ocurrird en
muchos casos es que se definird una funcién de denominacién para la instancia
de base de datos, se construirdn los conjuntos correspondientes a las partes (a)
y (b) de [3.5] del mismo modo en que se hizo en dicha definicién (adaptando
la descripcién de la parte (b) a la nueva restriceion, del modo natural), y las
férmulas correspondientes a las partes (c) y (b’) referentesa T’ no tendrén letras
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proposicionales en comin con las referentes a R, porque el conjunto de afirma-
ciones de DB que no respetan la restriccién T es, por ariedad, necesariamente
disjunto con el conjunto de las afirmaciones que no respetan a R, y en muchos
casos cada férmula correspondiente a (¢) y (b’) solamente contendr4 lefras que
nombran a afirmaciones que no respetan a una sola de las restricciones (como
ocurre en el caso de la restriccién funcional). Un ejemplo serfa tomar una R
binaria con restriccién funcional y una T' ternaria con la restriccidn de la que
hablamos en el punto anterior (3) : en este caso la construccién del conjunto
de férmulas sigue el esquema recién descrito. En cambio, hay ofros conjuntos
de restricciones en que algunas de ellas, atin teniendo diferente ariedad, pueden
influirse unas a otras, pudiendo complicarse mucho la construccién equivalente a
cualquiera de las cuatro partes, (a), (b), (¢) y/o (b}, de [3.5].
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CAPITULO 3 - APENDICE

En la demostracién de [3.10], en el primer paso de la induccién (correspon-
diente a las demostraciones de longitud 1), se menciona que toda tautologia
clésica es satisfecha en cualquier instancia de base de datos y con cualquier de-
nominacién. El primero de estos dos hechos es sabido para el caso habitual,
en el que se usa légica de primer orden, y usando el concepto de funcién de-
nominacién, esta situacién queda traducida a nuestro caso proposicional; esta
observacién incluye la definicién de satisfaccién [3.2], que podemos considerar
como la traduccién proposicional de la definicién habitual, correspondiente a
légica predicativa.

Dado que la definicién estdndar de satisfaccion de férmulas de primer orden
en bases de datos es tal que toda instancia satisface toda tautologia, en par-
. ticular toda reparacién-de una instancia inconsistente satisface toda’ tautologla*
Por lo tanto, enin sistéma deductivo que pretenda refiejar el funcionamieiito de
las bases de datos inconsistentes mediante sus reparaciones, como es el caso de
BLO-0OC, necesariamente deben poder deducirse todas las tautologias clésicas
a partir de las férmulas que describen a la instancia de base de datos estudiada.
Ahora, bien, parece muy dificil definir un sistema deductivo paraconsistente que
permita deducir toda tautologia a partir de cada conjunto de férmulas que des-
cribe a una instancia inconsistente, pero que no permita deducirlas como tesis
de la l6gica (es decir, sin usar premisas); esta situacién casi permite descartar de
entrada una serie de légicas paraconsistentes, como candidatas a ser usadas para
deseribir bases de datos inconsistentes mediante reparaciones, porque la mayoria
de los sistemas deductivos paraconsistentes que han sido presentados hasta ahora
no permiten deducir toda tautologfa clésica (usando la terminologfa de [ref. 2]
aludida en el apéndice histérico-filoséfico del Capitulo 2, la mayorfa de las logicas
paraconsisténtes no son pa.raconsxstentes clésicas). Por ejemplo, ningunc de los
sistemas deductivos de la jerarqufa de sistemas C, permite deducir toda tau-
tologfa cldsica, de manera que ellos casi pueden ser inmediatamente descartados
como candidatos para ser utilizados en la descripcion de instancias inconsistentes
mediante reparaciones. En resumen, si se desea abordar este problema (estudio
de bases de datos inconsistentes usando reparaciones), es sumamente ttil estar
sobre aviso de esta condicién necesaria: de cada conjunto de férmulas que des-
criba a una instancia inconsistente, debe poder deducirse cada tautologia clédsica.
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Segtin hemos visto en [2.20], BLO-OC es una ldgica monétona, es decir que
st tenemos conjuntos de férmulas K; y K tales que Ky C K,, entonces para
cualquier férmula ¢ se cumple que K; F ¢ => Ky - ¢ . Algunos autores han
sugerido que para describir bases de datos inconsistentes lo indicado parece ser
buscar una légica no monétona, ya que si la informacion que contiene una instan-
cia no contradice a las restricciones de integridad, puede ser usada para efectuar
deducciones, pero al agregar nueva informacién pueden surgir inconsistencias con
las restricciones, lo que en principio inutiliza la informacién; asi, por ejemplo, si
una afirmacién P(a) es consistente con las restricciones, se debe poder deducir,
pero si se agrega informacién que la vuelve inconsistente con las restricciones,
ella ya no deberfa poder deducirse. Esta idea parece sensata, y vale la pena men-
cionarla. En el caso de BLO-OC, la monotonia no genera problemas, ya que lo
que hemos hecho es trabajar con una instancia de base de datos fija, y no pensar

en ella como mutable en el tiempo, es decir que nuestro-enfoque:no considera el._

caso de una misma 1nstan01a. 2 la que se le var agregando 1nformac1on
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CAPITULO 4

LAS LOGICAS DE BLOQUEO

Hemos trabajado ampliamente con BLO-OC | sistema deductivo al que nos
hemos referido como un ejemplo en particular de las l6gicas de bloqueo. En el
ejemplo {2.4] se mostré la deduccién formal en BLO-OC de la férmula P; a
partir del conjunto de premisas % = {Pl , "—P;} ; vimos ahi que a partir de
estas premisas, que estdn escritas sin el sfmbolo °, con la regla de inferencia [5] se
introdujo ina férmula que si tenia dicho simbolo, lo cual fue indispensable para
poder aplicar las otras cuatro reglas, pues para usarlas se necesitan férmulas que
contienen el simbolo; a continuacién, la premisa P; sélo pudo integrarse a la

demostracién con el uso de las reglas de’inferencia [1]-y [2]" Despuds, sieriptre
en [2.4], exa.mmamos uria deduccion sin premisas, a partir de sélo axiomas, en la

que se requirieron las reglas {2] y [3] para poder operar sobre ellos. Estos hechos
reflejan lo que podriamos considerar como un mecanismo de bloqueo y desblo-
queo de premisas y axiomas, cuyo funcionamiento es basicamente el siguiente: si
partimos de premisas que no contienen el simbolo de confirmacién, no es posible
aplicarles ninguna de las cuatro primeras reglas de inferencia de BLO-OC; la
tinica que se les puede aplicar es la regla [5], Obtencién de Confirmacién; ésta,
a su vez, sélo puede aplicarse a las premisas si la doble negacién de alguna de
ellas es también una premisa, es decir que no se puede usar la regla {5] sobre
las premisas si no hay entre ellas al menos un par de forma { P, = } Una
vez aplicada la regla (5] a {4, - } se habrd obtenido la férmula ¥ ;

ella y la premisa 1 se obtiene 9 A ¢0° mediante la regla [1] ; y recién ahora.

aplicando la regla [2], se logra “hacer llegar” la premisa 9 a la demostracién
formal. Notemos ademias que, después de lo antérior, si ahora, se quiere aplicar.
Pseudo - Modus Ponens para usar la premisa 1 de manera “realmente deduc-
tiva® (dentro de poco concretaremos esta expresién), se tendran que usar ambas
férmulas 19 y 1° . De manera andloga, para aplicar Pseudo - Modus Ponens
a un axioma ¢ A ¢° éste debe primero ser “separado” mediante las reglas de
inferencia [2] y [3], de lo contrario permanecerd “bloqueado”.

Ahora bien, si hubiésemos elegido otra axiomatizacién de CPC como base
para los axiomas de BLO-OC, este mecanismo seguirfa funcionando exacta-
mente igual; asimismo, si eliminamos uno de los axiomas, o si elegimos por
ejemplo una axiomatizacién de la légica proposicional intuicionista, podemos
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construir una légica similar a BLO-OC, en la que se podrian efectuar menos
deducciones formales que en BLO-OC, pero en la que el mecanismo de bloqueo
funcionarfa igual. Esto nos sugiere que podemos establecer un grupo de sistemas
deductivos, caracterizados por este mecanismo de bloqueo y desbloqueo.

En BLO-0OC, todas las reglas salvo Pseudo - Modus Ponens son parte del
mecanismo, de manera que éste se basa, en principio, en las otras cuatro reglas.
Sin embargo, si para cada par de premisas de forma { ¢ , = } sustituyésemos
la doble negacién por la confirmacién, es decir cambiando el par {1[;, ——p }
por el par {1,b , ¥° } , en BLO-OC podrian demostrarse las mismas férmulas
que con las premisas originales, aunque por supuesto mediante otras deducciones
(esto puede demostrarse); entonces el mecanismo de bloqueo puede funcionar
sin el uso de la Obtencidén de Confirmacién (regla [5]), al menos para determi-
nados conjuntos de premisas. En resumen, el “nticleo” del funcionamiento del
bloqueo y desbloqueo de premisas y axiomas esté constituido, al menos en cierto

sentido, por las-tres primeras reglas de inferencia,-actuando en. combinacién con. -
1a definicién. de, deduccion formal {ya queé es esta definicién la-que impide que

las premisas se incorporen directamente a la demostracién, al establecer que lo
{inico que se puede hacer con un conjunto de premisas es aplicarle las reglas de
inferencia).

Asimismo, el funcionamiento de estas tres reglas es el que dicta la eleccién
de la forma de los axiomas de la ldgica de bloqueo: escogiendo un conjunto
cualquiera de axiomas, como los de CPC o los del célculo proposicional intui-
cionista, si ponemos cada uno de ellos en conjuncién con la férmula que indica
su confirmacion, obtendremos un conjunto de férmulas.de forma~t A 2° , sobre
el cual las tres primeras reglas de inferencia actuardn de modo similar al que lo
hacen en BLO-OC.

Recordemos también que; segin se coment$ inmediatamente antes. del Lema
[2.95], cuando se usan premisas sin el simbolo °, el-poder deductivo “efectivo”
de BLO-OC reside esencialmente en la regla de Pseudo - Modus Ponens, pues
con las otras cuatro reglas puede efectuarse en BLO-OC un grupo muy limitado
de deduciones formales a partir de premisas sin ° (el sentido preciso de estas
afirmaciones estd dado por el enunciado de [2.25]). Esto reafirma los comentarios
antes formulados, respecto a que las tres primeras reglas de inferencia se rela-
cionan principalmente con el mecanismo de bloqueo y desbloqueo de premisas y
axiomas, y & que el uso “realmente deductivo” de una premisa o un axioma se
logra a través de Pseudo- Modus Ponens.
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En base 2 las observaciones anteriores, definiremos la clase de las légicas de
bloqueo del modo siguiente:

[4.1] DEFINICION: Denominaremos sistema deductivo proposicional
de bloqueo a todo sistema deductivo proposicional basado en el lenguaje proposi-
cional de bloqueo basico (definido en {2.1]) o alguna extensién de él, que cumpla
con las cuatro propiedades siguientes: primero, la definicién de deduccién for-
mal es la misma de BLO-0OC, es decir la que se establecié en [2.3]; segundo, el
conjunto de reglas de inferencia incluye por lo menos a las reglas [1], [2] y [3] de
BILO-OC, dadas en [2.3]; tercero, los axiomas son de forma % A ¢° ; y cuarto,
hay al menos una regla de inferencia que se aplica a conjuntos de férmulas que
son unién de conjuntos de forma { ¢, ¢° }.

. ¢ - ‘e . I:] D
[ NOTA < 'El papel del cuatto requisito establecido en'la definicién ‘anterior es, -
por asf decirlo, asegurar que las tres primeras reglas de inferencia efectivamente
se usardn; en el caso de Pseudo- Modus Ponens, éste se aplica a los conjuntos

de forma {A JA° A = B, (A — B)O}, cada uno de los cuales es unién de

dos conjuntos de forma { o, ¢° } , v hemos visto que para aplicar esta regla
se requiere del uso de las tres primeras. La regla (o reglas) a que se refiere este
cuarto requisito de la definicién, deberfa(n) ser, en general, la{s) que cumple(n) el
papel propiamente deductivo de la légica de bloqueo, aunque nuestra definicién
no obliga a que sea asf. |

La particula “OC” del nombre BLO-OC es una indicacién de que esta logica
de bloqueo tiene la regla de Obtencién de Confirmacién (regla [5]). Este hecho es
importante, porque, como dijimos en el primer pdrrafo del presente capitulo, las
otras cuatro reglas de BLO-OC requieren de férmulas con el simbolo de confir-
macidn sobre las que aplicarse, de modo que para el uso de premisas escritas en
lenguaje clsico es indispensable el uso de la Obtencién de Confirmacién; y en
nuestro trabajo del capitulo 2 vimos que es conveniente trabajar con conjuntos
de premisas que no contengan el simbolo ¢, pues esta condicién es 1itil para
demostrar una serie de propiedades. En este sentido, podemos considerar que,
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si bien la regla de Obtencién de Confirmacion no es indispensable para el fun-
cionamiento del mecanismo de blogueo y desbloqueo de premisas y axiomas, es
sumamente til tenerla. De manera que podrfamos decir que BLO-OC es una
16gica de bloqueo préctica y “minima »_ en el sentido de que tiene las tres reglas
basicas, tiene la titil regla de Obtencién de Confirmacién, y tiene una tnica regla
“propiamente deductiva”, Pseudo- Modus Ponens .

A continuacién, en el siguiente capftulo, presentaremos una segunda légica
proposicional de bloqueo, que serd una ampliacién de BLO-OC, y que nos
proveerd de una segunda interpretacién para un sistema deductivo paraconsis-

- - tente perteneciente-a la clase de las légicas de bloqueo (notar que la definicidn
de esta clase no iniplica que $us integrantes ‘sean-paraconsistentes, _cohl_ségufidad‘__

algunos lo son pero probablemente otfos'no; el que veremos a continuacién si“lo
es). Finalmente, en el dltimo capitulo, esbozaremos la extensién de BLO-0OC
a l6gica de primer orden.
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CAPITULO 5

GRUPOS DE DISCUSION : BLO-0C-

Consideremos un grupo de personas que intercambian opiniones, siendo cada
participante un razonador “clasico”, es decir que cada integrante razona al modo
de la légica cldsica. Si todos los participantes estdn de acuerdo en alguna afir-
macién, el grupo considera, para efectos précticos, que esta afirmacién es ver-
dadera; mientras que cuando no hay acuerdo con respecto a un punto, el grupo
deberia considerar que no se sabe si la afirmacién en cuestién es verdadera o
falsa. Por ejemplo, en la actualidad todos los participantes de cualquier grupo
de discusién estdn de acuerdo en que la tierra es redonda, y consecuentemente se
asume, como grupo, que dicha afirmacién es verdadera; nadie dice a los demas
integrantes “bueno, todos nosotros. estamos seguros de que lo es, pero puede
que en .algin lugar alguien no lo esté, asi que no lo demos por hecho ;en la
practica, si todos los participantes estdn de acuerdo, el grupo da por “Verdadeéra I
afirmacién. Por otro lado, cuando hay desacuerdo, el grupo como tal no concluye
que la afirmacién examinada es verdadera, ni que es falsa. [ NOTA: El primer
estudio de un caso como éste parece ser el efectuado por Stanislaw Jaskowski en
su légica “discursiva” o “discusiva”. Ver apéndice histérico-filoséfico |.

En esta situacién, las afirmaciones contradictorias surgen de modo natural;
sin embargo, ellas no llevan al grupo de discusién a concluir que cualquier cosa es
cierta, ni siquiera a que ambas afirmaciones contradictorias son ciertas (al menos
cuando los participantes razonan al estilo cldsico, que es el caso que estamos
considerando). Podemos ver la situacién asi: en el caso del grupo de discusién,
la existencia de una contradiccién tiene un significado (o una interpretacion)

distinta de la-que tiene en un tnico razonador, que seria el caso en que tradi-

cionalmente de ella se deduce cualquier cosa; en el contexto qué ahora estamos
considerando, lo que deberifa deducirse de una contradiccién, como grupo, es que
aunque con certeza la afirmacién ha de ser verdadera o falsa, al no saberse si lo
correcto es la afirmacién o su negacién, de cada una de ellas dos sélo se puede
afirmar que existe la posibilidad de que sea verdad. En BLO-OC, del conjunto
{4, ~¢ } no podia deducirse nada salvo las tesis-de esta Iégica (las férmulas que
se deducen en BL:O-OC sin premisas). Ahora queremos que de estas premisas
se deduzca ademas, como minimo, que cada una de ellas tiene posibilidad de
ser verdadera (aunque no debe deducirse que la una o la otra es verdadera, ni
ambas).
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Podemos reflejar algunos aspectos de la situacién que estamos comentando,
definiendo una légica de blogueo adecuada. Para definir esta légica, fomaremos
el lenguaje proposicional de bloqueo basico, establecido en 2.1}, y le agregaremos
el conectivo unario ¢ , que representard, como es usual en légica matemaética,
la condicién de ser posible, es decir que la férmula {1 pretendera significar
“es posible que ¥ " . Con ello, agregaremos a BLO-OC reglas de inferencia y
axiomas referentes al nuevo simbolo.

[5 1] DEFINICION: Agregando el simbolo ¢ al lenguaje proposicional de
bloqueo bésico definido en [2.1}, denominaremos BLO-OC-$ al sistema deduc-
tivo conformado por la misma definicién de deduccién formal que BLO-OC,
dada en [2.3], y por las reglas de inferencia y los axiomas de BLO-OC, dados
en [2.3], més las reglas y axiomas siguientes :

) REGLAS DE INFERENCIA Sl Ay Bson formulas cualesqmera a.parte de
1as de’BLO-0C, la siguiente es una regla de inferencia: -

6] ¢ F [O¥]A[(Ov)] (Obtencién de Posibilidad)

AXIOMAS: Si A y B son férmulas cualesquiera, aparte de los de BLO-OG,
las siguientes férmulas son axiomas:

1] [(04)vB - O(4vB)] A [(0AVB - o(avB)|’

a12) [(0A)V(0B) — ©(4vB)| A [(04)V(0B) - o(av By’

gaa

Dado un grupo de discusién, le asignaremos ahora un conjunto de férmulas
que represente las afirmaciones que se estdn formulando. Este conjunto cumple
un papel similar al que los conjuntos E§(DB) y ER(DB) cumplfan en nues-
tra descripcién de las bases de datos inconsistentes, aunque, como veremos, en
algunos aspectos es diferente.
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[5.2] DEFINICION ( Conjunto X%(G) ): Llamemos G al grupo de dis-
cusién que estamos considerando. Al hacer uno de los participantes una primera
afirmacidn, la representa con la letra proposicional P, , la incorpora como un
primer elemento del conjunto 3(G) , y pregunta a los demds participantes si
alguno de ellos niega esta afirmacién; si alguien lo hace, se incorpora la férmula
(—=P,) al conjunto X(G) , y si nadie la niega, se incorpora la férmula (——P).
Si alguien formula una segunda afirmacion, tiene dos opciones: la primera opcién
es agregar a 2(G) la férmula P, y preguntar si alguien la niega, dependiendo
de lo cual se agrega (—~F) o (-—P) , y la segunda opcién es, en caso de

_querer sostener una afirmacién que se refiere a la antes formulada, construir la
correspondiente férmula en base a Py, y entonces preguntar si alguien la niega;
por ejemplo, si uno de los participantes afirmé P, y otro lo negd [con lo cual
en B(G) tenemos las férmulas Py y (=P1)], alguno de los participantes podria
ahora afirmar (P V P,), que s¢ incorpora a (@) ; si alguien lo niega, se agrega
—(P, V B) , y si nadie lo niega, se agrega -—=(P, V P2) . Asf se continta con

_¢ada afirmacién que cualquier participante quiera-agregar, ya.sea representada

"-por una nuevaletra proposicional, ya sea consttuida a pé.rt'ir_. de las férmulas.que
previamente se han incorporado. Una vez terminadas les declaraciones de'los
participantes, se ha completado el conjunto E(G) .

o

[5.3] OBSERVACION: Hemos supuesto que cada participante del grupo ra-
sona clisicamente. Entonces, si a 3(G) se han incorporado por ejemplo Py y
(—=P,) , el siguiente participante no puede afirmar (=P;) , pues la presencia de
(—-P;) en XB(G) significa que a todos se les pregunté si niegan P; y nadie lo
negé. En principio esto impide que en »(G) aparezcen P , (=P) y (—F1).
Si ocurriese que alguien primero no negoé P, y después si lo hace, los demss,
que anteriormente no lo ‘egaron, deberfan ahora négar la afirmacién (=P), de
modo que en 3(G) aparecen P , (=P} y (=~P;) . En este caso, a partir de
3(G) en BLO-OC-¢ se podrén deducir P, v &(=PF) , lo que significaria que
P, es verdadera y que (P} es posible, lo que delata la inconsistencia de uno
de los participantes. Y si todos los participantes incurriesen en la mencionada
contradiceién, en 3(G) aparecerian Py , (—Fi) , (==P) y (—=—~P;),conlo
cual a partir de X(G) se podrén deducir Py ¥ (=P1) , lo que mostraria que el
grupo, como tal, se contradice a si mismo, y por lo tanto deberfa poder deducir
cualquier cosa, lo que efectivamente ocurriré.

(RN
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[5.4] OBSERVACION: En el capitulo 3, al trabajar con bases de datos, las
teorias En(DB) y EZZ(DB) constaban solamente de letras proposicionales
y de negaciones y/o dobles negaciones y/o triples negaciones de letras proposi-
cionales, de modo que cada férmula que aparecfa en ellas contenia una sola
letra proposicional. En cambio X(G) , aunque juega un papel equivalente al
de los conjuntos antedichos, puede contener afirmaciones compuestas, formadas
también con los otros conectivos cldsicos, con lo cual en una de estas afirmaciones
pueden aparecer varias letras proposicionales.

00

Notar también que todas las reglas de inferencia y todos los axiomas de BLO-
OC siguen'siendo-validos; la nueva regla de inferencia sélo produce férmulas que
tienen el simbolo nuevo ¢ , ¥ los nuevos axiomas contienen el simbolo § ; por.

lo tanto, lo que puede deducirse de £(G) en BLO-0C-¢ sin usar el §imbolo ¢

es lo mismo que se deducirfa en BLO-OC . Y como para cada grupo de discusién
@ todas las formulas que pertenecen al conjunto X(G) estdn escritas sin utilizar
el simbolo de confirmacién, para deducciones sin el simbolo ¢ se aplicaria todo
lo visto en el primer capitulo.

Veamos un ejemplo referente 2l significado de la nueva regla :

[5.5] EJEMPLO: El primer orador del grupo de discusién G formula la afir-
macién P, ; otro participante niega tal afirmacién, y con ello los dos primeros
elementos del conjunto X(G) serdn las férmulas P y {(—P,) ; el primer orador
pregunta entonces si hay al menos acuerdo en que. (P, V Pa) ; y esta vez todos

asienten. Tenemos entonces L(G) = { P, P, tPlij) , (P VER) } .En"

BLO-OC se tiene que Z(G) + (P, V P) , y por consiguiente en BLO-OC-¢
también, reflejindose asi el hecho de que para el grupo como tal, la afirmacidn
(P,V P,) es cierta. Ahora bien, por aplicacién de la nueva regla [6] & las premisas,
mis la regla [2], en BLO-OC-$ tenemos X(G) F 0P y I(G) F (O—R),
de modo que el desacuerdo respecto a la afirmacién P; se ve adecuadamente
reflejado, en el sentido de que no se deduce ni P ni (—P;) , pero sise deduce
que cada una de estas dos posibilidades es factible.

oo
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[5.6] EJEMPLO: Utilicemos el mismo grupo de discusién del ejemplo ante-
rior, de modo que X(G) = { A, P, (AVE), (P V R)} . En BLO-
OC-{ tenemos X(G)F QP A(QP)° ; por otra parte, el esquema axiomético
[A6] nos indica que la férmula ‘[OPI — ([(}Pl]VPg)] A [<>P1 — ([OF] VPg)]a es
un axioma; con él y con {P; A($P,)° , después de aplicar a cada una de estas
dos conjunciones las reglas de inferencia [2] y |3], obtenemos a través de Pseudo-
Modus Ponens la formula ([OP]V ) A ([OP]V Ps)®; usando nuevamente las
reglas [2) y [3], obtenemos ahora ([¢P1]V Ps) y su confirmacién ([OF]V By)%;
gracias al axioma nuevo [All], podemos agregar a la deduccién la férmula
[(OP)VP — O(PVE)|A[(OP)VPs — O(PV Py)]°; separdndola mediante las
reglas [2] y [3], tenemos (OP)V P — G(PIVP) v [(GP)VP — O(PVE)]*
con ellas y con las ya obtenidas ([OP]VP) y ([OPi]VP)°, mediante Pseudo-
Modus Ponens tenemos [¢{PyV Ps)] A [PV P3)]°; finalmente, aplicando
la regla 2], llegamos & que 33(GY F $(Pr V By), lo-cual tiene sentido: si en'él -
grupo de discusién no-habia unanimidad respecto a que P fuese falsa, entondes
para el grupo existe la posibilidad de que sea verdadera al menos alguna de las
dos afirmaciones P, , P (ver el ejemplo anterior [5.5] para recordar las afirma-
ciones de los participantes).

oa

[5.7] OBSERVACION: Si ningiin participante se pronuncia sobre una cierta
afirmacién P; , a partir de X(G) no puede deducirse ni F;, ni {(=F),ni ¢F
ni {$-F;, lo cual es razonable. Pero ademas, esto muestra que la nueva regla
de inferencia es significativa, en el sentido siguiente: si en BLO-OC-{ para
cualquier formula ¥ sé pudiese deducir {v , se tendria que “cualquier cosa
es posible”, con lo que sostener que determinada afirmacién es probablemerite
verdadera seria una perogrullada, y de este modo la nueva regla, Obtencién de
Posibilidad, serfa en realidad superflua. El hecho de que esto no ocurra nos indica
que la nueva regla de inferencia tiene significado; probablemente la contraparte
intuitiva del hecho que estamos comentando es la siguiente: como lo que la légica
BLO-0C-{ pretende describir son las opiniones del grupo de discusién, mientras
éste no se pronuncie sobre una cierta afirmaciéon, BLO-OC-¢$ la ignora, como si
no existiera, salvo para afirmaciones obvias, es decir para tautologias, como por
ejemplo PV -P; .

oo
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Con respecto a los axiomas, hemos agregado las dos férmulas “naturales”
[A11] y [A12], cuyo uso permite deducir sélo afirmaciones claramente razonables.
Puede pensarse en agregar a la légica BLO-OC-$ otros axiomas, referentes a
la conjuncién o a la implicacién, pero esta posibilidad deberia ser estudiada con
cuidado, porque pueden surgir algunos problemas; por ejemplo, a primera vista
puede parecer razonable el axioma $AA QB O(AA B) (en conjuncién con su
confirmacién), pero en casos como el del Ejemplo [5.5], se deducirfa la férmula
(P A =P;) , que es algo con lo que ninguno de los razonadores cldsicos que
participan en el grupo de discusién estaria de acuerdo.

En todo caso, si se quisiera establecer rigurosamente completud y correccién
para BLO-OC-¢{ respecto a grupos de discusidn, lo mds probable es que seria
necesario agregar més axiomas, pero antes que nada habrfa que estudiar, a nivel

. semantico cuél es exactamente el conjunto.de todas las afirmaciones que el. grupo.

como un todo deberla consxderar comb posxblemente ‘verdaderas” ;"

Para finalizar este capitulo, observemos que si el razonamiento de cada par-
ticipante del grupo no fuese clésico, sino por ejemplo intuicionista, bastaria con
cambiar los axiomas, basandolos no en CPC sino en el célculo proposicional
intuicionista.
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CAPITULO 5 - APENDICE

La primera légica propuesta para describir el funcionamiento de un grupo
de discusién mediante las herramientas formales de la 1dgica matemaética, fue la
presentada por Stanislaw Jaskowski en 1948 [referencia 7]. El sistemna deductivo
que el autor formula en este articulo es propuesto como un modo de tratar no
solamente el caso especifico de los grupos de discusién, sino también otras situa-
ciones similares; propone llamar “sistema discursivo” a todo aquel del cual no se
puede decir que incluye exclusivamente opiniones concordantes entre si, y aclara
que el sistema que estd proponiendo, llamado “sistema discursivo bivalente de
céleulo proposicional Dy”, es uno de entre muchos posibles sistemas discursivos
(en castellano se los llama también “discusivos”). Entre otras cosas, el autor se
ocupa de articular este sistema de modo que se evita expresamente que en él se

‘puedan eféctuar las deducciories qué se utilizan- habitualmente en 1égica cldsica -

- » - » n - T
para derivar una férriula cualquiera a partir de una contradiccién.

El enfoque adoptado por Jaskowski al formular Dy en relacién a grupos de
discusién, es diferente del que se ha adoptado al tratarlos con BLO-OC-$. Hay,
eso sf, algunas caracteristicas “no cldsicas” comunes a ambos sistemas deductivos;
por ejemplo, ambos son no adjuntivos, en el sentido de que en ellos no es cierto

que {A,B}+-AAB.

Para finalizar, indiguemos que Jagkowski mostrd.que en su légica D, el prin-
cipio del Pseudo-Escoto no funciona del mismo modo que en el caleulo clésico, en
el sentido de que en Dj no se pueden efectuar las deducciones “esténdar” de una
férmula cualquiera a partir de una contradiccidn, pero aclaré también que esto
no basta para asegurar que esta logica es paraconsistente, pues podrian existir
otras formas, distintas de las habitualmente utilizadas, para deducir cualquier
férmula a partir de una contradiccién; de este modo, el autor prevenia al lector
respecto a que en el articulo no quedaba demostrado que D; fuera un sistema
deductivo paraconsistente (todo esto se explicaba usando otras palabras, ya que
el término “paraconsistencia” fue establecido recién en la década de 1970).
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CAPITULO 6

BLO-OC DE PRIMER ORDEN

Para finalizar nuestro trabajo, definiremos un sistema deductivo de primer or-
den (un sistema deductivo predicativo) correspondiente al sistema. proposicional
BLO-OC, y efectuaremos algunas observaciones referentes a él.

Dados los comentarios formulados en el Capitulo 4 con respecto a los axio-
mas de las 16gicas de bloqueo, lo natural es tomar una axiomatizacién del célculo
clésico de primer orden, y poner cada una de estas férmulas en conjuncién con
su confirmacién, de modo andlogo a lo hecho en BLO-OC. Tomaremos entonces
los diez axiomas de BLO-OC , 'y a ellos ‘agregaremos los siguientes- esquemas
axiomadticos: s ’ s
() [VzA — A(z/t)] A VoA — A(z/t)]° , donde la variable z es sustituida por el

término t que es de tipo adecuado (segin la definicién, en logica clasica predicativa,
de “sustituible”).

(b) [Vz(A — B) — (VzA — VzB)] A [Vz(A - B) — (VzA — vzB)]’
() [A—VzA]A[A— VzA]® si z no aparecelibreen A.
@ (=2)A(o=a)

€@ [z=9) 2 (A= ANAla=9) > (4 AN]° , donde A es atémica

y A’ se obtiene de A sustituyendo z por ‘y las veces que se quiera '(p'osiblémente
ninguna}. .

Anslogamente al caso proposicional, en este sistema serd posible deducir to-
das las fémulas que son tesis del célculo clésico de primer orden.

Si quisiéramos aplicar este sistema deductivo a bases de datos inconsistentes,

lo primero que observarfamos serfa que ya no se requiere definir una funcién de-
nominacién, pues las afirmaciones relacionales se pueden construir directamente.
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Asf, en el caso de la restriccién funcional, para establecer un conjunto de formulas
equivalente a IZnN(DB) o a LF(DB), la parte (a) consistirfa simplemente en
escribir directamente las afirmaciones relacionales que integran la base de datos,
con lenguaje de primer orden. También observemos que, en este mismo caso,
la parte (b") puede ser sustituida por la férmula que describe la restriceién fun-
cional, més su doble negacidn: en efecto, cada férmulas de tipo

(_'P'vz/\"‘P'm/\"'A_‘P'rr-:A_'P"fr)v (_'P'nA_'PTSA"'A—'P'i‘r—xA—'P'Yr)V"'
V(=P A=PpAe - A=Py_ A-Py )

que integra la parte (b} de Zn(DB) y de ZR(DB) , serd ahora una férmula
de primer orden, de tipo

(—1R(a. c.,,,) -R(a, c,,s)/\ A-:R(a Cay)) V (~R(a, c,,‘)/\—:R(a Cas) A+ A-R(a,ca,)) V-
la"cual puede ser demostrada en nuestro sxstema. deductlvo de primer orden,
partir de la férmula Vavy¥z(~R{z,y) V —R(z, z) Vy = z), que describe a la
restriccién funcional.

El funcionamiento del mecanismo de bloqueo confiere a este sistema deduc-
tivo predicativo ciertos aspectos en comiin con su correspondiente proposicional
BLO-0C; por ejemplo, el modo de deducir cualquier tesis de la 16gica clasica de
primer orden es sugerido por los ejemplos examinados en [2.4], donde se compara
una deduccién de este tipo en BLO-OC con su “correspondiente” en CPC.
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su alrededor se han generado. Si se desea en cambio obtener una visién resumida y rapida de
los origenes e ideas fundamentales 'de la légica paraconsistente, puede consultarse el articulo
de Ayda Arruda (1], en el que ademds figura.una amplia bibliograffa referente al tema.

En cuanto'a los- -aspectos’ técnicos bisicos sobre paraconsistencia, los ‘articulos [4] ¥ [2] que N
figuran en el libro SParaconsistency-The-Logical Way to the Inconsistent” .proveen, respecti- . -
vamente, el marco teérico bésico de la paraconsistencia, y algunos aspectos de caricter muy
general del funcionamiento “en abstracto” de las légicas paraconsistentes {antecedidos, en este
segundo articulo, de diversos comentarios de cardcter informal o filosdfico).

Nos hemos referido al hito que constituyé la llamada. “Jerarquie de Sistemas C,”, creada
por Newton C. A. da Costa, y publicada por primera vez en 1963 en su pais natal, Brasil
(en portugués). Este trabajo es [5]. Posteriormente, el autor publicé un artfculo en inglés,
conteniendo los aspectos esenciales del articulo original, y agregando ademés otros resultados
que habia ido obteniendo; este articulo es [6}, de modo que, adem4s de ser seguramente mds
accesible que el articulo original, en él se encontrars un ejemplo arquetipico de sistema légico
paraconsistente, estudiado en diversos aspectos.

En el apéndice del Capitulo 5 hemos hablado del trabajo del légico polaco Stalislaw
Jagkowski. El articulo original al que nos hemos referido, publicado en 1948 (en polaco) es {7].
El lector puede consultar la traduccién al inglés publicada en 1969, que es [8].
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[9] Abiteboul, Serge; Hull, Richard; y Vianu, Victor: “Foundations of Databases”.
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96




ey

A o

u
-

[11] BarcelS, Pablo, y Bertossi, Leopoldo: “Repairing Databases with An-
notated Predicate Logic”, incluido en el libro “Ninth International Workshop
on Non-Monotonic Reasoning (NMR02), Special Session: Changing and Inte-
grating Information: From Theory to Practice”, (editado por S. Benferhat y E.
Giunchiglia}, pags. 160 - 170 (2002).

[12] Barcels, Pablo, y Bertossi, Leopoldo: “Logic Programs for Querying
Inconsistent Databases”, incluido en “International Symposium on Practical As-
pects of Declarative Languages”, editorial Springer-Verlag (2003).

El libro [9] contiene la teoria bésica del tema planteada mediante el lenguaje de Ia légica
matemética.

Los aspectos computacionales del tercer capitulo del presente trabajo se basan en umn
método ideado por Marcelo Arenas, Leopoldo Bertossi y Jan Chomicki; el articulo original

.es [10], de1999. En [11] y [12], Leopoldo Bert0551 ¥ Pablo Barcelé amplian la Idea, agrega.ndo,

nuevos resulta.dos - Yo

-
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