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ABSTRACT

The statistical origin of black hole entropy in 4 dimensions is an unsolved
problem:. There have been several attempts to explain which are the states thab
nust be counted and where do they reside; the main progress has been done in
911 dimension where gravity can formulated as a gange theory. In this arena, there
has been successful interpreting the degrees of freedom that appear when gravity s
defined on a manifold with boundary, as the states that nst he connted fo get the
entropy of the 241 black hole. However, it is still unclear how to extend this idea to
higher dimensions.

On a manifold with boundaries gravity gains new physical degrees of free-
dom corresponding to the diffeomorphisni invariance that is lost at the bonndaries.
In particular, if the horizon is viewed as a boundary, the theory becomes a WZW
model there, and gives the correct number of states in the limit of large coupling
constant.

On this thesis we investigate the possibility of extending this ideas to 341
gravity. We discuss how to define an action that gives Dirichlet-type boundary
condition on manifolds with boundaries. Applying this results to four dimensional
gravity we found the so called " membrane equations” . In 2-41 dimensions we found
that to define an action principle consistent with Dirichlet-type boundary conditions
in 2 manifold M with two non connected boundaries, is necessary a projector P,
defined in the submanifold » = constant, this induces, in 241 dimension, a curved
WZW theory on the horizon. What is relevant here is that the entropy of black hole
is related to this object, which is also present in 3+1 dimensions. Besides, the WZW
theory is a string theory in a curved space.

Dealing with the role of boundary ferms in the black hole entropy we also
calculated the entropy of a three dimensional black hole in the so called semiclassical

approach.




RESUMEN

El origen estadistico de la entropfa de los agujeros negros e 4 dimensiones
es un problema no restelto ain. Sin embargo en dimensién 3, el problema puede
enfrentarse usando el hecho que allf la gravitacién es una teorfa de Clhern-Simons
para el grupo SO(2,2). Acinalmente se conjetura que los estados cuanticos que
dan origen a la entropia de los agujeros negros en esta dimension, provienen del
rompimiento de la invariancia de gauge en el horizonte de eventos, lo gue origina
una teoria de Wess-Zumino-Witten cuya version endntica da los estados que al ser
contados de manera apropiada, dan la entropia del agujero negro.

En esta tesis se investigé el problema de cémo extender estos argumentos
a dimension 4 vy superiores. Pazra esto, se estudié el problema de como definr un
principio de accién, en variedades con borde, de manera que las condiciones de
borde aparezcan como ecuaciones alli. El resultado de esto es que para el caso de
gravitacién en dimensién 4, la accion da las conocidas ecuaciones del principio de
membranas para gravitacién, mientras que para el caso de acciones de Chern-Simons
en 3 dimensiones, se obfiene (ue ¢s necesario incorporar un wNevo clementor nu
proyector, que no es otra cosa que la métrica de la variedad en el horizonte.

En este estudio del papel de los términos de borde en la definicion de la
accin, se calculd la entropia del agnjero negro tridimensional en la aproximacion
semiclasica.

Finalmente, se conjetura de qué manera se podria conbar los estados que
dan origen a la entropfa en términos de una teoria de cuerdas y como extender el

procedimiento a dimensiones superiores.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Relatividad General.

Las ecuaciones de campo de la Relatividad General, que describen la relacion
entre la materia {energia) y la geometria del continuo espaciotiempo de cuatro di-
mensiones, estén dadas por , [1, 2, 3, 4, 5]
1 8 G

EgﬂuR = 2

donde G es la constante de Newton y ¢, la velocidad de la luz.. La informacion

By — Ty (1.1)

relativa a la geometria estd contenida en la métrica gy, la informacion relativa a la
materia aparece al lado derecho, en términos del tensor de energia momentum T,
Entonces, dada la distribucién de materia en el espaciotiempo, se puede conocer la
geometria resolviendo las ecuaciones de Binstein para la métrica gy, de la variedad.

Una de las primeras soluciones de esta ecuacion se debe a Schwarzschild,
y describe la geometrfa en la regién exterior de un cuerpo masivo estatico y con
simetria esférica. La métrica en este caso es [5, 6]:

2111(')(1 ) 21110

ds* = —(1—

) Ydr? 4+ p2d6)2, (1.2)

c*r
donde dQ? = d§? + sin®(8)d¢?; las coordenadas (r, 8, ¢) son las coordenadas estéricas

usnales del espacio fridimensional, la coordenada t es el tiempo medido por un ob-
!
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servador situado en el infinito cspacial (r — 0o); G s la constante de Newton vy M
resulta ser la masa del objeto que crea el campo gravitacional (medida en r — oo )
¥ que deforma el espaciotiempo de manera que su métrica es (1.2).

Supongamos que 7y es el radio de dicho cuerpo, entonces (1.2) es la métrica
de la variedad (que llamaremos U) definida por » € (r9,00), t € (—o0, 00), 8§ € [0, 7]
y ¢ €[0,27]. En la regién v < 7y, la métrica tienc una formna diferente y se obfiene
resolviendo las ecuaciones de Einstein para ol tensor de cnergia-momentum (7, del
cuerpo masivo al que nos estamos refiriendo [5, 7]
i Es interesante considerar el caso en que (1.2) es la solucién para todo el
espacio (es decir, r € [0,00)). Si este es ol Caso, notamos primero que ¢, 1o esti
definida para r» = v, = 2M@G. ! Sin embargo, puesto que la teorfa es invariante
bajo transformaciones generales de coordenadas, es licito preguntarse si este proh-
lema (el que la métrica no esté definida en un punto de U) es consecuencia de una
desafortunada eleccién de coordenadas. La, respnesta es que efectivamente, r = ¢,
1o es una singularidad de coordenadas; lo que sucede es que las coordenadas no son
las adecuadas para describir esa regién del espaciotiempo. No sucede lo mismo con
7 = 0, los escalares son divergentes alli, de sucrte que no es posible encontrar 1
sistema de coordenadas regular en el origen.

La extensién maximal de la variedad U fue construida por Kruskal (1960)
y estd dada en términos de nnevas coordenadas (r,#,8,¢), doude 8 y ¢ son las

coordenadas angulares de antes y (",#') son funciones implicitas de (7, 1) dadas por
[5, 6, 7]

7"2 —_— t’z = ('ZII%G — ].)(‘.‘.XP(E-"#G), (1‘3)
2! i
o o tan (TWG’)‘ (1.4)

En términos de estas coordenadas, la métrica de la extension maximal de

U es

Usaremos la convencién ¢ = | de aqui en adelante




3 .73 , . .
ds® = (M) exP(_Z—ﬂ;"_G; (—dt”® + dr'?) + r7d% (1.5)
”

y coincide con la métrica de Schwarzschild en la regién r € (4, 00).

La regién » = r; tiene otra caracteristica notable que no depende del
sistema de coordenadas: cualquier seial luminosa enviada desde la regién r > 7y
puede alcanzar la regién r = 7y y atravesar hacia < ry en un lapso de tiempo
finito, sin embargo las seflales enviadas desde el interior no pueden abravesar ry, de
manera que nunca seran captadas por un observador situado en el exterior de esa
regién. La superficie r = 73 se conoce como horizonte de eventos.

Por otra parte, la singularidad r = 0, que si es fisica, es inevitable para un
observador proveniente de la regién r > ry, puesto (ue como ya dijimos, para ¢l la
superficie r = r; no tiene ninguna, partienlaridad como puede verse cu la expresion
(1.5). Sin embargo, la informacion acerca de lo que alli le pueda suceder no legara
jamds a un observador en infinito (r — co).

En resumen, si existe un objeto de masa M y de radio 1o < 7y, existird una
regién del espaciotiempo (el horizonte r = 7.) que puede ser alcanzada por cualgnier
observador externo (es decir, que se encrenbre en ¢ > 74), pero un observador cn
el interior no podra salir de alli. Tales objetos existen y se conocen como ayujeros
negros. ‘

Antes de mirar algunas propiedades de estos objetos, miremos otra solucion
exacta de (1.1). La métrica (1.2) es la rinica solucién estitica de las ecuaciones de
Finstein en el vacio con simetria esférica y con un horizonte de eventos. Pero las
estrellas, planetas y practicamente todos los cuerpos celestes de interds se cucuentran
rotando, de suerte que no esperamos que las soluciones en la region exterior de ellos
tenga simetria esférica.

La solucién exacta en la regién exterior de un cuerpo de masa M con
simetria axial, es la conocida métrica de Kerr [5]. En coordenadas (t,7,8,¢), esta

. P
solucion es:

. dr? . g gn . . ,  2GMvr . .
ds? = p2(-‘;— + d6?) + (P + d®) sin?(8)d¢® — dt* + —p%*l(a sin(#)d¢ — dt)?, (1.6)
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exclusion de Pauli.

Ahora bien, para estrellas pequefias y frias, la presion de degenaracion
es balanceada por las fuerzas electrostiticas entre particulas vecinas, Para cuerpos
grandes la autogravedad serd importante y* comprimira la materia actuando en contra
de la presién de degenaracién; en este 1ltimo caso, cabe distinguir dos situaciones
posibles: la estrella estd formada por materia relativista o no relativista.

Si la densidad de la estrella es suficientemente baja, la presién de degen-
eracién proviene de los electrones no relativistas y puede ser balanceada con la au-

togravedad si M fluctiia en los rangos:

C:; J’iBf 2
_ <M< — (1.7)
ny, n

donde e es la carga del electrén y m,, la masa de los nucleones. Tales estrellas se
conocen como enanas blancas y no colapsardan a un agujero negro.

Sin embargo, si la densidad es suficientemente alta los electrones serdn
relativistas y la presién de degeneracién podra contener la autogravitacion sélo si la
masa de la estrella es del orden de M, ~ 1,5M?2. Estrellas con masa mayor que ésta
colapsardn por la accién de la aubogravitacion. Ademads, producto de decaimientos
tipo beta inversos (es decir e 4+ p — v + n), eventualnente todos los protones y
electrones decaeran a neutrones, siendo posible una vez mds el equilibrio entre la
presién de degeneracién (esta vez de los neutrones) y la autogravedad de la estrella.

En este punto del desarrollo, nuevamente la masa de la estrella puede ser
del orden de M, si los neutrones son relativistas, pero en este caso el radio de la
estrella serd menor que 74 por lo ne finalmente se convertird en un agujero negro.

Es claro que para un observador A en la superficie de la estrella que co-
lapsa, el paso por ;. no representa ningin problema pues, como hemos visto, no
hay ninguna singularidad en ese punto (localmente, esta regién estd descrita por
la métrica (1.5)); ademds, a dicho observador le fomara un tiempo finito cruzar el
Lorizoute. Sin embargo, para un observador A’ en infinito, cualquier senial luninosa

proveniente de A tendrd un corrimicubo al rojo cada vez mayor; en la prictica, para

2Aqui, Mg, es la masa del sol.




A’ la superficie de la estrella llegard a ser invisible, de suerte que tendremos un cuerpo
que no podemos ver, pero que cambia la geometria del espaciotiempo como si exis-
tiera un cuerpo de masa M produciendo un campo gravitacional. Notese, ademnas,
que la singularidad real r = 0 no puede ser detectada por observadores fuera del
horizonte puesto que, como ya dijimos, las sefiales luminosas no pueden escapar de
la regién r < ry y de hecho ningin cuerpo puede hacerlo. Asi, la tnica singularidad
fisica del espaciotiempo no es accesible para observadores que se encuentran fuera
del horizonte de eventos.

Comeo hemos visto, la solucién de Schwarzschild contiene estos objetos
nuevos que estdn caracterizados dnicamente por si masa. En la descripcion an-
terior, acerca de cémo se pueden formar estos agujoros negros, vimos que el defalle
de c6mo estd hecha la estrella que colapsa es irrelevante, siendo importante solo el
que tenga simetria esférica®. En swna, lo inico que iberesa es que las estrellas que
colapsan satisfagan ciertas condiciones de encrgia para feuor nua chance de Jlegar a
ser agujeros negros.

En la seccidn anterior vimos que existia otra solucidn de las ecuaciones
de Einstein para cuerpos con shmetria axial. Fsta solucién describe, por ejemnplo,
estrellas rotando, y naturalmente uno puede preguntarse si existen agujeros negros
que roten.

La respuesta es que si existen estos objetos. En general, un agujero negro
estd caracterizado por su masa (M), momentum angular (J) y carga eléetrica (Q))
8, 9] y la solucién de Kerr corresponde a uio agujero negro que rota (en el mismo
sentido que (1.2) corresponde a un agujero negro de masa M ).

De todo lo dicho anteriormente uno espera que los agujeros negros no emitan
ningdn tipo de radiacién. En efecto, se ha senalado gue el horizonte de eventos se
caracteriza justamente por el hecho que cualguier seital luminosa enviada desde el
interior no puede cruzar hacia la zona exterior. Por esto resulta sorprendente que, a
pesar de todo lo expresado anteriormente, los agujeros negros sf emitan radiacion.

Este resultado fue establecido por Bardeen, Carter y Hawking en 1973 [10]

3[l problema de la simetria esférica de los cuerpos que colapsan y cuén asimélricos pueden ser,
estd tratada en gran detalle en [6] .




y se basa en argumecntos de mecdnica cusntica relacionados con los procesos de
creacién y aniquilacién de particulas. En 1974, Hawking [11] demostré que, aiun
cuando los efectos cudnticos pueden ser localmente pequeiios, la suma de ellos puede
ser significativa si consideramos que se han dgstado produciendo durante un tiempo del
orden de la edad del universo. Estos procesos abrieron las puertas a la posibilidad de
que los agujeros negros se evaporaran y ademas permiti6é considerar mevos aspectos

de estos objetos tales como sus propiedades termodinamicas.

1.3 Termodindmica de agujeros negros.

Como se sefialé en la seccion anterior, los agujeros negros también pueden
emitir radiacién termal. Esto permitié considerar otras propiedades como entropia,
temperatura, etc. Estas ya habfan sido predichas por Bekenstein [12], quién sugirié
que tales cantidades podﬁm ser definidas basdndose en la analogia entre las leyes de
la termodindmica y las leyes de la “fisica de agujeros negros”.

Por ejemplo, Hawking [13] habfa demostrado que la superficie del horizonte
de eventos de un,agujero negro aumentaba irreversiblemente en cualquier proceso,
comportamiento que recuerda a la entropia de un sistema fisico. Basado en analogias
como ésta v en la teorfa de la informacién, Bekenstein [12, 14] sugirié que podia

definirse la entropia ($) de un agujero negro como
S = aA, (1.8)

donde A es el drea del horizonte de eventos y « una constante con las dimensiones
apropiadas.

Sin embargo, hasta ese momento esto solo era una analogfa. Fueron los
trabajos de Bardeen, Carter y Hawking (1973) y posteriormente Hawking (1974)
que permitieron establecer que ésto no era una coincidencia.

Un nuevo problema surgié entonces. Bu efecto, en mecdnica estadistica la

entropia de un sistema es una propiedad cuantica y estd dada por

S = kIn(Q), (1.9)




donde k es la constante de Boltzinan y £ es el wimero de estados microscopicos
del sistema, compatibles con las condiciones de borde macroscépicas. Entonces, la
pregunta natural es como se calcula la entropia de un agujero negro en el marco de
la mecanica estadistica.

Es claro que para responder esto hay que conocer los estados cudnticos del
sistema. Pero este problema no tiene solucién (arin) porque no se conoce la formu-
lacién cuantica de la teorfa de la gravitacién, Entonces, tenemos un sistema fisico
que manifiesta una propiedad cudntica ain cuando la teorfa cudntica del sistema es
desconocida.

El intento por responder esta pregunta ha ido en todas las direcciones posi-
bles sin progresos significativos. Se cree que los estados que han de ser contados
residen en el horizonte [15, 16, 17] y, por lo tanto, lo que hay que cuantizar es alguna
teorfa que puede definirse en esta region del espaciotiempo. Sin embargo, cu otros
enfoques del problema {18, 19], bastarfa considerar sdlo la region r — oo para dar
cuenta de la entropfa .

En esta bisqueda, también se lia estudiado intensivamente el problema
en tres dimensiones desde que se establecié [20] que en 241 dimensiones existen
soluciones de las ecuaciones de Einstein (con constante cosmoldgica) tipo agujero
negro. Este ha sido un buen laboratorio para explorar la sitnacién y hay resultados
prometedores, pero la extensién a dimensién cuatro no es directa. En este contexto,
un avance significativo lo constituye el trabajo de S. Carlip [15,17,21,22] , en el cual
se logra identificar los estados cudnticos que, al ser contados de manera, apropiada,
dan origen a la entropfa del agujero negro en tres dimensiones. El problema aqgui
es que el argumento se basa en la formulacién de Chern-Simous de la teoria, de
manera que su extensién a dimensién 4 no es directa, puesto que en esta dimensicu
la gravitacién no se puede escribir como una teorfa de Chern-Simons.

Esta tésis estd estructurada de la siguiente manera. En el siguiente capitulo
estudiaremos el problema de cémo definir un principio de accién que contenga las
condiciones de borde del problema. Es decir, quereimos encontrar una prescripeion
que permita definir wna accién (para variedades con borde) que sca estacionaria

cnando se satisfacen las ecuaciones de movimicnto en ol volumen de la variedad y

~




en el borde se satisfagan ecnaciones que correspondan a las condiciones de borde del
problerna.

En el capitulo 3 se estudiara el problema de la entropia del agujero negro
en la llamada aproximacion semiclasica. Eh este caso, la variedad fiene un borde en
r — oo v es el valor de la accién en este borde el que da la entropia del agujero negro
en 3 v 4 dimensiones. El caso iridimensional es diferente al caso 3+1; a pesar que
pasar de uno al otro no es directo, se establece una prescripeion que permite trafar
ambos casos (y que puede ser aplicado a mas dimensiones). Aspectos relacionados
con la definicién de ensambles y términos de borde también son discutidos en este
capitulo.

Finalmente, en el Capitulo 4 es tratado el problema del origen estadistico
de la entropia de agujeros negros. Siguiendo la idea de S. Carlip, se estudia el
problema de las condiciones de borde y la teorfa en el borde para la gravitacion en
9-+1 dimensiones en la formulacién de Chern-Simons. En las primeras secciones se
revisa el trabajo antes mencionado y luego se reformula el problema en términos de
un nuevo objeto: el proyector en el horizoute. Bs este nuevo objeto el que permitiria
estudiar el problema en més dimensiones. Ademds, se analiza la conexion entre este

problema y la formulacion de una teoria de cuerdas en el borde.




Capitulo 2

Principio de Accion y Condiciones

de Borde.

2.1 Introduccion.

En este capitulo se presenta una formulacién del principio de accién, para
variedades con bordes, en el cual las condiciones de horde (C.B.) del problema apare-
cen como ecuaciones en los bordes de la variedad para variaciones arbitrarias de los
campos alli.

En la primera parte mosiraremos que dada una accién, la condicion de
extremo provee las ecuaciones de movimiento v las condiciones de borde necesarias
para integrarlas, tales condiciones s¢ conocen €0Io condiciones de borde natureles.
Se estudiard ademds el caso en que la accion es de primer orden (del tipo Chern-
Simons)

En la seccién siguiente aplicaremos esto al caso de gravitacién en 4 dimen-
siones. Se escribe el principio de accion que contiene a las condiciones de borde
y veremos que las ecuaciones en ¢l borde son justamente las condiciones de con-
tinnidad del Nlamado principio de membranas que permite calcular la entropia del
agujero negro.

La tltima seccidn estd dedicada al estudio del problema en 3 dimensiones

en la formulacién métrica.

10
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9.2 Condiciones de borde naturales.

Consideremos una variedad M con borde M. Tener un principio de accion

en esta variedad consiste en fener un funcional de los campos de la teoria, que
' £

llamamos accidén, el cual tiene un extremo en las 6rhitas que sou soluciones de las

ecuaciones de movimiento (ec. de Euler-Lagrange) con ciertas condiciones de borde.

Entonces, darse un principio de accion consiste en dar la accién mas las condiciones

de borde que permitan integrar las eciaciones de movimiento.

En principio, las C.B. que nos damos provienen de nuestro conocimiento
de 1a teorfa general de ecuaciones diferenciales o bien de requerimientos propios dlel
problema que se esta resolviendo; sin embargo, existen situaciones en que tales re-
querimientos no son suficientes para integrar las ecuaciones de movimiento de manera
finica, En tal caso, el propio principio de accion provee las restantes condiciones de
hordes, las cuales aparecen como términos de borde que deben ser anulados para que
la accién tenga derivada funcional bien definida.

Tules condiciones se conocen como condiciones de borde naturales [25). Un
ejemplo de este caso lo encontramos en el problema de una barra elastica apoyada
en ambos extremos y cargada con pesos; podemos pedlir que los extremos de la barra
estén apoyados en la superficie de suerte que ¢l desplazamiento de estos se pueda
fijar igual a cero lo que impone dos C.B., pero las ecuaciones de movimiento son de
tercer orden. Si no se pre{:"cribe nada mas, las condiciones que faltan provendran de
la exigencia que el término de borde de la accidn se anule, lo que en este caso se
traduce en que las segundas derivadas del desplazamiento sean cero.

Consideremos un ejemplo sencillo de teorfa de campos: el canpo escalar 9.
La variedad M es de cuatro dimensiones, plana, con métrica g = diag (-1,1,1,1);
el borde es OM y es conexo. Una accién posible es

1

Iy = ~3 /1;4{8“(1)3“{[)}(1'1;1;, (2.1)

cuya variacion es

S . 1y .
§Iy = jM[a,‘a! 2)52d's — 5 jBM [0, D]0R . (2.2)
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donde 8, = n#d, y n” es el vector normal a la superficie M.
Es claro que I tiene un extremo (para variaciones arbitrarias del campo
en M) cuando se satisfacen las ecuaciones de movimiento y se realiza una de las

siguientes posibilidades:

1. El campo est4 fijo en el borde de la variedad (es decir 6@ = 0).

2. La derivada normal del campo es cero en el borde!.

Estas condiciones son justamente las condiciones de borde tipo Dirichlet
y Neumann, respectivamente, y sabemos que cualquiera de ellas es suficiente para
integrar las ecuaciones de movimiento.

Como dijimos antes, esta accién es una de las acciones posibles que tiene
un extremo en las érbitas que satisfacen la ecuacion del campo escalar. Es un hecho

conocido que la accién [23, 24]

1r .
Iy = §/M ${9,0"0}d" . (2.3)

da las mismas ecuaciones de movimiento que (2.1). En efecto, la variacién de I) es

1 .
§Iy = fM[a,Lamp]aqwr’.-c +3 ]} {(2)5(0,2) ~ (2,802} Lz (2.4)

En este caso, la accién tiene un extremo si se satisfacen las ecuaclones de

movimiento en M, y en el borde se satisface cualquiera de las posibilidades siguientes:
1. El campo esta fijo y es cero.
9. La derivada normal del campo estd fija y tiene valor cero.

3. La derivada normal del campo es proporcional al campo (es decir 8,8 = a®?).

1G] caso con derivada normal no nula lo trataremos mas adelaute.
2Aqui, @ = a(z) es una funcién que estd fija en el principio variacional
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Fstas son condiciones del mismo tipo que las anteriores (es decir, Dirichlet
y Newmann, respectivamiente), pero se agrega un nuevo tipo de C.B., las llamadas
C.B. mixtas.

En general, ni el campo ni su derivada normal tienen por qué anularse en
el borde. De hecho, deberia ser suficiente decir que alguno de ellos esta fijo en oM
para tener un principio de accion bien definido. Es un hecho conocido que esto se
puede obteuer a partir de o o Iy agregando términos de borde adecnados,

Por ejemplo, consideremos Iy. Esta accion es la aceidn correcta si descainos
fijar los campos en el borde (no necesariamente igiales a cero). Si ahora deseamos

escribir una accién para condiciones de borde Neumann, es suficiente considerar

Iy = m% ./M{E)“tI)af‘(]}}d‘l:B + -;—./E;M[a"‘;[’](:[)da:l:. (25)

El término de borde que viene de variar esta accion se amla sl escogeinos
como C.B. que la derivada normal del campo esté fija alli (pero no tiene que ser
necesariamente igual a cero).

Entonces, como dijimos al principio, la accion siempre contiene el conjunko
de C.B. que permiten integrar las ecuaciones de movimiento si uno no especifica
nada desde un comienzo. En el ejemplo del campo escalar, estas C.B. naturales son
tipo Dirichlet o Neumann, pero no son suficientemente generales en el sentido que
obligan a imponer un valor determinado para el campo o la derivada normal. Ahora
bien, los casos még generales (valores fijos del campo o su derivada normal, pero no
necesariamente iguales a cero) se obtienen de la accién o o Iy agregando términos
de borde adecuados.

La pregunta es si es posible escribir un principio de accion que contenga
estas tres familias de C.B. como ecuaciones en el borde para variaciones arbitrarias
de los campos alli.

Consideremos la siguiente accion

1 .
Is=—3 jM{a DO} — = ] {wrx 2)8? — b(z)B}d"z, (2.6)
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donde a y b son funciones arbitratias y no se varfan en el principio de aceiou, es
decir, no son campos de la teoria.
La variacion de [ es:

0l = fM[e.m.]J(I)(l";r: - %faM[antI) + a(z)® — b(x)]) 00 . (2.7)

donde e.n. son las ecuaciones de movimiento. La accidn tiene un extremo para

variaciones arbitrarias de los campos en M y OM si y sélo si se sabisface

9,0"¢ = O, en M, (2.8)
2,0 + a(x)® — b(x) = 0, en dM. (2.9)

Es claro que la 1ltima ecuacién contiene los casos tratados anteriormente
(para elecciones adecuadas de las funciones a y b). Asi por ejeniplo, la eleccion a = 0
corresponde a dar C.B. tipo Newmnaun; notese que, a diferencia del caso anterior,
10 es necesario fijar la derivada normal igual a cero para tener una variacién bien
definida.

. Como 1ltimo ejemplo revisemos el caso de electromaguetismo. El andlisis
del problema es idéntico al caso del campo escalar, de suerte que sélo daremos los
resultados.

Consideremos la accion para el campo electromagnético 4, en la variedad

M con borde conexo dM, en un espacio plano con mética g = diag (—1,1,1,1)

1 1 .
Igam = __f g dta —a(n) A, — B (2} AP )
B.M 2 MF Fld .L-{-/E)M{za( v)A, — Bu(x) A" e, (2.10)

donde Fy,, = 0,4, — 0,4, ay B, son funciones que especifican las condiciones de
borde.

La variacién de (2.10) es

SIgas = fM (0" FuloA"d" + /d W F + A= B0, (2.11)




Fista accion tiene un exbremno si, para variaciones arbitrarias de los campos

- en M y OM, se satisface:

MFEy = 0, “enM, (2.12)
n B+ Ay + By = U, en M. (2.13)

Nuevamente, C.B. tipo Dirichlet y Neumann estan contenidas en la ulbima
ecuacién escogiendo a y A de manera adecuada. Por ejemplo, o = 0 es la C.B. tipo
Neumann y no es otra cosa que la ecuacién para una corriente superficial j* = g*
en OM.

Las acciones construidas de esta manera tiene informacién acerca de como
depende la teorfa de las C.B. del problema. En el enfoque actual en que se busca
la relacién entre las teorfas definidas en el interior de la variedad con teorias que
pudieran existir en los bordes y que confengan la informacién de las C.B. del prob-
lema, acciones como (2.6) resultan itiles para estudiar la dependencia de la teoria
en, al menos, algunas clases amplias de C.B. Un problema que surge en este enfoque
es cémo hacer los campos a y # dindmicos de manera que la teorfa en el volumen
pueda relacionarse con una teorfa en el borde; sin embargo este problema escapa al
objetivo central de este trabajo, pero queda como un problema abierto que debe ser

tratado en el futuro.

2.3 Cantidades Conservadas y Teorema de Noether.

Una pregunta natural que surge en este punto es qué sucede con las canti-
dades conservadas asociadas al Teorema de Noether. Para responder esto recordernos
brevemente qué es una simetria de Noether y cudl es la cantidad conservada asociada
a ella.

Supongamos que se tiene un lagrangiano que depende de ciertos campos 4
y de sus derivadas L(®4,8,84,2"). Enfonces, las transformaciones at = gt 4 dat

junto con 8§84 = & A(x') — <I)A(:r:) son transformaciones de simetria de Noether si

L(®4,0,8%,2%) = L(24,8,8",a") + 3.0, (2.14)
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L = d.80°. (2.15)
Condicién que puede reescribirse ‘
o OL . 4 aL . A
— 81" = —6‘]}A 60" + a(a“(l,/l)au((sq) ) +
oL _ , . OL . A\ a cw
o T (L‘Sf’ N a(aﬂqm)‘av‘l’ ) Du(8")- (2.16)
y la cantidad conservada es
: oL A ) oL A\ o v )
J” = W&‘I’ -+ (LJ{, — ma"([) ) sz + Or. (217)

De suerte que las simetrias de Noether de antes, siguen siendo sinetrias,

pero las cantidades conservadas seran distintas pues habrd una nueva funcién ¥ en

las corrientes conservadas.

Por ejemplo, el caso del campo escalar. Consideremos la accion (21) yla

transformacién de simetria

donde € es un parametro constante.

y se ha escogido

sideremos ahora la accién que contiene los

que

Q# = 0. Probar que esta corriente es consevada es directo.

JO = ¢,
La corriente conservada en este caso es
"=,

Con-

términos de borde (2.6). Supongamos®

8(\:]‘:“ = ']‘2.'(5(.'17)(]}2 — b(:l})‘l’,

Una posible eleccion de ke

vector normal a la superficie y n n®

3L

es ke = n,(Sa(2)®* — b{(x)®), donde n* es el

— 1 Entonces, la variaicién del lagrangiano es

I {nala(z)l — b()]00},
O™ {nglalz)® — b()]e}.
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De manera que se puede escoger Qr = o'a(x)® — b)) ¥ ¢l teorema de
Noether da la cantidad conservada al igual que antes. En este caso, la corriente
conservada es

e = 0"0 + nPlal(x)® — b(z)).

Este mismo andlisis se aplica al caso electromaguético y a gravitacion. Es
claro entonces que el teorema de Noether sigue siendo valido y lo tinico que cambia
os la cantidad conservada que se obticne escogiendo @ de manera adectada.

Ahora bien, no fodas las acciones que 10s interesan tienen lagrangianos de
segundo orden. En efecto, lhasta con mirar la formulacion hamiltoniana de cualguier
problema en mecanica clasica para ver que las formulaciones de primer vrden tanibidu

son significativas. A continuacion estudiaremos este problema.

2.4 Acciones de primer orden.

Como dijimos, las acciones cuyo lagrangiano contiene solo primeras derivadas
de los campos es también un problema de interés. Estudiaremos el caso de la accion
de Chern-Simons porque la teorfa de gravitacion en tres dimensiones con constante
cosmoldgica puede escribirse cn términos de esta accién ([28, 37] ¥ Apéndice A) y
ademas los sistemas describos por la ecanica. cldsica también pueden reducirse a
una accion de este tipo.

Existen dos casos que son de nuestro interés: variedades con un borde

conexo y variedades con dos bordes 1o conectados.

2.4.1 Formulacién de Chern-Simons.

La accién de Chern-Simons para la conexién A de un grupo de Lie G es

k
Axr

Jonde A es la 1-forma conexién del grupo G, Tr es la traza en alguna representacion,

2
Ios]A] = fﬂ TrlAdA+ =4, (2.18)

I es una constante cuyo valor serd especificado mas adelante. M es una variedad con

borde M; la topologia de M es cilindrica (Fignra I). El borde es el manto de dicho
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cilindro para algin valor fijo de 7 . La variedad estd parametrizada por coordenadas

(rypyt);tesla coordenada a lo largo de R y (1, ¢) son fas coordenadas del manko.

Figura I: Topologia de la variedad A con borde dM couexo.

Estudiemos los casos sefialados en ol punto anterior.

2.4.2 Variedades con un borde conexo.

Eu este caso la variedad posee solo un borde que denotaremos por 9M y
estd definido por r = cle.

La variacion de (2.18) es

k Eor
1.0 it = 1.5 ofl Iy
- fn ’i':{f AdA} i ./am]’[‘ And Agldt A dip, (2.19)

dos = 5

donde {a,b} € {if,qﬁ},l“1 — dA 4 A% y € s o] bensor antisimébrico de Levi-Civita.
Es claro que una eleceion posible de C.B. es fijar los campos sobre M
(en particular ignales a cero como sugiere ol tézmine de borde, pero sabemos (que
la generalizacion de este caso es dirccta). Nolbese ademds que fijar derivadas de la
conexion no es wa C.I. que prieda implementarse en ol principio de accion, lo eital

es consistente con el liecho que las ecnaciones de movimiento son de primer orden.
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Para ver si las C.B. tipo Dirichlet son suficientes para inkegrar las ccuaciones

L H 3 . . 1
de movimiento, escribamos en detalle las ecuaciones de campo Fj;, =0

8,A% — B A° + [A, AT = 0, (2.20)
9, A% — B, A%+ [Ar, Ag" = 0, (2.21)
QAL — AT 4+ [A Ag" = 0. (2.22)

Aqui, [A,, 4,]° = fg‘cA';A‘;, donde f{ son las constantes de estructura del dlgebra de
Lie de G.

Supongamos que nos damos los campos A}y Aj para algiin 7o fijo. En-
tonces, si ademas se conoce Ay alli es posible calcular el valor de A} y Aj en el punto
7o -+ § usando las ecuaciones (2.20) y (2.21). Nétese ademds que (2.22) impone una
restriccion sobre los campos A7 y A3 que debe ser satisfeclia por las condiciones de
borde también. Este proceso para conocer el valor de los campos se puede extender
para cualquier valor de r sdlo si se conoce el valor A? en toda la variedad. Esto cs
asf porque no existe una ecuacién dindmica para este campo. Dicho de otra forma,
no existe una ecuacién que contenga a 9, A% esto es andlogo a lo que ocurre con Af
cuando uno escoge una foliacién temporal de la variedad; asi, en la foliacion radial
que hemos escogido debemos fijar el valor de Ay en todas partes.

En resumen, para resolver las ecuaciones de movimiento es suficiente dar los
campos A y Aj en el borde de la variedad (es decir: A¢(ro,t,¢) v AG(ro,t, ¢)), junto
con el campo A? en toda la variedad, (es decir A7(r{, $), para todo (r,t,¢d) € M).
La accién (2.18) tiene un extremo sobre los campos que satisfacen las ecuaciones de
movimiento y en el borde satisfacen C.B. tipo Dirichlet.

Estas C.B. no son las tdnicas que hacen (2.18) diferenciable. En efecto,

consideremos la condicién {15, 29, 30].
@ = Q(r, £, ) AS. (2.23)

donde  es una funcién arbitraria y fija. Es evidente que con esta C.B. el término de
borde en (2.19) es cero y por lo tanto uno éspera que las ecuaciones de movimiento
sean integrables sélo con csta condicién. Sin cmbargo, del andlisis hecho anterior-

mente se ve que esto no es suficiente; debemnos ademds dar Af(#, #) en la frontera de

r
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la variedad (o, lo que en este caso es equivalente, debemos dar A4, d)) y al igual
que antes, hay que fijar A%(r,t,¢).
La Tabla I resume la situacién antes descrita para variedades con un solo

borde. Aqui, (N) es una condicién necesaria y (S), suficiente.

Condicion de Borde (r =1o) | N | § | Sistema Integrable
At ) y A3t ) Si. | 51 Si.

A, §) = O, t,9) A4, ¢) | Si. | No. No.

As = Q(r,t, ) A3 6 Af(t,$) | Si. | Si. S

Tabla I: C.B. que hacen diferenciable la accion de Chern-Simons.

Al igual que en €l caso del campo escalar o electromagnético, aqui también

se puede escribir una accién que confenga la informacion de las C.B. antes sefialadas.

Consideremos la accidn

k 1
ID = IC.S.[A] + dr ./’1M TT'[-zﬂhaﬁAnAﬂ — EaﬂfaAﬁ]df A (l(!),

(2.24)

donde 18 es una matriz simétrica, invertible y f es una 1-forma cou valores en el

dlgebra de Lie de G (es decir f = fijJada").

La variacién de {2.24) es

k k o .
6Ip = o fn ) Tr{F ASA} + 1~ [) N Tr{[Q Au — FP18Apdt A ddb, (2.25)
donde
Qaﬁ — haﬁ _ Emﬂ,
o= e (2.26)
La accién tiene un extremo sobre las soluciones de
Fl, =0 en M, (2.27)
QA —f =0 en OM. (2.28)
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Bs claro que la ceuacion (2.28) especifica el campo A, en el borde de la
variedad si la matriz Q# es invertible. Esta cenacion, entoices, corresponde a las
C.B. tipo Dirichlet antes diseutidas.

Por otra parbe, la accion

k r 1
v = T |A] = | Tr{sh? AaApldt A d, 2.29
I I(...‘v.[ ] -F i ./”M T [2 2 A ﬂ]t dep { )

s estacionaria si se satisfacen las ccuaciones de movimiento en el vohunen y, en ¢l

borde, se satisface
A, =0, (2.30)

Nébese que, para qite esbe sishema de eonaciones no lije trivialmente ol valor de A,

(con a € {£,¢}), debemos exigir la condicion adlicional
det(Q"") = 0, (2.31)

o equivalentemente, det (hg;)= —1. Notese que en este caso, ademds, debemos dar el
campo A; 6 Ay en ol borde para poder integrar las ectaciones de movimiento,

Estas dos acciones Iy ¢ Ip geaeralizan lo discutido en esba seccion.

2.4.3 Variedades con bordes disconexos.

En este caso el horde de la variedad M consiste en dos subvariedades, dA
y dM,, disconexas. Es decir, IM = DM, U OM,, con M 0 IM, = como muestra

la sipuiente figura.

=
OMeo e - oM.,

@ )

Figura IL: Variedad 81 con dos hordes disconexos, M, y JM,.
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El problema es entonces definir un principio de accién para variedades de
este tipo. La razon por la que nos interesan variedades como éstas es que usualmente
se considera el horizonte como un borde y » — oo como otro borde. El problema de
* jdentificar en cual de estos residen los grados de libertad que dan origen a la entropia
del agnjero negro no estd resuelto aitn y de hecho, célenlos como los que Seran
estudiados en el .préxim(‘) capitulo sélo necesitan de la existencia del borde r — o0,
mientras que lo que veremos en el Capitulo 4, hace referencia sélo al horizonte.

Es claro que no es posible escribir un principio de accién como Ip que
contenga dos términos de bordes (es decir, con dos funciones f® y hi; para cada
borde) porque las ecuaciones de movimiento son de primer orden, por lo que fijar los
campos en ambos bordes sobredetermina el problema. -

Otra posibilidad es considerar una accién del tipo Ip, de manera que en cada
borde se satisfaga la condicién (2.30). Esto también sobredetermina el problema si
es que A, 6 Ay estan dados.

En resumen, la generalizacion de las acciones Ip o Ip (en el sentido pre-
viamente discutido) para variedades con dos bordes disconexos, en general produce
problemas de incompatibilidad de las C.B.

Una solucién posible es la siguiente®. Supongamos que damos la condicién
A2(ro,t,¢) {es decir, fijamos el campo Af, digamos en @M;). La ecuacion (2.20)
permite conocer A¢ en toda la variedad; en particular en la subvariedad M, sobre
la que vamos a imponer la condicién (2.23). Esta condicion permite entonces conocer

4 en ese borde y, a partir de (2.21) es posible conocer este campo sobre toda la
variedad.

Fn resumen, para variedades de este tipo, es posible dar un coujunto de
C.B. que es una combinacién de (2.23) y (2.28). Estas C.B. deben darse una en cada

borde.

Consideremos la siguiente accién

k
47

1
I = JoglA j [ fyeef o 1
M c.s[Al + -~ Tr{5h"A Agldt A do

3Como siempre, estamos suponiendo que A7 estd dado en toda la variedad.
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B or .
2 / Tr|AgAg — FAgNdE A do. (2.32)
471' JOMo
donde h¥ es una matriz simébrica con det(h¥) = -1y f, ua funcidn arbifraria que

110 se varia en el principio de accion. La variacion de Ips es

Sl = ]M(c.m.) + ZTT’LM, Tr[Q*P AuSApldt A dp
Lot
— d(24, — YA )dE A dé. 2.33
= [ TrieAc- iAdAd (2.33)

Por lo tanto, In; es estacionaria si se satisfacen las ecuaciones de movimiento y

ademas se satisfacen las siguientes ecuaciones cu los bordes

QA% = 0, en OM, (2.34)
245 — f* = U, en IM,. (2.35)

La ecuacién en dM; es justamente la condicién (2.23), que como ya vimos
1o determina totalmente el problema. La segunda ecnacion (en OM3) da el valor del
campo A? en el otro borde, lo que permite integrar completamente el problema. De
manera similar se puede escribir una accién en la que la C.B. sea el campo Ay dado
en el borde.

Finalmente nos queda analizar el problema. de la restriccién (2.22) que debe
ser satisfecha en todas partes. Eu particular esa condicién debe cumplirse en dMy;

puesto que alli ademas se satisface (2.23), la ecuacién (2.22) deviene en
(8 — D482) Ay = 0. (2.36)

Supongamos que nos desplazamos en la direccion radial una cantidad € a partir de ry,
Entonces, las ecuaciones (2.20) y (2.21) se pueden integrar (a primer orden ene ) y es
directo demostrar que la constriccién se safisface alli. Es decir, es suficiente dar las
C.B. antes sefialadas y que satisfagan (2.22) para que las ecuaciones de movimiento
se puedan integrar complefamente.

En resumen, la accién Iy es la accion correcta para variedades que poseen
dos bordes no conexos. El significado de la condicién (2.34) serd discutido en el

Capitulo 4 en el contexto de agujeros negros y proyectores. Mostraremos que la
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condicién (2.34) no es otra cosa que pedir que la varicdad posea nn Lorizonte de
eveutos y que la forma simétrica fiag puede ser interpretada como una métrica en el

borde.

En las secciones siguientes aplicdremos lo discutido en la primera parte al

caso de gravitacién en dimensiones 3 y 4.

2.5 Gravitacion en 3-1.

Consideremos la accién para el campo g, en la variedad M cou borde oM.

Io = [ J=gRd'z (2.37)
M
donde R es el escalar de curvatura de la variedad M y g, el determinante de la

métrica g

Para estudiar el comportamiento en el borde, calculemos la variacion de Ig.

g = / (e.m)/—gd'x
M
+ /BM' [ga.ﬁgaﬂ(n’f’rﬂﬂ - "’ftpfjn)] Vv __g(c"gtrud-'ig

+ faM[n‘“g’" — 1 P V=9 (G ) Z. (2.38)

donde 1 es el vector normal a la superficie M y ', son los simbolos de Christotfel
para la métrica g,. \

La ecuacién de la variacion de g nos dice que mna condicion de borde
posible es fijar la métrica de la variedad, lo cual demandarfa modificar (2.37), 0 bien
fijar la derivada de la métrica, lo cual también necesitaria una modificacion de la
accion.

Definamos la accion

Iaa= [ Vg%~ [ 1" — 07" S 2.39
Ga= [ V—gRd2 9 =170 o (2.39)

4lemos suprimido las constanles y los factores numéricos porque ho son relevantes en esta parte
de la discusion.




Al variar esta accion obtenemos, como es usial, las ecuaciones de movimiento
en M y en el borde un término que es proporcional a la variacién del campo, pero
no de su derivada.

Esta accién es posible escribirla en términos de tensores de la subvariedad
M para esto, supongamos que M tiene la topologia de un cilindro X3 x R, donde
Y5 es una supetficie tipo espacio y R, el tiempo. OM es la superficie 5% x R. La
superficie £ tiene coordenadas (r, 8, ¢), micutras que ¢ es la coordenada a lo Targo

de R. Fl elemento de linea®, en una descomposicién tipo A.D.M., radial, es:

ds? = N72dp? + hgpda®da® (2.40)

aqui, hap es la métrica de Xy con » coustante (es decir, la méfrica de

$2(r = cte) x R). En términos de esta métrica (2.39) resulta ser

_ ‘ — 4, ) - ab_ /13,
Toa = ]M\/_ gRdw 4 2 /BM K ph™y/—hde (2.41)

donde K, es la curvatura extrinseca de la variedad dM, que en términos de la
métrica anterior es Ky, = —%8,.11.,,[,.

El hecho que el término de borde de la variacién de esta accidn sea pro-
porcional sélo a la variacién de la métrica en el borde, es un hecho conocido. La
construccién de una accién como la que hemos venido discutiendo es ahora directa.

Counsideremos la accién

_ — 1, _of N ST,
I—[Mw/_ng z 2]3M(A t — f)V—hd* (2.42)

donde K = K ht,t = t,h°® y f(x*) es una funcion arbitraria. La variacién de esta

accion es

§I = f (e.m)udg™ J=gd'a
M
n f (Kb — Koy 2ot — (¢ + )bl . (2.43)
a

5En este trabajo solo estudiaremos el caso de mélricas estaticas.
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de manera que, la accién tiene un extremo, para variaciones arbitrarias de los campos

en M y en M, si se satisfacen las ecuaciones

Ry — é—g“,,R = 0, en M, (2.44)
(K —t+ oy — Kap + 2t = 0, en M. (2.45)

Con este enfoque del problema uno puede wmostrar que, por ¢jemplo, si
uno estudia las propiedades de un agujero negro en una regién tipo tiempo cercana
al horizonte (el asi llamado stretched horizon), en vez de estudiar el horizonte, tal
region se comporta como un fluido cuyas ecuaciones pueden derivarse de (2.45). Asi,
la accién (2.42) es una accién apropiada para estudiar el problema de membranas en
gravitacién [31].

A continuacién discutiremos el misio problema en dimension tres.

2.6 Gravitacidn en dimension 3.

Como se muestra en el Apéndice A, la gravitacion en 2+1 dimensiones con
constante cosmoldgica negativa, es equivalente a 1na teorfa de Chern-Simons para ¢l
grupo S0(2,2). También se muestra alli que si el punto de partida es la accion de
Chern-Simons uno llega a la formulacién métrica de la teoria donde la accion es la
accion de Hilbert-Einstein mas un término de borde que no es el mismo que aparece
en (2.41). En principio no tendrian por qué ser ignales, pero sabemos que nna accion
como ésta tiene un minimo cuando se ha fijado la métrica inducida en la variedad.
Veamos qué sucede en este otro caso.

La accion que nos interesa es

1

1 2 .
I ray, — T is — — 3:. _ - 2:,- )
on. = T Ju B+ EVIE+ o [ VEREE (240)

donde la variedad tiene la topologia descrifa en el apéndice A.
Nétese que, a diferencia del caso de dimension cuatro, aqui el término de

borde aparece con un factor 1. Las condiciones de borde naturales emergen de la




variacion de esta accién. Usando el resultado (2.38), se obtienc

/M t:.m.“,,tsg“"q/—grl:lzs —
1 (V=TS K) — KidlV—hl}

51- Tay
gras 1676 .

1
167G Jom

Es claro que el término de borde se puede escribir como 0 [i\/_%]’ de manera,
que, una condicién de borde posible para resolver las ecuaciones de movimiento es
fijar esta cantidad. A diferencia del caso en dimension cuatro, aqui ya no tenemos
una interpretacién directa del significado geométrico dela C.B. Antes resultaba claro
que lo que uno estaba pidiendo era que la geometria del borde no cambiara (es decir
§h;; = 0), ahora es una mezcla de la métrica y su derivada normal lo que se exige
que no cambie (5[%] = 0).

En el capitulo siguiente veremos que esta condicion tHene una interpretacion
posible e el contexto de la termodindmica, donde ya no interesard si os la mctrica,
sus derivadas o combinaciones de ambas las que se mantienen fijas; lo que interesa
ahora son los pardmetros termodindmicos que se mantiene fijos y que definen el

ensamble.




Capitulo 3

Entropia de Agujeros Negros en la

Aproximacién Semiclasica.

3.1 Introduccion.

En este capitulo estudiaremos la entropia de agujeros negros-en la aproxi-
macién semicldsica para dimensiones 3-+1 y 2-41. En el primer caso, calculado por
G. Gibbons y S. Hawking [18] en 1977, se enconfrd que la cutropia del agujero negro
se puede obtener de la formulacién de integrales funcionales de termodinamica, si
la accién de Hilbert-Einstein es regularizada mediante la introduccion de un con-
tratérmino en el borde de la variedad.

En el segundo caso, se muestra que es snficiente usar la accion de Chern-
Simons para calcular la entropfa del agujero negro puesto que el término de borde
que aparece al pasar a la formulacion métrica de la teorfa, cancela los infinitos que
provienen de la integral de volumen. Se encuentra entonces que la acciéon de Chern-
Simons, provee una formulacién covariante de la integral funcional que es no diver-
gente [32].

El paso de una dimension a otra no es directo, es decir, si nuo aplica a tres
dimensiones el mismo procedimiento que usé en 4, no obtiene el resultado correcto
para la entropfa. Eu este capitulo se establece un procedimiento inico que si permite

calcular la funcidén particién en ambos casos.
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3.2 Entropia del agujero negro en 341 dimensiones.

Como se demmuestra en el Apéndice B, las propiedades termodindmicas de
un agujero negro pueden obtenerse a partir de la formulacion cuintica de la teoria
via la integral funcional. Es decir, bastarfa con calcular el kernel para la teoria de
gravitacién, en su formulacién enclidea, para tener las propiedades teriodinamicas
del campo gravitacional producido por un agujero negro.

Sin embargo el problema no es directo. En efecto, el objeto que nos interesa

es

K= ]‘D[g.u!'] GXP{%I[H]}: (3.1)

donde D[g,,,] denota una medida de integracién en el espacio de las métricas (inddulo
difeomorfismos) e I es la accién. A pesar que la expresion (3.1) es no renormalizable,
es posible calcular la integral de camino al menos en la aproximacion semiclasica
(Apéndice B).

La funcién particién para el campo gravitatorio viene dada por:

7 = (’JXP{'_Ietmi.[gU]} (32)

donde I, es el valor de la accidn en la solucién clasica go, en la formulacion euclidea.
Como se sabe (Apéndice B), conociendo la funcién particidn, uno puede
obtener la energia libre del sistema (F) y por lo tanto el valor de las variables

termodindmicas de interés. De (3.2) se obtine, para este caso

F= GUCI-[.(]U]v (33)

Entonces, debemos calcular el valor de la accion en la solucion clasica. Para
esto hay que definir la accién, es decir dar el término de volumen (que no es otra
cosa que la accién de Hilbert-Einstein que vimos en el Capitulo 1) mas el término
de borde (porque como se dijo, la accidén de la teorfa estda definida médulo términos
de borde). Asi, lo inico que queda por determinar es el término de borde adecnado

para la accion de Hilberi-Einstein.
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La accién euclidea apropiada para la gravitacion', con la condicion de borde

que la métrica en el borde, h;;, esté fija, es

1 1 g .
1= [ Ry/gd" = [ [K—tVhds. 3.4
o7 Jy BVETa+ o [ K = Vi (3:4)
donde K = I(;;h¥, es la traza de la curvatura extrinseca, v ¢ = ;2" es un tensor en

principio arbitrario. La incorporacién de este mievo fensor no afecta las ecuaciones
de movimiento (con las condiciones de borde antes especificadas), s6lo afecta al valor
de la accién y serd escogido de manera que [ sea finita en la solucidn clasica.

La solucion eucidea de las ecuaciones de movimiento, estatica, con simetria

esférica, es la métrica de Schwarzchild con signatura diag(+,+-,+,+)

ds* = N%dt* + N7%dr* 4 12dQ. (3.5)

donde N? =1 — %"4 La variedad euclidea estd definida por las coordenadas ¢, r, 8,
¢. La coordenada temporal es periédica con perfodo f.
Al evaluar la accién en la solucién cldsica, la dnica contribucion proviene

del término de borde porque, en la solucién, & = 0. Las componentes de h;; son

. NM
K H = 2 ) (36)
I&ygg = —T'N, (37)
K4y = —rNsin’(f). (3.8)
de manera que
KvVh = (3M — 2r) sin?(6). (3.9)

Puesto que el borde es  — oo, la expresién anterior serd divergente, de

manera que conviene escoger t;; de la siguiente manera

ty = 0, (3.10)

i0on = 1.
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fgg = —7T, (3.11)
tip = —rsin®(8). (3.12)

Es decir, t;; = Ki{(M = 0), lo que regulariza el valor de I.
Entonces, la accién apropiada para obtener la termodinamica del sistema
es
1 .

1 2 .
=— te 4 4 —|Vhde. 3.13
1= 1 [ Ryadie+ o jaM[A + VR (3.13)

Por lo tanto, el valor de la accién enclidea en la solucién (3.5) es

Ieud.[ﬂﬂ] = 127”]‘{2, (314)
= SMp. (3.15)
y la funcién particién:
i
F=-Mp.
5 M/

Finalmente, la entropia del agujero negro es {ver Apéndice B para las relaciones

termodindmicas)

donde A = 4nr} y ry = 2M, es el drea del Lorizonte de eventos. Esta relacion se
mantiene para un agujero negro con rotacidn; es decir, la entropia es proporcional al
area del horizonte de eventos.

En lo que sigue, calcularemos la enfropia de un agnjero negro en 3 dimeu-

siones usando el procedimiento ya descrito.
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3.3 Entropia de un agujero negro en tres dimen-
siones.

Al igual que antes, la funcién particién del sistema (en la aproximacion
semicldsica) estd dada por el valor de la accién euclidea en la solucion clasica. En-
tonces debemos definir la accién apropiada para el problema y evaluar la solucion

alli.

La solucién euclidea del agujero negro tridimensional con momentum angulaz®

es [20]
ds? = BEN2dE: + N72de? 4 2 (Ndt + dg)’ (3.16)
con
2 2
g T J
N? = E—M—H—W, (3.17)
J
b= .1Q 18
N o T8 (3.18)

Los rangos de las coordenadas son 0 <1 <1 (udtese que hemos introducido un
pardmetro 8 en la métrica, igual al perfodo del tiempo euclideo), r; < r < 00,
donde ry es solucién de N? =0,y 0 < ¢ < 2. Los parametros M y J son la
masa y momentum angular, respectivamente, mientras que 2 es la velocidad angular
euclidea.

Consideremos la accion enclidea para gravedad en 3 dimensiones con cons-

tante cosmolodgica negativa

_ i ' 3 3.3
Iy = T o /M (R+ gz) vadia®. (319)

donde hemos escogido SG = 1. Nétese que, a diferencia del caso en 31 dimen-

siones, aqui no aparece un término de borde relacionado con la traza de la curvatura

extrinseca. La razén es que [[K — ] es cero si t se escoge como el término que

2R] cileulo sin momentum angular es idéntico y, naturahnente, el resultado se manlicne.
3%l signo menos proviene de exigir que la accidn cuclidea sea positivi.
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regulariza el valor de la accién; esto es vilido para espacios que s0n asintoticamente

anti-de Sitter [26].

Calculemos entonces el valor de la accién en la solucién clasica. Notando
- . . [‘
que en el caso de agujeros negros, 1a variedad tiene curvatura constante R=—-gel

cileulo es directo y se encuentra

28 . )
=202, -1%), (3.20)

donde 1o, es 7 — 00. Es claro que esta expresion no es finita. La regularizacion
natural es restar a (3.20) el valor de la aceion en el vacio, es decircon M = 2 =J = 0.
E] valor de la accién en este limite es —2pr2 [, de manera que la acci6u regularizada

€35

1 2 L 207,
Ire_q = -——2— [M (R -+ ?7—2') \/ﬁfl"w - [1)2 ’ (321)

w

y su valor en la solucién de agujero negro es —2pr% [ (2.
El problema que debemos estudiar ahora es si esta accidn corresponde a la
accién apropiada para el ensamble canénico. Para esto, evaluemos (Capitulo 2) en

la solucién (3.5)

§l,ey = -/I'M[c.m..],‘,,é“”\/ﬁd:;:v _ J8(BQ) — BSM, (3.22)

Es claro que esta accién, vista como funcion de los pardmetros termodindmicos, es
estacionaria bajo variaciones arbitrarias de My 492, lo que no corresponde a ningin
ensamble termodinamico usual. La accion estacionaria bajo variaciones en las que f#
y § estén fijos, pero no M, y que por lo tanto es consistente con los requerimientos

del ensamble candnico es

I = Ineg + BM. (3.23)

Fl valor de esta accién en la solucidn clasica es ahora B(M+QJ)— Afdy
por lo tanto, la entropia del sisbema es A4
Nétese que, en principio, se podria definir un ensamble microcandnico (MC)

usando el argumento anterior. En efecto, basta sustraer el término p(M + QJ) a
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la accién regularizada para tener un principio de accién estacionario en el que la
energfa del sistema estd fija (M = 0). De hecho, la accién asi definida, da el
resultado esperado para la entropia en este ensamble; sin embargo al trabajar en el
ensamble MC uno necesita conocer el mimero de estados del sistema (o su densidad).
lo cual es justamente lo que no conocemos. Entonces, se tiene por un lado que la
entropia del sistema en el ensamble MC es conocida, pero cudles son los estados que
dan origen a esta entropfa es algo desconocido atn.

En la siguiente seccién veremos que la accién de Chern-Simons es justa-
mente (3.23) de manera que lo que se tiene es una formulacién covariante del prob-

lema.

3.3.1 Accién covariante para el agujero negro tridimensional.

Notemos en primer lugar que el término de borde que hemos sumado? a
la parte de volumen de la accién de Hilbert-Eiustein (3.19) esta relacionado con la

cwrvatura extrinseca de la variedad. En efecto, nn célenlo directo mmestra gue

1 . 2 . 22,
= [ KEvVhde = p(-M+ =2). (3.24)

2% Jam {?

Por lo que la accidn (3.23) se puede reescribir

L= -% ( /[ [R+ f—z} Vil + [ I(\/E) , (3.25)

Esta accién es no divergente, es estacionaria para variaciones en las que § y
estan fijos y su valor en la aproximacién semicldsica es consistente con el ensamble
canonico.

A diferencia del caso en cuatro dimensiones, aqui el término con Tr(h)
aparece con un factor 1, lo que significa (Capitulo 2) gue esta accion uo es la apro-
piada para fijar la métrica en el borde de la variedad sino alguna combinacion de la
métrica y sus derivadas, pero esto no es otra cosa que decir que no existe una relacion,
univoca entre fijar la métrica (o derivadas de la métrica) y fijar los parametros inten-

sivos o extensivos del problema. Por gjemplo, en el caso de cuatro dimensiones uno

4Nos referimos al término que regulariza la accién y a la parte que define el ensatble.
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puede ver que las derivadas de la métrica (ver (3.5))son de la forma 8-g ~ f (N) %"—5,
de manera que fijar M es equivalente a fijar algunas Jerivadas de la métrica. De
la. misma forma, fijar la métrica también tiene que Ve con fijar M. Pero en el caso
tridimensional, sin embargo, d,qg ~ T, de manera que fijar las Jerivadas de Ja métrica
no necesatiamente tiene que ver con fijar M (en ¢l caso sin womentum angular, al
Menos).

Ahora bien, la gravitacion euclidea, en tres Jimensiones se puede escribir

en término de dos acciones de Chern-Simons para S 1(2,0)°

Iewe = 7'IC.9[A] - 7-[(75[?4“—]1 (3~26)
k 2 .
Ios|A] = — | TriAdA- —A]. (3.27)
4 3
con k=—L/4Gy A, 1 son dos conexiones de 5 [(2,C) relacionadas con la triada y

la conexién de spin por A* = (1/2)eg 0™ + ictfl, A= (1/2)etw™ — ie*fL.

Tal como se muestra cn el Apéndice A, esta accion es justamente Ie. En-
tonces, hemos mostrado que la formulacién de Chern- Simons, sin agregar bérminos
de borde, provee la accidn correcta para calcular la entropia del sistema (en la aprox-
imacion semicldsica) en el ensamble canénico. Esta formulacion tiene la ventaja da

ser covariante, a diferencia del caso en 4 dimensiones.

3.4 Comentarios.

En la seccién anterior se establecié un procedimiento para definir la accidn
correcta que da la funcién particién del sistema en la aproximacion semiclasica.

El procedimiento se puede resumir de la siguiente forma. Dada la accion I
en el volumen de la variedad, la accién regnlarizada se define como la accién anterior
menos la parte divergente que proviene de evaluar la accién en la solucion clasica:
Leg=1- Ioo(gu)- Por ofra parte, I evaluada en la solucion clasica como funcion de
los parametros termodindmicos, debe ser estacionaria. Bs decir 01 (M, §8,80) = 0.

5 Aqui, f{N) representa alguna fncion de N =1-— 5;"—’
6 on el apéndice, ¢l caleuto se T hecho para el grapo S1(2,9); sn exlension a S1(2, ) es evidente.

7 Aqui, ® representa otros pardinelros termodindmicos.
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Esta condicién no la satisface I en general; hay gue agregar muevos berminos de
bordes. Esta mueva accién, que es finita y que satisface la condicion antes mencionada
es la accién que ha de usarse para calcular la funcion particion.

En el caso de 4 dimensiones, este procedimiento conduce al resultado de
Gibbons y Hawking . En tres dimensiones define la accion ya sefialada. Nétese gque
si uno trata de usar una accién como (3.4) en tres dimensiones, la entropia no da
el valor correcto, mientras que el procedimiento antes descrito funciona en ambos

casos.




Capitulo 4

Origen Estadistico de la Entropia
de Agujeros Negros en 2-+1

Dimensiones.

4.1 Intr'oduccién.

En este capitulo estudiaremos el problema de identificar los estados que dan
origen a la entropia de agujeros negros. En la primera parte revisaremos el enfoque
dado por S. Carlip [15, 17, 21, 22], segiin el cual, los grados de libertad que originan
la entropia de los agujeros negros en tres dimensiones, provienen de la invariancia de
gauge que se rompe al considerar variedades con borde. Ademads, en este proceso, un
clemento crucial es el hecho que la gravitacién en tres dimensiones se puede escribir
como una teorfa de Chern-Simons lo que hace imposible extender estos argmmentos
a dimension 4.

En este capitulo mostramos que es posible entender el resultado anterior
en términos de un objeto mas fundamental, mn proyector, que esta relacionado con
el hecho que la variedad poses un horizonte. Este proyector aparece también en
dimensién 4 v estd relacionado con las condiciones de borde del problema.

El problema de contar estados en esta formmlacién min permanece abierto,

pero se propone una forma que podrfa dar cuenta del resultado esperado.

37
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4.2 Origen de nuevos grados de libertad.

En 1995 S. Carlip [15], e independientemente Balachandran, Chandar y
Momen [33, 34], descubrieron un mecanismo mediante el cual se generaban nuevos
grados de libertad en gravitacion si uno consideraba variedades con borde. El ar-
gumento basico es que si uno considera variedades con borde, algunos campos, que
en principio son considerados “puro gange”, se transforman en grados de libertad
fisicos y son éstos, al menos en gravedad en tres dimensiones, los responsables de la
entropia de los agujeros negros.

A pesar que el argumento es el mismo para gravedad en 2+1 y 341 di-
mensiones, el tratamienio del problema es distinto en cada caso, Mientras que en
el primero uno puede hacer uso del hecho que la teoria estd descrita por una accion
de Chern-Simons y puc;-de, cuantizar {con algunas suposiciones (ue vereinos mas ade-
lante) la teoria en el borde, en el caso de 4 dimensiones 1o es claro ain como realizar
este proceso. La teorfa en el borde es desconocida y por lo tanto su cuantizacion

estd lejos de ser alcanzada. Examinemos entonces estos dos casos

4.2.1 Gravitacién en 3+1 dimensiones.

Una forma de identificar los grados de libertad fisicos de esta teoria es
mediante el andlisis de las ligaduras. Para esto, necesitamos escribir la accion de
Hilbert-Einstein en forma hamiltoniana'. Consideremos entonces una foliacién de la
variedad M del tipo Y3 xR, donde 35 son superficies tipo espacio y % es el tiempo;
los {ndices {7,j} rotulan coordenadas sobre Y3 y el indice L, sobre R. Con esta

descomposicién, la accién hamiltoniana resulta ser

1
I= e H 3
].Gﬂ'GfM NtH, d%xdt, (4.1)
donde
H, = —‘ZV..,-fri-’.:U, (4.2)

173 anglisis detallado de este procedimiento se puede encontrar en [35]




39

1 . J s -
H, = — &% ——5—| VIR (4.3)

aqui 7 es el momentum conjugado a gij, el indice (-) se reflere a tensores definidos
en Y3, y N* son multiplicadores de Lagrange.

I,a constriccion del momentum es (4.2). Por otra parte, el generador de

difeomorfismos espaciales viene dado por

Gl = [ (Vi + Vit (4.4)
- / GH P (4.5)
s

de suerte que, por ejemplo, la variacion de la métrica bajo la accién de (4.4) es

sgi; = {GIC 035} (4.6)
= V;(:j - Vj(:,', (4.7)
= Legi;. (4.8)

Asi, puesto que la teorfa es invariante bajo difeomorfismos (resultado que proviene
de la condicién (4.2) ), las transformaciones como las dadas por (4.8) no son fisicas.
Esto 1ltimo significa que un sistema descrito por los campos gi; y ofro descrito por
i, son el mismo sisbema si gi; ¥ gi; difieren por dgi; dado en (4.8). Un argumento
similar permite estudiar el caso de las transformaciones generadas por H L,

Lo que nos interesa aqui es el hecho ¢ue el generador dado en (4.4) es
justamente el generador definido por las ligaduras (4.2) de la teorfa , solo si la

subvariedad ¥3 no tiene bordes. En efecto, si 0X; es el borde de la variedad, entounces

G[(] = / GH'Es+2 [ atde. (4.9)
JEy 0%
Es claro que todas las transformaciones con pardmetros que satisfagan la

condicién

Gi lon= 0. (4.10)
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no seran fisicas (en el sentido sefialado anteriormente). Sin embargo, aquellas en que
el campo vectorial ; no se anule en el borde generarin nuevas transformaciones allf,

dadas por

& = [ b, (4.11)

ox :
El problema si estas transformaciones son fisicas o no fue resuelto por Bal-
achandran, Chandar y Momen, quienes demostraron que las transformaciones de

este tipo conmutan con las ligaduras de la teorfa, de manera que se tiene un nuevo

conjunto de grados de libertad ligados al borde de la variedad.

Figura IIL. La gravitacién en variedades con borde adquiere nuevos grados de
libertad.

Entonces, si consideramos la teorfa de la gravitacién en una variedad con
bordes, existen nuevos grados de libertad fisicos en dicho borde. El prol)lem.a que
surge ahora es descubrir cuél es la teorfa en el borde cuyos estados dan origen a la
entropia de los agujeros negros. En este caso no se sabe cuél es esta teorfa; nétese que
s6lo conocemos las transformaciones infinitesimales de los campos bajo la accién de
los difeomorfismos. Para poder descubrir la teorfa del borde deberfamos ser capaces
de escribir cémo transforma la accién bajo una transformacién finita de los campos.
Esto si puede hacerse en 3 dimensiones y veremos que lo que resulta es una teoria
llamada de Wess-Zumino-Witten (W.Z.W.).
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4.3 Gravitacién en tres dimensiones.

Como se mostré en el Apéndice A, la accién de la gravitacion en 2+1

dimensiones con constante cosmolégica negativa, se puede escribir como una accion
%

de Chern-Simons para el grupo SO(2,2) ~ S0(2,1) x § 0(2,1). Es decir

I_qr:w = I[A] - I[;ﬂ, (412)
con
1A = = f [AdA + 249 (4.13)
= Jut 377 )

Donde A% = w® + %e" es la 1-forma conexién de SO(2,1) y A= e — %c“, lo es de
la otra copia de SO(2,1). Aqui w® es la conexién de spin y e* la tétrada.

Esta accién es invariante bajo la transformacion de gauge (finita)

A— A =g 'dg + g ' Ag. (4.14)

donde g es un elemento del grupo SO(2,1).

La afirmacién anterior es cierta sélo si el borde de la variedad M es cero.
En efecto, supongamos que la variedad tiene un borde dM. Supongamos ademds gue
la variedad M tiene la topologia de un cilindro? (la variedad es la misma descrita en
el Capitulo 2 y en el Apéndice A; la notacién es también la de esos capitulos). Es
directo mostrar que bajo una fransformacién del tipo (4.14) la accién (4.13) cambia

de la signiente manera [36, 37]

k
I(A)=I(4") - Efwzw[g, A]. (4.15)
donde

1
Iwawlg, Al = 3 /n J(T?‘(.ff‘fiﬂ)“) + [, n,,(T"(a’-"-"H]A'f’ — Apgy™ " Ar)), (4.16)

2Suponemos esto porque es el tipo de variedades en las que estareinos inleresados ruas adelante

'
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es la accién de W.Z.W. para el elemento del grupo g. Es importante notar que esta
accion estd definida en el borde de la variedad @M y no el volumen, como se pudiera
pensar al ver la integral sobre M que aparece en (4.16).

Fn efecto, la variacién del término de volumen de (4.16) es

([ Tri(s™dg)’) =3 | Trilg™ da)’s™ ) (4.17)

de manera que la variacién de la accion es sélo un término en el horde dM de la
vartedad; notemos ademds que en la accién de W.Z.W., el término en dM contiene
al campo A?, es decir, el valor de la conexién en el borde, pero eso es justamente
la C.B. Por lo tanto, la accién.de W.Z.W. cu este caso tiene campos dindmicos (los
elementos del grupo SO(2,1)) ¥ ademds contiene a las C.B. de los campos que soun
dindmicos en el volumen de la variedad M.

La cuantizacion de esta teorfa nos da los estados que deben ser los respons-
ables de la entropfa de los agujeros negros en tres dimensiones, En la proxima seccion

veremmos como es que esto sucede.

4.3.1 Conteo de estados.

En lo que sigue vamos a describir de manera breve cémo surge la entropia
del agujero negro a partir de este enfoque del problema, Vamos a describir dos
procedimientos que son equivalentes, pero que ponen de manifiesto distintas carac-
teristicas del problema.

Primero consideremos la teoria de W.Z.W. en el borde; se sabe que ésta

estd completamente caracterizada por el algebra de corrientes [38]

abr
[' ::u ']::] = if:b' zc;l—I-n — km ‘3 (S"H‘",U? (418)
- - . - I\“b )
{5, ],(;] = zflf_'b Ty o g Sntn0 (4.19)

y J? son los cocficientes de la expansion en series de Fourier de Ag. s

donde J¢

i

decir
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’ _a -
Ag = —% > Jnexp(ing), Ay= Il_uz J¢ explind). (4.20)
Aab
y g es la métrica de Killing con la que se suben y bajan los indices {a,b}.
Ahora bien, encontrar una representacion para el dlgebra (4.21) no es trivial.
En efecto, es posible encontar una representacion para Jo y Ju, pero los estados
siguientes, dados por los operadores de creacion J%  y JE", no son faciles de calcular
debido a los acoplamientos que aparecen en el dlgebra. Sin embargo, uno puede
ver que en el limite k& — oo los operadores J y J se desacoplan y por lo tanto la
construccién de los estados es mas o menos directa.

El dlgebra de corrientes es ahora

Auh ‘

[']::LJ Jfl:] = —kmYy ‘Sm+n,[h (4.21)
gl 7 f\“h

[' ::1 ¥ Jnl:] = kmy (sm-l-u,l) (422)

que es el dlgebra de osciladores de una cuerda hosénica en seis dimensiones. Asf uno
identifica la teorfa en el borde (en el limite de acoplamiento fuerte) con una beoria
de cuerdas bosénica en seis dimensiones y por lo fanto son los estados de esta teoria
los que dan origen a la entropia del agujero negro en tres dimensiones.?

Una forma equivalente (y mds directa) de contar estados es la siguiente [39].
Como hemos seiialado ya, la accién de gravitacién en tres dimensiones es la. accion de
Chern-Simons para el grupo SO(2,2). Sin embargo, esta accion debe ser modificada
(afiadiendo términos de borde) si se quiere hacerla diferenciable para C.B. dadas.
Entonces, como se dijo en el Capitulo 2, hay que definir la accion apropiada para las
C.B. que se especifiquen.

En el caso que nos interesa, las C.B. que vamos a considerar son las usuales

para uua agujero negro. Es decir, en lenguaje métrico; impondremos la condicion

3EI conteo explicito de los estados no lo haremos aqui porque ya estd hecho en las referencias
dadas anteriormente y porque no aporta nada nuevo a la diseusion de como extender los argumentos
a mas dimensiones., -
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Nt(ry) =0, donde (N*1)™! = g, y ademas impondremos la condicién Ny(ry.) = £,

donde Ny = gig.

Con estas condiciones de borde, la accién apropiada para la gravitacion, en

la formulacién de Chern-Simons es

_ -k _
Ipanl 4, U] = IosfA] — IoslAl + Twzw U} = Twzw U] + - /} N Lo+ Lo)dtdd,
(4.23)

donde

- ]I: « H.
Lyt Lo= §(A2— A‘!), (4.24)

v Ics[A] (;1) es la accién de Chern-Simons para la conexion A (;1) discutida en el
apéndice A; I zw.[U] es la accién de W.Z.W para U obtenida de I [A] mediante
la transformacién de gauge finita (4.14) (lo mismo para U )y la integral en M es
el término de borde que hace la accién completa diferenciable bajo las C.B antes
dadas.

Entonces, la accién en el borde que debe ser cuantizada es

Iosr = IwzwiU] = Iwzw U} + — / W Lo+ Lo)dtds. (4.25)

La versién cudntica de las ligaduras

(Lot Lo) | ¥ >=0 (4.26)

da los estados cuyo conteo da el valor esperado de la entropfa del agujero negro.

4.4 Principio de accién, términos de borde y proyec-

tores.

Procederemos ahora a estudiar el problema autes descrito, pero en términos

de un nuevo objeto: el proyector en el horizontc [40]. En el Capitulo 2, estudiamos




el problema de la accién de Chern-Simons y sus términos de borde a la luz de las
llamadas condiciones de borde naturales. Se establecié que si se quiere estudiar el
problema de resolver las ecuaciones de movimiento ' = 0 en una variedad con dos
bordes no conectados, es decir dM; N 93, = @, entonces las C.B. tipo Dirichlet
(que son fas condiciones de borde naturales para este problema) sobredeterminan el
problema; es decir, en general no existe una solucién de las ecuaciones de movimiento
si se da el valor de los campos en dM; e independientemente, en dM, Esto es asi
porque al dar el valor de los campos en una frontera, las ecuaciones de movimiento
propagan la informacién en el volumen lo que determina los campos en cualquier
parte, en particular en 8M,.

Consideremos entonces una variedad M con la topologia de un cilindro que
tiene dos bordes. Estos bordes serdn M., que identificaremos con r = 7. (es deir,
uno de los bordes serd el horizonte de eventos) y cl otro borde, dM., correspondera
a r — oo, puntto que denominaremos ru.

Las condiciones de borde que impondremos en ro es fijar Ag. En ¢l hori-
zonte, en cambio, elegiremos la condicidn 4, = 14,.

La accién apropiada para estas C.B. es

k 1
Iy = I[A f Tr[=h® A, Ayldt
M [ ]+47r aMy 1[21 ﬂ]( A di
k ) -
'—Z‘TF Jor T?[A;A,{, — ffld,]dt A (l(f). (4.2 f)
1/ 0

donde h*? = y { es una funcién arbitraria que no se varia en el

0 -0 ~
principio de accién. La forma de 7 es una de las clecciones mds simples para una
matriz de rango 2 simétrica con determinante -1*. I[A] es la accién (4.13).

La variacion de esta accion es

k
0y = /M ean. + — T"[QRHAQJA;;]dt A dp

4 Jamy

1(Casos mds generales serdn considerados un poco nas adelante.




46

k
A3 JoM o

Tr[(24; — f)dAs)dt A dep. (4.28)

1/ ~1
donde Q*F = ( /1 q

Entonces, la accién tiene un extremo si se satisfacen las ecuaciones de

) y se sabisface det(@*?) = 0.

movimiento en el volumen y en los borde se satisface

QaﬁAa [3M+ =

Aglam, = (4.29)

B3 | ‘,D

Estudiemos la condicién en dMy. Primero notemos que la matriz Py

definida por

1 .
Py = 2, (4.30)

es un proyector. Es decir, I [;Pf = Py det(FPg) = 0.

Alora bien, el hecho que en M, aparezca la forma simétrica B4, Ap
sugiere que h°? es una métrica en el borde y por lo tanto el proyector P, construido a
partir de 1*?, no puede ser otra cosa que una parte de la métrica del espaciotiempo,
la cual sabemos es singular en el horizonte.

Para ver esto, recordemos que la métrica de M, en la foliacién radial, es

ds? = —[N? — (N?)]dt* + 20° N¥dtd + »*dd” + %fh-?, (4.31)

1.
= _gc,rﬂd:zf"a’::;"j + ﬁdv'z. (4.32)

donde gop es la métrica inducida en el borde con {a,3} € {t.¢}. Ny N? son
funciones sélo de r. En el horizonte satisfacen N{ry) = 0, lo que asegura que ry es
el horizonte®, y N*(ry) = §, que es el equivalente a la condicién {4.29) en lenguaje

meétrico.

51in general esto no es cierto. Al mnenos para mélricas estibicas y con simetria axtal si se satislace
en dimensiones 3 y 4.




Entonces, la métrica inducida en el horizonte es

02 Q
2

Japf =T . (4.33)

a + Q i

Es directo demostrar que
Yap = 2r. Mo Dy (4.34)
0 Q L 14 .
donde M,, = 0 . La relacién entre el proyector (y por lo tanto la métrica
0

1ho® ) y la existencia de un agujero negro es ahora evidente,

En efecto, en la formmlacién de Chern-Simons de la teorfa, la condicion
de borde que asegura la diferenciabilidad de la accién inducce un término de borde
de la forma faM,+ Tr{h*? A, 4g) donde 1% es una métrica. Este término de borde
genera la C.B. PYA, = 0. Aqui, P§ es un proyector y es proporcional a la métrica
del horizonte de eventos, es decir st M es una matriz invertible, entonces la metrica
en el horizonte es g = M * P.

Alora bien, el que la métrica en el horizonte de eventos deba ser degenerada®
es un hecho conocido (<;1 la variedad es de dimension D, entonces el horizonte es una
subvariedad de dimensién D — 2 [6]). Entonces, la métrica en el horizonte debe ser
proporcional a un proyector (ver Apéndice C). Lo notable es que este proyector no es
cualquiera, sino el que se construye a partir de la métrica liag, la que no es degenerada
y que aparece justamente en el borde ry. de manera que el término de borde en la

accién de Chern-Simons esta bien definido.

4.4.1 Intrpretacion geométrica de hqp.

Puesto que h no es la métrica del horizonte, queda abierta la pregunta
jcual es la interpretacién geométrica de hyg 7 Como se sefialéd en la seccion (4.3),
una transformacién de gauge finita induce una teoria W.Z.W en el borde. En nuestro

caso, la accién en el borde es

6Tis decir, su determinante es cero.
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1 1 -
Tomy = 15— f (97" dg)’ + o~ ] Tr(h*? 0agdag™)- (4.35)

Es decir, la accién en el b01de es ahora una teoria de W.Z.W., pero en un fondo
curvo con métrica fias. Dntonces fa métrica en el borde es la métrica para la teoria
de W.Z.W. en el borde de la variedad.

Pero atin se puede ir un poco més alla. En efecto, se sabe que una teoria
de W.Z.W. para el grupo S{(2,R) es equivalenfe a una teorfa de cuerdas . A contin-
uacion mostraremos que et miestro caso lo que se obtiene es una teorta de cuerdas
donde hag es la métrica del “world sheet” de la cuerda.

Para ver esto [41] consideremos la accion (4.35), donde g es un elemento de
S1(2, R).es decir, el grupo de matrices M de 2x2 con coeficientes reales con deb(M) =

1. ¢ puede parametrizarse segin

ot 8,6) = exp(y/2/kq8’ cosh(f)  exp(y/2/kqgt’ sinh(#) . (4.36)
exp(—4/2/kqt' sinh(8) exp(—1/2/kqt" cosh(6)
&

donde g es una constante arbitraria. Reemplazando esta expresion para g en (4.35)

se obfiene

2
Tontry = = f Eo (C'Wh +2\/; B )ac,,X"a,jX", (4.37)

donde los indices (e, #) € {t, 4} y (1, v) € {8, 1'}. La matriz G, esta dada por

—g? sinh*(#) 0 0
Guw = 0 ¢?cosh?*(8) 0 |, (4.38)
’.:
0 0 4
y By, es el tensor antisimétrico
00 0

B, = :1}3?1'1 sinh () cosh(d) (ln(sinh(ﬂ)) + \/%qt’) 00 —1 |- {4.39)

’ ¢ 1 0
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La accién (4.37) es la accién de la cuerda en un fondo curvo con métrica
G, ¥, tal como se adelantd, iag es la métrica del “world sheet”. Todo lo dicho hasta
alora es bien conocido, es (1eci1‘, el lecho que la accion de W.2.W. para el grupo
S1(2,R) sea equivalente a una teoria de cuerdas, es un liecho establecido. Lo muievo
aqui es que la accién de Chern-Simons definida en una topologia que contiene nun
agujero negro, necesita de un término de borde que contiene una métrica la cual es
la métrica de una teoria de cucrdas.

Adicionalmente se puede demosirar que la métrica G, es, nuevaente, la

métrica de un agujero negro en tres dimensiones en la variedad del grupo

4.4.2 Conteo de estados.

El problema de cémo contar esfados en cste confexto no Lia sido resuelto
atn. Sin embargo, podemos aventurar qué es lo gue sucederd. En efecto, hasta ahora
sabemos que la teoriz en el horizonte es una teoria de cuerdas donde la métrica de
la cuerda es la misma que define el proyector en ¢l horizonte. s natural suponer
entonces que los estados que han de ser contados para obtener la entropia del agujero
negro son los de esta teorfa de cuerdas

Por lo tanto, lo que sigue es estudiar el problema de la cuantizacion de este
objeto y mostrar que, efectivamente, los estados de esta teoria son los dan origen a

la entropia.

4.5 Extensién a dimensiones superiores.

Si bien es cierto que la formulacion de Chern-Simons de la teorfa de grav-
itacion no es valida en dimensién 4 (en dimensiones pares, en general) hemos en-
contrads un objeto que estd presente en ambas formulaciones de la teoria. Nos
referimos al proyector que define el horizente. Eu efecto, en dimension 4 por ejem-
plo, uno puede escribir la métrica del horizonte de la forma (4.34) donde P es un
proyector.

EL problema, sin embargo, es que no es claro cémo identificar fiqp 1i cual




es el objeto que representa esta mdtrica. Fu dimensién 5, en cambio, uno sabe
que nuevamente obtendrd un término tipo W.Z.W. Esperamos que en este caso el
objeto de interés ya no sera una cnerda sio una membrana. En este caso el conteo
de estados no ha de ser trivial pues el problema de cuantizar los estados de una

membrana es un problema abierto.




Capitulo 5
Conclusiones

El problema del origen estadistico de la entropia de agujeros negros no ha
sido resuelto atin. Se cree que los grados de libertad que dan cuenta de ésta residen
en el horizonte, pero esto adu no ha sido aclarado. Es por esto que en este trabajo
se ha estudiado el problema de definir principios de aceion en variedades con borde.

En este contexto, en el Capitulo 2, se estudid el problema de como incor-
porar al principio de accién las condiciones de borde necesarias y suficientes para
integrar las ecuaciones de movimiento. La aplicacién de los resultados obtenidos
aqui al problema de gravitacién en 4 dimensiones, permite entender el problema de
la, entropfa de un agujero negro desde el punfo de vista del llamado principio de
membranas [31].

En el Capitulo 3, se estudié el problema de la entropia de nu agujero ne-
gro en tres dimensiones en la llamada aproximacién semicldsica. El caso de cuatro
dimensiones ya habia sido tratado por Gibbons y Hawking [18]. La extension del
caso anterior a tres dimensiones no da el resultado conocido para la entropia [20],
sin embargo, el método mostrado aqui para calcular la entropia en tres dimensiones
si repraduce el resultado en 4 y se espera que al aplicarse a dimensiones superirores
también de los resultados correctos.

Finalmente, en el Capitulo 4 se estudia el problema de ¢como extender los
resiltados conocidos en dimensién 3, acerca del orfgen estadistico de la entropfa,

o dimension 4. En este coutexto se muestra que la forma consistente (en el sen-

b1
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tido estudiado en el Capitulo 2) de tratar el problema en dimension 3 requicre de

Ja incorporacidén de un proyector en el Lorizonte que también estd presente en 4

dimensiones.




Apéndice A

Formulacién de Chern-Simons de

la gravitacién en 3 dimensiones.

La accion de Hilber-Einstein para la gravitacion en 3 dimensiones con cons-

tante cosmolégica negativa es equivalente a la accion de Chern- Simons

I 2
loslA) = o [ TriAdA+ 4%, (A1)

para la 1-forma conexién A del grupo SO(2, 2) (1271,128])
Para demostrar esto, notemos primero que $O(2,2) es isomorfo a SL(2, 1) x

SL(2,R), de manera que (A.1) se puede reescribir

IoslA] = Ies[AY] — Tes A7) (A.2)

donde A% son las conexiones de las dos copias de SL(2, R) y se definen por

+ta _ 1 N

ALt =wy 76w (A.3)

aqui, wf, es la 1-forma conexion de spin y estd relacionada con la conexion de dos
{ndices por w® = %e"b"wbc. ¢, es la I-forma triada.

El algebra de Lie de los generadores Jq de este grupo es

[-]a-,-]b] = 6:;[)-](-_. (A.4)
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0 -1
donde €ogz = 1, €2 = —1 y los generadores se han escogido Jo = 3 ( Lo ) )
1 0 01
Jy= % , =13 , de manera que la fraza es
0 -1 10
1 .
T?‘(J(,J;,) = —2-1'](,(,, (Ad)

donde 7, = diag(-1,1,1).
Reemplazando (A.3) en (A.2) y usando las propiedades (A.4) y (A.5), se

obtiene

1
Ics[Al = 27r£/ [(iw“+§fﬂcwaw°)A(a—l—6—e£c A et A e eape] —

Ly N A6
47r£ aM A ¢ Ma (A-6)

Notemos ahora lo siguiente:

1 1
dw® + ;eﬁcwb Aw® = Eeb (dw' - Wb A W),
1 .
f— Q'Egc(dwbc +Wf /\wcc),
1 a pbe
= 2 b(‘R

de suerte que (A.G) deviene en

k

wa A '-b ab- A.H
4ml Jom ¢ty (A7)

1
be a
Ics|A] = . e/ he ' A ca + 555€ A A e eape) —

Reescribamos esto en notacion de indices. Para esfo, miremos cada término

por seperado en la integral sobre M.

1
a pbc Agir be:
el Nee = —5¢ M € abe Ly € “dix,

1 .
_ Ajers b afl 13
= —--2*6 4 (fubnf»(.ﬂfri‘-ﬁ)R,\,;d x,

s

1 .
== —-5(36 E“!},,Rl’{{‘{l“.’ll,




[y
t

. . ' A ,\y] N
donde ¢ = det {e}] = v/—9 - Finalmente usamos la identidad MV ey = —(SE“H] para

obtener

& R Aey = V—gRdz (A.8)

Calculemos ahora el otro término en la integral sobre el volumen de M.

b

1 b )
__eu A e /\ CCE(IIJC (CU ";C ECI ) al’ T,

32 363

B 3,
3(’26(,[37Ea d’x,

L—Trﬁ‘:c (A9)

Finalmente, reemplazando (A.8) y (A.9) en (A.T), se obtienc:

oy E g
' b
Ipraw. = ———/ 12+ —] gd>w — / W A € b
< 4l I V9 4nl Jomt
Entonces, si b = 1(., donde @ es la constante de Newton, la parte de
volumen de la accién anterior, es la accion de Hilbert-Einstein para la gravitacion en

3 dimensiones

j [+ 2]1/—gd3:1; — / w® A e"1jap- (A.10)
£ aM

Iraw. =
grav. 16 167G 167G

Finalmente evaluemos el término de borde de esta accidn, Supongamos (ue

M tiene la topologia del cilindro y el borde es la superfcie r = coustante. Conside-
- rd . » . * rd . ’ Id

raremos espacios con métricas estaticas y simetrfa axial, de suerte que la triada solo

depende de la coordenada r. Finalmente notemos que la métrica puede escogerse de

la siguiente forma

grr
o = . (A.11)
0 Dy
Aqui, f;; es la métrica inducida en M v los iudices j toman valores e ¢l conjunto

{t, $}. Esto significa que hemos escogido una coordenada a lo largo de n,, la direccion




normal a 8M, lo que es siempre posible debido a la invariancia de la teorfa bajo
transformaciones generales de coordenadas. Con esta eleccion de gag, el clemento de

linea es:

ds?® = geedr® + h,-j(l:v" d? (A.12)

Finalmente notemos que la conexién de spin estd relacionada con la triada

por la condicién de torsion coro de wanera que

1

b A
w, i = Whiea = —:je,,bcc:dcf,(a,,c:: — T €0, (A.13)
1 1
A
= EEGI)CLJFUF (’a — ‘-Z*Eabc()a ,,3“(‘ (A].4)
1 1
— b a
— 2 qfv,\r‘;m - —ifﬂb((gty 111Gy v (A15)

El integrando en el término de superficie de (A.10) es

al

M e A de”,

“A ebnub = NW
= now, f‘b e ngpdii,
. a b a b 12 .
= njwie, — wicInad e,
Nétese que en (A.13) las derivadas de la triada no contribuyen pues son

derivadas en las coordenadas t y ¢. Entonces, la fltima expresidn devieue cn

1
w® A ebnab - in, Vglepad™ L ,a — el de}d‘z.n

1 iy ,
= G V—gq Th iy d%e,
= v/ —hd’x
donde K = AV Ky vy Kij = —@h;j,,., es la curvabura extrinseca de 94,
Entonces, la accién de gravitacion obtenida a partir de la accién de Chern-

Simons es

1 1 " )
I rav., ~ \/ l , j N —i § ,2.'!.
g = 167G M ] gew 167rG’ aM bl da




Apéndice B

Integral funcional y

termodinamica.

La construccién.de una teorfa de campos compadible con los principios de

mecdnica cudntica y de rolatividad, es posible gracias a la formulacion de la teorfa
I b r’ . a .

cuantica en términos de las llamadas integrales de camino.

Fl obieto central en esta formulacién es el Kernel : K(b,a/, que es la ampli-

J 1/,

tud de probabilidad de que un sistema en un estado inicial «, en el instante £, pase
a un estado final b, en el instante tp. En el caso de una particula unidimensional, si
g(t) es la posicién de la particula en el instante £ y S, la accién del sistema, el kernel

viene dado por

b .
K(b,0) = [ Dla(®)]exp(gSlat), alta)l}- (B.1)

Lo que esta expresion quiere decir es que para obtener la amplitud de pro-
babilidad de ir del estado a al estado b o debe sumar sobre todas las trayec-
torias posibles que comiencen en « y ferminen en b. Cada trayectoria tlene peso
exp{%S [g(#), q(ta)]}, donde S es la aceion correspondiente a cada uno de los caminos
que se estdn sumando, de manera que (B.1) no sélo conbicne ¢l camino clisico, sino
que todos los caminos posibles que conecten Tos dos eventos. D[q(t)] denota la me-

dida de integracién en el “espacio de caminos” donde esta integral estd definida y es

a7




un objeto que debe definirse para cada problema (o clase de problemas) que se esté
tratando. La expresion (B.1) se conoce como integral de camino.

La extensién de este formalismo a teorfas de campo es directa. En efecto,
consideremos una teorfa de campos descrita por la accidn § para un conjunto de
campos &4 ( A es un indice arbitrario, por ejemplo un indice vectorial o de grupo.
Si oA (xy) = ®f, es la configuracion de los campos en @y ¥ oM, ) = A, en i,

eritonces la integral de caminos es

¥ (b, :1)—/ HD[(I) ) exp{ - 5[(1'»,, $AT}. (B.2)

i

El calculo de estas amplitudes, sin recurrir a aproximaciones, no s brivial;
no existe un formalismo general para tratar esbos problemas y, de hecho, el significado
de objetos como D[@4(x)] no estd univocamente definido. Una forma de abordar
el problema es por medio de la llamada sprozimacidn semicldsica y cs la. que nos
interesa en este momento. En este enfoque, uno expande el valor de la accidn en borno
a la configuracién de campos que satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange (puesto
que alli la accién tendrd su valor extremo, de suerte que la principal contribucion a
la. suma sobre caminos debe provenir de ése término) y obtiene asi ¢l valor del kernel,
al menos a primer orden.

Fntonces, si #4 = @4 4 5§04, donde ®4 es solucion de las ecuaciones de
movimiento cldsicas (Buler-Lagrange) y ¢ P4 es una perturbacion (es decir 504 <« B

), la expresion para el kernel (B.2) deviene en

i, 18258, 82
K(b,a) = exp{+ Sd}fHD[(Y‘I? ](“cp] {(zl—gﬁ%‘z__])d +...}. (B.3)

donde Sy es el valor de la accién en la configuracién de campos clasica y la suima
que aparace en el exponente es la expansion en serie de Taylor de la aceion.
Esta formulacién cndntica de una feoria de campos permite coustruir la

termodinamica del sistemnal. Para esto, recordemos que el objeto fundamental a

INaturalinente, estamos considernado la descripeion en ol estado de equilibrio ternodindmicy.




partir del cual es posible obtener las cantidades termodindmicas nsuales como la.
I L Id ’ .’ L4 . . . ‘l L Z
energia interna, entropia, presion, cte., es la fruucidn particion 2.

. . =1 £ T

Consideremos un sistema con energfa By temperatura T = #7' fija. La

probabilidad de que el sistema esté en un estado 4 con enrgla E;

exp]{— A Ei]
D= ?
Y/

(B4)

donde Z es el facior de normalizacion:

Z =Y exp[-BEj] , (B.5)
{5}
Aqui, j rotula los estados del sistema; E;, por otra parte, no es.mds que

el autovalor del hamiltoniano H del sistema correspondiente al estado %, de manera

que {B.5) puede reescribirse

7 = S <jlexpl-pHi>, (B.6)
{7}
= Tr{exp[—pBH]}. (B.7)

Esta funcién particién es la que corresponde al ensamble candunico, en el
cual el sistema, tiene temperatura Ty energia fija F.
El caso que nos interesa, en que el sistema fisico esta descrito por campos
$4 la expresion para la funcion particién es la extensién natural de (B.7)
t

7 = / DA exp{—-fH[@]} (B.8)

Por otra parte, notemos que el kernel (B.1) no es otra cosa que

K(b,e) = < &, Payta >, (B.9)
- <tI);,Iexp[—;%H(t;,—t,,)]|(I)(, >, (B.10)
[

que resulta ser éxactamente (B.7) si uno supone By = Do vy (tp — ta) = —2f-
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Par lo tanto, la integral de caminos tomada sobre configuraciones de campo
periddicas, con perfodo imaginario f, es la funcion particién del sistema fisico de-
scrito por esos campos. Por lo tauto, la termodindmica de una teorfa de campos, se
puede obtener de (B.1), con las prescripciones dadas anteriormente y una forma de

calcularla es, por ejemplo (B.1).

Una vez que se tiene la funcién particién, la termodindmica es directa. En
efecto, supongamos que se conoce 7, entonces, la energia libre de Helmholtz se define

como

Z =¢ePr (B.11)
De donde se obtiene directamente

F = —llnz. (B.12)

Iz

Las variables termodindmicas como presion, entropia, energfa, pueden cal-

’ - . N - - . r [
cularse en términos de esta funcion usando la relacione usual de termodinamica,

U=F-TS. (B.13)

donde U es la energia interna del sistema y S, la entropia. Entonces

d
U = (hjﬁ(ﬁF), (B.14)
oF
5 = a7 (B.15)
p = 9L (B.16)

— o




Apéndice C
Proyectores

Sea O una matriz de 2x2 singular, es decir, det{0) = 0. Nos preguntamos de
qué manera se puede factorizar O de suerte que uno de los factores sea un proyector.
Para responder esto definamos en primer lugar un proyector Py, al que llamaremos

proyector fundamental que estd dado por

1A
0 0
Claramente P representa una clase muy particular de estos objetos. De
hecho, representa los operadores que proyectan en una direccion fija. Asi, para
obtener las clases que proyecten en otras direcciones debemos rotar Py,
Luego, la descomposicién de O debe contener un proyector de dos pardinetros
P, dado por '
T T 1
P(),8) = RY(B)Po( V) R(F), (C.2)

donde R(#) es una matriz de rofaciones.
Nétese que la definicién de P es s6lo una asunto de convencién pues siempre
se puede rotar para llevarlo a la forma deseada. Por ejemplo, en vez de usar Py como

¢l proyector fundamental podifamos haber wsado I definido por

i
{1 x

C.3

l;()\) =
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y es directo probar que Fy(A) = R"(8)Py(w)R(9) donde x = /A=Ay tan(26) = —u.
Nétese que (C.3) es precisamente el proyector en el horizonte (con A = Q). La
diferencia entre Py y P} es la direccién de proyeccién; en efecto, s1 consideramos un

vector en la variedad

w=| ™Y, (C.4)
Uy

entonces P, proyecta sélo en la Jireccion £ mientras que P lo hace sobre mna recta
en la direccién t= cos(f) } + sin(8) 3 . '
Aliora bien, el proyector asi definido es un objeto de dos pardmatros, mien-
fras que O es una matriz de tres paramabros. La unica forma en que () puede
depender ahora de I’ es por un reescalamiento. En consecuencia, la mariz O se

puede desacomponer, en términos del proyector fundmental, de la siguiente manera

| O = exp(7)RT(9) Po( M) R(8). (C.5)
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