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RESUMEN

En esta tesis se estudian los decaimientos paramétricos de ondas electromagnéticas
en plasmas de electrones y positrones. Se considera, primero, la propagacion de on-
das planas electromagnéticas polarizadas lineal y circularmente en un plasma no
magnetizado; luego, la propagacion de ondas circularmente polarizadas a lo largo de
un campo magnético externo constante. El andlisis se desarrolla en el contexto de
una teoria de fluidos, introduciendo consistentemente efectos débilmente relativistas
sobre las particulas en el campo de la onda y efectos térmicos no relativistas.

Se muestra que hay una serie de inestabilidades, tanto resonantes como no reso-
nantes, del tipo decaimiento, batimiento y modulacional. Los acoplamientos involu-
crados v el rango de frecuencias inestables dependen de los parametros del sistema,
tales como la amplitud y frecuencia de la onda bomba, la temperatura del plasma y

la intensidad del campo magnético.
ABSTRACT

In this thesis the parametric decays of electromagnetic waves in electron-positron
plasmas are studied. First, propagation of linearly and circularly polarized plane
electromagnetic waves in an unmagnetized plasma is considered; then, propagation
of circularly polarized waves along a constant external magnetic field. The analysis
follows a fluid theory, introducing weakly relativistic effects on the particle motion
in the wave field, and non relativistic thermal effects.

We show that there is a number of instabilities, resonant as well as non resonant,
of the decay, beat wave, and modulational types. The couplings involved and the ran-
ge of unstable frequencies depend on the system parameters, such as the pump wave

amplitude and frequency, the plasma temperature and the magnetic field intensity.




Capitulo 1

Introduccién

Los plasmas de electrones y positrones son diferentes de los plasmas de iones y
electrones en muchos aspectos, pues, en ausencia de la diferencia de masa entre
particulas de distinta carga, no hay escalas naturales de alta y baja frecuencia [1].
La simetria entre las especies introduce asi comportamientos exclusivos de estos
plasmas, y hace desaparecer otros que dependen de la existencia de escalas de tiempo
y ‘espacio diferentes para iones y electrones [2].

Por otra parte, los plasmas de electrones y positrones se presentan en diversos
sistemas fisicos, en los cuales la temperatura puede ser suficientemente alta para
superar la energia en reposo de los electrones y positrones, y los procesos de aniqui-
lacién y creacidén de pares electron-positron alcanzan un equilibrio. Casos de interés
astrofisico encontramos en modelos de universo primitivo [3, 4], nicleos galacticos
activos (AGN) [5-7] y atmésieras de pulsares [8-11]. En algunos de estos sistemas
podemos tener ademds la presencia de un campo magnético (AGN, pulsares). Pe-
ro también el estudio de plasmas electron-positrén es relevante en experimentos de
laboratorio [1, 12, 13], como colliders de electrones y positrones, y plasmas semicon-

ductores de agujeros y electrones [14]. En este 1iltimo caso, el plasma puede ser no

relativista, aunque también se han considerado regimenes relativistas [15-18); en los




demaés citados, se espera la presencia de importantes efectos relativistas.

Los decaimientos no lineales de ondas electromagnéticas de gran amplitud, pola-
rizadas lineal o circularmente, han sido un campo de activa investigacién (ver [2] y
las referencias alli presentes, [19-24]). En el caso de polarizacién lineal el problema
es mas complicado, debido a la generacién de arménicos y las perturbaciones de den-
sidad debidas a la fuerza ponderomotriz de la onda electromagnética. Este problema
ha sido estudiado por diversos autores [4, 25-35], en relacidén con la variabilidad
observada de las caracteristicas espectrales de micleos galdcticos activos y pulsares
[36-45]. Para dar cuenta de las observaciones, Chian y Kennel [25, 46] conjetura-
ron que el pulso electromagnético podria experimentar modulacién no lineal [47-49].
Estos autores dedujeron una ecuacién no lineal de Schrédinger para la amplitud del
pulso, ecuacién cuyos coeficientes resultaron ser incorrectos. La razon de esto es que
Chian y Kennel omitieron dos fuentes de no linealidad, a saber, la generacién de
arménicos y los efectos ponderomotrices [26, 50].

Kates y Kaup [27], usando una teoria de perturbaciones en muiltiples escalas
espacio-temporales, resolvieron el problema anterior consistentemente. Mostraron
que en un plasma frio de electrones y positrones, no magnetizado, el sistema es mo-
dulacionalmente estable tanto para polarizacién lineal como circular. Pero cuando
se consideran efectos térmicos (no relativistas), hay una inestabilidad modulacional
en un estrecho rango justo por encima de la frecuencia de plasma. Recientemente,
este resultado ha sido generalizado al considerar efectos térmicos ultrarrelativistas y
amortiguamiento fondnico [51]. Tres casos fueron analizados en la Ref. [51]. Primero,
cuando el amortiguamiento es O(e®) y O(€') (e es el pardmetro de la perturbacion),
una inestabilidad modulacional es posible para todas las frecuencias y temperaturas.

Cuando el amortiguamiento fonénico es muy pequefio, O(€?), la inestabilidad modu-




lacional ocurre para temperaturas ultrarrelativistas en una banda finita cerca de la
frecuencia de plasma reducida.

Por su parte, se mostré que en presencia de un campo magnético externo [28],
el plasma de electrones y positrones es inestable para w < w, /2, donde w, =
(47noe?/m)!? es la frecuencia de plasma de los electrones (positrones). Notemos
que la frecuencia de plasma real del sistema es V2 veces la frecuencia de plasma
electrénica. Cuando se incluyen efectos térmicos completamente relativistas; el sis-
tema es inestable para frecuencias w < nw., donde 5 es la razén entre la densidad
de energia en reposo y la entalpia del sistema, y w, es la girofrecuencia del electron
[52].

Fn este trabajo estudiamos el decaimiento paramétrico de una onda electro-
magnética de gran amplitud, introduciendo efectos débilmente relativistas en el mo-
vimiento de las particulas en el campo de la onda, la fuerza ponderomotriz, y efectos
térmicos no relativistas. En el Cap. 2 expondremos las ecuaciones de movimien-
to para un fluido relativista, y encontraremos el limite apropiado de ellas en el caso
débilmente relativista mencionado. Luego, en el Cap. 3, revisaremos algunos concep-
tos basicos en el tratamiento de inestabilidades en plasmas, incluyendo la descripcion
de un método grafico para su estudio. Los dos capitulos siguientes estardn dedicados
a la derivacién de la relacién de dispersién de la onda electromagnética, primero la
relacién de dispersidn lineal (Cap. 4) y Iuego la no lineal (Cap. 5) —la cual da cuen-
ta del acoplamiento entre bandas laterales (sideband waves), o entre éstas y modos
electro-acdsticos—, para los casos en que la onda electromagnética tiene polariza-
cién lineal (Sec. 5.1) y circular (Sec. 5.2). Comparamos nuestros resultados con los
de la Ref. [29], pero, como veremos, ¢l tratamiento en ésta, ademds de restringirse

al estudio de la inestabilidad modulacional, es erréneo en diversos aspectos, lo cual




conduce a expresiones incorrectas para las relaciones de dispersién. En presencia de
un campo magnético uniforme, los modos normales para propagacion longitudinal
son de polarizacién circular, y éste es el caso estudiado en la Sec. 5.3. En el Cap. 6 se
estudian los acoplamientos no lineales de la onda madre (0 bomba) a modos electro-
actisticos y a sideband waves a través del método grafico previamente introducido.

Finalmente, en el Cap. 7 los resultados son resumidos y discutidos.




Capitulo 2

Ecuaciones de fluido en presencia
de efectos débilmente relativistas

Las interacciones en un plasma, de caracter electromagnético, son complejas, por
cuanto los campos desplazan las cargas, estableciendo nuevos campos que afectan a
las propias particulas. Sin embargo, el predominio de los efectos colectivos permite
que, en definitiva, la evolucién del sistema pueda ser tratada de modo mads simple.
De hecho, resulta posible tratar al plasma como un fluido, constituido por tantos
fluidos independientes como especies de particulas se hallen presentes, todos ellos
desplazandose en un campo de fuerzas electromagnéticas.

En particular, estudiaremos un plasma de electrones y positrones (m. = m, =
m), donde ambos fluidos tienen igual temperatura T y coeficiente adiabitico +.
Si despreciamos efectos relativistas, las ecuaciones de un fluido ideal (sin efectos

disipativos) son:

0 . &\- g 1, 1 e
(aﬂ,-v)u}_ (E+C,><B) —_ (2.1)
0 S i 0.9
ot {n;v;) (2.2)
V. E=4dxp (2.3)




. - 18B
VxFE= —"E"a—t" (2.4)
V-B=0 (2.5)
- =~ Adr . 18F
VXB—?J_FEE (2.6)
J= qunj'ffj (2.7)
J
p =2 0 (2:8)
M
pj = Gj(nj)'r = nj_KT (2.9)

donde n; es la densidad y @; es la velocidad de cada fluido (j = e para electrones y
7 = p para positrones), E y B son los campos eléctrico y magnético, respectivamente,
K es la constante de Boltzmann, J es la corriente total v ¢ es la velocidad de la luz.,

Son 16 ecuaciones para 16 incégnitas: n;, v;, E, B, P;-

Debemos tener presente que, al tratar el plasina segun una teoria de fluidos, es-
tamos ignorando la individualidad de las particulas, y estudiamos el movimiento de
“elementos de fluido”, cuya velocidad es €l promedio de la funcion de distribucién
sobre todas las velocidades de la distribucion. Cada elemento de fluido puede con-
tener muchas particulas, preocupandonos solo la interaccion de esos elementos de
fluido entre si y con los campos externos, lo cual equivale a considerar una especie
de interaccién promedio entre particulas.

Ahora nos preguntamos por las ecuaciones que gobiernan este sistema cuando
hay efectos relativistas involucrados. Estos se presentardn cuando la velocidad de
las particulas no sea despreciable respecto a la velocidad de la luz. Ahora bien, esto

puede ocurrir por dos razones: por una parte, los campos electromagnéticos sobre las

particulas pueden impulsarlas a velocidades relativistas. Por otra, la temperatura

puede ser suficienternente alta para que la energia interna del fluido sea comparable o




superior a la energfa en reposo de las mismas. En este caso, es la velocidad aleatoria
vinculada a la temperatura la que es relativista.

En cualquiera de estos casos, y en la superposicién de ellos, nos es posible obtener
la versién completamente relativista de las ecuaciones de fluido. (Para una discusién
de la hidrodindmica, de fluidos relativistas se puede consultar, p. €j., [3, 53, 54].) Por
cierto, las ecuaciones de Maxwell (2.4), (2.5) no seran modificadas, de modo que basta
estudiar el resto de las expresiones. Para simplificar la notacion, nos limitaremos a
considerar un gas constituido por una tdnica especie. Adoptemos la convencién para

el tensor métrico

Guv = diag (_17 1,1, 1) .

Los indices griegos van de 0 a 3, y rotulan coordenadas de vectores de l.orentz
] 7
y los indices latinos van de 1 a 3, rotulando coordenadas de vectores ordinarios.

Denotamos la 4-velocidad por

donde
- v
= (2.10)
T = (1-p»)7? (2.11)
Definimos la corriente como
J* = gnu® (2.12)

y el tensor electromagnético como

FH = gAY — 0¥ A" (2.13)




donde el 4-potencial estd dado en términos del potencial eléctrico ¢ y el potencial

vectorial A por:
A*=(4,4) .

Las particulas que conforman el sistema que estudiaremos no interactian entre
si, no estando sujetas a otra interaccion que la de los campos electromagnéticos
macroscépicos. Requerimos, pues, la expresion para el tensor de energia y momentum

para un gas ideal:

T = hu*u” 4 pg"” , (2.14)

con la densidad de entalpia

h=€+p,

donde ¢ es la densidad de energia (en reposo mis cinética) del elemento de fluido y
p es la presién, ambas medidas en el sistema de referencia en el cual el elemento de
fluido se encuentra en reposo.

Con estas definiciones, las ecuaciones de continuidad, de movimiento y de Maxwell

con corrientes (2.3) y (2.6) para velocidades relativistas tienen la forma

J’, =0, (2.15)
T, = J,F* (2.16)
P, = dgJ* (2.17)

respectivamente [ , = 8, = 9f(9z")].
Reescribamos estas ecuaciones en términos de vectores ordinarios. De (2.14) y

(2.16) obtenemos:

qnu, F* = h u*u” + hut u” + hut”, + pug™ . (2.18)




Multipliquemos (2.18) por u,, y usemos que
ufu, = -1,
¥ u, =0,
v que, como F'* = —F¥# se tiene
uu, I =0, (2.19)
Con ello, (2.18) implica que
0= (hu"}, —p,u”. (2.20)

Por otra parte, de la ecuacién de continuidad (2.15) se sigue que

0= [(%) - P;{] . (2.21)

De la relacién termodindmica

()-4en)

donde T es la temperatura y ¢ es la densidad de entropia medida en reposo, podemos

escribir finalmente (2.21) como

o

0= (;) s (2.22)

¥

que nos dice que la densidad de entropia especifica o /n es constante a lo largo de la

trayectoria de cada elemento de fluido. El movimiento del fluido es, pues, adiabatico,
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como deberiamos esperar ya que en (2.14) no se ha considerado flujo de calor o friccién
interna, es decir, viscosidad.

Usamos ahora la condicién de adiabaticidad (2.20) para reescribir (2.18):
gnu, F* = hut u” + (ufu” + ¢")p, (2.23)

que es la ecuacién de movimiento que reemplaza a (2.1).
De la componente temporal de (2.23) obtenemos una ecuacién para la evolucion

temporal de I':

dl' 138p dp - =
hﬁﬂf‘-b?_ E'{‘QHU-E. (2.24)

La componente espacial de (2.23), en tanto, nos proporciona la ecuacién de movi-
miento
h d

—_ - 1-‘ r rd
22 (05) =an (E+va3) —i5 2 . (2.25)

Observemos que (2.24) no es independiente de (2.25). En efecto, haciendo el pro-
ducto punto de ésta por @ reobtenemos (2.24). Esta no independencia era esperable
en virtud de que u,T*" , = 0 [ecuacién (2.19)).

Por otra parte, (2.15) y (2.17) se reescriben:

%(I‘n) ¥ (Tnd) =0, (2.26)
V.E=dnqln (2.27)

. o 4r _ . 18E

VxB= TqI‘nv t o5 (2.28)

Lo primero que observamos es que las familiares ecuaciones de Maxwell, que
sabemos son invariantes relativistas, han adquirido un inusual factor I" en la densidad.

Esto ocurre simplemente porque n es la densidad medida en el sistema comévil con
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el elemento de fluido. Pero la estructura de la ecuacion de continuidad (2.26) nos”

indica que la densidad de particulas en el laboratorio es
np=1In, (2.29)

y es en términos de esta cantidad que las ecuaciones de Maxwell —y la ecuacién
de continuidad— recobran su expresién familiar. Lo usual, por cierto, es definir
la corriente directamente en términos de las cantidades medidas en el laboratorio,
JE = (n, J ), en cuyo caso ninguno de estos problemas aparece, pero ha sido necesario
discutir este punto ya que la entalpia, en (2.14), no se mide en el laboratorio. En
lo sucesivo, pues, escribiremos nuestras ecuaciones en términos de la densidad en el
laboratorio ny,, eliminando el subindice por simplicidad. Lo importante es que, como
no trabajaremos sino en el sistema del laboratorio, €l hecho de que la densidad de
particulas no es un invariante de Lorentz es irrelevante |2, pg. 11], [55]. (Notamos, si,
que la Ref. [55] muestra que si una onda electromagnética incide sobre dos particulas
cargadas ubicadas en un mismo plano de fase constante de la onda, la aceleracién que
experimentan, gracias a que es simultanea, no significa una contraccién de Lorentz
en el sistema de laboratorio. Sin embargo, ello no implica, como pretende [55], que
la densidad sea igual que en el sistema comévil con las particulas, pues los elementos
de volumen en ambos sistemas difieren.)

De lo anterior se sigue que las ecuaciones (2.2)-(2.8) conservan su forma en todo
sistema de referencia, en cualquier régimen de efectos relativistas. Por el contrario,
la ecuacién de movimiento (2.1} cambia a la expresién general (2.25). Sin embargo,
estamos interesados en el caso en que las temperaturas no son relativistas, en tanto la
velocidad delos elementos de fluido es débilmente relativista. Ahora bien, recordemos

que la densidad de energia ¢ se mide en el sistema en el cual el elemento de fluido
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est4 en reposo, de modo que la iinica contribucién a la energia cinética es la térmica,
mucho menor, a su vez, que la energia en reposo en nuestra aproximacion. También

la presién es mucho menor que la densidad de energia en reposo. Luego

h ~ nmc® . (2.30)

Por 1iltimo, el término proporcional a dp/dt en (2.25) es de un orden superior (v/c)
al resto de los términos en la ecuacion (para velocidades y presiones no relativistas),
de modo que lo despreciaremos. Asi pues, usando (2.30) y (2.29), (2.25) toma la

forma, en el limite débilmente relativista que nos interesa,

d . = _,._q_i("‘ 1, -o) Vi
(-B—t—l—vJ.V) (I‘v_,)—-m E—i—cv,xB --njVn,. (2.31)

Aqui hemos reinsertado los indices de particulas, y definimos la velocidad del

KT
vy = 1{1-m— . (2.32)

Esto tltimo significa hacer uso de la ecuacién de estado (2.9), que suponemos sigue

sonido

siendo valida en este sistema en que las presiones son no relativistas.
En consecuencia, la introduccién de efectos relativistas débiles en las velocidades
no térmicas de las particulas tiene como nico efecto la modificacién de la ecuacién

de movimiento, a través del factor

= 2 "*1/2 1 = 2
rj=(1—%—) 145 (2.33)

La relacién (2.31) ha sido ocasionalmente considerada como la ecuacién de movi-

miento para un fluido en el campo de una onda de amplitud arbitraria, con efectos

completamente relativistas [56, 57}, lo cual es incorrecto, de acuerdo al andlisis que

é hemos presentado.

o

i ™™



Capitulo 3

Inestabilidades paramétricas en
plasmas

En este Capitulo introduciremos algunos de los conceptos y métodos basicos a los que
recurriremos en el resto del trabajo para estudiar el sistema de nuestro interés. Pri-
mero (Sec. 3.1) estableceremos las nociones elementales de inestabilidad y el analisis
de ésta por medio de la relacién de dispersién de ondas en un plasma. Luego (Sec.
3.2) centramos nuestro interés en las inestabilidades paramétricas. Un modelo sim-
ple de osciladores acoplados nos permitird revisar las caracteristicas generales de este
tipo de inestabilidades. Por iltimo, en la Sec. 3.3, presentaremos un método grifico

de gran utilidad en el estudio de inestabilidades paramétricas.

3.1 Inestabilidades en plasmas

En general, cualquier sistema fisico que no se encuentre en un estado de equilibrio
evolucionara, intentando reducir su energia libre hasta alcanzar tal estado. Es posi-
ble que, alcanzada una situacién estacionaria, la aparicién de nuevas interacciones o

A}
el cambio en alguno de los parametros del sistema induzca un nuevo estado de equi-

librio y obligue al sistema a reacomodarse. Por ello, no basta que, dado un sistema,
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encontremos las soluciones de las ecuaciones que lo gobiernan, porque las perturba-
ciones que puede encontrar en su evolucidn pueden alejarlo tanto de su trayectoria
que en definitiva dichas soluciones no sean observables. Conviene entonces introducir
la nocién de estabilidad. Diremos que un sistema es estable cuando las perturbacio-
nes sobre su estado de equilibrio no destruyen éste, y el sistema sigue una trayectoria
cercana a la original (como una holita que es levemente desplazada del fondo de un
recipiente esférico, quedando en movimiento arménico en torno a su posicién inicial),
e inestable cuando dichas perturbaciones, en vez de mantenerse acotadas en el tiem-
po, crecen v alejan al sistema de su trayectoria original (andlogamente a una bolita
en la cumbre de una colina, que al ser levemente desplazada rueda hacia abajo y no
regresa al punto inicial).

En un plasma podemos encontrar una variedad de inestabilidades, de las cuales
nos interesaran algunos tipos especificos. Para ilustrar ciertos conceptos generales,
estudiemos un ejemplo simple, la llamada inestabilidad de dos haces. Consideremos
un plasma integrado por electrones e iones, donde los electrones se mueven con

velocidad %2 = 492 respecto a los iones. El plasma es uniformne, siendo las densidades

electrénica e iénica iguales entre si (n? = n? = np). Supongamos ademés que el
plasma es frio (T. = T; = 0). Esta es claramente una solucién estacionaria de las
ecuaciones de fluido (2.1)-(2.9).

Para estudiar lo que ocurre cuando el sistema se aleja levemente de este equi-
librio, escribimos en las ecuaciones de fluido cada cantidad fisica C' como su valor
en equilibrio Cp més una perturbacién §C < Cy. Fl resultado de despreciar en
las expresiones resultantes todos los términos que involucren productos de perturba-

ciones es un sistema de ecuaciones lineales en dichas perturbaciones. Decimos que

hemos linealizado las ecuaciones. En este caso, podemos suponer ademaés que las
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perturbaciones dependen sélo de z y el tiempo. En tales condiciones, las ecuaciones

resultantes son:

m,-noag?i = engdE (3.1)
Meto (63?‘3 + ugag:e) = —engdE (3.2)
%‘% = dre(bn; — bny) . (3.5)

Comno el estado inicial es de equilibrio, las perturbaciones estaran sujetas a un po-

tencial parabélico, y por ende podemos asumirles una dependencia espacio-temporal
de la forma

6C = Cell=—wt) (3.6)
(o equivalentemente, escribimos las ecuaciones linealizadas en el espacio de Fourier).

Obtenemos asi las relaciones:

i = zmewE : (3.7)

i —zﬁﬂ—) , (3.8)
fig = :’:-ngﬁ,- , (3.9)

fie = — fn,:uo e (3.10)
ikE = dre(f; — i) . (3.11)

Este sistema de ecuaciones homogéneo para las perturbaciones tiene solucién no

trivial cuando su determinante es nulo, lo cual da la relacién de dispersién

w2 w?

Wi  _ Ype
i e bl (3.12)

.
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donde )
411'627:9)1 o
Wy = j=1,e, 3.13
. ( ) (313)
es la frecuencia de plasmas de electrones (j = €) o iones (j = i).
Definiendo
wz- m
— pr__ Tte
et (3.14)
w
€= o (3.15)
kul
n = o (3.16)
podemos escribir (3.12) como
1= Pl =Lt (3.17)
PEE T g '

Dado un valor de 7, nos preguntamos entonces qué valores de § satisfacen (3.17).
Habra cunatro raices, pero no todas reales en general. Cuando son reales, w es real,
y por tanto la perturbacién (3.6) es oscilatoria, acotada y, por ende, tenemos un
sistema. estable. Si en cambio una raiz es compleja, entonces su conjugada también
es solucién (ya que la relacién de dispersion tiene coeficientes reales). Denotando

ambas soluciones por w = w, L ¢y (7 > 0), (3.6) tiene entonces la forma

ei(k:c—wpt) et ,

encontrandose que una de las perturbaciones decrece con el tiempo, pero la otra se
amplifica, vale decir, se desarrolla una inestabilidad.

Podemos apreciar el comportamiento de (3.17) graficando F(¢,7) para distintos
valores de . En la Fig. 1 hemos hecho esto para g = 0.001, y dos valores represen-

tativos de 7, n = 2 y = 1. Cuando # es grande, existen cuatro soluciones reales de

(3.17). Al disminuir % hay sélo dos, desapareciendo las soluciones reales en la region
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F(&n)

Fig. 1. F(¢,7n) [ecuacién (3.17)] vs. £ para p =0.001. (a)np=2. (b)y=1.

0 < £ < 7 si 7 es menor que algiin valor critico 7.. Cuando 7 = 7. ambas soluciones
coinciden. Podemos entonces encontrar el umbral de inestabilidad imponiendo la

condicién de que (3.17) tenga una raiz doble:

F(f,ﬂc) =1,

dF(£,n)

d =0.

1=

Dicha raiz resulta ser

¢ = qptl®
1+ #1/3

y hay inestabilidad cuando

1/3 3/2
7 < fe = [1 + (m) ] . (3.18)

m;

El mecanismo fisico de esta inestabilidad se puede explicar como sigue. Suponga-
mos que existe una pequefia amplificacién del potencial eléctrico ¢(z) (Fig. 2). Los

electrones son acelerados por €l campo —9¢{z)/dz, siendo por ende mas ripidos en
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@ (x)

Fig. 2. Mecanismo de la inestabilidad de dos haces. En el punto A la velocidad

de los electrones es ug y su densidad es ny. En B, la velocidad aumenta a

\uZ + 2ed/m y la densidad disminuye a no/+/ud + 2e¢/m.

la cima de la colina que donde ¢ = 0. En el estado estacionario, el flujo de electrones
neu. €s constante en todas partes, luego en la cima n. es menor que en el resto del
espacio. La disminucién de la densidad en la cima significa un aumento adicional de
la altura de ésta, de modo que la perturbacion del potencial se amplifica.

Pero independientemente de los detalles de la inestabilidad que consideremos, lo
relevante es que podemos estudiarla introduciendo una perturbacion oscilatoria pe-
queiia sobre un estado de equilibrio dado, y que la existencia de soluciones complejas
(en pares conjugados) para la relacién de dispersion resultante es signo de inestabi-
lidad, con una tasa de crecimiento igual a la parte imaginaria de la frecuencia.

Observemos también que siempre la desaparicién de dos raices reales involucra,
en la vecindad de la regidn de inestabilidad, un proceso que es graficamente como el
de la Fig. 1 (una parabola atravesando una recta paralela al eje real), y por tanto la
condicién de que el umbral de inestabilidad se encuentra cuando dos soluciones reales

coinciden es general. (Este punto critico corresponde a una inestabilidad marginal,

pues la parte imaginaria de la frecuencia es nula [58].)
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3.2 Inestabilidades paramétricas

En la seccién anterior nos hemeos ocupado de un tnico modo de oscilacién del sis-
tema, el cual resulta ser inestable o estable dependiendo de los pardmetros fisicos
involucrados. Sin embargo, un caso de amplio interés se presenta cuando dos o més
ondas, a través de efectos no lineales, se acoplan, estableciendo nuevas inestabili-
dades. Se les denomina inestabilidades paramétricas y, analogamente a la seccién
anterior, podemos estudiarlas linealizando las ecuaciones de fluido, sélo que ahora la
perturbacién se introduce sobre un equilibrio oscilatorio. (Para una discusién alter-
nativa a la que expondremos a continuacion respecto a inestabilidades paramétricas,

se puede consultar, por ejemplo, [59].)

3.2.1 Acoplamiento entre ondas

La ecuacién de movimiento de un oscilador arménico de frecuencia natural { es

d*X(t)
di?

+2X(#)=0. (3.19)
Suponemos ahora que la frecuencia natural experimenta una modulacién de la forma
02 = Q3(1 — 2ecos wot) . (3.20)

Cuando ¢ = 0 tenemos el caso usual: un oscilador arménico no perturbado de fre-
cuencia natural §};. Esta modulacion, en el caso de un plasma, se puede producir
por modulacién del campo magnético, de la densidad, etc.

La ecuacién resultante de combinar (3.19) ¥ (3.20} es la ecuacién de Mathieu,
con soluciones periédicas dadas por las funciones de Mathieu. Se puede mostrar que

st |e| < 1, estas soluciones son inestables cuando [60]

200 ~nwp, conn=20,1,2... (3.21)

o
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Para comprender esto fisicamente debemos tener presente que X(2) serd amplifi-
cada cuando la perturbemos con una frecuencia £{y. Si una oscilacién de frecuencia
natural Qp se acopla con una modulacion de frecuencia wy, las respuestas del sis-
tema tienen frecuencias Qg =+ nwe. Con el signo positivo no hay modo de obtener
+Qy, pero si con el negativo, en cuyo caso se podria obtener —£). Entonces, cuando
una de las frecuencias de respuesta es —{1y, tal respuesta se acopla resonantemente
con la oscilacién natural del sistema, que, por tanto, puede absorber energia de la
modulacién. La condicién de resonancia 3y — nwp ~ —$p da (3.21).

Introduciendo la representacién de Fourier
1 —fwit ¥
X(t) = 5 f dw e K (w) (3.22)

la ecuacion (3.19) se puede escribir

~

D()X (@) = —eR X (@ + wo) + X(w—wo)] , (3.23)

donde
D(w) =w® - Q2. (3.24)

Observemos cémo, en ausencia de modulacién, recuperamos la relacion de dispersién

del oscilador arménico usual. De (3.23) se concluye que
D(w=* wo))z(w +wo) = —eﬂg[)z'(w) +- X’(w £ 2uwo)l . (3.25)

Continuando este proceso obtenemos una jerarquia infinita de ecuaciones, apa-
reciendo siempre respuestas a frecuencias desplazadas en miltiplos enteros de wy
respecto a la frecuencia inicial. Pero si la amplitud de la modulacién es pequefia

(e < 1) podemos despreciar algunas respuestas, lo que permite resolver las ecuacio-

nes.
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a) Caso wy ~ 28p.

Observemos que, si [¢| < 1, de (3.23) y (3.25) se sigue que X(w) y X (w twp) son
pequeiias a menos que |w| = Qg ¥ |w Fwy| =~ o, respectivamente. Lo mds simple es,
pues, retener todas las respuestas con frecuencias cercanas a . Especificamente,
si

we Qo (3.26)

entonces w -+ {)p nunca es resonante y sélo queda exigir
W=ty = “‘Qg . (327)

Notemos que esto significa que

Wo ™ 29(} s

de suerte que esta aproximacion, en que solo retenemos las respuestas resonantes, co-
rresponde al caso n = 1 en (3.21). Despreciamos, pues, las respuestas en frecuencias
w+wg 2 30 en (3.23) y w — 2wo ~ —38 en (3.25). De las ecuaciones resultantes
obtenemos

D(w)D(w — wp) = €203 , _ (3.28)

una relacién de dispersion cuértica para w. En ella vemos el acoplamiento entre los
tinicos dos modos resonantes del sistema, de frecuencias w y w — wo. En ausencia de
modulacién, obtenemos dos relaciones de dispersion separadas, una para cada uno
de los modos que cuando € # 0 se acoplan. En este tltimo caso, del mismo modo que
en la Sec. 3.1, soluciones complejas de (3.28) revelan la presencia de inestabilidades,

llamadas paramétricas.

A pesar de que no estaremos especificamente interesados en encontrar umbrales

de inestabilidad en nuestro trabajo, por completitud mencionaremos este punto a
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continuacién. En resonancia, podemos hacer uso de las expresiones aproximadas

(3.26)-(3.27), con lo cual, de (3.24),

D(w) = (w + Qo)(w — Do) ~ 2%(w — M) ,

D(w — wp) = {w —wp + o) (w — wp — Qo) = —20(w — wo + o) .

Definiendo ademas el desajuste de frecuencia
A =Wy — 290 ;

(3.28) se reduce a

(10— Qo) — o — A) = ~ 703,

una ecuacion que ahora es cuadratica, y cuya solucidn es

1
w=ﬂo+§(A:!:\/A2—eﬁﬂg> .

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

Se observa que si la perturbacién es muy pequefia (Je] < A/Qp) hay dos soluciones

reales, con frecuencias w ~ {}y (la frecuencia natural) y w ~ wy — )y (una frecuencia

inducida). Al aumentar la intensidad del acoplamiento, cuando

2
2 2_,A

€ _—'60—9—3

ambas soluciones reales coinciden, existiendo una sola oscilacién con frecuencia

A W
= 1) — T —
w 0+2 )

Cuando € > ¢ el acoplamiento genera una inestabilidad, con una tasa de crecimiento

1
y=Imw= 5\/6293—A2

y una frecuencia siempre igual a




23

independiente de la frecuencia natural del oscilador.

El ejemplo presentado en esta seccion nos permite distinguir tres caracteristicas

generales de las inestabilidades paramétricas:

— La frecuencia de la modulacién y la frecuencia natural de las oscilaciones exci-

tadas deben satisfacer una condicion de igualdad de fase como (3.21).

— La amplificacién ocurre cuando la amplitud de la modulacion supera un cierto

valor critico (umbral).

— Las frecuencias de las oscilaciones amplificadas estan determinadas por la fre-

cuencia de modulacién més que por la frecuencia natural (trabadura de fase).

b) Caso wy ~ .

En este caso [correspondiente a n = 2 en (3.21)] ya no podemos despreciar todas
las respuestas no resonantes. En efecto, si volvemos a considerar w = € [de modo
que X (w) se amplifique], (3.23) nos dice que X (w) se acopla a X (w + wo) ~ X (20)
y X (w—wp) ~ X (0), ambas no resonantes y pequefias por tanto. Pero en (3.25)
vemos que X (w & wp) se acoplan a su vez a modos resonantes [X(£)]. Luego, a
menos que retengamos algunas respuestas no resonantes, no podremos dar cuenta de
ningiin acoplamiento entre ondas y por tanto de ninguna inestabilidad.

Conscientes de ello, ya no estamos obligados a escoger w ~ {2y. Consideraremos
w0 . (3.34)

De (3.23) y (3.25), despreciando los términos X (w & 2uwp):
DW)X() = —eB[X(wtuw)+ Kw—wo)],  (339)

D(w +w)X(w+ws) = —eBX(w). (3.36)
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La eleccién (3.34) permite que las ecuaciones resultantes sean simétricas, y en
ellas es el modo de frecuencia w, no resonante, el (tinico, al haber despreciado los de
frecuencia w # 2wy) que actiia como conexién entre los dos modos resonantes que se

acoplan, de frecuencias w & wy. Se sigue la relacion de dispersion

0 1 1
1‘D@Jﬁ@+wg+9@—%J’ (3.37)

un polinomio de orden seis en w.
Con aproximaciones de resonancia similares a (3.29)-(3.30), es posible reducir

(3.37) a una ecuacién cuadratica para w, con solucién

w = £1/6(6 + 2Q) , (3.38)

donde § es el desajuste de frecuencia
§=wy—Qp . (3.39)

Se aprecian nuevamente las caracteristicas generales mencionadas en la pag. 23:
una vez que la modulacién sobrepasa un cierto umbral (® > —§/() se gatilla una
inestabilidad que, en este caso, involucra una oscilacién no resonante de frecuencia
Re w = 0 {razén por la cual esta inestabilidad se denomina de modo puramente
creciente), y dos oscilaciones resonantes de frecuencias Re (w twg) = Zwp, indepen-

dientes de la frecuencia natural, indicando nuevamente una trabadura de fase.

3.2.2 Interaccién entre tres ondas

En la subseccién anterior consideramos el acoplamiento de una modulacién, externa

al sistema y de frecuencia wyp, con dos oscilaciones naturales del sistema de frecuencia

Qy. Comprobamos que tal situacion genera inestabilidades. La extensién inmediata
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es estudiar un acoplamiento a oscilaciones naturales con frecuencias distintas. Es-
tamos entonces en presencia de una interaccién de tres ondas, de la cual es posible
encontrar muchos ejemplos en plasmas [61]. Este también ser4 el problema que nos
ocupard en el resto de nuestro trabajo.

Para revisar las caracteristicas basicas de esta interaccién consideremnos dos osci-
ladores, de frecuencias

O<wr <wpg . (3.40)

Sus respectivas ecuaciones de movimiento son:

P2 | ()xae) =0, (3.41)
dz‘i’j(t) +wH(E)Xu(t) =0, (3.42)

donde hemos introducido una periodicidad espacial en las oscilaciones, de modo que
-
sus frecuencias dependen del vector de onda k.

La modulacién ocurre a través de una onda que llamamos bomba,
Z(7t) = 27 cos(ky - 7 — wot) , 7o constante, (3.43)

v, para efectos de esta discusién, suponemos un acoplamiento simple:

dz;ig(t) +wi(kR)XL(t) = =AZ(7, 1) Xu(t) (3.44)
dz};;(t) + Wk (B)Xu(t) = —p2(F, ) Xu() . (3.45)

Introduciendo la representacion de Fourier
XG0 = o [ dhdoc®F % (Ew) (3.46)

la ecuacién (3.44) queda en la forma

Dy (k,w) Xp(k,w) = AZo[Xu(E — Fo,w — wo) + Xu(F + Fo,w +wo)],  (3.47)
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y una forma similar para (3.45), que escribiremos directamente en términos de

X H(E = fci;,w &+ wp), que son las respuestas que aparecen al lado derecho de (3.47):
Dy (FFo, wtwo) X g (k+ ko, wtwo) = pZo[ X7, (F,w) + Xp (E+ 2k, wt2wo)] . (3.48)

Hemos definido

Dp(F,w) = w? — 2 (k) , (3.49)
Du(k,w) = w? — (k) . (3.50)

Dy, = 0y Dy = 0 son las relaciones de dispersién lineales de los modos normales
involucrados.

Restringiéndonos al caso de acoplamiento débil Zy < 1, (3.47) sugiere que w =~ wy,
es un rango de interés, pues ahi{ X L(g, w) es resonante. La misma ecuacién acopla
X L(E,w) con X, H(E + ko, w + wp), pero no podemos despreciar ninguno de los dos
priori, pues w podria ser muy pequefio, y ambos términos ser resonantes a la vez (en
+wyg). Un acoplamiento distinto aparece en (3.48), con Xp(F + 2k, w + 2uwy), y éste
st lo despreciaremos. En efecto, generalizando el analisis de la pag. 20 [después de la
condicién de resonancia (3.21)] a una interaccién de tres ondas, en que una onda de
frecuencia wp se acopla con dos de frecuencias w; y wy (wp > w1, we) se encuentra la
condicidn [62]

w Fwy=nwy, n=0,1,2... (3.51)

Volviendo a (3.48), X L(?-c' + 2o, w = 2uwyp) serfa resonante sélo si |w + 2wp| = wy,,
lo que sélo puede ocurrir si wy ~ wy, 0 51wy <€ wr. Pero ninguna de estas situaciones
es compatible con la relacién que deben satisfacer las frecuencias de las tres ondas

concurrentes en la interaccién, (3.51), y (3.40). Por tanto, el término Xy (E,w)

domina en el lado derecho de (3.48) y despreciaremos el otro.
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Obtenemos asi finalmente:
Dy (k + ko,w + wo) Xpr(E + ko, w +wo) = ZopXp(E,w) . (3.52)

Nuestro modelo queda descrito asf por las relaciones (3.47) y (3.52). De ellas se

sigue la relacion de dispersion, de orden seis para w,

2,,2,,,2(L
posweenk) |1 PR : (3.53)
Di(k,w) |Dg(k -+ ko,w+wy) Dy(k— ko,w — wp)
donde definimos el parametro adimensional
ZEN
¢ = T%"g-:"- . (3.54)
wiwi (k)

Como antes, nos restringimos al caso de acoplamiento débil:
Zy K1,
de modo que (3.53) se satisface si
Dr(k,w) =0 & Dy(k+k,wtw)~0.

Esto no basta, sin embargo, pues estamos interesados en el caso en que se presentan
inestabilidades. Como vimos en la Sec. 3.1, la inestabilidad involucra el cruce de dos

ceros reales de la relacién de dispersién. Existen, entonces, dos posibilidades:

(a)
Dr(k,w)~0 y Dy(k+ ko,w +wo) ~ 0

L. (3.55)
6 Dy(k —ko,w—wo) =0

(b)

Du(f+Fo,w+wy) ~0 y Dy(k—Fo,w—wo) ~0. (3.56)
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En el caso (a) X’L(l.;, w) es resonante y se acopla a XH(E:’:I: Fo, w wo ), une de los
cuales es por su parte resonante también, y se acopla a su vez con X L(E,w). Esta
inestabilidad involucra pues un intercambio de energia directo entre modos normales,
y se llama acoplamiento resonante. Corresponde, en el modelo de un oscilador de la
seccién 3.2.1, al caso n =1 en (3.21).

De (3.55), w ~ wL(E) vy whwy ~ iwg(zizg) (recordemos que w < wg y wir > 0).

Con esto se puede mostrar que
wo(ko) ~ wi (ko £ k) + wi(FE) , (3.57)
lo cual es consistente con (3.51).

En el caso (b), X H(E + EQ,&JZI:LU(}) son resonantes, pero no se acoplan entre si, sino
a través de Xp(k,w), que no es resonante [relaciones (3.47) y (3.52)]. Corresponde

esto a nun acoplamiento no resonante. Como w = wy ~ Fwy(k + ko), se cumple
2&)0(Eg) >~ LUH(E[) + E) + wH(Eg - E) s (3.58)
es decir, (3.51) con n = 2.

3.3 Meétodo de Longtin y Sonnerup

Hasta ahora hemos estudiado la existencia de inestabilidades paramétricas analiti-
camente. Cuando el acoplamiento involucré dos ondas (Sec. 3.2.1), la relacién de
dispersién resulté de orden cuatro, pero con la interaccién de tres ondas (Sec. 3.2.2)
fue de orden seis, y por tanto irresoluble analiticamente en general. Sin embargo, es

factible estudiar las caracteristicas de la inestabilidad porque, cerca de la resonancia,

el grado de la relacién de dispersién se puede reducir a través de aproximaciones en
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las frecuencias. Asi, situandonos en las regiones de frecuencia cercanas a las posibles
resonancias del sistema podemos analizarlas una a una.

Longtin y Sonnerup [63] introdujeron un método grifico para estudiar las ines-
tabilidades en un plasma que facilita enormemente este andlisis y permite detectar
todas las inestabilidades posibles en un golpe de vista. Ilustraremos este método con
un caso particular, estrechamente vinculado al ejemplo estudiado analiticamente en
la Sec. 3.2.2.

Para ello consideraremos las ecuaciones de fluido no relativistas (2.1)-(2.9). En
los Caps. 4 y 5 presentaremos los detalles de este tipo de calculos para el caso
débilmente relativista, de modo que los omitiremos por ahora. Una onda electro-
magnética linealmente polarizada que se propaga en un plasma en la direccién z,

satisface la relacion de dispersion
wy = kg + 22, (3.59)

donde w, = (47e®*ng/m)!/? es la frecuencia de plasma de los electrones (o positrones).

El sistema integrado por el plasma de electrones y positrones y esta onda elec-
tromagnética se encuentra en un estado de equilibrio, solucion de las ecuaciones de
fluido. Sobre este estado, que llamaremos onda bomba, introducimos una pequefia
perturbacién longitudinal de la forma '(*~=*?), La relacién de dispersién para w y &

resulta ser:

1
0=5D,D_+ -iwgazczkz(D+ +D_), (3.60)

donde .

S =w? —vk*,

Dy = c*(ko £ k)* — (wo £ w)? + 22,
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CE[;

mclvg

o=

es proporcional a la amplitud Ey del campo electromagnético de la bomba. v, es la
velocidad del sonido definida en (2.32).

Observemos la gran similitud con la relacion de dispersién (3.53). Comparandolas,
podemos darnos cuenta de que lo que hay en juego es el acoplamiento entre ires on-
das: una onda bomba electromagnética de frecuencia wg, una onda de baja frecuencia

con relaciéon de dispersion

wi(k) = 2k

y una onda de alta frecuencia que, en este caso, es electromagnética y satisface por

tanto la misma relacion de dispersién que la bomba,
wi(k) = k* + 2wf, .

Ahora estudiamos las inestabilidades posibles. Para ello, nos damos un valor de
la frecuencia de la bomba wy y calculamos su correspondiente niimero de onda k.
En este caso hemos escogido wp/w, = 1.5, resultando cko/w, = 0.5.

Dibujamos la relacién de dispersién, ecuacién (3.60), en términos de z = w/w,
vs. y = ckfw,, para @ = 0, es decir, en ausencia de acoplamiento [Fig. 3(a)]. Hay
cuatro lineas correspondientes a las cuatro soluciones reales de Dy = 0 (ondas elec-
tromagnéticas de frecuencias w % wy), rotuladas en la Fig. 3(a) como Dy, y dos lineas
rectas simeétricas respecto al origen, correspondientes a los modos electro-actisticos
(soluciones de S = 0), uno propagandose hacia atras respecto a la onda bomba (S_,
con velocidad de fase w/k < 0), y el otro en la misma direccién que la onda bomba
(S, w/k > 0). En total 6 lineas, coincidiendo con el grado en w y % de la ecuacién

polinomial (3.60).
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Fig. 3. Relacién de dispersién ecuacién (3.60). Niimero de onda normalizado,

y = ckjw,, vs. frecuencia normalizada, * = w/fwy,, para zo = 1.5, yp = 0.5,

vsfc = 0.1.
(c) @ =0.01.

(a) @ = 0. Visién general. (b) @ = 0. Semiplano superior.
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En realidad, basta considerar la mitad superior del plano z-y: puesto que la
relacién de dispersién es simétrica bajo inversién simultinea de k& y w, la mitad
inferior del plano se puede obtener rotando el semiplano superior en un dngulo de
180° en torno al origen. Preferimos, entonces, la figura 3(b).

De acuerdo al anélisis de la Sec. 3.2.2, cuando hay acoplamiento se produce una
inestabilidad si dos raices reales de la relacion de dispersién coinciden. Por tanto,
debemos prestar atencion a los cruces entre lineas. Hay tres: uno entre (D_,S_),
otro en el origen entre D_, D, S_ y Sy, y uno entre (D_, S;). Conectemos la onda
bomba. Tomando para su amplitud un valor & = 0.01 obtenemos la Fig. 3(c). Se
aprecia que en €l cruce (D_,5;) hay una brecha. Si trazamos una linea horizontal
(asociada a algin nimero de onda k) que pase a través de ella, tal linea intersec-
tard solo 4 lineas en vez de 6, indicando que para ese valor de & han aparecido dos
soluciones complejas de (3.60), una con parte imaginaria negativa, otra con parte
imaginaria positiva. Una brecha en el grafico nos indica, entonces, que en este punto
se produce una inestabilidad. Siguiendo lo expuesto en la Sec. 3.2, en esta inesta-
bilidad participan los dos modos cuyas frecuencias reales han desaparecido, modos
que resuenan y se amplifican a expensas de la bomba. Decimos que la onda bomba
decae en dos ondas hijas. En el caso de la Fig. 3(c), el decaimiento es en una onda
electro-acustica de frecuencia w;, = w y una onda electromagnética de frecuencia
wy = wy — w. Esta es exactamente la situacién descrita por las condiciones (3.55),
y estamos en presencia entonces de un acoplamiento resonante. A esta inestabili-
dad particular se le denomina inestabilidad de decaimiento (decay instability). Es
inmediato verificar (3.57).

Fijémonos en que, en verdad, los dos modos normales del sistema dados por

D_. =0y 5; = 0 sdlo coinciden en un punto [ver Fig. 3(b)], y sin embargo hay
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una cierta regién de inestabilidad [la brecha en la Fig. 3(c)]. Este resultado es
coherente con el estudio de la seccién anterior: puesto que € en (3.53) es pequefio,
pero no nulo, las condiciones de inestabilidad serdn de la forma (3.55) 6 (3.56), y la
frecuencia tendrd parte imaginaria en una vecindad del punto de convergencia exacto
de las soluciones para € = 0.

También podemos hacer el contacto entre este grafico y la Fig. 1, aun cuando
corresponden a situaciones fisicas distintas. La Fig. 1(a) corresponde a un corte ho-
rizontal en la Fig. 3(c) a una cierta altura & que pase por encima de la brecha, siendo
las dos raices reales que encontramos en las cercanfas de la brecha andlogas a las dos
intersecciones de y = 1 con F(£,7). Cuando disminuimos 5 [Fig. 1(b)] descendemos
hasta caer en la brecha en la Fig. 3(c), y las dos soluciones han desaparecido. El
umbral de inestabilidad se produce cuando las dos soluciones reales coinciden [es

decir, cuando en la Fig. 3(c) pasamos por el punto indicado por la flecha].

Hay mdés cruces que revisar, sin embargo. El cruce (D_,S_) de la Fig. 3(b), en
presencia del acoplamiento, se ha deformado, pero sin dar origen a una brecha. Aqui
las ramas concurrentes se “evitan”. Lo denominamos avoiding erossing. No hay aqui
una inestabilidad. No es sorprendente, por cuanto las frecuencias asociadas a este
Cruce SON Wy, = —W ¥ Wy = Wp — &, ¥ por tanto (3.57) no se satisface. Este cruce no
conserva energia y por tanto el acoplamiento es imposible.

Finalmente, el cruce en el origen no cambia cuando conectamos la bomba. Puesto
que en este punto convergen D_ y 54, que dan origen a un acoplamiento en otro cruce
como ya vimos, advertimos que las condiciones (3.55) 6 (3.56), junto con (3.51), por

sf solas no son suficientes para asegurar que exista una inestabilidad, y sera necesario

estudiar cada candidato.
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Fig. 4. Relacién de dispersién ecuacién (3.60). Niimero de onda normalizado,
y = ckfw,, vs. frecuencia normalizada, * = w/w,, para o = 1.5, yo = 0.5,

vsfe=0.5. (a) a=0. (b) a@=0.02

Ahora aumentamos la velocidad del sonido a v,/¢ = 0.5, manteniendo constantes
los otros parametros. Este valor de la velocidad térmica no cumple con la condicién
de ser no relativista, como establecimos en el Cap. 2, pero deseamos tener una idea
de lo que sucederia. El hecho es que nos encontramos con una nueva situacién. En
la Fig. 4(a) se han graficado las raices reales de (3.60) si @ = 0. Aparte del cruce
(D-,5-) que, como en el caso anterior, no genera acoplamiento por no satisfacer
(3.57), tenemos el cruce en el origen entre Sy, Dy y D_, y el nuevo cruce (Dy, Sy).
En presencia de la bomba [Fig. 4(b)] se comprueba que este tltimo es un avoiding
crossing, como esperamos, puesto que las frecuencias de las ramas involucradas no
satisfacen (3.57). Pero en el origen ahora hay una brecha, la cual involucra a Di. En

este caso, pues, la onda bomba decae en dos ondas electromagnéticas, de frecuencias

w1 = wWo +w y whz = wy — w. Esto corresponde entonces a un decaimiento no

O
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Fig. 5. Evolucién de la amplitud para una onda electromagnética que ha

sufrido una inestabilidad modulacional.

resonante, dado por las condiciones (3.56) y (3.58). En este caso, el acoplamiento es
posible gracias a la mediacién de oscilaciones no resonantes.

En particular, el acoplamiento no resonante que hemos observado es una brecha
que abarca frecuencias w < wp, y nimeros de onda k < ky. Recordemos que wy es
la frecuencia con que varia el campo eléctrico de la bomba, de amplitud Ey, mientras
que w es la frecuencia de la perturbacién de esa amplitud. Por tanto, cuando w < wy
el campo eléctrico oscila con dos escalas de tiempo distintas, una mucho mas lenta
que la otra, resultando la forma indicada en la Fig. 5. A este tipo de inestabilidad,
correspondiente a una brecha en la relacién de dispersién que se extiende hasta el

origen [63], se le denomina inestabdilidad modulacional,

El método grafico que hemos explicado nos permite entonces detectar, simul-

taneamente, todos los acoplamientos posibles. Ellos pueden ser resonantes o no

resonantes, segin satisfagan una condicién como (3.57) 6 (3.58), respectivamente.




36

Ademas, distinguimos dos tipos de inestabilidades segiin si la regién de inestabilidad
excluye w = k = 0 (inestabilidad de decaimiento) o si lo incluye (inestabilidad
modulacional). La presencia de inestabilidades modulacionales serd particularmente
interesante, por cuanto éste es el mecanismo propuesto para explicar la variabilidad

observada en la radiacién proveniente de pulsares y niicleos galécticos activos [25, 46].



Capitulo 4

Relacion de dispersion de ondas
electromagnéticas en un plasma de
electrones y positrones

En este Capitulo obtendremos la relacién de dispersién de ondas electromagnéticas
propagandose en un plasma de electrones y positrones, tanto para polarizacién lineal
como circular, incluyendo, en este tltimo caso, la presencia de un campo magnético
externo en la misma direccién de la propagacién de la onda. Para ello, supondremos

que el plasma es descrito por el conjunto de ecuaciones (2.2)-(2.9) y (2.31).

4.1 Polarizacion lineal

Suponiendo que una onda electromagnética linealmente polarizada se propaga a lo
largo del eje z, en ausencia de efectos relativistas, al linealizar las ecuaciones (2.1)-

(2.9) encontramos la solucién:

Ey = E cos(koz — wot)d , (4.1)
B,=B cos(koz — wet)y , (4.2)
p=hg. (4.3)
o ]
|
. |
37
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que satisface la relacion de dispersion
wy = k5 + 2k . (4.4)

Esta onda induce una velocidad transversal en las particulas dada por

. GE . \
U; = _'n;wo sin(koz — wot) . (4.5)

La corriente asociada a esta velocidad transversal modifica la relacién de dispersién
en el vacio y la reemplaza por (4.4).

Cuando se toman en cuenta los efectos relativistas, la componente de la ecuacién
(2.31) perpendicular a la direccién de propagacion de la onda electromagnética plana

puede escribirse en términos del vector potencial de la siguiente manera:

d gy LA
ar (Fg"’a )= Tredt (4.6)
Dados los campos (4.1)-(4.2), se tiene
A = Asin(koz — wot)3 . (4.7)

Suponiendo que la componente longitudinal de la velocidad es mucho menor que

la velocidad perpendicular, la infegracion de esta ecuacién da:

. A g, A\
v; = _?;’L_C [1 —l— (ﬁ) ] - (4.8)

Claramente, considerar efectos relativistas débiles significa |¢;A/me?| < 1, de modo

que, expandiendo la raiz cuadrada, la velocidad transversal estd dada por

iE o,
Vo =~ sin(koz — wot) |1 — 5 sin (koz —wpt)| (4.9)

con

eA el eB

e mewy - mctky (4.10)
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Advertimos asi que el parametro a mide la magnitud de los efectos relativistas so-
bre las particulas {(@? ~ v /c?), ¥y que la primera correccién relativista introduce
términos de orden o?.

La velocidad transversal induce una velocidad longitudinal, év,, a través del
término 7 x B en la fuerza de Lorentz, y, consecuentemente, una perturbacién de
densidad, én. Calcularemos este efecto, usando las ecuaciones (2.2)-(2.3) y (2.31),
como una perturbacién sobre un estado estacionario en el cual la densidad es cons-

tante, ng, v la velocidad longitudinal es vg, = 0. Asi, para cada fluido, tenemos

J ad
—8-;6‘!3:; = —n()“é;é‘vjz ? (411)
d
-5;6}3,, = drre(ény, — 6ne) (4.12)
0 g 1 ) v 3
~dvy, =4 (5Ez +<vj0nBoy ) — 222 (4.13)

Hemos despreciado el factor I en el lado izquierdo de la ecuacién (4.13). En efecto,
si la velocidad longitudinal es mucho menor que la velocidad transversal (lo cual
verificaremos mds adelante), ¥ vor < ¢, entonces ' ~ (1—v, /c?)~Y? ~ 1402, /(262).

Asi, de (4.9) se sigue que en el lado izquierdo de (4.13) habria términos de orden
T'év, ~ [1 + O(E®) + O(EY)] - bv, ,
en tanto al lado derecho los términos son de la forma
8F, + %voxBoy o~ §E, + O(E®) + O(E®) .

Siendo la perturbacién év, <€ vgr x E, el término dominante en el lado izquierdo es

el de orden év,, y en el lado derecho los de orden §E, + O(£?). En definitiva, pues,

debemos despreciar el factor I' y las correcciones relativistas a vg; en (4.13).




40

Escribiendo las ecuaciones (4.11)—(4.13) para cada especie, y combinandolas, en-
contramos
2 L0 2 eF\?
(az— — v ﬁ) énp + wy(n, — On.) = (m_wg) noky cos[2(koz — wot)] , (4.14)
i & 2 eEN\?
(@ — v @) 6ne — w,(6ny — One) = (m_wg) nokg cos[2(koz —wot)] . (4.15)
Es facil ver que estas ecuaciones admiten una solucién oscilatoria inducida por la

onda electromagnética dada por

21,2

— — 2. ™M
dny = bn, = —npor H(oE = o7

cos[2(koz — wot)] ,

de modo que no hay campos eléctricos restauradores (6 E, = 0). La correspondiente
velocidad longitudinal se deriva de la ecuacidén de continuidad (4.11).

En consecuencia, el término @ X B en la ecuacién de fuerza (2.31) implica que
una onda electromagnética de frecuencia wp induce una oscilacién longitudinal de
frecuencia 2wp. Ilste es un efecto no lineal (generacién de arménicos), de orden
a?, que acopla los movimientos transversal y longitudinal de las particulas. Puesto
que es un efecto del mismo orden que las correcciones relativistas débiles, debe ser
considerado en la relacién de dispersion.

Esta onda electromagnética, con su relacion de dispersién modificada por los efec-
tos relativistas, constituye el nuevo estado de equilibrio sobre el cual introduciremos

nuevas perturbaciones, Escribimos pues la densidad en este nuevo “orden cero”:
njo = no + njn = no{l — &?§cos2(koz — wot)]} (4.16)

donde n;j, identifica la perturbacion de densidad debida a la generacién de arménicos
1 H

y la velocidad longitudinal:

Vjoz = 6Vjz = -—azﬂ& cos[2(koz = wot)] , (4.17)
]
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donde
k2
§= 35— - 4.18
57 — i) 1)
Observamos asimismo que §v, o< &2, lo cual es consistente con las aproximaciones
introducidas en la ecuacién (4.13).

La ecuacién (4.18) difiere de la correspondiente expresién en la Ref. [29],

2 2
p wy ~ Wy
2 _ 52
4wy — Wi

Las diferencias surgen porque sus expresiones corresponden a perturbaciones de den-
sidad debidas a generacion de armoénicos en un plasma frio de iones y electrones.
En tal caso podemos despreciar el movimiento de iones y los efectos térmicos, en-
contréndose que § = ¢*k§/(4w] — w?) y, usando (4.4), § = (W — 22)/(4wd — w?).

Esto atn difiere del resultado de la Ref. [29] en el factor 2 en el denominador, pe-

ro ello se explica porque los autores en [29] consideraron la relacién de dispersién

wa = kL +wl.

Combinando las ecuaciones (2.4)-(2.7) encontramos una ecuacién de onda para

el campo eléctrico de la onda:

H? 1 9%\ = 48 -
(@ - ;-é"-a—tz-) E = 77 2. q;n;iv; . (4.19)

Usando las ecuaciones (4.9), (4.16), obtenemos, al orden més bajo en «, una

ecuacion para Fy,:

(62 1 9%

822 2 o2 w2 O

—atgsin(koz — wot) cos[2(koz — wgt)]

2
) By, = —2 s E‘—(‘1 {sin(kgz — wot)

1
--Eaz sin®(koz — wgt)} . (4.20)
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Suponiendo que el campo eléctrico de la onda atin es de la forma (4.1), y puesto

que
sin(¢) cos(2¢) = é-[sin(SgS) —sin(@)} ,
sin®(¢p) = ——i—[sin(3¢v) — 3sin(g¢)] ,

las contribuciones resonantes a (4.20) dan la relacién de dispersién

1
wy = c*kjy + 2] (1 — §qa2) , (4.21)
3 .
¢=7-4 (4.22)

Esta es la relacién de dispersién de las ondas electromagnéticas linealmente polari-
zadas en un plasma de electrones y positrones cuando la generacion de arménicos,
efectos débilmente relativistas y efectos térmicos son incluidos consistentemente.
En la Fig. 6(a) mostramos la relacién de dispersién de la onda bomba, y = cko/w,
versus ¢ = wp/wy, para @ = 0.01, v,/c = 0.1. Las lineas rectas corresponden a los
modos electro-acisticos, y las parabolas a los modos electromagnéticos. En la Fig.
6(b), la misma relacién de dispersion se muestra para o = 0.5. Vemos que, partiendo
de wo = 0 y ks = 0, hay una inestabilidad electrostatica. Sin embargo, como el
parametro pequefio es a, de (4.10) se sigue que, dada una intensidad de la onda
electromagnética, la relacién de dispersion no es vélida para valores de wy cercanos

al origen.

4.2 Polarizacion circular

Ahora consideramos una onda electromagnética circularmente polarizada que se pro-
paga a lo largo del eje z, de modo que los campos eléctrico y magnético a orden cero

estian dados por:

By = Bl cos(koz — wot) + § sin(kez — wot)] (4.23)
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Fig. 6. Relacidn de dispersién de la onda bomba, ecuacion (4.21). Nimero de
onda normalizado, y = cko/w,, vs. frecuencia normalizada, z = wy/w,, para

vyfc=0.1. (2a) a=0.01. (b)a=0.5.

Ey = E[&sin(kez — wot) — § cos(koz — wot)} , (4.24)
k

B=22F. (4.25)
o

En ausencia de efectos relativistas, estas ondas circularmente polarizadas satis-
facen la misma relacion de dispersién que las ondas linealmente polarizadas (4.4), lo
cual concuerda con el hecho de que la polarizacién lineal puede ser obtenida simple-
mente superponiendo dos ondas con polarizacion circular, Pero los efectos relativistas
introducen una no linealidad que destruye el principio de superposicidn, y las respec-
tivas relaciones de dispersién difieren. De hecho, el tratamiento para la polarizacién
circular resulta bastante mas simple que en el caso anterior, debido a que no hay
generacién de armonicos. En efecto, recordemos que la generacién de arménicos se

debe a la presencia del término ¥ X B en la fuerza de Lorentz, donde Besel campo

magnético de la onda y ¥ es la velocidad inducida por la misma onda. Para una

O
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onda circularmente polarizada el campo Ey dado por (4.24) induce una velocidad

transversal

E
;= 9 [£ cos(koz — wot) + § sin(koz — wot)] ,
nwp

Io que, junto con la forma del campo magnético By (4.23), nos da & x B = 0, de
modo que no hay generacién de armdnicos. [En la expresion anterior para ¢ hemos
despreciacio efectos relativistas. Ya discutimos, a propésito de la ecuacién (4.13),
que esto es correcto.]

Puesto que no hay generacion de arménicos, los efectos relativistas sélo se mani-
festaran, al orden de nuestra aproximacion, en la velocidad transversal que la onda
induce en las particulas. De la relacién (4.8), y adoptando para las magnitudes

transversales la notacién
Clro = Cop + iCoy = CeFor=%0%) (' real, (4.26)

encontramos la expresion
B 2
v = A (1 - %) , (4.27)

Las densidades de electrones y positrones son simplemente
njo = N . (4.28)

Para hallar la relacién de dispersion de la onda electromagnética introducimos

(4.23)—(4.25) y (4.27)~(4.28) en (4.19), obteniéndose:
ol
wg - 2k3 + 2w§ (l - ?) . (4.29)

En la Fig. 7(a) mostramos la relacién de dispersién de la onda bomba, y = cko/w,

versus = wp/wy, para a = 0, y en la Fig. 7(b) para o = 0.5.
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Fig. 7. Relacién de dispersién de la onda bomba, ecuacién (4.29). Niimero
de onda normalizado, y = cko/w,, vs. frecuencia normalizada, z = wo/w,.

(a) a=0. (b) a=0.5.

Las relaciones de dispersién (4.21) y (4.29) nos muestran que los efectos relati-
vistas se manifiestan en una disminucién de la frecuencia de plasma efectiva w,. Por
tanto, se pueden propagar ondas electromagnéticas en plasmas mas densos de lo que
se esperaria en virtud de los resultados no relativistas, efecto que ha sido discutido
en la literatura tanto para polarizacién lineal [55] como para polarizacién circular

[64].

4.3 Polarizacion circular, en un plasma magneti-
zado

Si introducimos ahora un campo magnético constante en la direccién z, y conside-

ramos propagacién de ondas electromagnéticas a lo largo de la misma direccién, los
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campos eléctrico y magnético totales a orden cero estan dados por:

By = BJ# cos(koz — wet) + ¥ sin(kez — wot)] + Bo.2 (4.30)
Ey = E[# sin(koz — wot) — § cos(koz — wot)] , (4.31)
B="p (4.32)

Wo

De (4.8), y siguiendo la misma notacién para magnitudes transversales (4.26),

encontramos que esta onda induce una velocidad transversal en las particulas dada

por
v; = iﬁom (1 - %znjf) , (4.33)
ns = ;O—L_‘i—“;: , (4.39)
i = iffi . (4.35)

No hay generacién de arménicos, de modo que las densidades de electrones y posi-
trones son constantes.
Introducimos, pues, (4.30)—(4.33) y (4.28) en (4.19), para obtener la relacién de

dispersién de la onda electromagnética, incluyendo efectos débilmente relativistas:

2
wp = kg +wy D (1 ~ %-q;?) : (4.36)
3

En la Fig. 8(a) mostramos la relacion de dispersién de la onda bomba (4.36).
Hemos considerado wy/wy = 0.5 y o = 0.01. El primer cuadrante corresponde a
ondas de polarizacién derecha, propagandose en la direccién del campo magnético
externo. Las ondas de polarizacion derecha son sostenidas por los positrones y tienen
una resonancia en la girofrecuencia de los positrones, wy = w,. El segundo cuadran-

te corresponde a ondas de polarizacién derecha moviéndose en direccidén opuesta al

campo magnético externo. Estas ondas son transportadas por los electrones y tienen
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Fig. 8. Relacién de dispersion de la onda bomba, ecuacion (4.36). Niimero de
onda normalizado, ¥ = cko/wep, vs. frecuencia normalizada, z = wo/w,,, para

wpfwep =0.5. (a) @ =0.01. (b) = 0.05.

T

una resonancia en la girofrecuencia de los electrones, wy = —

drante corresponde a ondas de polarizacién izquierda, moviéndose en la direccién
del campo magnético. Estas ondas son transportadas por los electrones y la rama
tiene un resonancia en la girofrecuencia de los electrones. El cuarto cuadrante corres-
ponde a ondas de polarizacién izquierda, moviéndose en direccién opuesta al campo
magnético externo, y transportadas por los positrones.

Al aumentar la intensidad de la onda bomba hay una inestabilidad para frecuen-

cias comenzando en una frecuencia de corte wy > wyp ¥ ko = 0. Esto se ilustra en Ia

Fig. 8(b) para a = 0.05.

El tercer cua-




Capitulo 5

Decaimientos paramétricos de una
onda electromagnética en un
plasma de electrones y positrones

Hemos ya establecido la solucién a orden cero, considerando las primeras correcciones
relativistas en la velocidad que la onda electromagnética induce en las particulas.
Abora perturbamos el sistema nuevamente, suponiendo que consiste en electro-
nes, positrones, y una onda electromagnética que satisface la ecuacién (4.21), (4.29)
6 (4.36), segiin corresponda —la onda bomba. Los formalismos en el caso de po-
larizacién lineal y circular son diferentes, pues para polarizacion circular (Sec. 5.2)
el factor I en la ecuacién de movimiento resulta, al orden de nuestra aproximacion,
constante. En el caso de polarizacién lineal (Sec. 5.1) esto no ocurre y, ademds,
hay que considerar el efecto de generacion de armonicos, siendo, por una parte, maés
delicada la distincién de los términos que contribuyen al orden de nuestra aproxi-
macién, y, por otra, menos compactas las ecuaciones en general. Sin embargo, el
agregar un campo magnético cuando hay polarizacién circular (Sec. 5.3) introduce
nuevas complicaciones, derivadas del hecho de que la simetria entre electrones y po-

sitrones desaparece, ya que las especies presentan giros de Larmor opuestos. Hemos

48
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separado los tratamientos en ausencia y presencia de campo magnético. De este mo-
do, aprovechamos la simetria existente en el primer caso, y comprobamos que éste

efectivamente se obtiene como el limite adecuado del segundo.

5.1 Polarizacion lineal

En la solucién a orden cero, los campos estan dados por {4.1)--(4.3), la velocidad por
(4.9), (4.17), la densidad por (4.16) y la relacién de dispersién por (4.21).

Convendra definir:

V = vpp— Ve,
U = Upz + Vez (5-1)
N = n,+n..

Las perturbaciones longitudinales seran ciertas oscilaciones periédicas en la direc-
ci6én de propagacion de la onda bomba [65], en tanto las perturbaciones transversales

tendrén la misma polarizacién que la onda bomba, y podemos por tanto escribir

8C, = Re [Ceit=—en] |
. | (5.2)
50_]_ = Re [C+ez(k+z-w.;.t) _!_C_ez(k_z—w_t)] ,

con
by =ko+k, ko=ko— k",

Wy =W+ w, wo=wy—w.

(3.3)

Siendo vp, una magnitud de orden o2, y v, de orden «, al orden mas bajo,

12,
I‘U ~1 + §'C—2 )
¥y
3
6T o~ c—zo(vgrt?vr + v0.6v;)
1 3vd,

i

c?

— (1 + 5(:—2) (vozbvz + vo,6v,)

12

1
z'z'(vﬂ:csv:v + UOzSUz)
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Asi, puesto que

se tiene

3 2
(lv,) = (1 + 5%) 5vs

2
§(I'v,) = (1+1%9£) v, .

Al perturbar las ecuaciones (2.2)-(2.9) y (2.31) obtenemos:

(5.4)

d . U "
( g T+ o V) 6(T'59; ) + (895 - V)(Tj07Tj0)

q' - 1 . — . —+ ,032 =
- [6E + (85 x Bo+ o 53)] =g Von,  (5.5)

dén; = - o
3? = —V - (no6%; + bn;ijo) , (5.6)
6 . 5E s 47?2 qjﬁnj ’ (57)
J
D 1968
Vx6E = —EW 3 (5.8)
- — 16E
V xéB = —qu(ngﬁuJ + 6n;t0) + — Pl (5.9)

La ecuacion de movimiento perturbada (5.5) corresponde a cuatro ecuaciones
escalares, dos para cada especie, una transversal y una longitudinal. Restando las dos
ecuaciones transversales, sumando las longitudinales, y escribiendo éstas y el resto
de las expresiones escalares resultantes de (5.6)-(5.9) en términos de las definiciones

(5.1), obtenemos:

8 302, G 2 102,
= [(Hi_) 6V] + 00056V + U7 [(Hi_ Vpz

1
- [2615; — ~(8UBoy + 2v,,0z513y)] . (5.10)
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3, 1v%, i, e 29
51 [(1 + 3 zg ) 6U] + '5;('0?036[]) = EE((WB“-” + 20,0,6By) — 6 —6N , (5.11)
0 d
é-t-&N = -—'é';[(no + nph)6U + 6vaoz] 3 (512)
d 1 d
5—6Em =<5 =08, , (5.13)
9 —6B, = ﬂ?[(ng-i- np1 )8V + 6N vy,) + - 1 a E . (5.14)

" B2

Hemos usado el hecho de que las velocidades transversales a orden cero satisfacen
Tpoz = —Uepz [Ver ecuacion (4.9)].

Después de introducir las dependencias espacio-temporales que supusimos para
las perturbaciones longitudinales y transversales [ecuaciones (5.2)], seleccionamos
los términos resonantes en estas ecuaciones. Para las ecuaciones (5.11) y (5.12) esto
significa seleccionar términos proporcionales a e!**~“*); para las otras, eithe=-wst),
Pero de (4.16)-(4.17) y (5.2), el término v,0,6U en (5.11), y los términos nya6U y
§Nvy, en (5.12), no tienen la dependencia requerida. Podemos entonces descartar

estos términos. Combinando las ecuaciones resultantes obtenemos:

2, 8 8 Vo
aat[(1+— 22 )6V] +¥p0: -6V + 8U o~ [( +-—f’-‘1-) vpo,]

1
- ;‘;-[zagz—;(au,eo,,JrzupozaBy)], (5.15)

[ (1 ) e w0 v ), 010
(%a%zi - aa_;) = 4—:6-£ [(r0 + 1ph)8V + 6 Nvgoa] | (5.17)

g ON = ""O; v, (5.18)

?%‘m‘” = igﬁB (5.19)

Hemos reescrito las tres ecuaciones que no se han alterado, para dejar en claro el

conjunto completo de ecuaciones bésicas con que contamos,
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Reemplazando en las ecuaciones (5.15)—(5.17) las dependencias espacio-tempora-
les supuestas para las cantidades a orden cero [ecuaciones (4.1)-(4.3), (4.9), (4.16)-
(4.17)] v las cantidades perturbadas [ecuaciones (5.2})], seleccionando los términos

resonantes y de orden no superior a o, se obtiene

. 3 2 3 T > £ o g
—iWwy (1 + 7 ) Vi + z— (-w+ + kzqk ) V= - (26+ + a“’Ek—(;qb_) ; (5.20)

. 3 2\ .a2(3 wg,,) e(* 2w0~)
w’ (1+4a)V_ 7 \Z _+L gk V+—m 2e~_+ack0qb+ ,  (5.21)

2 ~
[wz(l-l-%—)—vfkllf

. € . E -y BEO § 2) __h* ]
= S|S0+ z(m%) (1-52) s~ )], (522)
b dre 1 N [ eE 3

2oL 2p2y 2 — ZaPeVY it g — Za?

(—wy +ck =T i [no (V+ 5% Q’V_) +2 2 (mwg) (1 3 )] , (5.23)

(_w:2+c2k* 2) 2k*

Are 1 N eFq 3 ,
=i [” (2= geeavs) —ig () (1 5o )] - (5:2)

Observemos que los pares de ecuaciones (5.20)-(5.21) y (5.23)-(5.24) exhiben una

cierta simetria (una ecuacién se obtiene de la otra conjugando e intercambiando
los subindices + y —). Si los coeficientes Vi, by, etc., fuesen reales, podriamos
escribir estos pares de ecuaciones como una sola [66, 67], pero dicha suposicién no
es necesaria.

Por su parte, de la ecuacién de continuidad (5.18) y la ley de Faraday (5.19),

" kU
eL = ——bﬂ: (5.26)

Ck:[-_
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Asi, de las ecuaciones (5.20)-(5.21),

. 2:6 b+ 3 9 b.[_ 1 b*
Vi=— {2k+ 5 (k +55 (5.27)
Vo= e [QE ~3° ( + m)} (5.28)

Reemplazando las ecuaciones (5.25)-(5.28) en (5.22)—(5.24):

1 3 b b
[c k+ wy + 2w, (1 2qa) — wya (4+q)] _k.,. waqk*

1 3 * b
17 e 2 (1= o) e (g ) e oo,

1 N eE, 3 b, b
2 2z 212 — k2—°( _9 2) s AT .
[w (1 + 1" ) :F ] ng M mcwp ! 8" kg + k* (5.31)

(5.29)-(5.31) es un sistema de ecuaciones lineales homogéneas para N, by. Las
contribuciones provenientes de los efectos relativistas estan contenidas en los términos
proporcionales a o®. (De hecho, existen factores proporcionales a Ey que podriamos
haber escrito como «, pero no lo hicimos para hacer explicito que ellos estarian en
las ecuaciones aun en ausencia de efectos relativistas.) Anulando el determinante
de tal sistema de ecuaciones para que existan soluciones no triviales, obtenemos la

siguiente relacién de dispersiéon no lineal:

0 [D.,.Du - wla G + q”) (Ds + D_)]

—l—;w e o [( — §a2) (Dy + D) —~4w§a2§] , (5.32)

4
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donde 1
Dy = Ak —wi 4 207 (1 - §q042) ,
D_ = Ak?—w? 427 (1 ~ %qaz) , (5.33)

5 = (1 + :i—a?) —v2k? .

Claramente, cnando a = 0, D = 0 y § = 0, lo cual corresponde a las ondas
electromagnéticas y los modos electro-acisticos. Hay dos modos electro-acisticos,
uno propagandose en la direccién de la onda electromagnética, y el otro en la direccién
opuesta. Cuando a # 0, los modos se acoplan. Una condicién necesaria para el
acoplamiento de ondas es (3.51), donde w, y wp son las frecuencias de las ondas
hijas. En la Seccién 6.1 estudiaremos numéricamente la relacién de dispersién (5.32)
y los acoplamientos de que ella da cuenta.

Observemos que hemos obtenido la relacién {5.32) reteniendo, en cada paso de
nuestros calculos, efectos relativistas al orden més bajo, es decir, o®. Ello es cierto
rigurosamente hasta las expresiones (5.29)-(5.31). Sin embargo, en (5.32) hemos
dejado algunos términos de orden mayor sélo para escribirla en términos de cantida-
des que tengan una interpretacién fisica inmediata, como S, Di. Cuando hagamos
calculos con estas expresiones, nos limitaremos a valores de a suficientemente pe-
quefios para que los términos de orden superior no contribuyan.

Notemos también que « no sélo mide los efectos relativistas, sino también la pre-
sencia de la onda bomba, de modo que el limite no relativista no puede corresponder
a hacer @ = 0 en (5.32). Lo correcto es despreciar los términos de orden cuadratico

o superior en « en las ecuaciones (5.29)-(5.31). Al calcular la relacién de dispersién

correspondiente al sistema de ecuaciones resultante, obtenemos

P

1
0=5D,D_+ §w2a2c2k2(0+ +D_), (5.34)
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y las definiciones de Dy y S son (5.33), con a = 0. [Se trata de la misma relacién de
dispersién (3.60) que estudiamos numéricamente, a modo de ejemplo, en el Cap. 3.]
Comparando las expresiones (5.34) y (5.32) podemos identificar las contribuciones

relativistas a ésta.

La relacidn de dispersién (5.32) difiere del resultado dado en la Ref. [29] en varios
aspectos. Su méiodo es similar al nuestro, pero escriben sus expresiones en términos
del vector potencial en vez de los campos magnético y eléctrico. Para comparar
su método y resultados con los nuestros hemos repetido nuestros calculos, ahora en
términos del vector potencial.

Primero, las ecuaciones (25), (26) y (38) de la Ref. [29], suponiendo (sin pérdida

de generalidad) Ag teal, se pueden expresar como

1 ;1 i X !
(D+ - Ewgqa“z) A — 3 2ga?6A* = —wl6NA (1 - anz) ) (5.35)
1 1 i v 1
(D_ _ 5 gqaz) 6‘Aﬂ= — 5 gqazﬁA — -——wstsNA (1 —_ an?) N (5.36)
~ 2 -~ e
(o — 28N = (=) AR+ 84 . (537)

Ahora bien, ellos definen, como nosotros, Dy tal que Dy = 0 es la relacién
de dispersién lineal de ondas electromagnéticas de frecuencia wy. Sin embargo, su
relacién de dispersién es incorrecta y deberia ser (4.21). Pero hay diferencias mas
alla de estas definiciones.

Notemos, en primer lugar, que nuesiras cantidades estan relacionadas con sus

equivalentes en la Ref. [29] a través de:

b -

—+ — 54, (5.38)
ki

b .
Sy (5.39)

=
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5 6N, (5.40)

consistentes con V x A = B y las respectivas definiciones de las transformadas de
Fourier y las perturbaciones de densidad y del potencial.

Una vez en cuenta esto, podemos ver que el tratamiento de la Ref. [29] da valores
erréuneos para los factores relativistas en todos los términos en (5.35)~(5.37). Estas
diferencias surgen de diversos puntos en su fratamiento, donde los efectos relativistas
no son incluidos adecuadamente (en la siguiente enumneracién nos referimos a la

rotulacién de las ecuaciones en la Ref. [29]):

1. La ecuacién (13) no es la densidad de corriente correcta para polarizacién
linéal; no se puede obtener a partir de las correspondientes expresiones para
la velocidad de las particulas (incluyendo efectos débilmente relativistas) y las

perturbaciones de densidad debidas a generacion de arménicos.

2. Después de la ecuacién (14) para la dependencia temporal del vector potencial,
se afirma que, despreciando términos no resonantes, A2 = (1/2)4, - A%, v es
ésta la expresién que se usa cnando quiera que o aparece. Pero algunos de los
términos que se desprecian si dan contribuciones resonantes a las ecuaciones

de onda.

3. La ecuacién (31) para la velocidad de las particulas en la direccién longitudinal
es también incorrecta, pues ignora efectos relativistas. Estos efectos agregan
un factor T’ en el lado izquierdo, el cual, cuando se expande a primer orden
en o?, modifica el término w? a w?(1 + &?/4). Ademds, el término de fuerza

ponderomotriz deberia incluir efectos relativistas. En efecto, éste proviene del

término ¥ X B en la fuerza de Lorentz, e incluir correcciones de primer orden
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para ¥ lo cambia a

— 2 2 —
Fo=— {1—%(L) Azlwﬁ.

2me? mect

El término en paréntesis cuadrados falta en la Ref. [29].

Si se tienen en cuenta todas estas observaciones, y se procede siguiendo el método
de la Ref. '[29], se obtiene la relacién de dispersién a orden cero (4.21), y las ecuaciones

(5.35)—(5.37) son reemplazadas por:

[D+ — wla? G + q)] 64 — w2qa?s A" = —w2N A (1 _ -2—(12) , (5.41)
[D_ —wlo? G 1 q)] §A — wlqa?6A = ~wl6N A (1 - -:-az) ; (5.42)

1 2\ 2 22] ”_1(3)22( 32) T
[(l+4a )w |68 =2 () Ba(1-Sa) (6A 4647 . (5.43)

Teniendo en cuenta las identificaciones (5.38)—(5.40), las ecuaciones (5.41)—(5.43)
son exactamente equivalentes a nuestras ecuaciones (5.29)-(5.31) y, por tanto, dan

la misma relacién de dispersién, ecuacién (5.32), que obtuvimos usando un método

independiente.

5.2 Polarizacion circular

En este caso, para la solucién a orden cero los campos de la onda estdn dados por
(4.23)—(4.25), la velocidad de las particulas por (4.27), la densidad por (4.28) y la
relacién de dispersién por (4.29).

Definimos, andlogamente a (5.1),

V = 'Up_L — Vel ,
U = vy + ez, (5.44)
N = n,+n..




58

Hemos introducido aqui la notacion
Cp = Cy +1iCy (5.45)

para las magnitudes transversales. Estas, a orden cero, vienen dadas por (4.26), en
tanto las perturbaciones longitudinales y transversales tendran la forma:
6C, = Re [éei(kz“”t)] ,
: ) (5.46)
§C, = C+et(k+z—w+t)'+ c_ eilh—z—w_t} ,
respectivamente, con ki y wy dados por (5.3).

Las expresiones (5.4) se modifican en el caso de polarizacién circular. Al orden

mas bajo,
_1_ Vig¥Ulg

I‘g’_‘.’1+2 2

(a diferencia de lo que ocurre para ondas polarizadas linealmente, I'y es independiente

del tiempo, lo cual simplifica considerablemente los célculos posteriores) y
I13
o' ﬁ(mgﬁvi + dvi1v7,)

1 3v10v]
(1 + _M) (’UJ_U(S'Uj_ + 6'0_1_'010)

= 92 2 2
1 » -
o~ ﬁ(v_m(?vj_ + v v7,)
Puesto que
§(I'v;) = 6Twg; + Tobv; i==z,y, 2,
obtenemos

* 2
§(T'v) + i6(Tv,) = (1 n 5%;—’&2) os + 22601
o (5.47)
_ 2 VL0010
§(Tv,) = (1 +57 2 )6vz .

Consideramos ahora las ecuaciones perturbadas (5.5)-(5.9). Construimos, a par-

tir de sus componentes z e y, ecuaciones para las magnitudes transversales de la forma
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(5.45), y escribimos las ecuaciones escalares resultantes (longitudinales y transversa-

les), en términos de las definiciones (5.44). Se obtiene:

d Vp1o¥p10 192, * 0 1 vpiovp10

- L (2513 L+ EesUBm) , (5.48)
m C

d lva..Uv;_Lﬁ
a[(lﬁ—g i) 5y

= —5;%(%631 —~ V8B, + 6VB;, — §V*Byg) — E%%W ;  (5.49)
%m = —nogw , (5.50)

255, ~ 1253, @31

.33_25& = —ii“-zﬁ(noév + 6Ny 1) —~ é%‘sE.L : (5.52)

Combinando estas ecuaciones podemos escribir (5.49) y (5.52) en la forma:

[62 (1 + lv”“w;“’) 2 ] 5U

otz 2 ¢ * dz2
19
= _iﬁa(mm ~ Vgb6B, + VB, — 6V*Biy) , (5.53)
192 Amre §
(—ca--é-t—z — @) 6B_|_ = Z_c—"g; (nU(SV + 6val0) . (5'54)

Nuestro nuevo conjunto de ecuaciones fundamentales es (5.48), (5.50)-(5.51) y
(5.53)-(5.54). Reemplazando en éstas las dependencias espacio-temporales supuestas

[ecuaciones (4.26), (4.27), (5.46)], y seleccionando los términos resonantes, se obtiene

2
2
—iwy [(1 + o)V + %Vg] = "T"E‘C:{: , (5.55)
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2 ~
[wz (1 + 92—) — v?kz} u

e 1 .
= = w[BW -V ( ) (1-30%) 6 =5s)] , (556)
b dwe N / eB 1
o 22y AV _1a
(—ws + k) 5 L (mckg) (1 2% )] : (5:57)
b* 4me N/ eB 1
g2 27,2 = e " - -
(-~ 4 kL )czk’i c [’noV + 2 (mckg) (1 g% )] ’ (5:58)
N= no-k—U— : (5.59)
53]
_ b
ex = —i— Tl (5.60)

Asi, de las ecuaciones (5.55) y (5.60),

2e [ by o f bs lbi*
Vi = [L:h o:( +35)] - (5.61)

Reemplazando las ecuaciones (5.59)-(5.61) en (5.56)-(5.58):

b b ,B1N 1
22 2 2 A2 __j_l‘__ 2 2___-_—______ -
|82 —w? +202(1 - o?)] e S (1 20:) . (5.62)
b B1N 1
21x2 %2 201 _ 2 Wil = P[] — Za?
[ B — w4+ 205(l — e )] R Sy (1 2a) , (5.63)
1 N eB 1 by b
2 So2) 220 2 2 AN B
[w (l + za) vk ] o ka T (1 5% ) (k+ + k‘_‘,) . (5.64)

Nuevamente encontramos un sistema de ecuaciones lineales homogéneo para N
y b [(5.62)-(5.64)], y en el cual las contribuciones relativistas estdn contenidas en
los términos proporcionales a a?. [Como en las ecuaciones (5.29)-(5.31), no hemos
escrito factores B como « cuando dichos factores estén presentes aun despreciando
los efectos relativistas.] Anulando su determinante resulta la siguiente relacién de

dispersion no lineal:

0=S8[DsD. — (Dy + D )wl®| +wie?B? (1 — *)(Dy + D) (5.65)



61

donde 1
Dy = @ —uf+22(120?),
1
D = c2k12—w:2+2w§(1—§a2), (5.66)
1
s = wz(l + 5052) — v2k? .
Si a = 0 de la relacién de dispersion se tiene que D = 0 (ondas electro-

magnéticas) y S = 0 (modos electro-acisticos, uno propagindose en la direccién
de la onda electromagnética, y el otro en la direccién opuesta), que se acoplan si
« # 0 y se satisface (3.51). Presentaremos el estudio numérico de (5.65) y los aco-
plamientos que describe en la Sec. 6.2,

Como hicimos para una bomba linealmente polarizada [ecuacién (5.32)], hemos
retenido en la relacién de dispersion final factores de orden superior en « para poder
escribirla en términos de cantidades con interpretacion fisica (Dy, S). Si todas las
contribuciones relativistas (en la fuerza ponderomotriz y en el factor I' de la ecuacion
de movimiento) se ignoran [o, equivalentemente, si se desprecian los términos de

orden o o superior en (5.62)—(5.64)], se obtiene la relacién de dispersién
0=28D,D_ +uwla’Pk* (D + D), (5.67)

donde Dy y S estan dados por (5.66), con o = 0, resultado que nos permite identificar

las contribuciones relativistas en (5.65).

La relacion de dispersion (5.65) difiere del resultado de la Ref. {29]. Para comparar
sus resultados con los nuestros escribimos ahora las ecuaciones (25), (26) y (38) de

la Ref. [29] para polarizacién circular. Esto equivale a hacer ¢ = 1 en (5.35)-(5.37):

e ]_ -~ -~ 1

(D.;. - %wgaz) 6A — Ewgazé./-l* = —wgﬁNA (1 - Zaz) ) (5.68)
~ 1 . . 1

(o) heik=gota (L) o
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e

-~ 2 ~ ~
(@? — vIK?)SH = (E) ARP(SA + 647 . (5.70)

Por su parte, las relaciones (5.38)-(5.40) entre nuestras cantidades y las de la
Ref. [29] siguen siendo vélidas.

Pues bien, como en el caso de polarizacion lineal ya discutido, el tratamiento en
la Ref. [29] no incluye los efectos relativistas adecuadamente. Los problemas son los
mismos enumerados en la pag. 56, salvo por el punto 1 [la expresién (13) en la Ref.
[29] es correcta para polarizacién circular]. Pero, por otra parte, hay que emplear
con cuidado la definicién de la amplitud del potencial A, en la relacién (14) de [29].
En efecto, si A(7,t) es la amplitud del potencial, tal como la entendemos de una

expresién como (4.23), entonces se puede escribir

—

A=

b =

|eFom= D A(F,1)(& — i) + A™(7,2)(& + ag)e om0

Si definimos A, = A(% — i§), recuperamos la expresién (14) de [29], pero términos
de la forma A, - A‘s serdn 2 veces el valor de la amplitud real de ia bomba. Esto
modifica algunos factores numéricos en las expresiones siguientes.

Teniendo en cuenta estas observaciones, hemos repetido nuestros calculos en
términos del vector potencial, usando la notacién de la Ref. {29] y siguiendo su
procedimiento, incluyendo adecuadamente efectos relativistas. Entonces se obtie-
ne la relacién de dispersién a orden cero (4.29), y las ecuaciones (5.68)—(5.70) son

reemplazadas por:

(Dy —wla?) 64 — w2084 = —u26NA (1 - ) (5.71)

t\D]i—i le

(D- - w2e) 64" — w2a?6A = ~u26R A (1

) (5.72)
[(1 + %az) W = vfk2] SN = (-n%)z A (1 - %az) GA+647).  (5.713)
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Teniendo las identificaciones {5.38)—(5.40) en cuenta, las ecuaciones (5.71)—(5.73)
son exactamente equivalentes a nuestras ecuaciones (5.62)—(5.64) v, por lo tanto, dan
la misma relacién de dispersién, ecuacién (5.65), que obtuvimos usando un método

independiente.

5.3 Polarizacién circular, en un plasma magneti-
zado

En este caso hay un campo magnético constante en la direccién z. Con ello, a orden
cero, los campos quedan dados por (4.30)—(4.32), la velocidad de las particulas por
(4.33), la densidad por (4.28) y la relacién de dispersién por (4.36).

Mantenemos las definiciones (5.45)—(5.46), en tanto que el resultado (5.47) para
6(T'7) sigue siendo valido.

Las ecuaciones perturbadas (5.5)—(5.9) toman la forma:

0 vilo 0 19100
En {61’33- (1 + 'JC—") + 6v;, ;;0] + (5sz5—£ [‘Uj.LO (1 4 220 2 'LO)}

o] o

d 1951070 Q’J[
ATARTAER Ry

1 “ 20
+5-(6v7 Buo — 80;1. Bl + 0510 B1 — UJLU(SBL)] ”Z —bn; . (5.75)
a a
-(,ﬁénj - —‘noa_z'évjz ’ (576)
b%éE" = dwe(bn, — bn.) , (5.77)
0 0

-8B, = iaaBL : (5.78)

7] 4Te 10
—a;tsB_L = mz—[no(&vp_;_ - 6Ue_|_) + 6npva_g c‘inevem] —_ —atsEJ_ (579)
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Notemos que, para una onda bomba de polarizacién dada, y a diferencia de lo que
ocurre en ausencia de campo magnético, las velocidades de electrones y positrones, a
orden cero, no tienen igual médulo [ver (4.33)]. Esto nos obliga a escribir ecuaciones
separadas para cada especie, en vez de obtener ecuaciones simples para cantidades
como (5.44).

Combinando (5.74)-(5.79) podemos reescribir (5.75) y (5.79):

= %% [6Ez + éi—c(av;le — §v;1 Blo + v5.106B1 — v,-maB;_)] ,(5.80)

19 & Ame 0
c Oz

;@ - 5;5 B_L =i— [ng(ﬁva_ —_ 6’!131_) + 6’!’2;,’03,_1_0 - Snevem] . (5.81)

Introducimos ahora las dependencias temporales (5.46). De la ley de Faraday (5.78)

¥ la ecuacién de continuidad (5.76) se sigue que

Y
et = —i— e (5.82)
. k;
fi; = no—* . (5.83)

Ademds, de la condicién de cuasineutralidad de cazrga, én, = én., y (5.83):
By = . . (5.84)

Usando las ecuaciones (4.26), (4.33), (5.46) y (5.82)-(5.84), en las ecuaciones
(5.74), (5.80)—(5.81), obtenemos:

*

1
[(1 + oy} Jwy ~ wcj] v+ T [5027??%] Vi

1¢;Bwe; ( 1, 3)]~ _ % by
_ [2 e oo (1= 303 | = JEan t . (5:89)
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[5027132 :] vis + |(1+ Pt — wc:] vj-

1g; B w; 1 ;Lo
— [—-q’—ﬂnj (1 — —-aznf)] B; = L= (5.86)

2 mc wo 2 me ~k*’

(Czki - wi)b.*_ = ——47rcek+ng {'Up+ — Vet
1%k3, eB 1 1
5 [ (L 50+ (1= §a2’?3)]} ) (5.89)

(PR — 2B = —dmeek®ng {'u* —

p— = Ve

1k%, eB 1 1
+ = 5 wp — [np (1 - §a2ng) + e (1 — Eaznf)]} . (5.89)

Las contribuciones relativistas se encuentran en los términos cuadraticos en a en

estas ccuaciones. (Los términos proporcionales a B que no hemos escrito como «
estarfan presentes aun despreciando los efectos relativistas.) Al anular el determi-
nante del sistema de ecuaciones lineales (5.85)-(5.89) para las variables &, v v b4,

se encuentra la siguiente relacién de dispersion no lineal:
0 = F1+ F2_ - F2+ Fl._. » (5.90)

donde Fii y F3+ se definen en el Apéndice A.
Cuando « = 0, (5.90) se reduce a

0=S,S.DyD_ , (5.91)
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donde

Sy = S = w?—vlk?,

Ly Wy
Dy = &k} —wi+u) + ,
Wy — Wep Wi — Wee

(5.92)

D_ = czkfz——wiz-i-wg( ol - il )

Wo —wep W — e
Las soluciones Dy = 0y 5, = 5. = 0 corresponden a las ondas electromagnéticas
y los modos electro-acisticos, respectivamente. Hay cuatro modos electro-acisticos,
dos propagandose en la direccién de la onda electromagnética, y los otros en la
direccion opuesta. Cuando o # 0, los modos se acoplan, siendo una condicién
necesaria para que esto ocurra que se satisfagan las condiciones de resonancia (3.51).
Los acoplamientos resultantes seran estudiados numéricamente en la Sec. 6.3.

Para el caso de un plasma no magnetizado (Bo, = 0, we; = 0, 7; = 1), la ecuacién

(5.90) se reduce a
0= 8[D,D_ — (Dy + D_)wio’] + wie’ck*(1 — o*)(Dy + D), (5.93)

con Sy Di dados por (5.66), lo cual corresponde a la relacién de dispersién (5.65)

ya obtenida.



Capitulo 6

Decaimientos no lineales

Ahora resolveremos las ecuaciones (5.32), (5.65) y (5.90) graficamente, usando el
meétodo introducido en la Sec. 3.3 y derivado por primera vez por Longtin y Sonnerup

[63] (ver también [68-73]).
6.1 Ondas linealmente polarizadas

Escogemos un valor para la frecuencia de la onda bomba (2o = wo/w, = 1.5}, y con
la ecuacion (4.21) determinamos el correspondiente nimero de onda, kg, para o = 0
(yo = ckofw, = 0.5). Los otros parametros se indican en la Fig. 9.

Dibujamos la relacién de dispersién, ecuacién (5.32), en términos de z = w/w,
vs. y = ckfw,. Hay cuatro lineas correspondientes a las cuatro soluciones reales
de Dy = 0 [ver ecuacidn (5.33)], rotuladas en la Fig. 9(a) como D, y dos lineas
rectas simétricas respecto al origen, correspondientes a los modos electro-acisticos
(soluciones de § = 0), uno propagandose hacia atrds respecto a la onda bomba
(S-), y €l otro en la misma direccion que la onda bomba (S;). En total, 6 lineas,

coincidiendo con el grado en w y k de la ecuacién polinomial (5.32).
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Fig. 9. Relacién de dispersién no lineal, ecuacién (5.32). Nimero de onda

normalizado, y = ck/w,, vs. frecuencia normalizada, ¢ = w/w,, para o = 1.5,

Yo = 0.5 y vs;/c = 0.1.

de la Fig. 9(a) para o = 0. (d) Igual que la Fig. 9(c), para o = 0.03.
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Hay diversos cruces entre las lineas. Estos son, de izquierda a derecha, un cruce
entre (D_, S_), otro en el origen entre D_, Dy, S_ y Sy, y uno entre (D, ;).
[La Fig. 3(b) es una ampliacién de la zona de interés en la Fig. 9(a). Aunque la Fig.
3(b) se obtuvo sin considerar efectos relativistas, cuando & = 0 los resultados coin-
ciden.] Algunos de estos cruces —aquéllos entre modos cuyas frecuencias satisfacen
la relacién (3.51)— pueden dar lugar a acoplamiento de ondas cuando « # 0. Con el
objeto de determinar si los cruces en la Fig. 9(2) conducen o no a un acoplamiento,
encendemos la onda bomba. Asi, tomando para la onda bomba un valor & = 0.01,
obtenemos la Fig. 9(b). (D_, S_) resulta ser un avoiding crossing, no pudiendo ge-
nerar un acoplamiento por no conservar energia. El siguiente cruce, a saber, el cruce
entre (D_, S,), conduce a acoplamiento. En efecto, en este cruce hay ahora una
brecha. Estamos aqui en presencia de una inestabilidad de decaimiento ordinaria,
donde la onda bomba decae en una sideband wave de frecuencia w_ (una solucién
de D_ = 0) y un modo electro-acistico, 55, de frecuencia w.

Luego, en la Fig. 9(c) investigamos el cruce en el origen de la Fig. 9(a), para
a = 0. En la Fig. 9(d) la amplitud de la onda bomba ha sido aumentada a o = 0.03.
En el cruce (Dy, D_) ahora hay una brecha. Esta brecha, que se extiende hasta el
origen, es una inestabilidad modulacional. En este caso, se trata de un decaimiento
no resonante de la onda bomba en dos sideband waves, de frecuencias wy. y w_. Este
decaimiento es escencialmente electromagnético, pero es mediado por oscilaciones de
plasma que no son modos normales del sistema [74] y es de orden mas alto (a*).
Los decaimientos que involucran un modo eleciromagnético y un sonido, en cambio,

?. Hay una segunda inestabilidad modulacional que

son resonantes, y de orden «
parece debida a un acoplamiento entre (S, S_). Sin embargo, éste es un resultado

de combinaciones de una inestabilidad modulacional de batimiento entre S_ y D, y
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Fig. 10. Igual que la Fig. 9, para ©o = 1.5, yo = 0.5 y v,/c =0.5. (a) a = 0.
(b) @ = 0.08.

una inestabilidad modulacional resonante entre 5, y D_.

En el caso en que la temperatura del plasma se aumenta a v,/c = 0.5 [Fig. 10(a)],
hay cruces entre (D_, 5_), (D4, St), y uno en el origen. En la Fig. 10(b) hemos
aumentado la amplitud de la onda bomba a a = 0.08 con objeto de mostrar que los
cruces entre (D_, S_) y (D4, S4) son ahora avoiding crossings. Es fcil ver que para
vy < ko fwo (cko/wo es el valor de la pendiente con que las curvas Dy = 0 llegan al
origen), S siempre cruzard D_. [Fig. 9(a)], dando as{ origen a una inestabilidad de
decaimiento. Cuando v, > ¢*kg/wyp, por su parte, S cruzard Dy [Fig. 10(a)], dando
lugar a un avoiding crossing cuando la bomba es activada. En la Fig. 10(c) hemos
ampliado la zona del origen para a = 0. En la Fig. 10(d) aumentamos la amplitud

de la onda bomba a o = 0.01. Hay una inestabilidad modulacional entre (D_, D),

la cual es principalmente eleciromagnética, en el sentido que la onda bomba decae en

dos sideband waves, a través de oscilaciones de plasma no resonantes. Si continua-
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mos aumentando & = 0.05, de la Fig. 10(e) se sigue que hay una nueva inestabilidad
modulacional entre (S5, D_). Esta dltima es una inestabilidad modulacional ordi-
naria, en la cual la onda bomba decae en un modo electro-acistico y una sideband

wave. Esta inestabilidad estd siempre presente para v, > c?ko/wy.

Comparemos estos resultados con los obtenidos en ausencia de efectos relativistas.
La relacion de dispersi6n correspondiente, ecuacién (3.60), ya fue analizada en la Sec.
3.3, Figs. 3 y 4. Observamos que los mismos cruces y decaimientos estan presentes
en ambas situaciones, salvo que, en ausencia de efectos relativistas, la inestabilidad
modulacional sélo estd presente si v; > c?ky/wp. Los efectos relativistas introducen
pues esta inestabilidad también para velocidades del sonido bajas. Ademas, alteran
el caracter de ella para velocidades del sonido altas, como se aprecia al comparar la
Fig. 4(b) (cuya estructura simple se mantiene al aumentar «), obtenida en ausencia
de efectos relativistas, con la Fig. 10(e), correspondiente a la relacién de dispersién

en presencia de ellos.

Para estudiar la dependencia de los decaimientos paramétricos en la frecuencia
de la onda bomba, ponemos wo/w, = 2 y v,/c = 0.1. En la Fig. 11(2) la estructura
de los cruces se muestra para o = 0. Son los mismos que en los casos anteriores,
excepto que la escala es ahora mucho mayor. En la Fig. 11(b) la amplitud de la onda
bomba ha sido aumentada a o = 0.05. Como antes, hay un avoiding crossing entre
(8-, D.) y una inestabilidad de decaimiento entre (S, D_). En la Fig. 11{c) hemos
ampliado la zona del origen. Como antes, hay dos inestabilidades modulacionales,
una de ellas escencialmente electromagnética entre (Dy, D.), las que se muestran
en la Fig. 11(d). Para v, > ¢%ky/wq, hay una nueva inestabilidad modulacional del

tipo decaimiento. Esta se ilustra en la Fig. 11(e) para v;/c = 0.8 y « = 0.1. En
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Fig. 11. Igual que la Fig. 9, para 20 = 2, yo = 1.414 y v,/fe = 0.1, (a) @ =0.
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suma, se tiene el mismo comportamiento de inestabilidades y avoiding crossings que
para menores valores de la frecuencia [Fig. 10].

Finalmente, en la Fig. 12(a) aumentamos la frecuencia de la bomba atin maés,
a wo/w, = 4, con v,fe = 0.1 y a = 0. De las Figs. 12(b) y 12(c) se sigue que los
decaimientos son los mismos que en los casos anteriores, salvo que la inestabilidad
modulacional desaparece, quedando en su lugar una inestabilidad escencialmente
electromagnética entre (Dy, D_). La inestabilidad modulacional desaparece, pues,
para valores suficientemente grandes de la frecuencia de la bomba. Sin embargo, la
Fig. 12(d) muestra, al compararla con la Fig. 11(d), que al aumentar (dentro de cierto
rango} la frecuencia de la bomba, la brecha en el origen entre (Dy, D.) crece. En

otras palabras, el sistema es mucho mas inestable modulacionalmente para mayores

frecuencias de la onda bomba.
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rango de inestabilidad modulacional al bajar la frecuencia de la bomba.
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6.2 Ondas circularmente polarizadas

Ahora resolvemnos numéricamente la ecnacién (5.65). Este es un polinomio de sexto
orden en z = wfw, y y = ck/w,, de modo que el grifico de sus soluciones deberd
contener seis lineas. Tomando para la onda bomba una frecuencia ¢ = 1.5 con el
correspondiente nimero de onda o = 0.5 [ver ecuacién (4.29)], las soluciones para
a = 0 se muestran en la Fig. 13(a).

Cuatro lineas corresponden a Di = 0 [rotuladas Dy en la Fig. 13(a)] y las
dos lineas rectas simétricas respecto al origen son los modos electro-acisticos, uno
propagéndose hacia atrds respecto a la onda bomba (5_), y el otro en la misma
direccién que la onda bomba (S,.). Hay varios cruces en la Fig. 13(a). En la Fig.
13(b) hemos aumentado la escala para estudiar los cruces que, para « # 0, pueden
conducir a acoplamientos. En la Fig. 13(c) hemos puesto a = 0.01. Vemos que en
algunos cruces ahora hay brechas, indicando la existencia de inestabilidades. El cruce
(D-, S-) se ha convertido en un avoiding crossing, como deberfa, pues no conserva
energia. La brecha entre (D_, S;) es una inestabilidad de decaimiento ordinaria.
Con el objeto de estudiar lo que sucede en el origen, en la Fig. 13(d) hemos reducido la
escala atin mds y hemos puesto a = (.03. Hay varias inestabilidades modulacionales.
Hay una inestabilidad modulacional escencialmente electromagnética entre (D, D_)
y otra inestabilidad modulacional, combinacién de una inestabilidad modulacional
de batimiento entre (S_, D) y una inestabilidad modulacional resonante entre (S,
D_).

El comportamiento de los cruces es pues andlogo a lo observado para polarizacién

lineal (Fig. 9).
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Fig. 13. Relacién de dispersién no lineal, ecuacion (5.63), y = ck/w, vs. z =
w[wy, para zg = 1.5, yo = 0.5 y v;/fc = 0.1. (a) a=0. (b) Igual que la Fig.
13(a), pero mostrando sdlo los cruces en ella. (c) a = 0.01. (d) Ampliacién

del origen de la Fig. 13(c) para o = 0.03.
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En la Fig. 14(a) hemos aumentado la velocidad del sonido a v,/c - 0.5. Nueva-
mente vemos varios cruces para a = 0. En la Fig. 14(b) hemos puesto o = 0.08. Sélo
hay una inestabilidad modulacional electromagnética no resonante entre (D, D_).
En la Fig. 14(c) hemos aumentado la regién del origen para o = 0.04, con el objeto
de ver la estructura detallada en esta zona, comprobandose que hay ademds una
inestabilidad de decaimiento debida al acoplamiento entre (D_, S;). Para valores
mds grandes de la intensidad de la bomba, vemos, de la Fig. 14(d), que hay otra
inestabilidad modulacional. Este comportamiento es similar al descrito en la Fig. 10

para polarizacién lineal.

Comparemos con los resultados no relativistas, La relacién de dispersién en este
caso es (5.67), que es igual (salvo un factor numérico) a la relacién de dispersién
no relativista para polarizacién lineal (3.60). Por tanto, el andlisis numérico de los
acoplamientos deberia dar resultados analogos a las Figs. 3 y 4, y asi es en efecto.
Asi pues, como en el caso de polarizacién lineal (Sec. 5.1), las diferencias entre
los casos no relativista y débilmente relativista se encuentran en las inestabilidades
modulacionales. Debido a los efectos relativistas tales inestabilidades también se
presentan cuando la velocidad del sonido es baja [v, < ¢*ko/wo; comparar Figs. 3(c) y
13(d)] mientras que, cuando vs > c%ko/wy, la estructura de las mismas es modificada
[ver el cardcter simple de la Fig. 4(b), sin introduccién de efectos relativistas, en

contraste con la Fig. 14(c)].

La Fig. 15 muestra una situacién similar a la de la Fig. 13, pero la frecuencia de
la onda bomba ha sido aumentada a zo = 2 (yo = 1.414), con v,/c = 0.1. No se
aprecian muchas diferencias respecto a lo observado para frecuencias mas bajas. La

Fig. 15(a) corresponde a o = 0 y la Fig. 15(b) a o = 0.03. En la Fig. 15(c) hemos
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Fig. 14. Igual que la Fig. 13, para 20 = 1.5, o = 0.5 y v,/c = 0.5. (a) o = 0.
(b)) a=10.08. (c)a=0.04. (d) a=0.2.
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Fig. 16. Igual que la Fig. 13, para 2o = 4, 4o = 3.742 y v,/c = 0.1. (a) a = 0.
(b) & = 0.03.

aumentado el origen para mostrar que hay dos inestabilidades modulacionales.
También hemos investigado valores mas altos de la frecuencia de la onda bomba.
La tnica diferencia con los casos previos ocurre alrededor del origen. En la Fig.
16(a) hemos puesto 2o = 4 (yo = 3.742) y & = 0. En la Fig. 16(b), o = 0.03.
Hay una nueva inestabilidad escencialmente electromagnética entre (D, D_): como
sucede para polarizacién lineal [Fig. 12(c)], la inestabilidad modulacional en el origen

desaparece al aumentar la frecuencia de la onda bomba.

6.3 Ondas circularmente polarizadas, en un plas-
ma magnetizado

En esta seccién resolvemos la ecuacién (5.90) numéricamente. Para ello, escogemos
un valor para la frecuencia de la onda bomba, z¢ = wy/w., = 0.5, ¥ con la ecuacién

(4.36) determinamos el correspondiente nimero de onda, yo = cko/w,p, para o = (.

0.10
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En la Fig. 17(a), mostramos las soluciones de la ecuacién (5.90) (z = w/fw,, vs.
y = ckfwy,) para wyfwy =1, v,/fe = 0.1 y a = 0. Con estos valores, yo = 0.9574.

Hay 8 lineas en la figura que corresponden a las 8 soluciones reales de Dy = 0.
Cuatro de estas lineas son parabdlicas y no exhiben resonancias. Estdn rotuladas
como Dz en la Fig. 17(a). Las lineas ps. también corresponden a soluciones de D,
pero resuenan en la girofrecuencia de los positrones wy = w,,; similarmente, es es
la rama de Dy = 0 que resuena en la girofrecuencia de los electrones wy = —w,,.
Hay también 4 lineas mas, rectas, que corresponden a los modos electro-actsticos
presentes en el sistema [ver ecuacién (A.16) en el Apéndice]. En el caso en que
a = 0 hay sélo dos de estas lineas, porque hemos supuesto iguales temperaturas
de electrones y positrones. Sin embargo, en presencia de la onda bomba los modos
actisticos asociados a electrones y positrones se separan, dando origen a 4 lineas, dos
modos acisticos propagandose en la direccién de la onda bomba [en la Fig. 17(a)
estdn rotuladas como S y se superponen], y dos en la direccién opuesta (rotuladas
como S_).

En la Fig. 17(a) vemos una serie de cruces entre las soluciones de la ecuacién
(5.90). Algunos de estos cruces —rotulados de (1) a (5) en la Fig. 17(a)— pueden
dar lugar a acoplamiento de ondas cuando la onda bomba se enciende. La Fig.
17(a) no muestra todos los cruces existentes en la mitad superior del plano z-y.
Hay dos cruces adicionales, sobre la porcién mostrada de la figura, entre (5., e;)
y {54, e_), pero no dan origen a acoplamiento de ondas. En la Fig. 17(b) hemos
encendido la onda bomba poniendo o = 0.1. Algunos cruces ahora son brechas,
las cuales corresponden a inestabilidades. Hay, pues, varios acoplamientos posibles.
Comenzando por la parte superior, hay uno correspondiente al cruce de un modo

electro-actistico propagandose hacia adelante (S} ) y la solucién de D_ = 0 que tiene
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para @ =0.2. (d) @ = 0.2, mostrando el acoplamiento (1).
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una resonancia en w_ = w., (p_). Vemos que los dos modos electro-aciisticos no
solo se separan cuando a # 0, sino que también sélo uno de ellos se acopla a p_.
Encontraremos este mismo comportamiento mds adelante. El cruce de p_ con el
modo electro-acistico da origen a una inestabilidad de decaimiento ordinaria. El
siguiente cruce, entre {(p;., p_), es un acoplamiento no resonante, en el cual la onda
bomba decae en dos sideband waves. Hay otro acoplamiento no resonante entre dos
soluciones de D_ =0, {e_, p_), el cual se ve més claramente en la Fig. 17(c) cuando
a = 0.2. Finalmente, el cruce entre (p;, e_) da lugar a una brecha que comienza en el
origen [Fig. 17(b)] y corresponde a una inestabilidad modulacional no resonante. La
Fig. 17(d) muestra el inico acoplamiento restante para este conjunto de pardmetros,

en el cruce (e4, D_).

Estudiamos a continuacion el sistema para valores mayores de w,/w,,. En la Fig.
18(a) consideramos wyfwep = 10, @ = 0 y vyf/c = 0.01. Para amplitud de la onda
bomba nula, como se indicé mas arriba, la relacién de dispersién tiene doce rafces.
Las ramas parabdlicas D; estdn mas separadas entre si que cuando w,fw, =1y,
por lo tanto, los cruces entre (e, D_) presentes en la Fig. 17(a) han desaparecido.
El cruce entre (D4, D.) mostrado en la Fig. 17(a) ain existe, pero, como en el
caso anterior, no conduce a acoplamienfo. Las lineas D son, en consecuencia,
irrelevantes, y nos concentramos en las otras 6 lineas, como se muestra en la Fig.
18(a). Los cruces que conducen a acoplamiento de ondas estdn rotulados de (1} a
(4); son los mismos que en el caso anterior [wp/we, = 1, Fig. 17(a)].

En la Fig. 18(b) la onda bomba ha sido aumentada a & = 0.01. Uno de los
sonidos que se propagan hacia adelante se ha acoplado a p_ para dar origen a un

proceso de decaimiento. Esta es una inestabilidad de decaimiento ordinaria, en la
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cual la onda bomba decae en un sonido propagéndose hacia adelante y una sideband
wave. Esto corresponde a la primera brecha .desde arriba. Hay otra brecha, entre
(s, p-). Esie es un acoplamiento no resonante en el cual la onda bomba decae
en dos sideband waves. Una tercera brecha se encuentra en el origen entre (p.,
e_). Dicho acoplamiento corresponde a una inestabilidad modulacional no resonante.
Moviéndonos hacia la derecha, hay otra inestabilidad no resonante, involucrando
(e=, p-) [ver Fig. 18(c)]. En la Fig. 18(d) hemos ampliado el origen para mostrar
la inestabilidad modulacional (aprecidndose, incidentalmente, la separacién entre
los modos actisticos que para o = 0 se superponen). Las Figs. 18(b) y 18(c) son
equivalentes a las Figs. 17(b) y 17(c), pero wp/w, ha aumentado en un orden de
magnitud y o ha disminuido en un orden de magnitud. Asi, observamos que valores

mas bajos de o se necesitan para desestabilizar el sistema para mayores valores de

Wy [Wep-

A continuacién aumentamos la velocidad del sonido a v,/¢ = 0.057. Para ampli-
tud de la onda bomba nula, las soluciones de la ecuacién (5.90) se muestran en la
Fig. 19(a). Los cruces (54, py) v (S-, p~) han desaparecido, y un nuevo cruce (5,
e.) estd presente. Hay 5 acoplamientos en este caso, como se indica en la figura.
[En realidad, el cruce (S4, p_) no conducird a un acoplamiento a menos que v, sea
ligeramente menor; examinaremos esto luego.] En las Figs. 19(b) (o = 0) y 19(c)
(o = 0.001) vemos el cruce y htego el acoplamiento entre (55, e.), respectivamen-
te. Como en todos los procesos de decaimiento anteriores, sélo uno de los modos
electro-acisticos participa en el acoplamiento. En las Figs. 19(d) y 19(e) mostramos
el cruce y la brecha en el origen, respectivamente. S, es la linea mas a la derecha

en la figura, y la inestabilidad modulacional es resonante, involucrando un modo
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electro-aciistico y e_. Hemos observado este mismo comportamiento para otros con-

juntos de pardmetros: cuando v, es tan baja que Sy estd a la izquierda de p, y e_,

la inestabilidad modulacional es no resonante [Fig. 18(d)]; cuando v, es tan alta que

St estd a la derecha de py y e, la inestabilidad modulacional es resonante [Fig.

19(e)].

Luego, en las Figs. 20(a)-20(c), mostramos las otras dos posibles brechas en la

Fig. 19(a), entre (py, p_} y (e, p-). La Fig. 20(a) muestra la zona relevante para

a = 0. En la Fig. 20(b) a = 0.005, y la brecha entre (e_, p_) se ha desarrollado,

mientras que el cruce (54, p-) no ha dado origen a una brecha. En la Fig. 20(c)

a = 0.01, y la brecha (py4, p-) es ahora visible también.

0.03
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El cruce (54, p-) exhibe un comportamiento peculiar a medida que se desplaza a
lo largo de p_ (es decir, a medida que v, varfa). De hecho, en la Fig. 18(b) hay una
brecha en este cruce, y en la Fig. 20(c) no. Revisemos la evolucién de dicho cruce en
las Figs. 21(a)-21(f). Ya hemos mostrado en la Fig. 18(b) que da un acoplamiento
entre un modo electro-acistico y p—, cuando v,/c = 0.01. En la Fig. 21(a) v, ha
sido aumentada, pero el cruce (Sy., p-) atin ests a la izquierda del cruce (p+, p-).
Cuando a # 0, Fig. 21(b}, atn se desarrolla una brecha, pero ahora los dos modos
electro-acisticos estdn involucrados. En la Fig. 21{c) v, se aumenta aiin més, y el
cruce (Sy, p-) estd a la derecha del cruce (p,., p.). En estas condiciones, cuando
a = 0.01, Fig. 21(d), se desarrolla una brecha, con ambos modos electro-aciisticos
involucrados. Finalmente, las Figs. 21(e) y 21(f) muestran esta brecha justo antes
de cerrarse (v,/c = 0.037) e inmediatamente después de cerrarse (v,/c = 0.038).
Permanece cerrada para valores mds altos de v, [Fig. 20(c), para v,/c = 0.057]. Eil
cruce (S5, p-) ha mostrado un comportamiento similar para los diversos conjuntos
de pardmetros que analizamos. La transicién entre una brecha y un avoiding crossing

siempre ocurre cuando este cruce est4 entre (p;, p_) y (e_, p_).

Ahora aumentamos la velocidad del sonido a v,/c = 0.1. La Fig. 22(a) correspon-
de a o = 0. Notamos que los cruces (S, e-) ya no existen, y sélo tres acoplamientos
son posibles. Estos se muestran en la Fig. 22(b) para o = 0.08. De la Fig. 22(b) se si-
gue que hay dos acoplamientos no resonantes, (py, p_) y (e~, p_), y una inestabilidad

modulacional resonante entre (54, e_) en el origen.
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En la Fig. 23(a) hemos reducido la frecuencia de plasma a w,/ wWep = 0.1. Los otros
pardmetros son vg/e = 0.1, a = 0. Cuando w,/w,, disminuye, las ramas parabdlicas
Dy se acercan, y por tanto los cruces son los mismos que en la Fig. 17(a), mas
un nuevo cruce, entre (Dy, p_). En la Fig. 23(a) hemos seleccionado una regién
donde todos los cruces que conducen a acoplamiento de ondas estan presentes. Los
acoplamientos son los esperados, a saber, una inestabilidad de decaimiento ordinaria
entre (S, p_) [Fig. 23(b)], una inestabilidad modulacional no resonante entre (e,
p+) [Fig. 23(c)], y un acoplamiento no resonante entre (e_, p_) [Fig. 23(d)].

La tnica nueva caracteristica es la ausencia de una brecha en el cruce (p+y p-)-
Para los otros valores de w,/w., que hemos estudiado, este cruce siempre condujo a
acoplamiento si v, es suficientemente baja. Este es el caso para Wpfwep = 1y wpfwe, =
10, donde desarrolla una brecha para v,/c < 0.48 y v,/c < 0.42, respectivamente,
Hacemos notar que también hemos examinado los casos intermedios w,/we, = 2 y
Wy [wep = 0.5. En el primer caso, w,/we = 2, €l umbral ocurre para v,/c ~ 0.47, y
en el segundo caso, wp/w, = 0.5, ocurre para v,/c ~ 0.53. Estos resultados sugieren
que, mientras menor sea w,/w,, €s mayor el valor de v, sobre el cual (py, p_) deja
de ser inestable. Sin embargo, para wp/we, = 0.1 [Fig. 23] nunca hay una brecha en

este cruce, incluso para valores de v,/c tan pequefios como 1075.
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Capitulo 7

Conclusiones

Hemos estudiado los decaimientos paramétricos de ondas electromagnéticas lineal y
circularmente polarizadas, de frecuencia wy > 0 y mimero de onda &y > 0, en un
plasma de electrones y positrones. Para polarizacién circular, ademads, consideramos
propagacioén tanto en un plasma no magnetizado como en la direccién de un campo
magnético externo constante. Se han tenido en cuenta todos los efectos relevantes,
tales como generacién de arménicos (presente sélo para polarizacién lineal), la fuerza
ponderomotriz y efectos relativistas en el movimiento de las particulas en el campo
de la onda.

Hemos comparado nuestro método con el de la Ref. [29]. Hemos demostrado
que el tratamiento de ésta tiene varios errores como, por ejemplo, despreciar la
temperatura en la componente longitudinal de la ecuacién de fuerza [ver ecuaciones
(2.31), (4.21), (4.22)], y el procedimiento no lineal que sigue es también erréneo en
diversos niveles, como se discute en detalle en las Secciones 5.1 y 5.2.

Encontramos una serie de inestabilidades en los sistemas considerados:

(a) Inestabilidades resonantes. Se trata de inestabilidades de decaimiento, en que
la bomba decae en un modo electro-aciistico y una onda electromagnética, o

inestabilidades de batimiento, en las cuales un modo electro-aciistico se acopla

95
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con la bomba para generar una onda electromagnética. Estos decaimientos

resonantes son efectos de orden o?.

(b) Inestabilidades escencialmente electromagnéticas. En este caso la bomba decae
en dos ondas electromagnéticas. Es un decaimiento no resonante, mediado por
oscilaciones que no son modos normales del sistema. Este efecto es de orden

superior, a®.

Cada una de las inestabilidades anteriores corresponde, a su vez, a brechas de la

relacién de dispersién en el plano w-k. Se presentan dos situaciones:

(a) La brecha no se extiende hasta el origen (wp > |w|, %o > |k|), en cuyo caso

decimos que se trata de una inestabilidad de decaimiento.

(b) La brecha se extiende hasta el origen (wp > Jwl, ko > |k]), lo que constituye

una inestabilidad modulacional.

Dependiendo de los estados de polarizacién considerados, y los pardmetros ex-

pIorados, aparecen los diversos tipos de inestabilidades.

1. Polarizacidn lineal.

Para v, < ¢2{v, = c*ko/wo, donde v, y v, son las velocidades de fase del mo-
do electro-acistico y de la onda electromagnética, respectivamente [ver Figs.
9(a)-9(d)], hay varias inestabilidades: una inestabilidad de decaimiento ordi-
naria y dos inestabilidades modulacionales, una de ellas escencialmente elec-
tromagnética. Es importante notar que, para pequeiias frecuencias de 1a on-

da bomba, la inestabilidad modulacional electromagnética tiene un rango de
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frecuencias muy corto [ver Figs. 9(d) y 10(d)]. Sin embargo, el rango de fre-
cuencias crece al aumentar las frecuencias de la onda bomba [ver Figs. 11(d) y

12(d)].

En el caso en que v, > ¢®fv, = c*ko/wy [ver Figs. 10(a)-10(e)], hay dos ines-
tabilidades. Ambas son del tipo modulacional. Al aumentar la amplitud de
la onda bomba, la primera en aparecer es la no resonante entre (D_, D;). Al
continuar aumentando la intensidad de la onda bomba una nueva inestabilidad
se desarrolla, en la cual la onda bomba decae en un modo electro-acistico que

se propaga hacia adelante y una sideband wave [ver Fig. 10(e)].

. Polarizacién circular.

Aqui también se dan las dos situaciones caracteristicas anteriores: cuando la
velocidad del sonido satisface v,/c < ¢/v, y cuando v,/c > ¢/v,. En el primer
caso hay una inestabilidad de decaimiento ordinaria entre D_ y S, y varias
inestabilidades modulacionales. Dos de ellas son inestabilidades resonantes,
y la otra es una inestabilidad escencialmente electromagnética no resonan-
te. En el segundo caso, hay sélo inestabilidades modulacionales. Una es una
inestabilidad modulacional resonante involucrando Sy y D_, y la otra es una

inestabilidad modulacional no resonante.

. Polarizacién circular, con campo magnético ambiente.

Como en los casos anteriores, existen diversas inestabilidades, tanto resonantes
como no resonantes. Dependiendo de la velocidad del sonido y de la razén
wypfw., hay dos tipos de inestabilidades modulacionales. Para vsfe € 1 la
inestabilidad modulacicnal es no resonante y da origen a dos sideband waves

hijas. Para valores mds grandes de vy/c, y si w,/w. es suficientemente alto,
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como, por ejemplo, el caso de la Fig. 19(a), la inestabilidad modulacional es
resonante e involucra una onda electro-aciistica propagindose hacia adelante y

una sideband wave.

El sistema es mds sensible a la amplitud de la onda bomba para wyfwe > 1.
Al disminuir este cuociente, se requieren amplitudes cada vez mayores para

desestabilizar el sistema.

En nuestro trabajo, por primera vez, se estudian los decaimientos paramétricos
en un plasma de electrones y positrones teniendo en cuenta todas las contribuciones
a la correccién relativista de orden més bajo, incluyendo los efectos no lineales de la
fuerza ponderomotriz y la generacién de arménicos. Asf, hemos obtenido expresiones
que incluyen en forma consistente, a este orden, todos los efectos no lineales, tanto
para las relaciones de dispersién de la onda bomba como para las relaciones de
dispersién no lineales. Estas nuevas relaciones de dispersién no lineales, a su vez,
nos revelan nuevos decaimientos del sistema. El método grifico que empleamos
para estudiar estas relaciones de dispersién, ademds, nos permite no sélo reconocer
facilmente los decaimientos, sino también establecer las oscilaciones involucradas en
el acoplamiento correspondiente.

Si bien es cierto hemos sido cuidadosos en la apropiada introduccién de efectos
relativistas, no hemos incluido efectos térmicos relativistas [51]. Por lo tanto, nuestro
tratamiento sdlo es valido para v,/c <« 1. Las Figs. 10, 11(e) y 14, pues, han de
servir solo como referencia para examinar los casos en que v,/c es suficientemente
alto para que la pendiente de S sea menor que la pendiente de Dy en el origen.

Es interesante notar que en todos los casos que hemos investigado, es decir, el
caso de una onda linealmente [66, 67] o circularmente polarizada en un plasma no

magnetizado [75], y ondas circularmente polarizadas en un plasma magnetizado [76,
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77, 78], se presentan inestabilidades modulacionales. Por tanto, aunque la Ref. [25] no
es correcta, los autores pueden tener razén al suponer que la radiacién proveniente de
estrellas de neutrones y nicleos galicticos activos es automodulada. Estos resultados
son también consistentes con el andlisis en las Refs. [51] y [52].

El caso particular de magnetdsferas de pulsares corresponde a una situacién en la
cual wy/w, < 1, debido a la existencia de campos magnéticos muy fuertes. Este caso
ha sido analizado en las Figs. 23(a) a 23(d). En general, el tipo de inestabilidades
presentes es el mismo que para valores mas elevados de w, /w,, excepto que los rangos
de inestabilidades son menores, y se necesitan amplitudes de la onda bomba mayores
para gatillar las inestabilidades.

Finalmente, queremos resaltar el hecho de que nuestro tratamiento se basa en
la teoria de fluidos. Por lo tanto, importantes efectos cinéticos como el amortigua-
miento de Landau no aparecen en el modelo. Los efectos cinéticos pueden generar
regiones de inestabilidad que acoten estos resultados y, dependiendo de la temperatu-
ra de los electrones y positrones, es posible que algunos de los modos de decaimiento
no existan debido al amortiguamiento de Landau. Si la velocidad de fase del modo
electro-acistico es aproximadamente igual a la velocidad térmica de los electrones, el
argumento de la funcién de dispersién del plasma. (ver, por ejemplo, [79]) se acerca a
uno, y uno o ambos modos electro-acisticos pueden estar fuertemente amortiguados
¥, por lo tanto, dejan de ser modos normales del sistema. En este caso, las inesta-
bilidades de decaimiento serdn amortignadas. Por tanto, una extensién natural de
nuestro resultado debe incluir efectos cinéticos, efectos debidos a la individualidad

de las particulas que constituyen el plasma.




Apéndice A

Las definiciones para la relacién de dispersién (5.90) son las siguientes;

_ Hyyy | Hepy) |, 1. Hpoy

Fo=1I +1 ( i R Dp (A1)

1 (Hyo  Ha_\ 1. He.
Fl""‘_zfl( D, T, P D, (4.2)

1 fH,  Hey) 1. Hpy
F2+ = —2.[1 ( D.p + De + 2.[2 Dp (A.3)

Hoo  Ho_\ 1, Hy.
Foo=I.+1 ( b ) iy (A.4)
I.{_ = Czk_zi_ - wi (A 5)
I= Pk — (A.6)
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1
Hiyy = wy {—-S [Wi(1+ o®n2) — we] + a2czk0w—nj (1 - é—azn?)} (A.10)

i 2 1
-]— w—kok+c (1 -3 nf’) [w+ 5% nf - Wt (1+ o?pd) + wcj]

iy
Hipo = w* [——w_,_a 7)25 + a2c2k§ww—qnj (1 - —021]_?)] (A.11)
o

—_ » C 1 2 £
+E2 P kok™ w—L qf (1 - 3@ 17_,) [w+—a21]33 —wr {1+ a%;f) +wc_7-]

1
Hi, = w+{ —wto? 05 28; — 2k2 1]_, (1 5021}?)] (A.12)
2 2 Wej 2 123 2 «l 3 9 2,2
+a‘c k0k+w ~7; 1- 520 ) |~wize'n; +wi(l+ a“n;) — wy
" * 2 2 1 22,9 Wej 123
j—- = wl §~Silwi(1+a’n;) — wy] - -é-a c“kiw P 1- Pl (A.13)

1 2
-}- & w-—kok* cn? (1 - 5@ 7?;,) [—w: laznf +wi(l+a®pd) - wc,-]

L1 ) k 1
Hjoy = wy [w_ 50:21]? +wi(1+ o)) ~ wcj] - ﬁ]‘—nj (1 - 5031)?) (A.14)

{[w.;.(l +a®nf) — wllwi (1 + o¥p 7) = wej] - wlws (%azﬂf)z}

. 1 kZ 1
Hjp. = w* [w.,. 50:21;? +wi(1+ a%ﬁ) - wcj] - "Egﬂj (1 - 5‘1277?) (A.15)

. . 1 2
X {[w+(1 +0’n}) ~ we[WI (1 + &) — wej] — wrey (Ea%f) }

8; = (1 + 50 n,) — 2R (A.16)
En estas expresiones hemos definido
_ eB
&=k (A.17)

es decir, igual que o en (4.10), para identificar los factores proporcionales a la am-

plitud de la onda bomba que estarfan presentes en ausencia de efectos relativistas.
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