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Resumen |

El propésito de esta tesis es estudiar el modelo de Heisenberg antiferromagnético a través
de una teoria conocida como ezcitaciones no-magnélicas apareadas (PNME). Imcxalmente
restringida a redes con alto ordenamiento antiferromagnético y bipartitas, la vamos a
extender a sistemas donde estas condiciones no son estrictamente cumplidas. Para ello, a
partir del estado fundamental propuesto por PNME para un sistema a,ntlferroma.gnetmo,
se gener6 una funcién de onda variacional que permitié estudiar al modelo de Heisenberg
para diferentes situaciones: con anisotropia tendiendo al limite XY, con campo magnético
externo, y con interaccidn a segundos vecinos antiferromagnética, que compite éon aquella
a primeros vecinos. Se extendié también esta teorfa para poder describir redes: gfrustrada,s
topoldgicamente, como lo es la red triangular. Los resultados obtenido para; la energfa
del estado fundamental y sus posibles configuraciones, dependiendo de los valores de los
parémetros envueltos (valor de la anisotropia, intensidad del campo externo, :,valor de la
interaccién a segundos vecinos, etc.), concuerdan notablemente con resultad0§ obtenidos
o través de la literatura o numéricamente utilizando el método de Lanczos modificado.
Por ltimo, todos los desarrollos anteriores permitieron abordar el modelo t-J en un sis-
tema unidimensional, para asi obtener una vision cualitativa de este modelo, il;;timamente
ligado a las nuevas ceramicas superconductoras. Dentro de los resultados obtuvimos la
transicién aislador-conductor presente en estos materiales al incrementar el dopaje, pero
gatillado a través de las propiedades magnéticas. Los resultados obtenidos son facilmente
generalizable a dimensi6n superior, junto con el hecho de que las diferentes conﬁguraciones

posibles son directamente identificable gracias a los parametros variacionales, '!
|

envuelto.
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Introduccion

Fl descubrimiento de los nuevos superconductores de alta temperatura critica [1-4], junto
con la esperanza de que algin dia podriamos tener superconductores a temperatura am-
biente, ha motivado la biisqueda de nuevos mecanismos que puedan ser responsables de
la superconductividad. Esto principalmente debido a que en el caso de la interaccion
electron-electrén mediada por fonones [5] existe un limite superior para la temperatura
crftica mucho menor a los valores actualmente logrados. La transicién a un estado su-
perconductor en estos ceramicos tiene lugar cerca de una transicién metal-aislador, junto
con la presencia de una inestabilidad estructural y otra antiferromagnética, dando a los
diagramas de fase de estos materiales una riqueza inigualable. Anderson [6] ha propuesto
que los spines presentes de los planos CuO; tienen grandes fluctuaciones cuinticas, lo que
podrfa dar lugar al estado superconductor. Esta sugestion ha despertado mucho interés,
dadas las evidencias experimentales obtenidas a través de scatiering de neutrones para las
propiedades magnéticas de estos cerdmicos superconductores. En efecto, el LayCuO4sy
posee una anomalia en su susceptibilidad para una temperatura cercana a la transicién
de Néel tridimensional (3D); el valor de dicha temperatura depende fuertemente del do-
paje y [7]. Aun més, las correlaciones antiferromagnéticas instanténeas de largo alcance
superan los 1000 Apara temperaturas T’ ~ 200° K, sin magnetizacién alternada prome-
dio [8].

El modelo de Hubbard, uno de los modelos mas simples que va mas alla de la apro-
ximacion de electrones independientes, fue disefiado para estudiar los efectos de las co-

rrelaciones electrénicas en sistemas con un ancho de banda estrecho y en los aisladores
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de Anderson-Mott. Anderson propone que este modelo es el apropiado para describir
estos nuevos sistemas, en su versién bidimensional con una sola banda, en el limite de
alta repulsién electrénica intrasitio. Usando teoria de perturbaciones en el limite de alta

repulsién, se puede reducir el Hamiltoniano a uno efectivo [9]:

H = Ht "}'HJ‘, (i)

Hy = —t 3, (c:f‘acj-,a—!-.H.C.) : (ii)
{is)o

Hy = —J‘ Z (Cj,aci,ani,—acigc_f,a+c§,_ac;,_,ci-r,ocj-.g) , (3i1)

(iho

donde (i,j) restringe la suma sblo a primeros VECinos; nie = c:f,‘,c,-,,, t es el factor de
hopping, J = 42f/U y U es la repulsién electrénica intrasitio. El primer término, Hy,
da cuenta del hopping de huecos restringido a la ocupacién simple. El segundo término,
H;, se obtiene a partir del modelo de Hubbard al integrar sobre procesos virtuales en los
cuales el electrén salta momentdneamente a un sitio vecino donde existe un electrén de
spin opuesto y luego, como estado final, regresa a la configuracién inicial o a una en que
los spines estan intercambiados. Este Hamiltoniano efectivo en el limite de alta repulsion
intrasitio se conoce como el modclo t-J. En el caso de banda semillena, el término (iii) se
reduce al Hamiltoniano de Heisenberg para spin 1/2 sobre una red cuadrada [10]:

H=J3 8- §. (iv)

{#.4}

Fl Hamiltoniano de Heisenberg puede deducirse a través de otros métodos [11], e
incluso puede utilizarse para describir la interaccién cobre-cobre antiferromagnética de
superezchange [12] mediada por la intervencién de un ién de oxigeno en los procesos
virtuales de hopping entre sitios doblemente ocupados de Cu. No obstante su simplicidad,
dicho modelo posee gran interés dentro de la fisica matematica por su propiedad de poder
describir adecuadamente correlaciones de corto y largo alcance. Lamentablemente, sélo
se conoce la solucién exacta para el caso de spin 1/2'y dimensidn 1, gracias al ansatz

de Bethe [13-15]. Incluso esta solucion, debido a su complejidad, no ha permitido lograr
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un completo entendimiento de este modelo ya que, al tratar al mismo pie los términos
de distintos érdenes, no ilustra sus principales mecanismos, ademas del hecho que su
extensién a dimensiones mayores no es directa.

Este Hamiltoniano describe correctamente el comportamiento antiferromagnético del
aislador LasCuQy sin dopaje, como también del YBa,CuOg u otros cristales no dopa-
dos de éxido de cobre. En especial, el LapCuOy4 puede caracterizarse por una constante
de intercambio J ~ 1540° K para los dtomos de cobre en los planos CuO, [16], cons-
tante que es ~ 10° veces mayor a la constante de acoplamiento J' entre planos [,
confirmando el cardcter bidimensional de estos materiales. Este valor pequefio de J' no
afecta importantemente a las correlaciones de spin bidimensionales sobre la temperatura
de Néel tridimensional; incluso las propiedades a temperatura cero de uno de estos pla-
nos CuQ, estudiado aisladamente no son alteradas por J'. Incluir una anisotropia en
el Hamiltoniano (iv) puede explicar el alineamiento preferencial del antiferromagnetismo
en la direccién perpendicular al plano CuQ, presente en estos materiales, ademas que
un término antisimétrico extra permitiria obtener una pequeiia componente ferromagné-
tica dentro de los planos, término que tendria asociado una constante de acoplamiento
pequefia también (Jb° ~ 1073J) [18].

Debido a lo anterior, gran parte de los esfuerzos apuntan en la direccién de lograr un
mejor entendimiento de la versién bidimensional, y ya se ha logrado en parte concordancia
en algunos aspectos. Es asi que muchos de los cdlculos permiten afirmar que a T =
0 °K el caso isotrépico bidimensional posee correlaciones de largo alcance, junto con una
magnetizacién disminuida por fluctuaciones cuénticas en alrededor de un 60%. Se ha
demostrado recientemente que existe ordenamiento antiferromagnético de largo alcance
para el modelo isotrdpico en la red cuadrada [19] y hexagonal [20], y para spin 5 > 1.
Resultados més generales [21] permiten afirmar que en el caso de una anisotropia arbitraria

« en el plano:

He ol ¥ [S05°F + 5 + S+ OS] +7 L SOSE+H, )
{#Hé G




y spin S > 1 hay siempre correlaciones antiferromagnéticas de largo alcance; para § = 1/2,
existirfan para 0 < 1/a < 0.13 y /e > 1L.78 [21]. Sin embargo, pruebas concluyentes
para el caso isotrdpico no existen todavia.

Una alternativa para estudiar este Hamiltoniano ha sido la teorfa de ondas de spin.
Desarrollada por Anderson (1952) y Kubo (1952) [22) para estudiar el estado fundamental
de un antiferromagneto con spin S grande, ella finalmente se revelé como una expansién
en serie de 1/(zS), donde z es el nimero de coordinacion de lared. Se basa principalmente

en dos suposiciones:
(i) que el orden antiferromagnético de largo alcance existe en el estado fundamental y

(i) que la amplitud de fluctuaciones cudnticas alrededor del estado de Néel cldsico son

pequeias.

Luego, es natural dudar sobre la convergencia de esta expansién para sistema con spin
y/o mimero de coordinacién bajo. Anderson [23] por ejemplo conjetura que el estado
fundamental de el antiferromagneto bidimensional de spin 1 /2, el caso de menor spin,
puede ser un estado desordenado y postula al estado de resonating valence bond como
el de menor energia. Otra alternativa para estudiar el modelo de Heisenberg ha sido a
través de teorfa de grupos de renormalizacién aplicado al modelo o no-lineal en dimensién
dos y una dimensién temporal Euclidiana [17], obteniendo entre otras cosas el largo de
correlacién a bajas temperaturas utilizando la funcién 8 calculada en expansiones de un
y dos loops. Ademds del desarrollo de diferentes métodos aproximados [24-30], se han
usado soluciones variacionales [31,32], complejos célculos numéricos[33,34] y también se
han estudiado variaciones del modelo tradicional de Heisenberg [35,36]. Todo este esfuerzo
tiene la intensién de obtener posibles mecanismos responsables de la dindmica de estas
nuevas ceramicas.

Dentro de los desarrollos recientes, cabe destacar una teoria desarrollada por M. Lagos,
G. Cabrera, D. Gottlieb, M. Kiwi y ofros [24,37-49), que introduce excitaciones elemen-

tales singletes en contraposicion a los tripletes de los magnones antiferromagnéticos de la
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teoria de ondas de spin. Este modelo, que llamaremos “excitaciones no-magnéticas apa-
readas” (PNME), asume ordenamiento antiferromagnético desde el inicic y ha mostrado
una gran precisién incluso mas all4 del régimen donde esa hipdtesis es valida. Es asi
que para el caso unidimensional, ella concuerda notablemente con la solucién exacta para
aquellos valores del pardmetro de anisotropia cercanos al limite Ising (o = 0), decayendo
en la medida que éstos se aproximan al modelo isotrépico de Heisenberg (@ = 1); no
obstante, al pasar al caso bidimensional, el rango de validez de la teoria se extiende ain
mis allé del limite isotrépico, mostrando una gran precision, incluso para valores de la
anisotropia que tienden al modelo XY {a = oo}, aventajando en esto y en la precisién de
Jos resultados a la teoria de ondas de spin.

La versatilidad de esta teorfa ha sido demostrada en el hecho de que es facilmente
generalizable a dimensién y spin arbitrarios, como también en la gran cantidad de aplica-
ciones diferentes que ella ha tenido en los tltimos anos en que ha sido desarrollada. Entre

las distintas generalizaciones y aplicaciones, podemos mencionar:

(i) “Generalizacidn a dimension arbitraria”. En su inicio, la teorfa fue proyectada
para sistemas unidimensionales de spin 1 /2, pero luego fue rdpidamente extendida

a aquellos sistemas de dimensién superior que no frustren el orden antiferromagné-
tico. [41] -

(ii) “Generalizacion e spin arbitrario”. La simplicidad del modelo permite extenderlo

directamente a spines mayores que 1/2. [24]

(iii) “Generalizacidn a segundos vecinos”. Al considerar interacciones a segundos ve-
cinos tipo Ising como también transversales, se obtuvo una soluctdén que coincidia
excelentemente con resultados numéricos cuando la interaccion a segundos vecinos
era ferromagnética, tanto en el caso unidimensional como para dimensién 2; sin
embargo, cuando la interaccién a segundos vecinos tendia a frustrar el orden anti-

ferromagnético, la precisién decafa. [43,44]




(iv) “Deformaciones en redes”. Experimentos recientes revelaron que las interacciones
de spines dentro de la red juegan un rol preponderante en la estabilidad estructural
de la perovskitas laminadas [52-54]. Este efecto fue modelado para un sistema uni-
dimensional a través de un acoplamiento lineal entre los spines y las deformaciones
de la red [40]. Se concluyd que a temperatura cero existe un “suavisamiento” del
modo k = 7 (esto es, una longitud de onda igual a 2 pardmetros de red) y que a

temperatura finita el sistema se dimeriza.

(v) “Fuerzas de enlace de origen magnético”. Usando un Hamiltoniano donde un hueco
se mueve en una subred, Lagos concluyd la existencia de un mecanismo de inter-
cambio entre spines y huecos tipo BCS [42]. El acoplamiento entre spin y hueco
nace al variar la energia de intercambio entre 2 spines vecinos, al haber un hueco
entre ellos. Es asf que el mecanismo de intercambio posee spin 0 al igual que en los

fonones en BCS tradicional.

El propésito de esta tesis es extender la teorfa PNME para aplicarla a situaciones no
contempladas anteriormente. Este es el caso de un campo magnético externo, donde las
excitaciones que conservan el spin no son suficientes para describir la transicién desde un
estado antiferromagnético (magnetizacién total cero) a uno ferromagnético (magnetiza-
cién total mdaxima). Por otro lado, queremos abordar el problema de redes que no son
bipartitas (por ¢jemplo la red triangular) y presentan una frustracién natural al antiferro-
magnetismo. Por ltimo, los desarrollo anteriores nos permitirdn aplicar la teoria PNME
a un modelo mas real, como lo es el modelo {-J, para asi entender cualitativamente las
diferentes fases presentes en las fases normales de las nuevas ceramicas superconductoras.

En el capitulo 1 presentaremos una imagen global del desarrollo de la teoria de excita-
ciones no-magnéticas apareadas, junto con un pequefio modelo demostrativo que permita
ilustrar directamente el uso de esta teorfa. En el capitulo 2 desarrollaremos una ver-
sién variacional de la teorfa para asi poder aplicarla directamente a anisotropias « > 1

y a un modelo con campo magnético externo. En el capitulo 3 tocaremos el tema de




las redes frustradas a través de un modelo de Heisenberg con interacciones a primeros y
segundos vecinos antiferromagnéticas, como también sobre una red triangular. Por dl-
timo, en el capitulo 4 analizaremos el modelo t-J para bajas concentraciones de huecos
dentro de la versién variacional de PNME, donde obtendremos una descripcién de la tran-
sicién metal-aislador presente en los superconductores de alta temperatura mediada por
las propiedades magnéticas del sistema.

Los resultados obtenidos en todos los célculos anteriores al compararlos con resultados
numéricos y /o exactos concuerdan notablemente, superando con creces al antiguo PNME.
Sin embargo, el método desarrollado en esta tesis posec algunas desventajas, como es ¢l
hecho de que no es capaz de destruir completamente el ordenamiento antiferromagnético
impuesto desde un principio. Una consecuencia directa de este efecto es que sobreestima
la magnetizacién de subred que, junto con aumentar la energfa, puede producir efectos
espiireos;tal es el caso de la discontinuidad obtenida en la magnetizacion al considerar un
campo magnético externo.

Esta falencia, junto con otras, han generado un interés de mejor la teoria PNME para
asf obtener resultados mas representativos para los diferentes modelos estudiados. Dentro
de estos esfuerzos podemos indicar, por ejemplo, el incluir dentro de PNME excitaciones
que s{ cambien el spin y con ello acceder a todo el especiro de excitaciones del espacio de
Hilbert. La versatilidad de esta teoria, mostrada en esta tesis, avala cu}:xlquier tetantiva
en esa u otra direccién.

Esta tesis méas que conluir el trabajo que podemos realizar sobre el modelo de Heisen-

berg, simplemente lo proyecta en nuevas direcciones insospechadas.




Capitulo 1

Excitaciones No-Magnéticas

Apareadas

Desarrollada recientemente, la teoria conocida como excitaciones no—-magnéticas apareq-
das [24,37-49] (PNME con sus siglas en inglés) ha mostrado una gran flexibilidad para
describir diferentes sistemas de spines. En ella se introducen excitaciones elementales que
no alteran el spin total del sistema, en contraposicién a la teoria de ondas de spin, con
las que es posible desordenar un estado fuertemente correlacionado sin destruir su orden
antiferromagnético. Sin embargo, a pesar que su hipétesis inicial impone un estado con un
fuerte ordenamiento antiferromagnético, este método alternativo muestra validez incluso
més alls de los limites donde realmente esta condicién se satisface. Asi, por ejemplo, un
sistema de spines 1/2 en dimension 1 y temperatura nula, se “ordena”? completamente en
el limite Ising, pero se “desordena”® en la medida en que el sistema se aproxima al limite

isotrépico; en la misma medida, PNME ajusta notablemente el valor de la energfa para

11,05 spines poseen orientaciones bien definidas con respecto al eje de anisotropia, +1/2 0 —1/2 segin

el sitio sea par o impar, respectivamente
2Entendemos por “desorden” la ausencia de orientaciones bien definidas de spin; no obstante, el estado

del sistema es una superposicién coherente de distintas configuraciones de spin, de modo que en estricto

rigor no hay desorden para @ =0si T'=0°K




valores del pardmetro de anisotropia a cercanos al limite Ising (e = 0), pero comienza
a fallar en la medida que uno se aproxima a Hmite isotrépico (o = 1) [24,37]. Por otro
lado, en dimensién 2, el ordenamiento antiferromagnético prevalece desde el limite Ising
hasta el isotrépico (0 < @ < 1), obteniéndose que PNME aproxima notablemente bien los
valores de la energia, ain mejor que teoria de ondas de spin, para todos los valores de «
en ese intervalo.

En este capitulo vamos a estudiar cémo PNME permite obtener a partir de aproxima-
ciones sencillas, una funcién de onda para el estado fundamental que puede ser extendida a
una funcién de onda variacional. Analizaremos las diferentes correlaciones obtenidas y las
compararemos con resultados exactos y numéricos; también mostraremos cémo obtener

los valores esperados de diferentes operadores.

1.1 El Modelo

Clopsideremos un sistema antiferromagnético compuesto de dos subredes cristalografica-
mente equivalentes. Denotemos por {7} al conjunto de vectores que describen los sitios
de una de las subredes y {5} al conjunto de vectores que une un sitio en una de la sub-
redes con aquellos z primeros vecinos en la ofra subred. Describimos tal sistema con el

Hamiltoniano de Heisenberg anisotrépico:

H= 9‘;1 [$*()5~(F+8) + 57+ 55~ (M| +J X S (MS*(F+ 5,  (11)

{718 (7.5
donde S* = (§° £48¥)/2 y 5%,5%,5% son las componentes del operador S: o es un
pardmetro de anisotropia que conecta continuamente el limite Ising (@ = 0} con el limite
XY (a = 00), pasando por el modelo isotropico (e =1).
En el presente modelo antiferromagnético (J > 0), 1a solucién de la parte Ising de (1.1)
no es solucion en el caso o # 0, en contraste a lo que ocurre con el modelo ferromagnético
(J < 0). En efecto, el estado de Néel [V} =]...+—+—+~...}, que asigna spines “Up”

(+) a una subred y spines “Down” (—) a la otra, es sélo autoestado del término Ising
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del Bamiltoniano. El otro término, al actuar sobre el estado de Néel, lo relaciona con
aquellos estados que difieren de &l por el intercambio de dos pares de spines vecinos. Hsto
sugiere que en el limite de baja anisotropfa, el estado fundamental de (1.1) va a diferir del
estado de Néel sélo en un pequefio porcentaje de estados con pares de spines no alineados
antiferromagnéticamente. Luego, si aplicamos un operador al estado de Neéel que invierta
pares de spin vecinos a primer orden, la combinacién de lineal de estados obtenidos serfa un

buen candidato al estado fundamental. Lo anterior nos induce a considerar los sigutentes

operadores:
b (F) = «/2_527\72«;‘ eiF Tot(7 4 557 (7) + Qo5 (1.2)
con )
Nyz oS
Q= ('5) (225 —-1)° (13)

donde el vector F es un vector que pertenece a la primera zona de Brillouin de una de las
dos subredes. Estos operadores ¢ transfieren coherentemente spin desde un sitio 7 a su

vecino 74 8. Sin embargo, sus conmutadores dan lugar a un dlgebra mas bien complicada

[6:F) , 6L(F)] = S2NZ (E—F)- P (5 (F+8)S~(F+ 5 - §)5°()

¥ (=) gr(s(+ )SZ(r+6)) (14)
6s(F)  65()] = 0. (1.5)

También son complicados los conmutadores de estos operadores y la parte Ising del Ha-

miltoniano

1Y S ASEHD, 64k = ik Tt (7 155 (7)
by } ""SzN 5

X (z SFLE—8) + 387~ 8) - 1) (1.6)
& &t
Sin embargo, la parte transversal del Hamiltoniano se puede escribir directamente en
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funcién de nuestros operadores ¢

&I S~ (g5 (7 + ) + S*F+HS () =

9 2
{Fhé

a?225%

228 —1°

J%\/Z.S'?NZ (848) + 65(0)) — N7 (1.7)

Las expresiones (1.4) y (1.6) no son simples, pero si nos restringimos al subespacio
formado por el Néel y todos aquellos estados que difieren de él por un par de spines vecinos
invertidos, las podemos aproximar por sus proyecciones en este espacio; las relaciones
de conmutacidn asi obtenidas nos indicardn el comportamiento de estos operadores en
el régimen de alta correlacién antiferromagnética, régimen donde estamos resolviendo

nuestro Hamiltoniano:

[6:F), L] = b [85(B),d5(F)] =0 (L8)

IS S5 (H)SH(F+8), ok | = (225 —1)J (81(k) — Qéy5) - (1.9)
15 -

La relacién (1.8) nos indica que nuestros operadores en el limite de alta correlacién anti-
ferromagnética se comportan como operadores bosdnicos y, por otro lado, la relacién (1.9)
junto con (1.7) nos indica que estos operadores son buenas excitaciones bosénicas de nues-

tro hamiltoniano:
[H, 64(E)] = (225 - 1)JUE), (1.10)

con lo que hemos logrado diagonalizar nuestro Hamiltoniano. El se puede expresar como

una forma diagonal en las excitaciones ¢

H = (225 — 1) 3. 6X(k)é5(k) + Eq (1.11)

5,

oy

Ack sélo falta determinar la constante aditiva E,; ella se puede obtenr encontrando el

estado fundamental |g) y luego promediar sobre él nuestro Hamiltoniano. Sin embargo,
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una forma mas directa de obtenerla es considerando la propiedad
S3(B)N) = QégglV) . (1.12)

Esta propiedad es exacta e indica que el estado de Néel es un autoestado de nuestros
operadores ¢. Al promediar ambos lados de (1.11) sobre el estado de Néel, al lado izquierdo
se obtiene su energia, mientras que del lado derecho podemos despejar y obtener la energia

del estado fundamental

E, 252 o’
NiT % (1+ 225_1) - (1.13)

El estado fundamental de nuestro sistema corresponde al vacio de nuestras excitaciones

¢5(k)lg) = 0, (1.14)

estado que se puede obtener directamente a través de la propiedad (1.12). En efecto,
si consideramos la conocida propiedad [4, f(¢1)] = f'(¢') de un operador bosénico ¢ y

alguna funcién analftica f(z), no es dificil concluir que el estado

lg) = exp [mczz, GUE qsw))} ) (1.15)

satisface (1.14). Hacemos notar que el operador exponencial es andlogo a una translacién
del origen de un oscilador arménico.

Al expresar nuestro estado fundamental en funcidn de los operadores espinoriales:

lg) = exp —Q;(¢*(o)—¢(0))} )
L é

— exp L_mz ($*(7 +8)5~(7) ~ S*(MS~(F + 5’))} MY (1.16)
= V:x IN) 3 (117)

se observa que él corresponde a una transformacién unitaria sobre el Néel, transfiriendo

coherentemente spin de una de las subredes a la otra.
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En esta iiltima expresién se reconoce una de las grandes diferencias de nuestro modelo
con respecto a la teorfa de ondas de spin [55]. En ella, se obtiene un estado fundamental
similar al nuestro, que también transfiere spin coherentemente de una sifio de la red a otro,
pero, sin embargo, con un factor de forma que permite transferir spin no necesariamente
sélo entre subredes pero también en sitios espacialmente alejados entre si. Esto se puede
explicar intuitivamente al considerar los procesos envueltos en los diferentes regimenes.
Cuando el régimen es de alta anisotropia (o pequefio), los procesos m4s comunes seran
aquellos que provienen de Ja inversién de spines vecinos; en la medida en que nos acercamos
al limite isotrépico, una deslocalizacién de pares ocurre y, por lo tanto, procesos que
envuelvan pares lejanos de spines comienzan a ser importantes. Esto claramente da una

idea de los regimenes en los que ambas teorias son validas.

1.2 Valores Esperados

Poco relevanie es obtener una funcién de onda si no es posible encontrar los valores
esperados de ella sobre algiin operador. A pesar de la forma analitica obtenida para
el estado fundamental en nuestra aproximacién, sélo es posible obtener exactamente los
valores esperados de un operador en el caso de § = 1/2 y dimensién 1 [38]. En el Apéndice
A se presenta el método desarrollado para calcular los valores esperados de alglin operador
para este caso, mientras que un resumen de algunos valores esperados se muestran en la
tabla 1.1, en la cual J,(z) corresponden a las funciones de Bessel de orden entero.

Sin embargo, como nuestra teoria es valida hasta. O(c?), es posible obtener expansiones
para los promedios hasta ese orden, cuando uno considera spines y /o dimensiones mayores.
En la tabla 1.2 se presenta un resumen de las expansiones hasta segundo orden en o para
algunos valores esperados.

Ademis nuestro estado fundamental posee la siguiente propiedad wtil:

{g()|IU; Alig(e))
2(225 —1) ’

(gl Alg()) = (1.18)
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Promedio Valor

sl | S wze)
(oIs* 5=+ Dlg) | ~A(2e)
(9|57 5ial) -1
(g1S+ (5= -+ 2)) | Jo2e)T(20) — 3200
(

(@157 (0)S* A+ 2lg) | 7 (J3(2e) - J2(20))

. (JU (2a) + J7 (ZQ))

W] =

Tabla 1.1: Algunos promedios para dimensién 1 y spin 1 /2.

donde
U= (8H(F+8)5~(7) - ST(F)S™(F+ 5)) (1.19)
FE

y A un operador; ella facilita en algunos casos los calculos de promedios. En especial,
es posible obtener una relacién entre Ja magnetizacion de subred y el término XY del

Hamiltoniano (1.1):

2 (g(as @ota =
225 -1) 51« -0 S {g(@)|SH(F + 8)S™(7) + ST(F) S (F + Blg(a)), (1.20)

3
1.3 Validez de la Teoria

En la figura 1.1(a) se grafica la expresién (1.13) para una cadena lineal y spin 1/2, com-
parandola con la solucién exacta [13-15] y el resultado de la teorfa de ondas de spin. En

ella se observa que en la medida que nos alejamos del limite Ising (o = 0), la discrepancia

14




Expansion

Promedio
7 o
wsEl | S (1S
28 4 62282 — 42353
o
12(2285 — 1)4
2 225«

+(MS(F -

(IS+PSF+Da) | 5 (25
25+ 6225% - 4:38%
3(225 —1)?
2
z 2(2 4 B _ Q2 _ -
ps s+ il | -5 (1-
2= 728 +102%28% - 2235°
' 6228 — 1)* «
2

+ ~(FiL 8L & il
s (95 + 5+ o) | s =7y

z z{ = ¢ Iy 2 _ 2 a2
(g|S*(FS*(F+6+8)g) | S (l 2285 —-———(ZZS__ 1)2)

Tabla 1.2: Expansién de algunos promedios para dimensidn y spin arbitrarios.
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Figura 1.1: Energfa del estado fundamental en funcién del pardmetro de anisotropia
o, correspondiendo @ = 0 al limite Ising y & = 1 al limite isotr6pico. (e} Cadena

Lineal. (b) Red Cuadrada

va aumentando llegando a su valor maximo para el limite isotrépico. Sin embargo, para
valores de o comprendidos en 0 < o < 0.5, nuestra teorfa presenta un error menor que
el 0.5%, superando incluso con creces a teoria de ondas de spin. El valor maximo de
error se obtiene en @ = 1, llegando al 4%. Esto dléimo corresponde a las condiciones
més exigentes para la teorfa, pues junto al hecho de tenerse el menor spin (S = 1/2)
y el menor nimero de vecinos, ademds se pierden las correlaciones antiferromagnéticas
de largo alcance justamente cuando « alcanza el valor 1; de este modo es natural este
maximo error para « = 1.

La presente aproximacién encuentra condiciones mas favorables para dimension 2 y
spin 1/2. Como observamos en la figura 1.1(d), la teoria ajusta notablemente los valores
numéricos [56] en todo el rango del intervalo 0 < « < 1, Hegando el error sélo a un 0.5%
en el caso més desfavorable, nuevamente para @ = 1. Esto debido al hecho que en la red
cuadrada las correlaciones antiferromagnéticas son importantes.

Como se desprende de los resultados anteriores, nuestra teoria es asintéticamente
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exacta en el limite & — 0. Por lo tanto es necesario determinar hasta qué orden en &
la teoria es exacta v, en lo posible, determinar el error cometido para un cierto valor de
@ en funcién del spin S y el mimero de coordinacién z. Una expresién que da una luz al

respecto es la siguiente:

oF oH 0 a

% _ 612251 = (Zotl) 7 + i (5510 - (L21)
En el caso de que |g) fuera el estado fundamental exacto, el lado derecho de la expre-
sién (1.21) se harfa idénticamente cero. Como no es el caso nuestro, el valor de la diferencia
entre ambas expresiones del lado izquierdo daria cuenta del error natural presente en esta

teoria.De esta manera, si definimos

gF oH
Afe) = 5~ —{gl5~19) (1.22)
y expandimos en funcién de «, al retener el orden mas bajo en «, obtendremos una ex-

presién que refleja el error cometido en nuestras hipétesis. Reemplazando las expansiones

de la tabla 1.2, obtenemos:

25%02

Ale) = T3(225 — 1)

(7 — 228 — 82287 4 165°5°) + O(et®) (1.23)

De esta manera hemos obtenido que la teorfa es exacta hasta o, con un error proporcional
a o®. Ademds se observa que claramente el error disminuye en la medida que aumente el

spin o la dimension.

1.4 Un Modelo Ilustrativo

En esta seccién mostraremos lo sencillo que es aplicar nuestra teorfa a otros modelos. En
efecto, su versatilidad es muy grande y se pude extender facilmente para incluir interac-
ciones con otros grados de libertad, interacciones a vecinos mas lejanos o simplemente

algiin tipo de campo cristalino como en el caso que vamos a tratar.
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Algunos compuestos, de los cuales el TMMC y el KsFe(CN)g [57,58] son ejemplos
tipicos, pueden ser descritos a través de un Hamiltoniano de Heisenberg con Anisotropia
Uniaxial:

g2

H = Jg Z [§+(7)5™(7 + 8) + (7 + 8)5~ ()]

+ IS S (MSH(F+8) - DY SH(ASHP), (1.24)
75 o

donde § () es el spin en el sitio 7 § es un vector que conecta un punto en una subred con

sus primeros vecinos en la otra subred; J es la integral de intercambio; o el pardmetro de

anisotropia y, D mide la anisotropfa uniaxial.

Un valor de D positivo favorecer4 la orientacion del orden magnético en la direccién z,
disminuyendo entonces las fluctuaciones asociadas al término transversal XY del Hamil-
toniano. De esta manera, tendremos que en la medida que D crezca, se incrementara las
regiones del espacio donde nuestra teoria es vélida. Un valor de D negativo favoreceria
un alineamiento antiferromagnético dentro del plano zy, situacién que estd mas alla de
este ejemplo ilustrativo.

Para resolver este modelo, redefinimos nuestros operadores de spin cero como:

Ak PG T g T .
4(R) = e TS 4 850 + Qg (125
o N\Z aJS
Q= ("2_) (o5 —1)7 12025 —1)D (1.26)

Aqui 7 es el conjunto de vectores que corresponden a la subred con spin “up” (méximo
valor); I es un vector de la primera zona de Brillouin de una de las subredes; z es el
niimero de primeros vecinos y, N es el nimero de dtomos con spin S en la red.

Al igual que en el caso tratado anteriormente, las relaciones de conmutacion entre
estos operadores y nuestro Hamiltoniano son complejas. Pero, siguiendo el espiritu de la

seccién 2, al reemplazar sus expresiones exactas por sus proyecciones sobre el estado de
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Néel |V, ellas se simplifican notablemente:

(8500, 65(F)] =0 [85(R), 45" (F)] = 62855 - (1.27)

Fsta relaciones de conmutacién bosdnicas son vélidas mientras exista un alto orde-
namiento antiferromagnético, i.e., mientras se cumpla que o sea pequeiio o D grande, o
ambas. Sin embargo, a pesar de que hemos obtenido que nuestros operadores ¢ son opera-
dores bosénicos, atn nos falta mostrar que son excitaciones de nuestro sistema. Para ello,
simplemente hay que evaluar las relaciones de conmutacién entre nuestros operadores y
el Hamiltoniano.

Fl término XY se puede escribir directamente en funcién de nuestros operadores:

N\?
Hyv = JaS (5 )" 3 (440) + 65(0) — 2Q8z3) ; (1.28)
§
de (1.27) se obtiene directamente:
sy _ JaS (NyZ
[pxr, 8B = 5= () 4 (1.29)

Los otros dos términos implican un poco de més trabajo, pero atdn asi no es dificil obtener:
[Hr+Ha, $UR) = (28 — 1) +2(25 —1)D) ($}(F) - Qbs5) - (1.30)

De esta manera, hemos obtenido que nuestros operadores son excitaciones bosonicas

del sistema:
(M, $4E)] = (225 —1)J +2(25 ~ 1)D)k(k) = edl(k). (1.31)

Estas consideraciones nos permiten escribir el Hamiltoniano, restringido al espacio de spin

total cero, como sigue:

H=e3, SUE)GsE) + By, (1.32)
k6

donde E, corresponde a la energia del estado fundamental. Para obtenerla, recurramos a

la propiedad de los operadores ¢ de tener como autoestado al estado de Néel:
$3(k)IV) = Qbg5lN) (1.33)
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Promediando en €l estado de Néel ambos lados de 1.32, utilizando la propiedad anterior
y el valor exacto de la energia para este estado, podemos despejar la energia del estado

fundamental E; y obtener:

N

N 2.2
E, = - Jz§" ~ NDS* - Jz5"a

2((2z5 — 1)J +2(25 —1)D)

(1.34)

Esta expresién confirma nuestra afirmacién inicial de que el término de anisotropia

fi 1 si in % 1 1 alor del spi bti 1

no afecta al sistema con spin 3, ya que al reemplazar ese valor del spm se cbliene que e

término uniaxial no contribuye a la energia salvo por un valor constante de N D52, Para

spines mayores ya hay un efecto neto en la configuracién del estado fundamental y en la
energia de él, como también en las excitaciones.

El estado fundamental se obtiene directamente:
j9) = exp {—@2; (440) - c.bg(o))] ) (1.35)
F

Para comprobar nuestros resultados para la energia del estado fundamental, los com-
paramos con valores obtenidos numéricamente a través del método de Lanczos [59,60] en
una cadena lineal de 12 sitios para spin 3/2 [61]. Figuras 1.2 y 1.3 muesiran cémo la
expresién (1.34) para la energia del estado fundamental ajusta los resultados numeéricos
obtenidos para diferentes valores de los pardmetros. Como se esperaba, un_valor alto para
D favorece el ordenamiento antiferromagnético y permite aplicar (1.34) en un amplio
rango para a. Lo sorprendente es la magnitud del efecto, ya que un cambio en D de 0.0 2
1.0 aumenta el intervalo de validez de nuestra aproximacién al doble. Un resultado similar
se obtuvo cuando se incluyé interaccién a segundos vecinos ferromagnética J; < 0 a un
modelo de Heisenberg con interaccién a primeros vecinos antiferromagnética J; > 0 {43}
alli, un cambio del cuociente Jo/J; de 0 a —0.2 producia el mismo efecto.

Otro método de verificacién se obtiene al considerar el limite D — oco. Supongamos
una cadena lineal de spin S = 1 descrita por el hamiltoniano (1.24). En el limite D — oo,
el sistema preferird aquellos estados con componente Sf maximo, ya que cualquier otro

estado tendrd una energia mucho mayor. Asi, en el caso de spin 1, sélo sobreviviran
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Figura 1.2: Valores para la energfa para
una cadena lineal y spin 3/2 con D =0. La
linea continua representa la ecuacién (1.34),
mientras que los circulos corresponde a va-
lores obtenidos a través del método de

Lanczos en una cadena de 12 sitios.

;
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aquellos estados con 5§ =1y —1. Luego, en este limite se puede obtener un modelo con
spin § = 1/2 efectivo a través de teoria de perturbaciones en 1 /D. Esto fue hecho por

Sélyom y Ziman [62], obteniendo el siguiente Hamiltoniano efectivo:

o2 J?
iD —ND
a2J2 a2J2

+ 4T+ );”f'al—a)—g;(éﬁéal—ﬁmr) (1.36)

Hers = —N

donde 8%, ST y S~ son operadores efectivos de spin 1/2, que obedecen
. 1 .
57 £1) =ﬂ:§|i1) SEF1)=]+1) (1.37)

El espectro del Hamiltoniano efectivo (1.36) coincide con aquel obtenido en un Ha-
miltoniano Antiferromagnético para spin 1/2 y que fue resuelto por Orbach [14]. Luego,
simplemente tenemos que comparar los resultados obtenidos por nosotros para spin 1 con
aquellos de Orbach en el limite D > J. En las figuras 1.4 y 1.5 se comparan ambos
resultados tomando D/J = 4 y D/J = 8, respectivamente. Como se observa, ambos
resultados concuerdan notablemente, habiendo sélo un error menor al 0.1% incluso en

o =1 ( 0 1% si no consideramos el término constante —D).
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la expresién obtenida para la energia, to-

mando D = 4.
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Capitulo 2
Método Variacional

La gran versatilidad de PNME ha sido demostrada en el hecho de que, dentro de los pocos
afios en que ella ha sido desarrollada, ha logrado describir una serie de modelos donde
se cumple que existe un ordenamiento antiferromagnético sobre una red bipartita. No
sélo el modelo de Heisenberg con antiferromagnetismo a primeros vecinos fue descrito por
esta teoria, sino también fue posible incluir interacciones a segundos vecinos, tanto ferro
como antiferromagnéticas. Ademds ha sido facilmente generalizable para spin y dimensién
arbitrarios, junto con permitir describir modelos donde se incluye interacciones con otros
grados de libertad e, incluso, introducir fuerzas de enlace de origen magnético.

No obstante lo anterior, existen algunos modelos donde no es aplicable directamente
PNME. Un ejemplo corresponde al modelo de Heisenberg con interacciones a primeros
vecinos v anisotropia mayor que 1. En el capitulo anterior obtuvimos que nuestra teoria
lo describe notablemente bien en €l limite Ising (e = 0), decayendo en la medida en que
nos aproximamos al limite isotrépico (e = 1). Pero existe evidencia de que a partir de
o = 1 la naturaleza del estado fundamental cambia, dando una relevancia maxima a ése
punto. Nuestra teoria, en la forma en que la hemos presentado, no es vélida para valores
o > 1, tanto en el caso unidimensional como en el bidimensional, por lo que no puede dar

cuenta de esa transicidn.




Otro ejemplo de estas falencias, corresponde el incluir al modelo anterior un campo
magnético externo. La caracteristica principal de PNME es que sus excitaciones no cam-
bian el spin del estado donde se aplican, en contraste a ondas de spin que si la afectan.
Esto significa una ventaja cuando se estd estudiando el estado fundamental de un sistema
antiferro, que esta restringido al subespacio con magnetizacién total nula, pero se trans-
forma en desventaja cuando se introduce un campo magnético externo, donde los estados
con diferentes magnetizaciones se mezclan entre si. Las excitaciones que introduce PNME
no permiten por si solas obtener estados con magnetizacién diferente de cero, por lo que
describir la transicién desde un estado antiferromagnético a uno ferromagnético inducida
por un campo magnético externo esta mas alld de sus posibilidades.

En este capitulo, vamos a introducir una variante variacional a la teoria presentada
anteriormente. A partir del estado fundamental obtenido a través de PNME, vamos a
generar una funcién de onda variacional que permita describir exitosamente sifuaciones

como las descritas anteriormente.

2.1 Funcién de Onda Variacional

En general, PNME propone como estado fundamental a:

lo(e)) = exp [—ﬁ‘}l—)g 20~ qaw))] Y (2.1)

donde « es el pardmetro de anisotropia del Hamiltonlano (1.1); S es el valor del spin;
# el nimero de primeros vecinos de la red; |A), el estado de Néel vy ¢, los operadores
introducidos por PNME (ecuacién (1.2)). A partir de el estado fundamental se construyen
los estados excitados: ( ;o )n__
SB)"™

Hngh) =1 —=—

e !

F 77

lg(@)) - (2.2)

Como los operadores ¢ por construccién no alteran el valor del spin total, ambos esta-

dos (2.1) v (2.2) pertenecen al subespacio con magnetizacion total S nula y junto con los
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operadores ¢ dan cuenta de todos los elementos de ese subespacio. En efecto, todos estos

estados pueden escribirse como la suma de diferentes términos de la forma:

(4R (45(F)) " IN) (23)
y si definimos como el operador magnetizacién total 57 a
Sp=3 (57(7) + 5*(F + 8)) . (2.4)
se obtiene directamente que

55 ($4B)" (45(F))" W) =0, (2.3)

ya que los operadores ¢ solo pueden intercambiar pares de spines que estén antialineados.
De esta manera, nuestro estado fundamental (2.1) y estados excitados (2.2} no sélo per-
miten obtener {S4) = 0 sino, alin mas, estdn completamente contenidos en el subespacio
S(0) definido por los autovectores de 54 con autovalor nulo, lo que los hace completa-
mente ortogonales a cualquier estado perteneciente a cualquier otro subespacio S(m) con
magnetizacidn total m no nula. En particular, nuestro estado fundamental (2.1) cumple

que
(g()|SHFSHF + 8)lg(e)) =0 - (2.6)

(G(@)|S*F)SEF + B)lgla)) = (g(e)iS* (7 + 8)S*()lgle)) = 0. (2.7)

Las consideraciones anteriores nos permiten introducir la funcién de prueba

lg(e’, {6:1)) = Ry({6:D)lg () , (2.8)

donde el operador unifario

Ry((5:) = [ [0059(9)] oxp [ 105577+ ) (29)

26




es simplemente una rotacién en 0z alrededor del eje y sobre el spin en el sitio 7, con 6
arbitrario pero fijo. Los parametros {87} y ¢ son los parametros variacionales de nuestra
funcién de prueba.

Al escribir el funcional para la energia

F(o/,{67}) = (9(e)) IR, ({8-1)THR, ({8:})lg(c) (2.10)

que corresponde simplemente al promedio del Hamiltoniano H arbitrario sobre nuesira
funcién de prueba, podemos reinterpretarlo como el valor de expectacién del operador
rotado H' = RIHR, sobre el estado lg(@)). Luego, basta simplemente hacer la substi-

tucién

5% — cos8S5° — sen 05° (2.11)
Sy — 5 (2.12)
57 — sen #5% 4 cosf5” (2.13)

en H para obtener el nuevo operador transformado H'({67}) sobre el que promediamos la

funcién de onda [g(a)):

F(o!,{0s}) = {g(e")H ({0:D)g()) - (2.14)

Nuestro funcional se simplifica notablementa haciendo uso de las propiedades (2.6)
y (2.7). Una vez obtenida la expresién final para él, el problema se reduce a encontrar y

resolver las ecuaciones minimales para los pardmetros envueltos.

2.2 Limite XY

Incluir anisotropia en el Hamiltoniano de Heisenberg posee la ventaja de poder comparar
en forma mis exigente los resultados aproximados con aquellos exactos. Incluso en los
nuevos superconductores se ha encontrado una cierta anisotropia que favorece el orden

antiferromagnético en la direccién perpendicular a los planos CuO;. A lo anterior se le

27




agrega el hecho de que a traves de la variacién continua de un pardmetro o se puede
conectar continuamente al modelo de Ising con el XY, pasando por el Heisenberg iso-
trépico. Esto permite estudiar el cambio de régimen en el punto o = 1, cambio que se
manifiesta claramente en dimensién uno gracias al anzat de Bethe, pero que no ha podido
ser estudiado ampliamente en dimensiones mayores.

Luego, consideremos la funcién de onda variacional propuesta, pero con sélo un angulo

variacional por simplicidad:

lg(e’, 07)) = Ry(6)lg(e)) (2.15)

y el hamiltoniano de Heisenberg anisofrépico

J IR N, ar=, P

M= Y [$H@S(F+ 8+ S FE+HS O]+ L SAFEE). (216)
{78 {718

Por las consideraciones planteadas en la seccién anterior, debemos evaluar el hamiltoniano

transformado H'(6):

H(O) =TT {i( son 20 + crcos® 0+ @) [S*()S~(7 + §) + §* (7 + 8)S(7)
=

+(cos? 8 + a sen 20)S*(F)S*(F + 8) + %( sen 20 + acos’ § — a)
< [§*PSHF+B) + T F+ 85~ (D)] + %(1 — &) sen 8cos® [SHF)S*(F + 5)
+8m(F)S7(F 4 8) + SHF+ S (F) + S™(F+ S)Szm]} . (2.17)

Pero al aplicar (2.6) y (2.7) al calcular el valor esperado del Hamiltoniano transformado,

nuestro funcional se simplifica notablemente:

F,0) = &5 (@) (S (F+8) + 5*(F+ S~ (le(@)

{78
Y (o(@)IS S + Blale), (2.19)
{rhé
donde
J = J(cos# + @ sen *8) (2.19)
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1 sen *0 4+ acos?f +
9 cos?f 4 « sen 20

Luego, nuestro problema se redujo a evaluar el valor de expectacién de un nuevo Hamil-

& =

(2.20)

toniano de Heisenberg con valores modificados para la constante de acoplamiento y el

pardmetro de anisotropfa. Definiendo

Hi(of) = {g(e)|S*(7)S* (7 + §)lg(e’)) (2.21)

Hyy(e!) = (g(e)|ST(F)S™ (7 + 8) + ST(F + 8)5~(Mlg(e)) (2.22)

nuestro funcional (2.18) se transforma en

r
F(d,0) = zij(l +a+ (1 = @) cos20)Hi(a")
+ZNJ(1 +3a+ (a —1)cos 20)Hxy (o) - (2.23)

Para un & fijo, los extremos de F(a',0) vienen dados por la ecuacion

%—Ig =(1— a) (HI(O!’) — ny(a')) sen 20 = 0, (2.24)
cuyas soluciones principales son
0=0,% (2.25)

independientemente del valor del otro pardmetro variacional. El signo de la segunda
derivada

o*F . ;

5@; = (1 - a) (HI(a ) — ny(a )) cos 26 y (2.26)
determina cudl de estas dos soluciones corresponde a un minimo y cudl a un maximo. Lo
importante a esta altura del desarrollo es observar que el signo de la segunda derivada
cambia en @ = 1, transformando los méximos en minimos y vice versa. No es dificil

obtener que F(«',8) es minimo para

0 s1 0<a<l
9'——" T . 4 (2.27)
5 s l<a<o
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obteniéndose una transicién paramétrica para o = 1. ‘
Al reemplazar para 1 < o < oo el valor @ = 7/2 en las ecuaciones (2.19) y (2.20),

obtenemos los valores equivalentes para la constante de acoplamiento y la anisotropia

« 1
J=al, &= +a;
20

(2.28)

observemos que si 1 < a < oo entonces 1/2 < & < 1. El funcional F(d!,7[2) corresponde
al valor medio de un Hamiltoniano de Heisenberg con anisotropia & < 1 con respecto al
estado |g(e)), situacién que sabemos estd bien descrita por el estado |g(&)), por lo que

el minimo en o del funcional vendria dado por

o = @. (2.29)
Luego, identificamos la energfa del estado fundamental Eg(a), para a > 1, con el valor

minimo del funcional, obteniéndose

Eg(e) _ Eo(d)

—_— L e

NJ NJ

. a>1 (2.30)

donde E, (o) denota la energfa del estado fundamental para o' = (1 4+ 22)/(2c). Reem-
plazando en la expresién obtenida en el capitulo anterior para la energia del estado |g),

encontramos la expresién generalizada de la energia del estado fundamental para todo

valor de a: o ,
z o
_ <
Eg(a) > \MTas—1) 0sa<ld (2.31
NJ 252 1+ (14 a)? L<a<oo ’ 31)
2 4(225 — 1)a? )’

ademés del estado fundamental

WMD={ lote)) ot Os @<t (2.32)

Ry(x/2)g(e))) si 1<a<oo

En la figura 2.1 se compara la expresin para la energia dada por (2.31) y resultados
obtenido a través del método Monte Carlo cudntico por Barnes, Kotchan y Swanson [56]

para una red cuadrada de spines 1/2. La concordancia es notable: a todo lo largo de
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0.0 0.5 1.0 15

Figura 2.1: Energfa por sitio para el estado fundamental en la red cuadrada en fun-
cién del pardmetro de anisotropfa c. La linea continua representa la expresién (2.31);
la de puntos, aquella obtenida por ondas de spin y los circulos, valores qbtenjdo a traves
de un complejo céleulo Monte Carlo. El error maximo entre los resuitados numéricos

y los nuestros ocurre en @ = 1 y es de un sélo 0.5%.
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sntervalo 0 < @ < 1.4 el error maximo alcanzado es de un sélo un 0.5%, lo que significa
que (2.32) describe en forma precisa al estado fundamental en dimensién dos [46]. En la
misma figura se observa el resultado obtenida a través de ondas de spin como una linea
discontinua; claramente queda de manifiesto que nuestro método para obtener el estado
fundamental para este caso supera en forma categérica a ondas de spin. Es razonable
considerar que el ajuste en dimensidn tres serd tan bueno como en dimensién dos, ya que
sabemos que el ordenamiento antiferro aumento en la medida que crece la dimensién o el
spin.

Fn dimensién uno la situacién es totalmente diferente, ya que en este caso no hay
correlaciones de largo alcance. Los valores para la energia y correlaciones obtenidas a
través de PNME solamente describen en forma correcta el comportamiento de la cadena
lineal hasta el valor a = 1/2 para la anisotropia, valor a partir del cual las correlaciones
antiferro comienzan a disminuir drasticamente. No es de exfrafar que el valor de un
10% de error maximo obtenido en el limite @ — oo supere en mas de 20 veces el error
obtenido para dimensién 2, pues el intervalo 1 /2 < @ < 1 a partir del cual se obtiene
la energia para valores de o > 1 corresponde a aquel donde las suposiciones de nuestra
teoria comienzan a fallar. Esto es lamentable dado el hecho que solamente en este caso
se posee una solucién exacta con qué comparar, pero que podemos utilizar en nuestro
favor. En efecto, el mapeo (2.30) que relaciona los valores de la energia en el intervalo
1/2 < @ < 1 con aquellos valores de a entre 1 e o0, no depende de la naturaleza del
estado fundamental obtenido, ¥ puede ser testeado a través de los valores exactos para
la energia. Esto se muestra en la figura 2.2, donde la linea continua corresponde al valor
exacto para la energfa calculado a través del ansatz de Bethe [15] y los puntos, a aquél
obtenidos a través del mapeo (2.30). El error méximo de un 3% obtenido en el limite
& — 0o 1o es tan categérico como el valor de un 0.5% obtenido en la red cuadrada, pero
justifica la validez de la aproximacion.

Por tltimo hay que observar que el estado fundamental obtenido por nostros para

o > 1 posee ordenamiento antiferromagnético en el plano XY, especialmente para valo-
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o'=(1 +0)/20,
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Figura 2.2: Chequeo del mapeo que relaciona valores de la energia para valores de «

entre 1/2 y 1 con valores entre 1 e co, utilizando los valores exactos de la energfa para

la cadena lineal. La linea continua representa el cdlculo exacto, mientras los puntos

representan la expresién (mapeo).
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res de grandes de . Esto no quiere decir que existan correlaciones antiferromagnéticas
infinitas en la red cuadrada en el plano, sino simplemente un ordenamiento antiferro de
largo alcance, al igual que el resultado obtenido por Kubo [21], dadas las aproximaciones
introducidas en nuestra teoria. Sin embargo, una comprobacién experimental sobre este

hecho ann estd ausente.

2.3 Campo Magnético Externo

El modelo de Heisenberg con campo magnético exierno sélo posee solucion exacta en
dimensidn uno y para el caso isotrépico [63] aunque, sin embargo, se han logrado obtener
expresiones asint6ticas para las curvas de magnetizacionen el caso anisotrépico [64], junto
con complejos estudios numéricos [65]. Impulsados por esto, en esta seccién vamos aplicar
nuestro método variacional a un modelo de Heisenberg anisotrépico de spin 1 /2 bajo la
accién de un campo magnético externo tanto longitudinal, en la direccién de la anisotropia,
como transversal, perpendicular a ella. Los célculos estén hechos para dimension uno, pero
son ficilmente generalizables a dimensiones mayores utilizando los resultados del capitulo
anterior. Vamos a obtener la energfa del estado fundamental, la magnetizacién total
y de subred, asi como la susceptibilidad. Para testear nuestro resultados, utilizaremos
célculos numéricos basados en el método de Lanczos [59,60] para una cadena de 12 sitios.
Comeo veremos mis adelante, la concordancia es muy buena e incluso nuestra funcion
de onda permite describir notablemente bien diferentes fases antiferromagnéticas como
ferromagnéticas que se presentan en el estado fundamental en la medida que el campo
magnético externo varfa [47].

Comencemos suponiendo una cadena lineal bipartita de spin 1 /2 sobre la que actda
un campo magnético externo H,y que podemos describir a través de un Hamiltoniano de

Heisenberg anisotropico:

Ho=JY [52(1)52(1 F1)+ 5 (SHOSTU+ D + 5 1)5-(1))]
!
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—g KB Z [Hmsx(l) + H.5*(D)] . (2.33)
!

Ante la presencia de un pequefio campo magnético en la direccidn z, nuestra funcion
de onda, que posee correlaciones antiferromagnéticas en la direccién z, va a comenzar a
generar una pequefia magnetizacidn neta en la direccién del campo. Esto nos induce a

considerar la siguiente funcién de onda variacional:

lg(a’,61,02)) = Ry(01,62)l9()) (2.34)

donde el operador unitario
Ry (61, 05) =TT exp [%9253(21)] exp [%elsy(:zz + 1)] (2.35)
1

es simplemente una rotacién en que cada subted posee un 4ngulo independiente de rotacién
9;, con 7 = 1,2, medido a partir del ordenamiento antiferromagnético. El funcional para
la energia es directamente calculable al utilizar las consideraciones de la primera seccién

de este capitulo, resultando
01,69, ¢
F(lj:,r_—j;ﬁl = (cos 6y cos 03 -+ « sen 6, sen 8;) Hi(a') + %(a + ¢ cos 6 cos b,
+ sen 8y sen 0g)Hyy (o) + —19—[( sen 0y — sen 82} hy + (cos 8; — cos Ba) h] M.(c') , (2.36)

donde h, = ghupH,/J y by = ghuH;[J son las componentes del campo magnético

reducide. Los coeficientes

Hr(a') = {g(e)|S:()S:(1 + Dlg(e@)} (2.37)
Hoy(el) = (g(e)] (S (0S-(1+ 1) + 541+ S-() lg(e)) (2.38)

y
M () = (g(@)IS:(Dlg(e)) (2.39)

dependen solamente del pardmetro variacional o, y sus valores para dimension uno se

encuentran tabulados en la tabla 1.1. Si introducimos las nuevas variables
1 i
£=501+0) v n=5(01-6), (2.40)
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!
nuestro funcional se simplifica a

F(a’a "7:5) _a ' ! 1 !
— = 5(‘4’(0 ) — B(e)} + 5(1 + a) A(e) cos(2n)

-i——12—(1 — &) B() cos(2€) + hoM.(c") sen ncos§ — h.M.(c') sen n sen (2.41)
con . .
A(e) = Hi(e) + Ha(@) vy B(e)=Hi() =7 zo(e) (2.42)

Fstudiaremos las ecuaciones minimales de (2.41) para cada componente del campo en

forma separada.

2.3.1 Campo Transversal

Las ecuaciones minimales para el funcional de la energfa son:

sen £ |(1 — a)B(e)cos € + _M_,,.(_g_z'ﬁ-_ sen n} =0, (2.43)
Cos 7] _(1 + a)A(e) sen i — yig—’—)fi{ cos 5] =0, (2.44)
, 3
o (0A(e)) 0B(a)) , 1 dA(d) 1. 8B
5 ( 5 o ) + 5(1 + ) e cos{2n) + 2(1 o) e cos(2£)
+h, OM. (o) sen pcosé =0. (2.45)

da’

A partir de las ecuaciones (2.43) y (2.44) se pueden obtener cuatro tipos diferentés de
soluciones para los angulos 7 y ¢; sin embargo, sélo una de ellas va a corresponder al
minimo absoluto de la energia, la tinica con relevancia fisica. En la medida que el valor
del campo y la anisotropia varfe, el rol de cada solucién puede variar, posibilitando que
la solucién que minimice la energfa difiera y con ello generar un cambio de régimen para

el estado fundamental. Los diferentes tipos de solucién son:
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(a)

Solucién Spin-flip. Esta solucién viene caracterizada por

M:h,

5:0, Sennzm.

(2.46)

Para valores pequefios de h;, esta solucion representa un estado levemente desviado
en la direccién del campo de la configuracién antiferromagnética en la direccion z.
Por lo tanto, esta solucién serd un minimo para la energia para valores pequefios
del campo k, y de la anisotropfa a. En el limite hz < 1, o' & a y los angulos de

rotacién vendrian dados por

6 ~ 2(_5‘%(%;”@ (2.47)

0 ——-————2("112{ i‘;}ﬁ; ;- (2.48)
Solucién Ferromagnética. Caracterizada por

¢=0, n=u/2, (2.49)

esta solucién se manifiesta como un minimo absoluto de la energia para valores
altos del campo magnético. Corresponde a girar completamente los spines de ambas
subredes de manera que coincidan con la direccién del campo; como en este limite
hay pocas fluctuaciones cudnticas, se tiene que o/ — 0 en la medida que el campo

Crezca.

Solucidn Antiferromagnética Transversal. Esta solucién corresponde a aquella ob-

tenida en la seccién anterior para valores a > 1. El valor de
{=x/2 y n=0, (2-50)

permite girar rigidamente ambas subredes de manera que las correlaciones ferro-
magnéticas se trasladen al plano z — y. Esta solucién surge como minimo absoluto

para valores pequenios del campo y > 1.
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(d) Por iltimo, considerar
£#£0, g=m/2, (2.51)
no afecta la configuracién del estado fundamental, ya que este tipo de solucién nunca

interviene como minimo absoluto para la energia.

Los valores analiticos para los dngulos 7 y ¢ determinado por cada tipo de solucidn
se reemplazan en la ecuacién (2.45) para obtener el valor éptimo para a'. Esta tltima
ecuacién se resuelve numéricamente, y una vez completado el conjunto de parametros que
minimiza la energfa para cada solucién, se procede a compararlos entre si para asi obtener
el minimo absoluto para la energia.

En la figura (2.3) se observa cémo cada tipo de solucidn interviene para definir la
configuracién del estado fundamental para o = 0.5 en funcién de la intensidad del campo
transversal. En ella, cada tipo de solucién estd etiquetada (a), (b) (c) y (d), al igual que
en la clasificacién en el texto anterior, mientras que los circulos corresponden a célculos
numéricos obtenidos a través del método de Lanczos. La curva inferior, que representa
el valor de la energia del estado fundamental, estd compuesta por solamente dos tipos de
soluciones diferentes, determinadas por el cruzamiento en b, ~ 1.3 dela solucién spin-flip
y la ferromagnético. Se observa una transicién continua desde un estado antiferromagné-
tico a uno ferromgnético, adquiriendo paulatinamente los dngulos 6; v 9 los valores 7/2
y —/2, respectivamente, en la misma medida en que @ — 0.

Las soluciones que participan para definir el estado fundamental para « = 1.5 son
tres, como se pude desprender de la figura 2.4. Al igual que en la figura 2.3, cada solucién
est4 etiquetada con la letra correspondiente y ademés estd graficado el valor de la energia
calculado numéricamente con circulos. Inicialmente, la solucién antiferromagnética trans-
versal se presenta como un minimo absoluto, hasta que comienza a competir la solucién
spin-flip. Una vez adquirida esta configuracién, paulatinamente va transformandose en
un estado ferromagnético. La transicién de un estado parcialmente antiferromagnético a
uno completamente ferromagnético, el cruce entre la solucion (a) y (b), se desplazd a un

valor més alto para el campo magnético que en €l caso a = 0.5.
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Figura 2.3: Energfa del estado fundamental en funcién del campo magnético trans-
versal H, cuya direccién es perpendicular a la definida por la anisotropia, la direccién
2 en este caso. El valor a = 0.5 corresponde a un caso intermedio entre el modelo de
Ising (o = 0) y el Heisenberg anisotrépico (@ = 1). Las curvas (a), {b), (c) ¥ (d) corres-
ponden a cuatro tipos diferentes de soluciones obtenidas variacionalmente, mientras
que los circulos representan los resultados de simulaciones numéricas en una cadena
de 12 sitios. Se observa que solamente 2 de las soluciones participan en la energia con
significado fisico, esto es, a 7' = 0 existen 2 tipos diferentes de fases dependientes del

campo.
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Figura 2.4: Al igual que en la figura 2.3, se muestra la energia para el estado

fundamental pero en este caso con @ = 1.5, situacién inclinada hacia el modelo XY.
En este caso el sistema presenta tres fases diferentes a T = 0, ya que intervienen tres

tipos diferentes de solucién en la energia.
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Figura 2.5: Energfa del estado fundamental en funcién del campo transversal externo
para algunos valores de la anisotropia c. Las curvas cortinuas representan los valores
obtenidos a través de nuestro método variacional, mientras que los circulo, triangulos
y cuadrados respresentan simulaciones numéricas en una cadena de 12 sitios. Las

magnitudes presentadas no poseen dimension.
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En la figura 2.5 se presenta la curva final para la energia del estado fundamental
obtenida a través de nuestra funcién variacional para algunos valores de ¢, comparada
con tesultados numéricos generados a partir del método de Lanczos (ver apéndice B)
en una cadena lineal de 12 sitios. La correspondencia entre nuestros valores y aquellos
obtenidos numéricamente es notable, especialmente para valores pequefios de c.

Por ltimo, la magnetizacién total, susceptibilidad y correlaciones se pueden obtener

directamente una vez que se conocen los valores de los parametros variacionales, a través

de

(S.(D) S +1)) = —%B@ﬂmd%)—%A@ﬂmﬂmﬂ (2.52)
(S;) = —pgM,(c)senncosé (2.53)
X = 52—3 (M.{c') sen cos€) . (2.54)

2.3.2 Campo Paralelo

En este caso ki, = 0, con lo que las ecuaciones minimales se reducen a

cos¢ |{1 — a)b(a’) sen € + M(chs sen n] =0, (2.55)
cosq [(1 4+ a)A(e’) sen n + ﬂg—l@i sen 5] =0, (2.56)
Y
a (A(d) 9B(d) 1 0A() 1 dB(d)
5 ( 9 Ba + 2(1 + a) Bed cos(2n) + 2(1 — ) S cos(2¢)
M. () _
—h, 5o SCR 7 sen £=0. (2.57)
Nuevamente sélo existen cuatro tipo de soluciones:
(a) Solucién Ferromagnética. Determinada por

{=n=0, (2.38)
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en ella los spines conservan su alineamiento antiferromagnético en la direccién z.
Corresponde a aquella solucién del Hamiltoniano de Heisenberg libre de campo

magnético externo.

Solucién Mazimal. Este tipo de solucién, definido por

_ _ M(a)hs
=35, =5 OB(a)’

(=

(2.59)

corresponde a un ordenamiento ferromagnético a lo largo del eje z, situacion comple-
tamente desfavorable para la disposicién del campo y por lo tanto, nunca representa

un minimo absoluto para la energia.

Solucién Spin-flip. Nuevamente se haya presente este tipo de solucién donde los

spines, conservando su alineamiento antiferromagnético, generan un pequeno Imo-

mento magnético en la direccién del campo para disminuir su energia. En este caso

el ordenamiento antiferromagnético es a lo largo del cje z y el momento magnético

es generado en la direccién z. Las variables 7y £ vienen dadas por
—M,(c )i,

2(1 + e)A(e)

¢=5, senq= (2.60)

Esta solucién se presenta favorable energéticamente en especial para campos h,

pequefios y « > 1; en este caso, los éngulos de rotacién por subred son aproxima-

damente:
T M, (a2
R T eA) (2.61)
T M.(c')h,
6 ~ = 2.
? 5 20+ a)Al) (2:62)
Solucién Ferromagnética. Este caso corresponde a tomar
n=£=x/2, (2.63)

valores para los cuales los spines se alinean ferromagnéticamente en la direccién z.

Esta situacion es favorable energéticamente en el limite de campo h; grande.
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Figura 2.6: Energia del estado fundamental en funcién del campo magnético .
paralelo a la direccién definida por la anisotropia, cuyo valor es a = 0.5. Los circulos
representan los resultados de simulaciones numéricas en una cadena de 12 sitios. Se
observa gue hay 3 tipos de solucién que participan en la energia, estoes, a T = 0

existen 3 tipos diferentes de fases.
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Figura 2.7: Al igual que en la figura 2.6, pero tomando « = 1.5, situaci6n inclinada

hacia el modelo XY.
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Figura 2.8: Energfa del estado fundamental en funcién del campo paralelo externo
para algunos valores de la anisotropia «, comparada con resultados numeéricos., a igual

que en la figura 2.5.

Evaluamos el funcional (2.41) para cada solucién, como se observa en la figura 2.6, para
obtener la configuracién del estado fundamental para & = 0.5 en funcién del campo h,.
En esa figura se observa que se suceden tres fases diferentes relacionadas con las soluciones
(a), (¢) y (d), en ese orden, en la medida que aumenta el campo k.. En la figura 2.7 se
muestran los valores energéticos asociados a cada solucién, pero ahora tomando a = 1.5;
es importante subrayar que, como se desprende de la figura, este caso es equivalente al del
campo transversal pero con a < 1, mientras que el anterior corresponde a tomar o« > 1
en la situacién con campo transversal. Por tltimo, en la figura 2.8 se compara la energia
del estado fundamental para algunos valores del pardmetro de anisotropia « con aquella

obtenida numéricamente mediante el método de Lanczos en una cadena de 12 sitios.
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2.3.3 Analisis de las fases obtenidas en una dimension

Una forma de describir las diferentes fases presente a ' = 0 en el modelo descrito en
esta seccidn, es a través de los dngulos de rotacién de subred 8; y 8;. Ellos corresponde
a los dngulos promedio subtendido por los spines en cada una de las dos subredes con
respecto al perfecto alineamiento antiferromagnético en la direccién z que posee inicial-
mente. $i la rotacién es rigida, manteniendo 6; = s, el sistema mantiene su alineamiento
antiferromagn’etico inicial aunque en una nueva direccion; por otro lado, si se cumple que
8, — 0 = +x, el sistema adquiere una configuracién ferromagnética.

La orientacién promedio #; y 8; de los spines de cada subred es mostrada en la figura 2.9
en funcion de la intensidad del campo transversal H,. Ripidamente se desprende que el
comportamiento desarrollado por el sistema depende fuertemente del valor de anisotropia
que se considere. En el caso de un valor de anisotropia cercano al Hmite Ising como
corresponde al valor @ = 0.5, el sistema conserva su alineamiento antiferromagnético
en la direccién z aunque paulatinamente va generando una componente ferromagnética
en la direccién del campo. Esto corresponde a una transicién continua de un estado
antiferromagnético a uno ferromagnético, pero no suave.

El caso de & = 1.5 representa al comportamiento del modelo tendiendo al Hmite XY.
En &, se tiene inicialmente una configuracién antiferromagnética dentro del plano z —y,
situacién que perdura imperturbablemente hasta un valor critico del campo magnético,
h. = 0.8 para « == 1.5, donde adquiere bruscamente un ordenamiento antiferromagnético
en la direccién z junto con una magnetizacién neta en la direccién del campo. De allf se de-
sarrolla paulatinamente, al igual que en el caso anterior, hasta adquirir una configuracién
ferromagnética real en la direccién .

Figura 2.10 representa el comportamiento de ¢, y 6 en funcién de la intensidad del
campo paralelo H,. Nuevamente diferentes valores para la anisotropia dan origen a di-
ferentes comportamientos. En el caso de una anisotropia tipo Ising, como es el caso de
a = 0.5, el sistema sufre dos transiciones diferentes, una de ellas discontinua, que conectan

tres fases diferentes. Imicialmente el sistema mantiene su ordenamiento antiferromagné-
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Figura 2.9: Orientacién promedio de los spines en cada subred en funcién del campo
transversal H;. Los dngulos estdn medidos con respecto a una configuracion f;antife—
rromagnética en la direccién z. Para una anisotropia cercana al limite Ising, o:ii: 0.5,
a partir de una situacién antiferromagnética 8; = 0 los spines desarrollan pa.ufla.tina—
mente una componente ferromagnética en la direccién del campo, hasta que ﬁnailmente

adquieren un verdadera configuracién ferromagnética, f; = 7 /2. En el caso de ani-

sotropfa hacia el limite XY, ¢ = 1.5, los spines inicialmente poseen ordena;:i:uiento

i
antiferromagnético en el plano x — y. Esta configuracién se mantiene hasta un valor

critico del campo, desde el cual su comportamiento es similar al caso anterior.;
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Figura 2.10: Al igual que en la figura 2.9, se presenta la orientacién promedio de
los spines en cada subred pero para el caso de un campo paralelo H,. Salvo por una

rotacién en 7/2, el comportamiento es similar al desarrollado en el caso de un campo

{ransversal,
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tico a lo largo del €je z, hasta un valor del campo h; = 0.7 donde bruscamente adquiere
magnetizacién neta a lo largo del eje z, junto con un ordenamiento antiferromagnético en
el plano = — y. A partir de allf comienza a aumentar su momento magnético y disminuir
sus correlaciones antiferromagnéticas en la medida que crece la intensidad del campo,
hasta que para k. = 1.5 ya es un estado ferromagnético.

Tomar una anisotropia tendiendo al limite XY para el campo paralelo, como lo es
el valor o = 1.5, permite obtener solamente dos fases diferentes que se conectan con-
tinuamente. Esto es, inicialmente el sistema posee correlaciones de largo alcance en el
plano z — y, perpendicular al campo aplicado, y va adquiriendo momento magnético con-
tinuamente al aumentar la intensidad del campo. Al llegar al valor de saturacién para
el momento, el sistema se torna inmediatamente ferromagnético, perdiendo todas sus
correlaciones antiferromagnéticas.

Las transiciones anteriores se reflejan abiertamente al graficar la magnetizacién en la
direccién del campo. Como se puede observar directamente de las figuras 2.11 y 2.12, que
corresponden al campo transversal y paralelo respectivamente, las transiciones disconti-
puas de fase se ven reflejadd” con’ un salto en el momento magnético en la direccion del
campo.

Por tltimo, en la figura 2.13 se comparé el valor obtenido para la magnetizacién para
un campo transversal con aquellos valores obtenidos a través del método de Lanczos,
para tres valores diferentes para el pardmetro de anisotropia. Los célculos numéricos se
realizaron sobre una cadena lineal de 12 sitios, lo que explica los escalones presentes en

la magnetizacion para este caso.
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Figura 2.11: Magnetizacién por sitio en la direccién del eje z para un campo trans-
versal, medida en unidades de Ay, para algunos valores de la anisotropia. Obsérvese

la discontinuidad presente para o = 0.5.
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Figura 2.12: Magnetizacién por sitio en la direccidn del campo, en este caso a lo

largo del eje z, medida en unidades de fips, para algunos valores de la anisotropia.

Obsérvese la discontinuidad presente para o = 1.3.
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Figura 2.13: Comparacién para el momento inducido por un campo transversal

entre los valores obtenidos mediante nuestra funcién de onda variacional y resultados

numéricos en una cadena de 12 sitios. El eje de la derecha estd graduado en unidades

de spines “up”(1) y spines “down” (1) para la muestra de 12 sitios.
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Capitulo 3
Sistemas Frustrados

La versatilidad del método variacional aplicado a PNME, radica en el hecho de que puede
extenderse incluso a sistema donde ya no es valida la biparticién del sistema en dos
subredes. De hecho, PNME fue aplicado con éxito sobre un sistema de Heisenberg con
interaccién a primeros y segundos vecinos, pero la teorfa discrepaba en la medida en que
la interaccién a segundos vecinos pasaba de una condicién ferromagnética, que favorece
un orden antiferromagnético, a una antiferromagnética, que lo frustra [43,44].

Por otro lado, existen redes que por su topologia frustran el ordenamiento antiferro-
magnético, donde es posible encontrar transiciones entre estados ordenados antiferromag-
néticamente y estados desordenados [25,66,67] Urn ejemplo de este tipo de redes es la
triangular, donde una interaccién tipo Ising impone un estado infinitamente degenerado
y, sin embargo, en la cual es posible encontrar una solucién clasica al sistema al considerar
una interaccién isotropica.

En este capitulo, aplicaremos el método variacional a un sistema con interaccién a
primeros y segundos vecinos, ambas antiferromagnéticas, que competiran para definir el
ordenamiento del sistema, en una cadena lineal y una red cuadrada [48]. Se obtendran
diferentes ordenamientos, dependiendo de los valores de los pardmetros, y diferentes dia-

gramas de fase. Ademas extenderemos PNME a sistemas no bipartitos, a través del caso
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especifico de la red triangular [49]. En este sistema seremos capaces de obtener una

transicién de fase de primer orden desde un sistema ordenado a uno desordenado.

3.1 Interaccién a segundos vecinos

Al considerar un sistema con interacciones a primeros (J1) y segundos vecinos (Jz), se
obtienen diferentes regimenes dependiendo de los valores de los pardmetros. En el caso
de que la interaccién a primeros vecinos sea antiferromagnético (J1 > 0) y la de segundos
vecinos, ferro (J; < 0), esta interaccién a vecinos més lejanos favorece un ?rdenamiento
antiferromagnético en el sistema y, por lo tanto, una teoria como PNME puede describirlo
correctamente [43,44,68]. Sin embargo, al contraponer a la interaccién a primeros vecinos
un Jp > 0, el ordenamiento antiferromagnético se frustra; ya no es posible satisfacer
simultdneamente ambas condiciones y el sistema elige alguna configuracién que minimice
el aumento de energia [32]. Esto lo logra para J; pequefio disminuyendo la magnetizacion
por subred y para J; grande, tomando una configuracion tipo 2-2 (++— ——?—{- +—-=..1)
donde se satisface sdlo el ordenamiento antiferromagnético a segundos Veci#xos.

El objetivo de esta seccién es lograr describir una transicion entre ambcﬁs regimenes a
través de una funcién variacional construida a partir del estado funda,menﬁal de PNME.
Vamos a aplicarla a una cadena lineal y a una red cuadrada, aunque se pﬁlede extender
a dimensiones mayores a través del método presentado en capitulos anteriores. La solu-
cién fue testeada comparandola con calculos numéricos obtenidos mediante el método de
Lanczos en cadenas de 12-16 sitios [68], y un método variacional desarrollado por Oli-
veira [32], que fue generalizado para incluir el modelo anisotrépico (o # 1) en una y dos

dimensiones.




3.1.1 El modelo

El Hamiltoniano de Heisenberg anisotrépico con interacciones a primeros y segundos ve-
cinos es
H o= 5T [SZ(F+ 55 () + 5 (STF+8)S™ () + SRS+ 5‘))]
75

+2 >[5+ NS @]+ LX 5+ B+ NSFHE] s 61

73
donde S%(7), 5% (7 son los operadores de spin 1/2; los vectores 7 describen los sitios de una
de las dos subredes en que hemos supuesto se divide la red; § son vectores que conectan
un sitio en una subred con sus primeros vecinos, que pertenecen a la otra subred; por
dltimo, X es un conjunto de vectores que conecta un sitio con sus segundos vecinos.

Consideremos la siguiente funcién de prueba

lg(ela 921 837 641 al)) = Ry(ela 927 93: 94)'9(0")) (32)

donde el operador unitario
Ry(6:,62,05,00) = I exp [% (61, (5t + 51) + 0a5,(R)
b2
055, (B + &) + 0:5,(R + 61 + &) (3.3)

es simplemente una rotacién en torno al eje y, con §; medido a partir del estado antife-
rromagnético a lo largo del eje z. Estos cuatro dngulos variacionales corresponden a las
posibles rotaciones de cuatro spines en fila en la cadena lineal, o aquellos cuatro que for-
men una plaqueta con la que se pueda recubrir toda la red cuadrada sin yuxtaposiciones.

El estado |g(c)) corresponde a la solucién de PNME para el estado fundamental

al

l9(e)) = exp | —mo—rs 3 (SH(E +8)57(R) — SHES(R+D)|IV). (39
(228 —1) wr

En él, denotamos por |N) al estado de Néel que asigna un spin “up” a la subred Fy

un spin “down” a la subred ¥+ &; ¢ es un parametro variacional que indica el grado de
P ) P
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desorden a partir del estado de Néel; finalmente, S indica el valor del spin considerado,
1/2 en este caso, y z al nimero de primeros vecinos.

Al tomar todos los dngulos un valor nulo, reobtenemos el estado fundamental de
PNME. En cambio, al tomar #; = 0; = 0, 6, = 3 = = y ¢ = 0, la solucién tipo 22 o
colineal es obienida; esta solucién es vélida en el limite J; —+ co para nuestro modelo.

El funcional para la energia es simplemente el promedio del Hamiltoniano sobre nuestra

funcidén de onda:
F(0y,65,05,04,0') = (g()|RI(01, 02,05, 05)H R, (61,62, 05, 8a) 9(c)) - (3.5)

Ya que R,(f) es un operador unitario, se puede reinterpretar la expresién (3.5) como
el valor esperado del operador RIHR, sobre el estado |g(c')}). Para llevar a cabo esto,

simplemente hay que sustituir en (3.1)

5% — cosf5% —sinf 5F (3.6)
A (3.7)
5% —s sin@S% +cosfS* (3.8)

y luego reemplazar la expresidn asi obtenida en (3.5), en lugar del operador RVHR,.

Recordando que §% = (St +S57)/2 vy 5% = (S* — 57)/(2i), uno puede reescribir la

expresion final como:

F(0y,04,05,04,0')/NJ; = % (cos 8y cos f3 + cos B, cos 15 -+ cos 03 cos 4 + cos B4 cos 6,
+a(sin 8; sin B, + sin 0 sin O + sin 85 sin 6, + sin O, sin 6;)) Y

-
e

3

(o + c(cos 81 cos 0, + cos 3 cos G5 4 cos B3 cos 04 + cos B4 cos 61)
+ 5in 6, sin 8, + sin B, sin fs + sin B3 sin 6 -+ sin Oy sin 6;)) HLY
(cos 85 cos 03 + cos B2 cos 84 + o(sin b sin I3 - sin f sin 6.)) H }2)

+

Los coeficientes
HY = (g(a)|S*(E+8)S(R)|g(e) (3.10)
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HY = 2 (g()ST(R+ §S(B) + ST(R)S™ (R + 8)lg(e)) (3.11)

HY = (g(a)|S*(R+ NS (R)lg() (3.12)
HO = 2 (g(@)SH(E+ XS~ (B) + SHB)S (R + N)lgla)) (3.13)

no dependen de Jos dngulos &;, sino solamente de «'. Ellos son conocidos exactamente en

una dimension:

H = —% [Rew) + i) HY) = —h(2) (3.14)
HP) = [Rea) — B HE = F2e) - J20)H(24),  (3.19)

donde J,(z) son las funciones de Bessel de orden entero, y solamente aproximadamente

en dos dimensiones

2 !

m__ 1} _¢@ W &
H! ; [1 3] HE 3 (3.16)

12

@ _ L9 (@ _ &
HY = 4[1 20 B =+ (3.17)

Nuestro problema se reduce ahora a miniminizar nuestro funcional (3.9) con respecto
a los cuatro 4ngulos €, 1 < ¢ < 4, y al pardmetro o’. A pesar de que el sistema de
ecuaciones obtenidos permite obtener un gran ndmero de soluciones diversas, solamente
tres tipos aparecen como minimos absolutos de la energfa en el espacio de parametros

definidos por a y J = Jo/Jy. Ellas son

i Solucién Néel Generalizada. Este tipo de solucién viene determinada por 8; = 0,
1 <i<4,ya < 1. Su caracteristica principal es que posee magnetizacién
alternada en la direccién z, y corresponde a la soluciénu obtenida directamente por

PNME, v que es valida para J < 1, donde el antiferromagnetismo a primeros

vecinos predomina.

i Solucidn Néel Transversal, determinada por §; = 7 /2 para 1 < i < 4, esta solucién
surge como un compromiso intermedio entre el antiferromagnetismo a primeros ve-
cinos y aquél a segundos vecinos. Corresponde a una magnetizacién alternada en la

direccidn z.
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it Solucién Colineal o 2-2. Solucién natural cuando predomina el antiferromagnetismo

a segundos vecino, J 3> 1, viene determinada por 6y =04 =0y 0 = Oy = 7.

3.1.2 Resultados

Las figuras 3.1, 3.2 y 3.3 muestran la energia por spin en funcion de J para algunos
valores de a. Como se observa nuestra solucion ajusta notablemente bien los resultados
para la energia del estado fundamental, obtenidos numéricamente a través de]l método de
Lanczos, superando a la solucién generalizada de Oliveira. Los quiebres en la curva de la
energia para PNME corresponden a cambios en el tipo de solucion.

No es sorprendente que los resultados de PNME sean mejores en 2D, ya que en este
caso, al contrario de 1D, se espera un estado ordenado para el estado fundamental y PNME
presupone un estado ordenado de partida. Esta propiedad de nuestra solucion nos permite
definir una magnetizacién por cada una de las cuatro subredes definidas por los angulos

variacionales 8. En 2D las magnetizaciones m, mg, mg y my corresponden al spin superior
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izquierdo, superior derecho, inferior izquierdo e inferior derecho, respectivamente; para 1D,
corresponden simplemente a 4 spines en linea. Estas magnetizaciones son directamente

expresables en funcién de los parametros variacionales envueltos:

mi = cosdi{g(a}|SF l9(e)) (3.18)
mf = sindi(o(a)lSEl9(e)) (3.19)
conl <:<4.
El estado de Néel (N) puede caracterizarse por la propiedad m; = mi = —mj = —mj
y m# = 0,Vi. Similarmente, al cumplirse mi = mj = —mi = —mj y m§ = 0,Vi,

recuperamos el estado colineal (C). El estado Néel transversal (NT) estd representado
por un estado con orden de largo alcance en la direccién transversal, luego, tenemos que
se cumple m? = m§ = ~mg = —m§ y mi = 0,Vi. Lo anterior nos permite definir

tres parametros de orden que van a corresponder a los tres tipos de estados anterior

caracterizados:
my = (i = mj o = m3) (3.20)
me = 3{mi+mj—m} - m) (3.21)
mar = 3ms = 4 m = m3), (3.22)

En la figura 3.4 graficamos los tres pardmetros anteriormente definidos tomando o =
0.5 en la cadena lineal. Como se observa, para J pequefio el sistema prefiere un estado tipo
Néel a lo largo del eje z; sin embargo, cuando J crece, €l sistemna adopta una configuracion
tipo Néel transversal para disminuir el aumento de energia en el término Ising a primeros
vecinos. No obstante, si incrementamos atin més J, el sistema retoma su configuracion
inicial tipo Néel durante un intervalo antes de adquirir definitivamente una configuracion
tipo colineal, més conveniente en el limite J grande. En el mismo grafico, se presenta los
valores obtenidos a través del modelo de Oliveira para los parametros de orden; claramente
se observan tres regimenes diferentes: el estado de Néel en la direccién z, luego un estado

paramagnético (magnetizacién nula) y finalmente, el estado Colineal.
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Para la figura 3.5, o toma el valor 1.0. En este caso, el sistema adquiere ya desde
J = 0 una configuracién tipo Néel Transversal y solo la transforma en un Néel para
J = 1; nuevamente aparece el estado Colineal para J grande. Oliveira sélo muestra dos
estados diferentes: el paramagnético para J < 0.6 y el colineal a partir de alli. Es posible
que nuevas fases puedan obtenerse dentro del esquema de Oliveira si una plaqueta mayor
es usada o si la restriccidn S, = 0 es relajada.

Cabe destacar que nuestra solucidn variacional permite desordenar al sistema en la
medida que o sea lo suficientemente grande. A pesar de lo anterior, ninguna fase de-
sordenada es obtenida como un minimo absoluto de la energia; a lo mas, se obtiene una
pequefia reduccién del momento magnético en Ja configuracién Néel Transversal.

Por dltimo, en las figuras 3.6 y 3.7 presentamos un diagrama de fase en funcién del
pardmetro de anisotropfa « y la razén entre el acoplamiento a primeros y segundos vecinos

J, para una y dos dimensiones. Ambos diagramas coinciden en que para & pequefio, sélo
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figuraciones del estado fundamental en fun- configuraciones del estado fundamental
cién de a y J = Jy1/J2 en dimensién uno. en funcién de o y J = J1/J2 en dimen-
¢ién dos.

dos tipos de configuraciones son posibles: un estado tipo Néel y luego un estado tipo
Colineal. A partir de un cierto valor de o, 0.40 en una dimensiony 0.41 en dos dimensiones,
surge el tercer tipo de configuracién: el Néel Transversal. A partir de este punto, para
la cadena lineal los tres tipos estan presente, aunque desde o =1 la configuracion inicial
en J = 0 es el estado de Néel Transversal. En dimensién dos, la configuracién tipo Néel

desaparece a partir de o = 1.

3.2 Red Triangular

Una de las miltiples aplicaciones del modelo de Heisenberg a sistema bidimensionales
corresponde al estudio de redes frustradas topolégicamente [25,67,69,70]. Ellas poseen el
atractivo de presentar para algunos de los valores de sus pardmetros estados fundamentales

cudnticamente desordenados, con interesantes propiedades como tener un valor muy alto
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para su entropia, poseer nuevos tipos de orden o excitaciones con inusuales mimeros
cudnticos. Incluso es posible que a través de fluctuaciones cudnticas, en las fases ordenadas
de estos magnetos, degeneraciones accidentales presentes en limite clasico sean removidas
(“orden por el desorden”) [71]. Todo lo anterior hacen de estas redes un rico campo de
investigacién, que se ve ain més favorecida con las posibles realizaciones experimentales
de algunas de ellas. Tal es el caso de la red de Kagomé, a la que recientemente se le
atribuye a la configuracién de la segunda capa de los atomos de He® sobre un substrato
de grafito [72], con spin S = 1/2, y a las posiciones de los momentos del Cr, § = 3/2, en
S1Crs_sGags 010 [73].

En la red triangular, la frustracién es infroducida naturalmente a primeros vecinos a
través de la topologia de la red: no es posible satisfacer simultdneamente para cada sitio
en la red que cada uno de sus primeros vecinos posea un spin antiparalelo con respecto al
propio. No obstante, para resolver este sistema para spin 1/2, se ha recurrido a diferen-
tes técnicas aproximadas como funciones de onda variacionales, funciones tipo resonance
valence bond (RVB) [66] o técnicas de expansién para N grande [67], obteniéndose un
rango de valores para la energfa del estado fundamental E; que va desde su valor clasico,
—0.125, hasta un —0.1789, que corresponde a la mejor cota variacional. Incluso, a tra-
vés de la técnica de expansién para N grande, se obtuvo dos tipos distintos de estado
fundamental: un estado fundamental con orden antiferromagnético de largo alcance para
valores grandes del “spin”, y otro cudnticamente desordenado en el mite opuesto.’ Es
este orden antiferromagnético para S grande lo que permite aplicar PNME a este sistema,
ya que una de sus hipdtesis es exactamente ésta. Aquella que exige que el sistema sea

bipartito, es la que vamos a extender en esta seccion.

1Cuando nos referimos al “spin” en esta técnica, hablamos del pardmetro £ = 25/N que no posee una

equivalencia directa con el spin real del sistema.
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3.2.1 El modelo
El hamiltoniano de Heisenberg anisotrépico sobre la red triangular puede escribirse como:
Ho= L% [s4@)S (s + 5+ 57+ 95
idFihE
+p X S+, (3.23)
AFE

donde 5%, S¥ y 5% denotan las componentes del operador de spin S asociado al lugar de la
red que se indica en su argumento (en cada sitio se ha definido un sistema de coordenadas
tal que el eje z es perpendicular al plano de la red). p es el pardmetro de anisotropia que
barre el limite XY, el caso isotrépico y el limite Ising en la medida que toma los valores
0, 1 e oo. El subindice j denota cada una de las tres subredes que se han introducido
para simplificar la notacién y 7, a los sitios pertenecientes a la subred j. Cada subred
se conectan solamente con otra \nica a través de tres vectores como se muestra en la
figura 3.8. Asi, la subred 1 se conecta solamente con la subred 2; la 2, con la 3 y la 3,
con la 1. Por tltimo, la distancia entre segundos vecinos es v/3 veces la distancia entre
primeros vecinos y cada primer vecino de un sitio en una subred pertenece a cualquiera
de las otras dos subredes.

El estado fundamental cldsico para la red triangular corresponde a una configuracion
en donde la red se haya dividida en las tres subredes anteriores, cada una de ellas con spines
formando un 4ngulo de 27 /3 con respecto a cualquier otro de las otras subredes. Si el spin
S es suficientemente grande y/o la anisotropia p es baja, €l estado fundamental cuéntico no
deberfa diferir en gran medida de aquél clésico, de manera que en ese limite considerar un
estado fundamental que corresponda a su contraparte cldsica, con pequefias fluctuaciones,
serfa una buena aproximacién. En especial, consideremos el siguiente estado:

V) = TTexp (wj > Sz(,:j)) IS (3:24)
J {mi}
donde 6; = 0, §; = 27/3 y 0s = 47 /3 son los 4ngulos en que se rota cada subred; | |}

corresponde a un estado de spin cuantizado a lo largo del eje z y con valor —5. Este
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Figura 3.8: (a) Los vectores § son tres vectores que conectan un sitio en una subred
con aguellos primeros vecinos pertenecientes a otra subred. (b) Ordenamiento de los

spines para el “estado de Néel” |Mp) en la red triangular.

estado corresponde al estado fundamental de la red triangular para 5 — oo y posee un
eje de cuantizacién diferente para cada subred, cada uno formando un édngulo de 2x /3
con respecto al eje de cuantizacién de cualquier otra subred.

Nos interesa extender el estado (3.24) a aquellas regiones del espacio de fase donde las
fluctuaciones cudnticas son importantes. Para lograr esto, introducimos los siguientes 9N

operadores:

-

¢(k;2«_Z}Mﬁﬂﬁ+®§ﬁ@+Q%5 (3.25)

_ S(20+1)
Q= 20125 —14+258(2p - 1))\/' (3.26)

-
ademds % corresponde a un vector de la primera zona de Brillouin para una de las subredes.

donde

Acé los operadores 5%, 5%, corresponden a operadores actuando en las nuevas direccio-
nes de cuantizacién definidas por (3.24) y estén relacionados directamente con aquellos

operadores iniciales 5%, 5% a través de una simple rotacién; en particular, se tiene que
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Figura 3.9: Representacién grifica de la acciéa de los operadores ¢.

52(7;)|[Na) = —SINa). Al igual que en el capitulo 2, estos operadores remueven el orde-
namiento antiferromagnético tipo Néel intercambiando dos spines vecinos conectados por
el vector § (ver figura 3.9), con la diferencia que en este caso hay tantos operadores como
subredes junto con el hecho de que estas excitaciones aumentan el spin del estado al que
se le aplica.

Nuevamente las relaciones de conmutacion entre estos operadores no son exactamente
bosénicas, pero si nos restringimos al espacio de los estados que difieren de (3.24) por
pocas excitaciones (en el limite p < 1), tenemos que ellas se reducen a relaciones de

conmutacién bosdnica:
6:5(F), $;(F)] =0 [6:5(F), 8;5 ()] = 635855615 (3.27)

En este limite, las relaciones de conmutacién de estos operadores con nuestro Hamiltoniano
de Heisenberg anisotrépico sobre esta red se simplifican notablemente, obteniéndose que

el algebra de nuestros operadores es cerrada:

[1, 814F)] = codls(B) + A Z:—e_ik'6¢;+l A(B)+A Z_ef%j_l (%) (3.28)
5148 Breh
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donde

J 1.J
Eg = (125 — 1)5 A= S(p - 5)5 (329)

Luego, nuevamente hemos obtenido un conjunto de operadores ¢ que representan

excitaciones bos6nicas de nuestro modelo de Heisenberg,

3.2.2 Estado Fundamental y Excitaciones

No es dificil desacoplar el sistema anterior de 9 ecuaciones y con ello obtener los autovec-

tores que diagonalizan nuestro hamiltoniano (3.23) y ademds el especiro de excitacién:

ol (F) = 71__?_); G2e(-1)(G-1)/3 N [( st — st ¢;§1(E)
+ (Zums — Zatin)dly () + (U, — anzu)dly (F)] (3.30)
CcOon
Zimn = exp (—i(F - 8+ 21/3)) + exp (i(k - 5, + 271/3)) (3.31)
Um = (Eo—Em)/A (3.32)

y N,z una constante de normalizacion.

Estos nuevos operadores 1) obedecen una estadistica bosénica y corresponden a las
excitaciones elementales de nuestro Hamiltoniano en el limite de spines -altamente corre-
lacionados. Para cada valor de & hay 9 operadores definidos por (3.30) en la medida que

los indicés I y m toman los valores 1,2 y 3. El espectro de excitaciones viene dado por:

en(k) = &+A (1 + /3 +2Ty(F) ) (3.33)
nlF) = So+A (1 — 3 arE)) (3.34)

ex(k) = €0—2A (3.35)
donde
— 3 — — 2ﬂ‘
Ty(F) =" cos (k B+ - 1)) (3.36)
=1
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Sin embargo, €] cambio de variable (3.30) es vilido mientras ninguno de los autovalores
sea degenerado. Si se obtiene I, (Eo) = 3 para algiin lp y ko, el sistema se degenera y
hay que comsiderar un nuevo cambio de base; en este caso las energias de excitacion se
reducen solamente a tres para todo el espectro de excitacidn: &g + 46, no degenerada, y
Eo% 6 y €¢ — 26 con degeneracién 4 cada una. Los vectores dentro de la primera zona de
Brillouin para lo cuales se cumple la condicién anterior son ko= (0, 0), y aquellos vectores
reciprocos de la subred como se puede apreciar en la figura 3.10.Esto es, para lp 7 1 se
obtiene que la minima energia de excitacién corresponde a los vectores en los vértices de
la primera zona de Brillouin para una subred y tiene un valor de £ — 2A.

Una eleccién cédmoda para el cambio de base cuando el sistema deviene degenerado

corresponde a tomar los siguientes operadores:

T 1 2 125 (1=l Hr—1) {352 {m—1)(s— -
bl (ko) = 3 S e I-lo)r-1) A (n 1) 1)¢E§!(k0), (3.37)

rs=1

donde I es el valor para el cual se obtiene I, (ko) = 3; las energfas de excitacién para

esta base son:
- 21 2T
Eim(F) = €0+ 4A cos (“3"(’ - zo)) cos (—3—(m _ 1)) . (3.38)

A partir de lo anterior, hemos logrado encontrar todos los operadores independientes
que diagonalizan nuestro hamiltoniano inicial (3.23) junto con sus respectivas energias de

excitacién. Sin pérdida de generalidad podemos escribirlo como:

H= Y Em(R)h (B)pim(E) + By - (3.39)
klm

Para encontrar el estado fundamental y su energia, procedemos en forma similar a
aquella presentada en el segundo capitulo. Por construccién los operadores ¢ poseen al

estado |AMa) como autoestado:

é.5.(F) INa) = Qg , INa) (3.40)
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Figura 3.10: Gréfico donde se muestra la energfa de excitacién £92(k) v aquella
constante Egg(E) para el valor de la anisotropfa p = 11/2, que correspornde al valor
critico. Observemos que la rama que posee dispersién se anula exactamente en los

vectores reciprocos de la red, simultdneamente con la rama no dispersiva.
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y por lo tanto nuestros nuevos operadores 1 deben tenerlo como autoestado o simplemente

aniquilarlo. En efecto, al aplicar los operadores ¢ al estado |V a), se obtiene:
i (k) Wa) = 3Q81 6m1 83y, Va) - (3.41)

Para obtener la energia del estado fundamental E, promediamos el hamiltoniano (3.39)
sobre el estado JNa). La energia del estado |[Na) es directamente calculable, mientras
que al lado derecho de (3.39) le aplicamos la propiedad (3.40). Al despejar la energia del
estado fundamental, se obtiene:

By ____Si_ S*(2p +1)?
3NJ 2 8(128-1+25(2p—1))

(3.42)

Satisfactoriamente, en el limite S — oo se obtiene el resultado cldsico. Su valor para
el caso § = 1/2 y p = 1 (red triangular isotrépica) es —0.172, que difiere en un 6%
solamente del valor —0.183 - 0.003 obtenido numéricamente a través de diagonalizacién
de pequefios cimulos [74,75].En la tabla 3.1 se indica los valores para la energia del
estado fundamental obtenidas a través de diferentes métodos, comparadas con aquel valor
obtenido por nosotros.

Para obtener el estado fundamental, aplicamos directamente la propiedad bosénica de

nuestros operadores vy la propiedad (3.41), al igual que en el capitulo 2:

|g) = exp [3Q (qul(O) - 1/J11(0))] |Va) (3.43)

3.2.3 Transicién de fase

Uno de los aspectos mds interesante de la red triangular corresponde a la existencia para
algunos valores de sus pardmetros de un estado fundamental desordenado. Una forma
de caracterizarla es a través de la magnetizacién por subred, que se anula una vez que el
estado se vuelve desordenado. Sin embargo una forma alternativa de obtener un diagrama
de fase para la transicién es a través de la excitaciones que obtuvimos; cuando la menor

energia de excitacién se anula para algiin vector de onda, es posible crear esas excitaciones
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Método E,/3NJ
Cléasico —0.125
RVBI66] —0.158 £ 0.005
Funcién variacional [25] | —0.169
de un parametro
Funcién variacional [253] | —0.176
de dos parametros
Funcién variacional [25] | —0.179
de dos parametros
PNME —0.172
Valor exacto {74] —0.183 + 0.003

diferentes métodos.
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sobre el estado fundamental sin con ello cambiar su energia [67,76-78] y por lo tanto el
estado fundamental se transforma en un estado infinitamente degenerado. Como se puede
observar de la ecuacién (3.35), la rama de energia menor no es dispersiva, por lo que
cualquier momento k va a poseer energia de excitacién nula, al igual como obtuvieron
métodos semiclasicos de expansién [76,77]. Sin embargo, como se puede observar de
la figura 3.10, la primera y segunda rama de las energias de excitacion pueden anularse
también, aunque sélo para vectores de onda especificos: 4% /3(£1,0), 47/3(£1/2, +/3/2)
y (0,0). Ellas se anulan para los mismos valores de los parametros en que se anula la
rama de menor energfa. Fn contraste, para la cadena lineal con interaccion a primeros y
segundos vecinos, PNME obtiene que todas las ramas son dispersivas y que el surgimiento
de un estado desordenado ocurre para vectores de onda especificos: (0,0) y los vectores
de la red reciproca [44].

Si exigimos que el menor valor de nuestras excitaciones se anule, obtenemos la siguiente

ecuacién que relaciona a el spin S con nuestro parametro de anisotropia p:
(13 —2p)S —1=0. (3.44)

Esta expresién da un valor critico para S = 1/2 de p. = 11/2. Para valores de la
anisotropfa menores que p,, un estado ordenado prevalece, mientras que uno desordenado
se obtiene en el limite contrario. Luego, no es sorprendente la precisién de el método
PNME para el caso isotrépico (p = 1). Sin embargo, como esta es una teorfa aproximada
es posible que los vectores reciprocos de una subred, que también disminuyen las energias
de excitacion al mismo valor anterior, sean privilegiados al considerar una expansién a
ordenes superiores [67].

Finalmente, usando la expresién (3.43) para la funcién de onda del estado fundamental,

la magnetizacién de subred puede calcularse como una expansién en serie de potencias:
(g15%(7)lg) = —S(1 — 24Sa” + 8(5 + 3657 — 1445%)a’ +...) (3.45)

donde
. 2p0+1
T IS5 — 1) (3.46)
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Para spin 1/2 y p = p. la magnetizacién se reduce 2 un 41% de su valor de saturacién,
despreciando 6rdenes superiores a . Para este caso, a =1 /5 lo que permite el uso de
la serie de potencias. Luego, nuestra solucién aproximada da una transicion de primer
orden desde un estado ordenado a uno desordenado en funcién del parametro p. En el
caso isotrépico, la magnetizacién de subred es alrededor de un 80% de su valor maximo,

coincidiendo con el resultado obtenido por Miyashita (85%) [78].
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Capitulo 4

Modelo t-J

La mayoria de los materiales que se transforman en superconductores al doparlos (8], po-
seen inicialmente una fase aisladora con correlaciones antiferromagnéticas. Esta fase puede
ser descrita muy bien por el modelo de Heisenberg para spin 1/2, donde las fluctuaciones
cuénticas juegan un rol predominante al reducir notablemente el momento magnético de
subred. Si embargo, cuando al sistema se le dopa, sufre una transicién de fase desde
este estado aislador a un estado conductor, con nuevas propiedades magnéticas. Es esta
transicién la que vamos a estudiar en este capftulo, aplicando al sistema el modelo t-J [9],
modelo que describe estos estados con correlaciones fuertes y pequedas desviaciones con
respecto a una banda semillena.

En el modelo t-J, la doble ocupacién esté prohibida, suponiendo una gran repulsién
intrasitio. De esta manera, los portadores se mueven altamente correlacionados sobre un
fondo antiferromagnético afectando el orden magnético. Esta distorsion ba sido anali-
zada utilizando métodos semiclésicos [79], encontrando que un campo dipolar de largo
alcance se acopla a la magnetizacién alternada, inducido por las vacancias en la banda.
Sin embargo, atin queda por resolver si frente a este campo se localizan preservando el
ordenamiento antiferromagnético, o simplemente crearan estados de Bloch desordenando

los spines.
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Como pequefias concentraciones de huecos pueden destruir el antiferromagnetismo,
llevando el sistema eventualmente a la superconductividad, es importante considerar un
método que permita obtener ficilmente diferentes fases y que permita correlacionarlas
directamente con el ancho de banda de los portadores. En los capftulos anteriores hemos
mostrado cémo PNME puede desarrollar diferentes fases a través de su versién variacional,
con lo que su aplicacién a este modelo serfa casi inmediata. Sin embargo, para mejorar
atin mas los resultados, en este capftulo introduciremos otra versién de funcién de onda

variacional, inspirada en PNME [51].

4.1 Operadores Correlacionados

Aligual que en [80], desacoplaremos los grados de libertad asociados a la carga y al spin,
pero generalizado para obtener diferentes fases magnéticas. En este punto se introduce dos
subredes magnéticas, donde la direccién del eje de cuantizacién de los spines es arbitraria
para cada una. Luego, dependiendo de la direccién de cuantizacion obtenida a través de
dos dngulos variacionales, al igual que en la seccién 2.2, podemos obtener un ordenamiento
antiferromagnético tipo Néel, configuraciones ferromagnéticas en una direccién arbitraria,
fases spin-flip o simplemente paramagnéticas. En relacién a cada uno de esos estados, se
definen variables asociadas a huecos sin spin (holones) y operadores de inversion de spin
{espinones) en cada subred.
El Hamiltoniano que vamos a estudiar en la cadena lineal, corresponde a:
H= — t 3 (CL.Cio + he)+J > [st_;’ + %(S:fS; +S,-“5;f)] (4.1)
<ij> o <ij>

donde 7, j corresponden representan los sitios de la cadena que son primeros vecinos entre
si; o indica la componente del spin asociada; los § %, 5% son operadores espinoriales y, ci

t0

y C’g,, son operadores fermiénicos correlacionados:
cm’:',a' = i,a(]- - ni,—a)- (42)
que impiden la doble ocupacion por sitio.
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4.2 Desacoplamiento de los grados de libertad

Como nos interesa describir nuevas fases magnéticas en nuestro sistema, introducimnos unos
nuevos operadores Ciz. que permiten crear o destruir electrones con el spin cuantizado en
una direccidn arbitraria. Esto lo logramos a través de rotaciones locales de los operadores

alrededor de la direccién de la cadena:

0; .0
Cip. = Cp cos 2 + C) sin X
C;i. = —C; sin% + C} cos %i, (4.3)

donde i = 1,2 etiqueta la subred. Los éngulos 8, y J; se miden a partir del estado de Néel
a lo largo del eje z, perpendicular al eje de la cadena. Nuestro estado fundamental |G)
siempre va estar configurado de manera que solamente haya ocupacion simple de estados,
con estados espinoriales (+, #1) en la subred 1 y (—,62), en la subred 2, independientemente
de la fase adquirida. Esto permite definir los operadores de huecos kI, carentes de spin,
como los operadores Cys para la subred 1 y Cp— para la subred 2. Similarmente, los
operadores de inversién de spin b;, los definimos como ct +(1)C1-(2) para la subred 1y
Cl_(2)C24(¢) para la otra subred. Estos operadores se comstruyeron de tal forma que
aniquilardn al estado fundamental.
Reemplazando estos operadores en el término de hopping de nuestro Hamilfoniano,
obtenemos:
Hy = —2tcos A8 3 Al (bi+5]) by —2tsind0 3 Wl ks, (4.4)
<if> <iF>
donde se han despreciado términos de orden superior a aquellos bilineales en los b's. Aca
A = (8, — 8,)/2. Similarmente, la parte del Hamiltoniano relacionada con los spines se
reduce a:
o= I3 (1 —nf h,—) [555'; +5(s¥s5 + 3,."5;)] (1 - h;fh,-) o (45)
ii>
con desacoplamiento sencillo de los spines y los huecos. Cabe destacar que al considerar

ambos grados de libertad independientes entre si, nuestro espacio de Hilbert asociado al
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nuevo Hamiltoniano es mayor que aquél que inicialmente los describia. Para salvar esta
dificultad hay que introducir una ligadura que impida a un hueco y a un spin ocupar el
mismo sitio de la cadena; ante la dificultad de introducir un multiplicador de Lagrange
para imponer esta condicién, nosotros sencillamente reducimos la constante de intercam-
bio J en un factor (1 — §)2, como se desprende naturalmente de (4.5), asi como también
reducimos la magnetizacién de subred M,(c) en un factor (1 —6), donde d es Ia densidad
promedio de los huecos.

Como consecuencia del desacoplamiento entre spines y huecos, la funcién de onda
para el estado fundamental puede factorizarse como en dos: un factor que describe a los
huecos v el otro, a lo spines. Esto simplifica notablemente el célculo, en especial de los
promedios, donde cada operador actda sélo en aquél factor de la funcién de onda que le
corresponde, y por lo tanto podemos considerar un estado fundamental para cada grado
de libertad, cuyos pardmetros dependen en forma autoconsistentes de los promedios de

algunos operadores sobre el otro grado de libertad. Luego, escribimos

IG) = 1) ®l9) (4.6)

donde |f) corresponde a la funcién de onda para los huecos y lg) ala de los spines.

4.3 Funcién de onda para los huecos

Por ejemplo, luego de promediar todas las variables espinoriales, el Hamiltoniano obtenido
para los huecos es simplemente un modelo tigh-binding, en que el centro de la banda y su
ancho dependen directamente de los promedios magnéticos. Asi, los huecos se localizan
cuando el ancho de banda es cero, hecho que ocurre cuando el sistema de spines se
ordena antiferromagnéticamente. Por otro lado, aparte de esta transicién metal-aislador
que acabamos de describir, podemos incluso obtener un cambio en la naturaleza de los

portadores, lo que ocurre cuando el signo de la constante de hopping efectiva. De esta
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manera, escribimos para la funcién de onda de los huecos a:

Ify = TI &llo) (4.7)

k(kf

donde ks = 76 es el vector de onda para el nivel de fermi.

Los promedios que son relevantes para la contraparte espinorial son:
(k) =8, (hlih) =T, (4.8)

donde § es la concentracién de huecos y 7, la carga transferida. En base al modelo de
tigh-binding, podemos escribir directamente la carga transferida en funcién de la densidad
de huecos: ]

;e sin(w6) (4.9)

T

que posee un maximo en § = 0.5. Sin embargo, estamos restringidos a valores pequefios

de &, pues hemos despreciado las interacciones entre huecos.

4.4 Funcién de onda para los spines

Para obtener una funcién de onda para los spines, recurrimos a agquella que desarrollamos
en la primera seccién del capftulo 2, para tratar el modelo de Heisenberg con campo

externo [47]. En el espiritu de ésa seccién escribimos

|9(61, 82, @)} = Ry(61,02)]9{e)}, (4.10)

donde R, representa una rotacién en §; en torno al eje y, y | g{«')) corresponde a la solucién
exacta de Bethe para el modelo de Heisenberg con anisotropia a. Se ha reemplazado
la funcién de onda propuesta por PNME por aquella exacta para mejorar los resultados
obtenidos como aquella. Esto es posible gracias a que en general los promedios de cualquier
operador @ bajo la funcidn de onda |g(e, {6+})}, ecuacién (2.8), se podia interpretar como
el promedic del operador transformado ¢ = RIOR, sobre la funcién de onda |g(e)).

De esta manera, el funcional para la energia quedaba directamente expresado como una
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combinacién lineal de promedios de diversos operadores sobre |g), funcién solamente de o,
cuyos coeficientes son funciones solamente de los angulos. Luego no es necesario conocer
exactamente la dependencia de la funcién de onda sobre el pardmetro «, sino solamente
algunos promedios. De esta manera, al considerar la solucién exacta, obtenemos la ventaja
que ante la ausencia de dopaje, recuperamos exactamente los resiilliados del Hamiltoniano
de Heisenberg.

Al promediar sobre nuestra funcién de onda para los huecos, obtenemos que el Hamil-
toniano efectivo asi obtenido corresponde a un Hamiltoniano de Heisenberg anisotropico
bajo la accién de un campo magnético transversal, cuya intensidad depende de la densidad
de huecos, sobre el que hay que aplicar nuestra funcién de onda variacional y obtener 6s,
@, en funcién de la densidad de huecos § y la anisotropia c. El efecto neto de introducir

dopaje con hueco es doble:

i El orden antiferromagnético es perturbado y otro orden magnético puede aparecer.

Esto se logra describir a través de los dngulos variacionales 61 y 03.

ii El momento magnético decrece por la presencia de los huecos. Esto se toma en

cuenta a través del reemplazo:
M, () — (1 — )M (), --- (4.11)

donde M.(c) es la magnetizacién de subred exacta obtenida por Baxter [81] para el
modelo de Heisenberg anisotrdpico en ausencia de un campo externa. El pardme-
tro « introduce ademas una disminucién del momento de subred por fluctuaciones

cuanticas.

Una vez resuelto el Hamiltoniano efectivo para los spines, los valores obtenidos para
los pardmetros variacionales permiten calcular las propiedades de los huecos. En efecto,
el ancho de banda para los huecos depende directamente del ordenamiento magnético
presente:

W =2t[sinAf — M. (a)(1 — &) cos Af(sin 26, — sin 26,)] . (4.12)
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Figura 4.1: dngulos 61 y 8, (escala de
la izquierda), junto con el ancho de banda
efectivo W (escala de la derecha, en funcidn
de la densidad de huecos § para o =025 y
J = 2.0. Una transicion discontinua tiene
lugar en § = 0.0580, con el consiguiente

cambio de signo en W.

Figura 4.2: Al disminuir J a 0.25, el
punto de la fransicion discontinua decrece.
Al ignal que en el caso anterior, esta dis-
continuidad ocurre al cambiar de un régi-
men de baja movilidad, ancho de banda pe-
queilo, a uno de alta,i.e., ancho de banda

grande.

Cambio de signo en W indica un cambio en la naturaleza de los portadores,! donde

A = (8 — 05)/2.

4.5 Resultados y conclusiones

Para ilustrar los resultados obtenidos, en las figuras 4.1 a 4.4 se muestra el ancho de banda
efectivo W, en unidades de ¢, para mostrar las propiedades conductoras del sistema y

los angulos variacionales 6; y 2, que muestran las propiedades magnéticas del sistema.

1Para observar el efecto del signo a través del efecto Hall, es necesario por lo menos considerar dos

dimensiones.
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Como se desprende de la figuras, el antiferromagnetismo es inestable ante dopaje y la
propagacién de los huecos produce una transicién, suave o abrupta dependiendo de o,
hacia un estado ferromagnético. Para bajos valores de 6, el sistema posee un ordenamiento
antiferromagnético que va perdiendo al generar una pequefia componeate magnética en
la direccion transversal. De alli sufre una transicién discontinua a otro estado spin-flip, o
directamente a un estado ferromagnético, dependiendo de c.

Para el ancho de banda, la transicién puede aparecer cuasi-continua si el momento
de subred es pequefic. Un cambio de signo en W es visible en las figuras 4.1 y 4.2.
Esto implica un cambio en la naturaleza de los portadores inducido por cambio en las
correlaciones magnéticas del sistema, con una masa efectiva dependiendo fuertemente del
fondo magnético. Se ha observado experimentalmente un cambio en la constante Hall
en los ceramicos superconductores [82], que ha sido atribuido a un intercambio desde un
comportamiento descrito por el modelo de Mott-Hubbard a uno llamado de liquidos de
Fermi. El ancho de banda es maximo cuando el momento magnético es lo suficientemente
pequefio como para permitir la existencia de correlaciones ferromagnéticas.

La figura 4.4 requiere una especial atencién. Ella corresponde al caso limite o =
1, donde el momento de subred se anula, por lo que las correlaciones ferromagnéticas
son de corto alcance. Esta situacién gatilla una transicién discontinua desde un estado
antiferromagnético a uno ferromagnético, junto con una transicion metal-aislador. Esto
contrasta con el resuliado exacto, que no predice transicidn alguna [83].% Esto se debe al
hecho de que para & = 1 no existe un estado intermedio entre ambas configuraciones, como
lo serfa un estado spin-flop, lo que lleva inmediatamente a pensar que posiblemente incluir
estructuras mas complejas para el spin (ordenamientos espirales) suavizaria la transicién.

Los diagramas de fase para el caso unidimensional [84], extrapolados de célculos sobre
sistemas finitos, muestran separaciones de fase para valores alto de J y estados ligados

de dos particulas para valores intermedios. Estas fases no surgen de nuestro modelo, ya

2El punto o = 1 ¥ J = 2t se conoce como el punto supersimétrico, y es €l dnico punto que posee

solucion exacta.

82




Figura 4.3: Al aumentar «, el valor ini-

cial decrece ripidamente, dando origen a
ofros tipos de transiciones. En este caso,
su valor inicial es sélo de un 6.6% de su
valor saturacién, dando origen a una tran-
sicién cuasi-continua desde un aislador aun
metal, en despecho de los cambios discon-

tinuos en los angulos.

1:!2 - R L  EededseBsE RS EE TR .
' 91 20
wWar w
. 1.0
D ——
| oo
| 00 01 02 03 04 G5
-ri4
! a=1.0
| B2 J=20
T e e —— e
0.0 Q.1 02 0.3 04 0.5
6

Figura 4.4: El punto J =20y a = 1.0
es un punto de gran interés para el modelo
t-J. Conocido como punfo_supersimétrico,
el modelo posee solucién exacta en él. Ll
valor de la magnetizacién de subred ini-
cial es cero, dando origen a una transicion
abrupta de un sistema antiferro a uno fe-

rromagnético para el valor & = 0.0650.
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que hemos despreciado la interaccién hueco-hueco y tratamos a los holones mediante un
campo medio, aunque trabajo en esa direccidn estd en desarrollo. Como se desprende
de 4.5, la interaccién entre huecos puede ser atractiva si el ordenamiento es del tipo
antiferromagnético. Sin embargo, un fuerie ordenamiento antiferromagnético lleva a la
localizacién de los spines, con el consiguiente divisién de fase. Luego, nuestros estado
spin-flip son un buen candidato para dirigir una transicién a un estado superconductor.
Mediciones de scattering de neutrones sobre muestras de Lay_.S5r-CuQy, con dopaje en
el rango en que son superconductores, muestra los sorprendentes resultados de que los
momentos magnéticos asociados a los iones Cu®* vecinos no son exactamente paralelos,
sino forman un dngulo = 150° — 160° [18,85], mostrando un doble pico en la funcién de
scattering de Van Hove.

Estructuras mas complejas para los spines estd maés alld del propdsito de este trabajo,
sin embargo las fases espirales encontradas a través de métodos semiclasicos [79,86] pueden
identificarse sin lugar a dudas, con nuestra fase spin-flop si consideramos las correlaciones
de corto alcance solamente, caso en que varias situaciones pueden ser energéticamente
equivalentes.

Técnicas de rotacién de spines de muones se han utilizado para medir localmente
el comportamiento de los antiferromagnetos dopados [87]. En ellas se encontrd que el
momento magnético no cambia notablemente, pero si se disminuye dristicamente la tem-
peratura de Néel. Esto sugiere que el mecanismo que desencadena la desaparicién del
antiferromagnetismo actia principalmente reduciendo la constante de intercambio entre
spines, v no disminuyendo su momento magnético. En este trabajo, mostramos que el
desplazamiento de los huecos tiene un efecto dindmico sobre el ordenamiento de los spines.

En conclusién, nuestro simple tratamiento del modelo t-J permite una descripcién uni-
ficada de la carga y el spin, mostrando que muchas de las propiedades inusuales del estado
normal de los superconductores puede ser entendida a través de correlaciones magnéticas.
Una forma directa de ilustrar estas propiedades se manifiesta til y directamente a través

de los valores que 8, y 0, adquieren. Esta forma directa de reconocer las diferentes fases
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algunas veces estd ausente en las soluciones analiticas exactas.
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Apéndice A
Valores Esperados

Para simplificar el proceso, es 1itil reescribir el estado fundamental. Consideremos la
siguiente rotacion

Ro = exp (wz Sfi) ; ' (A.1)

{7}
ella. transforma al Néel en el estado ferromagnético |F) =|...———.. .. Al intercalarla

en la expresién de nuestro estado fundamental, obtenemos una expresion equivalente para,

escribirlo
l9) = RaREV.ReREN)
= RoV!|F) (A.2)
= Rao lf)s (A3)
donde
V! = RIVaRo
— exp 2(22:;_ 1)2(S+(F+5)S+(ﬁj—S“(F)S"(F+§)) . (A4)

|f} se diferencia de lg) en que si posee magnetizacién total, aunque la magnetizacion

de subred de ambos coincide. La ventaja de |f) sobre lg} radica que en ese estado
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10 es necesaria la divisién en dos subredes y cualquier sitio de la red es equivalente a
cualquier otro, ademds sumado al hecho de que los promedios de ambos estados estdn
relacionados directamente. En efecto, si consideramos un operados A funcién de los

operadores espinoriales Sz, tenemos:

-t
—

Wl ABH)g) = (FIREAG) RolS)
= {FlARESR)IF)
= (flASHIN, (A.5)

donde S";. corresponde al vector rotado; de esta manera, el valor esperado de cualquier
operador A sobre nuestro estado fundamental esta relacionado con aquellos en [f) sim-
plemente rotando en 7 todos los operadores de spin correspondiente a un sitio en la red
par.

Por otro lado, observemos que el valor esperado de un operador A sobre el estado
|f) es equivalente a evaluar el promedio sobre el estado |F) del operador A = VITAVY.
Lueso, si obtenemos cémo transforman los operadores bajo la transformacidn unitaria Vi,
podremos ficilmente evaluar los promedios de estos operadores. Para ello hay que evaluar

la sumatoria:

xc;*AVC:=A+E!-'[A,U']+2—f[[A,U'],U’}+... ) (A.6)

donde
U= X (SHF+8)STR - ST(RSTEF 5)) (A.T)
v = 2(2z8 — 1) (4.8)

A.1 Dimensién 1y S=1/2

Para obtener los promedios de cualquier operador en dimensién 1 y spin 1/2 sobre nuestra

funcién de onda, hay que recurrir a la transformacion Wigner—Jordan que permite escribir
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los operadores espinoriales S £ on funcién de operadores fermionicos PE:
Sf = 2715785 SaUf (A.9)
257 = o or —9rY (A.10)

Escribamos el generador de nuestra transformacién unitaria en funcién de estos ope-

radores fermionicos:

U= 3 (S+(2Z+6)S+(21)—S‘(21)S‘(21+6))

L§=%1

= T (s otan) - @y (@ +9))

Li=+1

= 3 (#+ DO -9+ D)

Gracias a la transformacién de Wigner-Jordan, las relaciones de conmutacion entre

U’ v los operadores ¥ se simplifican notablemente:

[l , U] = 2y — ¥ (A.11)

con lo que es posible encontrar una expresion general para el conmutador ene-ésimo:

T n .
Z . (_1)2 ‘/’;r,u;.;_n 1 par
i=0 2 )
00,00, o
n T n .
Z ) (—1)* Ygipyp, T impar
i=0 1

Si introducimos un operador de traslacion 7 tal que T Ui = dfﬁ_l, se tiene que T =

5 ;; luego, la serie (A.6) la podemos escribir:

i—ow f: (—1)™ Q* Frm=angh L igil( Q* e
"0 m=0 ml (2n —m)!’ e e ml (2n + 1 —m)! P
(A.13)
Para sumar la serie par, la separamos en dos partes:
) co In QZn e
Serie par ; mZO( ™ ——EE—__——jTT
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o n—l1 2n

™ m—2n - m an 2m—2n
- B Y )

oh = m)! gy Yoyl m!{2n —m)!
o0 n—1 Q‘Zn

— 1) 2m—2n
2 L

+30 A C— TN T)

b= (n 4+ m)l (n —m)!

Definiendo un nuevo indice de suma u = [—n para la primera sumatoria, y intercambiando

el orden de las sumatorias en la segunda, se obtiene:

. oce oo Q2u+2m 2 oo co . an 2
Serie par = ; mz=:0(—1) W + ﬂ;ﬂ;( 1) e —
I o) G Sl ) x
u=1 m=0 ml (2'05 + m m—O 'n.—O n! (2’n, + m)l
[ <IN Q2m+2u 2 . an +2u e
B uz—; mz—:g( b m + ,;,2;(1( VT a ey
> 2m
e 2!'"'! _1ym Q 2
= 2 J2n(2Q) 1_271. s (Alﬁ)

donde se utilizé la expresién para la expansion en serie de las funciones de Bessel de orden

entero Jy(z): -
s (3 £ (O -

= ml(n+m)
y la propiedad J_p(z) = (—=1)"Ja().
Al proceder en forma similar con la serie mnpar, obtenemos una expresion analitica de

cémo transforman los operadores s bajo la accién de V;:

VA, = 3 (Fan@)tlian — Jant1(@)iians) - (A.18)

n==—00

Fsta expresién, junto con las relaciones (A.9) y (A.10), podemos obtener los valores

de cualquier operador.
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A.2 Valor Esperado 5°

Consideremos por ejemplo el operador Sf. Lo podemos escribir directamente en funcién

de los operadores %i" a través de (A.10), de manera que el valor esperado de este operador

sobre nuestra funcién de onda se reduce a:

(915719}

(FIRaSFREIS)
(1) (7185
(Dl = 51

v va + GL. (A19)

Pero nosotros calculamos explicitamente cémo transforman los operadores 1 ante Va:

(FIVIATor V| F)

F1 S (Fanl@)bhizn — Jonst (@ iizmsn)

X Y, (sz(a)'l,ba_gm - J2m+1(d)¢;—!—2m+1) |7}
E_: Jansa(@)Jompa (@){F |¢ﬁrzn+1¢;+2m+1l-7:.)
> Janpr{@)omii(@)bnm

Y Jansi(@)Sansa(e) (A.20)

n=—00

1

5 (1 - Jo(2a)), (A.21)

donde se utilizé la propiedad #; |F) = 0. Al reemplazar esta expresion en nuestro valor

esperado, obtenemos finalmente como varia la magnetizacién de subred en nuestro estado

fundamental:

R A
(istla) = iz, (A22)
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Apéndice B
Meétodo de Lanczos

Cuando nos referimos en el texto al método de Lanczos, en realidad nos referimos al mé-
todo de Lanczos modificado, desarrollado por E. Dagotto y A. Moreo recientemente {59,
60]. .Basado en el método de Lanczos estandar, este procedimiento permite a través de un
proceso iterativo obtener una muy buena aproximacién a la funcién de onda real asociada
al estado fundamental o a un estado excitado de un hamiltoniano. Esto permite calcu-
lar tanto Ia energia asociada al estado como también los valores esperados de cualquier
operador.

En &l se considera inicialmente un estado de prueba v normalizado. La condicién
que debe tener este estado es que debe tener una proyeccion no nula sobre el verdadero
estado fundamental &, del Hamiltoniano, sino simplemente el estado de prueba convergera
a un estado excitado. La eleccién de este estado inicial sélo afectard la velocidad de
convergencia.

A partir de este estado, se construye uno ortonormal a él, v, aplicando ¢! Hamilto-

niano de interés H sobre nuestro estado inicial to:

| Mo~ ()i s
Y= e — D

donde (H™) = {¢po|H"[¢ho). La representacion de 2 x 2 del Hamiltoniano en esta base es

facilmente diagonalizable, de manera que es posible obtener una mejor aproximacion a la
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energia exacta Eg a través del menor autovalor de ella, asf como también al autoestado
®o.

En efecto, €l valor para la energia asi obtenido

£ = (H) +ba (B.2)
v la nueva funcién de onda generada
do=DLh, (B3)
donde
o = o (B4)
e
y

a=f—f*+1, (B.6)

son una mejor aproximacion para la energfa Fo v el autoestado Pg que {(H) ¥ o.

El proceso de iteracién consiste en reemplazar la funcién de prueba inicial $o por o ¥
repetir el proceso de (B.1) a (B.6). En cada iteracién es suficiente conservar tres vectores,
Yo, Hibo ¥ Hto expandidos, en alguna base completa conocida del espacio de Hilbert
asociado al Hamiltoniano. La velocidad de acceso a cada una de las componentes de estos
vectores se puede optimizar utilizando una técnica llamada de hashing {60, un algoritmo

muy efectivo para propdsitos de bisqueda y almacenamiento. ~
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Apéndice C
Método de Oliveira

El método de Oliveira [32] consiste en una funcién de onda de prueba IIj|¢;) para el
estado fundamental. Cada estado |¢;) corresponde a la funcién de onda de una plaqueta
compuesta de cuatro spines, en que cada plaqueta no se superpone a ninguna otra. En el
caso de una dimensién, la plaqueta representa 4 spines en linea, mientras que en dimension
dos corresponde a 4 spines en los vértices de un cuadrado. Seis parametros variacionales

son introducidos:
o e R
- + + - - = - 4+
+e{_ _]-i-f{-i- ‘}, (C.1)
+ * + -

obedeciendo la condicién de normalizacién. La energia por spin en funcién de los para-

metros variacionales viene dada por:

L L@ et P @ B =) (1)
-i*% [(a+b)(d+ f)+be+ acl + _SJJi [_1 +2(a® + b%) + (a? - 5)?
1
_(c2 - 62)2 _ (dZ _ f2)2] (0.2)
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N’E}I - ._.i- [0+ 8+ (@ = )] + Jla+ Bt dt e+ )
1 [~1+2(a? + %) +3(c” = Ry —3(d - =3P -d)|, (C3)
811

para la cadena lineal y la red cuadrada, respectivamente. Las ecuaciones extremales fueron

resueltas y las soluciones asi obtenidas, comparadas con la que obtuvimos nosotros.
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