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PARTE A

Capitulo 1

Introducciéon

El contenido de esta parte de la presente tesis constituye un eslabén en la larga cadena de
trabajos orientados a la comprensién de propiedades eléctricas y magnéticas en solidos
que se desarrolla desde hace afios en el Departamento de Fisica de la Facultad. Una

versidn resumida del trabajo aqui expuesto aparece en la referencia [1].

Nos motiva el estudio de sistemas que presentan transiciones de fase estructurales del
tipo Peierls o espin—Peierls. Ellas ocurren en sistemas de cardcter cuasi-unidimensional;
ésto es, sistemas en que las ligazones atémicas o moleculares en una determinada di-
reccién espacial son mucho mds importantes que en las otras direcciones. Consecuente-
mente la transferencia electrénica y/o interacciones magnéticas tienen lugar esencial-
mente en la direccién preferencial, dando lugar a verdaderas cadenas débilmente ligadas

entre sf.

La fase de baja temperatura presenta una modulacién del periodo espacial de las ca-
denas. En el caso de sistemas con electrones itinérantes dicha modulacién tiene vector
de onda 2kp, siendo kr el vector de onda de Fermi {2,3], y se conoce con el nombre
de distorsién de Peierls. Sin embargo, si la repulsion electrén—electron es dominante,

puede aparecer una distorsién de vector de onda 4kr [4].

En el caso de cadenas aisladoras con orden antiferromagnético la distorsion generalmente

tiene perfodo dos y, en tal caso, se habla de una fase espin—Peierls [5].

Peierls [6] .al comienzo de la década de los *50 predijo tedricamente la inestabilidad
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estructural de un cristal unidimensional (1D). A temperaturas suficientemente bajas
el sistema debia presentar una modulacién con vector de onda 2kr. Esta modulacion
genera una brecha justo en el nivel de Fermi en la banda de energias electrénicas; dicha
brecha produce una disminucion de la energfa electrénica, la que compite exitosamente
con el aumento de la energia elastica asocéada, a la distorsién; esta baja de energia
es garante de la estabilidad energética de la fase distorsionada. De acuerdo a esta

descripcién, el estado predicho por Peierls debia ser un aislador.

Frohlich [7] por su parte se preocupé de la posible existencia de superconductividad en
un modelo de gelatinio 1D con soporte positivo descrifo mediante un continuo elastico
y distorsiones de periodo 2kp, que también producen una brecha de energia en el nivel
de Fermi. El acople electrén—distorsién es la llamada “Onda de Densidad de Carga”.
Dichas ondas, también adjetivadas “deslizantes”, pueden transportar carga casi sin resis-
tividad a temperaturas suficientemente bajas. Sin embargo, el modelo de Frohlich ignora
el cardcter discreto de la red, hecho que posibilita la existencia de “ondas deslizantes”.
En cambio, una red discreta tiende a trabar la onda de distorsion con el periodo de la

red; asimismo, las impurezas o defectos también tienden a “anclar” la distorsion.

La prediccién de Peierls parecié inicialmente un asunto de cardcter puramente académico,
no concitando mucha atencién entre los fisicos y tampoco entre los quimicos, dado que
se desconocian sistemas reales cuasi~1D. La ausencia de interés se revirtio hacia finales
de la década de los 60, en que se logré sintetizar compuestos de esta naturaleza [8,9].

Desde esa época el estudio de sistemas 1D se ha desarrollado en diversas direcciones.

Son particularmente destacables los numerosos sistemas cuasi-1D basados en la molécula

tetraciano-quinodimetano (TCNQ), o cadenas dél tipo tetraciano-platino (KCP).

En el afio 1973 el tema se torné apasionante; en efecto, A. J. Heeger y colaboradores [10]
provocaron una gran conmocién en la Fisica del Sélido al anunciar la existencia de “posi-
bles fluctuaciones superconductoras” hacia los 60 X. En el hecho, estos autores obser-
varon un notable,peck de la conductividad eléctrica en el sistema organico TTF-TCNQ,
cayendo luego la conductividad a cero ante un ulterior descenso de la temperatura. Si
bien tal peek se atribuyd originalmente a fluctuaciones superconductoras, nuevas medi-

-

ciones en presencia de campos magnéticos llevaron a descartar tal hipotesis.

[} e




CAPITULO 1. INTRODUGCION 3

El afio 1975 se confirmé experimentalmente la existencia de la distorsidn de Peierls en es-
tos compuestos orgdnicos cuasi-1D [11]. Mediante dispersién de rayos X sobre un cristal
de TTF-TCNQ, se observé una modulacion de periodo 3-66 en una de las direcciones
cristalogrificas para temperaturas inferiores a los 55 K; a temperaturas superiores se
observé dispersién difusa asociada a un orden de corto alcance con igual periodicidad.
Se debe destacar la consistencia entre esta medicién y los experimentos de resistividad

eléctrica, ya que las anomalias se presentan basicamente a igual temperatura.

El tipo de distorsién, originalmente predicha para conductores 1D, fue posteriormente
observada en cadenas aisladoras de naturaleza antiferromagnética, tales como TTF-

Cu-BDT [5], (2,5-D CI-DCNQI),-N (CHj;), [12] y varios otros [13,14].

Las dificultades en el tratamiento mecdnico cudntico de los sistemas en comento reside
en el hecho que ellos estin formados por varios tipos de moléculas, algunas de ellas
bastante complejas, de modo que hay una enorme cantidad de grados de libertad por
cada celda unitaria del material; asf pues, resulta imposible dar un tratamiento exacto.
Lo tltimo nos obliga a considerar sélo los grados de libertad relevantes en relacion a la

distorsion de Peierls.

El estudio de los sistemas cuasi-1D presenta otras dificultades; no todos ellos presentan
la transicién de Pelerls meétal-aislador, ddndose incluso el caso de superconductores,
como el [Tetrametil-TetraSelenio~Fulvaleno]; P Fg. Por otro lado, el compuesto aso-
ciado, [Tetrametil-TetraTio-Fulvaleno], P Fg, que presenta la distorsién de Peierls a

presién ambiente y bajas temperaturas, pierde tal carhcteristica al aplicar presion.

En general, la fisica de los sistemas cuasi-1D que analizamos es muy variada. El estudio
formal mediante modelos muestra una variedad de comportamientos, dependiendo de
la zona del espacio de pardmetros que se considere en el estudio, hecho que constituye

un aliciente para el trabajo tedrico.

Dada la importaricia de la transicién de Peierls y con miras a introducir nuestra moti-
vacién especifica en el tema, nos referiremos a la conclusion y caracteristicas simplifica-

torias del estudio precursor realizado por Peierls.
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Peierls concluye que un metal 1D es inestable frente a una distorsién (llamada también
“onda de enlace”) cuya longitud de onda produzca una brecha en el nivel de Fermi, esto
corresponde a un vector de onda 2kp. El estado distorsionado resulta mds conveniente
energéticamente al sistema, esto se debe bédsicamente a la. singularidad logaritmica de
la funcién de Lindhard para q = 2kg, v al carécter puntual de la superficie de Fermi en

un sistema 1D.

Enmarcado en la aproximacién adiabdtica el razonamiento de Peierls consideraba los
desplazamientos de la red como variables clasicas, ignorando los efectos asociados al
cardcter finito de la masa idnica. El tratamiento adiabético corresponde a una “teoria de
campo medio” de las variables fonénicas; el considerar sdlo fonones de seudo—momentum
9kp lleva a predecir incorrectamente la existencia de orden de largo alcance (OLA) a
temperaturas finitas, en manifiesto desacuerdo con el teorema de Landau [15] que prohibe

OLA en sisternas unidimensionales, excepto eventualmente a temperatura nula.

Para fijar ideas, consideraremos el caso particular de un sistema con banda semillena, es
decir, un electrén por sitio de la red. El vector asociado es ¢ = 2kp = 27 [2a = 7 [a, esto
lleva a una distorsién de perfodo 2a, conocida como dimerizacién. La primera linea del
esque;(na, siguiente muestra un segmento de la red “normal”. La segunda y tercera linea
exhiben las dos posibilidades de la fase dimerizada: iones ubicados alternadamente en
la red normal se.desplazan una distancia X hacia la derecha, mientras los de localiza-
cién intermedia se. desplazan igual distancia a la izquierda. La otra fase corresponde al

intercambio de los iones que se desplazan hacia la derecha e izquierda, respectivamente.’

— P Ps P P °-
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Para comprender la factibilidad de dimerizacién

de un sistema de tamaiio finito mediante el po-
tencial adiabdtico, en la Fig. AO1 se muestran
cuatro potenciales en funcién de la coordenada
que mide la distorsién. Ocurre que al variar los
pardmetros de interaccién el potencial cambia

su forma, pudiendo dar origen a minimos la-

V Adiaba(X)

terales simétricos. Fl hecho que tales minimos
estén separados por una barrera de potencial
finita, es decir, que es permeable por cfecto S '

ténel, brinda la posibilidad que la “onda de

enlace” fluctile y, de paso, pone de manifiesto L

la deficiencia del anlisis adiabético.

Fig. AO1: Potenciales tipicos.

Fl trénsito de uno a otro minimo del potencial adiabdtico corresponde a un “desliza-

miento” de la onda de enlace un espaciado de la red en uno u otro sentido.

Es claro que, dada la.posibilidad de fluctuacién entre las dos configuraciones, sera
importante en-la descripcién del sistema la relacion entre el tiempo caracteristico de la
oscilacién de la red y el tiempo de $inel entre ambas ondas de enlace. En relacién al
efecto tinel, surge también la importancia de la energia de “punto cero”; de hecho, si
la energia de punto cero es superior a la altura de la barrera adiabdtica, no es necesario

recurrir al efecto tiinel para pasar de uno a otro minimo del potencial adiabdtico.

A este respecto, Lee et al. [16] estudiaton (dentro-dé un marco aproximado) el efecto de
las fluctuaciones cudnticas del campo fonénico en una cadena infinite, concluyendo que
sdlo existe orden de corto alcance (OCA) en un sistema 1D a temperatura finita. Sin
embargo, la longitud de coherencia del OCA se incrementa enormemente para tempera-
turas bastante menores que la temperatura critica predicha por la teoria adiabética. El
orden de largo alcance sélo aparece para temperatura estrictamente nula; asf pues, en el
contexto de las transiciones de fase, el estado de Peierls sélo representa un ordenamiento

“precario” de un sistema 1D, el que debe entenderse como un OCA.
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El efecto de impurezas y/o defectos en los modelos 1D puede llegar a tener efectos
draméticos en las propiedades de transporte debido a la “fragilidad” de la topologia
unidimensional. Tal fragilidad se origina en que existe un #nico camino para unir dos
sitios contiguos de la red, resultando fécil bloquear la comunicacién entre dos de dichos
sitios. Lo anterior no ocurre en dimensiones*mayores, en que, por ejemplo, un electrén

puede eludir una impureza o defecto siguiendo un recorrido alternativo.

Un tratamiento riguroso de sistemas que puedan mostrar una distorsién del tipo que
estamos discutiendo, debe considerar los efectos cudnticos excluidos en el analisis de

Peierls.

Por otro lado, también debe tener en cuenta el caracter tridimensional de un sistema
real, eventualmente con impurezas, asociado al empaquetamiento de las cadenas 1D
que lo constituyen. Si bien el acoplamiento intercadena es débil, no obstante él tiene un
importante efecto cualitativo. De hecho, sélo gracias a este acoplamiento tridimensional
es posible entender una transicién de fase de Peierls, donde la fase de baja températura
posee OLA. De acuerdo a las conclusiones de Lee et al. es plausible esperar que la
temperatura critica tridimensional corresponda aproximadamente a un cuarto de la

temperatura critica 1D obtenida mediante la aproximacién adiabatica.

Conviene hacer un alcance sobre la tradicional “distorsién de Peierls” antes de referirnos
al problema de nuestro interés. Usualmente se distinguen dos tipos de distorsion: de

Peterls y cspz’n;Peierls.

, » Caso Peierls: Ocurre cuando el acoplamiento electrén—fonén desestabiliza el gas
electrénico produciéndose un brecha prohibida justo en el nivel de Fermi, la red
se distorsiona como consecuencia de que la disminucién de la energia electronica

no alcanza a ser compensada por el aumento de la energia elastica.

» Caso espin—Peierls: Corresponde a la versién aisladora del caso Peierls, donde
los electrones han perdido su cardcter itinerante (p. ¢j. debido a la repulsién mu-
tua), localizdndose en sitios especificos; los que muestran un momento magnético

neto. En particular, cuando las cadenas cuasi-1D estén descritas por el modelo de
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Heisenberg z}ntiferromagnético y el espin por sitio vale 1/2, el sistema adopta una

“onda de enlace” de perfodo 2 como consecuencia del acoplamiento espin—red [17].

A pesar de este distingo, existen diversas relaciones entre ambos casos; relaciones que
surgen al introducir la interaccién coulombiana electréon—electrén. Luego nos referiremos

a ellas.

Nuestro estudio considera un sistema espin—Peierls, también denominado Heisenberg—

Peierls en razén a que la interaccién espin—espin se describe mediante el Hamiltoniano

de Heisenberg.

Consideraremos una cadena lineal periédica con condiciones de borde ciclicas (anillo).
Cada sitio corresponde a la posicién de equilibrio de los cuescos atémicos o iones
(unidades moleculares en un sistema real). Supondremos que los iones realizan pequernios

desplazamientos en torno a las posiciones de equilibrio.

F1 Hamiltoniano del sistema considera la interaccién espin—espin, la energia de la red y

un término de interaccion espin-red:
H=Hs+ Hea+ Hs_red- (1)

El cardcter general de este Hamiltoniano no permite avances concretos, sobre todo al
pretender trabajar cudnticamente ¢l campo fonénico (es decir, sin desdefiar la energia
cinética de los iones). Sin embargo, uno sabe que el problema general es insoluble;
obtener dominio de la fenomenologia microscépica involucrada y destreza en la com-
prensién de lo que ocurre realmente en la situacién en estudio requiere, ya sea del uso
de aproximaciones, o bien el uso de soluciones exactas para sistemas finitos. Pero toda
aproximacién involucra una descripcién parcialmente incorrecta del sistema, pudiendo
llevar a efectos totalmente espiireos, razén por la que los resultados deben interpretarse

con cautela.

Por otro lado, también es 1itil usar equivalencias entre modelos, a efecto de aplicar a
uno de ellos los resultados consignados en la literatura para otro. En el anterior sentido
los modelos de Heisenberg y de Hubbard [18,19] presentan caracteristicas que los hacen

equivalentes en ciertos limites;-ésto brinda la posibilidad de usufructar de los resultados
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obtenidos para el sistema de Hubbard-Peierls [20,21], que ha sido mas desarrollado en

la literatura, como ayuda parcial en el tratamiento del modelo de nuestro interés.

La conexién del presente trabajo con el modelo de Hubbard obedece a un par de equi-
valencias entre la parte electrénica de él y la correspondiente de espin en el modelo de

&

Heisenberg,.

¢ Una de esas equivalencias corresponde a los modelos unidimensionales de Hub-
bard generalizado y Heisenberg anisotrépico; ella se obtiene via la transformacién
de Jordan-Wigner [22,23] que aplica las variables de espin en variables pura-
mente fermidnicas sin espin. Usando esta transformacién se tiene que la repulsién
coulombiana entre electrones primeros vecinos, G, se transforma en la energia de
intercambio “longitudinal”, G — J,, mientras que la transferencia electrénica va

al acoplamiento “transversal” entre espines primeros vecinos, 2t — Ty Jy

e La segunda equivalencia consiste en qﬁe un modelo de Hubbard con un electrén
por sitio y repulsion coulombiana intrasitio muy grande es equivalente a un Heisen-
berg isotrépico con la integral de intercambio expresada en términos de la energia
de transferencia y la repulsién coulombiana del modelo de Hubbard [26].. Esta

equivalencia es independiente de la dimensién del sistema.

El modelo de Hubbard. fue inicialmente desarrollado para describir sistemas de banda
estrecha y dar cuenta de ciertas propiedades magnéticas y de conductividad eléctrica
(existencia de aisladores en casos donde la teoria de bandas convencional predice con-
ductores). Posteriormente este modelo fue genere_mlizédo con el propdsito de incorporar
interacciones coulombianas de largo alcance, esenciales en el estudio de sistemas cuasi-
1D [27,28,29,30], a efecto de describir efectos sobre la susceptibilidad magnética y ciertas
anomalias en el espectro fondnico. Asimismo, el modelo de Hubbard ha dado resultados
promisorios en el estudio de ciertos éxidos de cobre en cuanto respecta a las carac-
teristicas de la superficie de Fermi y otras de orden magnético [31]. Mds atn, basados

en el conocimiento acerca del modelo de Hubbard unidimensional, algunos investigadores

1En el mismo espiritu de la transformacién unidimensional de Jordan-Wigner se han desarrollado

otras para el trabamiento de sistemas bidimensionales [24,25].
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tienen la sospecha que un modelo de Hubbard bidimensional pueda presentar un estado

superconductor [32,33].

Existe una serie de antecedentes que ponen de manifiesto la sensibilidad de sistemas 1D

a las fluctuaciones y sirven de motivacién para el presente trabajo.

Experimentos de dispersién de Rayos X sugieren que las fluctuaciones de la red en
la direccién de apilamiento® son més significativas en una dimensién que en el caso

tridimensional [34].

Otra manera de plausibilizar la importancia de las fluctuaciones es tener un cuenta que
un sistema 1D no puede presentar transiciones de fase a temperatura finita [15], entonces
al ir bajando la temperatura de un cristal cuasi-unidimensional los fonones experimen-
tardn un suavizamiento, en particular aquellos de vector de onda 2kp. Bajo cierta
temperatura las fluctuaciones serdn sostenidas y su efecto prevalecera, manifestdndose,

por ejemplo, mediante la generacién de una brecha en el nivel de Fermi.

Si bien existen soluciones exactas para algunos sistemas unidimensionales interactuantes
(digamos, modelos de Heisenberg [35] y Hubbard [36,37]), ellas no son faciles de imple-
mentar, necesitindose un gigantesco trabajo (a veces décadas) para sacar conclusiones
fisicas de las mismas [38]. Por otro lado, basta introducir la interaccién electrén—fonén
o acoplamientos mas complejos, tales como interaccién de intercambio o transferen-
cia electrénica méas alld de primeros vecinos, para que se pierda la solucién exacta.
Por esta razén se debe trabajar con aproximacionesz;:.'-si bien ellas involucran sacrifi-
car algunos aspectos del analisis, permiten progx_jesés parciales en el conocimiento del
sistema. De entre tales aproximaciones podemos destacar: Aproximacién adiabatica®;
calculos Hartree—Fock [39]; método de Lanczos [23,40]; técnicas de simulacién de Monte

Carlo [20,21,29,31,32,33,41,42]; etc.

Ademés de los anteriores métodos aproximativos debemos considerar también las solu-

ciones ezactas obtenidas para sistemas pequeiios [1,4,30,43,44,49], las cuales son factibles

2Fluctuaciones dindmicas a temperaturas moderadas y estiticas a temperaturas bajas.

3Empleado por Peierls en el tratamiento de la interaccién electrén—fonon.
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de obtener atin considerando acoplamientos bastante complejos. Sin embargo, siendo
soluciones exactas, con sus resultados se debe tener la precaucion de no pretender ex-
trapolarlos como validos para sistemas macroscdpicos, pues en tal caso se podrian estar
incorporando efectos espiireos [23,46]. No obstante lo anterior, tales soluciones consti-
tuyen una importante fuente de conocimiento, atn sin pretender efectuar la extrapo-
lacién al Hmite termodindmico. Por cierto ellas también permiten poner a prueba la

validez de diversas otras aproximaciones.

Respecto de la interaccién electrén-fonén, de singular relevancia resulta el tratamiento
adiabatico y el de Born-Oppenheimer. Llamaremos tratamiento adiabatico a aquél en
que las variables fondnicas se consideran cldsicas, ésto corresponde a considerar la masa
i6nica muy grande o frecuencia muy pequefia, pudiendo desdefiar la energia cinética
i6nica. y considerar los desplazamientos cldsicamente; ello equivale a suponer que los
electrones o espines responden muy répidamente frente a los cambios (lentos) de la
configuracién iénica. Por otra parte llamarémos aproximacién de Born-Oppenheimer a
la soluéién desarrollada a partir deésde la adiabética, en que luego de resolver el problema
mecinico cudntico considerando las variables de posicién como simples pardmetros,
se restituye el cardcter cudntico de los grados de libertad fonénicos. Esto dltimo se
lleva a cabo considerando como potencial efectivo para el inovimiento de los iones las
autoenergias provenientes de la diagonalizacién de la parte electronica o de espin; tales

energias dependen paramétricamente de las coordenadas de posicidn.

.

Entre los trabajos dedicados al acoplamiento elecﬁrénji'éd, o espin-red, destacamos:

Gagliano et al. [23] analizaron €l efecto de la interaccion coulombiana a primeros vecinos
para un modelo 1D de fermiones sin espin, en el caso de banda semillena mediante la
aproximacién adiabética; como ya se indicd, tal modelo equivale a un espin—Peierls en
el contexto de un modelo de Heisenberg aniéotrépico. Los resultados obtenidos con un
método, de Lanczos .modificado indican que,la interaccién coulombiana con valores en
un rango calificable de pequefio;a moderado favorecen el estado de Peierls, mientras que
valores grandes de la interaccién inhiben la distorsién-a la vez que produce una onde de

carga con orden de largo alcance; lo ltimo obviamente a temperatura nula.
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Gottlieb y Lagos [¢7] estudiando inestabilidades de la red de origen magnético conside-
ran un sistema de Heisenberg anisotrépico con un acoplamiento espin—fonén asociado a
una distorsién de perfodo 2; tal acoplamiento afecta por igual a las interacciones de in-
tercambio longitudinal y transversal (1éase, a la interaccion coulombiana y transferencia
electrénica del sistema equivalente de fermiones sin espin). Las variables fonénicas se
trabajan en la aproximacién adiabética. Ellos encuentran que la interaccidén espin-red
suaviza el modo de vibracién considerado; un resultado sorprendente de este trabajo
estd en el hecho que la tendencia a la dimerizacién de la red se incrementa con la

temperatura.

Proetto y Falicov [45] consideraron un sistema de dos sitios descrito por un modelo de
Hubbard asumiendo un electrén por sitio e interaccién electrén-fonén intramolecular.
El tratamiento adiabatico de él ensefia qlie el sistema se distorsiona continuamente
siempre que el pardmetro que caracteriza la interaceidn electrén~fondén supere un valor
critico; en este caso el potencial adiabdtico presenta un maximo central y dos minimos
simétricos. Si la repulsién coulombina supera.un. valor determinado, la distorsién del
sistema es discontinua (es decir, se trata de una transicion de fase de primer orden); esta
situacion corresponde al caso en que el potencial adiabdtico presenta tres minimos (uno
en X = 0y los otros dos en X = £Xjy; siendo X una medida de la dimerizacién);
la transicién de fase ocurre cuando estos minimos coinciden en energfa. El analisis
cudntico del problema muestra el efecto de-las fluctuaciones fondnicas, los resultados
principales son: el limite adiabdtico permite una distincién sin ambigliedad entre la fase
normal y la distorsionada; la estabilidad de la fase nprmal es mayor para interaccion

electrén—fonén pequefia y/o gran repulsién coulombiana. intrasitio.

Schmidt y Schreiber [43] estudiaron exacta y adiabaticamente un cimulo de dos sitios y
dos electrones. Ellos usaron basicamente el mismo Hamiltoniano .de Proetto y Falicov,
aunque estudiaron tanto el estado fundamental como los niveles excitados. La prin-
cipal conclusién es que.la aproximacion adiabética resulta buena respecto del estado
fundamental, excepto para la regién del espacio de pardmetros cerca de la transicién.
Fl estado fundamental exacto se ubica entre el valor adiabatico y éste incrementado en
la energia de punto cero. Sorprendentemente el modelo describe. correctamente estados

metaestables con la aproximacién adiabatica; sin embargo, presenta-dificultades para
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caracterizar temporalmente la distorsion.

Recientemente Cérdenas et al. [4] estudiaron el efecto de la interaccién electrén—fondn
en un ciimulo de seis sitios con tres fermiones sin espin. Ellos trabajaron el problema
tanto en la aproximacién de Born-Oppenheimer como efectuando los cdlculos cudnticos
exactos. Born-Oppenheimer operé muy bién incluso para estados excitados, excepto
cuando dos niveles asociados a distinto potencial adiabdtico se acercan entre si. Una
de las conclusiones principales de dicho trabajo es que el concepto de onda de enlace
de cardcter estitico pierde validez debido 2 la aparicién del efecto tinel entre ambas
configuraciones distorsionadas, convirtiéndose en un efecto dindmico. Kl tiempo de
tiinel predicho por la aproximacién de Born-Oppenheimer resulta menor que el corres-
pondiente al cilculo cuéntico exacto. Esta anomalia se explica en términos de ciertas
“correcciones cuanticas” al potencial adiabatico, las que inhiben el efecto tinel, llevando
al mismo tiempo a resultados sorprendentemente exactos, que reducen en dos érdenes de

magnitud el (pequefio) error obtenido mediante la aproximacién de Born-Oppenheimer.

Existe ademds una serie de trabajos de simulacién mediante el método de Monte Carlo
(MC). En tal sentido cabe destacar la enorme contribucién de J. Hirsch y colabo-
radores [20,21,29,31,32,33,41,42,48], que permitié extender las técnicas de MC a sis-
temas cudnticos del tipo que nos interesa (modelos de Hubbard y Heisenberg, incluyendo
eventualmente acoplamiento con lared). En este contexto, Monte Carlo permite evaluar
promedios termodindmicos para sistemas de tamano finito, {en la préctica, de unos 20
a 100 sitios). El método exige bastante tiempo de CPU, y se torna cada vez mas lento
a medida que se baja la temperatura (siendo, por c'ie:;"to, inaccesible el limite T' = 0).
Asimismo, la convergencia del método se torna diffcil en regimenes especiales, donde la
importancia de las fluctuaciones es mayor; por ejemplo, en redes cuasi-frustradas [48].
El método de Monte Carlo ne entrega ni las autofunciones ni los autovalores del Hamil-
toniano; esta limitacién pone de manifiesto, desde.otra perspectiva, la conveniencia de
obtener soluciones exactas [4,43,45], v a ello nos dedicamos en el presente trabajo, a

efecto de complementar la informacién entregada por Monte Carlo y otros métodos.

Nuestro objetivo serd el estudio de un sistema 1D de espines 1/2 gobernado por el Hamil-

toniano de Heisenberg-Peierls; trabajaremos con condiciones periédicas de frontera y
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acoplamiento hasta segundos vecinos. Lo ltimo es equivalente a considerar un anillo;
sin embargo las interacciones a segundos vecinos enriquecen la topologia del sistema al
aumentar los “caminos de comunicacién” entre dos espines. Dadas las condiciones de
frontera, la simetria geométrica del sistema corresponde a Clyy, siendo NN el nimero
de sitios del ciimulo; a esto debemos afiadir la simetria continua de rotacién rigida de
espines, SU,. Puesto que estamos trabajando con el modelo isotrdpico de Heisenberg

usaremos la teorfa de grupos para facilitar el andlisis mecdnico cuéntico.

Si bien consideraremos de manera concreta, en cuanto a calculos especificos, el caso
de cuatro y seis sitios solamente, la formulacién del problema serd presentada para un
nimero genérico par, N, de sitios cada vez que ello sea posible. Los casos de cuatro y
seis sitios son asimilables a los grupos de simetria del cuadrado, Cyy, y del hexagono,
Csy, respectivamente. En el caso N =4 la simetrfa geométrica se amplia al igualar
las integrales de intercambio a primeros y segundos vecinos, reproduciéndose en tal
caso la topologia de un tetraedro (grupo 7). Usaremos una parametrizacién que
sea, independiente del niimero de sitios; esta condicién, aparentemente obvia, requiere
sin embargo de un andlisis algo delicado. Conseguido este objetivo, serd posible la
comparacién directa de los resultados para los dos ctimulos considerados.

El trabajo estd organizado como sigue: En el Capitulo siguiente se describe el modelo; se
diagonaliza el Hamiltoniano de espin que sirve de base para el estudio mecdnico cuantico
exacto. Luego se considera el acoplamiento espin-red, obteniéndose una forma explicita
para el mismo en el subespacio de interés.” A continuacién se disciite la competencia
entre las interacciones a primeros y segundos vecinos para introducir el concepto de
interaccion frustrade. Posteriormente se plantea la aproximacién adiabatica y luego se

formula la solucién numeérica exacta.

4

En el Capitulo tres se presentan y discuten los resultados. Se muestran los niveles de
energia del sistema (incluyendo varios estados excitados) para una amplia gama de pa-
rémetros del sistema, discutiéndose las implicancias fisicas de estos resultados; también
se comparan los calculos cudnticos exactos con los obtenidos en la aproximacion de

Born-Oppenheimer, Se caracteriza el estado de Peierls mediante la comparacién de los
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tiempos tipicos de oscilacién de la red y el tiempo de tinel entre las configuraciones dis-
torsionadas. Se caracteriza el estado base en términos de diversos promedios cuanticos:
amplitud de distorsién de la red, contribuciones anarménicas, correlacién espin—espin
y espin-red. Finalmente se discute en detalle la distorsion en el caso de interaccién

frustrada.

El Capitulo cuatro estd destinado a las conclusiones; entre ellas destacamos, el cardcter
dindmico de la fase de Peierls en ctimulos finitos, el cardcter continuo o discontinuo de
la transicién de espin—Peierls, el enorme incremento de la dimerizacién al cumplirse la

condicién de frustracién, etc. El trabajo finaliza con las referencias bibliograficas.




Capitulo 2

EL MODELO

2.1 E] Hamiltoniano

Consideraremos un sistema 1D consistente de un niimero par de sitios, N, cada uno de
los cuales soporta un espin 1/2; se supondrd invarianza traslacional, la primera zona
de Brillouin comprender4 el intervalo semiabierto (—Z,Z]. La dindmica es gobernada
por Hamiltoniano de Heisenberg; consideraremos inferacciones de intercambio espin—
espin hasta segundos vecinos, las que supondremos positivas (y por tanto involucran
alguna forma de orden antiferromagnético). Las integrales de intercambio naturalmente
dependen de la distancia interiénica, por simplicidad postularemos que tal dependencia

es lineal con la separacion.

Por otra parte, motivados por el hecho que en un modelo de Hubbard con banda semi-
llena se tiene kr = 7/2a y la equivalencia que existé entre este modelo y el de Heisen-
berg [22,26], retendremos el vector de onda ¢ = ;‘ka = 7 /a como vector propicio para
inducir una eventual distorsién que modifique la isotropia espacial del sistema. Conse-
cuentemente con lo anterior consideraremos sélo el modo de vibracién asociado a dicho
vector de onda. Si U; denota el desplazamiento del i6n £-ésimo desde su posicién de
equilibrio y puesto que para el valor de ¢ considerado se tiene exp(igfa) = (-1), la
distorsién resultante tiene perfodo 2, y los desplazamientos de la red vienen dados por
U = (1) ,.

15
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De acuerdo a nuestra hipétesis sobre las integrales de intercambio, segin la cual sélo se

retendra la contribucion lineal en la separacién interidnica, tenemos la expresién general
Jotv = Jo — g(Ussw — Ut) (2)

pero, como Uy = (—1)Tp, la integral de intercambio a segundos vecinos se torna
independiente de los desplazamientos de la red. La validez de la hipdtesis lineal esta
obviamente asociada a la condicién de “pequefios desplazamientos”. Lo dltimo implica
imponer (como condicién minimum minimorum) que Jeepa >0 para toda separacion
fisicamente aceptable {Up.1 — Us|. De hecho, si [Ugsa — Ue| > J1/g, entonces un ulterior
incremento en la separacién interiénica llevaria a un eumento de [Jee41]; lo cual es

carente de sentido fisico.

. . . ] 3 -
De acuerdo a la reciente discusién, el Hamiltoniano que modela nuestro sistema es

N
H = 22{[-]1 — go(UH.]_ - U;)]S] - S{+1 + JzS] . S[+2} + hw[a*a + 1/2] (3)

i=1
J; v Ja son las energias de intercambio a primeros y segundos vecinos, respectivamente;
go es una medida de la interaccién espin-red(fondn). al es el operador de creacién del
{nico modo fonémico presente en el modelo y estd caracterizado por la frecuencia w y
vector de onda g = 2kp = 7. En lo que sigue mediremos la accién en unidades de h,

esto corresponde a hacer formalmente i = 1.

A efecto de llevar el Hamiltoniano (3) a una forma apropiada, conviene expresar el
desplazamiento Uy y el momento Py del ién ¢-ésimo en términos de los “modos normales”

de vibracién de la red [2,3]

2ka

U, = ze"P(“k D¢, Po= z exp(—ikt) Py

~2M Nwy,

donde N es el nitmero de sitios del anillo, M es la masa iénica, Mw} es la constante
cléstica de la red y wy = 2wo|sin(k/2)] es la frecuencia del modo fonénico con pseudo-
momento k. Bste cambio de variables respeta las reglas de conmutacién candnica,

[Ug,Ph] = 7:63.}” cumpliéndose [fk,Pq] = T:(Sk'q.

-

Al escribir & =ax+aly vy Pi= i(al — a.)/2, los operadores a; ¥y a;fc asi definidos
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satisfacen [ag, a,T] = 6,4, mientras que el Hamiltoniano de la red toma la forma diagonal
1 1
Hpd = Y wi [PkP—k + Zﬁkﬁ—k] = > wg [akTak +- -2~]
k k

Como indicamos, sélo retendremos el modo fonénico! k = m en nuestro analisis; en vista
de Io anterior omitiremos de aquf en adelante el subindice de momento en las distintas
expresiones, es decir, Wi=x = W, §f=r = =a + al, Pi_r = p = i(al — @)/2. Allimitar de
este modo los grados de libertad fondnicos, Ia reciente expresién para H,eqs corresponde

a la contribucién ya incluida en relacién (3).

Ahora los desplazamientos iénicos toman la forma Uy = (—1)° ¢/v2M Nw. Redefiniendo
la constante de acoplamiento espin-red ¢ = go/V2Mw, tenemos

—go(Unsr — Us) = 2g€(=1)}/VN

expresién que luego reemplazaremos en la ecuacién (3). Destacamos que el factor
1/VN, el cual ha surgido en forma natural de nuestros desarrollos, es vital para poder
comparar camulos de distinto tamafio; por tal razén no se ha asimilado dicho factor en

la constante de acoplamiento g.

Este modo fondnico k = 7 se puede interpretar cldsicamente como una distorsién de la
red donde un sitio par, digamos 24, se aleja una “distancia” & del sitio a su izquierda,
920 — 1, acercindose en igual magnitud al sitio a su derecha; de este modo, £ resulta
una genuina medida de la coordenad¥ fondnica susceptible de describir un proceso de

dimerizacion. 2

Por razones practicas, cuya conveniencia serd evidente en breve, escribiremos separada-

mente las contribuciones de espin y el término de interaccién espin-red.

[

N o o N, -
HS = 2J1 ES[ . S[+1 + 2.]2 Z SI . S[+2 (4:)
i=1 =1
Hgred = _zg_(a + aT) i(_)l‘g‘t . S:H-l = _2.9_((1 + aT)A (5)
vN = vN

1En lo que sigue consideramos unitaria la constante de la red de referencia y resevamos la letra a para

denotar el operador de aniquilacién.
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El apéstrofe en la segunda sumatoria de la ecuacién (4) indica que cada par de sitios
segundos vecinos debe considerarse una sola vez. El proceso de diagonalizacion del
" Hamiltoniano total del sistema empezard considerando la parte de espin solamente.
Este procedimiento nos brindaré la posibilidad de verificar los resultados generales que
obtengamos en el caso limite en que la interz'a,ccic')n espin—red tiende a cero, situacion en

que el sistema estd desacoplado.

2.2 Diagonalizacién del Hamiltoniano de Espin

Una manera de diagonalizar el Hamiltoniano de espin en el caso de un ndmero par de
sitios es acoplar alternadamente la mitad de ellos (p. ej. los espines en sitios impares) a
un espin parcial 5" y la otra mitad a un espi parcial §,u para finalmente acoplar los dos
asf construidos al operador de espin total S s los diversos estados resultantes se clasifican
de acuerdo a la representaciones-irreducibles-del grupo de simetria puntual pertinente.

Concretamente, se construyen los operadores

1

§'=8+ S5+ 8+ +-- G = Gy + Sy + Ss+ S 4+

y luego se combinan para formar Srotal = &' Gt = G

El Hamiltoniano de espin posee dos tipos distintos de simetria: una de ellas corresponde
a la invarianza ante una rotacidn rigide de todos los espines, -E;'[ue estd asociada al grupo
SU; que corresponde al {emp(—iqg . gTotal) | ¢ £ 7}y Ademds tenemos una simetria
geométrica, Cy, asociada a la forma anular del cﬁmﬁlo de N sitios. Asi, el grupo de
simetria total del sistema no deformado es Cy, ® SU;. Hacemos notar que los rétulos
de representacién irreducible de SU, corresponden al ndmero cuantico de espin total
S que satisface (gfotal)? = S(§+1).

»

2.2.1 Autovalores y Autofunciones para N = 4

Implementando el procedimiento recién descrito, se tiene para el caso de cuatro sitios

— —

S =5+ .S-';,, S = S.; 4 §4 y §=5 + §" Bn términos de ellos el Hamiltoniano de
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espin (4) deviene en [49]
HS=Uy—Lﬂ@f+(?Y—ﬂ-FLK@2—ﬂ (6)

Se verifica que Hs conmuta con los operadores (5)?,(5")?,(5")? y S.; por lo tanto, se
puede elegir una base comtn de autofunciones. Los niimeros cudnticos asociados a tales

operadores de espin los denotaremos por 5, 5", 5" y el indice de degeneracién por m.

El artificio de introducir los operadores de espin 5"y §" permite reinterpretar el prob-
lemna original de cuatro sitios como uno de dos sitios efectivos equivalentes con espines g
y 5" Los autovalores de Hys se obtienen acoplando los espines individuales a los valores
parciales §’ y $”; luego se combinan estos dltimos al espin total S comprendido entre
|S" — S| y |8’ + 5”|. Puesto que los espines individuales asociados a cada sitio son 1/2,

se sigue que S’ y 5" pueden tomar los valores 0 y 1.

La Tabla 1 muestra esquematicamente el procedimiento descrito anteriormente, se
incluyen las representaciones irreducibles (RI) del grupe de simetria total del sistema
no deformado, Cy, ® SU3, la degeneracion de cada estado y la energia correspondiente.
En dicha tabla se usa la nomenclatura de Tinkham [50] para clasificar las Rls de Cy,.
Se puede verificar sin dificultad que el niimero de estados independientes es 2* = 16, en
concordancia con el hecho que la degeneracién de cada espin individual es 2 y el nimero

de sitios 4.

S'| 8" | S | Repres. Irreduc. | Degeneracién | Energia
0|00 A 1 ~3J,
01 _

1 E 3x2=6 —J,
1(0 l

0 By 1 Jy — 44
11111 Az 3 Jo =24,

2 B 5 Jg + 2Jy

Tabla. 1: Clasificacién de los estados correspondientes al caso de cuatro sitios.
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De acuerdo a la Tabla 1, y dado que hemos postulado J; > 0,J; > 0, se tiene que el
estado fundamental pertenece al subespacio caracterizado por 5 = 0. Concretamente,

las posibles Rls asociadas al estado base son:

o A, siJy; > Jp: esto corresponde a acoplar en singletes los pares 1 <> 3y 2 & 4.

¢ B, si J; > Jo: los espines rotulados por indice par acoplan ferromagnéticamente;
lo mismo vale para los sitios impares: (S’ = §” = 1). por tltimo, estas sumas
parciales se acoplan antiferromagnéticamente entre si (S = 0). Este caso es remi-

niscente del estado de Néel y presenta una correlacién ferromagnética a segundos

vecinos (5"1 . 5:3) = (§2 . §4) =1/4.

Las autofunciones correspondientes a los posibles estados fundamentales referidos an-
teriormente se presentan en la Tabla 2, alli los estados propios de la proyeccién del
operador de espin §,; correspondientes a los autovalores £:1/2 son representados por Ti

v L1, respectivamente.

Notacidon ‘Autofuncién

|A1, S = 0) —3(T1ls — L113) (T2la = LaT4)
[B1, 5 =0} | Az 2110+ 111 TTH = THT = LT = U 1zs,

Tabla 2: Autofunciones candidatas al estado fundamental del Hamiltoniano de espin

y los niimeros cuénticos asociados.

Verifiquemos que la asignacién de RIs dadas en TaBla 2 es correcta, para esto usemos

una representacién fermiénica de dichos estados,.p. €j.
1 . 13

donde a}, es el operador fermiénico de creacién de un espin ¢ en el sitio £, y 10) es el
estado vacio asociado. Apliquemos sobre el estado (7) la operacién C4 € Cyy (rotacion
en 90°), la cual permuta 1 —» 2 — 3 — 4 — 1; de acuerdo a relacion (7) y el caracter
anticonmutativo de los operadores al,, concluimos que Cy4|4;,.5 = 0) = +]4;, 5 = 0).

Ahora apliquemos la reflexion o, € Cy, al estado descrito por (7), tal plano intercambia
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los sitios 2 y 4; se constata (usando nuevamente el cardcter fermidnico de los al.) que
oy|41,8 = 0) = +]4;,5 = 0). Dado que C; y 0, engendran Cj,, se tiene que la funcién
[A;1,S = 0) es efectivamente base de la RI 4; de Cg. De igual modo se verifica que
los autovalores de Cy y o, al actuar sobre la fucién base [B;,S =0), son —1 y +1,

respectivamente, lo que concuerda con los caracteres asociados a la respectiva RI.

En el caso J; = J; la interaccién deviene en una suerte de frustracién ya que se pierde
sentido el concepto de “segundos vecinos” y la simetria geométrica del cimulo se incre-

menta, siendo ahora la tetraédrica (Ty); posteriormente volveremos sobre este caso en

detalle.

2.2.2 Autovalores y Autofunciones para N =6

El caso del anillo de seis sitios se trata de manera andloga, ahora los espines que se

acoplan inicialmente son
§' =5 + 53+ 8, 5" =S, + 51+ S

para luego acoplarlos al espin total S. Enel preseﬂte caso se tiene para los espines par-
ciales §' = 1/2,3/2; $" =1/2 y 3/2. En el caso §’ = 3/2 tenemos s6lo la degeneracién
25" + 1 = 4 asociada con las distintas componentes de S,. En cambio para §' =1 /2
tenemos dos fuentes de degeneracién: la primera corresponde a las distintas compo-
nentes de S!, 25" 4+ 1 = 2; la otra fuente de degeneracién esta asociada con las distintas
alternativas para acoplar tres espines 1/2 al valor total 1 /2; existen dos alternativas

linealmente independientes (L.i.):

IS

(Tals = 11T3) Ts ¥ Tt (Tals — laTs)
asi, el nimero total de estados L.i. para S’ = 1/2 es 4; lo mismo vale para S.”

El caso S’ = 1/2, §” = 3/2 debe tratarse en conjunto con la situacién inversa, S’ = 3/2,
5" = 1/2, lo que lleva a un total de 4 X 4+ 4 x 4 = 32 estados Li.. De éstos, tenemos
4 x 3 = 12 estados con espin total § = 1y 4 x 5 = 20 estados con § = 2; el factor 25 + 1

describe la degeneracién de espin. El factor 4 se refiere a la parte espacial en ambos casos
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(es decir, hay 4 funciones Li. con un mismo valor de Stotal, Mirota); estas 4 funciones
dan origen a un espacio cuadridimensional, el cual pu:ede ser descompuesto en Rls de
Csy. Para implementar esto ltimo e indicar la formaz explicita de las funciones bases
de estas Rls de Cs,, conviene usar el método de los “Proyectores” [51]; se tiene,

PW = %Z[X“(g)]*o(g) (8)

geG

donde IP#) es el proyector sobre la RI “u” del gru’po]i G, n, es la dimensién de tal RI,
~ es el niimero de elementos del grupo G, [x*(g)]” es el? complejo conjugado del caracter
asociado con la RI g y el elemento g € G; por ﬁltimog O(g) es la representacion de la

operacién geométrica g en el espacio de funciones espinoriales.

El caso $' = §” = 1/2 lleva a un total de 4 X 4 = 16 estados 1.i.; de ellos hay 4 x 1 =4
estados de espin total S =10, y 4 x 3 =12 estados con S = 1. Nuevamente el factor
25 + 1 describe la degeneracién de espin y el factor 4 se refiere a la parte espacial.

Mediante estas 4 funciones li. construimos Rls de Cg,.

El caso ' = S” = 3/2 sdlo conlleva degeneracion de% espin, habiendo un sdlo estado
para Stotal, MTotal jos; tal estado esta asociado con una particular RI unidimensional
de Cg,. Obviamente el presente caso (§' = 5" = 3/2) dla. lugar a estados con espin total

$=0,1,23. 5

i

La Tabla 3 muestra las distintas combinaciones posibles y la RI a que corresponden;
se verifica que el numero de funciones 1. recientemen‘r_,_:g:‘ analizado es coincidente con lo
indicado en dicha tabla (recuérdese que las Rlis Al,.Aé,Bl y B, de (s, son unidimen-
sionales, mientras que las Rls E; y F; son bidime;'nsioﬁales; la degeneracion de espin es

25 +1).

.

T P PUAL, S L AR VU Y
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S| 8" |S| RIsde Cg,
1/211/2|0 | A1+ By + B,
3/213/2|0 Ay
1/2 |1/2 1| A2+ B+ By
1/213/2|1| Ei+E
3/213/211 B,
1/213/2|2| Ei+E
3/2(3/2|2 A;
3/213/2|3 B,

23

Tabla 3 Constitucién y clasificacién de los estados correspondientes al caso de seis

sitios.

Fl estado fundamental del sistema de seis sitios corresponde a la representacién uni-

dimensional {41, 5 = 0] en el caso 0 < 2J; < Jy y a la representacion unidimensional

[B1,S = 0] en el caso 0 < J; < 2J; [52]. Para 2J; = J; > 0 el estado fundamental

es degenerado y corresponde a la condicién de frustracion de la interaccién antiferro-

magnética [53).

En el presente caso, N = 6, ya no son “buenos ntimeros cuinticos” S’y S,” pues el

Hamiltoniano de espin los mezcla. Los “buenos mimeros cudnticos” son Svtotal; MTotal ¥

el indice de R, I'. Segiin esta discusién y la Tabla 3, el estado base parala RI[A;, 5 = 0]

se obtiene diagonalizando una matriz 2 x 2 asociada con.los estados |41, (1/2)%,5 =0) y
|41,(3/2)?,8 = 0). Parala RI [Bi, S = 0] s6lo hay una funcién base: |By,(1/2)%, 5 = 0).

Las funciones bases asociadas al estado fundamental se muestran en la Tabla 4.

Caracterizacién

autofuncién

|41,(1/2)%,5 = 0)

VI + K, +2K,)/3

|41, (3/2)%,5 = 0)

V2[Ky + Kz — KJl/3

|B1,(1/2)*,5 = 0)

V23K — K]

Tabla 4: Funciones bases para el estado fundamental de Hs para el sistema de seis

sitios.
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en esta tabla se ha usado la notacién simplificatoria

K1 = \/1/8[11lz2 — Lilal[Tala — LaTallTsle — LsTel
K; = \/178[Tzla — laTal{Tals — LaTsl[Tels — leT4]
Ky =/1/8[11a — LifallT2ls — LaTs][Tals — LaTe]

K; y K son los estados enlazantes a sitios contiguos; Kq representa el estado que enlaza

sitios de la diagonal del hexdgono. Ellos reciben el nombre de estados de Kekulé.

Verifiquemos ahora que las funciones de Tabla 4 pertenecen a las Rls alli indicadas;
de hecho, ellas son producto de estados tipo “singlete” donde dos espines 1/2 aparecen

acoplados a un espin total nulo: [T} — [T). -

Por otro lado, en lo que respecta a las Rls del grupo geométrico Cg,, tenemos para
la operacién de rotacién en 60,° Coly = Ky, Cely = K, y Celz = Ki; estas ultimas
igualdades aseguran que el autovalor de Cs es +1 para las funciones bases rotuladas
por A; y —1 para las funciones bases rotuladas por B;. Finalmente, el plano-espejo
o4 que pasa por los sitios 1 y 4 tiene por efecto intercambiar los sitios 2 «» 6, 3 «+ 5;
esto 1iltimo asegura que 04K = K3 y viceversa; ademds 04Ky = Kgq. Asi, o4 = +1 para
la RI 4;, v 04 = —1 para la.RI B;. Estas relaciones concuerdan con los caracteres de
Cs v 04 para las RIs A; y By de Cg, (esto, en la notacién de Tinkham). Como Cs y

o4 engendran el grupo completo Cg,, concluimos que es correcta la asignacién de Rls

dadas en la Tabla 4. =

Como se dijo recientemente, la energia fundamental de la parte de espin proviene de

diagonalizar a una matriz 2 X 2 para la RI [4;, S = 0], la cual toma la forma

(9)

Jy — 3J ~2J
HfA, 5 =0] = ( ! : ! )

—2J; —5J1 +3J2

al ordenar la base como {|41,(1/2)% 5 = 0); |41, (3/2)%, § = 0}}. Parala RI [By, S = 0

la energia asociada con la tnica funcién base, |By,(1/2)%,5 =0), es —3(J1 + Ja).
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Hechas las anteriores consideraciones acerca de las caracteristicas del Hamiltoniano
de espin para los casos de cuatro y seis sitios, en particular las referidas al estado
fundamental del sistema, estamos en condiciones de considerar el efecto del acoplamiento

espin-red.

2.3 El Acoplamiento Espin—Red

La factorizacién del Hamiltoniano Hg_,eg en términos del operador de posicién a+al y
el operador netamente de espin A, contenida en la expresidn a la derecha de ecuacion (5),
tiene consecuencias interesantes. En efecto, tanto el operador fonénico af como el ope-
rador A pertenecen a la RI [By, S = 0], de modo que la interaccién Hs._, .y como un
todo pertenece ala RI [4;, S = 0]; lo dltimo vale tanto para 4 como para 6 sitios. Por
otro lado, A mezcla los estados de espin de las RIs [A;,S = 0]y [B1, S = 0], es decir, los
estados que compiten por la energia fundamental del sistema. De este modo, la energia

base del sistema sers siempre menor que la energia fundamental de la parte de espin.

A continuacién argumentaremos porque la interaccion espin-red nos lleva, tanto para
4 como para 6 sitios, a un estado base en el subespacio [4;, S =0} & [B;, S = 0]. Em-
pecemos por notar que Hg..,.q preserva el cardcter antiferromagnético (esto es S = 0)
del estado base pues Jp 4.5 > 0. Para 4 sitios tenemos, de acuerdo a Tabla 1, que el sub-
espacio de espin cero corresponde justamente a [4;,5 = 0] & [B;, S = 0]. Para 6 sitios
se tiene, segiin Tabla 3, que el estado [E;, S = 0] es yn posible competidor respecto a
la energia fundamental; no obstante, el producto Krijnéicer [51] entre las RIs {Bq, S = 0]
(asociada con A) y [E,, S = 0] lleva a [Ey,S = 0], la cual estd excluida de los estados
posibles del sistema (ver Tabla 3); de este modo vemos que la interaccién espin-red no
modifica los estados [E3,.S = 0]. Asf pues, la energlia, asociada a tal RI permanece inal-
terada, tomando el valor B([E;,S = 0]) = —(J1 + 3J3) > E([B, S = 0]) = ~3(J1 + J2),
lo cual excluye la RI E[E,, S = 0] como candidata al estado base.

Mediante una detallada consideracion del efecto que tiene la interaccién A sobre los esta-

dos de espin de las tablas 2 y 4 obtenemos expresiones matriciales para el Hamiltoniano
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total del sistema H = Hg + Hg_reqd + Hrea.

Para el caso de-cuatro sitios, al ordenar la base segin la Tabla 2 tenemos la matriz

2 %2,

AJ2 —v/3g(a + af)) (10)

—v3g(a + af) ~A/2

siendo C = —(2J; + J3), I la matriz identidad y A = Ey, — Ep, = 4(J1 — J»).

H = {C + hw(ala + %)}H + (

En el caso de seis sitios con la base ordenada de acuerdo a la Tabla 4 y la definicién

C = =3(J; + Ja), se tiene

4J1 —2.]1 —Zg(a + GT)
H={C+ fuw(ata + %)}E + —2.J4 —2J; +6J; —2g(a +al) (11)
—2g¢{a + a) —2g(a - af) 0

La diagonalizacién exacta de estos Hamiltonianos es posible y se efectuard posterior-
mente. Como etapa previa para acercarnos. a la comprensién cualitativa de la fisica
del sistema, consideraremos el caso particular de interaccion frustrada en la siguiente

seccién. En la subsiguiente analizaremos sistema en términos semi-—cldsicos mediante la

aproximacién adiabatica.

2.4 Competencia entre las Interacciones

En esta seccién estudiaremos el efecto que tiene sobre ¢l 'sistema el caso donde se frustra
el antiferromagnetismo tipo “Néel”. En términos gererales esto se debe al hecho que un
orden “antiferro” a primeros vecinos (J; positivo y “grande”) da lugar a un orden ferro-
magnético a segundos vecinos (es decir (S, - §g+2) > 0). No obstante, si J; es apreciable

deberfa tenerse un orded “antiferro” a segundos vecinos ({S; - Sey2) < 0).

De este modo vemos que existe una.competencia entre las interacciones a primeros y

segundos vecinos. En el caso general (N > 4, N par) se cumple que:

e Si J; > 2J; existe un orden ferromagnético a segundos vecinos,
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e Si2J, > J; se da un orden antiferromagnético a segundos vecinos.

En el caso limite J; = 2J; se habla de “frustracién” del antiferromagnetismo, teniéndose
un estado base dimerizado y doblemente degenerado [53]. Por otra parte, para [N impar
siempre estd frustrado el orden antiferromagnético tipo Néel, al menos en un punto.
Para un anillo de 4 espines la condicién de frustracién es Jy = J3, como se verd a

continuacion.

2.4.1 Caso de Cuatro Sitios

Para un cimulo de cuatro sitios y J; = J; el sistema adquiere la topologia de un
tetraedro. Lo dltimo conlleva a una frustracidn del orden antiferromagnético, hecho
que puede visualizarse geométricamente del signiente modo: consideremos una cara del
tetraedro, donde los tres vértices son primeros vecinos entre si, intentemos establecer
un orden magnético tipo “Néel”. Disponemos el espin de un vértice en estado T, de
modo que un segundo vértice debe disponerse en estado |, j pero como disponemos el
espin del tercer vértice? si lo disponemos T estamos frustrando la interaccién antiferro

1+ 3; en cambio, si lo disponemos | estamos frustrando la interaccién antiferro 2 < 3.

Si J, = J, el parAmetro A es nulo, de modo que el término diagonal de la parte de
interaccién en el Hamiltoniano dado por la ecuacién (10) desaparece. La diagonalizacién

no reviste dificultades, basta definir

1 1
1) = —=[|4)) + |B)] ; Ni= —[14,) — |B
1) \@[] 1) +1B1)) |2): \/i[] 1) = [B1)]
y el Hamiltoniano (10) en la nueva base deviene en la forma desacoplada

H= 3 {C +hoala+ 5) + () VBy(atah)}akel (12)

a=1,2

Cada término en esta suma corresponde a un oscilador armoénico simple. Con la repre-
sentacién de coordenadas en mente verificamos que cada oscilador estd desplazado de
la posicién de equilibrio natural @ + af — & = 0. Dlevar la parte fondnica a la forma
candnica® requicre bajar la energia C a C — 3¢°/w y desplazar los operadores corrds-

pondientes a la parte fondnica a (a = 1,2) en la magnitud (—)*/3g/w; esto lleva a los

2En la representacion de coordenadas el proceso corresponde a “completar el cuadrado”.
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nuevos operadores de creacién fondnicos
al = at —V3g/w ab = al +v3g/w

Cada modo fondnico tiene un vacio asociado, a,|0}, = 0, obtenido mediante una traslacién

del vacio original.

Los autoestados del sistema corresponden al producto del estado de espin |a) y el

fondnico
In,a) = ﬁ]a) ® (al)n |0}e a=1,2

las autoenergias asociadas estdn dadas por
1
Bp = O = 36/ + his(n + ) (13)

Los estados del sistema obtenidos de la solucién cudntica muestran la existencia de
deformaciones permanentes de la red, cuya magnitud es el doble del desplazamiento
necesario aplicar al operador fondnico para llevar el Hamiltoniano fondnico a la forma
canénica. Més exactamente, puesto que la amplitud del modo fondnico es £ = a +af =
ao-+al, los desplazamientos permanentes estén dados por (n, a[¢|n, a) = —2+/3(—)g/w

para los estados o = 1, 2.

Notemos que la independencia del indice @ a la derecha del signo igual en (13) da cuenta
de la degeneracién del sistema. Esta degeneracién lleva a un tiempo de vida medic
infinito de los estados, lo que reafirma el cardcter permanente de las deformaciones.

Volveremos sobre esta consideracién luego que preseittemos el analisis adiabdtico del

sistema.

2.4.2 Caso de Seis Sitios

Como indicamos anteriormente, en este caso la condicién de frustracién corresponde a.
Ji = 2J;. De hecho, al sustituir esta condicién en el Hamiltoniano de espin asociado a
la RI A;, relacién (9), concluimos que el estado base de tal RI se degenera con el estado
Bj;, teniéndose una energia de espin —9/2.J; (esta implicito que estamos trabajando en

el subespacio S = 0). La energia de excitacion asociado con A; es bastante alta, 5Ji;
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esto Gltimo permite aproximar nuestro Hamiltoniano eliminando el estado espinorial

excitado perteneciente a la RI A;. Para tal efecto definamos

f[lAl,(l/z = 0)+241, (32,5 =0)],  [2) =1By,(1/27%5=0)

donde |1) es el estado base de la RI A;. Lo anterior, omitiendo constantes aditivas

espiireas, nos lleva al Hamiltoniano aproximado

H = hoatall — Sg(ata) ) + ) (14)

efectuamos el cambio de base

1) = f(lu)+lv)) [2) = f(IU) [v}),

cont las definiciones

a1f=aT“—6"9/W, a2f=af+\_§_gg/w

V5

se obtiene el Hamiltoniano
H = Constante + hw [ artay|u){u| + aylayfv){v| ] (15)

De acuerdo a esta expresion los estados de espin |u), |[v) son estacionarios. Cada uno
de estos estados espinoriales estd acoplado con un oscilador arménico simple desplazado
en +6¢/+v/Bw respecto al modo fonénico original. Los estados |u) y |v) son degenerados
en energia. El estado espinorial Jv) estd asociado a la configuracion de Kekulé donde
se han dimerizado los enlaces 1 ++ 2, 3 «» 4 y 5 & 6; mientras que el estado espinorial
|u) estd asociado con la dimerizacién complementa;‘ié. Dado el cardcter estacionario
de estos dos estados tenemos que las deformaciones de los enlaces del hexagono son
permancntes, en contraposicién a lo que ocurre con las tradicionales configuraciones de

Kekulé del benceno, entre las cuales existe resonancia quimica.

2.5 La Aproximacién Adiabatica

En el estudio mecadnico cudntico de un sistema de electrones en interaceidn con la red se

aproxima a menudo teniendo en cuenta que la masa de los electrones es mucho menor que
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la de los iones que constituyen la red, de inodo que para ciertos regimenes es razonable
omitir, en una primera aproximacidn, el movimiento de los iones y resolver el problema
electrénico en la red i6nica “congelada”. Bajo tales consideraciones la estructura de la
red (caracterizada cldsicamente por la posicién de los iones) aparece paramétricamente
en la solucién del problema electrénico. A posteriori puede introducirse la dindmica de
los iones usando como potencial cfectivo para las coordenadas idnicas las autoenergias
del problema electrénico previamente resuelto. Concretamente, llamando F, a las au-
toenergfas electrénicas, entonces el “potencial efectivo” de los iones (mds conocido como

“botencial adiabdtico”) es: V,({U,}) = E,({U:}).

La aproximacién referida a los iones respecto de los electrones es perfectamente aplicable
a nuestros espines si el tiempo de vibracién de la red es mucho mayor que el tiempo que
caracteriza la dindmica de los espines. Aceptando lo anterior, procedemos a descartar
la energia cinética del Hamiltoniano fondnico y resolveremos el problema de los espines
en el campo de potencial estético generado por la red inmévil. Recordemos que el
operador de posicién es £ = a + al y el operador momentum es p = (a — al}/2i., Asi, el

Hamiltoniano fondnico w(ala + 3) se convierte en w(p® + £2/4).

Considerando sélo el término eldstico wé?/4 de la energia fonénica en el Hamiltoniano,
procedemos 2. su diagonalizacidn, ello nos conduce a las autoenergias E, que dependen
paramétricamente de la variable cldsica de posicién £. Estas autoenergias son las e-
nergias potenciales V,(¢) = E, que luego permiten restablecer el status cuantico de la
dindmica i6nica en el contexto de la aproximacién de Born-Oppenheimer a través del
Hamiltoniano -

L0 ) (16)
' 2M 662 ! Al

M = 1/2w és la “masa efectiva” asociada a la variable de posicién . Este modus

HBOm. = Hpin + V'n(‘f) =

operandi permite incorporar caracteristicas mecanico cudnticas especificas tales como
energias de punto céro, efecto tiinel y una cota inferior para el estado fundamental del

Hamiltohiano exacto dé acuerdo al teorema de Brattsev [54].

En particular, la forma del potencial adiabdtico provee informacién cualitativa acerca
del estado de la red, en tal sentido resultan de interés sus puntos extremales. Ademds

anticipa caracteristicas cualitativas globales del sistemia espin-red que se obtendrdn de

L




CAP{TULO 2. EL MODELO 31

manera exacta cuando se considere explicitamente el caracter cuantico de los grados de
libertad fonénicos, o bien, se obtengan de manera aproximada cuando se restablezca

dicho carécter en el esquema aproximativo de Born—-Oppenheimer.

Para concretar el procedimiento delineado empezaremos considerando explicitamente el
caso de cuatro sitios que, a diferencia del de seis, permite un tratamiento que brinda
expresiones algebraicas cerradas. Puesto que nos interesa establecer la relacién entre
el caso de cuatro y seis sitios mantendremos los mismos pardmetros en ambos casos.
Para este efecto es esencial el factor 1/ VN en el Hamiltoniano Hs_,q, relacién (5), pues
gracias a €, es legitimo comparar climulos de distinto tamaio, pero con iguales valores

de los pardmetros g¢,J, y w.

Introduciendo la nueva variable de posicion X = ¢£/2 y el pardmetro D = 2¢?/Nw,
obtenemos las autoenergias del sistema de espines que constituiran los potenciales adia-
béticos. Segin veremos, el potencial adiabatico del estado base (espinorial) describira
razonablemente bien el comportamiento del sistema total, al menos en lo que respecta

al estado fundamental y los primeros niveles excitados.

En términos generales la aproximacién adiabatica funciona bien si los tiempos carac-
teristicos de la dindmica espinorial son mucho menores que el periodo de vibracién de

la red, grosso modo ello corresponde a la condicidn w & Jy, Ja.

2.5.1 Caso de Cuatro Sitios

En este caso el Hamiltoniano estd dado por la ecuacién (10), una vez hecha la sustitucién
del operador @ + af por la variable clisica 2X/ g.-;Puesto que se trata de una matriz de
2 x 2, el proceso de diagonalizacién conduce a des energias £, = Vo(X), con n = &;
como hemos dicho, ellas constituirdn los potenciales adiabéticos para el movimiento de
los iones una vez que se restablezca su cardcter cuantico. El par de energias estd dado

por

Vi(X)= O+ 5 X" & /AT T B (17)

Ambos, potenciales son simétricos respecto a X =.0 y se cumple que Vi(0) = C+|[A|/2.

Puesto que sdlo interesa la variacidn de la energia potencial, la constante aditiva C' es
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irrelevante y, en lo sucesivo, se omitira.

La forma de ambos potenciales es simple, V, (X) tiene un tnico minimo en X = 0,
ubicado por encima de V_(0) y crece sin limite a medida que lo hace |X|. Como luego
se indicara, este potencial no siempre tiene demasiada relevancia fisica, al menos en lo

que concierne al estado fundamental y primeros estados excitados del sistema.

El potencial adiabdtico inferior V_(X), por su parte, presenta una estructura mds atrac-
tiva desde el punto de vista fisico, en cuanto a brindar la posibilidad de describir un
sistema. con dos estados distorsionados. En efecto, dependiendo de los parametros D y
A pueden ocurrir dos situaciones radicalmente diferentes que surgen segin D sea menor

o mayor que el valor critico dado por D, = |A|/24. Se verifica sin dificultad que:

1. Si D < D.., el potencial inferior, V_(X), presenta un minimo absoluto en X =0
y crece monétonamente con | X |. Este crecimiento es tanto mas abrupto mientras
mas pequefio sea A. La curvatura de V.(X) es menor que la correspondiente al
caso sin acoplamiento espin—fonén, lo que nos indica que existe un suavizamiento

del modo fondnico a medida que se incrementa D.

2. 8i D > D,, el potencial V_(X) tiene un maximo relativo en X = 0 y dos minimos

simétricos ubicados en

+ X = £4/12(D2 — D2), (18)

para |X| > Xy el potericial crece sin limite.
Esta situacién de dos minimos es la que sustenta la posibilidad de una distorsion

de la red. El andlisis del potencial adiabdtico en su marco semiclasico nos permite

cuantificar la magnitud de la distorsién de Peierls en Xps.
Cada minimo representa un particular estado dimerizado, p. ej., + X corres-

ponde a una dimerizacién entre los sitios 2¢ +» 2€ 4 1, mientras que — X a una

entre los sitios 2f — 1 « 2£.

Tenemos entonces que el potencial adiabatico V_(X) da cuenta de un quiebre de simetria
de inversion, X — —X, cuando D supera el valor D.. En el presente modelo dicho

quiebre puede ser conseguido de diferentes maneras, a saber:
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1. Con A = 4(J; — J3) fijo, mediante

(a) El aumento de la interaccién espin-fondn, g, a frecuencia fija.

{(b) Bajando la frecuencia fonénica w, para g fijo.

La interpretacién fisica de ambas posibilidades es sencilla. En efecto, puesto que
la interaccién ¢ es la causante de la distorsidn, resulta natural que la distorsién
se vea fomentada por el aumento de g. Por ofra parte, debido a que w es una
medida de la dureza de lared, también es natural que si disminuye la frecuencia la
distorsién se vea fomentada. Un sistema con interaccién eldstica blunda se deforma

mas facilmente que uno duro.

2. Disminuyendo A con D = 2¢%/Nw fijo.

Por otro lado, el alto de la barrera de potencial que separa los dos minimos de Vaq(X)
vale
6
Waa = Vo(0)=Vo(Xm) = (D~ D)2

Asi pues, la “barrera adiabatica” se incrementa cuando D crece, o bien cuando A de-
crece, siendo méaxima para A = 0 (caso frustrado). En esta tiltima situacion el potencial
adiabatico muestra una forma de cufia en el maximo local X = 0. El incremento de la
barrera adiabatica para A = 0 es consistente con el hecho que el caso frustrado lleva a
distorsiones de vide media infinite, de modo que en un tratamiento exacto, la barrera

adiabdtica deberia ser impenetrable.

Fl caso de interaccién frustrada J; = Jz, analizado éxactamente en la seccion anterior,
nos lleva efectivamente a la situacién de pardbolas desplazadas; en efecto, para A =0

se tiene
(|X| - 2v/3D)*
2D

El potencial adiabatico para un sistema de cuatro sitios queda completamente definido

V(X) = C+-—X2—2\/_|X| C —6D +

por los pardmetros D y A. Entonces la regién D < D,, del espacio de parametros
corresponde a la fase no distorsionada (con simetria de inversién). Por ofra parte, 51
D > D, el sistema puede estar en uno de los dos minimos y la preexistente simetria de

inversién desaparece dando lugar a la dimerizacién del sistema. La Fig. A02 muestra
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V_(X) para ocho valores de la razén D/Dgy; alli a cada potencial se le ha restado su

valor en X = Q.

-09
V_(X)

: 0.6

1.0 : 0.8
: 1.0
: 1.2
: 1.4
: 1.6
: 1.8

11} . : 2.0

v ./
-0.6 0.0 X 06

Fig. A02 Potencial inferior para diferentes valores de D /D

Esta transicién estructural definida por D, es de segundo orden, hecho que puede
constatarse al considerar que cerca del punto de transicién el parametro de distorsién
X toma valores tan pequefios como se quiera, de modo que un desarrollo en serie de
potencias de X es legitimo; omitiendo el término constante se tiene que los primeros

términos de la serie son

1 /Dy —D\ X*  1X*
V-(X) = 5( D ) Do 4D

Esta expresién muestra claramente el cambio de signo del coeficiente del término cua-

REE (19)

dratico en un entorno de D.. En particular, para D = D, tal término desaparece.

Un hecho digno de notar incidentalmente es que la expansion del potencial adiabatico es
andloga & la del potencial termodinamico propuesta por Landau [15} para describir una
transicién de fase de segundo orden. Esto se pone en evidencia al identificar X como el

pardmetro de orden del sistema. De hecho, cuando X = 0 el sistema esta “desordenado”
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y en una fase de alta simetria (persisten las simetrias de inversién y translacién de la
red original). En cambio, si X # 0 el sistema se “desordena” y se pierden las simetrias

de inversién y traslacién originales; en particular, se duplica el periodo de la red.

De este modo la correspondencia formal entre el sistema termodindmico de Landau y

nuestro caso es pardmetro de orden = 7 +» X y temperatura = T « 1/D.

El potencial adiabatico V3 (X) describe estados espinoriales excitados; sin embargo, tal
descripcién no resulta en general muy buena pues, como se ver4 mas adelante, los niveles
de energia asociados con el potencial adiabatico superior Vi (X) se acoplan a los niveles

vecinos provenientes del potencial adiabatico inferior V_(X).

La dificultad mencionada no se presenta con V_(X), al menos para los estados de baja
energia, bajo la condicién que la aproximacién adiabatica sea aceptable.® De hecho,
en tal caso, estos estados estdn muy por debajo del minimo del potencial adiabatico

superior.

Para concluir esta subseccién recordemos que pierde sentido fisico nuestro modelo
cuando ocurren distorsiones de la red extremadamente grandes; es decir, si Jye1a < 0.
En el presente caso (aproximacién adiabética para cuatro sitios) tal condicién se obtiene
imponiendo Xps = J1 ¥ luego sustituyendo en la expresién (18). EI procedimiento lleva

a una cota superior para D:

D < Dpygy = 2477 = 2013 + J3. (20)

2.5.2 Caso de Seis Sitios

En este caso los potenciales adiabaticos se obtienén de la diagonalizacién de la matriz
3 x 3 dada por la ecuacién (11), luego de reemplazar alli el operador g(a+ at)/2 por
la variable clasica X. En este caso se¢ necesitan tres pardametros para describir estos
potenciales; ellos'son Ji, Jo y D = ¢%/3w. Usaremos nuevamente el pardmetro auxiliar

A = 4(J; — J3). Por comodidad eliminaremos la constante aditiva 4J;. De este modo,

3Esto corresponde a w < A en el caso que consideramos.
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los potenciales adiabéticos estén dados por

VoK) = o+ (), (21)

en que los E,(X) son los autovalores de
0 -25 =X
—2J; —-3A X (22)
-X =X —4J.
En la discusién acerca de las caracteristicas generales del sistema resulta més conveniente
considerar implicitamente la solucién. Los autovalores Ey, son solucién de la ecuacién
ctbica

BP 4 LB 4 (fs — 2XN)E+ fo+ fX? =0 (23)

en que
f1 = 4:.]1 + "2"A, fg - 6J1A — 4J1, f3 = —16J1 ¥ f = 4.]1 - EA

Notemos que las soluciones de ecuacién (23) dependen de J; y J2, pero no del parametro

D (que contiene informacién de la parte elastica del sistema); es decir, B, = En(X, Jy, J2).

Observemos que para valores fijos de los pardmetros se tiene BE(X — o0) — +/2| X1,

introduciendo esta condicién en relacién (21) se concluye que V(X) — oo si X — oo.

Buscaremos los puntos extremales (minimos o méximos) del potencial adiabatico re-
specto a la variable X, nos interesa especialmente el pp.tencia,l adiabatico asociado con
el estado fundamental de la parte de espin, ésto es, i*jn(X ) = Ep(X). Lo anterior re-
quiere anular la primera derivada de tal potencial; usando la ecuacién (21) se concluye

que
Ri40.9

0 AR —2f
~Tox

3E? +2fE + fa — 2X7?

—X{5+ b (24)

Esta igualdad nos indica que existen dos posibilidades:

1. Siempre se cumple (9V/8X) =0 en X = 0; ésto debido al cardcter simétrico del
potencial adiabético: V(—X) = V(X). No obstante tal extremo no siempre serd

un minimo.
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9. Pueden existir extremos que anulen el segundo factor de relacién (24), los que
aparecen en pares simétricos respecto al origen, X = +X3, y satisfacenla ecuacién

D= 3E+2fiE + fo— 2Xu"
- 2f —4E

(25)

E=Eo(Xnar)

La funcién de Eq(Xs) surge como solucién de (23). Puede darse que la ecuacién (25)
no tenga soluciones, al menos para el caso fisico D > 0; en tal situacién V(X) crece
monétonamente con | X|, no existiendo posibilidad de distorsién de Peierls, atn en el
limite adiabatico w — 0. De hecho, si D — 0, entonces Vo(X) es una funcién con un
{inico minimo en X = 0, pues en tal caso domina el término parabdlico en la relacién (21)

(recuérdese que Fo(X) no depende de D).

En el caso en que existan extremos X # 0 para V(X), es necesario dilucidar si ellos
» - , . '
son minimos o maximos, lo que requiere evaluar la segunda derivada en X,

2y 1 0K,
axz — D oaxe (26)

En particular, resulta fundamental conocer el signo de (8?V/0X?) en X = 0; si tal signo
es negativo, entonces V(X)) posee un mdzimo en el origen, tornandose inestable el estado
no distorsionado. Es decir, (82V/8X?)x=0 < 0 implica una inestabilidad de Peierls; la
dltima desigualdad se da para D > Do, = —1 J(8*Eo/0X?) x=0-

Evaluamos D,, derivando dos veces la ecuacién (23) respecto a X y evaluamos en X =0,
usando que allf (8F/8X) =0, se concluye que

3E2(0) + 2f1Ee(0) + f2

Der = 2f — 4Fq(0)

(27)

Podemos graficar la curva D..(J2/J1) que separa el.espacio de pardmetros en una region

con quiebre de simetria (Xp #0 & D > D.,) y otra regién sin distorsion.

No obstante valores muy grandes del pardmetro D pueden dar lugar a distorsiones
no fisicas, donde Jeesi < 0; esto corresponde a la condicién 2J; = Xm(D, J1, J2). La
magnitud X se obtiene al resolver la ecuacién (25). Resulta entonces natural definir
un valor Dpyg(J2/J3), tal que para D > Dpyg nuestro modelo pierde sentido fisico. El

diagrama de fase del sistema, D = D(J3/Jy) se discute en el capitulo siguiente.
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Sin embargo, la discusién anterior no es completamente concluyente respecto a la ex-
tensién de la zona donde hay dimerizacién de la red. En efecto, es posible que V(X)
tenga un minimo local en el origen y otros dos minimos laterales X = £Xp, existiendo
entre ellos dos maximos X = #Xs. De existir este régimen, él deberia desaparecer
al disminuir suficientemente D; en efecto, dado que Eo{X) no depende de D, es facil
convencerse de relacién (21) que al incrementar el coeficiente del término parabélico
se cumple que Xs — Xp. Lo tltimo lleva a las condiciones criticas V/0X = 0 =
8?V/8X? en un mismo punto X = X # 0. Derivando respecto a X dos veces la
relacién (23) y usando relaciones (24), (25) y (26), obtenemos la condicién critica para

la. existencia de este régimen con tres minimos
3 1
D> D, = —ZEO(XM) - Zfl (28)

Para obtener la curva Dr.(J2/J1) necesitamos resolver un sistema de tres ecuaciones:

(23), (25) y (28), con tres incégnitas: Eg, Xpr y D = Dr.

En la regién D, < D < D, existen transiciones de fase de primer orden, las que ocu-
rren cuando se iguala el minimo en el origen y en Xys; es decir, cuando V(X)) = V(0);
esta condicién establece una nueva curva critica Dp(Jz/J1). En realidad se trata de una

transicion de fase orden—desorden donde el pardmetro de orden salta disconiinuamente

de X =0enelcaso D < Dp,a Xpr #0s1 D> Dp.

Existe un “punto triple” asociado a la. conv;argencia Xy = Xs — 0, en tal punto con-
vergen las curvas D..(J2/J1), Drr(J2/J1} y Dp(J2/J1); alli, al coincidir los 5 puntos
extremales de V(X) en el origen (+X s, £X5,0), se antlan las 5 primeras derivadas de
V(X). Este “punto triple” no ocurre en el caso de interacciones puramente antiferro-
magnéticas (Ji, J > 0), aunque s{ existe para un acoplamiento “ferro—antiferro”, pero

con estado fundamental antiferromagnético (J; <0, 0-25|Ji] < J2 < 0-554605|.;]).

Fl tltimo resultado es notable ya que muestra un ejemplo (resuelto exactamente) donde
ocurre una transicién de Peierls de primer orden, y esto en el contexto de un extrano
ordenamiento magnético, con una solucién con espin total nulo, a pesar de fener una
apreciable interaccidn ferromagnética a primeros vecinos (aparentemente se trata de un
orden tipo “helicoidal”, aunque de naturaleza cudntica). Hasta donde conocemos la lite-

ratura, éste es el primer reporte de una situacién de esta naturaleza para un sistema tipo

H
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espin-Peierls, e incluso Hubbard-Peierls con acoplamiento electrén—fonén intersitios [4].
No obstante se han reportado transiciones de Pelerls de primer orden para un modelo

de Hubbard con fonones intramoleculares [43,44,45].

Concluyamos esta seccién con un par de consideraciones generales sobre la Aproxi-
macién Adiabstica. Existe una limitante natural a la potencialidad de la aproximacion
adiabdtica respecto de la descripcién de la transicion de Peierls; en efecto, si ocurre que
D > D.., pero la situacién es tal que la energia de punto cero sobrepasa el maximo
central, el sistema no puede quedar atrapado en un minimo del potencial, no existiendo

una distorsiéon permanente.

Si bien no es posible hacer conjeturas sobre lo que ocurre al aumentar el niimero de sitios
considerados, pues no existen resultados de.naturaleza adiabatica para un niimero de
sitios N mayores que los considerados en el presente trabajo. Otros célculos en modelos
del tipo Heisenberg sugieren que siempre hay dimerizacién debido a que la energia del

estado fundamental decrece con la deformacién de manera més rapida que X? [56].

2.6 La Solucién Cuantica

Consideremos en primer lugar el caso de cuatro sitios. Recapitulemos las caracteristicas
del Hamiltoniano (10); la Tabla 2 indica que los candidatos al estado fundamental del
Hamiltonizno de espin son |4;,5 = 0) y |By, S = 0). El operador de espin A pertenece
a la RI [By,S = 0], lo mismo que el operador fonénico al v por lo tanto el operador
de ntimero fondnico ala pertenece a B; @ B; = A;. Resulta entonces que el estado
fundamental del Hamiltoniano (10) se encuentra en el subespacio [4; @ By, S = 0] y se
puede escribir en la forma

Tg) = iox/rﬁ (] Az, S = 0) + BalB1, 5 = 0)] @ [n). (29)
aqui |n) = (a,’f)n |0)//n! es el estado fondnico genérico y |0) el estado vacio correspon-

diente. Proyectamos la ecuacién de valores propios H|¥g) = E[¥p) sobre las funciones
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|41,S =0) @ |n) y |B1,S = 0) ® |n), usando la ecuacién (10) concluimos que los coefi-

cientes o, v B satisfacen el par de relaciones de recurrencia

(Fo—A) ap, = —V3g((n+1)Bus1+ Pa-1) (30)
Fn ﬁn = —\/gg ((n + 1)an+1 + anml) (31)

donde Fi, = E +4J; — J; —w(n + %) Eliminando f, de este sistema, obtenemos una

relacién de recurrencia de tipo tridiagonal

{(FR—A)_ T _'n.-l-l} a = Olp—2 +(n+1)(n+2)%ﬂ (32)

392 Fﬂ-—l Fn+1 Fn—l Fn-}-l

Una vez resuelto este sistema obtenemos los coeficientes {8,} a partir de los {a,}
mediante el uso de relacién (31). Otra opcién consiste en plantear una relacién de
recurrencia similar a (32) para los coeficientes {8,} resolviéndola por separado. De
hecho, se procedié de este segundo modo, uséndose la ecuacién (31) como un test del
procedimiento numérico empleado; se concluyé que la calidad de los célculos numeéricos

era safisfactoria.

De acuerdo a relacién (31), al elegir ap # 0 se obtiene f; # 0 (notar que f_; = 0); re-
emplazando ambos coeficientes en relacién (31) despejamos oz # 0. Procediendo reitera-
tivamente de este modo obtenemos una solucién con {eg, # 0; fant+1 # 0} y los restantes
coeficientes nulos. Puesto que el operador af estd asociado a la RI By, entonces el estado
fonénico |2n + 1) pertenece a la RI By, mientras que [2n) pertenece a A;; usando el hecho
que B; ® By = A; concluimos de relacién (29) que la solucién recién descrita pertenece
ala RI A;. También es posible partir de un fo # 0y ééguir un razonamie‘nto analogo a
la discusion tiltima. Podemos resumir nuestras conclusiones respecto de los coeficientes

como sigue, la funcién de onda [¥z) pertenece a una RI bien definida, teniéndose:

s Si J; < J,, entonces |¥g) estd en [4;,5 = 0] y se cumple azn = flans1 = 0.

o Si Ji > Ja, entonces |¥) estd en [ By, S = 0] y se cumple agnt1 = fon =0.

De este modo, al conectar la interaccién espin—red el estado fundamental persiste en la

misma RI del sistema sin interaccién descrito por el Hamiltoniano de Heisenberg.
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Para obtener una secuencia {«,} se procede a eliminar los coeficientes fuera de la diago-
nal desde el extremo superior, n = 0, 1; ésto resulta simplificado reescribiendo el sistema
tridiagonal (32) en términos de Z, = ansa/as. La necesidad de convergencia de la serie
(29) requiere que en el limite n — oo se cumpla que vnla, — 0, esta condicién impone

a su vez que para grandes valores de n la dépendencia de Z, debe ser Z,, ~ 3g?/(wn)?.

El procedimiento seguido est4 bien explicado en la referencia [49] y consistio en generar
dos secuencias de Z,, una ascendente partiendo de n = 0 o n == 1, digamos Z_*(E) y otra
secuencia descendente, Z:~(E), la que comienza con un valor grande de n, para el cual
|otw| € 1. Ambas secuencias se propagan con ayuda de la relacion de recurrencia (32) y

se comparan para un valor intermedio de n, digamos n = L, imponiendo
Z;(E) = 21 (E)

Esta tiltima condicién no es una tautologia, sino que debe entenderse como una ecuzcién
de autovalores. De hecho, ella no se satisface para cualquier valor de E, sino que sola-
mente lo hace cuando F es un autovalor. La eleccién adecuada del valor de “pegado” L
requiere considerar el signo del ezponente de Lyapunov del proceso iterativo, el cual debe
ser negativo a efecto de garantizar la estabilidad y convergencia del procedimiento [571.

De este modo se determina el espectro energético.

Una vez conocido un autovalor F;, se obtiene la funcién de onda asociada; para ello se
usa la secuencia de los {Z,} ¥ la relacién anZ.(E;) = anie, eligendo ag (o @) como
una constante “de partida”. Los coeficientes B, surgen. de la relacién (31). Al imponer
la condicién de normalizacién de la funcién de ondz.x,'i = ¥ (a? 4 f?), se determina el

coeficiente inicial ap {0 o).

En el caso de seis sitios se procede de manera andloga, la funcién de onda viene dada

por

o 1 3 1
[95) = 55 VAl [anld, (27, 5 = 0) + Bulda, (57 5 = 0) +3|Bu, (55 = 0)] @ o)
n=0
: (33)
donde se estd usando la’ nomenclatura de Tabla 4 y [n) es el mismo de relacién (29).

Definiendo f,, = (e + Bn)/2, gn = (an — Br)/2, Ja = 4J1, Jp = —2J1 + 6J; e ignorando
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la constante C' de ecuacién (11) obtenemos las relaciones de recurrencia

(Ja—Jp)fat(Ja+Jp+w(n+1)—-2E+4d)gn = 0
(st + 3) — B) —ag (Vafar + VAT Tfrss) = 0 (34

la relacién tridiagonal que se obtiene para los f, es

(B2 —?| [(5, — BW)? — J2 — 4T
842 [T, + 2J1 — By

= (By = w) {fn(n = 1) facg = (Ba + w) /(n + 1)(n +2) far2 (35)
aqui B, = E—wn+1/2), J,=(Ja+JIs)/2y J,=(Ja— JB)/2.

Empezamos resolviendo la relacién tridiagonal (35) de manera andloga al caso de cuatro
sitios, obteniendo con ello las autoenergias; luego se determinan los coeficientes de las

funciones de onda.

Conocido el estado mecdnico cudntico del sistema, autoenergias y funciones de onda, se
estd en condiciones de evaluar los promedios que entregan informacién fisica relevante

del sistetia en estudio.




Capitulo 3

RESULTADOS

El presente capitulo estd destinado a la evaluacién de distintas propiedades fisicas del
sistema en estudio: espectro de energfa, ancho de dobletes y tiempo caracteristico del
efecto tiinel, grado de distorsién de la red y correlaciones. También se analizara el efecto

de la frustracién magnética respecto a las propiedades recién sefialadas.

Fl estudio se realiza variando los pardmetros w, J; y g (o alternativamente D), usando
Jy como escala de energias. Recordemos que w es una medida del cardcter adiabético
del proceso (alcanzindose tal limite para w < D), mientras que Jz/Jy es una medida

del grado de frustracién del sistema.

El Hamiltoniano se ha escrito de modo que sus pardmetros tengan un significado inde-
pendiente del mimero de sitios considerados. Esta precaucion nos permite comparar en

propiedad ctimulos de distinto tamaifio usando los misros parametros.

3.1 El Estado de Peierls: Tiempos Caracteristicos

Para anillos con un nimero par de sitios; N, una distorsién estatica de Peierls de perfodo
2 puede darse de dos modos distintos: la dimerizacién {1 < 2,3 <> 4,.-<,N —1 « N]J,
o ‘alterna,tivamente, [N 1,23, ,N —2« N —1]. En nuestro modelo el soporte
dindmico de estas configuraciones lo hemos visualizado a través del potencial adiabético;

en el caso en que él posee dos minimos, cada uno de ellos corresponde a una de las dos

4
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posibles dimerizaciones de la red.

En un tratamiento cudntico que incluya a la red, los autoestados consideran la su-
perposicién de todas las posibles configuraciones del sistema. En particular, para una
energia fundamental bajo la ctspide central, el sistema evolucionard hasta adoptar la
dimerizacién complementaria después de cierto tiempo. En el contexto de la aproxi-
macién de Born-Oppenheimer esto corresponde a “pasar” por efecto tinel la barrera

que separa los minimos del potencial adiabético.

Resulta entonces que la distorsién de Peierls es un fenémeno dindmico cuya caracteri-
zacién requiere considerar los dos tiempos tipicos del sistema, a saber: el periodo natural
de la red T = 27/w y el tiempo de tinel 7. Cuando 7 > 7, la distorsién de Peierls
también adquiere sentido en el contexto del tratamiento cudntico de la red; en tal caso,
los niveles més bajos de energia se asocian en estrechos dobletes cuya separacidn es pro-
porcional al inverso del tiempo de tinel. En particular, para el caso de minima energia

se tiene
2

E,— E

La razén entre 7 y 7 permite caracterizar adecuadamente el sistema. En efecto, si

T= (36)

T > 7 significa que el sistema permanece un tiempo considerable en una de las con-
figuraciones distorsionadas, mientras la red efectiia muchas oscilaciones. En este caso
se. puede redlmente hablar de un genuino estado distorsionado, pues en la escala de
tiempo propia del sistema, definida por Mén{r, T}, éste se comporta como distorsio-
nado estéticamente. Por otra parte, si 7 es comparable o menor que 7, el concepto de
distorsion de Peierls carece de sentido dada la imposib—ilidad de discriminar entre los es-
tados de Peierls propiamente tales y las oscilacionés naturales del sistema, caracterizadas

por w.

4

s s

3.2 Potenciales Adiabaticos y Niveles de Energia

Como se indicd, el potencial adiabético estd caracterizado por solo dos parametros,
J. y D = 2¢*/Nw, Jy s¢ estd usando como escala de energia. En particular para el

caso de cuatro sitios la forma 'de los potenciales adiabdticos depende exclusivamente
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del pardmetro D y A =4(J; — J;). En la discusién que sigue asumiremos A =1y

consideraremos N = 4, a menos que se indique expresamente lo contrario.

Fig. A03: Potencial adiabdtico y primeros niveles de energia para D, y w = 0-085.
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La Fig. A03 muestra el potencial adiabético y los primeros niveles de energia para el

caso critico, D = D, = |A|/24 = 0-041666--- y w = 0-05. Cuando D toma el valor

critico, la barrera adiabética desaparece y el potencial no es cuadratico en el origen.

De hecho, la segunda derivada del potencial es nula alli, de modo que el fondo del

potencial es bastante “plano”. Esta anarmonicidad se manifiesta en los primeros esta-

dos excitados, que no estdn equiespaciados; la condicién de equiespaciamiento (propia

de un potencial arménico) se alcanza s6lo para niveles bastante excitados. En otras

palabras, los estados de baja energia son afectados por la anarmonicidad del potencial

mientras que los estados de alta energia “ven” sdlo la contribucidn eldstica (armdnica)

del potencial adiabatico.
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Bl espectro energético determinado mediante la aproximacion de Born—-Oppenheimer es
tan fiel en relacién al cdlculo exacto, que es imposible distinguir entre ellos dentro de

las posibilidades de resolucién que brinda la figura.

Fig. A04: Potencial adiabdtico y niveles de energia, D =0-08 y w = 0-05.
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Fig. A04 muestra el potencial adiabdtico y los niveles de energia exactos mas bajos
correspondientes al caso D = 0-08 y w = 0-05. Puestoque D > D, el sistema deberia

presentar una distorsién de Peierls en el limite adiabdtico de baja frecuencia fonénica.

De hecho, la pronunciada barrera central captura seis niveles que se parean en tres
estrechisimos dobletes; esto tltimo es caracteristico del caso adiabatico, en consonancia
con el pequefio valor de w que estamos considerando. Es posible apreciar una separacién
relativamente grande entre el tltimo nivel capturado y el primer nivel sobre la barrera
central; ello se debe a la estructura de dobletes, la que en cierto modo todavia se
manifiesta para el primer par de niveles sobre la barrera adiabatica. Este dltimo hecho
puede ser descrito en base a un “potencial adiabdtico corregido” por efectos cudnticos [4];

tales efectos incrementan la barrera adiabatica. Nuevamente se aprecia que los niveles
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se tornan equiespaciados a medida que aumenta la energfa.

Fig. A05: Potenciales y Energias, D = 0-08 y w = 0-15, izq. N =4, der. N =6.
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Aqui en Fig. A05 sc contrastan los potenciales adiabdticos y espectro energético para
los casos de cuatro y seis sitios con distorsidn, se usan los mismos parametros: A =
1,D = 0-08 y w = 0-15. Puesto que el potencial adiabético es par, Vou(X) = Vaa(—X),
para mostrar la forma del mismo basta con graficar “un lado” de cada uno de ellos;

para N = 4 lo'hacemos en la regién X < 0 y para el hexagono en la regién X > 0.

Con el propésito de facilitar la comparacion visiial de los espectros de energias entre
ambos casos, hemos elegido el origen de energia de modo que los minimos de los po-
tenciales coincidan. Excepto por la constante aditiva referida, se aprecia la similitud
entre ambos potenciales; lo mismo ocurre respecto del espaciamiento entre los niveles

de energia.

La barrera adiabatica V(0) — V(Xas) es algo mayor para el caso del hexdgono en com-

paracién con el cuadrado, sus valores son 0-137 y 0-11, respectivamente. El doblete
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atrapado por el sistema de seis sitios es ligeramente mds estrecho que el correspondiente
al caso del cuadrado, 0-0076 y 0-011 respectivamente. Se deduce entonces que el caso
de seis sitios posee una distorsién mds estable en el tiempo (7 relativamente grande).
Sin embargo, la energia de punto cero Ep — V(Xar), es menor en el caso del cuadrado,

0-056 y 0-061, respectivamente.

Es interesante observar que la Fig. A05 también muestra una persistencia de la estruc-

tura de dobletes para el primer par de niveles de energia sobre la barrera.

Resulta ilustrativo comparar el lado izquierdo de Fig. A05 con Fig. A04, ambas
corresponden a N = 4 y tienen iguales valores para A y D (es decir, coinciden ambos
potenciales adiabaticos). La tinica diferencia estd en las frecuencias, teniéndose w = 0-05
en Fig. A04 y w = 0-15 en Fig. A05. La anterior circunstancia permite inferir que para
un potencial adiabético fijo el niimero de niveles atrapados por la barrera disminuye con
el aumento de la frecuencia. De esta comparacién surge otra conclusién: un doblete se
estrecha a medida que disminuye la frecuencia, aumentando c&nsecuentemente 7. Esto
dltimo es consistente con el hecho que el limite semi—clasico se alcanza cuando w — 0,
es decir cuando la masa idnica tiende a infinito, siendo entonces el efecto tinel (de

naturaleza netamente cudntica) muy improbable.
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3.3 Solucién Exacta Contra Aprox. de Born—Oppenheimer

Para proseguir con el analisis de espectros energéticos de un modo mas sistematico y, al
mismo tiempo, contrastar la solucién exacta con la obtenida mediante la aproximacién
de Born-Oppenheimer, la Fig. A06 muestra la separacion entre los niveles de energia
excitados y el estado fundamental en unidades de w, (E; — Fo)/w. La representacién se
hace en funcién de g/w = /2D /w, manteniendo fijo D = 0-06. Puesto que D > D,
el primer potencial adiabdtico, V{_y(X), presenta una barrera central que sustenta la
distorsién. La linea continua corresponde al calculo cuantico exacto y la linea punteada

representa, los resultados obtenidos en la aproximacién de Born-Oppenheimer (BO).

Fig. A06: Separacién de niveles de energia respecto del fundamental, D) = 0-06.
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El cilculo BO se realizé integrando numéricamente la ecuacién de Schrodinger mediante
un método de Runge-Kutta. La integracién se realizé en dos sentidos distintos: iterando
la coordenada de posicidn de izquierda a derecha, partiendo desde el centro de la barrera
adiabética y llegando hasta un cierto punto intermedio de “pegado” X, ubicado en la
region clasicamente permitida. También se iterd desde un punto muy a la derecha, en
la regién profundamente prohibida clésicamente hasta el punto X;. Imponiendo con-
tinuidad a la funcidén de onda y su primera derivada en dicho punto, usando la energia
E como pardmetro, se obtuvieron los autoestados de energfa. Ellos corresponden a los
valores de F para los cuales se obtenia un “bucn pegado”. Hacemos notar que sélo pro-
cediendo de este modo (moviéndonos desde una regién clasicamente prohibida hacia una
regién permitida), se consigue eliminar ciertas inestabilidades numéricas asociadas con
las soluciones 1o fisicas, que crecen exponencialmente a medida que nos introducimos

en una region prohibida.

Notemos la similitud conceptual entre el procedimiento empleado. para resolver numé-
ricamente la ecuacién de autoenergias en la aproximacién de BO y el método empleado
para la solucién exacta; aunque en este tltimo caso el procedimiento se llevaba a cabo

sobre el eje n, con n igual al “nimero de fonones” y no en el espacio real.

BEn particular se tiene que (E; — Ey)/w es esencialmente la razon entre el tiempo de
vibracién de la red y el tiempo de tinel asociado al estado fundamental. Tal razén es
pequefia para un sistema altamente dimerizado; esto corresponde a bajas frecuencias
(lado derecho del grafico), donde se observa un decrecimiendo exponencial respecto a

1/w.

Se aprecia también que para frecuencias bajas los niveles de energia se constituyen
en estrechisimos dobletes; lo anterior ocurre tanto para los resultados exactos como
para los obtenidos mediante BO. Este resultado es natural pues en el régimen de bajas
frecuencias (lfmite semi-cldsico) la barrera se comporta como impenetrable, reduciendo

fuertemente la posibilidad de tinel en razén a lo estrecho del doblete.
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En el extremo opuesto, para frecuencias grandes, los niveles aparecen esencialmente
equiespaciados debido a que el sistema no refleja el efecto de la barrera central y domi-
na netamente la componente eldstica, (X2/2D), respecto a la contribucién espin-red.
E] espectro es el caracteristico de un oscilador arménico. Estando los distintos niveles
de energia (incluyendo el estado base) muy por encima de la barrera central, la amplitud
de oscilacién es grande respecto del caso en que el sistema estd atrapado en uno de los

minimos del potencial adiabatico.

Fig. A06 muestra también que para frecuencias en el rango de pequefias a intermedias
(los segundos 2/3 del rango descrito por la abscisa) la aproximacién de BO reproduce
bastante bien los resultados exactos. En particular podemos explicitar que BO entrega
el ancho del doblete fundamental con un error inferior al 10 % para w < A/3 = 1/3;
tal error disminuye a &~ 4% para w ~ D. Para frecuencias mayores, sin embargo,
los resultados obtenidos mediante BO difieren considerablemente de los exactos. Para
w > A surgen errores del 30 %; esto dltimo se debe a que en csa zona el estado base del
potencial ¥(~)(X) cruza el minimo de V(,,_)(X ), produciéndose una fuerte mezcla entre
los estados BO de uno y otro potencial, de manera que la descripcién adiabatica del
sistema no es adecuada. Este efecto fue observado también en un trabajo reciente en

que se aplicé la aproximacién adiabdtica a un modelo de Peierls~Hubbard [4].

Fig. A06 muestra ademas la interesante peculiaridad de que los resultados numéricos
exactos aparecen bajo los resultados BO. BEsto significa que los tiempos de tinel cumplen
la desigualdad Tgzacte > TBo; similar conclusién se obtiene para el modelo de Peierls—

Hubbard [4].

El resultado anterior se explica mediante un formalismo de reciente desarrollo [4]; en
&l los efectos no adiabéticos son descritos mediante la contribucién al potencial de un
campo del tipo calibre (gauge), en que el operador energfa cinética se modifica mediante

la generalizacién del momentum con la inclusién de un potencial matricial A,

| P {IPrAX)Y P .
Wi > Wi —t EA_J+VNA(X)' (37)

Este potencial matricial es en algin modo reminiscente del potencial vectorial que des-

cribe el efecto de un campo magnético sobre una particula cargada.
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La matriz A(X) mezcla estados espinoriales, la forma detallada de ella aparece en refe-

rencia [4]; su dimen;sién coincide con la del espacio de Hilbert de la parte de espin; en

nuestro caso 2 o 3, siegﬁn se trate del cuadrado o del hexigono, respectivamente.

La aproximacién de la derecha el relacién (37) consiste en omitir la contribucién “no
diagonal” de la “ene%rgz'a cinética” modificada, de modo que se desprecia la mezcla (por

efectos no adia.bé,ticjos) entre los distintos autoestados espinoriales.

La contribucion no tja,diabzitica, Viva de relacién (37) se adiciona al potencial adiabatico,
ver ecuacién {16), ejntregando una versién corregida del mismo V,.(X). Esta correc-
cion tiene por efecté reforzar la barrera central, de manera que el doblete fundamental
resulta mas estrecho y, por lo tanto, el tiempo de tinel crece. En comparacién a BO, el
potencial V,,..{X) describe el espectro de energia de un modo bastante mds cercano al
tratamiento cué,nticfo exacto. Debido a lo dltimo y al hecho que V(X ) mouestra una
barrera central mas i“maciza,” que el potencial sin corregir, Voo(X), resulta natural que
el tiempo de tiinel s%e incremente para la solucién exacta en contraste con lo que ocurre

con BO. |

El dltimo resulta.do§ puede parecer paraddjico, pues siendo la aproximacion de Born-—
Oppenheimer de na%turaleza. semi—clésica en las variables fondnicas (en el sentido que
las empieza tra,ba,ja,%ldo cldsicamente, para luego restituir su stetus cudntico), pareceria
razonable que ella tiénda. a disminuir los efectos neétamente cudnticos, tales como el efecto
tinel. No obsta.nte,‘ lo recientemente planteado no es a.ceptable comb argumento, pues
BO restituye el camctcr cudntico de las variables de Ta red de un modo aprozimado.
De hecho, BO pla.ntea. una ecuacién de Schrodmger convencional para las variables
fonénicas, lo cual garantiza la supervivencia del efecto tiinel. Sin embargo, no tenemos
ninguna garantia e priori acerca de la direccién en que apunta el error introducido por

BO, en cuanto a penetracién de regiones clasicamente inaccesibles.

Nuestros resultados| indican que BO ezagera la penetrabilidad de la barrera adiabatica,
en el sentido que magnifica el efecto tinel cudntico, hecho que se confirma al comparar la
solucién exacta con|los resultados obtenidos con V. (X). Lo anterior en contradiccién

con los prejuicios arraigados en muchos fisicos, pero sin contradecir ningién resultado




CAP{TULO 3. RESULTADOS 53
derivado rigurosamente.

Para frecuencias fondnicas no extremadamente altas ni estados muy excitados, el uso
del potencial adiabatico corregido, Veorr(X), mejora considerablemente los resultados
respecto de aquellos obtenidos mediante BO convencional, es decir usando Vgo(X). A
modo de ejemplo, sefialamos que para I = 006 y w = 005 los errores en la determinacién
del estado fundamental respecto del céleulo exacto son —3-107* para BO y +3-107° para
BO modificado. El doblete fundamental resulta sobreestimado en un 4 % en el caso de

BO y sélo un 0-4 % con el potencial corregido. De los resultados sefialados destacamos:

¢ La incorporacién del campo de calibre para corregir el potencial adiabético ha
logrado disminuir en un factor 100 el (ya pequeflo) error en la determinacion de

la energia del estado fundamental.

e El signo negativo en el resultado de BO desnudo refleja el hecho que de acuerdo al
teorema de Bratisev [54], la aproximacién de Born—Oppenheimer provee una cote
inferior para la energia del estado fundamental. Es decir, la energia del estado

base evaluada con BO es siempre menor que el valor exacto de la misma.

Otra medida del grado de dimerizacién del sistema estd dado por el cociente

T E-E

T E-E
en que el 7y puede ser asimilado al periodo de vibracién del sistema corregido (una
suerte de frecuencia renofmalizada). El grado de dimerizacién disminuye al aumentar
la frecuencia w. A modo de ejemplo sefialemos que para el caso w = (-1 en que la energia
de punto cerd desnude es mayor que la altura de la barrera central, se tiene 7 ~ 37y y
el nivel B no esté atrapado por la barrera central. Este es un €aso en que, no obstante
los niveles no estan atrapados por la barrera, ellos se acoplan en dobletes y el sistema
muestra una dimerizacidn incipiente. Efectos de este tipo pueden encontrar explicacion
en un reforzamiento de la barrera central mediante la incorporacion correcciones de

corte no adiabéticas del campo de calibre.
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Fig. AOT: Niveles dec energia respecto del fundamental, w = 0-13.
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La Pig. AO7 muestra la separacién de los niveles ( E;—Eg)/w en funcién del acoplamiento
g paraw = 0-15y j = 1,2,3. Los resultados BO se representan mediante linea punteada
y los provenientes del calculo exacto se muestran en linea continua. A diferencia de la
situacién mostrada en Fig. A06, en que el potencial adiabitico estaba fijo (pues D
era constante), en la Fig. AOT el potencial adiabatico cambia de forma con g, puesto
que D = 2¢*/Nw varfa. Para pequefios valores de g, ‘tales que D no supere el D, el
potencial tienen un minimo central y el sisiema no posee distorsién; superado el valor
critico surge la barrera central del potencial adiabético, la cual se incrementa con g. El
sistema es capaz de experimentar una transicién ¢uando el estado fundamental queda
atrapado por la barrera. Un posterior aumento de la altura de la barrera atrapa otros
niveles, los que se asocian en dobletes cuyo ancho, para una frecuencia fija, disminuye

con la altura de la barrera.

La interpretacién dada a (E; — Fo)/w como razén entre el tiempo de oscilacién de la red

y el tiempo de tiinel entre las dos posibles distorsiones estaticas se manifiesta claramente
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en la Fig. AOT; alli se observa una fuerte disminucién de esta magnitud al crecer g.
Con el propdsito de describir la magnitud del doblete en la zona de gran distorsién
(g grande) donde él es muy estrecho mostramos en el eje a la derecha de la figura la
magnitud

w, B —Fy

bl e Y

A A

que resulta apropiada para cuantificar el grado de dimerizacién del sistema. Fig. A07
muestra la gran fidelidad de la aproximacién de BO para describir el tiempo de tinel en
un amplio rango de valores de g, existiendo una pequefia desviacion en la regién de alta
distorsién. Is notable el buen comportamiento de la aproximacién BO en comparacién
al célculo exacto en el presente caso, donde estamos trabajando con una frecuencia
relativamente grande, w = 0-15. Como hemos dicho anteriormente, este pequefio error
puede ser eliminado en gran parte al retener la componente diagonal de las correcciones

provenientes del campo de calibre.

Un andlisis més detallado de la informacién numérica disponible permite inferir que el
error de BO en la estimacidén del doblete fundamental es cuadratico en g para valores
pequefios de ¢ y lineal para valores intermedios de dicho pardmetro. Cuantitativamente,

el error supera el 10 % cuando ¢ supera el valor de w = 0-15.

Por otra parte, del analisis de los resultados de Figs. A06 y AOT para las zonas de gran

distorsién (w pequeiio y/o g grande) se concluye que el ancho del doblete fundamental

2

siendo Vi la altura de la barrera central.

varia en la forma

[3

Una manera de verificar la calidad de la aproximacién de BO en mayor extensién consiste
en estudiar la dependencia de los niveles de energia obtenidos mediante la solucién
numérica exacta en funcién de w y comparar con la estructura de los dos potenciales
adiabdticos correspondientes, En €l caso de cuatro sifios y para frecuencias bajas debe
gobernar el potencial adiabatico inferior, V{_j. A medida que la frecuencia aumenta

debe manifestarse en el espectro energético el efecto del potencial superior V(4.
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Fig. A08: Niveles de energia para D = 0-06.
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La Fig. AO8 muestra los primeros niveles de energia en funcién de w para D = 0-06,
en ella es facil corroborar el contenido del Gltimo parrafo del analisis de la figura an-
terior. Para frecuencias pequefias el espectro ajusta perfectamente con los resultados
obtenidos aplicando BO al potencial adiabatico inferior, ¥{.), hecho que hemos verificado
numéricamente. También hemos verificado que la aprox_ima,cién BO se hace menos pre-
cisa a medida que aumenta la frecuencia. Esto dltimo ge torna particularmente notable
cuando los niveles provenientes de V{_) traslapan al potencial W+), produciéndose even-
tualmente superposiciones entre los niveles de energia {EJ(_)} y {EJ(H} provenientes
de los potenciales V() y V(4), respectivamente. EI dltimo efecto es notable, vale decir,
el error se incrementa fuertemente cuando E}“) /2 Eg'i"), pues existe una “repulsion”

entre estos niveles debido a los efectos no adiabéticos [4].

El importante efecto recién comentado también explica, en parte, que el doblete de
menor energia resulta mas estrecho al efectuar un calculo cuantico exacto, en com-

paracion al resultado BO. De hecho, el doblete fundamental, asociado con V(.), consta
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de un estado en la RI A;, que corresponde a E((f) y un estado en la RI B; que corres-

ponde a E§“). A su vez, el potencial V4 tiene su estado base en la RI By, digamos E((,ﬂ,
y su primer estado excitado en la RI A; y lo denotamos por E1(+). Debido a que la
separacién entre los estados tipo By, Ec(,+) - E{_), es menor que E£+) — c(,_), separacion
entre los estados tipo A4;, ocurre que los primeros se repelen més fuertemente que los
segundos (los estados A; y By no interactan entre si). Esto dltimo implica un acer-
camiento relativo E((,—) — E§“); es decir, hay un estrechamiento del doblete fundamental
debido a efectos no adiabaticos. Esta argumentacién apunta en el mismo sentido que

la asociada al reforzamiento de la barrera adiabdtica en el potencial V,,..(X), aunque

ambas explicaciones son independientes.

3.4 Caracterizacién de la Distorsion

En lo que sigue caracterizaremos el grado de distorsién del sistema usando criterios
directamente asociados con la variable fonénica X, que mide la magnitud de la dime-
rizacién. Llamemos P(X)-a la probabilidad ‘que la dimerizacion del sistema valga X.
Cuando -el sistema, estd dimerizado se tiene que P(X) es una distribucién bimodal con
dos méximos simétricos asociados a la amplitud de la dimerizacién X; en cambio, para
un sistema no distorsionado se tendra que P(X) es una distribucién unimodal, con un
miéximo en X = 0. La amplitud de los miximos de P(X) crecerd en correspondencia
con el grado de dimerizacién, disminuyendo al mismo tiempo el valor de P(0). En el
limite adiabéatico se espera que los maximos de P(X) coincidan con los minimos del
potencial adiabdtico: X = Xy; en tal limite la d:isti‘ibucién P(X) se torna unimodal

al desaparecer la barrera central del potencial adiabatico.

[

A efecto de conocer cualitativamente la forma de P(X) usualmente se recurre a la
L4 L4 * r - .
comparacién con una expresién de valor conocido en los casos limites. Nosotros consi-

deraremos una usada anteriormente [4,45] que esta definida por

= K= <(;({2))2 1 ﬁ | | (38)

en que los promedios se toman en el estado fundamental del sistema. La comparacién
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se hace con la aproximacién arménica para la descripcién de los minimos del potencial

adiabdtico; en tal caso se tiene
(X?) =X+ X3 (X% =X +6X X2 +3X3

donde X, representa la desviacidn cuadratica media de la probabilidad en torno a los
méximos localizados en £X; dicho de otro modo, X, corresponde al ancho del peak de

P(X) en torno a los maximos +X.

Para comprender el modo en que se relaciona K con la forma de P(X) notemos que:

o En ausencia de distorsién la desviacién cuadratica media del operador X, a la que
denominamos Xo, excede significativamente la amplitud de dimerizacién X. Se

cumple entonces la desigualdad X < Xo y por lo tanto K = 3.

e Por otraparte, si el sistema esta fuertemente distorsionado, la amplitud de dimer:-
zacion domina fuertemente sobre las fluctuaciones cuénticas del operador posicion

cumpliéndose que X > Xo; en este caso K= 1.

Fig. A09: Pardmetro K para potencial adiabético fijo: D = 0-06.
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En Fig. A09 se muestra K en funcién de g/w para D = 0-06; es decir, para un potencial
adiabatico fijo. Puesto que D > D, el potencial presenta dos minimos simétricos

separados por una barrera central. La linea punteada corresponde a 1/(X?).

El caso limite g/w — 0 corresponde a w — oo no existiendo distorsién y K toma el valor
3. Saliendo de tal limite se aprecia claramente en el extremo izquierdo una abrupta caida
de K coincidente con el rdpido crecimiento de la amplitud de la distorsién. Esta relacion
de la velocidad del descenso de K con la velocidad del aumento de la amplitud de la
distorsién a medida que crece el valor g/w se observa hasta aproximadamente g = 2w.
Para ¢ > 2w la amplitud de la distorsidn crece linealmente y K tiende monétonamente
al valor asintético 1, valor caracteristico dei estado distorsionado que hemos asociado

con una distribucidén P(X) fuertemente bimodal.

De manera un poco més precisa, el valor intermedio de K = 2 se alcanza cuando el
primer estado excitado es atrapado por la barrera central y se combina en un doblete
con el estado fundamental, situacién que ocurre cuando w es aproximadamente tres
veces la altura de la barrera central. Se tiene entonces que, no obstante el alto valor de
la frecuencia existe un significativo grado de dimerizacién; esto dltimo esta ratificado

por el valor de X, asi como por el valor relativamente grande de /(X?) = 2-2.

La Fig. A10 muestra la dependencia de X en funcién de la interaccién espin-red g,
para w = 0-05; es decir, en este caso el potencial adiabdtico estd cambiando de forma,
teniéndose el caso altamente distorsionado hacia la defécha del grifico, mientras que si
g — 0 corresponde al caso sin distorsién. Se observa que la transicién a un régimen
distorsionado ocurre de manera abrupta en un éstrecho rango de la constante de in-
teraccion. Esta caida estd asociada a la aparicidn.de la barrera central adiabética; su

cardcter tan abrupto se debe al pequeiio valor de w considerado.

Para contrastar en la Fig. A1l se muestra K considerando una frecuencia mayor,
w = 0-15. En este caso la caida de K = 3 a K = 1 ocurre lentamente con el crecimiento
de la interaccion g. Lo iltimo significa que no basta la aparicién de la barrera adiabitica

para que el sistema se dimerice, sino que ésta debe ser apreciablemente mayor que w.
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Fig. A10: Pardmetro K para w = 0-05 y potencial adiabdtico variable.
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Fig. Al1l: Parametro K para w = 0-15 y potencial adiabdtico variable.
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3.5 Correlacién Espin—Espin

El sistema en estudio es un modelo de Heisenberg con interacciones antiferromagnéticas,
Ji > 0, J2 > 0, el cual estd acoplado a los desplazamientos de la red. A temperatura, nula
y en ausencia de la interaccién espin—red el sistema de espines se ordena con primeros
vecinos antiparalelos y paralelos los segundos vecinos; ésto en el régimen no frustrado
(J; > J, para N = 4, y J; > 2J, para N = 6). Esta precisa orientacién entre los
segundos vecinos se altera al considerar la interaccién espin—red, disminuyendo el grado
de correlacién ferromagnética a segundos vecinos a medida que la interaccién g aumenta.
En el caso extremo en que el sistema estd completamente dimerizado, la calificacion de
segundos vecinos pierde completamente sentido, no habiendo correlacion alguna entre

los espines respectivos.

De acuerdo a lo anterior emplearemos la correlacién entre segundos vecinos como una

medida del grado de dimerizacién del sistema; introduzcamos la magnitud Cz, definida

mediante

48 4 &
Gg =, 'I—V_- Z(Sg . Sg+2).
=1
De acuerdo al factor de normalizacién, C; alcanza el valor 1 cuando los espines segundos

vecinos son perfectamente paralelos y disminuye a medida que se pierde el anterior

ordenamiento. En particular, cuando el sistema estéd en el estado fundamental se tiene:

e Si el acoplamiento electrén—fondn es nulo, entonces § = 0y §' = S* = N /2,
existiendo orden ferromagnético a segundos veciiios (estamos en el caso Jy; > Jo ¥

N == 4), de modo que C; = 1.

e Cuando el acoplamiento electrén—fonén alcanza el maximo valor fisicamente acep-

[

table, el sistema. estd. completamente dimerizado .y C; = 0.

Tl resultado grafico del anterior analisis se aprecia en la Fig. Al2, alli w = 0-05;
se observa que en un amplio rango de valores de la constante de acoplamiento g, la
correlacién entre segundos vecinos permanece préxima a la unidad presentando una
leve disminucién con el aumento de g. Cuando g alcanza el valor critico g = V20D,

el valor de C; ha disminuido apenas un 10% respecto al caso g = 0. Para g > g,




CAPiTULO 3. RESULTADOS 62

la correlacién de espin C, exhibe una ripida caida coincidente con el surgimiento del
estado distorsionado. La correlacién tiende a cero para un valor de g ligeramente menor

que el correspondiente a la cota superior del pardmetro D dada por la expresion {20).

Fig. A12: Correlacién de espin a segundos vecinos para w = 0-05.

0.0 g 0.1

3.6 Energias Espin—Red y Espin—Espin

Los valofes medios de la interaccién espin—red y del cuadrado del operador fonénico a,
satisfacen la identidad .

(Hspud) = —200(c”) (39)
en que los paréntesis angulares denotan el valor esperado del operador considerado en un
estado propio del Hamiltoniano del sistema dado por la expresién (3). La demostracion
de la expresion (39) es sencilla, se debe evaluar el conmutador [H,a?] y luego calcular
el valor medio de conmutador en un estado propio de H, resultado que es obviamente
nulo; de allf se infiere la identidad (39). En nuestro estudio, dicha igualdad se usé como

test sobre la precisién de los célculos numéricos.




CAPITULO 3. RESULTADOS 63

Para caracterizar el estado del sistema en base a las energia de interaccién espin-espin

y la de espin-red consideraremos la cantidad adimensional

(HS—red)
(Hs)

esta expresién tiene la ventaja de poder ser cotejada con una imagen cldsica de la

R=

distorsién. En efecto, en un cuadro cldsico la distorsidn estética se cuantifica mediante
el desplazamiento de la red correspondiente al valor del minimo del potencial, X = Xy,
en tal caso el acoplamiento efectivo entre espines primeros vecinos es Jii41 = J1—X (—).
En este marco el sistema estd completamente dimerizado cuando X = Jj en cuyo caso

se cumple
Ji2 = Jsa=2J; y Joz=Js3 =0,

se sigue entonces que

y por lo tanto se tiene

(Hg) ~ —%L y (Hs—_req) ~ —%X
Se concluye entonces que para una dimerizacién estdtica R ~ X/J, = 1. El compor-
tamiento de R en términos de la constante de acoplamiento g se.muestra en Fig. Al13,
en ella se aprecian dos regimenes de crecimiento de R con el aumento de g. Inicial-
mente muy lento para luego cambiar abruptamente a un régimen lineal. Es interesante
comparar Fig. A12 con Fig. Al3, sc aprecia que {4 zona en que K < 1 se corres-
ponde bastante bien con aquella en que la correl:aci'én de espines segundos vecinos Cy
es bésicamente ferromagnética. A su vez el crecimiento abrupto de R ocurre aproxi-
madamente en el rango de g donde C cae abruptamente, en plena concordancia con el
surgimiento del estado distorsionado. Fig. A13 muestra ademds que, en el limite de
perfecta dimerizacién (descrito por la relacién (20)) se cumple bastante bien la relacion

R =1, no obstante provenir ésta de una imagen clasica.
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Fig. A13: Parametro R para w = 0-05.

0.0 - g 0.1

3.7 Interaccién Frustrada y Distorsién de Espin—Peierls

Con interaccién a segundos vecinos el caso N = 4 es andémalo respecto a otros valores de
N, pues entonces el nimero de parejas de segundos vecinos es N/2, mientras que para

N > 4 hay N parejas. Consideraremos separadamente hl_os anilloscon N =4y N =6.

El ctimulo de 4 sitios con la simetria del cuadrado pertenece al grupo Cy,. Sin embargo,
para el caso J; = Jq, la topologia del sistema corresponde a la de un tetraedro, de modo

que la simetria aumenta bruscamente de Cy, a Ty..

En este caso particular se frustra’la interaccién ferromagnética pues los espines primeros
vecinos se disponen en los vértices de un tridngulo. En efecto, consideremos una cara del
tetraedro, usando una imagen semi—clésica tenemos que los espines localizados en dos
de los vértices del tridngulo tienden a orientarse antiparalelamente; al considerar ahora
el tercer vértice del tetraedro, no tenemos ninguna orientacién posible que sea favorable

energéticamente, pues al disponer dicho espin antiparalelo a uno de los ya considerados,
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él se orientard paralelo al otro espin. Este efecto se conoce como “frustracién”, siendo

especialmente relevante en redes triangulares antiferromagnéticas.

Para este caso particular J; == J,, las representaciones irreducibles A; y By de Cy,
(asociadas al estado fundamental del sistema) se funden en la representacién irreducible
bidimensional E del grupo tetraédrico Ty. Esta degeneracién del estado base (F; = Ep)
hace que el tiempo de tiinel sea infinito. No obstante, la aproximacidn de BO es incapaz
para dar cuenta de tal degeneracién. Sin embargo en este caso D, = 0, de modo que
la altura de la barrera central es maxima; por esta razén la aproximacion de BO lleva

a un tiempo de tinel muy grande, aunque finito.

Por otra parte, al tenerse que el estado base corresponde a una RI bidimensional de
Ty (la RI E), la distorsién de Pelerls se puede asimilar formalmente al efecto Jahn-
Teller, pudiendo esta ocurrir incluso en ausencie de acoplamiento espin-red. De hecho,
el efecto Jahn-Teller corresponde a una reduccién esponténea de la simetria, donde la
molécula “adapta” su topologia a la forma de los orbitales moleculares; la degeneracion

se pierde debido a esta reduccién de la simetria.

Para el caso genérico de un sistema de Heisenberg con interaccién hasta segundos vecinos
con N par y N >4, la condicién de frustracién corresponde a J; = 2J, [63,55]. A

continuacién estudiaremos el problema de la frustracién para un anillo de seis sitios.

Recordemos que en el caso de cuatro sitios el analisis adiabdtico nos brindé informacién
respecto de las caracteristicas globales del sistema; pi- ej. determinamos la condicién
para que el sistema pueda sustentar una distorsién. En vista de lo anterior, empezaremos
por un estudio adiabatico del cimulo de 6 sitios: Sin embargo, como hemos dicho, en
este caso ya no es posible levar a cabo la tarea en términos de expresiones analiticas
simples, debiéndose recurrir en gran medida al cdlculo numérico; la metodologia para
determinar el rango de pardmetros en que existe distorsién fue desarrollada en el Capi-

fulo 2.

El mapa de fases del sistema (en la aproximacién adiabatica) se muestra en la Fig. Al4;

se usa como parametros la magnitud D y la razén Jy/J;. La regién central, denotada
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por II, corresponde a la fase distorsionada. Si los pardmetros estdn en las regiones
sefialadas con III el sistema no admite distorsién de Peierls. Por ultimo, la regién I

corresponde a distorsiones de gran amplitud, fuera del rango de validez del modelo.

Fig. A14: Diagrama de fasc en aproximacion adiabatica para N = 6.
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Una caracteristica notable que apreciamos en la figura es que, para un valor fijo del
cociente Ja/Jy, el sistema pasa de un estado no distordionado a la fase de espin-Peierls
al aumentar D (= ¢*/3w}; llamaremos D, (J2/J1) 2 la curva limite que separa estas dos
fases. Es especialmente interesante notar que D;:,, = ( cuando se cumple la condicion
de frustracién J;/J; = 1/2; de este modo, en la vecindad del caso frustrado bastan va-
lores muy pequefios del acoplamiento espin—fondn para tener un estado de Peierls. La
interpretacién fisica de este efecto es directa. Al considerar una red rigida, la energia
magética del sistema es maximal debido al cardcter frustrado de la interaccion anti-
ferromagnética (como antes expliciramos); ahora bien, al permitir desplazamientos de
las posiciones de equilibrio de la red, el sistema tendera “avidamente” a modificar esia

topologia frustrante a efecto de bajar la energia magnética. De hecho, una vez ocurrida
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la dimerizacién desaparece la frustracién pues el apareamiento antiferromagnético se da

preferencialmente entre los sitios que se han apareado en dimeros.

Al considerar una frecuencia fonénica no nula, w # 0 (o equivalentemente, una masa
iénica M # oo), el cardcter cudntico de los ‘desplazamientos de la red permite “efecto
tinel” entre los dos minimos del potencial adiabdtico, lo cual extiende el rango de

parametros en que aparece la fase no distorsionada; al mismo tiempo, se torna difusa

la frontera entre tal fase y el estado dimerizado. Una vez introducidos estos efectos

cudnticos una medida cuantitativa del grado de dimerizacién de la red corresponde a la
razén entre los tiempos de tiinel y de vibracién de la red, 7 /7 =w/(E; — Ey), como se

expresa en relacién (36) y la discusién en torno a ella.

En Fig. A15 graficamos esta razén de tiempos 7 /7 en funcién de Jo/J1 para Jy = 0-25,
y D = (-01667; esto corresponde & una recta horizontal en el diagrama de fases de la
Fig. Al4. Los resultados de la solucién exacta se muestran mediante la linea continua,
la linea punteada representa los resultados obtenidos mediante BO mientras que.la linea

quebrada representa aquellos obtenidos mediante la versién corregida de BO que incluye

parcialmente el efecto del campo de contraste (gauge).

Fig. A15: Razén T /7 para N = 6.
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De acuerdo a Fig. A 15, podemos constatar que el tiempo de tinel es considerablemente
mayor que el de vibracién de la red, 7 > 7, sélo en la regién I de Fig. Al4, donde
hay distorsién en el contexto de la aproximacién adiabdtica. El hecho que el tiempo de
ttinel tienda a infinito en la vecindad de la condicién de frustracion estdtica, Jy = 2J3,

confirma que la distorsién de Peierls es reforzada por la frustracion.

En el caso no adiabatico también es posible definir la condicién de frustracién antiferro-
magnética como aquella donde el tiempo de tinel va a infinito, T — oo. Esta definicidn,
bastante natural, equivale a la condicién que degeneren los dos niveles de menor energia;

vale-decir que, al efectuar los célculos cudnticos exactos coincidan los estados bases de

las Rls A; y B, para el caso S = 0.

De acuerdo al valor de los pardmetros empleados en Fig. A135, la condicién de frus-
tracién corresponde a J; = 2-00128J,, para w = 0-05. A modo de contraste, usando
el mismo valor de D de Fig. A15 pero triplicando el valor de la frecuencia fonénica,
w = 0-15, la frustracién ocurre para J; = 2.00353J,. De estos resiltados podemos in-
ferir qué los efectos dindmicos apenas modifican la ¢ondicion de frustracién del limite
adiabatico, esto tltimo ocurre incluso al considerar frecuencias fonénicas relativamente

altas.

»

La Fig. A15 también nos muestra que la aproximacién de BO no es suficientemente
precisa en la vecindad de la condicién de frustracién, ella conduce siempre a tiempos de
tiinel finitos, incluso para J; = 2Jz, sélo que en tal caso el valor crece considerablemente.
Por su parte BO corregido es mejor en la vecindad:de la condicién de frustracion,
llevando a tiempos de tinel infinitos justo en el caso J; = 2J;, aunque hay un sensible
apartamiento de los resultados exactos en I‘a. vecindad de la condicidén de frustracién,
pues alli los dos potenciales adiabéticos inferiores se intersectan en X =0, lo que limita
el rango de validez de la versién “corregida” de BO. No obstante, esta aproximacion es
considerablemente mejor que la versién usual de BO en todo el rango de pardmetros

que hemos considerado.




Capitulo 4

CONCLUSIONES

Hemos estudiado un modelo de Heisenberg—Peierls con interaccién de intercambio hasta
segundos vecinos. Para ello se resolvié exactamente el modelo para anillos de cuatro
y seis sitios, manteniendo €l status cudntico de los desplazamientos de la red. Se re-
tuvo solo el modo de vibracién de perfodo dos (vector de onda k = ) relevante en la
transicién de espin-Peierls. La solucién cudntica exacta se compard con los resultados
del anslisis adiabético (donde los desplazamientos de la red son netamente clasicos),
con la aproximacién de Born-Oppenheimer-(BO) y con una versién corregida de esta

aproximacién; estos dos ltimos casos introducen e posteriors el status cudntico de las

vibraciones de la red.

En términos globales las conclusiones son de dos tipos:

e Las asociadas a la fisica del sistema considerado, en particular sus caracteristicas

en el espacio, de pardmetros que lo describen.

e Las concernientes al grado de validez de distintas aproximaciones usualmente em-

pleadas en la literatura.

Para evitar duplicacién de comentarios cruzados, ambos tipos de conclusiones seran

recapituladas en conjunto.

1. Al considerar la naturaleza cudntica de los desplazamientos i6nicos, la fase de

69




CAP{TULQO 4. CONCLUSIONES 70

Peierls deja de ser una distorsién estacionaria, al menos al considerar cimulos fini-
tos. De hecho, los dos posibles estados de dimerizacién de lared, [1 «» 2,3 < 4, -]
y [V e 1,2 < 3,-+ ], se intercambian entre si debido al “efecto tunel”. El tiempo
de tinel 7 crece con la masa idnica M, tendiendo a infinito en el limite adiabatico

(clasico), M — oo, o alternativamente w — 0.

Dado el cardcter dindmico de la distorsién de Peierls, para clasificar de manera
precisa el grado de dimerizacién del sistema es necesario comparar los tiempos de

tiinel y vibracion de la red.

En analogia con la distorsién de Peierls convencional [16], asociada a electrones
itinerantes, es plausible que en el limite termodindmico (N — co) el tiempo de
tunel se torne infinito, al menos para t;empera.tura nula. Si T # 0, la longitud de
coherencia se torna finita, esperdndose la existencia de efecto tinel atn para el

limite termodinamico.

2. La aproximacién adiabdtica, a pesar de sus limitaciones, nos provee de un crite-
rio cualitativo para visualizar fisicamente esta fenomenologia; ésto a través del
llamado “Potencial Adiabatico”. Si la interaccién espin-red supera cierto valor
critico, D > D, el potencial presenta dos minimos separados por una “barrera
adiabdtica”, existiendo un tinico minimo en caso contrario. En el caso N =4,

D,, = |J; ~ J3|/6; la Fig. A14 muestra D, para N = 6.

Ahora bien, cuando el potencial adiabético presenta dos minimos tiene sentido
hablar de distorsién de Peierls si la altura de la barrera adiabatica Vi supera
largamente la energia del estado fundamental, pués el “efecto tiinel” resulta fuerte-
mente inhibido; en tal caso cada minimo cprresponde a uno de los dos posibles

estados de Pelerls.

.

A la inversa, si la energia del estado fundamental supera la altura de la barrera,
o bien esta dltima no existe (es decir el potencial adiabédtico presenta un tdnico

minimo central), la fase de Peierls no esta presente.

Guando la energia base es comparable con la altura de la barrera adiabdtica,
entonces resulta difuso el concepto de estado de Peicrls, existiendo un intercambio

del sistema entre ambos minimos en tiempos comparables con los de vibracion de




adiabdtico fijo; es decir, D, J, J, fijos y disminuimos w bastante por debajo de

Vi, entonces el tiempo de tunel se incrementa exponencialmente con 1/w.

Lo anterior pone claramente de manifiesto la necesidad que el tratamiento de los

sistemas 1D debe considerar Ia, energia de punto cero en Ig espectro.

- Al considerar el limite adiabdtico (w ~ 0) e interacciones antiferromagnéticas,
Ji,Ja > 0, la transicién de Peierls es siempre de sequndo orden; ella ocurre cuando
el minimo de Vaa(X) en X =0 se transforma €n un maximo local, apareciendo

dos minimos laterales 4 X M, que se separan continuamente del origen.

En contraste, al considerar acoplamientos mixtos (1 <0,J, > 0), puede aparecer
una transicién de primer orden gz la fase dimerizada, (ello corresponde al caso

0-25 < Jz/lJ]l < 0-554.. .).

. Como ya indicaramos, para valores fijos de J y J; la distorsidn aparece ‘al in-
crementar D por encima de cierto valor critico D,.. No obstante, D, se anula
para la condicién de frustracidn magnética de la red. Tal condicidn corresponde a

Ji = Jyenel caso V = 4,y Jy =2, para N = 6‘('_0 mas generalmente para N par,
N 2 6). De acuerdo a Io anterior, en la vecindadb de la condicién de frustracién es

suficiente un pequetio’ valor de D para, que el sistema sustente una distorsidn.

Al realizar cilculos cudnticos exactos se cori(iluye que el tiempo de tinel se torna
infinito en Ia vecindad de la condicidn de frustracién, teniéndose en tal caso una
distorsién rigurosamente estdtica (2 pesar del cardcter cudntico). Por otro lado,
el efecto de la interaccidn espin-red apenas modifica la condicién “estitica” de
frustracién recién estipulada; de hecho, atin para frecuencias tan grandes como
w=0-6J; y D= 0-067J;, apenas se modifica, en un 0-2 % la condicién de frus-

tracidén J; = 2J,.
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5. El espectro de energia determinado con la aproximacién de Born-Oppenheimer
difiere muy poco del obtenido mediante el cdlculo exacto, incluso para frecuencias

fondnicas moderadamente altas.

No obstante la aproximacién de BO trabaja bien especialmente para el estado fun-
damental y en un amplio rango de frecuencias, ella falla cuando los niveles de ener-
gia pertenecientes al potencial adiabstico inferior se acercan a los provenientes de
potenciales adiabéticos de més alta energia (asociados a excitaciones magnéticas),
pudiendo llegar a tener efectos draméticos. Sin embargo, debemos precisar que en
rigor, sélo es posible asociar niveles de energia con potenciales adiabaticos en el
contexto de la aproximacién BO. Al ocurrir las dificultades recién indicadas, carece

de todo sentido una asociacién entre niveles de energia y potenciales adiabaticos.

Cuando se cumple la condicién de frustracién los dos potenciales adiabdticos infe-
riores se tocan en un punto, resultando por tanto bastante inadecuada la aproxi-

macién de Born-Oppenheimer (ver por ejemplo Fig. A15).

Comeo es sabido [54], BO ofrece una cota inferior para la energia del estado
base. También BO predice tiempos de tiinel inferiores a los entregados por los
cdlculos exactos, Tpo < TEzacto: Lo tltimo pareciera sorprendente ya que BO
usualmente se considera una aproximacién semi-cldsica y el “efecto tinel” es ne-
tamente cudntico. Sin embargo, es necesario recordar que BO restaure o posteriort
y de manera aprozimada el cardcier cudntico de los desplazamientos de la red. No
existe ninguna dificultad conceptual en aceptar nuestro resultado. Vale decir, una
vez restaurado el status cudntico de las variabléé’ fondnicas, se exageran efectos

netamente cudnticos, como el “efecto tinel”.

Hemos referido la existencia de una versién corregida de BO, la cual conduce a

resultados asombrosamente precisos, al menos para los niveles de menor energia.

Usando la versién corregida de la aproximacién BO, hemos explicado la desigual-
dad 750 < Tgzacto €0 base al hecho que el potencial adiabdtico corregido, que
describe muy bien la solucién cudntica exacta, muestra un incremento de la ba-

rrera adiabatica en relacién a Born-Oppenheimer.
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PARTE B

Capitulo 1

PRESENTACION

Esta segunda parte de la presente tesis trata algunos aspectos del fascinante y cada
vez més popular campo de la Simulacién Computacional de Sistemas Dindmicos; nos

restringiremos al 4mbito de la Dindmica Molecular. Para referencias generales ver [1-7].

Desde el trabajo pionero de A. Rahman [8], concerniente al estudio computacional de
un sistema de &tomos interactuando con potenciales continuos,' enfocado especialmente
a la obtencién de informacién que pudiera ser comparada directamente con los resulta-
dos experimentales, diversos otros resultados de experimentos computacionales fueron
poniendo paulatinamente en evidencia que las propiedades de sistemas fisicos simulados

en el computador son similares a las que presentan los materiales en el laboratorio.

El reconocimiento de la posibilidad de realizar experimentos computacionales, cuyos
resultados pudieran ser cotejados en un mismo plano ‘de credibilidad con la informacién
genuinamente experimental, ha despertado un jntérés creciente en diversas areas del
conocimiento. Desde el punto de vista préctico, tal descripcién de propiedades de sis-
temas reales simples resulta muy atractiva per se. Existe ademés ofra potencialidad
subyacente en las técnicas de simulacién; ella es, la posibilidad de ezperimentar o pre-
cisién de mdquina con lo teoria, hecho que constituye un acontecimiento otrora dificil

de realizar.

Nuestro interés se concentra en algunos aspectos basicos de las técnicas desarrolladas

1Estudios numeéricos, previos consideraron potenciales tipo esferas duras.

7




CAPI{TULO 1. PRESENTACION 78

para €l control de la Temperatura en un experimento computacional tipico. El tema
se desarrolla en cuatro capitulos. Luego de esta presentacién, en el Capitulo 2 se da
un vistazo general de cardcter cualitativo al campo, estableciendo los nexos con la
investigacién tedrica y con la experimental —en el sentido convencional del término—.

El capitulo brinda el marco de referencia para localizar la tematica que nos motiva.

En el Capitulo 3 se hace una descripcién de los diferentes artificios de cardcter no
r e ~ .
estocdstico que comunmente se emplean para constremr la temperatura del sistema en el
experimento computacional asociado a un sistema fisico en equilibrio. Renormalizacién
de velocidades, introduccién de fuerzas de cardcter viscoso y la formulacion de una

dindmica extendida. De la anterior descripcién surge la motivacion de este trabajo.

En el Capitulo 4 se formula nuestro procedimiento para constreiiir la energia cinética sin
salir del marco de la dindmica newtoniana interparticula. El soporte formal del método

estd en el caracter impulsivo de las fuerzas que rigen la evolucion del sistema.

El procedimiento que proponemos consiste en un Runge-Kutta de primer orden para
propagar el momentum lineal de cada particula; el incremento de tiempo del muestreo se
determina dindmicamente monitoreando la evolucién de la energfa cinética. El método
estd relacionado directamente con la teorfa formal y, ademds, entrega a modo de sub-

producto, valores de magnitudes medibles experimentalmente.

Por otra parte, asumiendo que el Virial de Clausius cambia desde un instante de tiempo
al siguiente, debido exclusivamente al cambio en la posicion de las particulas, se ve-
rifica que el mecanismo de iteracién isotérmico propﬁ:ést,o, permite también conservar
la presién del sistema. Lo anterior se desarrolla.en el Apéndice A, luego de describir

brevemente el método de Andersen para constreiiir la Presion del sistema.

Superadas las dificultades de implementacién, que se discuten en detalle, el método
operd bien y con resultados satisfactorios. En el Apéndice B se intenta una explica~
cién formal a la autoalimentacién en el tiempo del método propuesto. Las conclusiones

globales se presentan en el Capitulo 4.

Antes de concluir esta presentacién quisieramos hacer una referencia a las circunstan-

cias que llevaron al autor al campo de la Dindmica Molecular. Todo comenzé con el
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estudio de autodifusién atémica en mezclas metélicas amorfas del tipo? Fe;Zr;_,. Tales
sistemas presentan una movilidad bajisima; los coeficientes de difusién, dependiendo de

la concentracién y temperatura, pueden llegar a 1072 ¢m?/s.

El estudio numérico requeria de modelos simples para los potenciales interatémicos y
controlar muy bien la temperatura del sistema simulado. La idea de controlar la tem-
peratura renormalizando las velocidades no fue satisfactoria, debido al efecto de tal
renormalizacién en la evolucién de la parte configuracional del sistema, que estd di-
rectamente relacionada con la difusién que se pretendia estudiar. Las otras técnicas
—discutidas también en el capitulo 3— fueron aprendidas después y tampoco se con-
sideraron adecuadas. En el intertanto, el anslisis de los resultados obtenidos durante las
diversas pruebas, normalmente exitosos respecto de las distribucién radial de particulas
en funcién de la concentracién, nos fueron convenciendo de la imposibilidad de con-
seguir difusiones tan bajas mediante dindmica molecular. El coeficiente de difusion era
cualitativamente bien descrito por una dependencia del tipo Arrhenius, pero habia un
factor de escala que por varios 6rdenes de magnitud nos alejaba del valor experimental
obtenido en el laboratorio; de hecho es posible encontrar en la literatura trabajos en
que se comparan cocficientes de difusién, con lo cual se elude el problema del factor
de escala. Los resultados obtenidos para la distribucién radial de particulas, ya eran
conocidos en la literatura, de modo que el trabajo realizado por nosotros no constituia

un aporte genuino. Por lo anterior, el estudio debio abandonarse.

Posteriormente logramos comprender la razén por la cual la Dinamica Molecular no
puede dar coeficientes de difusion tan bajos. Ocur;é: que el coeficiente de difusion
determinado desde graficos del desplazamiento cu_adfaﬁtico medio de las particulas [9] es
debido al reacomodo de la estructura local atémica y, en general, no estd relacionado a

la. difusién de largo alcance, propia de las mezclas referidas.

En vista de lo anterior, la actividad se cenird en el andlisis de técnicas para constrenir

Ja temperatura y presién a la luz de la copiosa literatura existente y culminoé con parte

de lo aqui expuesto [10].

2Ge fabrican mediante el enfriamiento muy rdpido desde el estado liquido, de manera que el material

no tiene tiempo para cristalizar,




Capitulo 2

LA SIMULACION COMPUTACIONAL

2.1 Preambulo

El progresivo uso de la Simulacién Computacional ha provocado una revolucién en el
tratamiento de sistemas clasicos de muchos cuerpos. De cardcter complementario a los
métodos analiticos convencionales, la simulacién computacional ha ejercido un fuerte

impacto por los enormes avances obtenidos en diversos campos del conocimiento.

Fn el 4rea aplicada, ella mediante, es posible predecir, por ejemplo, la manera cémo
funcionard un mecanismo complejo, a efecto de evaluar su desempefio en diferentes
condiciones de uso. Tales antecedentes posibilitan la toma de una dptima decisidn

tecnoldgica, en cuanto a disefio compatible con futuros requerimientos.

En el drea de ciencias basicas el impacto ha sido doble. En primer lugar, auspiciosos re-
sultados obtenidos mediante simulacién han producido insospechados avances en dreas
tradicionalmente reservadas a la mecanica estadistica clasica, como es caso de la teoria
de liquidos. Por otra parte, el vertiginoso desarrollo en tecnologia de computadores
ha extendido considerablemente el dominio de aplicacién fructifera de la mecanica es-
tadistica clésica, incluyendo especialidades tales como: fisico-quimica, quimica—fisica,

ciencia de materiales y, progresivamente, biofisica y bioguimica.

Si bien las técnicas de simulacién computacional asignan valores numéricos a esta-

dos fisicos sin involucrar medidas en sistemas reales, ellas constituyen una poderosa
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herramienta de cardcter cuasi-experimental que, ademds de su valor infrinsecamente
académico, en cuanto a reproducir en el computador el comportamiento de determi-
nado modelo de una situacién. fisica, pueden resultar muy ttiles en aquellas situaciones
en que no existe plena concordancia entre la teorfa y determinada evidencia experimen-

tal.

En la bisqueda de verdades ocultes, que originan la brecha de desacuerdos entre ex-
perimento y teoria que comentamos, el proceso de simulacién usa el computador y el
programa de simulacién. Dicho programa corriendo en el computador define el experi-
mento computacional, donde efectos no lineales, ausencia de simeirias, gran nimero de
grados de libertad,...etc. no constituyen obstaculo y pueden ser tratados a precisidn de
mdquina, con la ventaja que condiciones ambientales e incluso las leyes fisicas pueden
ser variadas de una manera controlada. En ofras palabras, el experimento computa-
cional brinda la posibilidad de ezperimentar con la teoria, permitiendo ademas obtener
informacién microscépica no accesible en un experimento de laboratorio, tal como ais-
lar algin aspecto pertinente al fenémeno de interés; asi por ejemplo, la evolucion de
un grado de libertad particular puede ser estudiada en detalle. De este modo la simu-
lacién puede, por una parte, facilitar la interpretacién microscépica de la fenomenologia
y, por otra, ayudar a clarificar las ideas analiticas y dar directrices adecuadas para la

formulacién de un mejor modelo tedrico para la situacién en cuestion.

De lo.anterior resulta claro que la trilogfa,

Experimento de La.bora,toriol ' IExperimehto Computacional

[

constituye una manera mucho mas efectiva para comprender la, muchas veces, misteriosa

belleza que exhibe la naturaleza.

Uno de los principales atractivos que tienen los métodos de simulacién, reside en el
significativo hecho que un sistema constituido por un niimero relativamente pequefio de
entidades individuales, tipicamente de algunas centenas a varios miles, puede resultar

muchas veces suficiente para simular el comportamiento de un sistema macroscopico
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respecto de determinadas fenomenologias.

Ias técnicas usadas en simulacién computacional son de caracter:

e Estocdstico, con los llamados métodos de Monte Carlo v,

e Determinista, en el marco de la llamada Dindmica Molecular

Ocasionalmente se emplean ambas combinadas. Sus caracteristicas generales son el
hecho que estdn basadas en una descripcion atémicae o molecular de los elementos cons-
tituyentes del sistema en estudio. El ingrediente comiin de ambas es la interaccion entre
las entidades constituyentes: iones, dtomos, moléculas,...etc.; la diferencia reside en la

manera como se consigue la evolucién del sistema.

En el esquema de Monte Carlo se generan secuencias de configuraciones de caracter
aleatorio de los elementos constituyentes; estas configuraciones satisfacen una densidad
de probabilidad prescrita. Los promedios termodindmicos de interés se efectiian sobre
un gran nimero de tales configuraciones; en este aspecto, el método puede considerarse
como la realizacién Gibbsicna de la mecdnica estadistica. Puesto que la evolucién del
sistema sélo ocurre en el espacio de configuracién, se trata de un método adecuado para

el estudio de propiedades estaticas.

La denominacién Dindmica Molecular, que a menudo abreviaremos con DM, hace re-
ferencia a la Ii’letodologfa que propaga la evolucién del sistema mediante la integracion
de las ecuaciones clasicas de movimiento del sistemarde muchos cuerpos, de aqui el
sustantivo Dindmice. Dichas ecuaciones deben expresarse en términos de coordenadas

y momente de las entidades constituyentes, hecho que motiva el adjetivo Molecular.

Sin embargo, es oportuno advertir que no siempre se trata de la formulacién de la teoria
cldsica convencional; ésto es, la mecénica de Newton. Veremos que a efecto de lograr
propésitos especificos durante el proceso de simulacién, la formulacidén convencional
ha debido, a veces, ser modificada dando lug’ar a la llamada Dindmice Molecular no-
newtoniene. En cualquier caso, newtoniana o no-newtoniana, el objetivo de la DM es
seguir la. evolucién de la trayectoria de fase del sistema para una dada formulacién de

la dinamica.
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Fn el marco convencional la DM resulta ser un método adecuado para el estudio de
propiedades tanto estiticas como dindmicas; ellas se determinan mediante promedios
temporales de las magnitudes fisicas pertinentes descritas en términos de posiciones,
orientaciones, velocidades,...etc. El vinculo entre tales promedios temporales y los
correspondientes a la asamblea estadistica se establece asumiendo un comportamiento
ergddico del sistema; en este sentido la dinamica molecular, en su forma newtoniana,
puede considerarse como la realizacion de la formulacién de Boltzmann de la mecénica

estadistica.

2.2 El Experimento Computacional

La simulacién computacional de un experimento, de laboratorio o de teoria, comienza
con el desarrollo de un modelo matemdtico del sistema fisico de interés. Teniendo en
cuenta que, si bien las disponibilidades computacionales pueden ser grandes —capacidad
de almacenamiento y procesamiento de datos—, ellas son inevitablemente limitadas, de
manera que el modelo debe ser similar a cualquier modelo tedrico usual, en el sentido
que debe ser lo suficientemente detallado para considerar los ingredientes fisicos que
se consideren fundamentales para dar cuenta de los efectos que se desea describir y,

todavia, lo suficientemente simple de modo que los cdlculos explicitos sean realizables.

E] estado del sistema se define por las propiedades del conjunto de sus elementos cons-
tituyentes. Su evolucién se rige por las ecuaciones de movimiento, leyes de interaccidn,
principios de conservacién y las condiciones de fron.te.r'a. El proceso de simulacién re-
quiere considerar un estado inicial del sistema que permita inicializar el proceso de

iteracién.

[

La dinédmica molecular puede ser considerada como el gjercicio tedrico de resolver un
problema de muchos cuerpos, en que las ecuaciones de movimiento se aproximan por
ecuaciones de diferencias finitas y se resuelven para determinados instantes del tiempo.
De este modo, el grueso de la labor computacional se reduce a determinar, pase @ paso
en el tiempo, el estado dindmico del sistema. Coordenadas, momenta, fuerzas, orienta-

cién...etc. son almacenadas para su ulterior andlisis y determinacién de propiedades de
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interés.

Las ecuaciones discretizadas del modelo, expresadas como una secuencia de pasos de
computacion, que satisfacen los vinculos naturales del sistema fisico con el que se desean
cotejar los resultados, definen el programa de simulacién. La ejecucién en el computador
de la versién codificada del programa. sigue la evolucién del modelo fisico del sistema y
define el Ezperimento Computacional. La salida —ouiput- corresponde a los resultados

de tal experimento.

La validacion del modelo simulado requiere de la comparacién satisfactoria de los resul-
tados del experimento computacional con los resultados del experimento de laboratorio
pertinente; por esta razén, el proceso de simulacién debe reproducir los vinculos ter-
modinamicos, tales como presidn, temperatura, densidad,...etc., correspondientes a la

. . .
situacién de laboratorio con que se desea comparar.

A efecto de reproducir los vinculos termodindmicos, se han introducido distintos métodos
o artificios en la prescripcién que determina la evolucién dindmica del sistema, resul-

tando las formulaciones generalizadas referidas anteriormente

2.3 Acerca de los Algoritmos

Una etapa en la implementacion de un experimento computacional consiste en aproxi-
mar las ecuaciones diferenciales que gobiernan la dingmica por ecuaciones de caracter
algebraico. Estas ecuaciones algebraicas son llevadas a un programa de computacién en
la forma de una secuencia de instrucciones que definen el algoritmo numérico. Dicho al-
goritmo debe asegurar el cumplimiento de los vinm;llos naturales del modelo, tales como
condiciones de borde y la constriccion de las variables termodinamicas correspondientes

a la situacidén que se desea describir, de acuerdo a lo esbozado en la seccién anterior.

Una descripcidn detallada de los diferentes esquemas de algebrizacion de ecuaciones dife-
renciales puede encontrarse en textos de matematicas aplicadas, o bien en las referencias

generales de este trabajo [1-7].
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Nuestro propdsito aqui, es hacer referencia a una serie de criterios de cardcter gene-
ral que deben satisfacer los métodos de discretizacidén y algoritmos. Para fijar ideas
supondremos que la ecuacién diferencial que se debe resolver corresponde a la funcién
f, cuya variable independiente es el tiempo; esta funcién podria corresponder a una de
las componentes del vector posicién de una de las particulas del sistema. Sin pérdida
de generalidad supondremos también que el dominio de la variable independiente ¢ ha
sido subdividido en intervalos regulares de magnitud At. De este modo tenemos que f
resulta conocida solamente para valores del tiempo ¢ que son multiplos enteros de la

unidad At, es decir f(t) — f, = f(nAt).

Puesto que se trata de aproximar una teoria formulada en variables continuas mediante
valores. discretos, el primer criterio que debe satisfacer la aproximacién algebraica de
la ecuacién diferencial, es que ella debe reproducir a la ecuacién que estd aproximando
en el limite cuando el incremento en la variable independiente, 1éase At, tiende a cero.

Esta es la llamada condicién de Consistencia de la.aproximacion.

El algoritmo debe ser Preciso. Con este adjetivo queremos decir que los valores com-
putados de f:, se alejan poco de la solucién verdadera de la ecuacion diferencial.! El
alejamiento de la solucién aproximada respecto de la verdadere se debe a dos tipos
de errores. En primer lugar, la discretizacién involucra un error debido al necesario
truncamiento y, en segundo lugar, a errores de redondeo debidos al cardcter finito de la
aritmética que usa el computador para representar los nimeros y realizar operaciones

entre ellos.

Normalmente traténdose de sistemas de muchas particulas se desconoce la solucion ver-
dadera, y se debe usar como criterio de precision la corﬁparacién de los valores numéricos
del experimento computacional con aquellos obtenidos con otros métodos y que son
aceptados como satisfactorios. Es claro entonces que un experimento computacional

-

debe reproducir bien la informacién conocida para sistemas reales, de modo que las

11,a solucién verdadera es en general desconocida, excepto cuando se resuelve un problema de solucidn
conocida, en cuyo caso el procedimiento constituye sélo un ejercicio numérico, Tal ejercicio puede, sin
embargo, ser itil para formarse un cuadro cuantitativo acerca de la calidad de los algoritmos utilizados

respecto de la solucidén exacta con que se compara.

“
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predicciones del experimento sobre aquellas propiedades menos conocidas sean fiables.

La Estabilidad de un algoritmo estd relacionada con la propagacién de errores. Un
algoritmo se dice estable, si la falta de precisién en una etapa del proceso de com-
putacién no conduce a una propagacion significativa de caracter acumulativo del error,
que pudiera, por ejemplo, conducir un proceso que por fisica debe ser convergente a

uno divergente.

Finalmente, un algoritmo debe ser Eficiente, cllo consiste en la capacidad para realizar
Sptimamente el cometido. En el caso de la DM se trata de avanzar rapido en el tiempo
a efecto de maximizar el tiempo real simulado, con el minimo mimero de iteraciones
y sin sacrificar la calidad del proceso numérico. En la bisqueda de eficiencia surge
de manera natural un compromiso entre la disponibilidad y costo del almacenamiento
de la informacién con el costo de su procesamiento. No debe perderse de vista que la
simulacién de sistemas de cierto grado de complejidad, durante un breve tiempo real,

puede requerir mucho tiempo de computacién, incluso en un supercomputador.

De acuerdo a las consideraciones anteriores, resulta claro que limitaciones de almace-
namiento favorecen esquemas de pocas etapas para el transito al punto siguiente del
dominio discretizado de la variable independiente. Las limitaciones en el tiempo de
procesamiento, por su parte, favorecen el empleo de esquemas con un mimero bajo de

operaciones aritméticas por cada particula y por cada iteracion temporal.

La precisién de un algoritmo es dificil de verificar directa e inmediatamente cada vez
que se usa él; mas adn, el conocimiento de ella podrfa- resultar poco 1til en el proce-
dimiento iterativo global. En la practica se consi:defan a posieriori criterios colectivos
constituidos por una combinacién de precisién y estabilidad. La descripcidn especifica de
esta combinacién resulta muy facil haciendo referencia a la simulacién de un sistema en
equilibrio termodinémico. En efecto, para un tal sistema se espera que los valores de las
magnitudes que caracterizan la situacién de equilibrio manifiesten una clara tendencia
a un valor medio bien definido; ademés debe cumplirse que los valores instantdneos de

tales magnitudes no presenten una dispersién significativa respecto del valor medio.

Este trabajo esta limitado al proceso de simulacién de sistemas tipo fluidos en perfecto
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equilibrio termodindmico. El estado del sistema queda completamente determinado
mediante la especificacién de las variables de estado termodindmico y la ecuacién que

las relaciona. Otras magnitudes termodindmicas se expresan en términos de ellas.

Desde el punto de vista experimental, en el sentido tradicional del término, una manera
de estudiar el comportamiento del sistema es fijar valores a dos variables de estado y
medir el valor de una tercera, de este modo la ecuacién de estado que las vincula puede
ser determinada punto a punto en el diagrama de fases termodinamicas. El anterior

esquema es también aplicable al proceso de Simulacién Computacional.

Un tipico experimento de Dindmica Molecular simula, como hemos dicho, la evolucidn
temporal, gobernada por la dindmica pertinente, de un sistema de N particulas cons-
trefiidas a determinados valores medios de sus variables de estado. Es decir, en el marco
de la mecénica clisica, el experimento computacional ademds de estudiar la evolucién
de coordenadas y momenta de las particulas de acuerdo a las leyes de Newton, debe

simultdneamente satisfacer las contrapartidas termodindmicas de interés.

Por ejemplo, simulando a volumen constante, la densidad la determina el nimero de
particulas y el volumen de la celda computacional. La temperatura del sistema se
determina mediante €l principio de equiparticién; normalmente ella se fija en la etapa

inicial del proceso de simulacién destinada a promover el equilibrio del sistema.

Lo anterior corresponde. a definir un punto en el diagrama de fases, posteriormente el
sistema se deja evolucionar en el tiempo de modo que _l:as variables de estado y, por lo
tanto, las funciones de estado alcancen sus reales valor?':és de equilibrio. Son esos valores
medios alcanzados por las variables de estado al ﬁnai del proceso de simulacién, los que
definen el punto en el diagrama de fases termodindmicas del sistema para el cual las

funciones de estado se consideran calculadas.?

Estudiar el comportamiento del sistema en otro punto del diagrama de fases termodi-
némicas, requiere repetir completamente el experimento computacional cambiando las

condiciones pertinentes. Es de este modo como los experimentos numéricos pueden

2Para un sisterna bien equilibrado los valores medios no deberian diferir mucho de los asignados

inicialmente.
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ser usados para predecir propiedades de sistemas reales, especialmente en regiones del
diagrama de fases termodindmicas que son técnicamente dificiles de acceder experimen-
talmente. Lo anterior supone, claro esta, un buen control de las variables de estado

durante el experimento computacional.

2.4 TECNICAS DE CONSTRICCION CINETICA

La motivacién original de este trabajo es la buisqueda de un mecanismo para propagar
el sistema, de manera que su evolucién sea compatible con la temperatura deseada. La
temperatura se determina de la energia cinética mediante el termdmetro de gas ideal.
De modo que la simulacién de un sistema isotérmico requiere que los momenia de las

particulas evolucionen sobre una isocinética.

Por cierto, si en determinado instante de tiempo ¢ la energia cinética del sistema es
compatible con la temperatura deseada, nada garantiza que el estado del mismo propa-
gado hasta un instante posterior, digamos ¢ 4 At, sea compatible con la temperatura

requerida.

Puede ocurrir que determinado algoritmo propague el sistema sobre una isocinética
y otro algoritmo, incluso de mejor calidad formal, digamos por ejemplo con error de
truncacién de mayor orden, no logre tal cometido. También puede ocurrir que cierto
algoritmo sea capaz de propagar el sistema, para dadas condiciones iniciales, de manera
tal que la energia cinética fluctiie dentro de limites razonables, de modo que para efectos

practicos, se pueda considerar como evolucién a enérgia cinética constante.

La anterior ha sido una preocupacién. desde que Rahman|8] inicié la realizacién de
experimentos computacionales de sifuaciones reales, con potenciales que dependen conti-
nuamente de la posicién. Desde esa época se han considerado diversos mecanismos para
corregir la incapacidad de un procedimiento numérico para conducir la evolucién sobre
una isocinética. En lo que sigue se describen tres métodos de uso comin para constrefiir
la energia cinética en experimentos numéricos asociados a sistemas fisicos en equilibrio.

Nos limitamos 2 los métodos de naturaleza no estocastica.
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2.4.1 Renormalizacién de Velocidades

Este método es el méas antiguo que se conoce para fijar la temperatura. Consiste en
multiplicar las velocidades con un factor determinado dindmicamente para corregir las

desviaciones de la energia cinética de la correspondiente a la temperatura de referencia.

El procedimiento se visualiza de la siguiente manera: Sea {vi(%) |7 =1,2,3,---,} el con-
junto velocidad de las particulas al tiempo #; asumiremos que la energia cinética K(t)
corresponde a la temperatura de referencia. Sean ahora {v;(t + At)} las velocidades

correspondientes al tiempo ¢ + At obtenidas mediante el algoritmo de trabajo.

Supongamos que la energia cinética K (¢ + At) no lleva a la temperatura de referencia,
escapando incluso a un margen aceptable de desviacin; la renormalizacién en discusion

se realiza multiplicando cada una de las velocidades al tiempo ¢ + At por el factor

_[E®_
f= K(t + At) (L)
Esta re-asignacién de velocidades

v‘(t + At)[nnd“ﬂ (-‘f vi(t + At)lanlérior (2)

garantiza que a las nuevas velocidades (recién obtenidas: por escalamiento) corresponde
una energia cinética cuyo valor, al tiempo t - At, es igual al que tenfa el sistema en el

instante anterior £.

El factor f es menor('mayor) que la unidad, si el algoritmo que propaga las velocidades
provoca un calentamiento(enfriamiento) del sistema entret y ¢ + At. Un Sptimo algo-
ritmo para simulacién isotérmica requiere que f'sea igual a la unidad para cualquier

valor de 1. .

Esta manera de conducir la evolucidn isocinética en un experimento computacional ha
sido préctica comtn desde que Woodcock la usé por primera vez [11]. Este método
fue enmarcado en una formulacién de Hamilton/Lagrange agregando un potencial ge-
neralizado para satisfacer el vinculo no holonémico [12]. La fuerza asociada a dicho
potencial se interpreta como el mecanismo que soporta el contacto con el termostato.

Estos mismos resultados fueron obtenidos de una manera mds directa, recurriendo a un
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teorema relativo al cambio de energia en sistemas sometidos tanto a fuerzas conservativas

como generalizadas [13].

Se demostré [12] que los valores medios de las magnitudes configuracionales (es decir,
que dependen de la posicién de las particulas solamente) difieren de los obtenidos en
una asamblea microcandnica en términos del orden de 1/N, siendo N el nimero de
particulas del sistema. Nosé [14] demostré que el mecanismo de renormalizacién produce

una asamblea cuya distribucién difiere de una candnica en términos del orden de 1/v/N.

Si bien las pruebas formales referidas en el parrafo anterior pueden considerarse auspi-
ciosas, es claro también que el scaling de velocidades da lugar a un aumento en la dis-
continuidad de la trayectoria de fase. Simulando sistemas en equilibrio termodinamico,
es razonable esperar que el calculo de magnitudes fisicas momenta-dependientes dis-

minuyan su confiabilidad debido al scaling en cuestion.

2.4.2 El Termostato de Gaull

Aqui el proceso de simular el contacto del sistema con un bafio térmico, se realiza
introduciendo fuerzas de caracter generalizado que puedan realizar trabajo sobre el
sistema. Las ecuaciones que satisfacen la constriccién pueden encontrarse directamente
desde el principio de Gauf} de los vinculos minimos [15]. En el caso que nos motiva, para
mantener fija la energfa cinética del sistema, el cambio en el tiempo del momentum de

la i-ésima. particula se expresa [16-19]

dpi(t)

LN MO0 (3)

[

en que F; es la fuerza neta ejercida por las restantes particulas, «(t) es un pardmetro
colectivo que juega el papel de un coeficiente de friccién. Este coeficiente, sin embargo,
puede tomar valores positivos o negativos; su valor especifico al tiempo t se determina
imponiendo el vinculo correspondiente. Para una descripcién continua de la condicién

2
b e ays i ]
de energfa cinética, K(t) = 3_ 5%, constante, se tiene
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DR SR @

La ecuacién para a al tiempo t resulta de combma.r las ecuaciones (3) y (4), ella es

O.’(t) r—l vt((tt)) F (t) 2 dt 1 Ir(t)ln . (5)

Si la descripcién es discreta, como ocurre en dindmica molecular, la condicién para o
debers, surgir de la manera como impongamos la condicién de energia cinética cons-
tante y de las aproximaciones discretas que usemos para derivadas y/o integrales. De
manera més explicita, si la condicién de energia cinética constante la imponemos me-
diante ecuacién (4), el coeficiente a dependera de la aproximacion discreta para dicha
expresién. Si, por el contrario, la condicién de energfa cinética constante entre ¢ y
t + At se impone de manera directa, es decir K(¢) = K(t 4+ At), entonces a dependera
de la aproximacién discreta que empleemos para integrar la ecuacion (3) y obtener los

momenta en £ + At para determinar la energia cinética en ese instante de tiempo.

2.4.3 El Formalismo Extendido de Nosé—Hoover

Es la manera de simular el contacto del sistema con el bafio térmico introduciendo
un grado de libertad extra (hecho que explica el adjetivo extendido) adimensional s,
asociado a una “masa” efectiva @ de dimensiones e'r}'erg{ax(tiempo)z. Inicialmente
desarrollado por Nosé [14,20], este método fue refor;ilula.do por Hoover [21] v en la
actualidad es conocido como formalismo extendido.de Nosé-Hoover (NH). Llamando
7 a la funcién del grado de libertad adicional definida por n = -1-%, las ecuaciones de

movimiento para la posicién y momentum de cada particula real y para la variable 7

resultan
i) _ %f—) 0
d—p;t(i) = Fi-n(t)p:(t) (7)
Qdnt) _ § Piz. 1 (8)

2 di &9
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F; es la fuerza total sobre la i-ésima particula debida a las restantes N — 1 particulas
(reales) del sistema, g el miimero de grados de libertad del sistema real, K, la constante
de Boltzmann y T} la temperatura de referencia; T'(t) denota la temperatura del sistema

al tiempo t.

Observamos que el cambio en el momentum de las particulas reales, es el mismo que
prescribe el método de GauBl mostrado en el apartado anterior, la diferencia estd en que

el coeficiente de friccidn 7 obedece la ecuacién de movimiento dada por (8).

La manera de operar del mecanismo es muy sencilla y sugerente. En efecto, si la tem-
peratura del sistema al tiempo ¢ es mayor(menor) que la de referencia, se tiene que,
asumiendo @ positivo, 7 aumenta(disminuye). Un valor de n positivo equivale a una
fuerza de friccién en el sentido usual del término para la dindmica de las particulas
del sistema real, de modo que el mecanismo de contacto le quita energia al sistema.
Inversamente, si 77 es negativo el mecanismo termostatico le entrega energfa al sistema.
Si el valor de Q fuera negativo, la explicacién anterior sigue siendo valida con el cambio

obvio en la argumentacion.

Se ha demostrado que la funcién distribucién de equilibrio asociada a la formulacion de
NH adopta la forma correspondiente a la de una candnica en el espacio de fase extendido.
Esta formulacién extendida fue generalizada [22], la principal conclusion de dicha genera-
lizacién es el hecho que existen, en principio, infinitas maneras de generar una dindmica
determinista que simule el comportamiento correspondiente a una asamblea candnica

para un sistema fisico dado.

La elegancia del formalismo extendido parece indiscutible. Sin embargo, existe una
laguna tanto en la formulacién extendida como en su generalizacién. Se trata del hecho
que la “mese” Q asociada a la coordenada s no ‘estd definida.’ La teorfa nada dice

respecto a la manera como debe ser determinado el valor de Q).

En la prictica, las personas que usan la técnica que discutimos, aparentemente quedan

satisfechas con un valor de Q que genere resultados rezensbles; ésto es, un valor de

3En este sentido  es similar al valor de la "masa ” del pistén en la formulacién isobdrica debida a

Andersen [36] que se describe en el Apéndice A.

-
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Q tal que las predicciones del experimento computacional concuerden con los valores

obtenidos por otro mecanismo que ofrezca conflanza.

Naturalmente esta manera de proceder pudiera constituir un motivo de duda respecto
de la veracidad que pudieran tener las predicciones del método, especialmente en aque-
llos casos en que no se dispone de informacién experimental fidedigna para cotejar los
resultados. Dicho lo anterior, justo es agregar que, a pesar de ello, el método se usa

profusamente, hecho que puede constatarse en la literatura pertinente.

Por otra parte, en caso que la temperatura del sistema es la de referencia, el lado dere-
cho de la ecuacién (8) se anula idénticamente, de modo que la solucién a la ecuacién
es 7 igual a una constante; esta constante necesariamente debe ser nula, pues si no lo
fuera, significa la existencia de un mecanismo de friccién que cambia la energfa cinética,
situacién que es inconsistente con la suposicién que la temperatura del sistema es jus-

tamente la de referencia.

ar
n -

De acuerdo a lo anterior, ocurre entonces que si el algoritmo de trabajo es capaz de
propagar isotérmicamente el estado mecénico del sistema, la dindmica del sistema real
queda. regida por la mutua interaccién entre sus particulas, sin referencia al grado de
libertad adicional s, ni a su “mase” asociada.? En otras palabras, si es posible encon-
trar un algoritmo que propague el sistema real (no extendido) sobre una isotérmica, la

formulacién extendida de NH se reduce a la mecénica newtoniana convencional; es decir

la mecdnica regida por:

dri(t) _ pilt): Lodplt) g
dt my . .dt '

4La formulacién isotérmica de Berendsen et al. [23] considera también un coeficiente de viscosidad
que se anula cada vez que la temperatura del sistema simulado coincide con la de referencia; sin embargo,

dicha formulacién incluye también fuerzas de naturaleza estocastica, razén por la cual aqui mencionamos
= 1 = < LI S

[a situacion sélo por completitud.
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2.5 Motivacién y Declaracién de Intenciones

La observacién del hecho que de ser posible encontrar un mecanismo que sea capaz de
propagar al sistema simulado desde un instante ¢, en que el sistema tiene la energia
cinética correspondiente a la temperatura de réferencia, al siguiente instante, ¢ + At,

sin cambiar el valor de la energia cinética, ocurriria que:

o El factor f con que se renormalizan las velocidades tendria el valor uno, de modo

que el scaling no seria tal.
¢ El coeficiente de friccién en el formalismo gauBiano seria nulo.

e El grado de libertad adicional en el formalismo extendido de Nosé-Hoover carece
de sentido, ya que el sistema extendido se reduce al sistema real, regido por la
A - I

mutua interaccién de las particulas

Es decir, en caso de existir un mecanismo para propagar isocinéticamente la evolucién
de un sistema en equilibrio, se hace innecesario escalar velocidades o introducir un

coeficiente de friccién o tratarlo con la formulacién extendida de NH.

La motivacién de este trabajo fue buscar una manera de introducir el cardcter isocinético

sin modificar la dindmica newtoniana que rige la interaccién interparticulas.

»

La visualizacién formal de lo anterior puede hacerse considerando que el conocimiento
del sisterna en cada instante de tiempo, digamos posicién y velocidad de cada particula,
corresponde a una “foto instantdnea” del mismo. Por otra parte, uno sabe que para un
sistema conservatwo en equilibrio, la energia fluctda en torno a su valor medlo y sus

ﬁuctuacmnes dan cuenta del calor especifico. Lo anterior en particular es clerto para la

i
energia cinética.
Entonces, el objetivo de este trabajo fue buscar una manera de tomar las “instantaneas”
del sistema, en aquellos tiempos en que la energia cinética toma su valor medio. Lo

anterior se desarrolla en el,capitulo siguiente, , |




Capitulo 3

MODELO PARA CONSTRENIR LA ENERGIA
CINETICA

3.1 Antecedentes

En el capitulo anterior hemos descrito las caracteristicas relevantes de las técnicas no
estocdsticas de uso comtin para constrefiir la temperatura en experimentos computa-

cionales de Dindmica Molecular asociados a sisternas fisicos en equilibrio.

Ocurre que la éptima circunstancia es disponer de un método de iteracién que conside-
rando al sistema de particulas reales, interactuando en el marco de la mecanica clasica,

permita satisfacer automdticamente el vinculo cinético.

Mostraremos en el presente capitulo un modelo de cilcitlo, que sin modificar la dindmica
natural del sistema, prescrita por la mecénica clésica, conduce el sistema satisfaciendo

paso a paso en el tiempo el vinculo requerido.

3.2 Formulacién del Modelo

El método se formula en el marco de la descripcidn discreta del movimiento bajo fuerzas
impulsivas de la mecanica clasica [24]. De este modo consideramos desde el comienzo

el cardcter discreto —y no continuo— del conocimiento de, la trayectoria de fase del

-
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sistema en estudio. La esencia del método consiste en determinar el incremento de
tiempo requerido para iterar las ecuaciones de movimiento, bajo la condicién de energia

cinética constante, condicion que corresponde a una evolucion isotérmica del sistema.

Sea { r;(t), pi(t)|i =1 — N} las coordenadas del punto de fase del sistema al tiempo
t. Supongamos que en ese instante el sistema tiene la energia cinética correspondiente
a la temperatura a que se desea realizar el experimento computacional. El objetivo que
perseguimos es propager el estado dindmico del sistema hasta un instante de tiempo

posterior, digamos % 4 At, manteniendo fija la energia cinética.

En el marco de la descripcién discreta del movimiento de particulas bajo fuerzas im-
pulsivas, se tiene que al tiempo t la i-ésima particula es sometida a la fuerza Fi(t) que
se mantiene constante en el intervalo semiabierto (£, + At), sdlo en el instante £ 4 Af
cambia el valor de la fuerza a F;(¢ + At). El cambio en la cantidad de movimiento de
dicha particula entre ¢ y £ + At es igual al impulso de la fuerza Fi(¢) en el intervalo de

tiempo At, és decir
pi(t 4+ At) — pi(t) = Fi(t)At (9)

donde
Fi(t) = Z Fy;(t) Fi;(t) = F(ri(t) = ri(t)) = —F(t) (10)

F;;(t) es la fuerza al tlempo t que ejerce la particula j ubicada en r; sobre la particula
i en r;, el apdstrofe indica que en la sumatoria se debe excluir el término j = 2. El
valor del momentum de cada particula al tiempo ¢ + At nos permite escribir la energia

cinética-del sistema para ese tiempo, ella resulfa ser

%

K(t + At) = K(£) + BO)AL + %A(t)A;z T an

en que B(t)} y A(t) gon las correlaciones instantédneas' velocidad—fuerza y aceleracion-
fuerza, definidas mediante

B(t) = Svi(t)-Fi(t) (12)
A(t) = Y ai(t) Fi(t) (19)

1En general una funcién' de correlacién temporal se define para tiempos distintos ¢ y ¥/, nosotros

agregamos el adjetivo instantdneo para hacer referencia al hecho que ¢ = ¢,
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respectivamente; la aceleracién a; estd dada por a;(t) = Fy(£)/m;. La funcién B(t) es
la llamada potencia de lus fuerzes; en el lenguage tradicional se llamé actividad de las

fuerzas y corresponde a la tasa de trabajo mecénico que realizan las fuerzas consideradas.

La condicién de evolucién isocinética entre t y ¢+ At, es decir K(t+ At) = K(2), brinda
una expresién para At al tiempo t. De la ecuacién (11) se tiene

B(%)

Ai(t) = At = —2 50

(14)

Puesto que para propagar el sistema hacia adelante en el tiempo necesitamos un At > 0,
la expresién (14) impone una restriccién de signo sobre la correlacién velocidad—fuerza.
B(#) debe ser negativa, ya que A(t) es una cantidad definida positiva. Entonces, si elegi-
mos un tiempo inicial ¢ tal que B(%) sea negativa, la ecuacién (14) nos permite determi-
nar el valor At. Con ese At calculamos el siguiente punto de fase { r;(t+At), p:(t+At)};

de este modo podemos continuar el proceso:un paso més, y asi sucesivamente.?

Lo anterior supone que B(t) sea negativa para todo tlempo t de la sucesién de tiem-
pos {t,} generada en el experimento; la aplicacién de esta metodologia, discutida en
la seccién 3.4, mostré la factibilidad de un experimento computacional de estas carac-

teristicas. )

En el Apéndice A se plausibiliza.formalmente que para un sistema conservativo, con la
condicién que la energia cinética y la energia potencial sean constantes independiente-
mente una de la otra y que las velocidades evolucionen de acuerdo a ecuacién (9), se

cumple que B(t + At) = B(t).

2Para clarificar el sentido de la aproximacién en desarrollo consideraremos el caso de un oscilador
arménico simple. La energia cinética media, (K, es la mitad de la energia potencial mdxima; es decir,
(K) = 13kA?, siendo k la constante eldstica y A la elongacion maxima. Existen dos valores de la
amplitud para los cuales la energia cinética,instantinea corresponde al valor medio de ella, esos valores
son +A’ = xA/v2, al pasar por ellos la particula puede hacerlo acercandose o alejindose al punto
de equilibrio. Entonces para simular la evolucién de este oscilador que compatible con el principio
de equiparticién, debemos considerar como punto de partida aquel cuande la posicién sear kA y el

movimiento sea alejandose del punto de equilibrio, de modo que B sea negativa,
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3.3 Relacién del Método con Propiedades Fisicas

Mostraremos aqui que los resultados formales intrinsecos del proceso delineado en la
seccién anterior, tienen significado propio y estan directamente relacionados con la fisica
estadistica y con la teorfa hidrodindmica formal, por una parte, y con cantidades medi-

bles experimentalmente, por otra.

e La primera correccién cuintica a la energia libre del sistema se evalia con la

magnitud A. En efecto, la correccién de orden % estd dada por {25]

h? 1,00, K
S (hp T kBT)z((Z E("g&;) ) = SA(hn T ((4)). (15)

La autocorrelacién de fuerzas® ((VU(t)- VU(#'))) es una magnitud 1util en la descrip-
cién de fluidos [26,27,28]. En particular para un fluido cuya energfa configuracional se
constituye como la superposicién de las energias de interaccion de pares de particulas,
se demuestra que el valor de tal autocorrelacién a tiempos iguales,® es el valor medio

del cuadrado de la fuerza en el origen y estéd dado por [26]

(VOO = (PN = 225 [ VU@grdr, (16)

siendo p la densidad de nimero, N/V; U(r) la energia potencial de interaccién inter-

particula y g(r) la funcién correlacion de pares.

+

Para un sistema monocomponente la correlacién instantdnea aceleracién—fuerza, A(%),
es esencialmente el cuadrado de la fuerza, F? = mA, cuyo promedio termodindmico,
como hemos visto, es una constante. Ella se determina experimentalmente mediante

dispersién ineldstica de neutrones con gran transferencia de momentum [26].

Ahora bien, nuestro método de simulacién dé de yapa los. valores de A(%;) para todos

los instantes de tiempo del muestreo generados en el proceso. Tales valores permiten

3Con {{:--}) denotamos el promedio estadistico de la magnitud considerada:o su equivalente obtenido

mediante el promedio temporal para sistemas ergodicos. ~
1Debido a la independencia del tiempo de la funcién distribucidn, los promedios cstadisticos son

independientes del tiempo y, por lo tanto, la funcién de correlacién es invariante bajo traslacidn temporal
—recuérdese que estamos invocando ergodicidad-— de modo que su dependencia en el tiempo es a través

de las diferencia ¢ — #'; entonces, decir a tiempos iguales, equivale a decir en el origen.

+ 3




CAP{TULO 3. MODELQ PARA CONSTRENIR LA ENERGIA CINETICA 99

determinar a un costo computacional marginal su valor medio. Por otra parte, ({F?))
es el valor de la funcién memoria de la autocorrelacidén de velocidades evaluada en el

origen y, a su vez, esté relacionada con [28]

e La expansién de la funcién autocorrelacién de velocidades para tiempos pequeios

Z(t) = kBT{1 - %m 2401, (17)
donde
Qp’ = o ((l ") = T T((A)) (18)

Qg es la llamada frecuencia de Einstein del fluido y es esencialmente la frecuencia
de oscilacién de un dtomo de un liguido en la jeula generada por sus atomos

vecinos. 05! define la escala de tiempo caracteristica de los liquidos.

e El factor de separacién a de dos especies isotépicas 1 y 2 entre dos fases A y B

dado por [29] '1 2
o = o s (IVOP)a = (VTN (19)
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3.4 Aplicacién del Mecanismo

A efecto de ilustrar y poner a prueba el mecanismo de simulacién propuesto, hemos
realizado célculos [10] para un sistema de 108 particulas interactuando mediante un

potencial de Lennard-Jones 12 — 6 truncado®

4e{(2)Y? - (£)°} r<2:50
U(r) = (20)
0 r>2ba

con € = 0-0107 eV y ¢ = 3-405 A. Esta eleccién de los pardmetros conduce a una
adecuada reproduccién de las propiedades termodinémicas del grueso (bulk) y ha sido
empleada muchas veces para modelar argén [32]. La arista del cubo de célculos fue
de 17-5 A y la temperatura de referencia 7. = 90 K. Las particulas fueron locali-
sadas inicialmente conformando una red FCC. Condiciones periédicas de frontera y la
convencién de inferaccién con la imagen mas cercana fueron aplicadas de la manera usual
[3]. Las comiporientes cartesianas de la velocidad fueron obtenidss -de una distribucién
de Maxwell-Boltzmann, obtenida mediante la generacién de una sucesién de nimeros

pseudo—aleatorios y la transformacién de Box-Muller [33].¢

El proceso de simulacién se realizé con una fase inicial destinada a eliminar cualquier
efecto de la muy ordenada asignacién inicial de posiciones, para ello se hizo evolucionar
el sistema con un valor fijo de At, la temperatura se mantuvo constante mediante scaling
de velocidades. Se monitored la distribucién espacial de particulas y el desplazamiento

cuadratico medio. Consideramos aceptable el estado del sistema cuando las magnitudes

5La eleccién del sistema obedece a que deseabamos comparar nuestros resultados con los obtenidos

con otros métodos de simulacién para sistemas de similares caracterist,ig}a.s [12,14,30].
6Merece destacarse que las buenas propiedades estadisticas de distribuciones obtenidas mediante la

generacién de niimeros pseudo-aleatorios, se cumplen para un nimero muy grande de lahzamientos del
dado, razén por la cual en nuestro caso, con sdlo 108 lenzamientos por cada una de las componentes
cartesianas, la asignacién de velocidades. debid retocarse. artesanalmente de modo que cada una de las
distribuciones de velocidad correspondieran lo mejor posible a.la distribucién de referencia, que debe

tener momentum lineal total nulo.
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monitoreadas correspondian a la situacién deseada y el factor de scaling difirié muy

poco de la unidad durante varias iteraciones.

La fase anterior fue seguida con un corto perfodo de simulacién de 1-1 ps con nuestro
procedimiento de simulacién; ésto nos permitié tomear el sistema en un instante en que
la actividad de las fuerzas B, siendo negativa, mostraba una clara tendencia a aumentar
en valor absoluto, como se verd en la Fig. B02; ademds nos definié el comienzo del
experimento computacional, digamos ¢ = 0. Luego, mientras se iteraba en el tiempo se
fue acumulando la informacién requerida para el célculo de los promedios de interés al

final del proceso.

Asumiendo comportamiento ergddico del sistema, de acuerdo a los preceptos vertidos
anteriormente, asociamos los promedios en el tiempo a los correspondientes en la asam-

blea estadistica.

Para verificar la estabilidad del método hemos usado la expresién tipo hiper—Virial [25]

(TP = (IVUP)) = ksT(V*D)) (21)
para construir la constante - definida por
- ({(v2u)) -
1= BT Ry )

cuyo valor nominal es exactamente la unidad. El valor de 7y se evalia en cada elemento
de la sucesién de tiempo {#;} generada en el experimento numérico. Los valores ins-
tanténeos y(¢;) y su promedio final permiten inferir -acerca de las caracteristicas del
proceso numérico realizado. Consideraremos garantia de estabilidad y fidelidad del
proceso de simulacion mismo, en cuanto a experimento computacional, el hecho que el
promedio de -y tienda asintéticamente, a medida que transcurre el tiempo, a su valor de
definicién nominal y que la dispersién de los valores instantaneos respecto del precitado
valor medio sea razonable. Este criterio serd extendido al andlisis de otras magnitudes

determinadas en nuestro experimento.

Con la siguiente definicién de energfa configuracional de la particula 7 al tiempo

U) = s U8, Uit = Ut~ x5 (23)

i#t

L] # - -
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se computaron los valores instantdneos y promedios de las siguientes magnitudes fisicas

Energia configuracional por particula

N
Ut) = %QU@ = = 3 U;(8) (24)

:<3

e El cuadrado de las fuerzas

1 N
F(t) = 5 2 IR (25)
i=1
¢ El laplaciano
VU(t) = = Z ViUL(?) (26)
1—1
e La contribucién al calor especifico a volumen constante de la energia potencial

cv(t) = WNZW@ U@y (21)

y la correspondiente de la energia cinética

CK(t)= T2 N}:{K (ty — K1)} (28)

=1
aqui K;(t) es la energfa cinética de la :—ésima particula al tiempo ¢t y K; es la
energia cinética media por particula definida mediante’

.3 a1
Ky = $ksT{1- ) (29)

e La actividad de las fuerzas

mw—zm@F@) (30)

i=1

e La constante de movimiento 7
VU (t)

20 (31)

7(t) = kBTr

Los 3 N grados de libertad se reducen en 3 debido a la conservacién del momentum lineal total del
sistema; si bien, en rigor deberiamos disminuir el nlimero de grados de libertad en uno mds debido a
que los momenia se encuentran-sobre un hipersuperficie de radio constante [3], en el caso considerado el

efecto es despreciable.
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3.5 Resultados

Empezaremos el analisis de los datos numéricos considerando aspectos de estabilidad y
fiabilidad del experimento computacional asociados a la constante -, para luego seguir
con la actividad de las fuerzas y el cuadrado de las mismas; éstos dos tltimos determinan
el incremento At, que es el ingrediente caracteristico del método de simulaciéon que
analizamos. Luego mostraremos la ma.nera: como evoluciona el tiempo de simulacién
acumulado en términos del nimero de pasos de simulacién. Posteriormente conside-
raremos algunas magnitudes fisicas de interés propio. Del anlisis de esta bateria de

pruebas podremos inferir acerca del experimento computacional realizado.

En las figuras que muestran una coleccién de puntos y una linea punteada, los primeros
corresponden a los valores instanténeos de la magnitud referida y la linea corresponde a
su promedio temporal hasta el valor del tiempo considerado. El promedic de magnitud

f definido por

_ t
Foy=1 [ e, (32)
o
lo hemos aproximado por la versién discreta )
5 = 1 s " ] B
Flta) = 7= 2 Atif(tie1) (33)
T =1

en que tp =3ty At;, com At =1; — 1 siendo tg =.0.

La Fig. BOIL muestra el pardmetro de control: v; se ye que el promedio en el tic;mpo
alcanza ré.pid;.merffe un valor constante préximo a:vl%.x unidad (su valor nominal, de
acuerdo asecuaciones (21) y (22), es justamente la unidad), de modo que la dispersion
de valores instantaneos en torno al valor»medio..né'parece exagerada. El valor asintético
fue 1-02, ésto nos pone de manifiesto que el,nmoc;lelo reproduce muy bien el valor de
una constante y que, para efecto de promedios, el tiempo durante el cual se estudié el
sistema, 10-5 ps, puede considerarse suficientemente grande, de modo que los promedios
en el tiempo pueden asociarse a los promedios en la asamblea estadistica considerada

de -aciierdo a la hipdtesis ergodica.
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Fig. B01: Pardmetro de Control «
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La Fig. BO02 muestra la actividad de las fuerzas, se observa quesu valor medio tiende
rapidamente a un valor bien definido. Especial atencién merecen los valores iniciales de
dicha magnitud, notemos que la tendencia al comienzo muestra un marcado crecimiento
en valor absoluto (recuérdese que B es negativa). Tal crecimiento de | B(%)] se ve com-
pensado respecto del calculo de At por crecimiento que exhibe el cuadrado de las fuerzas
mostrado en Fig. BO03, para los mismos valores del tiempo. Dicha compensacién se
ve reflejada en el crecimiento esencialmente lineal, con fluctuaciones de amplitud decre-

ciente, que presenta el tiempo acumulado en funcién del nimero de pasos de simulacién

que se muestra en Fig. B04.

La Fig. B03 muestra ademas una répida estabilizacién del cuadrado de las fuerzas; el

valor asintético obtenido fue 0-00497 [eV/A)?, este valor lo consideramos en razonable

acuerdo con el valor experimental de 0-00538 [eV/A]? [29].
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Fig. B03: Cuadrado de las Fuerzas
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Fig. B04: Tiempo de Iteracién Acumulado
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La Fig. BO04 muestra el tiempo de iteracién acumulado durante el proceso, Y, At;,

en funcién del nimero de pasos de simulacién. Inicialmente se aprecia un crecimiento

lineal, después ocurren desviaciones en torno a una recta de pendiente bien definida;

tales desviaciones se transforman paulatinamente en fluctuaciones de amplitud cada

vez menor en torno a la recta referida. En conclusién, el tiempo de simulacién crece de

manera practicamente lineal con el mimero de pasos de la misma.

El experimento computacional arrojé un promedio aritmético para los incrementos del

tiempo At; de 4+56 x 107'*s. Comparemos este valor medio con los valores fijos del in-

cremento en el tiempo At usado por otros investigadores para simular a energia cinética

constante un sistema de igual temperabura, densidad, ntimero de particulas y regido por

el mismo potencial.
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e Brown y Clarke [30] en su estudio comparativo usando el termostato de Gauf} em-
plearon un At de 2:0 x 107 s. Ellos consideraron una versién del algoritmo de
Verlet que proyecta velocidades, las que posteriormente son obligadas a satisfacer
el vinculo cinético mediante un scaling. El método resultante consiste en un scaling

para las velocidades y para las fuerzas.

o Haile y Gupta [12], usando también el termostato de Gaull y un esquema predictor

corrector de quinto orden, emplearon un At de 1-08 x 107" s

e Nosé [14] para poner a prueba su método empled un esquema predictor corrector
de quinto orden con un At de 2-5 X 10715 5, v usé una “masa” efectiva de 1-0

[kJmol~1(ps)?].

Tales valores del incremento usado para iterar la evolucién del sistema, son menores
que el tiempo medio de nuestros célculos. Adems los esquemas de propagacion em-
pleados con tal proposito, requieren mayores recursos computacionales (evaluacién y
almacenamiento). Por lo tanto, el costo computacmnal por cada. unidad de tiempo real
s1mu1ado por esos investigadores es considerablemente mayor que el nuestro, para una

igual ve10c1dad de procesamiento del computador, claro esta.

Se debers entonces permitir concluir que, traténdose de un esquema de un paso, nues-
tro método es eficiente en cuanto a propagar el sistema rapidamente permitiendo una

exploracién de la trayectoria de fase por més tiempo y a un costo computacional menor.

Por c1erto que la evaluacién del incremento de tlempo en cada paso se realiza a un costo
computacmna,l marginal. A la vez se generan los valores del cuadrado de las fuerzas que
permiten monitorear una constante para sistemas en equilibrio; hecho que constituye

un test adicional para el procedimiento numeérico.

Finalmente, y ésto es quizd lo mas importante, los célculos se realizan con la dina-
mica natural del sistema, generando de este modo up muestreo mucho mds suave de
la trayectoria de fase. Esta,caracteristica es una garaniia de mejores promedios-de las
funciones de interés fisico definidas en términos de las variables de fase y, por lo tanto,

mayor flabilidad en las predicciones del experimento computacional.

a
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Una tdltima observacién acerca del incremento del tiempo requerido para integrar las
ecuaciones de movimiento. Uno sabe que el incremento At debe ser pequefio. El sentido
de pequefiez es respecto del tiempo caracteristico del sistema.® Para los sistemas de
nuestro interés el tiempo caracterfstico representa aspectos colectivos y corresponde al
tiempo de oscilacién de un dtomo en la jaula constituida por los adtomos vecinos; él
esti definido por la frecuencia de Einstein para el fluido y para el caso considerado
es 75 = 2w/Qp ~ 8-4 x 1073, de modo que nuestro valor medio del incremento del
tiempo, si bien grande respecto de los incrementos fijos usados por otros investigadores
para estudiar un sistema similar al nuestro [12,14,30], es realmente pequefio frente al

tiempo caracteristico del sistema.

El analisis de la distribucién de desplazamientos en cada iteracién muestra que ellos
fueron realmente pequefios, de modo que la evolucién del sistema en el espacio de

configuracién también fue suave. Ver Fig. B10 y su anilisis.

Fig. B05: Energia Configuracional
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La Fig. BO5 muestra la energia configuracional por particula. El valor asintético alcan-
zado —0-058 eV, es mayor que el usualmente aceptz;do parael argén —0-065 £ 0-002 eV

[34]. Esta diferencia se explica por el hecho que en los calculos no hemos incluido la

8Evidentemente un algoritmo cxirapoledor hacia adelante en el tiempo, que constrifia la energia ciné-
tica, no puede operar con Al tendiendo literalmente a cero, pues si bien las velocidades de las particulas
mantendrian el vinculo cinético, las posiciones de ellas permanecerian inalteradas y el sistema en su

conjunto permaneceria en una situacién estética.
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correccion de largo alcance a la energia potencial [3], que en el caso considerado es a-
proximadamente —0-005eV. Al agregar esta contribucién obtenemos un resultado mas
acorde con el experimental. La curva que representa el promedio muestra una tendencia
a subir; es decir, la energia potencial crece a medida que aumenta el tiempo de estudio
del sistema. Esta tendencia a subir es mayor en el grifico del laplaciano mostrado en
Fig. BOS, el valor asintdtico de esta magnitud es 0-628 eV /A?, resultado més bajo
que €l conocido en la literatura 0-693 eV /A2 [29].

Fig. B06: Laplaciano
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Respecto a la tendencia a subir a medida que franscurre el tiempo de simulacién tanto
de la energfa potencial como en el laplaciano debemos reportar que, a nuestra actual
comprensién de la situacién, se trata de un efecto debido a la abrupta discontinuidad
del modelo de potencial empleado. Lo anterior esta respaldado por cdlculos que comsi-
deran una funcion de suavizamiento que lleva rapidamente el potencial a cero para una

distancia menor o igual a la mitad de la arista del cubo de calculos numéricos.

Fig. BOT: Contribucién al Calor Especifico Cx
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Fig. B08: Contribucién al Calor Especifico Cy
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Figs. BO7 y BO8 muestran la contribucién al calor especifico a volumen constante
de las fluctuaciones de la energia cinética y configuracional, respectivamente. Ambas
figuras exhiben una répida estabilizacién de los valores promedios. El valor asintético de
la contribucién cinética es 1-52kg, resulta mayor que el correspondiente a la asamblea
2kp(1-1/N) =~ 1-49kg [35] y que el correspondiente a un gas atémico clasico 1-56kp. El
valor asintético de la contribucién de la energia potencial es 0-66kp. Sumando ambas
contribuciones tenemos que el calor especifico a volumen constante resulta ser 2-18kg,

valor muy préximo al experimental que es 2-32kp [26].

Fig. B09: R*(t)
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7] coeficiente de difusién atémica D, se calculé de la pendiente del cuadrado del des-

plazamiento medio para tiempos grandes [9], mostrado en Fig. BO09
Ro(8) = {[x(2) — x(O)]?) = 6Dt + C (34)

Se obtuvo D = 2-1 x 10~° c¢m?/s; el valor experime;ltal es 1.6 x 10° cm?/s [26].
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La Fig. B10 muestra la distribucién de desplazamientos, N(|Ar|) representa la canti-

dad de desplazamientos acumulados en funcién de la magnitud de los mismos. La curva

presenta un méximo muy pronunciado para |Ar| =2 0-05 A, decreciendo rdpidamente

para desplazamientos mayores de los dtomos en cada paso de simulacién. Se concluye

que la mayoria de los desplazamentos atémicos individuales fue de ese orden; ésto es,

aproximadamente el 1-5 % del didmetro de colisién o definido por el potencial.

Fig. B10: Distribucién de Desplazamientos
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Es claro que el grueso de los desplazamientos es pequefio. Este hecho disipa eventuales
dudas que pudieran surgir sobre la suavidad dela, evolucién del sistema en el espacio de
configuracién, en consideracién a lo grande que pudiera considerarse el tiempo medio de

iteracién obtenido con nuestro método. Esto fue analizado detalladamente en conjunto

con la figura B04.




Capitulo 4

CONCLUSIONES

Este trabajo fue motivado por un andlisis critico de los métodos no estocasticos usados
para constrefiir la Energia Cinética en experimentos de Dindmica Molecular asociados

a sistemas fisicos en equilibrio termodindmico.

La observacién que si el algoritmo que propaga el sistema entre dos instantes consecu-
tivos del muestreo es capaz de preservar el valor de la energia cinética, entonces todos
los métodos analizados adquieren un cardcter superfluo, ya que en tal caso el experi-
mento computacional se realiza en el marco de la dindmica newtoniana regida sélo por

la interaccién mutua de las particulas.

Nuestro objetivo ha sido buscar un mecanismo para constredir la evolucién de la energia
cinética en un experimento tipico, de manera tal que no incluya efectos adicionales 2 la

mutua interaccién entre las particulas constituyentes. -

Considerando el cardcter discreto del conocimiento del estado dindmico del sistema,
debido a la discretizacién de las ecuaciones que rigen su evolucién, hemos aplicado una

descripcién discreta del movimiento bajo fuerzas impulsivas de la mecénica clasica.

Como consecuencia de lo anterior, al asumir el cardcter impulsivo de las fuerzas que
actiian sobre cada una de las particulas entre un instante de tiempo y el siguiente,
digamos ¢ y ¢ + At, hemos formulado un procedimiento que determina el valor del

intervalo At de modo que la energfa cinéiica sea la misma antes y después.
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La descripcién de primer orden en At para el cambio en el momentum lineal de cada
particula, garantiza la condicién de consistencia deseable en el algoritmo. El valor del

incremento de tiempo se determina imponiendo el vinculo cinético.

Desde el punto de vista formal el procedimiento desarrollado tiene peculiaridades que
le dan atractivo. Sin embargo, desde el punto de vista practico, su implementacion

present6 algunas dificultades.

De entre los atractivos formales sefialemos que, simular el contacto con €l bafio térmico
determinando el intervalo de tiempo requerido para propagar el sistema, requiere del
conocimiento de la tasa a que las fuerzas realizan trabajo mecanico y de la correlacion
instantdnea aceleracién—fuerza; esta dltima en el caso un sistema monocomponente, es
esencialmente el cuadrado de la fuerza. Conocer el valor del cuadrado de la fuerza en
cada instante significa que el método entrega a un costo numérico marginal, el valor
medio temporal de dicha magnitud. En la teorfa formal dicho valor es una constante,
de modo que asumiendo validez de la hipdtesis ergddice para el e:gperimento numérico,
tal valor medio temp?nrél puede cotejarse directamente con la teorfa formal y sus valores
obtenidos en experimentos de laboratorio convencionales. De acuedo a lo sefialado en

la seccién. 3.3, dicho valor medio permite a su vez. obtener:

e La primera correccién cuéntica a la energia libre del sistema, éste es el término de

orden %’ en la expansién pertinente.

e La frecuencia de oscilacién de un dtomo en la.jaule generada por sus atomos

vecinos, que en el caso de un fluido es la llamada frecuencia de Einstein.

T

El cuadrado de las fuerzas estd ademds relacionado a

i

e El valor de la funcién memoria de la autocorrelacién de velocidades, evaluada en

* u 1 T -
}

el origen.
». La expansién de la autocorrelacién de velocidades para fiempos pequeiios.

e El llamado factor de separacién entre dos especies isotépicas para un sistema de

dos fases en equilibrio.
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Desde el punto de vista practico, las dificultades estuvieron relacionadas con la auto-
alimentacién; esto es, determinar las condiciones iniciales de manera que el sistema

pudiera evolucionar autosostenidamente. Explicitemos lo anterior.

En general los experimentos computacionales de sistemas en equilibrio necesitan que
el punto de fase termodindmico inicial (t = 0), esté tan proximo como sea posible al
punto de fase al que se desea realizar el experimento.! Por esa razdn los experimentos
numéricos usualmente comienzan con una etapa destinada a promover el equilibrio; tal

etapa es descartada del experimento mismo.

El método que hemos propuesto ademds de la proximidad al punto de fase termodinamica
deseado, requiere que las posiciones y velocidades iniciales de las particulas permitan

autoalimentacién del mecanismo de iteracion.

Si bien la formulacién del procedimiento que.analizamos es muy, sencilla, directa y
elegante; su implementacién practica no fue facil en cuanto a lograr que el programa
corriera. Empezébamos con un valor negativo de la actividad de las fuerzas y, a veces,
&l conservé su signo, pero los valores de At se fueron haciendo cada vez més pequenos
de modo que el método se tornaba. poco practico, en cuanto a muestrear eficiéntemente
en el tiempo la trayectoria de fase. Otras veces cambié de signo estropeando todo el

proceso.

Esta penosa situacién de tener un modelo satisfactoriamente formulado, que era dificil
de implementar en el computador fue muy frustrante. Después de repetidos intentos
revisamos la distribucién de velocidades y debimos mgjorér artesanalmente su caracter
maxwelliano a la temperatura de trabajo.’ Finalrﬁente logramos iniciclizar el expe-
rimento computacional tomande el sistema en un instante adecuado, de modo que

su evolucién fue siempre autogenerada. La conclusién de la experiencia relatada es

1Ge debe recordar que el experimento computacional se considera realizado para el valor medio tempo-
ral que alcanza la variable termodindmica considerada al final del experimento de. acuerdo a la hipétesis
ergédica. Enr un buen experimento los valores instantdneos de la variable termodindmica deberdn fluctuar
suave y regularmente respecto del promedio temporal al final del proceso; tal valor final, ;su vez, debe

diferir poco del correspondiente al que tenia el gistema en t = 0.
2Ver comentario sobre las buenas propiedades de las distribuciones generadas mediante nimeros

pseudo-aleatorios en nota al pie de pagina 100.
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que el sistema necesita un buen equilibrio inicial. Es decir, las velocidades deberdn
tener una distribucién inicial que se asemeje tanto como se pueda a una de Maxwell-
Boltzmann; ademsds, claro estd, de elegir adecuadamente la distribucién de posiciones

de las particulas.

Superadas la dificultades referidas a la inicializacién, el procedimiento operé bien.

e La evolucién de dos constantes, el pardmetro de control v y el cuadrado de
las fuerzas, muestra bastante estabilidad, ver Figs. B0l y B03. Sus valores
medios toman una clara tendencia a un valor fijo, podemos decir que el procedi-
miento es estable. Otras magnitudes fisicas también presentan similar tendencia
a su valor asintético, constituyendo buenos indicadores de estabilidad del proced-

imiento numérico asociado al experimento computacional.

En el caso de v el valor asintético es un 2% mayor que su valor nominal. El
cuadrado de las fuerzas alcanza un valor que es el 8% menor que el experimental;
habida cuenta del alcance limitado del potencial empleado, tal valor se puede

considerar razonable.

e El tiempo acumulado de simulacién crece linealmente con el nimero de pasos,

manifestando una asombrosa regularidad, ver Fig. B04.

De acuerdo a la discusién en torno a la figura referida, la media aritmética de los
incrementos de tiempo At; de nuestro experimento es At = 4-54 X 10~%s; valor
superior al incremento de tiempo (fijo) usado pof otros investigadores para simu-
lar un sisi‘.ema similar al nuestro [12,14,30]; ellos usaron algoritmos con mayores

requerimientos computacionales por iteracion.

Consideremos dos casos de los tres recién referidos. Nosé [14] en la presentacion
de su método extendido a la comunidad cientifica, empleé un algoritmo predictor
corrector de quinto orden con un At = 2.5 x 107%°s. Tal incremento de tiempo
es un orden de magnitud menor que riuestro valor medio de los incrementos. Es
decir, Nosé necesite méds de 10 iteraciones para barrer un tiempo real que con

nuestro método se ha realizado (en promedio) con una sola iteracién.

¥
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A lo anterior debe agregarse que el predictor corrector empleado por Nosé involu-
cra un costo computacional alto® en comparacién con nuestro método que es un

(modesto) Runge-Kutta de primer orden.

Haile y Gupta [12] emplearon también un predictor corrector de quinto orden para

el mecanismo termostatico gauBiano con At = 1-08 x 107*s.

De las comparaciones hechas resulta legitimo entonces concluir, que el método que

hemos usado fue eficiente en cuanto a:

— Barrer un mayor tiempo real de simulacién con menos iteraciones en el
tiempo.
— Propagar el sistema con requerimientos minimos de evaluacién y almace-

namiento de informacién.

En otras palabras, el método propuesto es computacionalmente econdmico.

La regularidad en la evolucién de otras magnitudes fisicas y sus promedios confirma las

bondades del procedimiemto:

o La i)roximidad entre el valor obtenido para la energia configuracional y el corres-

pondiente valor experimental, ver Fig. B06.

¢ Suaves fluctuaciones de las energias cinética y configuracional con una prediccién

para el calor especifico préxima al valor experih_lental, ver Figs. BO7 y BOS8.

e El comportamiento del cuadrado del desplazamiento medio, mostrado en la Fig.

BO9 es el tipico de los sistemas considerados y el coeficiente de autodifusion

obtenido de él, esta en razonable acuerdo con el valor experimental.

e La distribucién de desplazamientos atémicos muestra que ellos fueron pequenos.

Es decir, si bien el incremento (medio) de tiempo es grande comparado con otros
incrementos fijos que es posible encontrar en la literatura, el método que comenta-

mos ha producido una evolucién suave del sistema en el espacio de configuracion.

3Debido a la enorme cantidad de derivadas que deben ser evaluadas y operadas numéricamente para

conseguir una iteracion.
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La media de los incrementos de tiempo es el 0-18% del periodo de oscilacién
de un atomo en la jaula formada por sus dtomos vecinos. La mayoria de los
desplazamientos fue del orden de 1 .5% de la distancia de colisién definida por el

pardmetro ¢ del potencial de interaccién.

En la segunda parte del Apéndice A, asumiendo que las fuerzas se actualizan al final
del intervalo de iteracién, hemos demostrado que el mecanismo isocinético propuesto
permite también propagar el sistema de manera isobdrica. Tal manera de actualizar las

fuerzas es legitima en el marco de las fuerzas impulsivas en que se formula el modelo.

Si bien el procedimiento funcioné bien en la aplicacién prdctica, persiste un aspecto
formal no completamente dilucidado; se trata dela autoalimentacién de él. Es decir, si al
tiempo %; podemos propagar hacia adelante con el A¢; correspondiente jquién garantiza
que al nuevo tiempo #.41 = ; + At; podamos propagarlo hacia adelante nuevamente?
Esto tiene que ver con la conservacion del signo-de.la potencia desarrollada por las
fuerzas, tal-magnitud debe ser siempre negativa. En el Apéndice B intentamos una

plausibilizacién en tal sentido.

La conservacién parece plausible; sin embargo, el procedimiento utilizado podria con-
siderarse no completamente satisfactorio, en razén a que se emplea la teoria vilida para
funciones continuas para analizar un modelo discretizado; ademds se considera un nulo
error de truncacién y fampoco se considefa 15 operatoria numérica interna del com-
putador. Pero es lo tinico que tenemos hasta el momento para justificar formalmente la

autoalimentacién en el tiempo del método, que como hemos-.visto ocurrié siempze.

Préximos a concluir la presente redaccién, debemos sefialar que, no tenemos la pre-
tension que el control de la temperatura en experimentos de Dindmica Molecular deba
hacerse con la metodologia que hemos propuesto; sabemos y hemos sefialado explici-

tamente las dificultades de implementacion.

Aqui sélo. hemos mostrado que es posible realizar un experimento de Dindmica Molecu-
lar, sin salirse del marco de la mecénica newtoniana. Y, por cierto, propiciamos el uso

de tales métodos.
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Sin embargo, exigidos a emplear alguno de los métodos isotérmicos descritos en el
?
Capitulo 3, el gauBiano nos parece el mas adecuado. Desde el punto de vista fisico
parece mas razonable modelar el contacto con un bafio térmico mediante un coeficiente
de friccidén colectivo, en vez de recurrir a la renormalizacién de las velocidades, o bien a
7 1

la introduccién de grados de libertad adicionales que requiere de “masas” ajustables.

Debemos sefialar también que la metodologia propuesta estd en el marco de las técnicas
generales para integrar ecuaciones diferenciales que adaptan el incremento de iteracién, a
efecto de ganar eficiencia y/o calidad de la informacién generada en el proceso numérico.
Al respecto, en el capitulo Integration of Ordinary Differential Equations, del texto
“Numerical Recipes” [33] se lee que la adaptacién del incremento de iteracion puede
relacionarse a una magnitud que debe conservarse en el proceso y que pueda ser moni-

toreada durante el mismo. En nuestro caso, esa magnitud fue la Energia Cinética.




Apéndice A

Simulacién a Presién Constante

A.1 Antecedentes

Los métodos para constrefiir la presién del sistema en experimentos computacionales,
tienen su inspiracién en un trabajo realizado por Andersen [36]. Sumétodo fue reformu-
lado por Parrinello y Rahman [37] y luego por Nosé y Klein [38], quienes lo generalizaron
de manera que permitiera, ademas de controlar la presién, cambiar la forma de la celda

computacional. Presentaremos someramente el trabajo original.

Fl método de Andersen estd basado en el concepto de sistema extendido, consistente
en un simil del sistema de interés fisico y un reservoir externo. El acoplamiento enfre
ellos permite fijar la presién mediante la introduccién de fuerzas convenientemente de-

terminadas en las ecuaciones de movimiento de las partlculas que simulan el sistema

real.l

Una manera pictérica de visualizar el mecanismo, ldebida al mismo Andersen, es la si-
guiente: las particulas, con posiciones r;, se suponen acopladas a un pistén externo o
membrana flexible, cuyo rol es contraer o dilatar el sistema uniforme y homogéneamente,
en respuesta. a la eventual presién no balanceada entre la presién instantdnea del sistema

sugerida por la expresién del virial y la presidn externa de referencia. El método se

1E] formalismo es similar al extendido de Nosé-Hoover para fijar la temperatura que presentamos en

el capitulo 3; sin embargo, el método de Andersen es previo (1980) al de Nosé (1983).
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formula introduciendo la variable volumen y su masa asociada,” a la vez que se escalan
las coordenadas cartesianas de las particulas con la arista del cubo de referencia. La
dindmica del sistema extendido en las variables reales (no escaladas) queda gobernada

por las siguientes ecuaciones de movimiento

dr; Pi 1 _dan

@ - om T3 a (85)
dp; _ 1 dlaV
o - TPy (36)
&2V

Mo = P@)-P (37)

en que M es la “masa” del pistdén de dimensiones masax (longitud)™ y P; es la presion
de referencia; V(t) y P(t) son los valores instantdneos del volumen y presién interna,

respectivamente, relacionados por el virial
2 1
POV(t) = EI{(t) + EV(t) (38)

siendo K(t) la energfa cinética (traslacional) y V(t) el Virial de Clausius definido medi-

ante

N
V(t) = ri(2)-Fi(t)

i=1

El producto presién-volumen expresado por ecuacion. (38) se escribe en términos de las

ecuaciones (36) y (37) en la forma

d N
, ?; ri(t) pi(t) (39)

| =

PV () =
que conserva la estructura stendard de la fisica convencional.

Observamos que la ecuacién (37) tiene caracteristicas similares a la ecuacién (8) en el
formalismo isotérmico de Nosé-Hoover. En efectoj’, si la presién instantanea del sistema
es la de referencia, el lado derecho de (37) es nulo, por lo tanto dV/dt es una constante;
tal constante debe ser nula, pues en caso contrario el sistema cambiaria uniformemente
su volumen. Al ser constante el volumen la dindmica descrita por las ecuaciones (36)
vy (37) se reducen a las ecuaciones de Newton, sin referencia alguna a la “masa” del
pistén, de manera exactamente andloga a lo que ocurria en la formulacion isotérmica

de Nosé-Hoover, cuando la temperatura instantinea del sistema era la de referencia.

2Que equivale a la “masa” del formalismo de Nosé-Hoover, referido recientemente.
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Si bien la idea de introducir cambios de volumen asociados a la presién pudiera parecer
razonable desde el punto de vista estadistico, ya que el volumen es la, variable conjugada
a la presién, desde el punto de vista de la simulacién no es tal. De acuerdo a lo expuesto
en el Capitulo segundo, en el experimento computacional con un sisterma en equilibrio,
lo que se simula es un punio en el diagrama de fases termodinamicas del sistema. Para
sistemas en equilibrio termodindmico puede resultar peligroso alterar el volumen de la
caje de referencia durante el proceso de simulacién. Mas atin, quienes introducen estos
cambios de volumen, de hecho al final de los cdlculos toman como representativo del

volumen un valor medio del mismo.

Otros esquemas para constrefiir la presién son la modificacién al método de Andersen
debida a Nosé [14]. Posteriormente Hoover [21] reformulé la modificacién de Nosé,
introduciendo un coeficiente de friccidn isobdrico relacionado al valor del transiente de
presién del sistema. El trabajo de Berendsen et al. [23] también considera un tiempo de
relajacién asociado a las fluctuaciones de presién, Desgraciadamente los criterios para

determinar el valor de ese tiempo caracterfstico ain no han sido dados [39].

A.2 Extensién del Mecanismo Isocinético
En la seccién 3.4 se mostrd la manera como determinar dindmicamente el incremento
At de modo que la evolucién del sistema sea sobre una isocinética. Veamos ahora que

tal incremento At permite también mantener constante la presién del sistema.

Suponiendo fijo el volumen del sistema y la energia cinética del mismo, se tiene que el
cambio en la presién del sistema estd determinado sélo por el cambio en el Virial, es

decir | .

S (ei(t 4 A Fi(t 4+ A0 e (@)D} (40)

i=1

1
Pt 4+ At) - P(l) = —
(t+A0) ~Pl) = 5
Puesto que la descripcién dindmica de un sistema de particulas interactuando con
fuerzas impulsivas no es capaz de resolver cambios de las variables de fase {r;pi},

ni funciones dependientes de ellas en el interior del intervalo semiabierto de tiempo
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[¢,¢ + At), es razonable actualizar las funciones que dependen de posiciones y/o veloci-
dades una vez que se estd en el siguiente punto de fase. Lo anterior, en el caso que
consideramos, corresponde a reemplazar en ecuacién (40) Fi(t + At) por F;(t). Se sigue
entonces que el cambio en la presién entre £ y ¢+ At esté dado por las fuerzas al tiempo

t y el desplazamiento de las particulas en el lapso de tiempo considerado, es decir

N
P(t + At) — P(t) = %/-Z(r;(t + Af) — ri(£)) - Fi(t) (41)

=1

Consideremos ahora la siguiente expresién para la actualizacion de las posiciones

ri(t + At) = ri(t) + vi(t) At %a;(t)Atz (42)

con ella el cambio de presion dado por la expresién (41) se escribe
1 1
P(t+ At) — P(t) = W{B(t) + E.A(t*)At}At (43)
Ahora bien, el lado derecho de esta ecuacion se anula idénticamente para el valor de At

dado por (14), de modo que no hay cambio en la. presidn.

En resumen, tenemos que el valor de At que propaga al sistema sobre una isocinética,

permite también propagarlo sobre una isobarica.




Apéndice B

ACERCA DE LA AUTOALIMENTACION DEL
METODO

Aqui exploramos el crucial aspecto referido a la autoalimentacion del procedimiento
desarrollado en el capitulo 3 para propagar el sistema hacia adelante en el tiempo
sobre una isocinética. El método fue implementado exitosamente, luego de superar las
dificultades iniciales referidas oportunamente. Sin embargo, es completamente legitimo
preguntarse si existe alguna manera formal de garantizar que comenzando con un valor
negativo de la actividad de las fuerzas, ésta conserve el signo durante el experimento

computacional, de modo que siempre avancemos hacia adelante en el tiempo.!

En la bisqueda de una respuesta a la anterior interrogante, y puesto que nos preocupa
solamente el caso de sistemas en equilibrio termodindamico, consideraremos un sistema
conservativo en que, por ser fija la energia cinética (condicidn isotérmica), también

deberd serlo la energia potencial.

Demostraremos que B(t + At) = B(¢) a partir del supuesto caricter conservativo del
sistema, de la expansién al segundo orden en At de la energia configuracional del sistema

y de la actividad de las fuerzas.

La exigencia de una expansién sélo al segundo orden se explica en razén a que estamos

describiendo el cambio en los momenta de la particulas con una expresion lineal en At y

Lo tinico realmente importante es que se conserve el sentido de avance én el tiempo, €l podria ser

perfectamente hacia atrds, pero ello debe ocurrir siempre asi durante el experimento computacional.
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simultdneamente imponemos el vinculo cinético, que es cuadratico en los momenta. Por
lo tanto resulta natural que el cardcter conservativo deba satisfacerse al segundo orden

en At. Consideremos entonces el sistema conservativo descrito por el hamiltoniano
H=K+U (44)

cuya dindmica evoluciona de acuerdo a ecuacién (9), con At dado por (14). La depen-

dencia en el tiempo de la energia configuracional

U(t) = Z Uii(1), U(t) = U(Jr:(t) — r3(2)]) (45)

'¢J
est4 determinada por la propia de los vectores posicidn, de modo que

dU(t) _

= =B() (46)

de aqui obtenemos

PU)  dB()
ST der T dt

) (47)

La energia configuracional al tiempo ¢ + At al segundo orden en At, estd dada por

dU(t 1d?
Ut + At) = U(t) + U( )At-]— 5 3;?) At? (48)
expresion que en términos de (46) y (47) se escribe
U(t + At) = U(t) — B(t)At - 5 dgt)m? (49)

Imponiendo la condicién U(t+ At) = U(t), que en conjunto con la condicién isocinética
dan cuenta del cardcter conservativo del sistema, de (49) obtenemos

4B() __,Bl)

o7 (50)

esta igualdad nos permite determinar una expresién para la segunda derivada de B con

i E . N . N -
respecto al tiempo. Puesto que At es una constante se tiene

d@*B(t) 2 dB(¥)
ez At dt (51)
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Por otra parte, expandiendo B al segundo orden en At tenemos

B(t + At) = B(t) + —— db (t) AL+ ;dzi §f) At? (52)

reemplazando ecuaciones (50) y (51) en (52), se verifica que para cualquier valor de

t € {t,} y At € {At,} obtenidos de acuerdo a la prescripeién (14), se cumple que
B(t + At) = B(3). (53)

Esta igualdad nos pone de manifiesto que B es una magnitud que se conserva. En
conclusién, eligendo el origen del tiempo en de modo que B{#p) sea negativa, se tendrd
B(tl) = B(to) con t; = to + Atg Yy Atg = "'2B(t0)/A(t0), B(tg = tl -+ A’tl) = (tl) ¥ asi

sucesivamente, garantizando el proceso de propagacién hacia adelante en el tiempo.

En un sistema termodindmico en equilibrio con un bafio térmico existe intercambio
entre energia cinética y energia potencial ademés de intercambio térmico con el bafio.
Las energias cinética y potencial tienen muy bien definidos valores medios, por lo tanto
la energia total tiene también un bien definido valor medio temporal. Centremos ahora

nuestra atencién en la energia cinética.

Si fuera posible conocer continuamente la energia cinética en funcién del tiempo, ella
oscilaria en torno a su valor medio. Por tratarse de un sistema en equilibrio, tales
Auctuaciones deben ser muy regulares y deben dar cuenta de la contribucién al calor

especifico de dicha energia.

Debido a las limitaciones propias de la dinamica molééﬁlar, sélo nos es posible conocer
algunos puntos de tal curva. Al fijar la energia cinética solo determinamos los puntos
que corresponden a la interseccién de tal curva oscilante con la recta que define su valor
medio. La representacién grafica correspondiente permite visualizar los valores det de

interés para una propagacién hacia adelante en el tiempo.
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