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Resumen

Con el objetivo de estudiar la propagacion no lineal de ondas en plasmas relati-
vistas de electrones y positrones, hemos estudiado los decaimientos paramétricos de
una onda circularmente polarizada propagédndose a lo largo de un campo magnético
constante en un plasma con temperaturas relativistas, usando una teoria de fluidos
relativistas. Estudiamos sistemé,ticamerite el comportamiento de las inestabilidades
en el plasma, para distintos valores de la amplitud de la onda y de la temperatura del
plasma, encontrando que mientras aumenta la amplitud de la onda, la tasa maxima
de crecimiento de las inestabilidades también aumenta, mientras que al aumentar
la temperatura, la tasa de crecimiento disminuye. Se han estudiado inestabilidades
modulacionales en la rama de Alfvén, para el limite fuertemente magnetizado, en
particular mediante la derivacion de la ecuacion no lineal de Schrodinger en este tipo
de plasmas, encontréndose que la envolvente evoluciona como solitén. Por dltimo he-
mos desarrollado una simulacién de particulas en una dimensién, con el objetivo de
considerar el régimen altamente no lineal. Hemos comparado estos resultados con los
obtenidos analiticamente, encontrando una gran concordancia entre ellos. Sin embar-
go, los resultados de estos modelos difieren para temperaturas altas. A medida que
la temperatura del plasma aumenta en la simulacién, la rama de Alfvén comienza a

desaparecer y las ondas de Alfvén ya no se propagan en el plasma.
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Abstract

In order to study the nonlinear wave propagation in relativistic electron-positron
plasmas, the parametric decays of a circularly polarized electromagnetic wave pro-
pagating along a constant background magnetic field in a. plasma with relativistic
temperatures, have been studied by means of a two-fluid relativistic theory. We study
the behavior of the plasma instabilities in a systematic way, for various values of the
pump wave amplitude and plasma temperature, finding that as the pump wave am-
plitude increases, the maximum growth rate of the instabilities increases too, while
an increase in the plasma temperature results in a decrease of the growth rates. Mo-
dulational instabilities in the Alfvén branch, for the strongly magnetized limit, have
been studied in particular through a nonlinear Schrédinger equation, where the wave
envelope evolves as a solitary wave. Finally, a relativistic one-dimensional particle-in-
cell simulation has been developed, in order to consider the highly nonlinear regime.
Numerical and analytical results were compared, finding that there is a very good
agreement between them. However, for very high temperatures these models differ.
As the plasma temperature increases, the Alfvén branch disappears and the Alfvén

wave does not propagate in the plasma.




Research Highlights

» Parametric decays of a circularly polarized electromagnetic waves in a relati-

vistic electron-positron plasmas.
x Self-modulation of nonlinear Alfvén waves in a electron-positron plasmas.

= Relativistic full particle-in-cell (PIC) simulations.




Capitulo 1

Introduccion

Bl término “plasma” fue acuflado por Langmuir [1} en 1928 y hace referencia a
un gas completa o parcialmente jonizado constituido por electrones e iones. El hecho
dé que los gases de descarga actuaran como un sustrato transportando una gran
variedad de particulas, tales como electrones, iones o impurezas, lo llevé a utilizar
esta palabra, en analogfa a lo que sucede con el plasma sanguineo, el cual transporta
sales minerales, proteinas, glébulos rojos y blancos, entre otros [2]. Existe una gran
cantidad de propiedades y fenémenos colectivos en plasmas que los diferencian de
los gases neutros o los liguidos, que los hace ua objeto de estudio muy atractivo, y

ha motivado el llamarlo el cuarto estado de la materia [3].

El plasma representa més del 99 % de la materia visible en el universo, abarcan-
do un amplio intervalo de temperaturas y densidades, desde unas pocas particulas
por metro cibico en gases intergaldcticos, hasta plasmas con densidades electrénicas
45 6rdenes de magnitud superiores, como en las estrellas de neutrones [4]. Dentro
de este intervalo de pardmetros encontramos, el medio interestelar, nubes de gas en
galaxias, agrupaciones de galaxias, plasmas de fusidn, superficies estelares, interiores

estelares, efc. Una de las caracteristicas destacables es que todos estos medios tan




diversos pueden ser descritos esencialmente a partir de un mismo conjunfo de ecua-

ciones, a pesar de la diferencia en el intervalo de parametros.

El estudio de la fisica de plasmas se ha llevado a cabo de manera tanto tedrica co-
mo experimental y ha permitido la comprensién de diversos fenémenos, en sistemas
astrofisicos o espaciales, entre otros. Ej;emplos de plasmas astrofisicos encontramos
en la magnetésfera de pulsares, nticleos activos de galaxias o estallidos de rayos gam-
ma. En el 4rea de fisica espacial tenemos la magnetésfera terrestre, el viento solar,
la heligsfera, entre otros. En plasmas de laboratorios, encontramos laseres de alta
potencia, dispositivos de potencia pulsada, dispositivos de fusién (tokamak), ete. Bs-
ta linea de investigacion es particﬁlarmente importante, porque se espera que en el
futuro los plasmas de fusién contribuyan a solucionar los problemas energéticos en

el mundo.

Gran parte de los esfuerzos en la fisica de plasmas han estado dedicados al estudio
de plasmas de electrones e iones, debido a su gran importancia en diversos contextos
de la fisica espacial, como por ejemplo, el estudio del viento solar. Sin embargo, éste
no es el Unico tipo de plasma que ha recibido gran atencién en los 1ltimos afios,
con la nueva generacién de aceleradores de particulas se ha intensificado el estudio
de plasmas cuya importancia se da en condiciones mucho més extremas de tempe-
ratura y densidad, como el plasma de quarks y gluones, el cual ha sido propuesto
como el estado en que se encontraba la materia en la etapa temprana del universo,
cuando la temperatura era demasiado alta para la formacién de hadrones. En el caso
de esta tesis estamos interesados en explorar otro tipo de plasmas, compuestos de

electrones y positrones, los cuales presentan algunas diferencias respecto de los plas-
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mas usuahnente'tratados. Existen diversos ambientes en los cuales los plasmas de
electrones y positrones son relevantes. Ejemplos de éstos son sistemas astrofisicos de
altas energias tales como la magnetésfera de pulsares [5-8], micleos activos de gala-
xias [9,10], éstallidos de rayos gamma, [11,12], modelos de universo temprano [13-15],
discos de acrecién [16-18], etc. Los plasmas de electrones y positrones presentes en
estos ambientes dejan su impronta caracteristica en los espectros de ra,dia;cién obser-
vados [19]. Muchos efectos en estos plasmas estén relacionados con la propagacién de
ondas, tal como los procesos de radio emisién en pulsares [20], la aceleracidn de jets
relativistas [21], o jets rélativistas en cudsars [22]. Por otro lado, recientemente se han
realizado experimentos en la creacién de pares electrén-positrén relativistas (23], con
pulsos léser ultra-intensos (~ 102° W/cm®) [24], donde las mediciones han indicado
que la densidad de los positrones es ~ 10%cm~2. También se espera la produccién
de pares electrén-positrén en grandes tokamaks [25], donde pueden ser creados del

orden de ~ 10'* positrones [26].

Por ejemplo, en la magnetdsfera de los pulsares, particularmente en pulsares de
milisegundos, debe haber campos eléctricos muy grandes que puedan acelerar a las
particulas cargadas a lo largo de campos magnéticos. En estos ambientes, la densidad
de particulas puede ser estimada como n, ~ 1071{B/P). [27], donde B es el campo
magnético, y P el periodo del pulsar en unidades cgs. Para B ~ 102 Gy P~ 10715
tenemos n, ~ 102 cm—3. Bajo situaciones dindmicas, estos valores pueden crecer
hasta en un orden de magnitud [28]. Cuando el campo magnético alcanza un valor
cercano a B > 4 x 1012 G, por ejemplo en magnetares, podemos tener otros efectos
importantes en la produccién de pares electrdn-positrén, tales como la separacién

de un fotén [8], o la aniquilacién de un par electrén-positrén en un fotén [29]. Por




lo tanto, en estos ambientes su pueden producir grandes densidades de electrones y

positrones. Por ejemplo, Da Costa et al. [30] usan n, = 10" em=3.

En muchos de los ambientes mencionados anteriormente los efectos relativistas
juegan un rol fundamental, asi como también las altas temperaturas, por lo que es
fundamental entender la propagacién de ondas en plasmas relativistas con tempera-
tura finita.

Se han encontrado soluciones exactas para ondas electromagnéticas de amplitud
finita, propagéndose paralelas a un campo magnético externo, para plasmas frios
y no relativistas [31]. También, en el caso de un plasma de electrones y miiltiples
especies de iones con velocidad de deriva, se encontré como solucién una onda cir-
cularmente polarizada con amplitud finita [32]. La propagacién no lineal de ondas
electromagnéticas circularmente polarizadas en plasmas no magnetizados de electro-
nes, positrones e iones, se ha estudiado para el caso frio [33] ¥ con temperaturas
relativistas [34], mostrando la existencia de estructuras localizadas estables. Recien-
temente, Asenjo et al. {35] encontraron una solucién no lineal exacta a las ecuaciones
de fluido relativista, consistente en una onda circularmente polarizada de amplitud
arbitraria, propagandose a lo largo de un campo magnético de fondo en un plasma

de electrones y positrones.

El objetivo de esta tesis es estudiar la propagacién no lineal de estas ondas en
plasmas relativistas de electrones y positrones. Durante la primera etapa de la evo-
lucién no lineal de una onda de gran amplitud, los decaimientos paramétricos son
una herramienta 1itil para explicar la excitacién de ondas producto de inestabilida-

des. En el caso débilmente relativista con bajas temperaturas, se han estudiado los




decaimientos paramétricos de una onda circularmente polarizada propagéndose para-
Iela'mente a un campo magnético constante de fondo, mediante teorfa de fluidos [36]
y también usando teoria de fluidos y simulaciones de particulas [37]. Se encontré que
la: aparicién de sucesivas inestabilidades paramétricas desembocan en la aparicion
de estados turbulentos. Usando simulaciones de particulas se estudi6 la evolucién de
las inestabilidades paraméiricas de ondas de Alfvén de amplitud finita, para grandes
escalas de tiempo [38]. La interaccién onda-particula conduce a un proceso de ace-
leracién eficiente, produciendo una funcién de distribucién para la energia en forma
de ley de potencia.

En estos trabajos se ha considerado el régimen débilmente relativista y ademés de
bajas temperaturas, Sin embargo, en ambientes astrofisicos de alta energia los efectos

de temperaturas relativistas pueden jugar un rol bastante importante [39].

Dadas las condiciones extremas de esos ambientes, se hace importante estudiar
la evolucién no lineal de ondas de Alfvén, ya que éstas juegan un rol fundamental en
plasmas, por ejemplo, son el mayor subproducto de la reconexién magnética en plas-
mas espaciales, astrofisicos y de laboratorio, como es evidenciado por observaciones
satelitales in sity en el viento solar [40-42|. Recientemente ha habido un creciente
interés en el estudio de reconexién magnética en plasmas relativistas de electrones
y positrones [43-47}, tanto como de ondas no lineales de Alfvén en este tipo de
plasmas, motivados por las potenciales aplicaciones en astrofisica y experimentos de
laboratorio [22,48-51].

La propagacién y procesos no lineales de ondas electromagnéticas han sido es-
tudiados por muchos autores. Chian y Kennel [52], usando un modelo de fluido,

estudiaron una onda electromagnética circularmente polarizada en un plasma de




electrones y positrones, frio y sin un campc magnético de fondo. Eilos propusieron
un mecanismo para explicar las variaciones de intensidad (micropulsos) de la radio
emisién de pulsares, sugiriendo que una inestabilidad automodulacional de la onda
electromagnética podfa ser un proceso natural para la modulacién de amplitud. Di-
cho modelo ha sido perfeccionado en un gran nimero de trabajos [53-56]. Para el
caso de un plasma de electrones y positrones débilmente magnetizado se estudié la
automodulacién de ondas en la rama electromagnética y se derivé una ecuacién de

ondas no lineal, la cual describe la propagacién de un tren de ondas o de solitones [57].

En esta tesis nos centraremos en dos aspectos de la propagacién no lineal de
ondas: los decaimientos paramétricos y la propagacién de solitones. Ademds, utili-
zaremos una simulacién relativista de particulas en una dimensién para estudiar el
régimen altamente no lineal, y con la cual compararemos nuestros resultados tedricos

con los obtenidos a través de la simulacion.

Esta tesis est4 organizada de la siguiente manera: en el Cap. 2 daremos una des-
cripcién detallada de las ecuaciones para una teoria de fluidos relativistas, donde
consideraremos ademas el régimen de temperaturas relativistas. En el Cap. 3 usa-
remos el formalismo desarrollado en el capitulo anterior, para derivar la relacién de
dispersién de una onda circularmente polarizada de amplitud arbitraria propagéndo-
se a lo largo de un campo magnético externo en un plasma relativista de electrones y
positrones, con temperatura finita. Describiremos las caracteristicas mas importan-
tes de esta onda, como es la aparicién de una zona anémala en la rama de Alfvén,
donde dw/dk es negativa. En el Cap. 4 estudiaremos el régimen débilmente no lineal,

a través de los decaimientos paramétricos de la onda descrita en el capftulo anterior.
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Derivaremos la relacién de dispersién para los decaimientos y estudiaremos sistémati-
camente los distintos tipos de inestabilidades que emergen y su dependencia de la
amplitud de la onda y la temperatura del plasma. En el Cap. 5 nos centraremos en la
automodulacién dé una onda no lineal de Alfvén en el régimen fuertemente magneti-
zado, a través de la derivacién de la ecuacién no lineal de Schrodinger. Analizaremos
las condicioﬁes para las cuales existe propagacién de solitones. Finalmente, en el
Cap. 6 describiremos el desarrollo de una simulacién de particulas relativista, donde
incluiremos efectos relativistas en la ecuacién de movimiento de las particulas y en’
la temperatura, al considerar una funcién de distribucién de velocidades relativistas,
pero no consideraremos otros efectos posibleé como aquellos debidos a la emisién
de radiacién o creacién de pares. Estudiaremos la relacién de dispersién en plasmas
relativistas de electrones y positrones. Usaremos la onda encontrada en el Cap. 3
como condicién inicial en la simulacién para estudiar la evolucién no lineal de ésta.
Compararemos los resultados de la simulacién con los decaimientos paramétricos del

Cap. 4 y las estructuras localizadas del Cap. 5.




Capitulo 2

Teoria de fluidos pz—ira plasmas
relativistas

Existen situaciones en las que particulas pueden ser aceleradas hasfa alcanzar
velocidades cercanas a las de la luz, ya sea porque la energia térmica del plasma es
comparable con la energia en reposo del electrén o por la interaccién entre las ondas
y dichas particulas. En este tipo de situaciones se hace primordial fomar en cuenta
los efectos de la relatividad especial. Ejemplos de estas situaciones son los cinturones
de radiacién de Van Allen durante tormetas geomagnéticas [58], interacién de lasers
con la materia [59] y plasmas espaciales [60], ademds de los presentados en el Cap. 1.
Bajo estas consideraciones, se hace necesario desarrollar una teoria que contemple
los efectos relativistas sobre el movimiento de las particulas.

En el presente capitulo mostraremos la derivacién de las ecuaciones bésicas de una
teorfa de fluidos ideales para plasmas relativistas, desde el punto de vista covariante

y vectorial. Incluiremos también efectos de temperaturas relativistas.
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2.1. Descripcién covariante de las ecuaciones de
fluido

En esta seccién seguiremos el procedimiento desarrollado por (ﬂ%ratton_ et al. en la
Ref. [56] y el desarrollo de la Ref. [61]. En adelante, usaremos la ;igMente notacién: el
tensor métrico lo definiremos como g, = diag(1, —1,—1,—1), donde u,r» =0,1,2,3.
El cuadrivector de veIocidz_a,d sera U¥ = (ye, %), con i = 1,2, 3. El tensor de energfa-

momentum para un ﬂllidO 1deal
Tgw i [ruUU 1% (2 1)
c2 Py ? .

donde h es la entalpia y p la presién, medidas en el sistema de referencia en que el
elemento de fluido se encuentra en reposo. Hemos considerado un fluido isotrdpico
a fin de simplificar el modelo, por lo que usaremos la presién p como un escalar (lo
que nos permitird obtener mds adelante una solucién exacta a estas ecuaciones de
fluidos [ver Cap. 3]).

Las ecuaciones bdsicas de los fluidos cargados en presencia de campos electro-
magnéticos se obtienen al relacionar este tensor con el tensor electromagnético, a
fravés de

8,7 — %J,,F”", 2.2)

donde J* = (cp, J*) es el cuadrivector de corriente y F* = g#A” — 0¥ A¥ es el tensor
electromagnético, con A* = (¢, A*) el cuadrivector potencial.

La ecuacién de conservacién del mimero de particulas se puede escribir como
8,(aU") =0, (2.3)

donde 7 es la densidad de particulas en el sistema de referencia en reposo. De la ecua-

cién de conservacién U,8,T# = 0, podemos encontrar la relacién entre la entalpia
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v la presién,
s R 1,
i n

que es la condicién adiabstica del sistema. En efecto, dada la relacién termodinamica

i(5)-re(2)+ (2)

donde T es la temperatura y o la entropia por unidad de volumen, la ecuacién (2.4)

[61]

se puede escribir de la forma

por lo que tenemos

Ua, (%) = Eds' () =o. (2.5)

7

Esto ltimo indica que el flujo es adiabdtico [61].

2.2. Descripcién vectorial de las ecuaciones de flui-
do

A continuacién desarrollaremos las ectiaciones encontradas en las seccién anterior,
para dar la descripcién vectorial de las ecuaciones de fluido que utilizaremos mas
adelante.

Partiremos de la ecuacion adiabética, Ec. (2.4), la cual se puede escribir como

(8 L =\h d o
n(5+v-V)%~—(a+v-V)p. (2.6)

De la parte temporal de la ecuacién (2.2} obtenemos

h—=—F —9—+qiv- k. (2.7)




i1

Por otra parte, la.ecuacién adiabatica Ec. (2.4) puede ser escrita como

idp d (h
1 2 (5) . (2.8)

Por tltimo, usamos las ecuaciones (2.6) y (2.8) para calcular la parte espacial de -

la ecuacién (2.2), obteniendo asf

h d - 7 dp - 1, =
cgdt(’)( )———V —gﬁ'i' (E-[—E’UXB) , (2.9)

que es la ecuacién de momentum para un fluido relativista.

Para el caso de un plasma relativista de particulas no interactuantes se puede

obtener una expresién exacta para la densidad de entalpia [62], dada por
h =mac f(T), (2.10)

donde f es una funcién que depende exclusivamente de la femperatura a través de

wen (@) o

donde K y K3 son las funciones modificadas de Bessel de orden 2 y 3, respectiva-

mente. Por comodidad definiremos el inverso de la temperatura normalizada como

= Z—i . (2.12)
La Fig. 2.1 muestra f en funcion del inverso de la temperatura y. Notamos que para
el caso cldsico mc? > kgT, es decir, g > 1, tenemos el limite de bajas temperaturas,
para el cual f = 1.

Usando entonces esta definicién para la entalpia [Ec. (2.10)], la condicién adiabati-

ca Eec. (2.6) puede ser reescrita como

9 - 5 .
— 2 e —».
mAc (Bt V)f (3t+v V)p. (2.13)
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0 20 40 60 30 100

i

Figura 2.1: Funcién f(u) [Ec. (2.11)] vs. 4 = mc?/(kgT). La linea punteada indica
el limite frio f = 1.

Usando la ecuacién (2.8) y que la derivada total se puede escribir como d/dt =

d/0t + 7 -V, la ecuacién de momentum para fluidos relativistas Ec. (2.9) queda

8 o aNyen G fm, 1. = 1 =
(a—[—v‘V)(f'yv)u—m(E—l—cUxB) m'yﬁvP' (2.14)

Estas ecuaciones [Ecs. (2.13) y (2.14)] fueron deducidas por Asenjo et al. en la
Ref. [35] usando un camino alternativo. En ella se usé el formalismo de unificacién
del campo electromagnético y el fluido relativista desarrollado por S. Mahajan en la
Ref. [63].

Vemos que, en el limite frio (T' — 0, 4 — o0, f — 1) de la ecuacién de momen-
tum (2.14}, se reobtiene la ecuacién relativista conocida [36, 64]. La ecuacién de
momentum (2.14) difiere del resultado frio sélo a través del factor f. Esto puede
ser entendido de la siguiente manera: para el movimiento de una sola particula, es
posible convertir los resultados no relativistas en resultados relativistas haciendo el
cambio m — ym. Sin embargo, no es posible hacer este simple reemplazo en el caso

de un fluido, ya que el promedio del momentum (p’) no es equivalente a {7){m7).
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Sin embargo, podemos pensar que existe un factor de proporcionalidad entre ambas
caxffi'dades'; f, tal que (§)=f{y}{m#¥)}. Por lo tanto, seria posible convertir la ecua-
cién de momentum de un fluido no relativista en una relativista, usando la misma
prescripcién que para el movimiento de una sola particula, (m¥') — (p), pero con el
fin de considerar la estadistica, m — fym. Esto es exactamente lo que se necesitsa

para pasar de la ecuacién de momentum frfa a la ecuacién (2.14).




Capitulo 3

'Onda transversal circularmente
polarizada

Como dijimos en los capitulos anteriores, existen diversos ambientes donde los
plasmas de electrones y positrones son relevantes (ver Cap. 1). En muchos de es-
tos ambientes los efectos relativistas y la temperatura juegan un rol fundamental,
por lo que es esencial entender la propagacién de ondas en plasmas relativistas con
temperatura. Se han encontrado soluciones exactas para ondas electromagnéticas de
amplitud finita, propagéndose paralelas a un campo magnético externo, para plas-
mas frios y no relativistas [31]. También, en el caso de un plasma de electrones y
miltiples especies de iones con velocidad de deriva, se encontré como solucién una
onda circularmente polarizada con amplitud finita [32]. El que sean soluciones exac-
tas significa que la relaciones de dispersién no son soluciones perturbativas sobre
alguna de las variables del sistema.

En este capitulo nos centraremos en plasmas relativistas de electrones y positro-
nes. Usaremos el formalismo desarrollado en el Cap. 2 para derivar la relacién de
dispersién exacta de una onda circularmente polarizada de amplitud arbitraria pro-
pagandose a lo largo de un campo magnético externo. Trataremos al sistema como

dos fluidos, uno de electrones y otro de positrones. Este capitulo estd basado en los

14




resultados de Asenjo et al. [35).

3.1. FEcuaciones basicas

15

En esta seccidén definiremos las ecuaciones bédsicas que utilizaremos en adelante.

La dinamica del plasma estara dada por la ecuacién de continuidad

ony

= +V-(n;5;) =0,

la ecuacién de momentum (ver Cap. 2)

8 - — . - q- — 1 - —
(a -+ vy - V) (fj’Yj'Uj) = m—g (E -+ E’Uj X B) -
la ecuacién para la presi(';n
_ 2, . & ?, . =
mjnjcz (a{‘!‘?}j V) f} = (a‘["vj v) P

y las ecuaciones de Maxwell:

V-E = 4re(n,—n.),

V-B = 0,

= 188

VXE = o

- dm - 19E
B = 5=

v x c c Ot

Usando el gauge de Lorentz,

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)
(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

Acé, j es el indice de especie (j = p para positrones y j = e para electrones),

g; = oje (0, = 1, 0. = —1), n; es la densidad de particulas en el sistema de

referencia del laboratorio, 7; es la velocidad del fluido, y; es el factor relativista de
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Lorentz, fi; = n;/; es la densidad en el sistema de referencia en reposo, Aesel
vector potencial, J es la corriente transversal y f; es el factor térmico relativista
definido por la Ec. (2.11). También consideraremos p; = 7,;kgT; [35].

Como se muestra en la Ref. [35], podemos encontrar una solucién transversal
exacta de estas ecuaciones. Consideraremos una onda con polarizacién circular iz-
quierda que se propaga a lo largo de un campo magnético externo Bow = B2, cuyos

campos eléctricos y magnéticos estén dados por

Ey(z,8) = E[sin(koz — wot)d — cos(koz — wot)d] , (3.9)

Bo(z,t) = Blcos(koz — wot)E + sin{koz — wot)d] + Bos2 (3.10)

donde E y B son las amplitudes de la onda monocromética circularmente polarizada,
¥y wy ¥ ko son su frecuencia y nidimero de onda, respectivamente. Las amplitudes de

los campos pueden ser relacionadas, usando las ecuaciones de Maxwell, en la forma,

- _EJP_—
B=2B. _ (3.11)

Consideraremos que los electrones y positrones tendran densidades iguales y cons-
tantes n, = n, == n; ademds sus masas, m, = M, = m. La temperatura del plasma
serd constante, con lo cual f sera constante, pero permitiremos que ambas especies
puedan tener diferentes temperaturas (f. # fp)-

Es posible demostrar que esta onda puramente transversal y circularmente polari-
zada no produce fluctuaciones en la presion ni en f. Con esto seremos capaces de
encontrar una solucién exacta a las ecuaciones de fluido. Esta onda electromagnética
inducira una velocidad sobre las particulas que serd puramente transversal y circu-
larmente polarizada (v,; = 0). Es posible demostrar (usando el gauge de Lorentz)

que esta velocidad inducida es proporcional a la amplitud del vector potencial, el
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cual es constante, por 16 tanto el factor relativista

72 ~1/2
i = (1 - gf) (3.12)

sera constante para ambas especies. Con estas consideraciones, la Ec. (3.2} se puede

escribir como

ov; e G s 1., =
f:i')(j'a—; = —fiviV5 - VY T—ni. (E + P X B) . (3.13)

Para simplificar nuestros calculos, usaremos la representacion transversal
Cy = Cp +iC, = Ceithoz—wot) (3.14)

donde C es alguna variable fisica del sistema. Como ejemplo, vemos que para el

campo magnético tenemos
B = By + 1By = Bellkor—wot) (3.15)

donde B = B, es real. Usando la Ec. (3.13) podemos escribir la velocidad para cada

especie, que resulta ser

e i — wy q;B10
V104 V05 + TUy0; (foj’}fgjw[] — ch) mckg y (3.16)
donde
7o)
Yoj = ( - 73) ) (3.17)
Y Qo = —Q = 0 = eBy./mc es la girofrecuencia del positrén. Notemos que el

campo eléctrico longitudinal es - 2 = 0 para esta solucién. Esto se debe a que no
hay acoplamiento entre los modos transversales y longitudinales, lo cual implica que

la onda es puramente fransversal.
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De las ecuaciones de Maxwell podemos relacionar las cantidades transversales por

'iC:Ju
=——Bjg. 3.18
By ooy D10 (3.18}
' La versién transversal de la Ec. (3.7) es
_aBJ_{] . dr 1 8E_r_0
o ot Ta (319)

donde J, ¢ = ne(vygp — v10e) €8 la corriente transversal.

Reemplazando las Ecs. (3.16) y (3.18) en la (3.19), obtenemos la relacién de

dispersi6n para un plasma de electrones y positrones

2
czko—Zw (fJ’Yngwo o ) , (3.20)

donde wy, = ~/47ne?/m es la frecuencia de plasma. Vemos que esta relacién de
dispersidn relativista difiere de la relacién para plasmas frios [36,37] s6lo en el término
fi. Conocida la amplitud de la onda, o, y la temperatura del plasma, p;, la Ec. (3.16)
es la solucién exacta para las velocidades de las particulas si wy v kg estén relacionadas
por la relacién de dispersién {3.20).

Supondremos ahora que las especies tienen la misma temperatura, por lo tanto
f» = fe= f. Con esto, la relacién de dispersién Ec. (3.20) quedara como

— K2 = “o o ) ) 3.21
0 w (f'YOpwo - c + f’YOeWO + Q. ( )

Para el caso de un plasma frio, f = 1, recuperamos el resultado conocido [36,37].
En el limite de muy altas temperaturas, kgT 3> mc?, o en el limite ultrarrelativista

1/90; — 0, (3.21) se reduce, como es esperado, a Ja relacién de dispersién de una

onda de luz c?k3 = w?.
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3.2. Analisis numérico de la relacién de dispersion

Con el objetivo de resolver la relacién de dispersion Ec. (3.21), normalizaremos la
frecuencia y el niimero de onda en la forma zg = wo/€ € yo = cko/. Definiremos

ademas la amplitud normalizada de la onda como

eB
= (3.22)

Dado un valor del niimero de onda normalizado y, y una amplitud de la onda
normalizada «, resolveremos las Ecs. (3.16), (3.17) y (3.21) de manera simultanea
para encontrar Yo, Yop ¥ Zo. En la Fig. 3.1 mostramos la solucién de la relacién de
dispersion para wp./€Q. = 1, 1/p = 0.01 y para distintos valores de la amplitud de
la onda a. Vemos que existen dos ramas: una electromagnética, que tiene un limite

inferior en la frecuencia de plasma efectiva, y una rama de Alfvén, que tiene un limite

superior en el nimero de onda, vy un limite superior en la frecuencia.

X

0

Figura 3.1: Relacién de dispersion Ec. (3.21). Nimero de onda normalizado yp =
cko/Qe vs. frecuencia normalizada xo = wo/$, para wp /2 =1y 1/p = 0.01. Linea
continua (negra): o = 0; linea segmentada (azul): a = 0.1; linea punteada (roja):
a=0.2
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La linea continua de color negro corresponde a la solucién para o = 0, donde
vig; = 0¥ Y; = 1, que es el caso no relativista. En este caso la frecuencia de
corte para la rama electromagnética es £y = /2, que corresponde 2 la frecuencia
de plasma efectiva. A medida gite aumentamos la amplitud de la bomba, vemos
que la frecuencia de plasma efectiva se reduce. Esta reduccién también se produce
al aumentar la temperatufa [35]. En cusnto & la rama de Alfvén, ésta comienza
en el origen siguiendo la relacion de dispersion lineal clésica, w = vak, con.vy la
velocidad' de Alfvén. En esta regién ., = 1. Luego, podemos obtener la velocidad
de Alfvén desde la Ec. (3.21), considerando el limite w f < Q,, el cual se satisface para
frecuencias suficientemente bajas. Se obtiene que la velocidad de Alfvén estd dada

por
[

L Usa = B
1+ 2fw?, Q2

En la Fig. 3.1 vemos que a medida que aumentamos el nimero de onda a lo largo

(3.23)

de la rama de Alfvén, existe un limite superior para la frecuencia w.y que resulta

Werit 1 o 2/3 8
R [H(?) ] . (3.24)

Notamos que para & = 0 tenemos wys = £,/ f, la cual corresponde a la frecuencia

estar dado por

de resonancia de los positrones en la Ec. (3.21), que en el caso frio f = 1, es la
girofrecuencia de los positrones. Por otro lado, de la Ec. (3.24) vemos que a medida
que la temperatura aumenta las ondas de Alfvén quedan restringidas a un intervalo

cada vez mas estrecho de frecuencias.

Otra caracteristica interesante en la rama de Alfvén es la existencia de un valor

méaximo para el nimero de onda, knax. Este limite superior ocurre debido a que una
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de las especies (positrones, en este caso) se vuelve ultrarrelativista, moviéndose con
velocidades cercanas a la de la luz, por lo tanto, 7y, — c0. Los electrones no resuenan
con la onda, por lo que -, es finito. Se puede obtener una expresion analitica para el

limite en el mimero de onda de la rama de Alfvén [35]

o,
K = —2. : 3.25
" (3.25)

Notamos que este limite sdlo depende de la amplitud de la onda y no de la tem-
peratura (ver Fig. 3.1). Esto lo podemos entender notando que si la amplitud de la
onda es tan grande que la velocidad inducida por ella es utrarrelativista, entonces las
velocidades térmicas no seran relevantes en general. Una caracteristica importante
;1ue se observa en la rama de Alfvén, Fig. 3.1, es el hecho de que para ¢ # 0 existe
una zona donde dwg/dky es negativa. Para el valor wy, de la frecuencia, dwy/dko = 0;
a partir de ese valor la pendiente comienza a ser negativa, llegando a dwy/dky — 0o

en Ky

3.3. Resumen

En este capitulo hemos presentado un resumen de los resultados encontrados por
Asenjo et al. en la Ref. [35]. Hemos derivado la relacién de dispersién para plasmas
relativistas con temperatura finita, en el contexto de una teoria de fluidos relativis-
tas. En particular, mostramos la propagacién de una onda circularmenfe polarizada
a lo largo de un campo magnético constante.

Encontramos dos ramas en la relacién de dispersion: una rama electromagnética, la
cual presenta un limite inferior para la frecuencia correspondiente a la frecuencia de
plasma efectiva wgg, Ia cual disminuye con la temperatura y con la amplitud de la

onda. Cuando los efectos relativistas son grandes, ya sea a través de la temperatu-~
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ra o del factor relativista -y;, la onda electromagnética corresponde a la relacién de
dispersién de una onda de luz no dispersiva. La ofra rama corresponde a la rama de
Alfvén, la cual para bajos nimeros de onda responde a una relacion de dispersion
lineal y no dispersiva con velocidad de propagacién correspondiente a v4, la velo-
cidad de Alfvén. A medida que aumenta el mimero de onda la frecuencia alcanza
un limite superior correspondiente & weit (en k& = Kerie), donde dwp/dky = 0. Esta
frecuencia critica depende de la. temperatura y de la amplitud de la onda. Cuando
k > k. tenemos que dwg/dky < 0, llegando a diverger para cierto k = kg, donde
Ia velocidad de los positrones inducidos por la onda, es igual a la velocidad de la luz.

Ademss, kng, depende solamente de la amplitud de la onda y no de la temperatiira.




Capitulo 4

Decaimientos paramétricos

En este capitulo consideraremos los decaimientos paramétricos de una onda elec-
tromagnética circularmente polarizada y de amplitud finita, que se propaga a lo largo
de un campo magnético de fondo en un plasma de electrones y positrones con tempe-
ratura finita, cuya relacién de dispersién fue encontrada en el Cap. 3. En particular,
- estudiaremos los efectos de la temperatura relativista sobre los decaimientos de la
onda. Estos decaimientos han sido estudiados anteriormente en el limite débilmente
relativista para polarizacién lineal [65,66], y en el caso magnetizado [36,37] y no
magnetizado [67] con polarizacién circular. Sin embargo, los efectos de temperaturas
relativistas no han sido considerados en esos estudios. En este capitulo abordaremos
el limite completamente relativista y con temperaturas relativistas. Estudiaremos los
decaimientos paramétricos para ondas en ambas ramas de la relacién de dispersion,
la rama electromagnética y la de Alfvén. Para la rama de Aflvén analizaremos el
caso de la zona normal y la zona anémala {donde dw/dk es negativa).

Los resultados de este capitulo han sido publicados en la Ref. [68].

23
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4.1. Onda bomba-

Usaremos la solucién exacta encontrada en el capitulo anterior como punto de
partida en este capitulo. Llamaremos a esta onda, “onda bomba”, y realizaremos pe-
queflas perturbaciones sobre esta solucién con el objetivo de estudiar su estabilidad.
Las cantidades transversales correspondientes a la onda bomba, serdn las cantidades
a orden cero {con el correspondiente subindice 0) definidas en la Sec. 3.1. Para co-

modidad futura, definiremos las siguientes cantidades: la Ec. (3.16) se puede escribir

como
vie; = agrpyee’ ozt (4.1)
donde
a; = o0, (4.2)
. wo

. S— 4.3
7?: fojToito — S2c ( )

por lo que el factor relativista puede ser escrito como
Yo = (1 — afnf) 2. (4.4)

La Fig. 4.1 muestra la relacién de dispersién de la onda bomba, Ec. (3.21), en un
intervalo de frecuencia y nimero de onda més amplio que la Fig. 3.1. En la Fig. 4.1(a)
se muestra la relacién de dispersion para « = 0. Se observan las ramas de Alfvén (que
cruzan el origen) y las electromagnéticas. En la Fig. 4.1(b), en cambio, se muestra el
caso « # 0; la rama de Alfvén se curva y aparece el limite maximo para el nimero

de onda discutido en la See. 3.2.
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Yo
<o
T

Figura 4.1: Relacién de dispersion de la onda bomba, Ec. (3.21). Niimero de onda
normalizado yo = koc/€ vs. frecuencia normalizada x¢ = wo/S2. para w,/Q = 1,
1/p = 0.01. (a) & = 0. (b) Linea continua: a = 0.1. Linea segmentada: a = 0.2.
Linea punteada: o = 0.3. Los puntos muestran las 3 zonas que estudiaremos mas
adelante: 1) Rama de Alfvén, zona normal; 2) rama electromagnética; 3) rama de
Alffen, zona anémala.

4.2. Relacién de dispersion para los decaimientos
paramétricos

Introduciremos pequeiias perturbaciones sobre la solucion de la onda bomba a
orden cero descrita en la Sec. 3.1. Asi, una cantidad fisica C sera escrita en la forma
C' = Cy+ 6C, donde Y corresponde a la solucién de la onda bomba, y 6C' < C.

A primer orden en las cantidades perturbadas, la ecuacién de movimiento Ec. (3.2)

da:
0 . = . - Jd o=\,
Jo 5 +%0s V| (703875 + 0%;00;) + Y05 { 77 +Toj = V ) (005)
— = — q = l — o qi - =4 1 =
+ f() (5T)J . V) ("}fgjvoj) = ;’ (5E+ E'U{)j X 63) + Hﬂ:f(’,-'év‘] X BQ - m—ml'VJPJ , (45)

Usando la Eec. (3.3), encontramos

dop; _ mc* i %’

ot
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la cual, eliminando las constantes de integracién, produce
8p; = mc*fo; 8f; = —Tio; f3(po)g ks 015,

donde’ f = df /dp. Usando que n; = #iyy; [34], vy p; = 7;kT5 = poj + 6p;, con

poj = ksTo no/7Yoj, podemos escribir

5 T i) (i)
Po; Mo ke To Yoj + 65 Ty  mo My "
obteniendo , .
Sp; = kpTo no ( Fi(po)iss ) (5&_%)
! Yoi N1+ fieo)ed/ \no w5/’
5 = = (M) (5_”3;_ 5&)
’ po \1+ filpods) \ 70 Y05/ °
ST = —— To (@i - f.s'_?;'.)
? L+ fi(pold Xm0 Y05/
De las Ecs. (3.1), (3.4) vy (3.7), tenemos
51 -
D4 1 ¥ - 55 = 0, (4.6)
ot
V-0E = 47r2 g;0n;, (4.7)
J
y -
= = 4 " - 136E
VX4dB= >y Zj:qj(énjvj -+ nj&uj) -+ PUrTRE (48)

Ahora, definimos cantidades transversales como C; = (), + iC,, e introducimos
pequeilas perturbaciones 6C; < Cy, §C, <« C;. Notando que éy; = 'ygjﬁgj - 8 /=
Y5 (v10500} ; + v1;0v15)/(2¢%), donde el superindice * representa el complejo con-

jugado, y suponiendo que las cantidades perturbadas sélo dependen de la variable
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longitudinal z, las componentes transversales de Ec. (4.5) pueden ser escritas como

6 7(2) ™ 5 aU_LO ]
fi 0’703'55 [5'UJ_j + ﬁ (Uio;f‘;”.l.j + ”le”_Loj‘le:i) + foy0;6vz; Az ~
vg; O on; ’}'0 & iq;
+ Yoi— 62 ET [ J.Oj-"_J' s ( 1_035%_3 + U-LUJUJ_DJ 6U-LJ):| . 5EJ. + ;{%BLE]&Uzj

iq;
— m—‘;BoerU_Lj N (4.9)‘

donde hemos definido 1a velocidad térmica efectiva

o ksTh ( Fipo)rsd ) _1 ( Fi(po)ni )
2 me? \1+ f(no)pf L+ filmo) )

(4.10)

Notamos que el factor en paréntesis aparece debido a la presencia de-f en la Ee. (3.2),
es decir, al tomar en cuenta los efectos de temperaturas relativistas de manera con-
sistente en la teoria de fluidos.

Por otro lado, la componente I(Sng'ltudinal de la Ec. (4.5) es

00v,;
fO’YDJ at = En’JEz + q ('UJ_OJ5BJ_ UlO]éBJ. -+ 5U..LJ B_LO 69-!_1 BJ_O)
'Ut i 3 5n ’]{0
0102 |:—Hoj 9aa (V103003 + Vi 5%)] (4.12)

Las Ecs. (4.6)—(4.8), pueden ser escritas como

Bénj +n 351)2_,-

ot T, 0 (4.12)
O0E,
2 4me(bn, — One) , (4.13)
y
g . -~ Adgxe 1 SE
_8_5 x 6B = . ——(0npt, + 100, — N0, — Il ) + par el (4.14)
Ahora, suponemos que las perturbaciones longitudinales y transversales tienen la
forma

5C, = Re [C' ei(kz—wt)] _ % (éei(kz—wt} s e—i(k'z—w't)) , (4.15)
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6C = cpeflbzwtt) 4 o gilk-zwt) (4.16)

*

respectivamente, donde by = kg + k, k- =k -k, wy = wo+w ¥y w_ = wp — W™,

Con esas definiciones, y usando la ecuacién de Faraday,
thyey = —Eby . ' (4.17)
¢

Usando las definiciones (4.1}, (4.15), (4.16), y (4.17), y Ecs. (4.12) y {4.13), la

ecuacidn transversal (4.9) produce las siguientes dos ecuaciones:

(1-30dm) 9 ]
(A-399m) 9y I /S P
( =) o ) e (w+2(1 aZ n2)3/2)
— Vg JWJ g
2foc ((1 — oIy ) (g +02y)

2 .
Viwek | aycko a;njcky _ g

‘ B j = by, (4.18
+(2fﬂc(1—a§ﬂ?)‘/2w 2f0  2(1— o)z ) o) b (418)

(1 — _a n ) ch * * JnJ
(w"(l - a,n§)3/2 " )T\ e
v,

7 0!7]] * *
T 20 ((1—an)3/2 ) (v 02

2 » .
Vig T ajcko a;m;cko _ G\ .
j = br . (41
+(2f00(1—a?n§)”2w 2f 20— o2i) " = \mpokee) - 419

De la misma forma, la ecuacién longitudinal Ec. (4.11), para cada especie, queda

w? w? 12, wi
e E—— 1—aln? Tp — L =
(fo (1 —aZy )1/2 ( 0eTe) o |
Qoo . . v aenehw .
[ene(by. — b2) + meko(vye — v7,)] te¥el) 73 (v, +vge) 5 (4.20)

mfo ¢ Joc (1 — a2n?)
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CU2 Ld2 'U2 1/2 V f.:)
Y@ U o2 g, - g, =
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vfpapnpkw

foC( (12 2 1/2

o
s

Finalmente, de la Ec. (4.14),

lenp(02 — by) +meko(vyp —v2,)] + (v, +vyp) - (4.21)

k
(w? — k%) by = dwenocks ('v+p ~ Vgt '2% (opmpp — aeneﬁe)) » (422)

(w? — k%) b = dmengek” (vip —vf, + % (0Tl —.aenei}e)) . (4.23).

Las ecuaciones (4.18)—(4.23) forman un conjunto de 8 ecuaciones para las va-

riables r = (Vye, Vip, V2, U, Ve, Up,y by, B2}, las cuales pueden ser puestas en forma
matricial como

Ar=0, (4.24)

por lo que la relacién de dispersion viene dada por
F(k,w) = det(A) =0 . (4.25)

Los elementos de matriz A;; estdn escritos explicitamente en el Apéndice A. Esta
dltima ecuacién resulta en una ecuacién polinomial de grado 12 para w(k).

En el caso frio y débilmente relativista, recuperamos el resultado previamente
encontrado en la Ref. [36]. En este limite a’n? < 1, por lo que el factor (4.3} puede

ser escrito como

> 2
. wp W _fenS wo
M= = Ja — [1 ( 2 )fwo—nc]' (4.26)

Tomamos el limite frio (f = 1), y definimos, siguiendo la Ref. [36],

(4.27)
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Debido a que en este limite la cantidad o?n? es pequefia, podemos reemplazar 5 por

T en el segundo término del lado derecho de la Ec. {4.26). Obtenemos entonces que

(12 3 .
7= T ( - -2~nw) ; (4.28)
lo cual es consistente con la Ec. (13) en la Ref. [36]. Asi, usando o> < 1,y la
Ec. (4.28) en las Ecs. (4.18)—(4.23), obtenemos la misma relacién de dispersién de la
Ref. [36]. - '
Cuando no hay onda bomba, @ = 0, la Ec. (4.25) entrega los modos normales
que se propagen en el plasma. En este limite, no es dificil mostrar gue la relacién de

dispersién (4.25) es

Fsp(k,UJ) = D_;_D_SL = 0, (429)
donde
| = —u? 4 Up? 4.30
- w + fo H ( - )
2 2 2
Lm%i—&+%ﬁ, - (431)
4 0
y 2
W (43} w
Dy=uw? -2k — 2 F |, (4.32)
T T \wr =% w4+ %
* * wz UJ: (.df_
D_:wj_czkﬂz__fa (w* —m +&) . (4.33)
0 - fo - " J

La ecuacién (4.30) sugiere que podemos definir una velocidad de sonido efectiva

2 '”t2
‘UB = E . (434)

En la Fig. 4.2 comparamos la velocidad de sonido, dada por la Ee. (4.34), con la
velocidad de sonido clasica v; = +/kgT/m. Para bajas temperaturas ambos resulta-

dos son equivalentes, mientras que para altas temperaturas la velocidad de sonido
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efectiva est4 acotada por el lfmite ¢/+/3, el cual es un resultado conocido para plasmas

relativistas con temperatura finita [61].

v/e

L]

I
1.0 1.5 2.0
kgT/me?

Figura 4.2: Velocidad del sonido normalizada como funcién de la temperatura norma-
lizada p~t = kgT/mc®. Linea segmentada: resultado clasico (f = 1), vs/c = v/c =
v/ 171 [ver Ec. (4.10)]. Linea continua: resultado relativista [ver Ec. (4.34)]. La linea
punteada horizontal representa el valor limite 1/+/3.

La equacién (4.29) muestra que los modos normales corresponden a una onda
electroacistica (dada por S = 0), ondas de Langmuir (L = 0), y ondas electro-
magnéticas de bandas laterales (sideband) (D: = 0). En la presencia de la onda
bomba (@ # 0) esos modos normales se acoplan y dan origen a los decaimientos

paramétricos. Estudiaremos estos decaimientos en detalle en la Sec. 4.3.

4.3. Analisis numérico de la relacién de dispersion

En esta seccién resolveremos la relacién de dispersién (4.25) numéricamente. Para
esto, escogeremos un valor para el niimero de onda normalizado de la onda bomba
Yo = koc/€), para un valor dado de a y g, y resolveremos (3.21) para obtener la

frecuencia de la bomba normalizada oy = wy/€2,, tal como se hizo en la Sec. 3.2 y en
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la Ref. [35]. Hacemos notar que, en particular, esto implica la eleccién de una rama
de la onda bomba, debido a que a un ky dado le pueden corresponder hasta cuatro
valores de wq.

Luego, resolvemos la Ec. (4.25). En la Fig. 4.3 la onda bomba (zg, %) ha sido
escogida en la rama de Alfvén, cerca del origen [ver Fig. 4.1(b)]. La Fig. 4.3(a)
muestra las soluciones de la Ee. (4.25) para 4o = 1, wp/Ql. = 1, 1/ = 001 y
a = 0, lo cual es equivalente a resolver la Ec. (4.29). Hay 12 lineas, dos de las cuales
corresponden a modos electroaciisticos que son soluciones reales de S = 0. Han sido
etiquetadas como Sy y S_., correspondientes a modos que se propagan paralelamente
(hacia adelante) y antiparalelamente (hacia atrés) respecto al campo m.a.gnético de
foﬁdo, respectivamente. Otras dos lineas corresponden a modos de Langmuir dados
por L = 0y etiquetadas como L, (adelante) y L_ {atrds). Las ocho lineas restantes
corresponden a las ocho soluciones reales de Dy = 0. Cuatro de esas .lineas son
parabdlicas y corresponden a las ramas electromagnéticas en la Fig. 4.1, y han sido
etiquetadas como Dy en la Fig. 4.3(a). Las dos lineas p, también corresponden a
soluciones de D, pero ellas resuenan en la frecuencia de sideband ws. = Q./ fo, la
cual en el caso frio es la girofrecuencia de los positrones [ver Ecs. (4.32) y (4.33)]. En
términos de la frecuencia longitudinal normalizada = w/§2,, la resonancia ocurre
en ¢ = £(—x¢-1/ fo), como se muestra en la figura 4.3. De la misma manera, e4. son
dos soluciones que resuenan en la frecuencia de sideband ws = —Q,/fy (la cual, en
el limite frio, es la girofrecuencia de los electrones), que estd en z = £(—xz5 — 1/ fo).

Podemos ver de la Fig. 4.3(a) que hay varios cruces posibles entre las soluciones
de la relacién de dispersion. En esos cruces pueden aparecer soluciones complejas
cuando a # 0. Debido a que el polinomio que se resuelve tiene coeficientes reales, esas

soluciones siempre ocurren como pares complejos conjugados, en consecuencia una
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Figura 4.3: Solucién de la relacién de dispersién Ec. {4.25). Nimero de onda nor-
malizado y = kc/Q, vs. frecuencia normalizada z = w/Q, para g = 1, wp/Q = 1,
1/u = 0.01. Tomamos la onda bomba en la rama de Alfvén. (a) a = 0. (b) Sector de
interés para a = 0, (¢) @ = 0.1, y (d) @ = 0.2. Las lineas punteadas representan la
parte real de la solucidon cuando ésta es cotnpleja.
de ellas tendra parte imaginaria positiva. Por lo tanto, la desaparicién de soluciones
reales cnando « # 0 implica la presencia de ondas inestables, correspondientes a los
decaimientos paramétricos de la onda bomba.

Sélo los cruces que involucran a modos que satisfacen la condicién de resonancia
wy + wy = Lwy (£ € ZT) pueden resultar en un acoplamiento de ondas, cuando la

onda bomba es encendida (@ # 0). Estos cruces han sido etiquetados en la Fig. 4.3(a)

con los niimeros del (1) al (5). En lo sucesivo, sin embargo, el cruce (1) no ha sido
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considerado debido a que es inestable sdlo en un intervalo de temperaturas muy
acotado (cerca de 41 = 0.01) y su tasa méxima de crecimiento es demasiado pequefia
(10~%) comparada. con la de los otros cruces. Por esto, centraremos nuestra atencién
en los cruces (2)—(5), que se muestran detalladémente en la Fig. 4.3(b) para o = 0.
El cruce (3) corresponde a un acoplamiento resonante (£ = 1), y los cruces (2), (4) y
(5) corresponden a acoplamientos no resonantes (£#1).

Ahora encendemos la bomba. al considerar a s 0. En la Fig. 4.3(c) o == 0.1, ¥
notamos que algunos cruces se han separado. Esto significa que en esos cruces tene-
mos soluciones complejas cuyas partes reales estdn indicadas con lineas punteadas,
mientras que las soluciones reales corresponden a lineas continuas. Por lo ﬁanto, te-
nemos inestabilidades, indicando acc.)pla.mientos de ondas. Por ejemplo, el cruce (3)
da lugar a un acoplamiento entre (Sy,p_), correspondiente a una inestabilidad de
decaimiento ordinaria, en la cual la onda bomba decae en un modo electroacistico de
frecuencia w, que se propaga hacia adelante, y en una onda sideband electromagnéti-
ca de frecuencia w_. El cruce (4) conduce a un acoplamiento no resonante entre
(p+,p-), en el cual la onda bomba decae en dos ondas sideband electromagnéticas de
frecuencia w_ y w,.. En el caso del cruce (5) no hay separacién, y por lo tanto no hay
inestabilidad. Finalmente, el cruce (2) representa la inteseccién de (p,e_) en el ori-
gen, por lo que corresponde a una inestabilidad modulacional electromagnética [69].
Ahora aumentamos la amplitud de la bomba a a = 0.2 [Fig. 4.3(d)]. La situacién es
cualitativamente similar a la Fig. 4.3(c), excepto que ahora las separaciones en los
cruces (2), {3) y (4) son més grandes. El cruce (5) se mantiene estable.

Como se menciond anteriormente, la aparicién de separaciones en los cruces signi-
fica que hay modos cuya frecuencia tiene parte imaginaria diferente de cero. Existen

varios posibles decaimientos simultaneamente, pero no todos serdn igualmente re-
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Figura 4.4: Tasa maxima de crecimiento vs. amplitud de la onda bomba «. Las
etiquetas numéricas de los cruces son tomadas de la Fig. 4.3. (a) Cruce (2), (p4,e-).

(b) Cruce (3), (Sy,p-). (¢) Cruce (4), (py,p-). (d) Cruce (5), (e_,p-).

levantes. Podemos cuantificar esto calculando, para un valor dado de a, el maximo
valor de la parte imaginaria en cada separacién. Al comparar estos valores para todas
las separaciones, podremos ganar intuicién acerca de la importancia relativa de cada
decaimiento para diferentes valores de «. Esto se muestra en la Fig. 4.4. Definimos
la parte imaginaria de la frecuencia como I' = Im(x}, y en cada separacién buscamos
su méximo valor I'y,, (tasa méxima de crecimiento), y la graficamos en funcién de
o para diferentes temperaturas. La primera caracteristica interesante que observa-

mos es que el cruce (3) [Fig. 4.4(b)] es el dnico cruce que tiende a saturar con el
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incremento de la temperatura. En todos los demis casos [Figs. 4.4(a), (¢}, (d)] las
inestabilidades son mayores cuando se aumenta la temperatura. También observamos
que el acoplamiento resonante (3) exhibe la dependencia lineal esperada con «, para
« pequefio, mientras que los no resonantes usualmente muestran un comportamiento
cuadratico para valores pequeiios de a.

Oftra caracteristica interesante es que, para algunos cruces, existe un umbral para
o bajo el cual no hay inestabilidades, y ese umbral depende de la temperatura. Esto
puede ser visto en la Fig. 4.4(b), la cual muestra que el cruce (3) da lugar a una
inestabilidad sélo si @ > 0.07, aproximadamente, cuando 1/p == 0.03, mientras que
no existe tal umbral para las temperaturas mayores mostradas en ese grafico. En el
caso del cruce (5) [Fig. 4.4(d)], existe un umbral para todas las temperaturas. Cuando
la temperatura aumenta, menores valores de « son requeridos para desencadenar una
inestabilidad.

En la Fig. 4.4 hemos mostrado el comportamiento de las inestabilidades para
unas pocas femperaturas representativas. Sin embargo, con el fin de tener una mayor
claridad acerca de la dependencia con la temperatura hemos graficado la tasa méxima
de crecimienfo para los tres cruces como funcién de la temperatura y de la amplitud
de la bomba. Esto se muestra en la Fig. 4.5. Las Figs. 4.5(a), (b) ¥ (c) corresponden a
los cruces (2), (3), y (4), respectivamente. Notemos que las tres curvas en la Fig. 4.4(a)
pueden ser obtenidas haciendo cortes con planos para pu constante en la Fig. 4.5(a);
igualmente para curvas en la Fig. 4.4(b), (¢) y (d), con planos para p constante
en la figura Fig. 4.5(b), (c) y (d), respectivamente. Es interesante notar que, para
cada valor de la amplitud de la bomba, el maximo de la tasa méxima de crecimiento
siempre ocurre para ! < 0.3. En la Fig. 4.5(a), (b} y {d) vemos que para p~! > 0.1

las inestabilidades desaparecen, pero la Fig. 4.5(c) muestra que el cruce (4) sigue
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Figura 4.5: Tasa médxima de crecimiento para diferentes valores de la amplitud de
la bomba « y la temperatura 1/p. Notar que la escala para la temperatura es lo-
garitmica. (a) Cruce (2), (pr,e_). (b) Cruce (3), (S4,p-). (¢) Cruce (4), (p4,p-).
(d) Cruce (5), (e_,p-).

siendo inestable. Vemos entonces que para altas temperaturas el cruce (4), entre
(ps, p—), es el dominante.

En la Fig. 4.6 hemos graficado la parte imaginaria de la frecuencia como funcién
del niimero de onda, para diferentes valores de o y un valor fijo de . Esta figura nos
da una indicacion sobre el ancho de banda sobre el cual ocurren los acoplamientos. Es
interesante notar que un modo de distinguir las distintas inestabilidades es graficar
[' vs. y/yo [70]. En este caso, sin embargo, yo = 1, de modo que las figuras no
cambian.Hemos etiquetado las inestabilidades como en la Fig. 4.3(a). En la Fig. 4.6(a)
tomamos 1/p = 0.01, y como es de esperar para este intervalo de valores de a, el

acoplamiento resonante (3) es el dominante, teniendo mayor tasa de crecimiento y
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ancho de banda que los demds acoplamientos no resonantes, (2), (4) y (5). Esto
también ocurre en la Fig. 4.6(b), para 1/ = 0.02. Sin embargo el ancho de banda
del cruce (3) se ha reducido significativamente, mientras que para los cruces (2) y
(4) se ha incrementado ligeramente. En la Fig. 4.6, el cruce (5) no aparece debido a

que es estable para esas temperaturas.
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Figura 4.6: Parte imaginaria de la frecuencia vs. mimero de onda normalizado, para
diferentes valores de la amplitud de la onda bomba. Las etiquetas numéricas para
los cruces se han tomado de la Fig. 4.3. (a) 1/ = 0.01. (b) 1/u = 0.02.

La Fig. 4.6 sugiere que el acoplamiento dominante puede ser diferente para dife-
rentes valores de v y pu. Podemos apreciar esto en la Fig. 4.7, donde hemos graficado
la tasa maxima de crecimiento a lo largo de todos los cruces, para diferentes tempera-
turas y amplitudes de la bomba. Las discontinuidades en la derivada de la superficie
graficada son la indicacién del cambio de régimen, donde el maximo de la tasa maxi-
ma de crecimiento cambia de un cruce a otro. En particular, para bajas temperaturas
el comportamiento dominante esta dado por el cruce (3), entre (54, p_), mientras
que para altas temperaturas estd dado por el cruce (4), entre (p, p_), el cual resulta
ser el linico acoplamiento presente para esas temperaturas.

Ahora estudiamos la relacién de dispersién, Ec. (4.25), para una onda bomba en la
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Figura 4.7: Tasa méaxima de crecimiento para diferentes valores de la amplitud de
la onda bomba « y temperatura 1/p, en escala logaritmica para la temperatura,
considerando todos los cruces existentes.

rama electromagnética [ver Fig. 4.1(b)]. Tomamos yo = 1, y resolvemos la Ec. (3.21)
para encontrar r en la rama electromagnética. En la Fig. 4.8 mostramos la relacion
de dispersion de los decaimientos para 1/p = 0.01 y w,/Q. = 1. Identificamos cinco
cruces que dan lugar a inestabilidades. En las Figs. 4.8(b)—(d) usamos diferentes
valores de o para mostrar que los cruces (1)-(5) se vuelven separaciones cuando la
bomba es encendida.

El cruce (1) es un acoplamiento no resonante entre (D_,p;). El cruce (2) es un
acoplamiento resonante entre (S_,p.), en el cual la onda bomba decae en un modo
electroacistico de frecuencia —w y una onda sideband electromagnética de frecuencia
w,. Del mismo modo, el cruce (3) es un acoplamiento resonante entre (Sy, p_), donde
la onda bomba decae en un modo electroaciistico de frecuencia w y una onda sideband
electromagnética de frecuencia w_. El cruce (4) es un acoplamiento entre (D_, S})y
corresponde a una inestabilidad modulacional resonante (y =~ 0). Finalmente, el cruce
(5) es también una inestabilidad modulacional resonante, donde el acoplamiento es
entre (L_,py).

Al aumentar o y/o p, los cruces en la Fig. 4.8 cambiaran de posicion, debido a que,
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Figura 4.8: Relacién de dispersion Ec. (4.25). Niimero de onda normalizado y =
ke/Q. vs. frecuencia normalizada = = w/Q. para yo = 1, wp/Q = 1, 1/u = 0.01.
Tomamos la onda bomba en la rama electromagnética. (a) @ = 0. (b) a = 0.001. (c)
a = 0.1. (d) o = 0.2. Las lineas punteadas representan la parte real de la solucién
cuando ésta es compleja.

por ejemplo, al aumentar u la velocidad del sonido aumenta, lo que provoca que las
soluciones S, y S_ tengan pendientes cada vez mds pronunciadas y las intersecciones
con las demds soluciones cambiaran de ubicacion. Por esta razon, no siempre es facil
seguir cada uno de los cruces a medida que variamos a y/o g, sin embargo para el
intervalo de valores en la Fig. 4.8, y un cierto intervalo de valores de p, es posible
hacerlo. En la Fig. 4.9 mostramos la tasa maxima de crecimiento para cada cruce. Es

posible identificar algunos cruces para un gran intervalo de temperaturas, mientras
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que otros pierden su identidad para valores pequefios de p. La tasa de crecimiento
de las inestabilidades en (1} y (2) crece con el aumento de la temperatura, micntras
que en (3), (4) y (5) decrece al aumentar la temperatura. En esta figura podemos
ver también que para « < 1 la inestabilidad tiene una dependencia lineal en a para
los acoplamientos resonantes y cuadratica para los no resonantes, tal como era de
esperar. El caso del cruce (3) es de particular interés, debido a que para pequefios
valores de « la tasa de crecimiento aumenta, alcanzando un cierto valor maximo, y
luego para valores suficientemente grandes de « se estabiliza. Con el incremento de
la temperatura, la inestabilidad desaparece rapidamente.

Debido a la dificultad para seguir cada cruce a grandes temperaturas, hemos
escogido los cruces (1), (4) y (5) para mostrar su comportamiento como funcién de lé.
temperatura y la amplitud de la bomba. En la Fig. 4.10 vemos que las inestabilidades
disminuyen para altas temperaturas.

En la Fig. 4.11, graficamos la parte imaginaria de la frecuencia como funcién
del mimero de onda. Notemos que, para el intervalo de temperaturas escogido en la-
Fig. 4.11, todos los cruces pueden ser individualizados. Como esperamos, Ia tasa de
crecimiento de las inestabilidades resonantes es mayor que la de las no resonantes,
es decir, €l acoplamiento (4) tiene la mayor tasa de crecimiento y cubre la banda
de mimeros de onda mas grande. Esta banda decrece con la temperatura, debido a
que la velocidad del sonido aumenta con la temperatura. En la Fig. 4.12 graficamos
la tasa maxima de crecimiento para todos los cruces para diferentes temperaturas,
vemos que para temperaturas bajo ¢! = 0.1 el comportamiento es dominado por
el cruce resonante (4) [ver Fig. 4.10(b)]. También vemos en la Fig. 4.12 que la tasa
méxima de crecimiento siempre disminuye con la temperatura.

Finalmente, resolvemos la relacién de dispersion (4.25) para y = 4.632 y xp en
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Figura 4.9: Tasa maxima de crecimiento I'pax vs. amplitud de la onda bomba «,
para diferentes valores de la temperatura 1/p. Las etiquetas numéricas de los cruces

corresponden a la Fig. 4.8. (a) Cruce (1), (D_, py). (b) Cruce (2), (S_,p;.). {¢) Cruce
(3), {S4,p-)- (d) Cruce (4), (D-,S4). () Cruce (5), (L. p4).
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Figura 4.10: Tasa maxima de crecimiento para diferentes valores de la amplitud de
la onda bomba a y la temperatura 1/u. (a) Cruce (1), (D_,py). (b) Cruce (4),
(D_,S84). (¢) Cruce (5), (L_,p+).
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Figura 4.11: Parte imaginaria de la frecuencia vs. niimero de onda normalizado para
todos los cruces en la Fig. 4.8. (a) 1/ = 0.01. (b) 1/ = 0.02.
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Figura 4.12: Tasa maxima de crecimiento para diferentes amplitudes de la onda bom-
ba a y temperaturas 1/, en escala logaritmica para la temperatura, considerando
todos los cruces en la Fig. 4.8.

la zona anémala de la rama de Alfvén [ver Fig. 4.1(b), donde dw/dk < 0]. En la
Fig. 4.13(a) hemos identificado las ramas para a = 0. Para asegurarnos de que la
onda bomba esté en la zona andmala de la rama de Aflvén, o no puede superar
el valor maximo @, >~ 0.046. Este valor depende solamente de ./w,, y no de la
temperatura, como se indica en la Ec. (3.25).

En las Figs. 4.13(b)—(d) usamos diferentes valores para o < cypax. Es interesante
notar la inestabilidad que ocurre para grandes valores de y, cercanos a x = (), debido
al acoplamiento entre (p_,ps), el cual puede ser considerado como una inestabili-
dad modulacional electromagnética. En la Fig. 4.14 graficamos la tasa maxima de
crecimiento considerando todas las inestabilidades mostradas en la Fig. 4.13. Para
altas temperaturas, existe una transicion desde una inestabilidad dominante a otra,
a medida que aumentamos «. El comportamiento con la temperatura es similar al
de los casos anteriores, para la onda bomba en la rama de Alfvén [Fig. 4.7] y en
la rama electromagnética [Fig. 4.12]. Sin embargo, notamos que Iy, [Fig. 4.14] es
aproximadamente un orden de magnitud mayor que en la Fig. 4.7, cuando la bomba

es una onda en la zona normal de la rama de Alfvén. Esta diferencia puede ser ob-
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servada en la Fig. 4.15, donde escogemos una amplitud de la onda bomba a = 0.04
y una temperatura p, y graficamos la tasa maxima de crecimiento en funcién del
nimero de onda, en la rama de Alfvén. La inestabilidad aumenta conforme aumenta

el niimero de onda yp, llegando a su maximo valor dentro de la zona anémala.

16 e .
(a) (b)
4
12k A\ \S 12b
=~ B% = 8\ .
e 4 <
/
L I 1 1 1 1
=S o Y —= =1 0 Tz 3
e X
16 : 16
(c) (d)
12 12+
) 4ﬁ
0 L 0 | { n
32 a0 0 1 2z 3 Gy a4 0 1 2 3
X X

Figura 4.13: Relacién de dispersién Ec. (4.25). Nimero de onda normalizado y =
kc/Q. vs. frecuencia normalizada z = w/Q, para yo = 4.632, w,/Q. = 1, 1/ = 0.01.
Hemos tomado la onda bomba en la zona anémala de la rama de Alfvén. (a) a = 0.
(b) @ = 0.01. (¢) & = 0.03. (d) @ = 0.04. Las lineas punteadas representan la parte
real de la solucién cuando ésta es compleja.
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Figura 4.14: Tasa méxima de crecimiento para diferentes valores de la amplitud
de la bomba « y la temperatura 1/p, en escala logaritmica para la temperatura,
considerando todos los cruces en la Fig. 4.13.
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Figura 4.15: Tasa maxima de crecimiento 'y, vs. niimero de onda de la onda bomba
Yo, para cv = 0.04 y diferentes temperaturas. Las lineas verticales indican el valor de

Yo donde dw/dk = 0.

4.4, Conclusiones

Hemos analizado los decaimientos paramétricos de una onda transversal circular-
mente polarizada en un plasma relativista de electrones y positrones con temperatu-
ras relativistas, solucion exacta a las ecuaciones de fluidos relativistas encontrada en
la Ref. [35]. Estudiamos la aparicién de los decaimientos, sus tasas de crecimiento y

su intervalo de inestabilidad para diferentes temperaturas y amplitudes de la onda
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bomba. También consideramos ondas bombas en tres posibles regiones: ent la rama de
Alfvén; cerca del origen y en la zona anémala, y en la rama electromagnética. Exis-
ten acoplamientos resonantes y no resonantes cuando la onda estd presente. Para
temperaturas suficientémente grandes, la mayor parte de las inestabilidades desapa-
recen. Para ciertos acoplamientos existe un umbral en la amplitud de la onda bomba,
bajo el cual los modos permanecen estables; s6lo una vez superado ese umbral las
inestabilidades comienzan a crecer.

Cuando la onda bomba pertenece a la zona andémala de la rama de Alfvén
(dw/dk < 0 para w > 0), la dependencia con la temperatura es similar a la de los
casos anteriores, pero notamos que 'y, se incrementa rapidamente con «, a diferen-
cia de lo qﬁe ocurre en la zona normal vy en la rama electromagnética, lo cual sugiere
que ondas de amplitud finita en este intervalo de frecuencias se desestabilizaran mas

rapido, algo que pretendemos estudiar més adelante.




Capitulo 5

Automodulacién de ondas de
Alfvén en plasmas fuertemente
magnetizados

El estudio de los decaimientos paramétricos presentado en el Capitulo anterior no
es el tinico modo de estudiar la evolucién no lineal de una onda. De hecho, esperamos
que sea relevante mas bien para la evolueién temprana de la onda, cuando las ondas
producidas por los decaimientos sean de amplitud pequeiia, justificando la linealiza-
cién de las ecuaciones de fluido. Para tiempos mayores requerimos en general otros
formalismos, en particular basados en ecuaciones no lineales para la amplitud de la
onda, que permiten estudiar, por ejemplo, la aparicién de estructuras localizadas.

El objetivo de este capitulo es estudiar la formacién de solitones como resultado
de la propagacion de una onda no lineal de Alfvén, en un plasma relativista de
electrones y positrones fuertemente magnetizado. Como en los capitulos anteriores,
introduciremos también el efecto de temperaturas relativistas. Usaremos la solucién
encontrada en el Cap. 3, la cual como vimos presenta dos ramas: la electromagnética
y la de Alfvén, las cuales fueron estudiadas en detalle en el Cap. 3 y la Ref. [35].

Vimos que ademés de la rama de Alfvén tipica, €l rango de baja frecuencia posee

48




49

una zona anémala, donde dw/dk es negativa. En este capftulo consideraremos ambas
zonas de la rama de Alfvén: la normal y la andmala.

Los resultados de este capitulo han sido publicados en la Ref. [T1].

5.1. Ecuaciones no lineales

En muchas ocasiones las ondas que se propagan en un plasma son capaces de
adquirir amplitudes finitas, tal due las relaciones de dispersion lineales, validas sélo
para pequefias amplitudes, ya no son capaces de describir los fendmenos. Existen
dos ecuaciones no lineales .que han sido ampliamente estudiadas en relacién a la
propagacién de ondas no lineales en plasmas: la ecuacién Korteweg-de Vries (Kdvy
y la ecuacién no lineal de Schrodinger (NLS). Cada una describe distintos tipos de
no linealidades. En esta seccién daremos una pequeiia descripciéﬁ de cada una de

estas ecuaciones, la cual servird como base para el desarrollo de este capitulo.

5.1.1. Ecuacién de Korteweg-de Vries (KdV)

Esta es una de las ecuaciones mas famosas en €l estudio de ondas no lineales,
uséndose en muchas 4reas de la fisica incluyendo la fisica de plasmas [72-74]. La

forma general de la ecuacion KdV es

o ov P
E--}*‘Il-a--l-ﬁ“é‘—z?:o, (5.1)

donde ¥ describe la amplitud de alguna cantidad fisica del sistema y 8 es una cons-
tante. Notamos claramente la naturaleza no lineal de esta ecuacién, debida a la
presencia del segundo término en (5.1). El tercer término en (5.1) contribuye como

un término dispersivo.
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Usando la transformacién £ = z — v, la Ec. (5.1) se puede escribir como

d¥  _d¥ BT
CETYE TP E "

Escogiendo condiciones de borde tales que la solucién esté localizada: ¥ — 0 y

(5.2)

d¥/d¢ — 0 cuando & — koo, una solucién es

¥(£) = Bvsech (\/gg)z , | (5.3)

o en funcién de las variables originales,

U(z,t) = 3usech (\/g z _2'”‘5) . (5.4)

La Fig. 5.1 muestra la solucién (5.3) para v = 1/3 y 8 = 1/2. Vemos que la am-

plitud alcanza su méximo en £ = 0 y se desvanece para £ — +oo. De la Fig. 5.1
y la Eec. (5.4) vemos que esta solucién representa una protuberancia localizada mo-
viéndose con velocidad v. Debido a que esta onda se propaga con gran estabilidad,
sin sufrir deformaciones, es conocida como una onda solitaria. Se ha probado que una
onda solitaria es capaz de sobrevivir a la colisién con otra de estas ondas. Por este
comportamiento tipo particula es que estas ondas reciben el nombre de “solitén”.
HEste tipo de soluciones existe debido al balance que existe entre los efectos no
lineales y dispersivos del sistema {segundo y tercer término en la Ec. {5.1), respec-
tivamente]. Se puede demostrar [75] que el término no lineal ¥9¥/dz provoca que
la parte superior de la onda fenga una velocidad mayor que la parte inferior de
ésta, produciendo que el pulso se deforme, haciendo que la parte superior de la onda
sobrepase a la parte inferior. Este efecto es compensado con el término dispersivo,
deteniendo la deformacién de la onda y dando como resultado que el pulso tenga la

forma de un soliton.
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Figura 5.1: Amplitud ¥ vs. £, solitén Ec. (5.3), parav=1/3y f=1/2.

5.1.2. Ecuacién no lineal de Schrédinger (NLS)

La ecuacion no lineal de Schrodinger permite describir una onda cuya amplitud es
los suficientemente grande tal que, al propagarse, modifica las propiedades del medio
de modo que su amplitud deja de ser constante, evolucionando a una envolvente
soliténica. Supondremos que los efectos no lineales del medio dan como resultado
una modulacién sobre la amplitud de una onda plana que se propaga a través de

éste. La onda plana que es modulada se puede escribir como
U(z,t) = O(z, t)e'*or—0D o §(z, t)"e HFoz—w0t) | (5.5)

donde ®{z,t) es la envolvente compleja de la onda plana modulada. Supondremos

que esta onda plana satisface una relacién de dispersién no lineal de la forma
w=w{k,[2]), (5.6)

donde hemos supuesto que la no linealidad depende de la amplitud de la onda. Con

una relacion de dispersién de esta forma, podemos construir una ecuacion para ®
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de la signiente forma [75]: expandimos w en torno a una cierta frecuencia wy y el

correspondiente niimero de onda kg

10%w
2 Ok}

w=wy+ —(k ko) + =2 (k — ko) + 25|07, (5.7)

3l¢’l2
donde dw/Bky, 8*w[OkE v Ow/O|®|? han sido evaluados en k = ky y @ = 0. Sdlo
hemos considerado el orden més bajo en la no linealidad. Sustituyendo w — wy por €l

operador 18/8t y k—ko por —i8/0z, en la Ee. (5.7) y aplicandolo sobre ®, obtenemos

& 2 2@ .
i(a—q) 8“’3) 10w9 128 = 0. (5.8)

Fatadbuiod o3
Bk 07 ) 20K 022 a[<1’|2I
Usando la transformacién € = z — (Ow/8ko)t y 7 = ¢, la ecuacién anterior se reduce

a

i+ PZ2 L glapa —o, (5.9)

donde P = (1/2)0%w/0k% es la mitad de la derivada de la velocidad de grupo,
¥y Q = Bw/8|®2 el cambio no lineal en la frecuencia. La Ec. (5.9) es conocida
como la ecuacién no lineal de Schridinger, debido a su similifud con la ecuacién de

Schrodinger conocida de lIa meednica cuintica,

oY A 0% .
ha— + 9m 9€2 + V(¢ T‘)’@[J =0. (5.10)

En este caso, el potencial V' depende de la amplitud de la misma onda |82
Es posible obtener soluciones de la Ec. (5.9), pero la naturaleza de la solucién

dependeré de los signos de P y (. Si ambos tienen el mismo signo, es decir, PQ > 0,

la solucién de la Ec. (5.9), la cual tiende a cero cuando & — oo, representa una

O(L, 7} = 1/—%—'sech ( —%5) e, (5.11)

onda solitaria:
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donde v es una constante [76]. Esta solucién tiene una forma similar a la solucién
soliténica encontrada en la seccién anterior, por lo tanto es llamada envolvente so-
liténica (como se muestra en la Fig. 5.2). Una de las diferencias de esta solucion
con la de la ecuacion KdV, es que esta envolvente solitonica se mueve a la velocidad
Ow/Oky, la cual es independiente de la amplitud de la envolvente. De hecho, se pue-
de mostrar que realizando una transformacién de la forma € = é —vr y 7 =17, la

solucion (5.11) se puede escribir como [76]

B(E,7) = \/%sech N% (€— v'r)] exp |:z (%) = % {(5%)2 + 21/} 1'] (5.12)

donde v y v son variables independientes. Esta solucién muestra que la velocidad del

solitén puede ser escogida de forma independiente de la amplitud y de dw/dky.

1.0

0.5

Figura 5.2: Envolvente soliténica. Linea continua: W(&,0). Linea segmentada: envol-
vente ®(&,0).

En la Sec. 5.4.2 veremos de manera mas clara que cuando P y @ tienen el mismo

signo (PQ > 0), se desarrolla una inestabilidad modulacional, la cual produce una

solucién del tipo (5.11), mostrada en la Fig. 5.2.
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5.1.3. Potencial de Sagdeev

Hasta ahora, hemos visto dos ecuaciones no lineales que resultan en soluciones
soliténicas, dependiendo de los pardmetros involucrados. Mostraremos un método
que nos permitira conocer si uﬁa ecuacién diferencial puede producir soluciones en
forma de solitén. Este método es conocido como el potencial de Sagdeev, o pseu-
dopotencial. Usaremos como ejemplo la ecnacién KdV para mostrar cémo funciona
este método.

La Ec. t5.2) se puede escribir como [77]

% = 20¥ — 2, ' (5.13)

El lado derecho de esta dltima ecuacién puede ser escrito, a su vez, como el gradiente

de un potencial, con lo cual queda una ecuacién similar a la que se obtiene al estudiar

el movimiento de una particula bajo la accién de un potencial:

£Y _ av
de2 T dv-

(5.14)
En este caso, V = —v¥? + ¥3/3. La Fig. 5.3(a) muestra la variacién del potencial
en funcién de la amplitud. Vemos que el potencial es nulo en ¥ = 0 ¥ su segunda
derivada es menor que cero en ese punto, por lo que es un maximo local. Para
0 < T < 3w el potencial es negativo, si v > 0. Y para ¥ > 3v el potencial es positivo.
En la Fig. 5.3(b) vemos d?¥/d&?, que representa la fuerza en el caso de una particula
sometida a un potencial.

Imaginemos una pseudoparticula sometida al potencial mostrado en la Fig. 5.3,
partiendo de ¥ = (. A medida que la pseudoparticula avanza hacia la derecha,

¥ > 0, el potencial se vuelve negativo y la fuerza positiva. En ¥ = 2v el potencial

alcanza su minimo valor y la fuerza comienza a cambiar de signo. Una vez que la
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Figura 5.3: (a) Potencial V' vs. U. (b) d?¥/d¢? vs. ¥. Ambos grificos para v = 0.7.

pseudoparticula alcanza ¥ = 3w, el potencial es cero y la fuerza es positiva, por lo que

esta pseudoparticula se devolverd. El proceso de regreso serd anélogo, pero al llegar

a ¥ = 0 la fuerza sera nula, por lo que la pseudoparticula permanecers en ese lugar.

Notamos que si la fuerza fuera distinta de cero, la pseudoparticula oscilaria entre los

dos extremos del potencial. Ahora bien, en lugar de la posicién de la pseudoparticula

.debemos hablar de la amplitud de la onda, por lo que el andlisis anterior indica

que ésta tendrsd un maximo igual a 3v y sera siempre positiva, tal como se muestra

en la Fig. 5.1. Vemos entonces que este potencial da como resultado una solucién

soliténica, como ya sabfamos de la Sec. 5.1.1.

Hemos aprendido que la forma que tenga el potencial determinara si existe una

solucidon en forma de solitén. La condicién para que exista un solitén es:

. &V

®) —52
d¥? |y

< 0.

(i) V(¥max > 0) > V(0).
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5.2. Onda circularmente polarizada

Usaremos la onda circularmente polarizada descrita en el Cap. 3. Usando el gauge

de Lorentz, la ecuacién de ondas para el potencial vector es

2’4 VA = U — 7
a7 " = 4dmene(t, — Ue) . (5.15)

La onda electromagnética circularmente polarizada, dada por los campos Ecs. (3.9)

v (3.10), puede ser escrita en términos del potencial vector como
A = aplcos(kz — wt)z + sin(kz — wt)g] . (5.16)

Usando las ecuaciones de Maxwell podemos relacionar la amplitud del potencial
vector con la de los campos eléctrico y magnético. De esta manera, la velocidad
transversal inducida por la onda, Ec. (3.16), se puede escribir

v = e ( “ ) , | (5.17)

Yime Fitw + ;€2

donde 7. = 1 y 0, = —1, y el factor relativista es

. (1 _ LEfJ) " (5.18)

Usando la definicién para la velocidad Ec. (5.17), podemos escribir la relacién de

dispersién para la onda, Ec. (3.21), en funcién de las velocidades, como

2
w

w? - =——F (g —u,), 5.19

(0~ ) (519)

donde A = e?/(m3c?) y A = |A|. Usaremos la misma normalizacién que en los

capftulos anteriores, z = w/SQ,, y = ck/Q,, y definimos © == wp,./Q.
Podemos notar que en general la velocidad del fluido depende de A [ver Ee. (5.17)],

de modo que la ecuacién de ondas para A es no lineal. En la Ref. [57] se muestra
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.que en el limite débilmente magnetizado, debido a esta dependencia de la velocidad
en A estas ondas dan origen a solitones.

Para el caso de ondas de Alfvén de baja frecuencia en un plasma fuertemente
magnetizado, se puede llevar a cabo un tratamiento analitico. Este serd descrito en
la préxima seccién, donde obtendremos una ecuacién no lineal de Schrédinger para

la propagacién de ondas de Alfvén.

5.3. Plasma fuertemente magnetizado

Los modos de baja frecuencia pueden ser estudiados en el limite fuertemente mag-
netizado para plasmas de electrones y positrones. Este régimen de baja frecuencia
corresponde a la rama de Alfvén en la relacién de dispersién, Ec. (5.19) [ver Fig. 5.5].
En el limite fuertemente magnetizado, £ = w/Q, < 1, podemos usar expresiones
aproximadas para la velocidad, capturando los efectos no lineales mas importantes
producidos por el potencial vector en el factor relativista.

Primero, supondremos que la direccién de la velocidad estd dada por el vector po-
tencial, asi

A

La Ec. (5.17) puede ser escrita como
LR NAY:! (—i——) 5.21
Reemplazando el factor relativista (5.18) en la Ec. (5.21), obtenemos la siguiente
ecuacién para la velocidad de cada fluido:
2

1/2
s
vy — vl — (f7 + AAD) a0 — 2 f;cP07 (1 — j) +AA% R =0, (5.22)




a8

Esta ecuacién puede ser resuelta.de forma analftica en el limite fuertemente magne-
{izado £ < 1, para asi obtener expresiones aproximadas para la velocidad, las cuales

50N

L L g

2 8

+ gnj/\Ag P2t — VAAFAF? + 224045, (5.23)
1’2_2 = VA(z — n;f2? + f2z°) — %\/)_\Af(Zf2 + AA%)xd

VAP + A4S, (5.24)
= VR +mifat + %) + TVAAFRS? + A%

+VRAF(S? + 2AAD), (5.25)
Yf} =1 — Tij%ﬁ - lef;m4 — VAAf®

— gn,-,\Az PPt — VIAP(f2 + 2AA%)58. (5.26)

Con el objetivo de estudiar los efectos no lineales dominantes en la ecuacidn de
ondas (5.15), hemos considerado las expansiones para las velocidades hasta el orden
O(z®); de otra manera la ecuacién de ondas seria lineal en A y no aparecerfan efectos

interesantes [ver Ec. (5.30)].

Cada una de las soluciones (5.23)-(5.26} resulta corresponder a diferentes zonas
de la rama de Alfvén. Para poder asociar cada solucién con su zona respectiva, en la
Fig. 5.4 se muestran junto con la solucién numérica exacta para la velocidad (5.21),

para positrones y electrones.

Consideremos para empezar sélo la solucién exacta para los positrones {linea pun-

teada negra en la Fig. 5.4(a)]. Para > 0, existen dos soluciones posibles. Una de
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Figura 5.4: Velocidad vs. frecuencia normalizada = = w/Q, para vVAA = 0.2, 1/p =
0.02 y wpe/Q = 1. Linea punteada (negra): solucién exacta, Ec. (5.21). (a) Velocidad
de los positrones. La linea continua (azul) es la solucién aproximada v, Ec. (5.24);
la linea segmentada (roja) es la solucién aproximada vy, Ec. (5.23). (b) Velocidad
para los electrones. La linea continua (azul) es la solucién aproximada ve, Ec. (5.24);
la linea segmentada (roja) es la solucién aproximada v.;, Ec. (5.23).

esas soluciones tiende a cero cuando z — 0, y la otra tiende a uno cuando r — 0. Al
comparar con la Fig. 3.1 (Fig. 1 en Ref. [35]), vemos que la primera corresponde a la
velocidad que los positrones tienen en la zona normal y la segunda a la que tienen
en la zona anémala, donde dw/dk es negativa. En esta zona anémala, los positrones
resuenan con la onda de Alfvén, por lo que la velocidad de éstos tiende a la velocidad
de la luz. Lo mismo ocurre para los electrones, pero para x < (), como se observa en

la Fig. 5.4(b), dando origen a otra zona anémala, donde v./c — —1 para r — 0.

Ahora observamos la solucién aproximada, obtenida a partir de las Ecs. (5.23)—
(5.26), para positrones y electrones. La Fig. 5.4 muestra que, para los positrones,
las dos soluciones relevantes cerca de x < 1 son vy, y vpp; para los electrones, son

Ue1 ¥ Uep. En la Fig. 5.4(a) la linea continua (azul) corresponde a vy, [Ec. (5.24)]. y

aproxima a la solucién exacta en la zona normal. La linea segmentada (roja) es vy,
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[Ec. (5.23)], y describe la zona anémala. Notemos que en ambos casos, para |z| < 1
tenemos un muy buen ajuste de la solucién exacta. Para los electrones, Fig. 5.4(b);
la linea continua (azul) es ve [Ee. (5.24)], la cual corresponde a la zona normal,
mientras que la linea segmentada (roja) es ve [Ec. (5.23)], que describe la zona

andémala. Nuevamente, tenemos un buen ajuste en ambas situaciones, para |z} < 1.

5.4. Ziona normal de la rama de Alfvén

5.4.1. Ecuacién no lineal de Schrodinger para la-amplitud
de la onda

Estudiaremos el comportamiento de la onda circularmente polarizada en la zona
normal de la rama de Alfvén, para el limite |z| <« 1. Como se muestra en la Sec. 5.3
[ver Fig. 5.4], para esta zona la solucién aproximada para las velocidades de electrones

=

y positrones estd dada por la Ec. (5.24),

v—; = VAA(e— fa* + [%a°) - %\/XA f2f% + AA%)at
+VAAFH(f2 + 20425, (5.27)
2 = At o+ ) + ';“/Xﬂf(QF + A%z

VIAF(F? + 22 A%a®. (5.28)

Reemplazamos estas soluciones aproximadas en la relacién de dispersién (5.19), ob-

teniendo la relacién de dispersién aproximada en este limite:
2 2 2 2 2oy £2 N —
a? — P+ O f2? 2+ (22 + MAY)] = 0. (5.29)

Vemos en la Fig. 5.5 que esta relacién de dispersién aproximada describe perfecta-

mente la zona normal de la rama de Alfvén, en el limite |z} < 1.
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Figura 5.5: Relacién de dispersién, nimero de onda normalizado y = ck/Q, vs.
frecuencia normalizada x = w/S, para VAA = 02, 1/ = 0.04 y © = 1. La linea
punteada (negra) es la solucién exacta, Ec. (5.19). La linea continua {(azul) representa
la solucién aproximada, Ec. {5.29), valida para |z| < 1.

Con las soluciones aproximadas para la velocidad, la ecuacién de ondas para el
potencial vector Ee. (5.15) queda

2 1 27
%—tf - 022721 — Wi fa 2+ 2 (2% + XA A = 0. (5.30)

Con el objetivo de estudiar inestabilidades modulacionales, introducimos una
representacién modulacional compleja y espacio-dependiente, para la amplitud de la

onda electromagnética circularmente polarizada [52]:

A= % [a(z, t)e™t i + a(z, 1) e ﬁ*] ; (5-31)
donde
s & — 1
- 5.32
V2 5:32)

De no existir modulacion,

a{z,t) = V2 ape™* . (5.33)

Acd, a(z,t) representa la envolvente compleja de una onda modulada que varfa muy

lentamente, tal que, 82a < w?a, entonces la Ec. (5.30) produce la siguiente ecuacién
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para a(z, B),

% + 2%% + {%’ + O fw [ | 4“";2 (472 + )\la|2)] } a=0. ‘(5.34)
Definiendo

Pl) =<, (5.35)

Rloylaof) = & + %70 (145 4 Qe (5.30)

Q) = I3, (537)

podemos reescribir la ecuacién de ondas, Ec. (5.34) como

2

20 4 Pl) e+ Bl Jaoat Qu)(laP ~ Jaala=0.  (5.38)

Notemos que’en la Ec. (5.38) hemos agregado y quitado un término proporcional a
laof?. Asi, nos aseguramos que cuando se cumple (5.33), entonces (5.38) se convierte
en (5.29), que es la relacién de dispersién de la onda electromagnética no perturbada
en el limite fuertemente magnetizado.

Finalmente, haciendo la transformacion
a —» aetRlwlal) (5.39)

la Ec. (5.38) puede ser escrita como una ecuacién de Schrédinger no lineal:

6

% 1 )22 1 QU)(af - laof)a = 0. (5.40)

5.4.2. Inestabilidad modulacional

De las Ecs. (5.35) y (5.37), podemos ver que P({w) y Q(w) tienen el mismo signo,
por lo tanto se satisface la condicién necesaria para desarrollar una inestabilidad

modulacional [75].
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Para estudiar la estabilidad de la modulacién descrita por la Ec. (5.40), introducimos

dos variables reales p y o para descomponer a en su parte real y compleja, como [52]
a=+/p(z,t) €7 | (5.41)

con lo que (5.40) se transforma en

_p g ( oo '
0 = -5£+2Pb-;- (P"a;) 1 (5.42)

| do 1 [(8p\® 1% do\®
Qe — po) —,a“*“Pliﬁ(a),—%@‘f' % ,
donde py = |ag|?. Para linealizar estas ecuaciones, escribimos

iky z—iwrt

P=pot+ e 3

— ik z—iwgpt
o = g€ R

donde p; ¥ o1 son cantidades a primer orden. Asi, obtenemos la relacion de dispersién

para la modulacion de baja frecuencia
W2 = P2L — 2PQpok2 (5.43)

donde notamos que si PQ < 0, la frecuencia wy, serd siempre real, por tanto la
modulacién serd estable. En cambio, como dijimos en un comienzo, si PQ > 0 ia
frecuencia wy, serd negativa para valores pequefios de ky, por lo que la modulacién
seré inestable y crecera. Este ltimo es nuestro caso, ya que sabemos que P(w) y Q(w)
tienen el mismo signo. La tasa méaxima de crecimiento viene dada por I’ = Qpy [52].
En la Fig. 5.6 graficamos la tasa maxima de crecimiento normalizada definida por

41

)"wpep()

TChor = = Ofz%, (5.44)

como funcién del niimero de onda normalizado i obtenido de la relacién de dispersién

normalizada, Ec. (5.29).
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A medida que aumentamos la temperatura, la tasa méxima de crecimiento dismi-
nuye. Esto es debido a que para r < 1 en la zona normal la relacién de dispersion es
x = y/\/1+20%f, y cuando la temperatura es grande (f > 1) la tasa de crecimien-
to se comporta como [yor & 32 /(©24/8f). Por otra parte, en contraste con el caso
débilmente magnetizado (rama electromagnética) [57], acd la tasa de crecimiento

aumenta con el niimero de onda.

0.15 T T

0.1

nor

0.05

O-G .-I L i

Figura 5.6: Tasa maxima de crecimiento normalizada, Ec. (5.44), como funcién de
y = ck/Q.. Usamos w,e/Q = 1 y VAA = 0.2. Linea continua (negra): 1/u = 0.01.
Linea segmentada (azul): 1/p = 0.1. Linea punteada (roja): 1/u = 0.5.

Cuando la modulacion crece, la inestabilidad evoluciona hacia un estado no lineal,
en el cual existe un balance entre la dispersion y la no linealidad. Para estudiar ese
estado no lineal, nos centramos en la Ec. (5.40) para a(z,t) y definimos la variable

normalizada

a'(za t) = kIJ(ﬁ)ei" :

> (5.45)

donde € = (Qa2/2P)*x y x = z — Vt. Acd V es la velocidad de grupo efectiva del

(

paquete de onda [78], y

)i
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con 7 un parametro libre. De esta manera, nos hemos cambiado al sistema de refe-
rencia que se mueve solidario con el paquete de onda. Usando la Ec. (5.45) en (5.40),
obtenemos

2

= =0 72)¥ — 208, (5.46)

De la Ref. [57] sabemos que las soluciones a esta ecuacién indican que puede
haber tanto trenes de onda periddicos como solitones localizados, dependiendo de los
valores de T [ver Fig. 2 in Ref. [57]]. En nuestr;> caso podemos analizar la Ec. (5.46)
con el formalismo del potencial de Sagdeev [77), tal como se realizé en la Ref. [71].

Para ello, reescribimos (5.46) en la forma

1 /dw\?
3 (E) +U(¥) =0, (5.47)
donde el potencial estd dado por
4 _ .2 .
U(T) = % _2 27 w2, (5.48)

con la condicién de borde I/(0) = 0. Usamos este potencial para hacer una analogia
con un oscilador en un pozo de potencial. El potencial es positivo para ¥ > /2 — 72,
y negativo para ¥ = 0y ¥ = /2 — 72 [ver Fig. 5.7]. Por lo tanto, existe un solitén
para 0 < ¥ < 2 —172,51 0 < |7} < V2.

Como caso particular, consideraremos 7 = 1 y ¥/(0} = 0. En este caso tenemos

como solucién una onda solitaria localizada ¥ = sech(§) [57,79], por lo que la solucién

de la Ec. (5.46) es
Qag i
a(z,t) = agsech 55 X e (5.49)

y por lo tanto

p(z,t) = la(z,t)a*(z, t)] = pysech® (\/_fxzrf) . (5.50)
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I*l

Figura 5.7: Potencial de Sagdeev U(¥), Ec. (5.48). Linea continua (negra): 7 = 0.
Linea segmentada (azul): 7 = 1. Linea punteada (rojo): 7 = 1.4.

donde € = wye/(2¢)v/Apo x. Esta solucién es una envolvente soliténica, debido a que
es la envolvente del paquete de ondas la que tiene la forma de una onda solitaria.
En la Fig. 5.8 mostramos esta solucion en funcién de la temperatura y del nimero
de onda. En la Fig. 5.8(a) graficamos p como funcién de € y 1/u. Notamos que el
solitéon tiende a ser mas ancho a medida que la temperatura aumenta, debido a que
la solucién tendré la forma p ~ pgsech? (y*€/20%\/T). En la Fig. 5.8(b) graficamos
p como funcién de £ e y, obtenido de la relacién de dispersion, Ec. (5.29). En este

caso la localizacién del soliton aumenta con el niimero de onda y, en contraste con

el caso débilmente magnetizado [57].
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Figura 5.8: (a) Solucién soliténica Ec. (5.50) como funcién de € y 1/p = kpT/(mc?),
para y = 0.8. (b) La misma solucién anterior, pero como funcién de y, para 1/p = 0.1.

5.5. Zona anomala de la rama de Alfvén

5.5.1. Relacion de dispersion

En esta seccién investigaremos la zona andmala de la rama de Alfvén. En la
Sec. 5.3 obtuvimos las soluciones aproximadas para la velocidad (5.17), e identifi-
camos las soluciones correspondientes a la zona normal y a la zona andmala. Para
tener la primera correccién no lineal en la ecuacion de ondas dada en la Ec. (5.15),
conservaremos los términos hasta el orden O(z?). Més adelante mostraremos que si
mantenemos los términos hasta orden @(z°), tal como se hizo en la Sec. 5.4, el resul-
tado final no variara significativamente. Centraremos nuestra atencion en el primer
cuadrante de la relacién de dispersion x,y > 0. Como se muestra en la Sec. 5.3 y la
Fig. 5.4, la aproximacién correcta a las velocidades en esta zona, son la Ec. (5.24)

para electrones y la Ec. (5.23) para positrones, por lo tanto

Ye = VA - fi?), (5.51)
-

% o_ gl (5.52)
é 2
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Notemos que, para z,y > 0, los positrones resuenan con la onda de Alfvén, por
lo que su velocidad en la zona andémala tiende a la velocidad de la luz. Por otro
lado, los electrones no resuenan, por lo que su velocidad tiende a cero en esa zona.
Usando (5.51) y (5.52), la relacién de dispersién (5.19) queda

7® —y* + 02 [7:1?'2 (1 ~ g) — (1 —fa;)] =0. (5.53)

En la Fig. 5.9 comparamos esta solucién aproximada con la solucién exacta, Ec. (5.19),

mostrando una muy buena correspondencia en la zona andmala.

2.30 T T T T T

2251 -

= 220

2.15

2.10 !

Figura 5.9: Relacién de dispersion en la zona anémala, niimero de onda normalizado
y = ck/Q. vs. frecuencia normalizada z = w/S, para VAA = 0.2, 1/p = 0.04 y
© = 1. La linea punteada (negra) es la solucién exacta de la relacién de dispersidn,
Ec. (5.19). La linea continua (azul) es la solucién aproximada, Ec. {5.53).

5.5.2. Ecuacién no lineal de Schrodinger para la amplitud
de la onda

Reemplazando las Ecs. (5.51), (5.52), y Ec. (5.20) en la ecuacién de onda, Ec. (5.15),

LY | 272\ 1 -
W'—(’,‘?W:w;e [(1—%) —ﬁ-A——-SE(l—fﬂl):lA (554)

tenemos
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Al igual que en el caso anterior, usamos la representacién modulacional compleja

y espacio dependiente para el vector potencial, Ec. (5.31), y tomamos el limite de

variaciones temporales lentas 82a < w?a. Obtenemos

Ba 0% [w wi fw 1wl fAu? -1
W*%@*{E_z_m(l_ﬂ_c)]”ﬁi (1‘ ma)'“' @=0. (559

Notemos que a diferencia del caso anterior, Ec. (5.30), ahora tenemos |a|™? én el

factor n¢ lineal. Al igual que en la Ec. (5.34), definimos

Plw) = % , (5.56)
R@) = -2 (1- £ 1 Qe (5.57)
Qw) = % (1 - 1;2_;;%2) , (5.58)
por lo que la ecuacién de ondas se transforma en
2 4 P22 4 Bw)a+ Q)(al™ — faol ) a=0.

ot 022

De no existir modulacién [ver Ec. (5.33)], recuperamos la relacién de dispersién,
Ec. (6.53). Ahora, usando la misma transformacién que en la Sec. 5.4, Ec. (5.39),
obtenemos una ecuacién tipo Schrodinger con una no linealidad en forma de ley de
potencia:

Ja
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i + P@) 53 + Q)(lal™ — las ) a=0. (5.59)

Para estudiar el comportamiente no lineal en la zona andmala, hacemos una
transformacién al sistema, de referencia solidario con el paquete de ondas, definiendo
la variable

a(z,t) = ag¥(€)e, (5.60)
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donde la nueva. variable ¥ dependé de £ = (Q/2Pag)Y?x, con x =2~ Vty

1 v:ooQ L\
LAV L. LA PY
1=3p" (4P+2agT

Reemplazando la Ec. (5.60) en la Ec. (5.59), obtenemos la ecuacién

%?2_ =(2—-7)¥ -2, (5.61)

la cual podemos reescribir como (5.47), con un potencial de Sagdeev dado por

2 — 72

U(T) =20 — 02, (5.62)

con U(0) = 0.
Separamos el estudio de este potencial en tres casos. Primero, para 72 < 2, el po-
tencial es cero en ¥ = 0y ¥ = 4/(2 — 72) > 0. Podemos ver que en el intervalo
0 < ¥ < 4/(2 — 7?) el potencial es positivo, y para ¥ > 4/(2 — 72) el potencial es
negativo. Por lo tanto, no existe una estructura confinada para U < 0, con lo que no
hay una solucién soliténica en este caso. Para 72 = 2, el potencial es siempre positivo
para ¥ > 0, y U = 0 sélo para ¥ = 0, entonces no hay solucién soliténica en este
caso tampoco. Finalmente, para 72 > 2 el potencial es siempre positivo para ¥ > 0.
Por lo tanto, en ningiin caso existe solucién soliténica.

Examinemos el caso particular 72 # 2, con la condicién de borde ¥(0) = 1y

W(0) = 0. En este caso, la solucién de la Ec. (5.61) es

T = 1 [1'2 cosh ({\/2——7'2) — 2] . (5.63)

72 -2
Para 72 < 2, esta solucién diverge en £ — o0, por lo que la vinica solucién fisica

posible es un tren de ondas periédico para 72 > 2, dado por

B(E) = 5 [T2 cos (@/ﬂ) _2] . (5.64)

2 —
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Como ilustracion, la Fig. 5.10 muestra ¥(€) para 72 = 3, en cuyo caso
W(E) =3cos(€) —2. (5.65)

Usando la Ec. (5.60) podemos encontrar

a(z,t) = [3 cos (\,"2;2“0 X) — 2] e, (5.66)

plz.t) = [3 cos ( 1- fz;z E_) - 2“ : (5.67)

donde € = (wye/c) (\/ ao) x. Es claro que la temperatura y el nimero de onda

y por lo tanto

tienen un efecto muy pequeno en el perfil de la onda, debido a que x?f? es pe-
queno, como se muestra en la Fig. 5.10, donde hemos graficado la solucién periédica

Ec. (5.67) en términos de la temperatura.

Figura 5.10: Solucién para la envolvente, Ec. (5.67), como funcién de € y 1/pu =
kgT/(mc?), para y = 2.22.

Podriamos preguntarnos si la expansién hasta z° en las velocidades, Ecs. (5.51)
y (5.52), el mismo orden considerado en la zona normal, Sec. 5.4, podria introducir
nuevos efectos no lineales que produzcan un comportamiento soliténico. En lugar de

la Ec. (5.59), obtendriamos una ecuacién de la forma

2
13—(: + P(w ) 7a =+ Q(w)la| ™ a+ S(w)|ala+ T(w)|al*a=0, (5.68)
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donde
PW) = o, (5.69)
sw = -2Pare, (5:71)
Tw) = J; )‘%;3 (1—85‘:’). (5.72)

Acé, Sy T son dos pardmetros nuevos que resultan ser mucho menores que (), debido
a que dependen de érdenes més altos de z. En este caso, se puede demostrar que no
existen soluciones soliténicas y que la tinica solucién vilida sigue siendo la solucién

periédica.
5.6. Resumen

Hemos estudiado la evolucién no lineal de una onda circularmente polarizada
de Alfvén propagéndose a lo largo de un campo magnético externo en un plasma
fuertemente magnetizado de electrones y positrones. Derivamos una ecuacién no
lineal de Schrédinger para esta onda electromagnética en la zona normal. En este caso
se satisface la condicidn necesaria para una inestabilidad modulacional, de modo que
existe propagacion de envolvente soliténica en esfe caso. Calculamos la tasa maxima
de crecimiento de la inestabilidad y ésta disminuye cuando la temperatura aumenta,
resultado consistente con trabajos previos [57,68]. Al igual que en el caso débilmente
magnetizado [57], el solitén se vuelve més ancho con el aumento de la temperatura.
También hemos estudiado la propagacién de una onda de Alfvén en la zona anémala,
donde no existe solucién soliténica y la tnica sclucién fisica posible es un tren de

ondas periddico.




Capitulo 6

Simulaciones de particulas

Las simulaciones computacionales se han convertido en una herramienta de gran
utilidad para las ciencias en general; y en particular, para la fisica de plésmas. Fstas
se han usado como una herramiénta para complementar los estudios llevados a cabo
tanto de manera teérica como experimental. A partir de estudios tedricos somos ca-
paces de obtener modelos matematicos que describan los fendémenos fisicos en los que
estamos interesados. Resolver las ecuaciones obtenidas de los modelos matematicos
no siempre es posible de realizar de manera analitica, por lo que se hace necesa-
rio recurrir a herramientas computacionales para resolver de manera numérica estas
ecuaciones. Ejemplos de estas situaciones hay muchos y en variados campos de las
ciencias. Por ejemplo, en la fisica de plasmas, conocemos las leyes béasicas que go-
biernan el movimiento de las particulas (leyes de Newton y ecuaciones de Maxwell).
Resolver ese conjunto de ecuaciones acopladas cuando se trata de un sistema com-
puesto de miles de millones de particulas es una farea casi imposible de realizar
analiticamente. En algunos casos es posible realizar aproximaciones y con eso redu-
cir el problema a uno mas sencillo de tratar, pero restringiendo el rango de validez
del modelo tedrico. Este tipo de problemas se pueden resolver usando simulacio-

nes computacionales. Los resultados obtenidos con las simulaciones no reemplazan
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de ninguna manera & los que se puedan obtener mediante la experimentacion, pero
sf nos ayudan a complementar nuestros estudios, ampliando nuestra capacidad de

andlisis y mejorando nuestra intuicién.

Tradicionalmente, en fisica de plasmas existen dos caminos para incorporar a las
simulaciones computacionales como mecanismo de estudio. La primera. consisie en
enfocarnos en la naturaleza de fluido de un plasma, resolviendo las ecuaciones de
magnetohidrodindmica (MHD) del plasma (o bien las ecuaciones de fluido para cada
especie en conjunto con las ecuaciones para los campos electromagnéticos). La segun-
da consiste en considerar Ia naturaleza microscépica de lé materia y su interaccion
a través de los campos electromagnéticos, teniendo asi una descrif)cién cinética del
plasma. Este capitulo estd enfocado en el desarrollo e implementacién de un modelo

cinético para las sirnulaciones computacionales.

Para estudiar las propiedades cinéticas del plasma cominmente se utilizan si-
mulaciones Particle-In-Cell (PIC), o cédigos de Vlasov [80,81]. En esta tesis nos
centraremos en las simulaciones PIC, donde las funciones de distribucién de las es-
pecies son representadas por un copjunto de “macroparticulas” cuyas trayectorias se
calculan de manera autoconsistente con los campos eléctricos y magnéticos. Cada ma-
croparticula contiene un gran nimero de particulas (electrones, positrones o iones).
Estas macroparticulas seguirdn las mismas trayectorias que las particulas reales, de-
bido a que la fuerza de Lorentz depende sélo de la razén entre la carga y la masa, por
lo que el considerar macroparticulas nos permitird reescalar el nimero de particulas
constituyentes del sistema, aumentando significativamente la eficiencia computacio-

nal. En el resto de este trabajo, cuando digamos “particulas” en el contexto de la
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simulacién nos estaremos refiriendo en realidad al concepto de “macroparticula”. En
el caso de plasmas no col_isionales.podemos restringir las interacciones Coulombianas
entre las particulas, permitiendo que éstas interactiien sélo a través de los campos
electromagnéticos. Para esto, se introduce una grilla espacial en la cual se acumulan
las densidades de carga y corriente generadas por las particulas usando un método
de interpolacién. Las ecuaciones de Maxwell para los campos electromagnéticos se
resuelven sobre la grilla y las fuerzas que actian sobre cada particula se obtienen
mediante interpolacién. Este procedimiento elimina las fluctuaciones que ocurran en
escalas menores que el espaciado de la grilla ¥ reduce el ndmero de operaciones al
omitir las interacciones Coulombianas. Mas detalles acerca de este método pueden

ser encontrados en las Refs. [82,83].

Las simulaciones de plasmas constituidos por electrones e iones es uno de los
casos comiunmente estudiados. Acé, la diferencia entre las masas de ambas especies
es muy grande, por lo que las longitudes inerciales y frecuencias caracteristicas de
ambas especies estén en escalas completamente diferentes, de modo que la dindmica
de los iones es mucho més lenta que la de los electrones. Para resolver este problema
se pueden utilizar simulaciones hibridas, donde se toman en cuenta sélo los efectos
cinéticos de los iones, y los electrones son tratados como un fluido [84-86]. Sin em-
bargo, éste no es nuestro caso, ya que hemos considerado plasmas no colisionales
de electrones y positrones, donde ambas especies tienen la misma masa, por lo que
tendremos que considerar los efectos cinéticos de ambas especies. Estas simulaciones

son conocidas como full particle o particle-in-cell (PIC).

Las simulaciones relativistas de electrones y positrones han sido usadas por Mat-
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sukiyo et.al. [37] para estudiar los decaimientos paramétricos de ondas circularmente
polarizadas y para estudiar la generacién de turbulencia [38]. Ambos estudios se han
llevado a cabo en el régimen débilmente relativista. En este capitulo daremos una
pequefia descripcién del método particle-in-cell para plasmas relativistas, donde los
efectos relativistas se incluirdn en la ecuacién de movimiento de las particulas. Tam-
bién introduciremos efectos relativistas al considerar una funcién de distribucién de
velocidades relativistas, pero no consideraremos otros efectos posibles como aquellos
debidos a la ‘emisién de radiacién o creacién de pares. Estudiaremos los modos nor-
males de propagacién en un plasma, relativista de electrones y positrones obtenidos
de la simulacién y compararemos estos resultados con los estudiados por Asenjo et
al. [35] y Dominguez et al. [87], para una teorfa de fluidos y cinética, respectivamente.
Estudiaremos también los decaimientos paramétricos de la onda eircularmente po-
larizada encontrada en el Cap. 3 y compararemos estos resultados con los obtenidos
en el Cap. 4. Finalmente estudiaremos la propagacion de estructuras localizadas en
este tipo de plasmas.

Parte importante de los resultados de este capitulo forman parte de la Ref. [88].

6.1. Simulaciones Particle in cell (PIC)

Con este método resolveremos, en un tiempo ¢, las trayectorias de las particulas en
la simulacién. Para esto debemos resolver de manera consistente las ecuaciones para
los campos electromagnéticos con las ecuaciones de momentum para las particulas.
Utilizaremos una grilla espacial para dividir el espacio en N, celdas de igual largo
AX. En cada instante ¢, las celdas contendrin una cantidad de electrones y posi-
trones. Pstos seran libres de moverse a lo largo de las celdas y no se consideraran

colisiones entre las particulas, las cuales interactdan sdlo a través de los campos. Los
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campos, las densidades y las corrientes se resolveran en cada punto j de la grilla

espacial.

En la Fig 6.1 podemos ver un esquema que resurne la idea bésica de una simulacién
PIC. En este esquema se muestra el procedimiento gue debemos realizar en un paso de
tiempo At. Primero, el sistema es iniciado con las condiciones iniciales de posicién
y velocidad para cada particula. Para la i-ésima particula conocemos la posicion
X;-, el momentum #; y el factor relativista ;. Con esta informacién, calculames las
densidades de carga y corriente sobre los puntos de la grilla espacial, p;, J_t;;, mediante
un método de interpolacién. Una vez conocidas las densidades de carga y corriente,
usamos el método de diferencias finitas para resolver las ecuaciones de Maxwell
para enconfrar los campos eléctricos y magnéticos sobre la grilla, Ej y B.j. Una vez
conocidos los campos podemos calcular la fuerza que actia sobre cada particula,
pero como los campos son calculados sobre la grilla ¥ necesitamos la fuerza sobre
la posicién real de la particula, debemos interpolar estos campos a la posicién de
las particulas. De esta forma obtenemos la fuerza sobre la i-ésima particula, F‘i, en
el nuevo tiempo £ + Af. Con esta fuerza, integramos la ecuacién de movimiento y

obtenemos las nuevas posiciones y velocidades, y podemos repetir el proceso.

6.1.1. Integracion de las ecuaciones de movimiento

La trayectoria de la i-ésima particula se calcula usando las ecuaciones de movi-

miento
di; _ 4% = u; 3
L = m (E, -+ T‘ X B:) s (6.}.)
dX; 0
= =, (62)

dt i




78

Integracién de las ecuaciones
de movimiento

— — — |
Fi—t;—vi—X;
Acumulacidn e interpolacién Interpolacién
— —h —_ — = —
Ej, B —— F; Xiy Ui——> pj, J;

Fy

Integracidn de los campos

— —

Ej: Bj DE— L Jj'

Figura 6.1: Procedimiento bésico de una simulacién de particulas PIC.

donde & = 7, es el momentum relativista por unidad de masa y v = (1+42/c?)¥2 es
el factor relativista. E;- Ni ﬁ,— son los campos eléctrico y magnético, los cuales han sido
interpoladc-)s a la posicién de la particula i. Para resolver estas ecuaciones USamos
el método leapfrog, con las posiciones de las particulas definidas en (n — 1/2)At y
la velocidad en nAt. Convirtiendo las Ees. (6.1) y (6.2) en ecuaciones de diferencias

finitas,-obtenemos el sistema de ecuaciones

artt — grg B2 gAL e +u M x B/

- ) (6.3)
m; 2oy
Pnt1/2 on-1/2 U
X2 e Xy ag (6.4)
2
Hemos considerado @ /% = (! + @7)/2. De la misma manera, B""/? es cal-

culado usando (B + B)/2. Resolvemos la Ec. (6.3) usando el método de Boris-

Buneman en su versién relativista [82,89-91]. Para esto, definimos las siguientes




133

79

cantidades
T = grr 2R , 6.5
u‘l. u'l. + Zmi T ( )
—~\9 1/2
%_n+1/2 = (l-l-——(u;z) ) ) ’ (6.6)
AL . -
f
L . q:At A B?Hf ?
u; = u; -+ nii)2 2" (6.8)
mM4CY; GAL  aniigs
1+ 2m_c,),n+1/2 B'i
iCY;

Usando estas definiciones podernos conocer el-momentum en el tiempo (n + 1/2)At,

. GAt
g = g4 20 R (6.9)

i 2m,- i
6.1.2. Integracion de los campos electromagnéticos

Las ecuaciones de Maxwell son resueltas sobre cada uno de los puntos de la grilla,
7, usando diferencias finitas. Asi, conoceremos las cantidades E'j, Ej, Jz;, ¥ pj, sobre
la grilla. Ademads estos campos seran evolucionados en el tiempo usando el método

leapfrog.

Para efectos de la simulacién, consideraremos un plasma unidimensional. Ten-
dremos una dimensién espacial, en la direccién X, pero conservaremos las fres di-
recciones en la velocidad de las particulas. Consideraremos un campo magnético de

fondo By = ByX. Con esto, resolvemos las ecuaciones de Faraday y Ampére usando
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diferencias finitas, reduciendo el problema al siguiente sistema de ecuaciones:

+1/2 12 CAL .
B3P = B3P o (Bl — Blyap) — 470G, (6.10)

E:m% = E:;%I-{JZIZ + %; (Byjur — Byg) —4AnALT] 0, (6-11)'
;;lafflz = E;;ﬁf/z —AnAtIy j11/0 (6.12)

B = Byt (Ee - ) (.19
Bty = Bl — st (B2 - mie) (614

El sistema tiene ademds condiciones de borde periddicas, por lo que serd sencillo

evaluar los campos en los bordes.

Notemos que para la integracién de las ecuaciones de movimiento y las ecuacio-
nes de Maxwell, hemos usado el método leapfrog. Hemos eécogido este método, por
sobre otros, debido a que es relativamente sencillo de implementar y de un bajo costo
computacional, pero una caracteristica aun mas importante es que su representacién
discreta preserva la estructura de las ecuaciones originales, por ejemplo, la rever-
sibilidad temporal y la estructura simpléctica [83]. Este resulta ser el método mis

sencillo que satisface dichas condiciones [92].
6.1.3. Condicién de Courant

Al resolver las ecuaciones de Maxwell usando el método de diferencias finitas en
el espacio y el método leapfrog en el tiempo, el tamaiio de la grilla AX y el paso de

tiempo At deben satisfacer la llamada condicién de Courant,
AX > cAt, (6.15})

donde c es la velocidad de la luz. Esta condicién nos permitird asegurar la estabilidad

del método leapfrog.
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6.1.4. Asignacién de las densidades de carga y corriente

Notamos que para resolver las ecuaciones de Maxwell necesitamos conocer las
densidades de carga y corriente, p; ¥ j;,-, sobre la grilla. Estas densidades las calcu-
laremos a partir de las posiciones y velocidades de :::ada particula. Como la posicion
de las particulas no coincide en general con los puntos de la grilla, para calcular
p; se necesita saber cudnta carga asignar a cada punto de grilla. Técnicamente, se
requiere interpolar la carga sobre la grilla. El modo més s‘encﬂlo consiste en contar
el nimero de particulas a distancia hasta +AX/2 de un punto de la grilla; dicho
nimero multiplicado por la carga de cada particula, sera la carga sobre ese punto de
grilla. Esto es equivalente a identificar, para cada particula, el punto de grilla mas
cercano y asignar toda su carga a dicho punto, como se muestra en la Fig. 6.2(a).
Este método es denominado de orden cero y es el método computacionalmente mas
rapido para calcular la densidad, debido a que debemos evaluar sélo un punto de
la grilia, pero introduce una gran cantidad de ruido numérico, ya que las particulas
se estdn moviendo y pueden pasar rapidamente de una celda a otra, por lo que la
densidad tendri fluctuaciones muy grandes.

De la discusién anterior se sigue que un mejor método de interpolacién, para cada
particula, consiste en distribuir su carga entre los dos puntos de la grilla més cerca-
nos. Para repartir la carga se puede tomar el criterio de asignar a cada punto de grilla
un monto de carga que dependa de la distancia entre dicho punto y la particula, por
ejemplo, un monto proporcional a AX —|X; — X;|. Esto es equivalente a considerar
la carga como una distribucién uniforme de carga de ancho AX, y asignar a cada
punto de la grilla un monto igual al traslape entre la grilla y la distribucién de carga

[ver Fig. 6.2(b)].
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() Gs

(b}

X1 X; Xi Xje1

Figura 6.2: Métodos de interpolacion para la asignacién de la densidad de carga. (a)
Método de orden cero. (b) Método de primer orden.

Ambas estrategias de interpolacién son casos particulares de un método general,
en que se considera a las particulas como nubes de carga [93] con un cierto perfil de
densidad. En efecto, si las cargas fueran puntuales, podemos escribir la densidad de

carga en cada Isunto de la grilla asf:

pX) =D ad(X; - Xy). (6.16) -

En este caso, sélo hay carga sobre la grilla si la posicién de alguna carga coincide con
la grilla. Pero esto no es 1til, asi que reemplazamos la delta de Dirac por una funcién
de soporte finito, S()?j — X;), lamada funcién de forma. Con ello, la densidad en la
grilla queda

p(X) =3 us(X; -~ X)), (617)
Distintas expresiones para la funcién de forma dan origen a distintos modos de inter-
polacién. Por ejemplo, consideremos S como un rectdngulo de ancho AX (polinomio

de orden cero) [ver Fig. 6.3(2)], que puede ser escrito analfticamente como

1 AX
AX 2

SX; - X)=-—<0(=—=—|X;- X’,-[) , (6.18)
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donde O es la funcién de Heaviside. Es claro entonces que p(}_(" i) = q; st j es el punto
de la grilla més cercano a g;, que es precisamente el método a orden cero descrito
en la Fig. 6.2(a). La siguiente posibilidad es considerar S como un tridngulo (dos
polinomios de primer orden) centrado en cada particula |[Fig. 6.3(b)]. En este caso,

el valor de S sobre dos puntos vecinos de la grilla es:

X1 — Xi X;— X;
Si=—= K55 Sm=xxz (6.19)
por lo que el valor de la carga sobre cada punto de grilla es
Xin—X; X;—X;
Pj= Qi'izl_"}z'g’“ ] Pit1 = q‘i_AX—ZJ - (6.20)

Notamos que esto es equivalente al método mostrado en la Fig. 6.2(b). Este método,
llamado interpolacién de primer orden, requiere evaluar dos puntos de la grilla por
cada particula, lo que lo hace un método computacionalmente més costoso que el
anterior, pero la densidad que se obtiene es una funcién mucho més suave.
Podemos considerar interpolaciones de mayor orden con el fin de suavizar aun
més el perfil de densidad y con esto reducir el ruido nimerico, pero esto a costa de
eficiencia computacional. En la simulacién usada en esta tesis hemos considerado una
funcién de interpolacion de segundo orden, la cual emula la forma de una funcién
gaussiana, como se muestra en la Fig. 6.3{(c). En este caso vemos que la carga contri-
buye a tres puntos de grilla por cada partieula, aumentando el costo computacional,
pero a medida que las particulas se muevan a lo largo de la grilla, la variacién en
la densidad de cada grilla serd mas pequefia, obteniendo asi un perfil de densidad

mucho més suave que en los dos casos anteriores.
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s
n

(b)

(c)

Xj-1 x; i X+

Figura 6.3: Distintas posibilidades para la funcién de forma S. (a} Interpolacién a
orden cero. (b) Interpolacién a primer orden. (¢) Interpolacién a segundo orden.

La funcién de interpolacién de segundo orden tiene la forma

1 (3 xi-x\?
Sj‘ﬁ[&‘(ﬁ_)}’ (6:21)
1 (1, Xi—X;\?
Sis1 = 5iy (5:1: % ) : . (6.22)

Una vez calculada la densidad, la corriente se calcula de la misma manera y usan-

do la misma funcién de interpolacién.

Para conocer luego la fuerza que actia sobre cada particula, necesitamos cono-
cer los campos en la posicion de cada particula, por lo que necesitaremos, a su vez,
interpolar el valor de los campos sobre la grilla a la posicién de las particulas. Usa-

remos la misma funcién de interpolacién de segundo orden, por lo que los campos se
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calcularan como

E(X) =Y B(X)8(X; - X). (6.23)
J
En la literatura podemos encontrar distintos tipos de funciones de forma, tipo

escalén, lineales, de més alto orden o incluso podemos crear una que nos acomode {82,

83].
6.1.5. Correccién del campo eléctrico longitudinal

Cuando la densidad y las corrientes son determinadas por este método de inter-

polacidn, la ecuacién de continuidad

op = =
E%‘V'J-—U,

solo se cumplira aproximadameﬁte, debido a que el calculo de la densidad y la co-
rriente no es exacto. Notamos que la componente Ex del campo eléctrico se calcula
usando la ecuacién de Ampére, Ec. (6.12), mientras que la densidad y la corriente se
calculan a partir de la distribucién de las particulas, por lo que la ecuacién de Poisson
no es necesaria para llevar a cabo los calculos. Sin embargo, debido a los errores de
acumulacién que induce la interpolacién, podemos usar esta ecuacion para corregir
cada cierto tiempo la componente Ex del campo eléctrico. Existen distintas técnicas
para Hevar esto a cabo [82,90]. Acd hemos utilizado las técnicas desarrolladas por B.
Marder [94] y A. B. Langdon [95], que modifican la ecuacién de Ampere para incluir

la ecuacion de Poisson:

-

%_?: V x B —d4nJ+VF, (6.24)

donde F = d(V-E—4mp), con d un cierto niimero real. Notemos que se ha introducido

un término adicional, proporcional al gradiente del posible error en la ecuacién de
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Poisson, VF, al cual Marder llamé una pseudo-corriente. El campo eléctrico corregido

en el tiempo (n + 1)At serd

Bl e R ARy [d (6 B —ampri))| (6.25)

corregido

En nuestro caso la simulacién es unidimensional, por tanto sélo debemos corregir
la componente longitudinal del campo eléctrico. El parémetro d debe satisfacer la

condicién [94]
2dAt

= <L : (6.26)

para mantener la estabilidad del cddigo.
6.1.6. Normalizacién

En nuestro cédigo normalizaremos las variables utilizando parametros tipicos del

plasma. El tiempo serd normalizado segin la frecuencia de plasma de los electrones:
F = et (6.27)
La posicién es normalizada con la longitud inercial de los electrones:

X =2

X. (6.28)

[

El momentum por unidad de masa es normalizado a la velocidad de la luz:

(6.29)

_ U
U=—.
c

Debido a que trabajamos en el sistema de unidades cgs, el campo eléctrico y magnéti-
co tienen las mismas unidades, por lo que serdn normalizados usando el mismo

parametro

% _p F=_ g (6.30)

B = ¥ )
pe BO wpeBﬂ
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donde By es la magnitud del campo magnético externo aplicado y €2, = eBy/{me) es

la girofrecuencia del positrén. La densidad de carga normalizada es:

- P
= - 6.31
P eng’ . ( )

donde ny es la densidad promedio de electrones. Por tltimo, la corriente se normaliza

3

asi:
Fe .m% . (6.32)
Con los elementos descritos en esta seccién, podemos construir una simulacién
relativista de particulas mediante un algoritmo particle-in-cell. Resolvemos los cam-
pos electromagnéticos. y las ecuaciones de movimiento de las particulas, de manera
autoconsistente. Con esto, somos capaces de seguir la trayectoria de cada una de las
particulas a lo largo de la simulacién. Los campos han sido resueltos mediante dife-
rencias finitas, la fuerza de Lorentz se resuelve usando el método de Boris-Buneman
y la evolucién temporal se resuelve mediante el método leapfrog. Ademas, considera-

remos condiciones de borde periddicas. Para mas detalles acerca de los métodos de

la. simulacién ver las Refs. [82,83,89-91,93-96].

6.2. Relacién de dispersion

En esta seccién estudiaremos los modos normales de propagacién en esfa simu-
lacidn relativista de electrones y positrones. Como vimos en la seccién anterior, los
efectos relativistas han sido incluidos a través de la fuerza de Lorentz. Incluiremos
también efectos relativistas a través de la velocidad térmica de las particulas, consi-

derando una funcién de distribucién de velocidades de Maxwell-Jiittner [97)

u2 ANE
fu) = —0_3;2'2—(;1) exp [—p (1 + 22-) ] , (6.33)
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donde p = mc?/(kgT) y. K> es la funcién modificada de Bessel de orden 2.

Consideraremos que el sistema, tiene un largo L = 512¢/w,,. El mimero de grillas
usadas es IV, = 2048 y el paso de tiempo es wyAt = 0.01. Hemos usado el mismo
ndmero de electrones y positrones en cada grilla, con n, = n, = 1000. La condicién
inicial para las posiciones de las particulas ha sido escogida de tal manera que las
particulas estén distribuidas homogéneamente en el espacio. En tanto para las velo-
cidades usamos la Ec. (6.33): escogemos un valor para la temperatura g, y asignamos
de manera aleatoria las velocidades de las particulas, tal que la distribucién resul-
tante sea de Maxwell-Jiittner. Hemos escogido la misma temperatura para ambas
especies.

Inicialmente, debido a que las particulas estan distribuidas uniformemente en el
espacio, la densidad de carga es nula en cada punto de la grilla, por lo que si la
temperatura es cero, lo serd también la velocidad inicial de cada particula, y el sis-
tema no evolucionaré (salvo por el ruido numeérico). Si la temperatura es distinta de
cero, las particulas se desplazaridn de sus posiciones de equilibrio por lo que se ge-
neraran corrientes y comenzaran a aparecer los campos electromagnéticos. Dejamos
evolucionar el sistema a partir de las fluctuaciones térmicas hasta llegar a un tiempo
wyet = 1310.72. En la Fig. 6.4 mostramos la relacién de dispersién obtenida de la
simulacién para este periodo de fiempo. Esta fue obtenida realizando una transfor-
mada de Fourier en el espacio y el tiempo de manera simultanea a Ios datos de las
fluctuaciones del campo magnético transversal B/ Bj. La escala de colores represen-
ta la potencia del espectro en escala logaritmica. En la Fig. 6.4(a) hemos usado la
temperatura g = mc?/(kgT) = 100, es decir, la energia térmica es cien veces me-

nor que la energia en reposo del electron. En este caso podemos ver cierta similitud
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con la relacién de dispersién derivada en el Cap. 3. Podemos comparar este grifico
con la Fig. 4.1(a), donde hemos usado los mismos pardmetros. Vemos que ‘en ambos
casos existe una rama con un imite inferior para la frecuencia, la que corresponde
a la rama electromagética descrita anteriormente. También podemos identificar la
rama que cruza el origen y que tiende a la frecuencia ciclotrénica de los positrones
(o electrones, dependiendo del cuadrante), Ia cual corresponde a la rama de Alfvén.
Podemos identificar claramente los modos con polarizacién circular izquierda y dere-
cha que se propagan de manera paralela al campo magnético de fondo, en el primer
y tercer cuadrante, respectivamente. De la misma manera, vemos los modos con po-
larizacién circular izquierda y derecha, que se propagan de manera antiparalela al
campo magnético de fondo, en el segundo y cuarto cuadrante. A diferencia de la
Fig. 4.1(a), vemos que en la relacién de dispersién de la simulacién, Fig. 6.4(a), la
rama de Alfvén comienza a perder su identidad para grandes valores del ntimero de
onda. En la Fig. 6.4(b) graficamos la relacién de dispersién de las fluctuaciones del
campo magnético para un mayor valor de la temperatura. Vemos que para esta tem-
peratura el lfmite inferior para la frecuencia en la rama electromagnética (frecuencia
de plasma efectiva) es menor que en el caso de la Fig. 6.4(a), y la rama de Alfvén
estd restringida a un intervalo mas estrecho de frecuencias. En este caso la rama de
Alivén pierde su identidad para valores menores, comparados con la Fig. 6.4(a), del
nimero de onda.

Hemos podido identificar las ramas que aparecen en la relacién de dispersién,
Fig 6.4, y compararlas con la solucién de fluidos, Fig. 4.1(a). Sin embargo, en la
relacién de dispersién obtenida de la simulacién aparecen modos que no han sido
descritos por el modelo de fluidos. En la Fig. 6.4(a), aparte de las ramas ya des-

critas, la potencia del espectro se concentra también en z ~ 1y 2 ~ —1, y se va
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Figura 6.4: Relacién de dispersion para las fluctuaciones del campo magnético trans-
versal, frecuencia normalizada x = w /€, vs. niimero de onda normalizado y=ekfS,,
para wpe /S0 = 1. (a) g = 100. (b) u = 20.

ensanchando a medida que aumenta el niimero de onda |y|. Vemos que lo mismo
sucede para temperaturas més grandes, Fig. 6.4(b), pero esta vez el tridngulo que
forman estos modos es mds ancho. En la Ref. [98], Araneda ef al. estudiaron estos
modos, en un plasma de electrones e iones en el contexto de una teorfa cinética. Se es-
tudi6 el comportamiento de estos modos usando simulaciones hibridas y el teorema
de fluctuacion-disipacién, describiéndolos como emisiones espontaneas de las fluc-
tuaciones del campo magnético. Vemos entonces que estas fluctuaciones espontdneas
son producto de los efectos cinéticos del plasma, razén por la cual nuestra teorfa
de fluidos fue incapaz de predecirlos. A pesar de que se han estudiado plasmas de
electrones y positrones usando teoria cinética [87,99]. no se han reportado este tipo
de modos, debido a que en estos trabajos no se ha considerado el amortiguamiento
de las ondas. Esperamos que al desarrollar una teorfa cinética que si tome en cuenta
estos efectos, como se muestra en el Apéndice B.1, podamos explicar la aparicién de
estos modos en el caso relativista.

En trabajos anteriores se ha estudiado la dependencia de la frecuencia de plas-

ma efectiva (limite inferior para la frecuencia en la rama electromagnética) con la
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temperatura, v la dependencia de la velocidad de Alfvén con la temperatura, tanto
para un modelo de fluidos [35], como para uno cinético [87]. En la Fig. 6.5(a) hemos
graficado la variacion de la frecuencia de plasma efectiva con la temperatura, para el
modelo de fluidos, Cap. 3 [linea continua (negra)|, el modelo cinético, Ref. [87] [linea
segmentada (roja)] y la simulacién [puntos (azul)]. Vemos que los datos de la simu-
lacién son cualitativamente similares a los que se obtuvieron de los otros modelos.
En esta figura, el error esta asociado con el ancho de la rama electromagnética en la
simulacién. Como vimos en la Fig. 6.4, para bajas temperaturas (pu grande) la rama
electromagnética esta bien definida, por lo que es més facil obtener un valor para
la frecuencia de plasma efectiva, en cambio para altas temperaturas (u pequeno) la
rama se vuelve difusa y va perdiendo su identidad, por lo que se hace mas dificil
su medicion. Es por esta razon que para altas temperaturas el error en la medicién
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Figura 6.5: (a) Frecuencia de plasma efectiva w;’,f/ Q. vs. . (b) Velocidad de Alfvén
va/e vs. p. Linea continua (negra): Modelo de fluido, Cap. 3. Linea segmentada
(roja): Modelo cinético, Ref. [87]. Puntos (azul): Valores obtenidos de la simulacién.

La Fig. 6.5(b) muestra la variacién de la velocidad de Alfvén en funcién de la

temperatura. Al igual que en el caso anterior, los resultados de la simulacién son
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consistentes con ambos modelos. Para bajas temperaturas los modelos de fluido y
cinético casi no presentan diferenéias v los resultados de la simulacién se ajustan
perfectamente. Para altas temperaturas en cambio, existen diferencias entre ambos
modelos. En el modelo de fluido, Ec. (3.23), la velocidad de Alfvén tiende a cero
cuando la temperatura es muy grande, en cambio en el modelo cinético, Ec. (26) de
la Ref. [87], existe una femperatura critica sobre la cual la rama de Alfvén deja de
existir. Para wp./§), = 1 la temperatura critica es e = 2. Esto se ve en la Fig. 6.5,
ya que la linea segmentada (roja) no pasa por el origen. Para este intervalo de
temperaturas los datos de la simulacién se comportan de manera similar al modelo
cinético, 16 que es esperable debido a que la simulacién es un modelo puramente
cinético. En la sim.ulacic’m, para altas temperaturas, vemos que la rama de Alfvén
va. perdiendo su identidad a medida que aumenta el ndmero de onda, Fig. 6.4(b).
Mientras mayor es la temperatura, mds bajo es el valor del niimero de onda a partir
del cual la rama pierde su identidad. Es asf como para g = 1, y temperaturas mayores,
ya no es posible calcular la velocidad de Alfvén, sugiriendo que no existe la rama de
Alfvén para esas temperaturas. Este efecto es consistente con los resultados cinéticos

preliminares presentados en el Apéndice B.1.

6.3. Decaimientos paramétricos

En el Cap. 4 estudiamos los decaimientos paramétricos de una onda circularmente
polarizada propagéndose a lo largo de un campo magnético de fondo, en un plasma
de electrones y positrones. Ahora estudiaremos los decaimientos paramétricos de
esta onda, pero desde el punto de vista de la simulacién de particulas. Usaremos los
resultados obtenidos para la onda bomba en el Cap. 3 como condicién inicial para la

simulacion y estudiaremos la evolucién temporal de esta onda.
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Por motivos de convencidn, en las simulaciones de particulas de una dimensién,
se acostumbra a designar X como la direccién espacial, y nosotros seguiremos esta
convencién también. Por lo tanto, si queremos estudiar la propagacién paralela a
un campo magnético de fondo, éste debe apuntar en la direcéién X. Esto implica
hacer algunos cambios menores en las ecuaciones mostradas en el Cap. 3. Los campos
electromagnéticos de la onda con polarizacién circular izduierda, Ecs. (3.9) y (3.10),

seradn ahora

Ey(X,t) = Elsin(koX — wot)d — cos{keX — wot)Z], (6.34)

By(X,t) = Bleos(koX — wot)d + sin(koX — wot)2] + BoxX.  (6.35)

Esta onda se propaga en la direccién X, la misma ;en la que se encuentra el campo
magnético de fondo Bgyx. Por otra pa:éte, la velocidad transversal inducida por esta
onda circularmente polarizada, Ec..(3.16), se puede escribir ahora como

UVpoj = Uyoj + ey = —7) (Eﬁ%f—%) eiltkoX —wot) (6.36)
Notamos que, para efectos practicos, el dnico cambio que hemos realizado es la per-
mutacién ciclica de las variables z — X, X — y e y — 2. Por esta razén, el resto
del analisis hecho en los Cap. 3 y 4, permanece intacto. La relacién de dispersién de

la onda bomba, Ec. (3.21), serd la misma.

Hecha la aclaracién, podemos comenzar a detallar el procedimiento usado. Los
parametros usados en la simulacién son los mismos que describimos en la Sec. 6.2.
Usaremos como condicién inicial para los campos electromagnéticos las Ecs. (6.34) y
(6.35). La velocidad del fluido sobre cada punto de grilla estara dada por la Ec. (6.36),

la que luego serd interpolada sobre la posicién de las particulas para conocer la
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velocidad de cada una de ellas. Ademads a cada particula se le agregard una velocidad
térmica segiin la distribucién de velocidades, Ec. (6.33), donde fijaremos un valor para
la temperatura, p. Escogemos un valor para el mimero de onda normalizado de la
bomba, Yo = cky/S2.. En el Cap. 4 usamos 1y = 1, pero en este capitulo usaremos’
el valor yy = 0.49, es decir, consideraremos m = 40, que es el nimero de modos de
oscilacién en nuestra caja de largo L = 512 ¢/wy, asi yo = 2nm/L. Hemos escogido
un valor diferente debido a que, como vimos en la Sec. 6.2, a medida que aumenta,
la temperatura la rama de Alfvén va perdiendo su identidad para valores cada vez
menores de y, por lo que si queremos considerar temperaturas més grandes corremos
el riesgo de estar en una zona donde ya no existe rama de Alfvén. Es por esto que
hemos disminuido el valor de‘ 1p- Para este valor del mimero de onda, resolvemos la
Ee. (3.21), y encontramos el valor para la frecuencia normalizada, zo = 0.27, en la
rama de Alfvén. Los decaimientos paramétricos de esta nueva onda bomba de Alfvén
son esencialmente los mismos, respectos a los del Cap. 4, y los iremos detallando a
medida que los necesitemos.

Con esta onda bomba como condicién inicial, con amplitud normalizada o =
0.2, dejamos evolucionar la simulacién hasta el tiempo wyt = 1310.72, lo que nos
permitird tener un mimero de iteraciones que sea potencia de dos, y asi poder realizar
nuestro analisis de Fourjer sin problemas. En la Fig. 6.6 mostramos la evolucién
espaciotemporal de la componente B, del campo magnético. En Ia etapa inicial de
la simulacién, wyt < 400, vemos sélo la presencia de la onda bomba, cuya velocidad
de propagacién es consistente con la relacién de dispersién, Ec. (3.21). En un tiempo
cercano a wpet & 400, las inestabilidades comienzan a aparecer, excitando ondas
que se propagan en direccion opuesta a la onda bomba original. Hacia el final de la

simulacidn, estas ondas excitadas se transforman en estructuras localizadas que se
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Figura 6.6: Evolucién espaciotemporal de la componente y del campo magnético
normalizado. Tiempo normalizado wy,.t vs. distancia normalizada Xw./c, para p =
100, a = 0.2, wpe/Q =1 € yo = 0.49.

propagarn.

La Fig. 6.7(a) muestra el espectro de potencias para las fluctuaciones del campo
magnético transversal. En esta figura se aprecia la relacion de dispersién tipica para
plasmas relativistas con sus respectivas ramas de Alfvén y electromagnéticas (cre-
ciendo desde el ruido térmico) [ver Fig. 6.4], mds algunas regiones donde se concentra
la energia del espectro, como veremos a continuacién. Hemos notado que podemos
eliminar mucho del ruido nimerico en esta figura, ejecutando varias simulaciones con
los mismos pardametros, pero con diferentes semillas para la condicién inicial de velo-
cidad, y tomando promedio sobre las cantidades resultantes en las simulaciones. La
Fig. 6.7(b) muestra el resultado de promediar sobre dieciséis simulaciones distintas,
para el espectro de potencias de las fluctuaciones del campo magnético transversal.
Vemos que las caracteristicas principales del espectro mostrado en la Fig. 6.7(a) se
han mantenido, lo que significa que son un comportamiento robusto en la simula-

cién. El ruido numérico se ha reducido considerablemente, dando lugar a una figura
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Figura 6.7: (a) Espectro de potencias para las fluctuaciones del campo magnético
transversal. Frecuencia normalizada r = w/€), vs. mimero de onda normalizado
y = ck/Q., para p = 100, o = 0.2, wpe/ = 1, yo = 0.49. (b) El mismo grifico
anterior, pero tomando promedio sobre dieciséis simulaciones.

mucho més suave. De ahora en adelante usaremos las cantidades promediadas para

la mayor parte del andlisis.

Debido a que la onda bomba tiene polarizacion circular izquierda, el primer cua-
drante de la relacién de dispersién, Fig. 6.7, muestra las ondas que se propagan
hacia adelante (con respecto al campo magnético de fondo) con polarizacién circu-
lar izquierda (Ly left-handed), mientras el segundo cuadrante muestra las ondas con

polarizacion circular izquierda que se propagan hacia atras (L, left-handed). El ter-
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cer y cuarto cuadrante muestran las ondas con polarizacién circular derecha que se
propagan hacia adelante y hacia atrés, respectivamente (Rs, R;). De acuerdo con
la Fig. 6.7, la mayor parte de la energia del espectro reside en la rama de Alfvén
del primer cuadrante (y, z) = (0.49,0.27), lo que corresponde 4 la onda bomba £;.
También observamos ondas de Alfvén £, alrededor de (y,z) = (—0.49,0.27) y Rs
(y,z) = (0.49,—0.27) en el segundo y cuarto cuadrante, respectivamente, mientras

. que las ondas Ry (tercer cuadrante) se excitan muy débilmente.

Descompondremos la onda obtenida en la Fig. 6.6 en dos modos espirales, uno
con helicidad positiva y el otro con helicidad negativa (correspondientes a nimeros
de onda positivos y negativos, respectivamente) como fue reaﬁza.do en la Ref. [84].
Por lo tanto, el modo espiral BY con helicidad positiva (£ > 0} consiste en ondas del
tipo £y y R, propagéndose hacia adelante y atrds, respectivamente. Por otro lado,
el modo espiral Bi, con helicidad negativa (k < 0} consiste en ondas Ry y £;. En la
Fig. 6.8 se muestra la descomposicién de B, en los dos modos espirales. La Fig. 6.8(a)
muestra By, donde podemos ver claramente la presencia de la onda bomba, la cual
es una onda £ con yp = 0.49 (m = 40 modos). Menos clara es la presencia de ondas
R, tal como vimos en el cuarto cuadrante de la Fig. 6.7. La Fig. 6.8(b) muestra
BL. Aca notamos la presencia de ondas L, como era de esperar (segundo cuadrante
de la Fig. 6.7), mientras que las ondas Ry tienen una presencia muy débil (tercer
cuadrante de la Fig. 6.7). Notamos que al comienzo de la simulacién no hay ondas
presentes en la Fig. 6.8(b), debido a que el sistema comienza con la onda bomba £L;.

Sabemos del Cap. 4, que esta onda circularmente polarizada evoluciona y experi-
menta decaimientos paramétricos, los cuales también pueden ser estudiados usando

esta simulacién. En las Figs. 6.6 y 6.8, vemos que luego de la etapa inicial de Ia
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Figura 6.8: Evolucion espaciotemporal de la componente y del campo magnético
normalizado. Tiempo normalizado wy,.t vs. distancia normalizada Xw,./c, para p =
100, o = 0.2, wpe/Q2 = 1, yo = 0.49. (a) Helicidad positiva B}, mostrando ondas L
¥ Ry. (b) Helicidad negativa B}, mostrando ondas L, y R.

simulacion wypet 2 400, otras ondas comienzan a crecer y propagarse en el sistema.
Estas ondas son debidas al acoplamiento de la onda bomba con las fluctuaciones
térmicas longitudinales, lo que corresponde a los decaimientos paramétricos. Pode-
mos estudiar estos decaimientos graficando los modos de oscilacion transversales y
longitudinales, v veremos cudles son los modos que se excitan en la simulacién. Con el
objetivo de comparar los resultados de la simulacién con los obtenidos analiticamente
en el Cap. 4, graficamos en la Fig. 6.9(a) la relacién de dispersion, Ec. (4.25), para
los decaimientos paramétricos del modelo de fluido (con yy = 0.49), para a = 0.2.
Tal como en el Cap. 4, la linea punteada (roja) muestra la parte real de la solu-
cién compleja, indicando la presencia de una inestabilidad. De la solucién analitica
observamos que sélo tres cruces desarrollan inestabilidades. El primer cruce es una
inestabilidad modulacional [69] cercana al origen entre (py,e_). El segundo cruce es
entre (S,,p_) y corresponde a una inestabilidad de decaimiento ordinaria, en la cual

la onda bomba decae en un modo electroaciistico de frecuencia y niimero de onda

(w, k), que se propaga paralelo al campo magnético externo, y una onda sideband
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con (w*,k*) = (wo — w,ky — k). Finalmente el tercer cruce ocurre entre (p,.,p.),
en el cual la onda bomba decae en dos ondas sideband electromagnéticas p,. con
(w, k) = (wWo+w, kp+k) y p... En la Fig. 6.9(a) vemos que las inestabilidades ocurren
en (r,y) ~ (0,0.1), (z,y) = (0.1,0.8), y (z,¥) = (0.25,0.53), respectivamente.

En la Fig. 6.9(b) hemos graficado el espectro de potencia de las fluctuaciones de
densidad normalizada p?/(eng)*. Comparando esta figura con la Fig. 6.9(2), podemos
identificar muchos de los modos predichos por el modelo de fluido, aunque algunos
de ellos estdn mds amortiguados que otros. Existe un claro méximo en el espectro
de potencia en la regién 0.8 < y < 1, para =z ~ 0.1, lo cual concuerda con la pre-
diccién del modelo de ﬂui§lo para la inestabilidad de decaimiento ordinario (S, p_).
Como dijimos anteriormente, la onda sideband electromagnética p_ tiene frecuencia
y mimero de onda normalizados {zg—z, ¥o—¥). Recordemos que la onda bomba, tiene
(zo,%0) = (0.27,0.49), ¥ que la inestabilidad ocurre en (z,y) = (0 ~ 0.1,0.8 ~ 1),
luego deberia haber un méximo en el espectro de potencia electromagnético en el
intervalo (0 ~ 0.17,~0.31 ~ —0.51), lo cual es consistente con la Fig. 6.7. Por lo
tanto, la onda sideband p_ es la onda de polarizacion izquierda propagéndose hacia
atrds (L) mostrada en la Fig. 6.8(b). El modo electroactistico S,. tiene frecuencia y
mimero de onda (z,y) = (0 ~ 0.1,0.8 ~ 1).

La inestabilidad modulacional (p,,e_) predicha en la Fig. 6.9(a), tiene una tasa
de crecimiento menor comparada con la inestabilidad (Sy,p_) [ver Fig. 6.11(a) més
adelante], por lo que su efecto no es relevante en la Fig. 6.9. Lo mismo ocurre con la
inestabilidad (ps,p_).

Podemos ver la evolucién temporal del espectro de nimeros de onda en la Fig. 6.10.
Observamos que para las fluctuaciones del campo magnético transversal, Fig. 6.10(a),

la onda bomba, que se caracteriza por, y = 0.49, es el modo predominante. En la
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Figura 6.9: Relacién de dispersion z vs. y. (a) Modelo de fluido Cap. 4, Ec. (4.25).
La linea punteada (roja) representa la parte real de la solucién cuando es compleja.
(b) Espectro de potencia para las fluctuaciones de densidad normalizada, toman-
do promedio sobre dieciséis simulaciones. Ambos gréficos para p = 100, a = 0.2,
Wpe/ Qe = 1, yo = 0.49.




(@) 2.0 (b) 2.0 -6
-4
-6 i —
g =
-g B 0%
- "y W
105 3
2 122
B=-12 e
-1.0 0.5}
-14 -14
,2‘00 -16 006 T : . = ' g
200 400 600 8OO 1000 1200 200 400 600 i'SCIU 1000 1200
Wy Wy

Figura 6.10: Evolucién temporal del espectro de niimeros de onda, y vs. wpet. (a)
Modos de las fluctuaciones del campo magnético transversal. (b) Modos para las
fluctuaciones de densidad. Ambos gréaficos para g = 100, a = 0.2, wp/Q = 1,
yo = 0.49, y tomando promedio sobre dieciséis simulaciones.

etapa lineal de la simulacion, hasta wyt =~ 300, los modos en y = —0.3 ~ —0.5
comienzan a crecer, lo que corresponde al modo p_, como vimos anteriormente. Ca-
si al mismo tiempo, la evolucion de los modos en las fluctuaciones de densidad,
Fig. 6.10(b), muestran el crecimiento de modos en y =~ 0.8 ~ 1, correspondientes
al modo S.. Los modos que crecen cercanos a y =~ 0.49 en la Fig. 6.10(a), pueden
corresponder a la inestabilidad modulacional (py,e_) en (z,y) = (0,0.1) que se ob-
serva en la Fig. 6.9(a), debido a que p, y p_ satisfacen la condicién 3y +y ~ 0.5 e
Yo — y ~ 0.48, respectivamente. Para el final de la simulacién, w,.t =~ 900 los modos
en y =~ 1 son ligeramente excitados como se observa en la Fig. 6.10(a): esto pue-
de corresponder al modo p, del decaimiento (py,p—) en (z,y) =~ (0.25,0.53) en la
Fig. 6.9, con niimero de onda yo + y = 1.02. Vemos en la Fig. 6.10(a) que para ese
tiempo existen otras zonas que estan activas también, las cuales no son esperadas de
acuerdo al modelo de fluido. Esto puede corresponder a un proceso de decaimientos
sucesivos [37], o a otro tipo de interacciones no lineales que se hacen patentes en la

Fig. 6.8.




102

En la Fig. 6.11 graficamos las tasas de crecimiento para las inestabilidades en el
sistema.. La Fig. 6.11(a) muestra las tasas de crecimiento para el modelo de fluido,
donde I' = Im(z) tiene un valor méximo en y == 0.8. Las inestabilidades en el origen
y = 0.1, y en ¥y ~ 0.5, son muy débiles. Observamos que con el aumento de la
amplitud de la bomba, «, las tasas de crecimiento de las inestabilidades aumentan
también. La Fig. 6.11(b) muestra las tasas de crecimiento calculadas a partir de las
fluctuaciones de densidad en la simulacién. Estas fueron calculadas a partir de la
Fig. 6.10(b), donde para cada modo buscamos el intervalo de crecimiento lineal cuya
pendiente corresponde a la tasa de crecimiento buscada. Esta figura [Fig. 6.11(b)]
muestra un comportamiento similar al predicho por el modelo de fluidos [Fig. 6.11(a)].
El méaximo en la tasa de crecimiento estd en y = 0.8 ~ 1, aumentando Ia tasa de
crecimiento a medida que aumentamos «. Notamos que las inestabilidades en la
simulacién, Fig. 6.11(b), tienen una tasa de crecimiento menor a la esperada segiin
el modelo de fluido; esto puede ser entendido al considerar la presencia de efectos
cinéticos en la simulacién como el amortiguamiento de Landau, los cuales no han

sido incluidos en el modelo de fluido.

6.3.1. Dependencia de la temperatura

En el Cap. 4 los decaimientos paramétricos fueron estudiados para diferentes
valores de la amplitud de onda y de la temperatura del plasma. En este modelo de
fluido encontramos que un aumento en la temperatura del plasma p, resulta en una
disminucién de las tasas de crecimiento. Para estudiar este comportamiento, en la
Fig 6.12(a) hemos graficado la relacién de dispersién de los decaimientos, Ee. (4.25),
para « = (.2, pero para una temperatura mayor que antes, p == 50. En este caso

aparecen las mismas inestabilidades, pero en un rango més estrecho de niimero de
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Figura 6.11: Tasas de crecimiento para los decaimientos, I' = Im(x) vs. y. (a) Teoria
de fluido en Cap. 4. (b) Tasas de crecimiento para las fluctuaciones de densidad en
la simulacion, tomando promedio sobre dieciséis simulaciones. Ambos graficos para
peo= 100, wy /Sl = 1, yo = 0.49 y xy perteneciente a la rama de Alfvén. Linea
continua (negra): o = 0.2; linea segmentada (roja): o = 0.3; linea segmentada y
punteada (azul): a = 0.4.

onda, mientras que las tasas de crecimiento de las inestabilidades, Fig. 6.12(b), son
menores en comparacion al caso anterior, Fig. 6.11(a).

En la Fig. 6.13 hemos graficado la relacién de dispersion y las tasas de creci-
miento para las fluctuaciones de densidad en la simulacién, para g = 50. En la
Fig. 6.13(a) la relacion de dispersion muestra la mayor parte de los modos predichos
por la teoria de fluidos [Fig. 6.12]. Hay una gran concentracién de la potencia en el
rango y =~ 0.7 ~ 0.9, el cual corresponde al acoplamiento (S4,p_), como en el caso
anterior [Fig. 6.9(b)]. La Fig. 6.13(b) muestra que en esta zona tenemos la mayor
inestabilidad, al igual que en el caso anterior [Fig. 6.11]. La Fig. 6.13(b) también
muestra que con el incremento de la amplitud de la bomba «, aumentan también las
inestabilidades, en acuerdo con lo que sucede en el modelo de fluido, Fig. 6.12(b).
Claramente las tasas de crecimiento disminuyen con el aumento de la temperatura,

tal como era esperado.
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Figura 6.12: (a) Relacién de dispersién z vs. y para el modelo de fluido, Ec. (4.25),
para o = 0.2. Las lineas punteadas representan la parte real de la solucién cuando
ésta es compleja. (b) Tasas de crecimiento para los decaimientos en el modelo de
fluido, I' = Im(x) vs. y. Linea continua (negra): a = 0.2; linea segmentada (roja):
a = 0.3; linea segmentada y punteada (azul): @ = 0.4. Ambos gréficos para p = 50,
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Figura 6.13: (a) Relacién de dispersién x vs. y para las fluctuaciones de densidad en la
simulacién. (b) Tasas de crecimiento para los modos de las fluctuaciones de densidad
en la simulacién, I' = Iin(z) vs. y. Linea continua (negra): o = 0.2. Linea segmentada
(roja): o = 0.3. Linea segmentada y punteada (azul): o = 0.4. Ambos graficos para
i =50, wpe/ =1, yo = 0.49, y promediando sobre dieciséis simulaciones.
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Figura 6.14: Evolucién temporal del espectro de nimeros de onda, y vs. wpet. (a)
Modos para las fluctuaciones del campo magnético transversal. (b) Modos para las
fluctuaciones de densidad. Ambos gréaficos para p = 50, o = 0.2, wye/Qe = 1, yo =
0.49, y promediando sobre dieciséis simulaciones.

En la Fig. 6.14 observamos la evolucién temporal del espectro de nimeros de
onda. La Fig. 6.14(a) muestra la evolucién de los modos electromagnéticos. Aca, el
modo de mayor actividad, para todo el periodo de la simulacién, es el correspondiente
a la onda bomba en y = 0.49, en contraste con el caso anterior para una temperatura
menor [Fig. 6.10(a)]. El modo secundario estd en y ~ —0.3 ~ —0.5 y corresponde
al modo p_ del acoplamiento (Sy,p—). El modo Sy se puede ver en la Fig. 6.14(b)
en y =~ 0.8. El hecho de que, en este caso, las tasas de crecimiento sean menores
hace que las inestabilidades se desarrollen en tiempos mayores en comparacion con la
Fig. 6.10(b). De hecho, el modo S en la Fig. 6.14(b) comienza a crecer en wpy.t = 800,
un tiempo mayor que en la Fig. 6.10(b), donde el modo aparece cercano a wpy.t = 500.

Ahora, consideremos una temperatura aun mayor, 4 = 10. En el modelo de fluido,
Fig. 6.15, podemos apreciar las mismas inestabilidades que en los casos anteriores,
pero con tasas de crecimiento muy pequenas. De la Fig. 6.15(a) vemos que los aco-
plamientos (S,,p-) v (ps,p—) ocurren en un intervalo de frecuencia y nimero de

onda bastante acotado, (w, k) = (0.2,0.6). Debido a que estas inestabilidades son tan
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Figura 6.15: (a) Relacién de dispersién = vs. y para la teoria de fluidos, Ec. (4.25),
para o = 0.2. La linea punteada (roja) representa la parte real de la solucién cuando
ésta es compleja. (b) Tasas de crecimiento para los decaimientos en el modelo de
fluido, T' = Im(z) vs. y. Linea continua (negra): @ = 0.2; linea segmentada (roja):
o = 0.3; linea segmentada y punteada (azul): o = 0.4. Ambos graficos para g = 10,
wpe/Qe = 1, yo = 0.49.

pequeiias, esperamos que ellas aparezcan para tiempos muy grandes de la simulacion.

En la Fig. 6.16 graficamos la evolucién espaciotemporal de la componente y del
campo magnético transversal en la simulacion, para @ = 10. Acd la onda bomba es la
tinica onda propagdndose en el sistema durante toda la simulacion. De existir otros
decaimientos, éstos estdn muy amortiguados y no se pueden distinguir de esta figura.

En la Fig. 6.17 hemos graficado la evolucién temporal para el espectro de niime-
ros de onda, para esta temperatura. En el espectro electromagnético, Fig. 6.17(a), la
potencia estd concentrada en el mimero de onda de la bomba y = 0.49. La inestabi-
lidad principal aparece alrededor de y = 0.49, lo cual corresponde a la inestabilidad
modulacional (p.,e_). Sin embargo, no podemos apreciar otras inestabilidades, de-
bido a que las tasas de crecimiento son muy pequenas. En la Fig. 6.17 observamos
que no hay inestabilidades predominantes en el espectro. Por lo tanto, para grandes

temperaturas la simulacién esta en acuerdo con el modelo de fluido. Debido al he-
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Figura 6.16: Evolucién espaciotemporal de la componente y del campo magnético
transversal normalizado. Tiempo normalizado wy.t vs. distancia normalizada Xwy./c,
para i = 10, @ = 0.2, wp/Q =1, yo = 0.49 y ¢ en la rama de Alfvén.

cho de que las inestabilidades aparecen en un intervalo muy estrecho de nimeros de
onda, es muy complicado estimar nimericamente las tasas de crecimientos a partir
de la simulacién desde la Fig. 6.17(b), lo que es consistente con el hecho de que no
hay modos predominantes en esta figura.

Finalmente, consideramos un régimen de temperaturas bastante altas p = 1
(kgT = mc?). Del modelo de fluidos esperamos que para esta temperatura no existan
inestabilidades, como se muestra en la Fig. 6.18. Como se discutio en el Cap. 4 esto
es esperable debido a que necesitamos una amplitud de la onda muy grande, o > 1,
para contrarrestar el movimiento térmico de las particulas.

En la Fig. 6.19 mostramos la evolucién espaciotemporal de las fluctuaciones de la
componente y del campo magnético. Vemos que la onda bomba sobrevive s6lo hasta
wpet = 10, y luego de ese tiempo desaparece debido al movimiento térmico de las
particulas. Este comportamiento no es el que esperabamos segiin la teorfa de fluidos,
y vemos que los efectos cinéticos se vuelven relevantes. Esto significa que la onda

bomba dada por la Ec. (3.21) no puede ser considerada como un modo normal del
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Figura 6.17: Evolucién temporal del espectro de nimeros de onda y vs. wyet. (a)
Modos para las fluctuaciones del campo magnético transversal. (b) Modos para las
Auctuaciones de densidad. Ambos graficos para p = 10, @ = 0.2, wp/Q. = 1, yo =
0.49, y promediando sobre dieciséis simulaciones.

Figura 6.18: Relacion de dispersion z vs. y para el modelo de fluido, Ec. (4.25), para
p=1, a=02 we/Sl =1, yo = 0.49.
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Figura 6.19: Evolucién espaciotemporal de la componente y del campo magnético
normalizado. Tiempo normalizado wy.t vs. distancia normalizada Xwy./c, para p =
1, a=0.2, wpe/Q =1, yo = 0.49.

plasma para temperaturas muy altas, y serfa mas apropiado considerar un modelo
basado en teoria cinética.

Dominguez et al. [87] estudiaron la propagacion de una onda circularmente pola-
rizada por medio de un tratamiento cinético en una dimension, basado en la ecuacion
relativista de Vlasov. Se mostré que la rama de Alfvén desaparece para grandes tem-
peraturas, y en particular para wy. /€. = 1 el méximo valor de la temperatura para
la cual la rama de Alfvén ain existe corresponde a = 2. Por lo tanto, el resultado
mostrado en la Fig. 6.19 es consistente con el andlisis en la Ref. [87].

La situacién en la Fig. 6.19 es que la onda de Alfvén esta siendo forzada a propa-
garse en el sistema, pero no siendo un modo normal de éste, la onda se desestabiliza

rapidamente. El ruido resultante muestra la existencia de ondas electromagnéticas

(en la parte superior de la rama electromagnética [35]).
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Figura 6.20: Evolucién espaciotemporal del campo magnético. Tiempo normalizado
wpet vs. distancia normalizada Xwpe/c, para pp = 100, a = 0.5, wpe /e = 1, yo = 0.49.

6.4. Estructuras localizadas

En la seccién anterior vimos que la onda bomba se propaga sin alteraciones duran-
te la primera etapa de la simulacién [Fig. 6.6]. Luego, las inestabilidades comienzan
a crecer, formando ondas que se propagan en el sentido contrario a la onda bomba.
Aprendimos también, que a medida que aumenta la amplitud de la onda bomba, las
tasas de crecimiento de las inestabilidades crecen también, haciendo que éstas apa-
rezcan en etapas mds tempranas de la simulacién. A continuacién consideraremos
una mayor amplitud para la onda bomba y mostraremos la evolucion espaciotempo-
ral del campo magnético. En la Fig. 6.20 vemos la evoluciéon del campo magnético
para la amplitud o = 0.5. Vemos que en un comienzo la amplitud del campo es
constante y que a partir de wyet & 100 comienzan a emerger las inestabilidades, pro-
pagandose en sentido contrario a la onda inicial. Para tiempos mayores, estas ondas
estan perfectamente localizadas y se propagan con la misma velocidad. La energia
de la onda bomba se ha transferido a estas ondas hijas, que aumentan su amplitud

considerablemente.
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Figura 6.21: Campo magnético transversal normalizado B/ By vs. distancia norma-
lizada Xwpe/c, para g = 100, @ = 0.5, wpe/Qe = 1, Yo = 0.49. (a) wpet = 0. (b)
wpet = 100. (¢} tpet = 800. {d) wpet = 1200.

En la Fig. 6.21 podemos ver la magnitud del campo magnético transversal en

distintos momentos de la simulacién. En la Fig. 6.21(a) vemos el campo en wp.t = 0,

el cual es constante. Como vimos anteriormente las inestabilidades emergen tempra-

namente, como se aprecia en la Fig. 6.21(b), donde hay presencia de inestabilidades

modulacionales en wpet = 100. Por ltimo, para tiempos mayores, Fig. 6.21(c) y (d),

vemos la clara formacién de estructuras localizadas espacialmente, que como vimos

en la Fig. 6.20 se propagan con una velocidad constante.
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En el Cap. 5 mostramos a través de la teoria de fluidos, que el plasma de elec-
trones y positrones acepta soluciones soliténicas, por lo que el comportamie;lto que
vemos en la simulacién pareciera ser consistente con la teoria. Para comprobar esto,
consideramos como condicién inicial 1a solucién de la ecuacién no lineal de Schrédin-
ger encontrada en el Cap. 5, y estudiaremos la propagacién de estas estructuras.
Para esto, primero calculamos los campos electromagnéticos asc;ciados a dicha solu-
cién, Ec. (5.49). Usamos las Ecs. (5.31), (5.32), (5.39), las definiciones Ecs. (5.35),
(5.36), (5.37) y la solucién (5.49), para escribir el potencial vector normalizado de la

sohicién soliténica

= 44

(X1f)"': NG

donde hemos usado las definiciones,

sech [§(X — VI)] {cos(¢X - BE)j + sin(¢ X — Bh)z} . (6.37)

a = Vag, ' (6.38)

5 = /T, (6.39)
Qe -
w, z2a? . zg -

B = L=fwo (1 + Pl =2 ) - (14 V?). 6.41
Q. " 8 Wye 2 (641

Acé x, es la frecuencia normalizada de la onda bomba y V es la velocidad de grupo
normalizada, usada en el Cap. 5. Notamos que nuevamente hemos realizado una
permutacién ciclica entre los ejes coordenados, de tal manera que la solucién se
propague en la direccién X. Usando las ecuaciones de Maxwell podemos encontrar

los campos eléctrico y magnético normalizados. Debido a que sélo estamos interesados
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Figura 6.22: Campo magnético normalizado B/ By vs. distancia normalizada Xy, Je,

para wpel = 0, p = 100, o = 0.5, wpe/e =1, g =041 y V = 0.537. Linea negra:

modulo del campo magnético B/ By. Linea azul: Componente y del campo magnético
B,/ By. Linea roja: Componente z del campo magnético B ./ Bo.

en la condicién inicial, evaluamos estos campos en ¢t = 0, obteniendo

B(X) = Zssech(5X) {[§tanh(3) sin(6X) - € cos(€X)]y
—[6 tanh(6X) cos(€X) + Esin(EX)]2} (6.42)
E(X) = %sechz(é)?){—[ﬂcosh(éX)sin(fX)+V§sinh(‘6)?)cos(5)_()]g
+[~Vésinh(6X) sin(X) + Bcosh(6.X) cos(EX)]2} . (6.43)

Para las velocidades de las particulas, usaremos las velocidades de fluido, Ec. (5.27)
y (5.28). usadas en la Sec. 5.4. Luego, estas velocidades seran interpoladas a la posi-
ci6n de cada particula para conocer la velocidad de cada una de éstas. En la Fig. 6.22
podemos ver la condicién inicial para el campo magnético, para o = 0.5.

Al dejar evolucionar el sistema, este solitén comienza a propagarse hacia la dere-

cha. En la Fig. 6.23 vemos el espectro de la evolucién temporal del campo magnético.

El sistema parte de la solucién soliténica de la Fig. 6.22, por lo que la potencia estd lo-
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calizada. Con el paso del tiempo la amplitud del campo comienza a oscilar mientras
se propaga hacia la derecha. Este solitén inicial da origen a un segundo solitén, de
amplitud mucho més pequefia, que se propaga en el sentido contrario. A partir de
wpet =2 100 en el sistema coexisten dos solitones propagdndose en sentidos opuestos
y con diferentes amplitudes. De no existir condiciones de borde periédicas, ambos
solitones se propagarian hasta alejarse infinitamente uno del otro, sin alferar su for-
ma. Sin embargo, el sistema tiene condiciones de borde periddicas, por lo que vemos
que cerca de wy.t = 380, ambos solitones se encuentran e interactiian. Nuevamente
vemnos una oscilacién en la amplitud de campo magnético y para wy.t ~ 550 ambos
solitones vuelven a separarse, signiendo cada uno su trayectoria original. Notamos
que las amplitudes de ambos solitoﬁes casi no han sufrido alteraciones, por lo que
luego de encontrarse cada uno siguié su camino sin sufrir mayores modificaciones.
Este proceso se repite nuevamente debido a la periodicidad de las condiciones de
borde. La amplitud de los campos se ven modificadas debido a las fluctuaciones del
sistema, pero esencialmente son las mismas originales. Cada uno de los solitones se
propaga con la misma velocidad, la cual es constante a lo largo de toda la simulacién.

En la Fig. 6.24 podemos ver el campo magnético para dos tiempos diferentes.
La Fig. 6.24(a) muestra el campo para wpt = 200; vemos la presencia del solitén
que se propaga hacia la derecha (a la derecha de la figura) y el que se propaga a
la izquierda (izquierda de la figura) que es de menos tamafioc. En el lugar donde
ocurre la separacién Xwype/c = 250 exisie un remanente de fluctuaciones, que se
mantiene a lo largo de toda la simnilacién [ver Fig. 6.23]. La Fig. 6.24(b) muestra el
campo magnético para wpet = 700, una vez que los solitones ya han interactuado. Se
observa que la forma de ambos solitones es esencialmente la misma antes y después

de la interaccién.
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Figura 6.23: Evolucién temporal del campo magnético. Tiempo normalizado wpet vs.
distancia normalizada Xwy./c, para p = 100, o = 0.5, wpe/S =1, 79 = 041 y
V = 0.537.
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Figura 6.24: Campo magnético normalizado B/ By vs. distancia normalizada Xwp. /e,
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Esperdbamos. que la solucién soliténica del Cap. 5 mostrada en la Fig. 6.22 se
propagara sin deformarse durante todo el periodo de la simulacién. En tugar de eso,
este solitén inicial se separa en dos solitones que se propagan en sentido contrario.
Esto se puede deber a que la sohuicién usada como condicién inicial es una solucién
para un modelo de fluidos, por lo tanto no necesariamente lo es para un modelo
cinético como lo es la simulacién. Esto provoca que, inicialmente, el sistema busca
acomodar esta condicién inicial, para lo cual debe expulsar un segundo solitén. Otro
aspecto interesante de notar, es que la amplitud de los solitones resultantes es mayor
que la condicién inicial, lo que significa que el campo magnético estd creciendo a

expensas de la energia cinética de las particulas.

Estudios similares a los de esta seccién han sido realizados para soluciones sc-
liténicas de la ecuacién DNLS (Derivative Nonlinear Schrédinger Equation) derivada.
de las ecuaciones de MHD y simulaciones MHD en las Refs. [100,101], y con simula-
ciones hibridas [102]. Los resultados presentados en esta seccién son preliminares, y
esperamos en el futuro continuar con el estudio de solitones en la simulaciones PIC

relativistas que hemos descrito en este capitulo.

6.5. Resumen

Desarrollamos una simulacién relativista de particulas en una dimensitn, usan-
do el método particle-in-cell (PIC). Primero estudiamos los modos normales de un
plasma relativista de electrones y positrones. Comparamos la relacién de dispersion
de la simulacién con modelos de fluido [35] y cinético [87] para este tipo de plasmas.
Notamos que los resultados son cualitativamente similares, respecto de la velocidad

de Alfvén y de la frecuencia de plasma efectiva. Ademds, en la simulacién vemos la
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presencia de modos de alto orden, que no han sido descritos en los modelos de fluido
¥y cinéticos, debido a que en ellos no se han considerado efectos de amortiguamiento
en las ondas. Este tipo de modos ha sido descrito para plasmas de electrones e iones
no relativistas en la Ref. [98]. Esperamos que al desarrollar una teoria cinética rela-
tivista tal como se muestra en el Apéndice B.1, podamos dar cuenta de este tipo de
modos.

Estudiamos también los decaimientos paramétricos de una onda de Alfvén con
polarizacién circular izquierda propagéndose a lo largo de un campo magnético de
fondo, considerando efectos relativistas en la velocidad transversal de las particulas y
enla temperatura, por medio de la simulacién de particulas unidimensional descrita.
Los resultados de la simulacién han sido comparados con las predicciones hechas
mediante la teoria de fluidos presentada en el Cap. 4.

Para bajas temperaturas, ¢ =.100, la teoria de fluidos predice diferentes inestabi-
lidades. La inestabilidad principal en este caso es una inestabilidad de decaimiento,
en la cual la onda bomba decae en un modo electroaciistico que se propaga hacia
adelante y una onda electromagnética que se propaga hacia atrés, (S, p_). También
hay una inestabilidad modulacional y una inestabilidad de batimiento, con tasas de
crecimiento menores.

Hemos realizado la simulacién con los mismos pardmetros que en el modelo de
fluidos del Cap. 4, excepto por el mimeroc de onda de la bomba, el cual ha sido re-
ducido a yp = 0.5. Los resultados de la simulacién muestran que Ia onda bomba se
propaga en el plasma con la velocidad de fase esperada en la etapa lineal de la simu-
lacién. Para tiempos mayores, observamos la aparicién de inestabilidades. Podemos
asociar esas inestabilidades en la simulacién con las predichas por el modelo de flui-

dos, encontrando un gran acuerdo entre ambos resultados. Las tasas de crecimiento




118

para las inestabilidades en la simulacién en general concuerdan con las de la teoria
de fluidos, aunque en la simulacién las tasas de crecimiento son menores que en la
teoria de fluido debido a que en esta dltima no se consideran efectos cinéticos como
el amortignamiento de Landau.

El efecto de la amplitud de la onda bomba también fue estudiado y encontramos
el mismo comportamiento que en la teoria de fluidos: un aumento en la amplitud de
la onda produce un aumento en la tasa de crecimiento de las inestabilidades.

A medida que aumentamos la temperatura, encontramos el mismo ‘comporta-
miento que en la teoria de fluidos: aparecen las mismas inestabilidades, pero con
tasas de crecimiento menores y en un intervalo mas estrecho de frecuencias y nime-
ros de onda. En consecuencia, la onda bomba se propaga por un mayor tiempo y no
se aprecian inestabilidades en la simulacién {debido a que estdn muy amortiguadas).

Para temperaturas muy altas, i = 1, el modelo de fluido predice la desaparicién
de todas las inestabilidades. En lugar de eso, en la simulacién, la onda bomba se
desestabiliza en un periodo muy corto de tiempo. Esta inconsistencia entre la simu-

“Tacibn y el modelo de fluidos puede ser resuelta al considerar el tratamiento cinético
presentado en la Ref. [87], donde se muestra la desaparicién de la rama de Alfvén
para temperaturas muy altas. En particular, la Ref. [87] predice que pp = 2 es el
minimo valor para g {méxima temperatura) para el cual la onda de Alfvén es un
modo normal del sistema cuando w,./Q, = 1. Para temperaturas mayores no hay
rama de Alfvén. Estos resultados son consistentes con los de nuestra simulacién de
particulas (PIC).

Para una comparacién més apropiada entre modelos tedricos y las simulacio-
nes de particula, debemos considerar los decaimientos paramétricos basados en un

tratamiento cinético, tal como en las Refs. [99,103,104].




119

Finalmente, también hemos corroborado la existencia de soluciones localizadas
usando la simulacién de particulas. Para grandes tiempos en la simulacién, los efectos
no lineales del sistema desembocan en la generacién de soluciones localizadas que se .
propagan con velocidad constante. Por otro lado, hemos usado como condicién inicial
la solucién soliténica del Cap. 5, la cual resulta propagarse a lo largo del sistema,
generando un segundo solitén que. se propaga en sentido contrario. Debido a las
condiciones de borde periddicas, los solitones vuelven a encontrarse, interactuando,

y luego cada uno sigue su trayectoria original, manteniendo su forma esencialmente

inalterada.




Capitulo 7

Conclusiones

En esta tesis hemos estudiado la propagacién y evolucion no lineal de una onda
electromagnética circularmente polarizada en un plasma relativista-de electrones y
positrones. Este trabajo ha sido llevado a cabo tanto de manera te;érica como compu-
tacional. Estos resultados son relevantes, por ejeniplo, para el estudio de sistemas

astrofisicos de alta energia.

Como punto de partida, derivamos las ecuaciones que describen la evolucién de
fluidos en el contexto relativista (Cap. 2). Basamos nuestro desarrollo en la deriva-
cién usada en las Refs. [56,61] y mostramos que estos resultados son consistentes con
los obtenidos por Asenjo et al. [35] usando un formalismo distinto desarrollado por
S. Mahajan [63]. En esta derivacién hemos incluido de manera consistente los efectos
de temperaturas relativistas. Usando estas ecuaciones para fluidos relafivistas con
temperatura finita, en el contexto de un plasma de electrones y positrones, mostra-
mos gue una onda electromagnética circularmente polarizada de amplitud arbitraria
propagéandose a lo largo de un campo magnético constante, es una solucidén exacta
de estas ecuaciones, tal como se muestra en la Ref. [35]. Estudiamos Ja relacién de

dispersidn de esta onda y vemos que en el limite de un plasma frio Ja relacién de

120
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dispersién coincide con la relacién de dispersién fria usada por otros autores [36,37].
Ademsds encontramos dos ramas: una rama electromagnética, la cual presenta un
limite inferior para la frecuencia correspondiente a la frecuencia de plasma efectiva
w;g, que disminuye con la temperatura y con la amplitud de la onda. Cuando los
efectos relativistas son grandes, ya sea a través de la temperatura o del factor rela-
tivista de Lorentz -y;, la onda electromagnética responde a la relacién de dispersién
de una onda de luz no dispersiva. La otra rama corresponde & la rama de Alfvén,
la cual para bajos nimeros de onda corresponde a una relacién de dispersién lineal -
y no dispersiva con velocidad de propagacidén correspondiente a v 4, la velocidad de
Alfvén. A medida que aumenta el nimero de onda la frecuencia alcanza un limite
superior correspondiente a weg, (en ko), (‘10nde dwq/dky = 0. Esta frecuencia critica
depende de la temperatura y de la amplitud de la onda. A partir de k > ko te-
nemos que dwo/dke < 0, Hegando a diverger para & = ks, donde la velocidad de
los positrones inducidos por la onda, es igual a la velocidad de la luz. Ademas, ks
depende solamente de la amplitud de la onda y no de la temperatura. A esta zona

la hemos llamado zona anémala.

Considerando el régimen débilmente no lineal, hemos estudiado, en el Cap. 4, los
decaimientos paramétricos de la onda circularmente polarizada y de amplitud arbi-
fraria encontrada en el Cap. 3. Estudiamos la aparicién de los decaimientos, sus tasas
de crecimiento y su intervalo de inestabilidad para diferentes temperaturas y ampli-
tudes de la onda bomba. Este trabajo se diferencia de trabajos anteriores [36, 37],
en que estos ultimos consideran el régimen débilmente relativista y temperaturas
no relativistas. Nosotros hemos considerado el régimen completamente relativista y

temperaturas relativistas; ademas hemos estudiado consistentemente los efecfos de
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la temperatura relativista en las inestabilidades.

También examinamos los casos en que la onda bomba estd en tres posibles regio-
nes: en la rama de Alfvén; cerca del origen y en la zona andmala, y en la rama
electromagnética. Existen acoplamientos resonantes y no resonantes cuando la on-
da esta presente. Para temperaturas suficientemente grandes, la mayor parte de las
inestabilidades desaparecen. Para ciertos acoplamientos existe un umbral en la am-
plitud de la onda bomba, bajo el cual los modos permanecen estables; sélo una vez

superado ese umbral las inestabilidades comienzan a crecer.

Cuando la onda bomba pertenece a la zona andémala de la rama de Alfvén
(dw/dk < 0 para w > 0), la dependencia con la temperatura es similar a la de
los casos anteriores, pero notamos que Iy se incrementa rapidamente con a, a di-
ferencia de lo que ocurre en la zona normal y en la rama electromagnética, lo cual
sugiere que ondas de amplitud finita en este intervalo de frecuencias se desestabili-

zaran mas rapido, algo que pretendemos estudiar més adelante.

Debido a la importancia que tienen las ondas de Alfvén en la fisica de plasmas,
nos centramos en el estudio de inestabilidades modulacionales en la rama de Alfvén,
estudiando la evolucién no lineal de una onda circularmente polarizada de Alfvén
propagéandose a lo largo de un plasma fuertemente magnetizado de electrones y po-
sitrones (Cap. 5). Derivamos una ecuacién no lineal de Schrédinger para esta onda
en la zona normal. En este caso se satisface la condicién necesaria para una inestabi-
lidad modulacional. Calculamos la tasa méxima de crecimiento de la inestabilidad y
ésta disminuye cuando la temperatura aumenta, resultado consistente con trabajos

previos [57,68]. Esta inestabilidad modulacional admite una envolvente soliténica.
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Al igual que en el caso débilmente magnetizado {57}, el solitén se vuelve méds ancho
con el aumento de la temperatura. También hemos estudiado la propagacién de una
onda de Alfvén en la zona anémala, donde no existe solucién soliténica y la tinica

solucién fisica posible es un tren de ondas periddico.

Finalmente en el Cap. 6, hemos complementado estos resultados tedricos con el
desarrollo y la implementacién de una simulacién relativista de particulas en una
dimensidn, utilizando el método de particle-in-cell. Primero, estudiamos los modos
normales de un plasma relativista de electrones y positrones, que crecen a partir
del ruido térmico, el cual fue asignado a través de una funcién de distribucién de
velocidades relativistas de Maxwell-Jiittner. Comparamos la relacién de dispersién de
la simulacién con los modelos de fluido [35] ¥ cinético [87] para este tipo de plasmas.
Notamos que los resultados son cualitativamente similares, respecto de la velocidad
de Alfvén y de la frecuencia de plasma efectiva. Ademaés, en la simulacién vemos la
presencia de modos de alto orden, que no han sido descritos en los modelos de fluido
y cinético, debido a que en ellos no se han considerado efectos de amortiguamiento en
las ondas. Este tipo de modos ha sido descrito para plasmas de electrones e iones no
relativistas en la Ref. [98]. Esperamos que al desarrollar una teoria cinética relativista
tal como se muestra en el Apéndice B.1, podamos dar cuenta de este tipo de modos.

Estudiamos también Jos decaimientos paramétricos de una onda de Alivén con
polarizacién circular izquierda propagandose a lo largo de un campo magnético de
fondo, considerando efectos relativistas en la velocidad transversal de las particulas
y en la temperatura, por medio de la simulacién de particulas en una dimensién. Los
resultados de la simulacién de particulas han sido comparados con las predicciones

hechas mediante la teoria de fluidos presentada en el Cap. 4.
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Para bajas temperaturas, la teorfa de fluidos predice diferentes inestabilidades. La
inestabilidad principal en este caso es una inestabilidad de decaimiento, en la cual la
onda bomba decae en un modo electroaciistico que se propaga hacia adelante y una
onda electromagnética que se propaga hacia atris, (S, p—). También hay una ines-
tabilidad modulacional y una inestabilidad de batimiento, con tasas de crecimiento
menores. '

Hemos realizado la simulacién con los mismos pardmetros que en el modelo de
fluidos del Cap. 4. Los resultados de la simulacién muesfran que la onda bomba se
propaga en el plasma con la velocidad de fase esperada, en la etapa lineal de la simu-
lacién. Para tiempos mayores, observamos la aparicién de inestabilidades. Podemos
asociar esas inestabilidades en la simulacién con las predichas por el modelo de flui-
dos, encontrando un gran acuerdo entre ambos resultados. Las tasas de crecimiento
para las inestabilidades en la simulacién en general concuerdan con las de la teoria
de fluidos, aunque en la simulacién las tasas de crecimiento son menores que en la
teoria de fluido debido a que en esta ltima no se consideran efectos cinéticos como
el amortiguamiento de Landau.

El efecto de la amplitud de la onda bomba también fue estudiado y encontramos
el mismo comportamiento que en la teoria de fluidos: un aumento en la amplitud de
la onda produce un aumento en la tasa de crecimiento de las inestabilidades.

A medida que aumentamos la temperatura, encontramos el mismo comporta-
miento que en la teorfa de fluidos: aparecen las mismas inestabilidades, pero con
tasas de crecimiento menores y en un intervalo mas estrecho de frecuencias y nmiime-
ros de onda. En consecuencia, la onda bomba. se propaga por un mayor fiempo y no
se aprecian inestabilidades en la simulacién (debido a que estdn muy amortiguadas).

Para temperaturas muy altas, el modelo de fluido predice la desaparicién de todas
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las inestabilidades. En lugar de eso, en la simulacion, el perfil inicial de la onda
bomba se desarma en un periodo muy corfo de tiempo. Esta inconsistencia entre
la simulacién y el modelo de fluidos puede ser resuelta al considerar el fratamiento
cinético presentado en la Ref. [87], donde se muestra la desaparicién de la rama de
Alfvén para temperaturas muy altas. Esta prediccién es consistente con los resultados
de la sirmulacién de particulas (PIC) y los résultados preliminares presentados en el
Apéndice B.1.

Para una comparacién mas apropiada entre modelos tedricos y las simulacio-
nes de particulas, debemos considerar los decaimientos paramétricos basados en un
tratamiento cinético, tal como en las Refs. [99,103,104].

Finalmente, también hemos corroblora.do la existencia de soluciones localizadas
usando la simulacién de particulas. Para grandes tiempos en la simulacién, los efec-
tos no lineales del sistema provocan la aparicién de solitones que se propagan con
velocidad constante. Por otro lado, hemos usado como condicion inicial la solucion
soliténica del Cap. 5, la cual resulta propagarse a lo largo del sistema, generando
un segundo solitén que se propaga en sentido contrario. Debido a las condiciones
de borde periddicas, los solitones vuelven a encontrarse, interactuando, y luego cada
uno sigue su trayectoria original, manteniendo su forma esencialmente inalterada.

Estos resultados pueden ser relevantes en el estudio de la propagacién de ondas
electromagnéticas en ambientes en donde los plasmas de electrones y posifrones son
importantes, tales como la propagacién de emisién de radio a través de la magnetos-

fera de pulsares [20] y la aceleracidén de jets relativistas [21] entre ofros.
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Apéndice A

Relacién de dispersion para los
decaimientos paramétricos

Acs daremos las definiciones para los términos usados en la relacién de dispersion

Ec. (4.25). La relacién de dispersién para los decaimientos paramétricos viene dada

por ¢l determinante de la matriz

( Gie— Jie 0 M. — Jse 0
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Apéndice B

Relacién de dispersioén cinética
para plasmas relativistas de
electrones y positrones

A partir de los resultados del Cap. 6 de esta tesis, es evidente que existen diferen-
cias entre los modelos de fluido y cinético a la hora de estudiar estos plasmas, por lo
que se hace necesario desarrollar una teoria cinética para poder comparar de manera:
correcta los resultados obtenidos en la simulacién y estudiar otro tipo de fenémenos
como la aceleracién de particulas debido a la interaccién onda-particula.

Muchos trabajos se han dedicado al estudio de los efectos cinéticos en la propaga-
cién de ondas en plasmas relativistas {105-109]. Dominguez et al. [87] estudiaron la
propagacién de ondas en plasmas relativistas de electrones y positrones, basdndose
en la ecuacion relativista de Vlasov, con el fin de incluir efectos térmicos a lo largo
de la direccién de propagacién. Estos resultados pueden ser comparados con los ob-
tenidos a través de la teoria de fluidos en la Ref. [35] y en los Caps. 3 y 6 de esta
tesis. Si bien se han considerado efectos cinéticos en el estudio de propagacién de
ondas [87], de los decaimientos paramétricos [99,103,110] y para la propagacién de

solitones [111], en estos trabajos los efectos cinéticos han sido introducidos sélo a lo
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largo de la direccién de propagacién de la onda, por lo que no se tiene una descrip-
cién completa de la funcién de distribucién de las particulas y tampoco se consideran
efectos de amortiguamiento de ondas. Al respecto, Lazar y Schlickeiser [109] propo-
nen una relacién de dispersién para ondas circularmente polarizadas propagdndose a
lo largo de un campo magnético constante, en plasmas relativistas. Han considerado
efectos cinéticos en las tres direcciones y una funcién de distribucién relativista e
isotrépica de Maxwell-Jiittner.

En este capitulo nos basaremos en los resultados de las Refs. [105, 106, 108, 109]
para encontrar la relacién de dispersién de ondas circularmente polarizadas en plas-
mas relativistas de electrones y positrones, propagéndose a lo largo de un campo

magnético constante, y considerando efectos cinéticos en las tres direcciones.

B.1. Relacion de dispersion

Resolveremos la ecuacion relativista de Vlasov dada por
af; af; =, U =\ 0
— 7. —L - E — ¥ B L2 = 0 B.l
ot TV e TU\T TS o5 (B-1)
donde g; es la carga y m; la masa de cada particula, 7 es el indice de especie y ¢
la velocidad de la luz. Acd P es el momentum relativista. Consideraremos un campo
magnético de fondo constante ED = ByZ y la propagacién paralela de la onda elec-

tromagnética k= kz.

La relacién de dispersién lineal es derivada de la Ec. (B.1). Realizamos pequefias
perturbaciones sobre el sistema y resolvemos las ecuaciones utilizando el método de
Fourier-Laplace, donde hacemos una transformada de Fourier en el espacio y una

transformada de Laplace en el tiempo, por lo que consideramos que la frecuencia
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w = w,+1I' es un mimero complejo tal que Sw = I' > 0, es lo suficientemente grande
para que la transformada de Laplace inversa converja. Con este método obtenemos

la relacién de dispersion para la perturbacién transversal [108],

o3 o 2
2 d i
) /_oc. - Pl o = kp fm £

ar® af®
x[(“’_%) i | o,2)
L™

dpy  my Op,
donde wy; = y/4mgin;/m es la frecuencia de plasma y ; = g¢;Bp/(mc) es la
frecuencia ciclotrénica para la especie j. R y L representan ondas con polariza-
cién circular derecha (+ en el denominador) e izquierda (— en el denominador),

y €l signo + en AEL indica que esta relacidn es valida para I'-> 0. Finalmente,

v = +/1+ (pr/me)? + (p./mc)? es el factor relativista.

Consideremos ahora la transformacion

s = pf(mo), (B.3)
1+ 7/ (mo)? + g2/ (ma)? (B4)
El determinante de la matriz Jacobiana de la transformacién es
p)
detJo = — 1M (B.5)
W2 =1~ 22
Entonces, la Ec. (B.2) toma la forma
2]4:2 af; wdf;
_emm 3 m oJ; [ wWojj
Apr = 1 ”Z(mz c) f / S ( T 87)
¥ —1-—35%
X =0.(B.6
5wl (oh) 7 k) PO

En el caso de una funcién de distribucién isotrépica, f;(y, s) = f(7), tenemos

1 w2, df; Vi1 7 —1-—s
+ _1_2_ \3_“pi & Yy oilos
My =1-1 ﬂ;(mjc) -5 / o [ BT =0, (BY)
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donde hemos definido z = w/(ck) y ¢; = Q;/(ck). Podemos escribir la Ec. (B.7),

como
A% —1——- WZ(m i) s V/md'y%Lff(ry) =0 (B.8)
R,L I 22, dfy F ? *
donde hemos definido
77-1 —1—35
L, A7) = ds "’— :
b= [ et (B9)

Para resolver la integral en la Ec. (B.9), usamos la sustitucién (s F ¢;)/y = £, de

modo que

VTG g2 ] f? 262 Oyt
b= [T RO

Bl maf Ly =285 [ §—=z

Podemos eseribir la Ec. (B.10} como

LE,L;;'(’Y) = [(1 - 22)’72 F2zt;y— (1 + t?)] RLJ(’Y) 2(zy £ t5)v/7* -1, (B.11)

donde hemos definido

Lo /\/1-«7-2%-/1{1 1 )
() = £ B.12
RLg Y R (
Ahora podemos escribir la relacién de dispersién Ec. (B.8), en la forma
Af, = 1 —+2 § m;c)> md Yilyr st V-1 B.13
s — 7y (myc) 2k-2 Y d,y('rz i)V Y (B.13)

S 2;;22f df" (1= 227 % 2ty — (14 )] ) =0.

Al igual que en el resto de esta tesis, consideraremos una funcién de distribucién

relativista de Maxwell-Jiittner [97]

fJ (,Y) 471_}-5:(#3) e H7 y (B14)
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donde p; = mc?/(kgT}), caracteriza la temperatura del plasma. Reemplazando esta
funcién de distribucién en la Ec. (B.13), y considerando que las especies son electrones

y positrones, tal que m, = m, = m, tenemos

2

1w
+ _ re
Are = 1= 2~ ap

+4K2(ﬂ) c?k?z {./ dye [(1 2°)y" & 22ty 1+ )] JR,L;e(fY)

1

+ /‘00 dy e (1 = 227 F 22ty — (1 + 17)] JEL;p(fy)} =0. (B.15)
1

Acé hemos usado py, = p, = p y las definiciones

(o 0]
K
[P Te My = K , (B.16)
1

7
Ko (p)

f YV — 1eHdy
1 H

(B.17)

donde K; y Ks son las funciones modificadas de Bessel de primer y segundo orden,
respectivamente.
A lo largo de esta tesis hemos estudiado ondas con polarizacién circular izquierda,

por lo que la relacién de dispersién para este caso toma la forma

. 1wl U
Ay = 1= 22 czp;sz
gl 1 / Ay [(1L— )y — 2ety — (1L + )] JE(9)
" AKy(p) k22 | Lie
00
+ f dye ™ [(1 — 2%}y + 22ty — (1 +¢%)] J;p(y)} =0, (B.18)
1

con la apropiada definicién de Ji; de la Ec. (B.12). Recordamos que esta relacién de
dispersién es vilida para Sw =I' > 0. La relacién de dispersion Ay, paral’ < 0, la

encontramos haciendo la continuacién analitica adecuada de la Ec. (B.18), tal que

lim Af; = lim Aj (B.19)

=0+ =0~ i7"
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Esto es equivalente a encontrar la continuacién analitica de Jﬁj, tal que

im Jf. = lim J;, (B.20)

rsot X9 pho- M

donde
Vil 1

r ()= d .
JL;J(,Y) —-\/m+f,j/-y ‘Sg_z

(B.21)

B.2. Continuaciéon analitica

En adelante centraremos nuestra atencién en resolver la il;tégral (B.21). Nos ba-
saremos en el procedimiento desarrollado por Felten et al. [112], para el caso no
magnetizado. En el caso no magnetizado ¢; = 0, por lo que la integral (B.21) se
realiza sobre un intervalo simétrico. En nuestro caso el intervalo de integracién no es

simétrico, por lo que la integral es mas complicada de resolver.

Definiremos las cantidades

Sy = VI=r2-Z, (B.22)
So(1) = V1i-7%+ %— : (B.23)

Luego, la solucién de la integral (B.21) es

Ji; =In| X} -+ i@, (B.24)
donde
Z — S2j
- B.
I z+ S}j ’ ( 25)

y & = arg X es el argumento de la funcién, el cual esta sobre el intervalo —7w <

arg X; < w. Definiremos ademés z = R4 i, donde E = Rz es la parte real de z e




136

I = Sz es su parte imaginaria. Entonces la Ec. (B.24) puede ser escrita como

1 (R—Sg-)z-}—Iﬁ . Sz'—R) ’ S+ R
oo i j VRN I
JL;j =3 In [ (& 313')2 72 4 ¢ |arctan i + arctan 7

(B.26)

Recordemos eﬁtonces que, };ara que la relacién de dispersién {B.18) esté bien definida
en todo el plano complejo, la Ec. (B.26) debe ser continua y analitica en todo el
plano complejo. Observando la Ec. (B.24), notamos que eso es cierto para todos
los puntos del plano complejo, exceptuando a aquéllos sobre el eje real negativo,

h’m}_,oi- RX; < 0. Como la parte real de X; viene dada por

(R— So)(R+ Syy)+ 2

RX; = , B.27
’ (R+ Sy + 12 (B.21)
se sigue que debemos tener cuidado al evaluar la solucién (B.26) en los casos en que '
R — Sy;
lim RX; = 2 <0. :
Jm X =51, =0 (B-28)

- Existen dos posibilidades para satisfacer la condicién (B.28), R — Sy{v) < 0y
R+ S1;(7) > 0, 6 R— Sy;{7v) > 0y R+ 51;(7) < 0. Como ejemplo veamos lo que

sucede con la primera condicién:

o = lim ®(R,I) = ,
I-0t

& = lim ®R,I) = —m,
I—=0—

por lo tanto existe una discontinuidad al acercarnos por I = 0% 61 — 0™,
Para que esta funcién, ®, sea continua en todo el plano complejo, basta con

imponer

i =1 .
Illglw‘ (8, 1) io- (R, 1)

Luego, para este caso conviene definir

‘I’+

&

(P77 ovtn
arctan 7 + arctan

& 27,

Si;+R
I
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(B.29)
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Para el segundo caso, R — S3;(7) > 0 y R+ S1;(v) < 0, podemos realizar un proce-
dimiento anslogo. Con esto, la funcién @ serd continua en todo el plano complejo,
por lo que se asegura la analiticidad de la relacién de dispersién. Las dos posibles
condiciones que hemos identificado para satisfacer la Ec. (B.28) son muy generales,
por lo que deberemos estudiar cada una de estas condiciones en detalle para poder

expresarlas en funcién de 7.

B.2.1. Caso electrones J.

La Ec. (B.26) para el caso de los electrones es

_— 2 2 _
Jg-;e = }In [(R Spe) + 1 ] +1i [arctan (Sze E) +- arctan (Sle + R)] )

2 (B+ S1)%+ 12 I I
(B.30)
donde
t
Sie(y) = l—y24 :{- , (B.31).
t
Soe(v) = V1=-7y2——. (B.32)

i
Consideraremos sélo ¢ > 0, ya que para. t < 0 esta integral se convierte en la integral
para los positrones, la cual resolveremos més adelante. Inmediatamente notamos que
S1.(7) > 0. Debemos enfocarnos en los casos en que se cumple la condicién (B.28),

que para los electrones son los casos

R=5(7)<0 y R+ 5. >0, (B.33)

O

R—5(7)>0 y R+ Si(7) <0. (B.34)

La segunda. condicién implica que /1 —v™2 < —+/1 —7~2, lo que es imposible,

asi que debemos enfocarnos en la primera. La primera condicién se puede escribir
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como

—Ste(7) < B < 52(7) (B.35)

es decir, debemos fijarnos que R esté dentro del intervalo de integracion. En la
Fig. B.1 podemos ver el comportamiento de las funciones —Sie(7) y S2(7) en fun-

cién de v, para t > 1 [Fig. B.1(a)] y t < 1 [Fig. B.1(b)].

R

e PR roeererty

o 4 —— ‘(1_1_‘2)1.’?.,_

-'(1+12)”2 v
1 7. 10 100

Figura B.1: Funciones —Si.(7) v S2.(7). para: (a) ¢t > 1; (b) ¢ < 1. Linea continua
(negra): funcién —Si.. Linea segmentada (azul): funcién Sp.. La linea punteada y
segmentada (roja) representa un valor particular para R.

De la Fig. B.l notamos que se debe buscar el intervalo de v para el cual se
cumpla la condicién (B.35). Por ejemplo, para —1 < B < 1y t > 1 [Fig. B.1(a)], sélo
para v > 7. se cumple la condicién (B.35), es decir, R estara dentro del intervalo
[—S1e, Sze) s6lo para valores de v mayores que 7i, que es solucion de R = Sae(7)-
En cambio, si —t < R < —1, 7 estard acotado por dos valores, el limite inferior
proveniente de la solucion R = Ss(7) vy el superior de B = —Si.(7). Por ilitmo,
para —/1 + 2 < R < —t los limites de v vendrén dados por las dos soluciones de
R = —=51(7).

Para t < 1, Fig. B.1(b), debemos realizar el mismo procedimiento, analizando todos
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los casos que se muestran en la figura. De esta manera, identificando todos los casos
para los cuales lim; o+ RX; < 0, podemos encontrar una expresién general para la

integral Jr,.. Asi la continuacién analftica para los electrones seréd

— 2472 —
Jre() = —21-111 [(R Sae)* +1 ]—I—i [arctan (823 R) - arctan (Sle + R) + Be] :

(R + S1e)2 + 1?2 I I
(B.36)
con
0 , R< V118,
700(Y — 11e)O(2e — 1), —VIFHE<R<-1,
* ) 7007 — o) ., —-1<R<1,
0 , R>1,

donde © es la funcién de Heaviside,

_ R+ VEFI-R2

'Yle - 1 _ Rz H
Rt—+/1?+1— R?

/726 - 1 . R2 ]

2
c=4 1 , I=0,
0

Esta funcién es continua y analitica en todo el plano complejo, por lo que hemos

omitido el superindice + de Jg,.

B.2.2. Caso positrones Ji,
La Ec. {B.26) para el caso de los positrones es

y 1 (R—Sg )2+12 . Sg — R 81 +R
Ji, == £ 4 P
Lp = 3 In [ ( MENE + 1 |arctan i + arctan 7 )

(B.37)
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donde
t
Sip(y) = Vi-7v7?- = (B.38)
¢
Sp(1) = V1=77+2 : (B.39)

Como en el caso anterior, consideraremos sélo £ > 0. La condicién (B.28), produce

para los positrones los casos

R—5,(7)<0 y R+S8u(7)>0, (B.40)

R— Sgp(’]f) >0 yv R+ S}_p(’}’) < 0. (B41)

Al igual que en la Sec. B.2.1, la segunda condicién no se satisface para ningtin valor

de v y t. La primera condicién se puede escribir como
—S1p(7) < B < Sa(7) 5 (B.42)

En la Fig. B.2 podemos ver el comportamiento de las funciones —5i, y Sz, en funcién

de v, para t > 1 [Fig. B.2(a)] y ¢ < 1 [Fig. B.2(b)].

Al igual que en el caso de los electrones, estudiamos cada uno de los casos que se

muestran en la Fig. B.2, por lo que podemos llegar a la integral

— 2 2 —
JL;p(’Y) = _;.111 [(R S S+ ]—]—z’ [a,rcta,n (izf—j—R) + arctan (ﬂ&;ﬁ—) + Gp} R

(R+ S1p)2+ 12
(B.43)
con
0 3 R S _1 t
g ToO(7 — 1p) , -1<R<1,

»= 7oy — 11p)0(V2p — 1) > —it< R<V1+12,
0 . R>V1+E,




donde © es la funcién de Heaviside,
—Rt4+vt2+1— R?
’Tlp = 1 _ R2 ?

—R—VETI-R
g = - R? :

2 , I<0,
g=1 1 . 1=y
0 s 1>0:

Esta funcién es continua y analitica en todo el plano complejo.

141

(l+t2)|f2 G
t

Figura B.2: Funciones —Sy,(7) v S2,(7), para: (a) t > 1; (b) t < 1. Linea continua
(negra): funcién —Si,. Linea segmentada (azul): funcién Sy,. La linea punteada y

segmentada (roja) representa un valor particular para K.

B.3. Analisis numérico

Utilizando las expresiones (B.36) y (B.43). derivadas en la seccion anterior, la

relacién de dispersién (B.18) puede ser escrita de la forma
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1
2 ke

w2u? 1 00
VA [ = 22 — 22ty — (L+17)] Jpe
Ky (1) 222 { /1 dye ™7 [(1 - 2%)y" — 22ty — (L +87)] Jpe()

A =1

+ /100 dy e [(1 - 227" + 22ty — (1 + 7)) JL;p('y)} =0, (B.44)

12 cual es vélida para todo el plano complejo.

En la Fig. B.3 vemos la rela.c,ién de dispersién dada por la Ec. (B.44), usando la
normalizacién z = w/Q. e y = ckl/Qc, para = 10 y wy/8), = 1. La Fig. B.3(a)
muestra la parte real de la relacién de dispersién, en ella identificamos las ramas
electromagnética y de Alfvén. Esta figura es bastante similar a la obtenida mediante
la teoria de fluidos. La Fig. B.3(b) muestra la parte imaginaria de la relacién de
dipsersién, para la rama de Alfvén. En ella vemos que los modos en la rama de
Alfvén con mimero de ond-a mayor a y = 0.5, estdn amortigunados. Este resultado
es consistente con lo que observamos en el Cap. 6, utilizando una simulacién de
particulas, donde vimos que la rama de Alfvén desaparece para grandes valores del

ntimero de onda.
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2.0 T E| T 0.4 ] T . ]
(@) ®

0.0

Re(x)
=
X
Im{x)

04

1 ] t N
25% 16 0.0 1.0 30 OF;

Figura B.3: Relacién de dispersién (B.44). (a) Re(z) =Re(w)/S vs. y = ck/Q.
(b) Im(z) =Im(w)/$. vs. y = ck/S);, para la rama de Alfvén. Ambos grificos para
p=10y wye/Q = 1.




Referencias

[1] 1. Langmuir, Proc. Nat. Acad. Sci. 14, 627 (1928).
[2] H. M. Mott-Smith, Nature 233, 219 (1971).

[3] K. Nishikawa y M. Wakatani, Plasma Physics. Basic Theory with Fusion Ap-
plications (Springer-Verlag, Berlin, 1994), vol. 8 de Atoms and Plasmas, cap. 8,

segunda ed.

[4] A. Dinklage, T'. Klinger, G. Marx y L. Schweikhard, editores, Plasma Physics:
Confinement, Transport and Collective Effects, vol. 670 de Lecture Noies in
Physics (Springer, Berlin, 2005).

[6} R. N. Manchester y J. H. Taylor, Pulsers (W. H. Freeman, San Francisco,
1977).

[6] P. A. Sturrock, Astrophys. J. 164, 529 (1971).

[7] M. F. Curtis, The Theory of Neutron Stars Magnetospheres (University of
Chicago Press, Chicago, 1991).

[8] Y. N. Istomin y D. N. Sobyanin, Astron. Lett. 33, 660 (2007).

[9] S. J. Hardy y M. H. Thoma, Phys. Rev. D 63, 025014 (2000).

144




145

[10] C. S. Reymolds, A. C. Fabian, A. Celottid y M. J. Rees, Mon. Not. R. Astron.
Soc. 283, 873 (1996).

[11] T. Piran, Phys. Rep. 314, 575 (199).
[12] T. Piran, Rev. Mod. Phys. 76, 1143 (2004).

[13] G. W. Gibbons, S. Hawking y S. T. C. Siklos, editores, The Very Early Universe
(Ca.mbridge University Press, Cambridge, 1985).

[14] T. Tajima y T. Taniuti, Phys. Rev. A 42, 3587 (1990}).
[15] H. Lesch y M. Pohl, Astron. Astrophys. 254, 29 (1992):

[16] G. Bjérnsson, M. A. Abramowicz, X. Chen y J.-P. Lasota, Astrophys. J. 467,
99 (1996). '

[17] E. P. T. Liang, Astrophys. J. 234, 1105 (1979).
[18] T. R. White y A. P. Lightman, Astrophys. J. 340, 1024 (1989).

[19] E. Churazov, R. Sunyaev, S. Sazonov, M. Revnivtsev y D. Varshalovich, Mon.
Not. R. Astron. Soc. 357, 1377 {2005).

[20] Q. Luo, D. B. Melrose y D. Fussell, Phys. Rev. E 66, 026405 (2002).
[21] S. Iwamoto y F. Takahara, Astrophys. J. 565, 163 (2002).

[22] J. F. C. Wardle, D. C. Homan, R. Ojha y D. H. Roberts, Nature 395, 457
(1998).

[23] D. B. Blaschke, A. V. Prozorkevich, C. D. Roberts, 5. M. Schmidt y 5. A.
Smolyansky, Phys. Rev. Lett. 96, 140402 (2006).




146
[24] H. Chen, S. C. Wilks, J. D. Boulie, E. P. Liang, J. Myatt, D. F. Price, D. D.
Meyerhofer y P. Beiersdorfer, Phys. Rev. Lett. 102, 105001 (2009).

[25] G. P. Zank y R. G. Greaves, Phys. Rev. E 51, 6079 (1995).

[26] P. Helander y D. J. Ward, Phys. Rev. Lett. 90, 135004 (2003).

[27] P. Goldreich y W. H. Julian, Astrophys. J. 157, 869 (1969).

[28] A. N. Timokhin y J. Arons, Mon. Not. R. Astron. Soc. 429, 20 (2013).
[29] A. K. Harding, Astrophys. J. 300, 167 (1986).

[30] A. A. da Costa, D. A. Diver y G. A. Stewart, Astron. Astrophys. 366, 129
(2001).

[31] A. Barnes y J. V. Hollweg, J. Geophys. Res. 79, 2302 (1974).

[32] L. Gomberoff, F. T. Gratton y G. Gnavi, J. Geophys. Res. 99, 14717 (1994).
[33] V. 1. Berezhiani y S. M. Maha.j;m, Phys. Rev. Lett. 73, 1110 (1994).

[34] V. L. Berezhiani y S. M. Mahajan, Phys. Rev. E 52, 1968 (1995).

[35] F. A. Asenjo, V. Mufioz, J. A. Valdivia y T. Hada, Phys. Plasmas 16, 122108
(2000).

[36] V. Muiioz y L. Gomberoff, Phys. Rev. E 57, 994 (1998).
[37] S. Matsukiyo y T. Hada, Phys. Rev. E 67, 046406 (2003).
[38] S. Matsukiyo y T. Hada, Astrophys. J. 692, 1004 (2009).

[39] R. Svensson, Astrophys. J. 258, 335 (1982).




147

f40] J. T. Gosling, R. M. Skoug, D. J. McComas y C. W. Smith, J. Geophys. Res.
110, AC1107 (2005).

[41] T. D. Phan, J. T. Gosling, M. S. Davis, R. M. Skoug, M. O. feroset, R. P. Lin,
R. P. Lepping, D. J. McComas, C. W. Smith, H. Reme y A. Balogh, Nature
439, 175 (2006).

[42] A. C.-L. Chian y P. R. Muiioz, Astrophys. J. Lett. 733, L34 (2011).

[43] C. H. Jaroschek, R. A. Treumann, H. Lesch y M. Scholer, Phys. Plasmas 11,
1151 {2004).

"[44] M. Swisdak, Y.-H. Liu y J. F. Drake, Astrophys. J. 680, 999 (2008).
[45] S. Zenitani y M. Hoshino, Astrophys. J. 677, 530 (2008).
[46] N. Bessho y A. Bhattacharjee, Astrophys. J. 750, 129 (2012).

[47] B. Cerutti, G. R. Werner, D. A. Uzdensky y M. C. Begelman, Astrophys. J.
Lett. 754, L33 (2012).

[48] J. Arons, Int. J. Mod. Phys. D 17, 1419 (2008).
[49] M. Kino, N. Kawakatu y F. Takahara, Astrophys. J. 751, 101 (2012).

[50] G. Weidenspointner, G. Skinner, P. Jean, J. Knodiseder, P. von Ballmoos,
G. Bignami, R. Diehl, A. W. Strong, B. Cordier, S. Schanne y C. Winkler,
Nature 451, 159 (2008).

[51] T. 8. Pedersen, J. R. Danielson, C. Hugenschmidt, G. Marx, X. Sarasola,
F. Schauer, L. Schweikhard, C. M. Surko y E. Winkler, New J. Phys. 14,
035010 (2012).




148
[52] A. C.-L. Chian y C. F. Kennel, Astrophys. Space Sci. 97, 9 (1983).
[53] M. Y. Yu, P. K. Shukla y L. Stenflo, Astrophys. J. 309, 163 (1986).
[54] F. B. Rizatto, R. S. Schneider y D. Dillenburg, Phys. Lett. A 133, 59 (1988).
[55] R. E. Kates y D. J. Kaup, J. Plasma Phys. 41, 507 (1989).

[56] F. T. Gratton, G. Gnavi, R. M. O. Galvéo y L. Gomberoff, Phys. Rev. E 55,
3381 (1997). '

[57] F. A. Asenjo, F. Borotto, A. C.-L. Chian, V. Mufioz, J. A. Valdivia y E. Rem-
* pel, Phys. Rev. E 85, 046406 (2012).

[68] A. V. Borovsky, A. L. Galkin, V. V. Korobkin y O. B. Shiryaev, Phys. Rev. E
59, 2253 (1999).

[59] D. Umstadter, J. Phys. D 36, R151 (2003).

[60] F. Xiao, H. He, Q. Zhou, H. Zheng y S. Wang, J. Geophys. Res. 111, A11201
(2006).

[61] L. D. Landau y E. M. Lifshitz, Fluid Mechanics, vol. 6 de Course of Theoretical
Physics (Pergamon Press, Bristol, 1959).

[62] F. A. Asenjo, V. Mufioz y J. A. Valdivia, Phys. Rev. E 81, 056405 (2010).
[63] S. M. Mahajan, Phys. Rev. Lett. 90, 035001 (2003).

[64] R. T. Gangadhara, V. Krishan y P. K. Shukla, Mon. Not. R. Astron. Soc. 262,
151 (1993).

[65] L. Gomberoff, V. Mufioz y R. M. O. Galvio, Phys. Rev. E 56, 4581 (1997).




149
[66] V. Mufioz y L. Gomberoff, Phys. Plasmas 7, 4916 (2000).
[67] V. Mufioz y L. Gomberoff, Phys. Plasmas 5, 3171 (1998).

[68] R. A. Lépez, F. A. Asenjo, V. Muiioz y J. A. Valdivia, Phys. Plasmas 19,
082104 (2012).

[69] M. Longtin y B. U. O. Sonnerup, J. Geophys. Res. 91, 6816 (1986).
[70] H. K. Wong y M. L. Goldstein, J. Geophys. Res. 91, 5617 (1986).

[71] R. A. Lépez, F. A. Asenjo, V. Mufioz, A. G.-L. Chian y J. A. Valdivia, Phys.
Rev. E 88, 023105 (2013).

[72] A. B. Mikhailovskii, O. G. Onishchenko y E. G. Tatarinov, Plasma Phys. Con-
trolled Fusion 27, 527 (1985).

[73] S. 1. Popel, S. V. Vladimirov y P. X. Shukla, Phys. Plasmas 2, 716 (1995).
[74] W. F. El-Taibany y A. A. Mamun, Phys. Rev. E 85, 026406 (2012).

[75] A. Hasegawa, Plasma Instabilities and Nonlinear Effects (Springer-Verlag, Ber-
lin, 1975).

[76] L. Debnath, Nonlinear Pariial Differential Equations for Scientists and Engi-

neers (Springer, 2005).

[77) ¥. F. Chen, Introduction to Plasma Physics and Controlled Fusion (Plenum
Press, New York, 1990).

[78} K. Nishikawa y C. S. Liu, en Advances in Plasma Physics, editado por A. Simon
y W. B. Thompson (Wiley, New York, 1976}, vol. 6, cap. 2, pags. 3-81.




150
[79] A. Ebaid y S. M. Khaled, J. Comput. Applied Math. 235, 1984 (2011).
[80] A. J. Klimas, J. Comput. Phys. 68, 202 (1987). |
[81] A. J. Klimas y W. M. Farrell, J. Comput. Phys. 110, 150 (1994).

[82} C. K. Birdsall y A. B. Langdon, Plasme Physics via Computer Simulation
(Taylor and Francis, New York, 2005).

[83] R. W. Hockney y J. W. Eastwood, Computer Simulation Using Particles (Bris-
tol: Hilger, 1988).

[84] T. Terasawa, M. Hoshino, J.-I. Sakai y T. Hada, J. Geophys. Res. 91, 4171
(1986).

85] J. A. Araneda, A. F. Vifias y H. F. Astudillo, J. Geophys. Res. 107, SSH 8
(2002).

[86] L. Ofman, A.-F. Vifias y P. S. Moya, Ann. Geophys. 29, 1071 (2011).
[87] M. Dominguez, V. Mufioz y J- A. Valdivia, Phys. Rev. E 85, 056416 (2012).

[88] R. A. Lépez, A. F. Vifias, V. Mufioz y J. A. Valdivia, Particle-in-cell simula-
tions for parametric decays of e circularly polarized Alfvén wave in relativistic

thermal electron-positron plasmas, submitted to Phys. Plasmas.
[89] P. L. Pritchett, Space Sci. Rev. 42, 17 (1985).

[90] H. Matsumoto y Y. Omura, Computer Space Plasma Physics: Simulation Te-
chnigues and Software (Terra Scientific, Tokyo, 1993).

[91] H. Usui y Y. Omura, editores, Advanced Methods for Space Simulations (Terra
Scientific, Tokyo, 2007).




1561

[92] P. Hut, J. Makino y S. McMillan, Astrophys. J. 443, 1.93 (1995).
(93] J. M. Dawson, Rev. Mod. Phys. 55, 403 (1983).

[94] B. Marder, J. Comput. Phys. 68, 48 (1987).

[95] A. B. Langdon, Comput. Phys. Commun. 70, 447 (1992).

[96] P. L. Pritchett, en Space Plasma Simulation, editado por J. Biichner, M. Scho-
ler, y C. T. Dum (Springer Berlin Heidelberg, 2003), vol. 615 de Lecture Notes

in Physics, pags. 1-24.
197] F. .Jiittner, Annalen der Physik 339, 856 (1911).
(98] J. A. Araneda, H. Astudillo y E. Marsch, Space Sci. Rev. 172, 361 (2012).
[99] V. Muiioz, T. Hada y S. Matsukiyo, Earth, Planets and Space 58,.1213 (20086).

[100] B. Buti, V. Jayanti, A. F. Viiias, S. Ghosh, M. L. Goldstein, D. A. Roberts,
G. S. Lakhina y B. T. Tsurutani, Geophys. Res. Lett. 25, 2377 (1998).

[101] Y. Nariyuki y T. Hada, Nonlinear Proc. Geophys. 13, 425 (2006).

[102] B. Buti, M. Velli, P. Liewer, B. Goldstein y T. Hada, Phys. Plasmas 7, 3998
(2000).

(103] V. Mufioz y L. Gomberoff, Phys. Plasmas 9, 2534 (2002).
(104] V. Mufioz y L. Gomberoff, Phys. Plasmas 9, 4415 (2002).
[105] R. Schlickeiser, Astron. Astrophys. 294, 615 (1995).

[106] R. Schlickeiser y M. Kneller, J. Plasma Phys. 57, 709 (1997).




[107] Y. Liu y S. Q. Liu, Contrib. Plasma Phys. 51, 698 (2011).

[108] M. Lazar y R. Schlickeiser, Can. J. Phys. 81, 1377 (2003).

[109] M. Lazar y R. Schlickeiser, New J. Phys. 8, 66 (2006).

[110] V. Mufioz, Phys. Plasmas 11, 3497 (2004).

152

{111] M. Lontano, S. V. Bulanov, J. Koga, M. Passoni ¥ T. Tajima, Phys. Plasmas

9, 2562 (2002).

(112] T. Felten, R. Schlickeiser, P. H. Yoon y M. Lazar, Phys. Plasmas 20, 052113

(2013).




