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Resumen:

Sea k = Fy, con g > 3. En esta tesis se constritye una Representacion de Weil generalizada

para los grupos ortogonales escindidos finitos de rango par;

0 I2n " { I2n
0,(2n,2n) = { T € Myn(k) | T T¢ =
12?1 0 Ign 4]

En el primer capitulo se entrega una introduccién sobre el origen histérico de la repre-

sentacién de Weil y una breve descripcién de los resultados obtenidos hasta el momento.

En los capitulos dos y fres se entregan los contenidos preliminares, esto es; aspectos
generales de la teorfa de representaciones de grupos y algunos tdpicos de formas cuadraticas

en cuerpos finitos.

En el capftulo cuatro se definen los anillos involutivos y se otorga una clasificacion de las
involuciones para el anillo A = M,(k), donde &k es un cuerpo finito de caracteristica impar.

Aparentemente esta clasificacién no se encuentra en la literatura.

En el quinto capitulo se definen los grupos SL5(2, A) y la construccién de su Represen-
tacidn de Weil generalizada. Ademés se muestra uno de los resultados de este trabajo que
consiste en una dualidad entre £ = %1 y la involucién escogida, para el caso de los anillos
del tipo Ms(Ap), con (Ag, *) anillo unitario involutivo. En particular se obtiene que el grupo
ortogonal escindido Og(2n,2n) puede verse como un grupo SL£(2, 4) con & = 1.

Finalmente, en el capitulo seis se obticne el resultado principal de esia fesis, a saber: la
construccién de la Representacién de Weil generalizada para el grupo de interés. Ademas
se estudia la estructura del grupo unitario U(y, x) asociado a las funciones v y x mediante
las cuales se define la representacién y luego utilizando este grupo, se llega a una primera

descomposicién de la representacion.
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Abstract:

Let k = F,, with ¢ > 3. In this thesis we build a generalized Weil Representation for

finite split orthogonal groups in even rank;

0 I2n
O4(2n,2n) = { T € My (k) | T T =
I2n 0 Ign 0

0 I2n

The first chapter provides an introduction to the historical origin of the Weil representa-

tion and a brief description of the resulis obtained so far,

In chapters two and three we give the preliminary contents, that is, general aspects of

group representations and some topics of quadratic forms over finite fields.

In chapter four we define involutive rings and we give a classification of involutions for the
ring A = M,,(k), where k is a finite field of odd characteristic. Apparently this classification

is not present in the literature.

In the fifth chapter we define the SLZ(2, A) groups and their generalized Weil represen-
tation. Apart from that we show one of the results of this work, which is a duality between
£ = %1 and the involution chosen in the case of rings of type Ma(Ag), with (A, *) a involu-
tive unitary ring. In particular we obtain that the split orthogonal group O(2n,2n) can be
seen as a group SLE(2, A) with e = —1.

Finally, in the sixth chapter we prove the main result of this thesis, namely the cons-
truction of a generalized Weil representation for the group of interest. Apart from that, we
study the structure of the unitary group U{7, x) associated with the functions v and x by
which the representation is defined and then using this group, we get a first decomposition

of the representation.
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Capitulo 1

Introduccion

Uno de los problemas centrales en la Teorfa de Representaciones de Grupos Finitos es
determinar el conjunto de representaciones irreducibles de un grupo dado. Para diversas fa-
milias de grupos, la Representacion de Weil ha resultado ser una respuesta a dicho problema.

Recordemos que estas representaciones se llaman hoy en dia representaciones de Weil (o
Shale-Weil), debido a que surgieron de la construccién clasica de Weil ([14}), para cualquier
cuerpo local, que a su vez surge en el trabajo de Shale ([11]) sobre las simefrias lineales de
campos libres de bosdn, en teorfa cudntica.

Shale construyé la “representacién de oscilador” de Sp(2n, k), para k = R. Esta repre-
sentacidn resulta ser una representacion proyectiva que toma ventaja de la teorfa de repre-
sentaciones del grupo de Heisenberg H, en n grados de libertad, segiin lo descrito por el
teorema de Stone von Neumann, el cual dice que H, que tiene sélo una representacién {salvo
isomorfismos) irreducible unitaria de dimensién mayor a 1 con un cardcter ceniral dado (la
representacién de Schrodinger). Weil ([14])extendid més tarde esta construccién para el caso
de un cuerpo local.

Luego de eso, en los anios 70 Pierre Cartier notd que las representaciones de Weil asociadas
a cualquier forma cuadrética no degenerada @ sobre el cuerpo base podfan ser construidas

para SL{2, k) ocupando la presentacién de Bruhat del grupo, asociando a cada generador
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un cierto operador y verificando que los operadores definidos satisfacen las relaciones de
la presentacién. De esta manera la representacién de Weil aparece como una construceion
functorial en la categorfa de espacios cuadraticos. Asi, la “representacién de oscilador” co-
rresponde a la forma cuadritica de rango uno ? sobre k y se obtiene una representacion
(ordinaria) de Weil en el caso de rango par ([12}).

Uno de los aspectos més destacables de esta construccién es que si tomamos las dos
formas cuadraticas no isomorfas de rango dos no degeneradas sobre & y descomponemos las
representaciones de Weil asociadas a ellas, obtendremos todas las representaciones unitarias
irreducibles de SL(2, k). Esta afirmacién vale, por ejemplo, cuando % es un cuerpo finito o
un cuerpo local de caracteristica residual distinta de dos.

En {12], Jorge Soto-Andrade extendié la construccién descrita al grupo simpléctico
Sp(2n,k), con k un cuerpo finito. Para ésto considerd a Sp(2n, k) como un grupo ”SL(2)"
pero con entradas en el anillo de matrices M,(k), y asf obtuvo una presentacién adecnada
para el grupo en cuestién. De esta forma construyd las representaciones de  Weil de los
grupos Sp(2n,k) y en el caso de Sp(4,%) obtuvo todas las representaciones irreducibles

descomponiendo las respectivas representaciones de Weil asociadas a las formas cuadraticas

1o isomorias.

Este punto de vista fue generalizado y dio origen a los grupos SLE(2, A) para (A, %) un
anillo involutivo y € = £1 € A. Ellos fueron definidos para ¢ = ~1 por J. Pantoja y J.
Soto-Andrade en [7] y generalizados a £ = 1 en [9] por los mismos autores.

Estos grupos permiten mirar grupos cldsicos de rango mayor como grupos de rango dos,
considerandolos con coeficientes en un nuevo anillo. La filosofia es, entonces, generalizar
técnicas y métodos conocidos para los grupos especiales lineales tradicionales, para obiener
resultados en estos grupos méds generales.

Los grupos SL2(2, A) incluyen, entre otros, los grupos simplécticos (considerando el anillo

A = M,(F), F un cuerpo, # la transposicién de matrices y tomando € = —1) y los grupos

ortogonales escindidos (A = M,(F), F cuerpo, * la transposicién de matrices y tomando
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e=1).

En {5}, los autores antes mencionados junto con L. Gutierrez, construyen representaciones
de Weil de manera muy general via generadores y relaciones para los grupos SL2(2, A) que
cuentan con una presentacién andloga a la de Bruhat.

Los autores definen operadores de Weil asociados a los generadores y luego prueban
que dichos operadores satisfacen las relactones de la presentacién. Los datos necesarios para
definir dichos operadores son un médulo M sobre el anillo involutivo (A4, *) equipado de una
forma y biaditiva no degenerada con valores a C* y su correspondiente funcién hornogénea
de orden dos .

Dentro de los grupos clésicos, los grupos ortogonales juegan un papel destacado. En par-
ticular, en teorfa de representaciones, forman un par dual junto con los grupos simplécticos,
en el sentido que cada uno de ellos tiene una representacion en el mismo espacio, y que estas
acciones connmutan. Esta dualidad ha permitido descomponer la representacién de Weil de
los grupos simplécticos ([12]). Aparentemente, si bien se han construido representaciones de
Weil para los grupos simplécticos, no es el caso de los grupos ortogonales. Lo anterior lleva
en forma natural a estudiar los grupos ortogonales, su representacién de Weil y una eventual
descomposicion.

En esta tesis se construye una representacion de Weil generalizada para los grupos or-
togonales finitos escindidos O,(2n,2n). Tal como se mencioné anteriormente, el grupo en
cuestién es el grupo SLE(2, A) considerando (A, *) el anillo de matrices junto a la transposi-
cién y € = 1. Sin embargo, uno de los resultados de esta tesis es realizar al grupo de interés
como un grupo SL5(2, A) con ¢ = —1 y utilizando una nueva involucién, facilitando asi al-
gunos aspectos técnicos de la construceidn. De hecho el resultado probado es mas general, y
contermpla un isomorfismo entre los grupos SL} (2, Ma(A4g)) y SLZ(2, Ma(Ap)), donde (Ag, *)
es un anillo unitario involutivo y ~ es otra involucién en Ay obtenida a partir de .

También se entrega una descripeién acabada del grupo unitario asociado U(7y, x) y nego

utilizando este grupo se obtiene una primera descomposicién de la representacién construida.




Capitulo 2

Representaciones lineales complejas

de grupos.

En este capitulo daremos definiciones y resultados basales de la Teorfa de Representacio-
nes de Grupos, que serdn de importancia en esie trabajo. Para demostraciones y més detalles

consultar por ejemplo [10] o [3}].

Definicion 2.0.1. Sea G un grupo. Una representacién lineal compleja de G es un par
(V,p), donde V es un C— espacio vectorial y p es un homomorfismo de G en el grupo de
automorfismos lineales Autc(V).

Si la dimensién de V es finita, entonces se define el grado de la representacién como la

dimensién de V. En caso contrario diremos que (V, p) es de dimensidn infinita.

Si (V, p) es una representacién lineal compleja de G, en general sélo diremos que es una
representacidn de G.

Para denotar una representacién usaremos indistintamente (V| p), V o p.

Definicidn 2.0.2. Sea (V, p) una representacién de un grupo G. Una subrepresentacién de
V' es un subespacio vectorial estable W <V, ésto es: p(g){(W) C W para todo g € G.

En este caso (W, pw), donde py:(g) = p(g)|w, es una representacién de G.
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Ejemplo 2.0.3. Sea G un grupo finito. Supongamos que X es un G- conjunto finito, es
decir el grupo G actiia en X mediante 0 : G x X — X.
Sea L*(X) = {f : X ~ C}. Es claro que L*X) es un C— espacio vectorial.
Para x € M, consideremos la funcién delta de Dirac e, : M — C
1l ,y==x

0 ,y#z
El copjunto de las funciones delta de Dirac {e; | = € X} es una base para L*(X).

ex(y) =

Se define la representacién natural de G asociada al G— conjunto X como

p: G — Aute(LA(X))

p(g) (em) = €o{g,m)-

Ejemplo 2.0.4. En el ejemplo anterior, si X = G y la accién es ¢(g,z) = g entonces la

representacién obtenida se llama representacién regular de G.

Definicién 2.0.5. Una representacién (V, p) de G se dice irreducible si posee exactamente
dos subrepresentaciones, a saber: {0} y V.

En caso contrario decimos que la representacién es reducible.

Definicién 2.0.6. Sean (Vy,p1) y (V2, p2) dos representaciones de G. Un entrelazamiento
entre estas representaciones es una funcién lineal 7 : Vi — V5 tal que pa(g} o ¥h = ¥ o p1(g)
para cada g € G.

El espacio vectorial de todos los entrelazamientos entre {(Vi, ;) v (Ve,p2) lo denotaremos
por Homea(py, p2) 0 Homa(Vi, Vo) si no hay riesgo de confusiones. Cuando V; = Vo =V, lo

denotaremos por Endg(V).

Definicién 2.0.7. Decimos que (V,p1) y (Va, p2) son representaciones isomorfas si existe

un entrelazamiento biyectivo entre ellas.
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Definicién 2.0.8. Un cardcier lineal a del grupo G es una representacién lineal de (7 de
grado 1. Bn otras palabras, o es un homomorfismo de grupos e : G — C*..

Decimos que « es el cardeter trivial si a(g) = 1 para todo g € G.

Teorema 2.0.9. Sea G un grupo finito. Cualquier representacicn finita de G es suma directa

de subrepresentaciones irreducibles.

Notacién: Para a € N v V espacio vectorial, denotamos por aV a la suma directa

VaVae.. eV (a veces).

Corolario 2.0.10. Sea (V, p) una representacion de dimension finile de un grupo finito G.

Eziste una descomposicion de ' V;

V=a0;Vi D aVo @.. 0 asVy,

donde los espacios V; son representaciones irreducibles no isomorfas de G.
Esta descomposicion se llama descomposicidn isotipica y es tnica salvo isomorfismos.

Ademds, se puede probar gue a; = dim{Homg(V, V;)) = dim{Homg{V,, V)).

Lema 2.0.11. : (Lema de Schur) Si (V,p) y (W, ) son representaciones irreducibles de G,
y:V — W es un entrelazamiento, entonces: |

(1) Si 1 no es un isomorfismo, entonces v = 0.

(2) StV =W y p = entouces existe A € C tal que ) = A, I la funcidn identidad.




Capitulo 3

Formas Cuadraticas sobre cuerpos

finitos

Sea k == F,, cuerpo finito con g elementos.

Definicién 3.0.12. Sea F un espacio vectorial sobre k. La aplicacién ¢ : B — k es una
forma cuadréitica en F si se cumplen:
(2) Q(\x) = X*Q(z) VA €k,z€E;
(b) La aplicacién B : B x E — k dada por B(z,y) = Q{z +y) — @(z) - Q{y) es bilineal.

La forma. bilineal B claramente es simétrica y se lama forma bilineal asociada a ().
Si ademads se tiene:

B(z,y) =0 Vy =z =0,

decimos que B y () son no degeneradas.
Supongamos que la dimensién de F es finita y sea EL = {# € E/B(z,y) =0 Yy € E},

entonces definimos el rango de B como rang(B) = dim{E/FE'). Asi rang(B) = dim{F) si y

s0lo si B es no degenerada.
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En lo que sigue suponemos ¢ impar.

. ops .1 .
Notemos que si @ es una forma cuadratica en F, entonces BT = ;51-3’ es la vinica forma

bilineal simétrica en E tal que Q(z) = Bi(z, 7). Este hecho describe una correspondencia

biunfvoca entre formas cuadraticas (en F) y formas bilineales (en E).

Definicién 3.0.18. Un espacio vectorial cuadrdtico es un par (¥, Q) donde F es un espacio
vectorial sobre & y @ es una forma cuadritica en F. Si (F,Q) y (F', Q") son dos espacios
vectoriales cuadraticos, decimos que son isomorfos o equivalentes si existe un isomeorfismo
lineal f: B — E' tal que @' o f = Q.

Si E = E’ decimos simplemente que las formas ) y ¢’ son isomorfas.

Ahora revisaremos los resultados conocidos acerca de la clasificacion de formas cuadrati-
cas no degeneradas sobre-k. Para ver demostraciones y mas detalles, consultar por gjemplo

i12] o [1].

Proposicién 3.0.14. Sea E un k-espacio vectorial tal que dimy(E) = 2. Entonces existen
sdlo dos formas cuadrdticas no degeneradas (selvo isomorfismos) sobre k, a saber:

(1) BE=k, yQu(z,y) = 2y, 2,y € k.

(2) E = K, la extensidn cuadrdtica de k, y Qa2(z) = N(z), z € K, N la norma de K sobre
k.

De acuerdo a la proposicién anterior, al primer espacio cuadritico lo denotaremos por
(k*,zy) y al segundo por (K, N).
Llamamos plano hiperbélico a cualquier espacio vectorial cuadréitico isomorfo a (k2 zy).

De aqui en adelante, suponemos dimy(E) < co.
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Proposicién 3.0.15. Todo espacio cuadrdtico no degenerado (E,Q) sobre k es suma or-
togonal de planos hiperbolicos y de un espacio cuadrdtico (Ey, Qo) que puede ser el espacio
nulo o tsomorfo a alguno de los siguientes:

(i), 5%);

(ii)(k, tox?), donde tg no es cuadrado en k*;

(i#i)(K, N).

De acuerdo a la proposicién anterior, si (Eg, (2g) es nulo o isomorfo a {k, %) decimos que

(E,Q) es escindido, en ofro caso decimos que es no-escindido.

Definicién 3.0.16. Sea (E, @) espacio vectorial cuadrético no degenerado sobre k, entonces

el signo de @) es:

, 1 ,(F, Q) escindido
sign(Q) =
-1 ,(F,Q) no-escindido.

Definicién 3.0.17. Sea (F, Q) un espacio vectorial cuadrético sobre & y ¢ un caracter de

k*. Se define la suma de Gauss asociada a ¢ o ¢ como:

SSOOQ = Z C,O(Q(’U))

veE

Proposicién 3.0.18. Sea (E, Q) espacio vectorial cuadrdtico no degenerado de dimensidn

par sobre k y @ un caracter no triviel de k¥, entonces:

Ssoq = sign(Q)EM2,
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Capitulo 4

Anillos Involutivos

4.1. Definiciones y Resultados Previos.

Definicién 4.1.1. Una involucién en un anillo A es un antiautomorfismo de A de orden dos.
BEs decir, una biyeccién o : A —3 A tal que para cada a,b € A se cumple:

(Vola+b) = o(a) + o(b);

(2)a(ab) = o(b)a(a);

(3)o*(a) = a.

Ejemplo 4.1.2. Consideremos el anillo de matrices A = M, (k), entonces una involucién en

A es o(a) = @, la transposicién de matrices.

Ejemplo 4.1.3. Sea K una extensién cuadréitica separable de k. Entonces el automorfismo

no trivial del grupo de Galois Gel(K/k) es una involucién en K.

Definicién 4.1.4. Sean (A1, 01) y (A2, 02) dos anillos involutivos. Los anillos involutivos
(A1, 01) ¥ {Az,02) son isomorfos, si existe un isomorfismo de anillos F : A; — A, tal que

Fogy =090 F. Si A; = Ap diremos simplemente que las involuciones oy v o9 son isomorfas.

Sea k un cuerpo. Nos centraremos en una clase particular de anillos, a saber, las k—

dlgebras del tipo A = Endi(V) donde V es un k— espacio vectorial de dimensién finita.

10
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En este caso agregamos la condicién de k— linealidad a la involucidn, es decir para que
un antiautomorfismo o de A sea involucién también serd necesario que o{ta) = tof{a) t¢€
k,a €A
Asi, describiremos una correspondencia entre las involuciones de A y las formas bilineales
no degeneradas sobre k que son simétricas o antisimétricas. Para ésto nos guiaremos por [6].
Sea V' un k- espacio vectorial y B : V x V' — k una forma bilineal no degenerada.

Entonces la funcién

B:V — V* = Homy(V, k),

definida por
B(z)(v) = B(=,v),

es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Para f € End;(V) podemos definir o5(f) € Endi(V) mediante la siguiente propiedad:

B{f(z),y) = Blz,o8(fly) zyeWV (4.1)

La aplicacién og : End;(V) — Endi,(V) es un anti-automorfismo de Endi(V) y se
llama anti-automorfismo adjunto con respecte a la forma bilineal B. El siguiente teorema

describe la correspondencia que mencionamos anteriormente.

Teorema 4.1.5. (Knus, Merkurjev, Rost, Tignol)

La aplicacion que asocie a cada forma bilineal no degenerade B <V x V. — &k su anti-
automorfismo edjunto op induce una correspondencia biyectiva entre clases de equivalencia
de formas bilineales no degeneradas en V mddulo multiplicacién por un escalar en k* y
anti-automorfismos de Endy(V'). Bajo este correspondencia, las involuciones en Endy(V)

corresponden a formas bilineales no degeneradas que son siméiricas o anlisiméiricas.

Demostracion: ver en [6], capitulo 1.
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A lag involuciones que corresponden a formas bilineales simétricas las llamaremos orto-

gonales, y a las que corresponden a formas alternadas las lamaremos simplécticas.

Proposicién 4.1.6. (Knus, Merkurjev, Rost, Tignol)

Sea o una involucion en A = Endi(V).Entonces:

1

(1) Para cada s € A* tal que o(s) = s, la aplicacion o'(a) = so(a)s™ es una involucion

en A.
(2) Reciprocamente, para cada involucidn o' en A exziste s € A¥, tinicamente determinado

salvo un factor en k>, tal que:

o'(a) = so(a)s™t y o(s) =ks.

Demostracion: [6], capitulo 1.

Teorema 4.1.7. : (Skolem-Noether) Sea F un cuerpo, A un F— dlgebra central simple y sea

B C A una subalgebra simple. Cada homomorfismmo de F— dlgebras v : B — A se extiende
a un automorfismo interno de A, es decir, existe a € A¥ tal que v(b) = aba™! para tedo

b € B. En particular, todo automorfismo de F— dlgebra de A es interno.

4.2. Clasificacién de involuciones en A = M,(F,), para ¢
impar.

Sea k = Iy, cuerpo finito de ¢ elementos con ¢ impar. En esta seccién nos proponemos
clasificar las involuciones de 4 = M, (k) utilizando las técnicas y resultados deseritos en la
seccién anterior. Aparentemente este resultado no se encuentra en la literatura, sin embargo
se deduce implicitamente de los resultados expuestos en [6].

Sean V un k-espacio vectorial, By y B, formas bilineales en V. Decimos que 53, ¥ B, son
equivalentes si existe un automorfismo F de V tal que By (F(z), F(y)) = By(z,y) para cada

,yeV.
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En lenguaje matricial, si fijamos una base de V' y lamamos b; a la matriz que representa a
B; (i = 1,2) en dicha base, entonces B; y B; son equivalentes si existe una matriz invertible

T tal que by = rhyrt.

Lema 4.2.1. Sea V' espacio vectorial tal que A = Endi (V). Dos formas bilineales equiva-

lentes en V inducen involuciones isomorfas en A.

Demostracion: sean <, >, <,>q9: V X V — k dos formas bilineales equivalentes. Fijemos
una base para V. Entonces, si b € A es la matriz que define a <, >, existe r € A fal
que rbr* € A define a <, >;. En otras palabras, si consideramos x,y € V como vectores fila
regpecto a alguna base, se tiene:

< 2,y >1= wby’;

< 3,y >o= a{rbrt)yt =< zr,yr >1.

Sean o1, oo las involuciones que corresponden a <, >y y <, > respectivamente, es decir
paraz,y € V y a € A se tiene:
< za,y >1=< x,yo{a) >y;
< 2@, Y >o=< z,Yyo2{a) >a .

Aqui, za es la multiplicacién matricial del vector fila z con la matriz cunadrada a. Entonces
paratodoz,y € Vya €A
< ra,y >o=< zar,yr >1=< z, yroy(r)oy(a) >i;
< z,yoz(a) >e=< zr, you(a)r >1=< &, yoa(a)ror(r) >1.

Dado que la forma <, >, es no degenerada tenemos que oq{a)rey(r) = roy(r)oy(a) para

todo @ € A. Por lo tanto el automorfismo de A dado por F(a) = r~tar, (a € A), es tal que

Foz(a)) = o1(F(a)).
O
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Dado un k— espacio vectorial V' de dimensién n, se sabe que existen (médulo isomorfis-
mos) sélo dos formas By y Be bilineales simétricas y no degeneradas en V' (ver por ejemplo
[4], teorema 4.9). Estas formas estan representadas por las signientes matrices diagonales:
by = diag(l,1,...,1) € Mu(k);
by = diag(1,1,...,1,tp) € My(k), donde 3 no es cuadrado en £*.

Observemos que una forma de distinguir entre estas dos formas bilineales es mirar su
determinante. En otras palabras, una forma bilineal simétrica no degenerada serd equivalente
a by si su determinante es cuadrado en k, y serd equivalente a by si su determinante no es
cuadrado en £*.

Por otra parte, se sabe también que existe s6lo una forma bilineal b; alternada y no dege-
nerada en V' {médulo isomorfismos), y que en este caso la dimensidn de V' es necesariamente
par. (ver [2], capftulo 2, seccién 3).

En lo que sigue usaremos b;, ¢ = 1, 2,3 para simbolizar indistintamente la forma hilineal

y su matriz asociada.

Proposicién 4.2.2. Sea A = M, (k) = Endp(V'). Entonces:
Sin es par, existen tres involuciones no isomorfas en A.

Sin es tmpar, cualquier involucidn de A es isomorfa o la transposicion.

Demostracidn: supongamos n par. Sean b, by ¥y b3 las formas bilineales no degeneradas
en V descritas arriba, y ¢, 02, 03 las involuciones correspondientes. Con un cilenlo directo
obtenemos que o7 es la involucién transposicion.

Sea * una involucién en A v <, > la forma bilineal no degenerada que corresponde a *.
Debido al teorema 4.1.5, sabemos que # s una involucién orfogonal 6 simpléctica. En otras
palabras, <, > es una forma bilineal no degenerada simétrica 6 antisiméirica. Del mismo
teorema se deduce también que una involucién ortogonal no puede ser equivalente a una
simpléctica.

Si la involucién * es simpléctica, entonces <, > es equivalente a by y de acuerdo a la propo-

sicién 4.2.1 obtenemos que * es isomorfa a o3.
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Por otra parte, si * es ortogonal entonces <, > es equivalente a by ¢ a by, y por tanto * es
isomorfa a &3 6 a 9. Asi, sélo queda probar que gy y g2 no son isomorfas.
Supongamos entonces que lag involuciones gy y o2 son isomorfas, es decir, existe F automor-

fismo de A tal que F ogy = gy 0 F' . Por el teorema de Skolem-Noether (4.1.7) sabemos que

existe r € AX {al que para cada a € A, F(a) = rar™!

Entonces para cada a € A se tiene;

roy(a)r™ = o1 (r Vo (a)oy (r). (4.2)

Por otra parte, dado que ba(za,y) = bo(z, yoo(a)) tenemos que:

ﬂ.bz = sz’z(CL)t. (43)

Asi, recordando que o es la involucién transposicién;

crg(a,) o= 1?20'1(0,)132_1. (4.4)

Reemplazando 4.4 en 4.2:

rhyor (@)by ' = o1 (r ey (a)a (7).

Finalmente reordenando obtenemos la siguiente igualdad para cada a € A:

(o1(r)rbo)ai{a) = oy (a){oy(r)rbs).

Por lo tanto, o1{r)rbs debe ser una matriz escalar invertible de rango par. Esto 1iltimo nos

lleva a una contradiceién ya que el determinante de ¢q(r)rbe no es cuadrado en k.

Supongamos ahora n impar. Siguiendo el mismo razonamiento de arriba, sélo debemos

probar que g3 ¥ oo son isomorfas.
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Dado que n es imnpar, tenemos que det{tphe) es cuadrado en k*. Por lo tanto, debido a la

clasificacién de formas bilineales, existe r € A* tal que

toby = rrt = roy (7). (4.5)

Entonces F(a) = r~'ar es un automorfismo de A tal que F ooy = ¢y o F. En efecto, para

cada z,y € V,a € A tenemos por definicidn:

by(za,y) = balz, yoo(a)),

0 equivalentemente;

byory (@) = aa(a)bs.

Despejando b en (4.5) y reemplazando en la 1iltima igualdad $enemos;

5 roi(r)oi(a) = tg toe(a)ray(r).

Finalmente reordenando obtenemos;

rtog(a)r = oy (rtar).



Capitulo 5

Los grupos SL5(2, A).

5.1. Definicién y Presentacion

Los grupos SLZ(2, A) donde ¢ = 1 y A es un anillo unitario provisto de una involucién
%, S0 una generalizacién de los grupos especiales lineales SL(2, F), donde F es un cuerpo.
Ellos fueron definidos para ¢ = —1 por Pantoja y Soto-Andrade en [7] y generalizados a

€ =1 en [9] por los mismos autores.

Definicién 5.1.1. Para un anillo unitario involutivo (A4, *), el grupo SLE(2, A) es el conjunto

a b
de las matrices € M(A) tales que:

c d
(LDab* = —eba*,

(2)ed* = —ede™;
(8)a*c = —ec*a;
(4)o"d = —ed*b;
(B)ad* + cbe* = a*d + ec*b = 1,

provisto de la multiplicacién matricial.

17
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Observacién 5.1.2. : Notemos que la involucidn de A se puede extender a M,(A4) de la

siguiente manera:

o b at
= , {a,b,c,d € A).

c d b d*

Denotemos por H, a la forma e— hermitiana en A = A x A4 asociada a la matriz

01
e 0

Proposicién 5.1.3. (Gutierrez, Pantoja, Soto-Andrade, [5])
El grupo SL:(2, A) puede ser definido equivalentemente como el conjunto de todos los au-

tomorfismos g del A— modulo M = A x A tal que H. o (g X g) = H, o0 en forma matricial;
SLE(2, A)={T € GL(2, A) i TJ.T* = J.}.

Demostracion: es posible extraer una demostracién de esta proposicion, a partir de los hechos
demostrados en la seccién 4 de [9]. En efecto, del lema 1, seccidn 4 en [9] tenemos que siT €
SL%(2, A) entonces T € SLE(2, A). Asi, ocupande las igualdades TJ,T* = J, y T*J.T = J,

se obtiene la demostracién de la proposicién. 0

Ejemplo 5.1.4. Consideremos el anillo de matrices A = M, (k) junto con la involucién =
dada pbr la transposicién de matrices, entonces:
SL;(2,A) = Sp(2n, k), el grupo simpléctico.

SLT(2, A) = O{n,n), el grupo ortogonal escindido.
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Definicién 5.1.5. Sea A%™ = {a € A | a* = —ea}. Decimos que el grupo SLE(2, A) tiene

una presentacién de Bruhat si estd generado por los siguientes elementos:

t 0 01 1 s
hy = (te A%),w= s = (s € A%y
0 ! e 0 01

con las relaciones:

(1) hehy = by, tstty = Ugpsr;
(2) w? = he;

(3Yhsus = wparehs;

(4) why = hprw;

(Bwugwu_gwuer = h_gy, t€ AXNAY™

Observacién 5.1.6. Es sabido que si k es un cuerpo, el grupo SL(2, k) estd generado por

los elementos ;

a 0 15 0 1

he = (e e k™), w= (bek™), w= junto a las
0 @t 01 10

relaciones:

(1) hohg = hag, wlte = Uppe (a,d € k%, b,c€ kT);
(2) w? = h_y;

(3)haup = uszph, (@ € k*,b € k¥);

(4) why = he—w (e € E*);

(Bywug-r1wuwus—1 = h,, {(a € BX).

Asl, la presentacién antes definida para los grupos SLE(2, A) es una generalizacién natural

del caso clasico.
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5.2. TUna Representacion de Weil generalizada
para G =SL5(2, A).

En esta seccidén recordamos Ia construceién de la Representacion de Weil generalizada
para los grupos SLE(2, A) descrita en [5] . Con el objetivo de contextualizar este resuttado,
recordemos una de las construcciones de la representacién de Weil para el grupo SL(2, k),
donde k = F,. Para ésto nos gniamos por [12], capitulo 1, seccién 2.

Sea (E, () un espacio cuadritico no degenerado sobre k. Tal como en el capitulo 3

denotamos por B a la forma bilineal simétrica asociada a ).

Teorema 5.2.1. (Soto-Andrade, {12])

Sean (E,(}) un espacio cuadrdtico no degenerado de dimension 2m sobre k y ¢ un cordcter
no trivial de k¥. Se puede definir una representacion (V, p) = (Vo pow) de SL(2,k), lla-
made representacion de Weil de SL(2,k) asociada al espacio cuadrdtico (E, Q) y al cardeter
, considerando V = L*(E) y definiendo p sobre los generadores de Bruhat de SL{2,k) de
la siguiente manera;

[p(ha) f1(z) = f(za);

[o{un) F1(z) = @ (bQ(=}) f(=);

[p(w) fl(z) = sign{@)g™™ 3 e p (B2, ) f (%)

Supongamos ahora que A es un anillo finito y que el grupo G =515(2, 4) cuenta con una
presentacién de Bruhat. Entonces para construir una representacién de Weil generalizada

para G necesitamos:

» Un A— médulo derecho finito M.
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= Una funcién biaditiva y : M x M — C* y un caracter o € A* tal que para cada
r,ye M, teA*
(a)x(zt, ) = a(tt*)x(z, yt*), (x es a- balanceada);
(b)x(y,z) = x(—ez, ), (x es &- siméirica);
(o)x(z,y)=1 VzeM = y=0, (x es no degenerada).

= una funcién -y : A¥™ x M — C* tal que para cada s,s’ € AY™ ¢ € M:
(a)v(s + &', 7) = (s, 2)v(s, );
(b)y(b, zt) = y(tbt*, z);
(©)7(t, =+ 2) = 7(t, 2)7{E, 2)x(=, 2).
w ¢ € C* tal que ’|M| = a(e). Ademés se debe cumplir para todo s € A%™™ 1 A% la

siguiente igualdad:

D oAy = a(fs)-

ye A

Teorema 5.2.2. {Gutierrez, Pantoja, Soto-Andrade, [5])
Dados los datos (M, o, 7y, chi) cumpliendo las hipdtesis antesriores,eziste una representacidn
(L2(M), p) de G tal que para cada t € A,z € M,s € A%¥™:
(1)p(h) ()(2) = w(t) F(ab);
(Do) (£)(@) = 7(5,2)(2);
(3)p(w)(f)(z) = 32, cpr x(—e2, 1) f ).
(L*(M),p) se llama Representacion de Weil generalizada de G asociada a los

datos (M, o, 7, %)-
Demostracion: ver [5], Teorema 4.4.

Observacién 5.2.3. Notemos que si tomamos A =k, £ = —1 ¥ * es la involucidn trivial,

entonces obtenemos SLE(2, A)= SL(2,k). Adems si (E,Q) es un espacio cnadritico no

degenerado sobre & un caracter no trivial de &%, podemos considerar;
g ye P '
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» M = FE con la accidn dada por la estructura vectorial.

» x: MxM— C*,

x((z,9)) = p(B(z,3))-

= (v el cardcter trivial de A%,

v AW X M — CX,
7(b,z) = p(bQ(z)).

Es inmediato comprobar que la representacién de Weil generalizada asociada a estos

datos coincide con la representacién definida en el Teorema 5.2.1.

5.3. Dualidad entre involuciones y € = &£1.

Sea (Ag,*) un anillo unitario involutivo y A = Ms(Ag). De acuerdo a la observacién

(5.1.2) sabemos que A hereda la involucién de Ag.

0 1
La maftriz s = € A* cumple las igualdades s7) = s* = —s. A partir de s

-1 0
podemos construir una mueva involucién en A, a saber, ™ = sa*s™L.
Consideremos el anillo Mz(A) dotado de las involuciones # y ~ heredadas de A, y la

s 0
matriz U = € GLa(A).
0 s

Un célculo directo muestra que para cada T € My(A) se cumple T~U = UT™.
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El siguiente teorema es un resultado de esta tesis y entrega una relacién entre los grupos

SLTy SL~:
Teorema 5.3.1. Los grupos SLT(2, A) y SL7(2, A} son isomorfos.

Demostracion: de acuerdo a la proposicién 5.1.3, sabemos que una forma de describir estos

Erupos es

SLZ(2, A) = {T € My(A)/TI_T~ = J_};

SLE2, A) = {T € My(A)/TJ.T" = J,}
0 I

donde Jy = 1 €A
+I 0

Notemos que TJ_ T = J_ si y s6lo si TJ_UT* = J_U, por lo tanto debemos probar que

J_U y Jy son equivalentes.

600 0 1
0 0 -1 40
En efecto, Iz matriz P = € Mo(A) es tal que P71 =Pty
10 6 0
01 0 9

PJPt=J.U.
0

Sea & un cuerpo de caracteristica distinta de dos. Observemos el caso particular en que
(Ao, *) es el anillo de matrices M, (k) dotado de la involucién dada por la transposicién

de matrices. Conservando la notacién de arriba obtenemos A = Ma,(k) con la involucién

transposicidn.




CAPITULO 5. LOS GRUPOS SLE(2, A). 24

Siguiendo el procedimiento indicado anteriormente, al conjugar por la matriz antisimétri-

0 I . y
ca s = € A obtenemos una nueva involucién en A, a saber;
I, 0
o~ *
¥ *
a; a9 a) ag _ ay  —Gs
=g s = ty, 0n, 03,04 € ﬂ’fn(k). (51)

ag g as ay ~az 6]

De esta forma, obtenemos el siguiente Corolario;

Corolario 5.3.2. Los grupos SL7 (2, Men(k)) v SLZ(2, Mo, (k) son isomorfos.

Sea V un k— espacio vectorial de dimension 2n y fijemos una base para V. Tenemos
Mo, (k) = Endi (V).

Sea < , >: VXV — klaforma bilineal si‘métrica no degenerada dada por el producto
coordenada a coordenada con respecto a la base escogida. Consideremos la forma bilineal
alternada no degenerada [ , |:V xV — £, dada por [z,y] =< z,ys >.

Recordando el Teorema 4.1.5, es inmediato chequear que < , > corresponde a la invo-

lucién *y [ , ] corresponde a la involucién ~. Es decir, para cada z,y € V, & € A tenemos:

< za,y >=< z,ya" >; (5.2)

[za,y] = [z, ya™]. (5.3)



Capitulo 6

Una Representacion de Weil

generalizada para O,(2n,2n), ¢ > 3.

En este capitulo nos proponemos construir una representacion de Weil generalizada para
el grupo de interés y.Iuego llegar a una primera descomposicién de la representacién obtenida.
Los hechos demostrados en las secciones 6.1 y 6.2 son resultados de esia tesis.

Sea m € Ny k& = F, un cuerpo finito de g elementos. El grupo ortogonal escindido de
grado m es: .

Oy{m,m) = {T" € Moy (k)/T 01 Tt == 2 ! } (I =Ly,
I0 0

provisto de la multiplicacién de matrices.

Tal como vimos en el ejemplo (5.1.4) si consideramos A = M,(k), # la transposicién de
matrices y € = 1, entonces SLE(2, A)= Oy{m, m).

Desde ahora suponemos ¢ > 3. En este capitulo construiremos una representacién de Weil
generalizada para los grupos O,(2n, 2n) utilizando el método descrito en [5]. La razén por
la cual no abordaremos el caso m impar, es la ausencia de una presentacién de Bruhat para
SL}F (2, Mum(k)), va que cuando m es impar no existen matrices antisiméiricas e invertibles,

es decir A¥™ N A = 0.

25
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Sea G = Qy(2n, 2n) = SLT(2, Ma,(k)). Del corolario 5.3.2 sabemos que G =2 SLZ(2, Man(k)),
por lo tanto construiremos la representacion para este dltimo grupo.

En (8} se demuestra que SLZ(2, Ma,(k)) cuenta con una presentacién de Bruhat cuando

g > 3.

6.1. Construccién de una Representacion de Weil

generalizada para O,(2n,2n), ¢ > 3

Sabemos que A 2 End,(V), con dim(V) = 2n. En V consideramos las formas bilineales
no degeneradas descritas al final de la seccién 5.3.
Sea  un cardcter no trivial de k*. De acuerdo a las notaciones de la seccion (5.2),

i
consideremos:

s M el A— médulo derecho V? con la accidn:

(z,v)a = (za,ya) a € Az,yeV.

« v MxM—sC*,

X((m’y): (’U: z)) = ‘P([ﬂ% z] - [y1 ’U])

« el cardcter trivial de A*.

v AP o M — CF,

7w, (2,9)) = o([zu, ¥]).

Lema 6.1.1. Para cada u € AX NAY™, Qy, : V2 — k dada por Qu((z,y)) = [zu,y] es una
Jorma cuadrdtica no degenerada.

Ademds para u,u’ € A* N A%Y™ [as formas Qy 1y Qu son equivalentes.

En particular sign{Q),) = sign(Qw) Vu,u € AXN AY™,
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Demostracion: sean X € k,(z,¥),(v,z) € V2 es claro que Qu(A(z,y)) = A2Q.({z,1)).
Probaremos entonces que

B((z,y), (v,2)) = Qu({z + v,y + 2)) — Qul(z, ¥)) — Qu((v, 7)) es una forma bilineal no
degenerada.

Desarrollando, obtenemos que;

B((z,y), (v,2)) = [zu +vu,y + 2| — [2u,y] — [vu, 2] = [zu, 2] + [vu, y].

Ahora;

B((z:y) + (nt), (v,2)) =[(e + ), 2] + [vu, (y + 1))
=[zu, 2] + [ru, 2] + [vu, y] + jvu, i

—B((z,v), (v, ) + B((r,1) + (v, 2)).

B(A(z,y), (v, 2)) = [Azu, 2] + [vu, Ay
= Alzu, 2] + Ajvu, y]

= AB((z,9), (v, 2)).

Luego, por simetria, B es forma bilineal.

Supongamos B((z,y), (v, 2)) = 0 para todo (v, z) € V2.

Sea v = 0, entonces [zu,z] =0 para cada z € V. Dadoque [ , | es no degenerada y u
es invertible, obtenemos z = (). Andlogamente y = 0. Por lo tanto, B es no degenerada.

Ahora, si u,u’ € A® N A®™ enfonces us* y w's* son matrices antisimétricas invertibles,
por lo tanto ambas representan una forma bilineal alternada no degenerada. Iis decir, existe

j € A* tal que us® = ju's*j*.

Asi, recordando que s* = s7! = —s y utilizando (5.1) obtenemos:

Qu((z],y3)) = [zjv', 5] = Qu((2,v)).
Por lo tanto sign(),, = sign@,,. O
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Teorema 6.1.2. Los datos (M, o, 7, x) deseriben una Representacicn de Weil generalizada

para G = Oy(2n,2n). Ademds esta representacion es independiente de la eleccidn de .

Demostracidn: comprobemos que x cumple con las propiedades pedidas:

Sean (z,y), (v, 2) € M,a € A;

(1
x((z,9)a, (v, 2)) =¢(fza, 2] — [ya, v])
mfp([ﬂ;! zaN] - [y:va‘m])  por (53)
=X(($7y)z ('uvz)a’N)'
(2)
x((v, 2), (m,y)) E‘:O(['“:y] — [z, 7))
=¢(lz, 2] — [y, ])
=x{(z,y), (v, 2))-
®

Supongamos que x((z,v), (v,2)) =1 V(v,z) € M.

Sea v = 0, entonces ¢([z,z]) =1 VzeV.

Supongamnos que z # 0, entonces [z, -] : V — k es un funcional lineal no trivial, y por
tanto es epiyectivo.

Sea A € k tal que (X)) # 1, y t = t(\) € V tal que X = [z, 1], entonces obtenemos a la

siguiente contradiccidn:

1=z, 1]) = o(}).

Por lo tanto = = 0, y anslogamente y = 0.
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Ahora, probaremos que 7 satisface lag propiedades pedidas.

T

Sean u, v’ € A%™, ¢ € A%, (z,y), (v,2) € M;

(1)
v(u -+, (2, 1)) =e(lru + =, y])
= [zu, yl)o([zv, ¥))
=7(u, (z,9)1({, (z,9)).
(2)
Y, (z,9)a) =p([zau, ya])
=p({zaua”, y])
=v{aua™, (z,7))-
(3)

Y, (2, 9) + (v, 2)) =0([(z + v}y, y + 2])
=p([zu, y)o(fzu, 2o([vw, y])e([ve, 2])
=y(u, {z, )7 (x, (v, 2))e([z, zu] — [y, vu])

=7(u= (31 y))r){(u: (U: Z))X((IU, y): (Ua z)'u,)

Adema4s debemos escoger ¢ € C* que cumpla ¢*[M| = 1 y probar que para « € AXNA%™,

vale la siguiente igualdad:

{za)eM TYyEV

C-
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Utilizando el lema 6.1.1, obtenemos que >_(, year 7{t (%, %)) es una suma de Gauss de
una forma cuadratica en un espacio vectorial de dimensién 4n, por lo tanto de la proposicion
3.0.18 sabemos que es igual a sign{Q,)¢*". Sea £ = sign(@,).

1
Escogemos ¢ = E—-ﬁ para obtener:
q

> yfwz) =

{myyeM
Ahora, probemos que dados ; y o caracteres no triviales de k¥, entonces las represen-
taciones obtenidas son isomorfas.
Sabemos que existe A € k* tal que para cadar € k se tiene ¢p(r) = @1 (Ar). Sean (L*(M), p1)
y (L3(M), p2) las representaciones de Weil provenientes de ¢ y g respectivamente. Enfon-
ces el antomorfismo lineal ¥ : L2(M) — L*(M) dado por (¥ f)(z,y) = F(z, A\y) es un

isomorfismo entre las representaciones (L*(M),p1) v (L*(M), p=).

6.2. El grupo unitario U(v, x).

De acuerdo a [5], llamamos grupo unitario del par (v, ) al grupo U(y,x) formado por

todos los automorfismos A— lineales § de M tales que:
Loy{w, Bz, 9)) = v(u, (z,9)) Ve €AY (z,y) € M

2. x(B(z,y), B(v,2)) = x((z,3), (v, 2)) V(= y),(v,2) € M.

Observacién 6.2.1. Dado que A%™ N A% # B, la condicién (2) se desprende de (1). En

efecto, sea 5 € A®™ (M A%, entonces para cada z,y € M se cumple ([5]):

¥(s,z + ys“l) B 7(3,;3(:1:) + ﬁ(y)s"l) Bl ?
7(31 :B)'Y(S: '9'5_1) - ’Y(S,ﬁ(m))'y(s,ﬁ(y)s—l) = )\(ﬁ( ):JB(J))

x(z,y) =
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El siguiente teorema es un resultado de este trabajo, que entrega una descripcién acabada
del grupo unitario U(vy, x). Es importante conocer la estructura del grupo unitario asi como
el conjunto de sus representactones irreducibles, ya que esta informacién se ocupard mis
adelante para obtener una descomposicién de la Representacién de Weil,

Cabe observar que el grupo obtenido no depende de ¢ ni de n.

Teorema 6.2.2. Sean v y x las funciones definidas en la seccion (6.1), entonces

Demaostracion: sea 8 € U{y, x). En particular 8 es k— lineal, por lo tanto podemos suponer
que B € Mu(k).
Podemos también representar matricialmente la accién de A sobre A de la siguiente

manera:
a 0 N
(z ) =(za ya) T,Y¥eV,a€A
0 a

Dado que f es A-lineal tenemos que S8(z,y)e = B(za,ya), escribiendo esta condicién

matricialmente obtenemos:

a 0 a 0
B = g
0 a 0 a
B P oy
Sean 1,89, 53,01 € A tal que § = , enfonces por la condicién de conmuta-
Bs Pa

.. . bilon baloy,
cién obtenemos que. cada uno de estos bloques debe ser escalar, asi § =

b3I2n b4-[‘2n
b]_, bz, bg, 54 € k. Luego;

7w Bz, y)) = o([(rz + bay)u, bz + bay)).
Observemos que para cada u € A*™ la forma bilineal (z.y) —~ [zu,y] es una forma

bilineal alternada, por lo tanto [zu,z] = 0 para cada = € V,u € A%™ Luego;

nf('u': ﬁ('czy)) = @((bibfl - b2b3)[$u: y]) = n,O([iE’U., y]) = 7(u: (mﬁy))! Vﬂ:: ye .V) u € AV,




CAPITULO 6. REPRESENTACION DE WEIL PARA Og(2N,2N). 32

Entonces:
w((biby — boby — D[zu,y}) =1 Vz,y e V,ue AV

De esta ultima igualdad se deduce que b5y —babs = 1. En efecto, tomemos v € AV A%,
z # 0 y supongamos que byby — bebs — 1 # 0. Fip o V — k dada por
Fpu(2) = [(byby — bobs — 1)zu, 2] es un funcional lineal no trivial y por lo tanto es epiyectivo.
Sea A € k tal que p(A) # 1y z = z()) € V tal que A = [(bbs — boby — 1)zu, z|, entonces
llegamos a la signiente contradiccién:

P(A) = @(I(b1dy — baby — D)zu, 2]) = 1. 0
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6.3. Descomposicion de la Representacién de Weil

segin U(vy, x).

De acuerdo a [5], podemos encontrar una primera descomposicién de la representacién
de Weil utilizando el grupo U := U(y, x). A continuacidn hacemos explicita dicha descom-
posicidmn.

Para 8 € U y x € M denotamos .2 = B(z).

El grupo U acttia naturalmente en W := L*(M), es decir mediante

o: U — Aute(LE(M)),
oa(f)(z) = f(B™ .z).

Proposicién 6.3.1. (Gutierrez, Pantoja, Soto-Andrade)

La accion natural de U en W conmuta con la eccion de la Representacion de Weil.

Demostracidn: ver en [5], proposicién 7.4.

Sea U el conjunto de representaciones irreducibles de /. De acuerdo a la seccidn ante-
rior, sabemos que U = SL,(k), por lo tanto conocemos el conjunto de sus representaciones
irreducibles {ver por ejemplo {13]).

Consideremos la descomposicion isotipica de W con respecto a U,

W = P na v

~eld
Dado que n, = dim(Homy (V;, W)) = dim(Homy (W, V;}), podemos expresar esta descom-

posicidn de la signiente manera:

W = (B (Homy(W, Vi) ® V3.)

el

=
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Si ponemos m, = dim{V,) obtenemos;

W= @ m,,HO?ﬂu(VV, V:r)
arefj

El espacio Homy (W, V) consta de las funciones lineales © : W — V tales que
Boog=7ng00@ V@ el. (6.1)

Consideremos la base de W dada por las funciones delta de Dirac {e, | z € M} ¥
la funcién @ : M ~— V; tal que 6(z) = ©(e,;) para cada & € M. La condicién (6.1) se
transforma en:

B(B.x)=mg08(z) VB eUze M. (6.2)

Reciprocamente, dado 8 : M — V, cumpliendo 6.2, extendemos linealmente v obtenemos
una funcién @ : W — V, que cumple 6.1.

De esta forma, podemos ver el espacio Homy (W, V,) como el espacio de funciones
6 : M —s V, tales que 8(B.2) = mpof(z) VB € U,x € M. El grupo G actia en este espacio,
via la representacién de Weil, utilizando las-mismas férmulas definidas en el Teorema 5.2.2.
De igual manera, se puede definir la accién natural del grupo U en este espacio, va que -al
igual que W- esta formado por funciones con dominio M. |

Denctamos por p la accion de Well de G en W y por p la accidn de Weil de G en
D e M Homy (W, V7).
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Entonces debido a cémo se define la representacion de Weil, existen escalares K,(x,y) € C
quesélo dependendeg € Gy z,y € M ,tal que paracada f € W, A € @,y maHomy(W, V;)

ge tiene;

pe(f) = Z Ko(9)f(y); (6.3)
yeEM

Po(A) = > Ko(,1)AW): (6.4)
yEM

Lema 6.3.2. (W, p) ¥ (D5 m~Homy (W, V), §) son representaciones isomorfas de G.

Demostracion: sea F el isomorfismo lineal entre W y @ _ .5 m.Homy{W, V), entonces:

Flpg(£)) = F( e Ko ) F @) = 20 cne Ha( ) F(F(9) = Bo(F(F))-

Luego, F' es un isomorfismo de representaciones. 0

Finalmente, tenemos:

Proposicién 6.3.3. El espacio Homy (W, V) es invariante bajo la accién de Weil de G.
Demostracion: sean g € G, 8 € Homg(W, V), B €U,z € M:
(9)(B.2) = 03-1(5,8)(z),  (definicidn de op)
= Dy(ep-10)(z), (Proposicidn 6.8.1)

= ﬁg(qrﬁ o 9)(.1:), (o‘ﬁ-z(g) =My o 9)

= n5(B0(z).)

La dltima igualdad resulta de (6.4).
0

As{ se obtiene una primera descomposicién de la Representacién de Weil (W, p).




CAPITULO 6. REPRESENTACION DE WEIL PARA Og(2N,2N). 36

La irreducibilidad de las componentes obtenidas queda como un problema abierto. Con-
jeturamos que estas representaciones son irreducibles salvo para ciertas representaciones

patoldgicas de SLo(k) por determinar.
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