UNIVERSIDAD
DE CHILE

Fibrados asociados a cocientes suaves de variedades
abelianas

Tesis entregada a la
Universidad de Chile
en cumplimiento parcial de los requisitos para optar al grado de
Magister en Ciencias con Mencién en Matematicas

Facultad de Ciencias
por
Gary Martinez Ninez

Marzo 2021

Director de Tesis: Dr. Robert Auffarth

Codirector de Tesis: Dr. Giancarlo Lucchini Arteche



FACULTAD DE CIENCIAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

INFORME DE APROBACION

TESIS MAGISTER

Se informa a la Escuela de Postgrado de la Facultad de Ciencias que la Tesis de Magister
presentada por el candidato

Gary Martinez Nunez

Ha sido aprobada por la Comisién de Evaluacién de la Tesis como requisito para optar al
grado de Magister en Ciencias con mencion en Matematicas, en el examen de Defensa de Tesis
rendido el dia 9 de marzo de 2021.

Director de Tesis %@@
Dr. Robert Auffarth d
Codirector de Tesis V/

Dr. Giancarlo Lucchini Arteche

Comisién de Evaluacién de la Tesis

Dr. Sebastian Reyes Carocca

Dra. Anita Rojas Rodriguez .




Biografia

En 2004 ingresé al Instituto Nacional Gral. José Miguel Carrera donde tuve mis primeros
encuentros con las matematicas participando en competencias escolares. Algunos anos después,
en 2011, comienzo mi primer ano de Licenciatura en Ciencias con Mencién en Matemdticas en
la Facultad de Ciencias de la Universidad de Chile. En un confuso salto mortal, un ano maés
tarde, termino estudiando ingenieria en la misma casa de estudios, pasando incluso por un ano
de intercambio en la Ecole Centrale Paris (hoy en dia llamada Centrale Supelec). Al volver del
intercambio, acepto el hecho de que volverme ingeniero no es lo que queria. En 2017 vuelvo a la
Facultad de Ciencias para terminar la licenciatura. Finalmente, en 2019 entro al programa de
Magister en la facultad de Ciencias de la Universidad de Chile.

II



Agradecimientos
Primero agradecer a mis padres por entender mi erratico andar, a mis hermanos y familia

por el apoyo, a mi pareja por los dnimos y a mis amigos por estar siempre dispuestos a una
charla. A mis profesores quienes me recordaron nuestra cualidad humana.

111



Resumen

Dada una variedad abeliana A y G un subgrupo finito de Autg(A), los automorfismos que
fijen al 0 de A, tal que A/G es suave. Buscamos entender los cocientes A/G completando el
trabajo hecho por Auffarth y Lucchini Arteche en [ALA19]. En este articulo prueban que en caso
de que A%, el conjunto de los puntos fijos por la accién de G en A, sea finito los cocientes A/G
son isomorfos a productos de espacios proyectivos. En caso contrario, si A no es finito, existe
una fibracién A/G — Ag/(Ao N Pg), donde A es la componente conexa neutra de A%y Pg
su complemento ortogonal con respecto a alguna polarizacién G-invariante, y cuyas fibras son
isomorfas a Pg/G. Dado que Pg es finito, sabemos que las fibras son isomorfas a productos de
espacios proyectivos. En este trabajo estudiaremos cémo son los cocientes suaves A/G en el caso
de que A% no sea finito obteniendo asf una clasificacién explicita si G tiene una representacién
irreducible en Ty(Pg), que llamaremos caso irreducible, y una reduccién del caso general al caso
irreducible concluyendo asi la clasificacion.

v



Indice general

|fndice general|

|2 Sobre subgrupos finitos de PGL,,(C)

[3__Grupo de automorfismos con representacion irreducible|
3.1. Clasificacion de los fibrados con (Pg, G) de tipo «
3.2. Clasificacion de los fibrados con (Pg, G) de tipo 3
3.3. Clasificacion de los fibrados con (Pg, G) de tipo A

4 Caso general|

|El Elloéraila

VI
VI
VII

XI

XVI
XVII
XXI
XXIV

XXVI

XXXI



Capitulo 1

Introduccion

1.1. Contexto

Las variedades suaves aparecen a menudo en el estudio de la geometria algebraica, por lo
que clasificarlas seria natural. En esta tesis nos concentraremos en aquellas que provienen del
cociente de una variedad abeliana por la accién de un grupo finito que fije al 0 de la variedad.
Recordemos que una variedad abeliana compleja, a la que nos referiremos simplemente como
variedad abeliana, es un toro complejo tal que existe una inmersié en algiin espacio proyectivo.
Historicamente los ejemplos méas conocidos son las curvas elipticas, que son variedades abelianas
de dimensién 1, y las jacobianas asociadas a una curva compleja, o una Superficie de Riemann.

Para precisar mejor el objeto de estudio de esta tesis, sea A una variedad abeliana y G un
subgrupo finito de Autg(A), el grupo de automorfismos que fijan al 0 de A, tal que el cociente
A/G sea suave.

En [ALA19], R. Auffarth y G. Lucchini Arteche prueban que, si G < Autg(A) es finito,
A/G puede ser vista como una fibracién sobre otra variedad abeliana y caracterizan estas fibras.
Es mds, prueban que si Ay es la componente conexa de A%, los puntos fijos por la accién de
G en A, que contiene al 0 y Pg la subvariedad complementaria dada por alguna polarizacion
G-invariante, entonces existe una fibracion A/G — Ag/(Ap N Pg) cuyas fibras son isomorfas a
P /G (Proposicién 2.9 [ALAT9)). Estas son suaves si y sélo si A/G lo es.

El grupo G tiene una accién natural sobre Pg, que resulta ser la subvariedad abeliana de
A mis grande en donde G actia con finitos puntos fijos. Entonces podemos ver a G como un
subgrupo de Autg(Pg). Cuando G tiene una representacién irreducible en To(Pg) y Po/G es
suave podemos decir que P /G es isomorfa a P, por el resultado siguiente.

Teorema 1.1 (Teorema 1.1 [ALAI9| - Teorema 1.1 [ALAQI9]). Sea A una variedad abeliana
y sea G un subgrupo finito no trivial de Autg(A). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. A/G es suave y G tiene una representacion irreducible en To(A).
2. A/G es isomorfo a P™.

3. Existe una curva eliptica E tal que A = E™ y el par (A, G) satisface alguna de las siguientes
afirmaciones:

a) G=C"™ xS, donde C es un subgrupo ciclico no trivial de automorfismos E que fijan
el origen de orden 2,3,4 ¢ 6. La accion de C™ es coordenada a coordenada y Sy, las
permuta.

IEsta debe ser una funcién holomorfa.
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b) G=S,.1 y actia en
A%{(aﬁo,xl,...,xn)EEn—&-l|x0+x1+...+$n20}’

permutando las coordenadas.
c) A tiene dimension 2, E = C/Z[i] y G es el subgrupo de 16 elementos de GL3(Z)

generado por

-1 i+1 —i i—1 -1 0

0 1 /’\0 i \i—1 1)’
actuando sobre A de la forma obvia.

El grupo G no siempre tiene una representacién irreducible en Ty(Pg). Sin embargo, gracias
al siguiente teorema (Teorema 2.7 de [ALA19]) podremos ver que la subvariedad Pg, el grupo
G y las fibras Pg/G se descomponen de manera conveniente y nos permitira relacionar el caso
general con el caso cuando G tiene representacién irreducible en To(Pg).

Teorema 1.2. Sea A una variedad abeliana y G un subgrupo finito de Autg(A). Supongamos
que dim(A%) =0 y A/G es suave. Entonces, existen subvariedades abelianas Ay, ..., A, de Ay
G; < Auto(A;) tales que G =2 Gy X -+ X Gy A2 Ay X -+« X A, y los pares (4;,G;) satisfacen
las condiciones del Teorema[1.1. Ademds,

AJG= A /Gy x - A G,.

El cociente Pg/G es suave ya que A/G es suave y, como se prueba en el Capitulo 4] la
dimension de Pg es 0. Ahora, por el Teoremaexisten Py, ..., P. C Asubvariedades abelianas
de Ay G; < Auty(P;) subgrupos tales que P 2 Py X -+ x P.,, G2 Gy x -+ X G, y

Pg/Ggpl/G1X"'XPT/GT.

Como cada uno de los pares (P;, G;) satisface las condiciones del Teoremal[L.1se tiene que Pg/G
es un producto de espacios proyectivos

Pg/G=P™ x - x P

De esta manera, R. Auffarth y G. Lucchini Arteche prueban que las variedades abelianas con
cocientes suaves por subgrupos finitos del grupo de automorfismos que fijan al 0 pueden verse
como fibraciones sobre otras variedades abelianas y cuyas fibras son isomorfas a productos de
espacios proyectivos. Esta clasificacién no estd completa, pues no dice cémo se relacionan las
fibras. Esta tesis completa este resultado.

1.2. Resultados principales

Consideremos el morfismo

Ao X Pg — A;
(a,b) — a—b, (1.1)

que es una isogenia entre variedades abelianas de nicleo
A::{(Q,G)EA()XPG|a€AOﬂPG}.

El subgrupo A actiia por traslaciéon en Ag X Pg. El grupo G actia por coordenadas sobre
Ag X Pg y conmuta con la accién de A pues este tltimo actia trasladando por elementos
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G-invariantes. Luego, el siguiente diagrama conmuta

Ao x P /2 A (1.2)
/Gi l/G
Ao x (Pg/G) i A/G
A A Ao/(Ag N Pg).

En el cuadrado inferior la flecha Ag x (Pg/G) — Ap es una proyeccién en la primera coor-
denada y por tanto es una trivializacién de la fibracién A/G — Ag/(Ao N Pg). La accién de A
baja hacia Ay x (Pg/G) y sobre Ay sigue siendo por traslacién. Asi, para dar una clasficacién
completa de estos fibrados bastard con estudiar las acciones de A sobre Pg /G que son inducidas
por las traslaciones por elementos de Ag N Pg. En otras palabras, debemos estudiar el diagrama
conmutativo en las fibras

) — - (1.3)

c| |o

PG/G?PG/Gv

donde t es alguna traslacion por algin elemento no nulo de Ag N Py y tg el morfismo inducido
en el cociente. Notemos que el 0 € Pg no queda fijo por t y mgt(0) = tgmg(0) = tg(0). Si ta
fuese la identidad, tendriamos 7¢t(0) = 7¢(0). Sin embargo, 7 (0) tiene como tnica preimagen
al 0y t(0) # 0. Esto nos dice que Ay N Pg actia de manera fiel sobre Ps/G y en particular
que si Ag N Pg # {0}, entonces la fibracién A/G — Ag/Ap N Pg no es la trivial. Esto prueba el
siguiente lema.

Lema 1.3. Sea A una variedad abeliana y G un subgrupo finito de Auto(A) tal que A/G es
suave. Si Ay es la parte conexa de AS que contiene al 0y Pg su complemento ortogonal, entonces
la accion de Ay N Pg en Pg/G inducida por la accidn de Ao N Pg en Pg es fiel.

De esta manera, dar una clasificacién de estos fibrados se traduce en estudiar las represen-
taciones fieles de A en Aut(Pg/G), donde Pg/G es un producto de espacios proyectivos.

Cuando G tiene una representacion irreducible en Ty(Pg) se obtiene el primer resultado de
esta tesis.

Teorema 1.4. Sea A una variedad abeliana de dimension n y G un subgrupo finito de Autg(A)
tal que A/G es suave. Denotemos por Aq la componente conera de A® que contiene al 0y Pg
el complemento ortogonal de Ay por una polarizacion G-invariante. Si G tiene representacion
irreducible en To(Pg), entonces existe una trivializacion

Ay x P" /2 AJG

| |

Ag Ao/(Ag N Pg),

de la fibracion AJ/G — Ao/(AoN Pg), con A =2 AyN Pg, donde A actia por traslacién en Ag y
en las fibras como una de las siguientes:

1. A = {0} y por tanto actia trivialmente.
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2. A=T7/27 y actia con un generador 6 : [zo -+t 2p] > [20 1 —21 1+ 1 (—1)"2y).
3. A=7Z/3Z y actia con un generador § : [zg : -+ zp] — [20 : (321 1 -+ 1 (¥ zn], con (5 una
raiz cubica primitiva de la unidad.
4. A= (Z/ZZ)2 y existe un conjunto de generadores que actian de la manera siguiente:
iz izn] 20 —21 0 (1) 2],
8 2ot zn] e [2n i 2n_1 i 21 20)

5. A es isomorfo a algin subgrupo de (Z/(n+ 1)Z)* y existe un conjunto de generadores que
actuan de la manera siguiente:

O:z0: - tzn] > [20: Chypr2r i ot Gy Znls
8 20t i zp] W [Znat bt B 1 2 20 2,
con a y b enteros positivos, bl(n + 1) y alb, donde z_1 := z,.
Cuando G no tiene una representacion irreducible, por el Teorema (1.2} existen subvariedades

abelianas Pj,..., P. de Pg y subgrupos G1,...,G, que descomponen respectivamente a Pg y
G en productos directos. En este caso la isogenia (1.1)) toma la forma

Ag x Py x --- x P. — A;
(a,bl,...,br)r—>a7(b1+~~+br),

con ntcleo A.
Sea P; := er{l,.“,r}f{i} Py. De esta forma obtenemos el diagrama conmutativo

Ao x Py x---x P, A A

| |

AO X R Bz = A/'Pl,

Ay

donde P; actia en A trasladando por la suma de las coordenadas y con A; el nicleo de la
flecha inferior. Estos A;, como se prueba en el Capitulo[d] son todos isomorfos a A y por tanto
el morfismo inducido Ay x P; — B; es una isogenia. La acciéon de G; en A es compatible con
el cociente por P; y por tanto G; actia en B;. Por la Proposicién 2.9 de [ALAI9], para cada
i € {1,...,r} existe una fibracién B;/G; — B;o/(Bio N Pg,), donde B; ¢ es la componente
conexa de BY que contiene al 0 y Pg, es su complemento ortogonal dado por una polarizacién
G-invariante. El morfismo Ay x P; — B; induce un morfismo Ay x (P;/G;) — B;/G;, que a su
vez induce un morfismo Ay — B;o/(Bio N Pg,). Luego, como P;/G; es suave y P;/G; = P™,
tenemos el siguiente diagrama conmutativo

/A

AO X Pz - Bi
Ag A Bio/(Bio N Pg,),

donde B, /(B0 N Pg,) = Ao/A y el cuadrado inferior es una trivializacién de la fibracién
B;/G; — Ag/A. Todos los B;/G; son fibraciones sobre Ag/A y satisfacen las condiciones del
Teorema El segundo resultado de esta tesis afirma que la fibracién A/G — Ag/A es el
producto fibrado sobre Ag/A de las fibraciones B;/G; — Ag/A, lo que concluye la clasificacion.
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Teorema 1.5. Sea A una variedad abeliana y G un subgrupo finito de Auto(A) tal que A/G
es suave. Denotemos por Ay la componente conexa de A® que contiene al 0 y Pg el comple-
mento ortogonal de Ay por una polarizacion G-invariante. Sea A := Ag N Pg. Existen pares
(B1,G1),...,(B,,G,) de variedades abelianas B; y subgrupos G; de Auto(B;) que satisfacen las
hipédtesis del Teorema[l.4 tales que

A/GgBl/Gl X e X B'r/Gr Yy GgG1X"'XGr,
Ao/A Ao/A

donde los morfismos B;/G; — Ag/A corresponden a las fibraciones del Teorema E

1.3. Estructura de la tesis

En el Capitulo [2] se clasifican, médulo conjugacién, algunos subgrupos finitos de PGL,,(C).
Esto pues, como se menciond, la clasificacién de estos fibrados se reduce a estudiar las represen-
taciones fieles de A en Aut(P™) que son inducidas por la accién de A en Pg como en el diagrama
L3l

En el Capitulo [3]se prueba el Teorema [I.4] correspondiente al caso cuando G tiene represen-
tacién irreducible en Ty(Pg). En este capitulo, los pares (Pg, G) se clasifican en pares de tipo
a, By 7, que corresponden a los tres caso del Teorema (cf. Definicién . En la Seccién
se estudia el caso de tipo «a y cuyo resultado principal abarca los puntos v 4] del Teorema
La Seccién se hace cargo de los pares de tipo 3 y cuyo resultado principal es el caso
del Teorema Por 1ltimo, en la Seccién se estudia el caso v en el cual vemos que no hay
otras maneras de pegar las fibras, pues éstas corresponden a las ya estudiadas en la Seccién [3.1

En el Capitulo |4 se prueba el Teorema [1.5



Capitulo 2

Sobre subgrupos finitos de PGL,(C)

La fibracién A/G — Ay/(Ao N Pg), dada por la Proposicién 2.9 en [ALAI9], tiene fibras
isomorfas a P;/G y es trivializada por el morfismo Agx (Pg/G) — Ay como en el diagrama (L.2)).
Lo que se busca entender en este trabajo es cémo se relacionan las fibras; es decir, buscamos
entender el diagrama conmutativo

Po—' s> Pg (2.1)

| e

PG/G?PG/G7

donde t es alguna traslacién por algun elemento no nulo de AgN Pg y tg el morfismo inducido en
el cociente. Por el Lema la accién de A en Pg (que estd dada por traslaciones por elementos
de Ay N Pg) baja de manera fiel a Pg/G y por ende, entender el diagrama se traduce en
entender las representaciones fieles de A en Aut(Pg/G) que provienen de las traslaciones en
Pg. Por el Teorema[1.5| podemos reducirnos al caso en que G tiene representacion irreducible en
To(Pg). En este caso, por el Teorema se tiene que Pg/G es isomorfa a P™. De esta forma,
el problema se reduce a estudiar las representaciones fieles de A en Aut(P") = PGL,+1(C)
que provienen de traslaciones en Pg como en el diagrama . Por lo tanto, estudiar ciertos
subgrupos de PGL,,(C) es esencial para este trabajo.

Dado que C es algebraicamente cerrado, y por tanto es su propia clausura separable, se tiene
el siguiente resultado como caso particular de la Proposicién 4.1 del articulo [Beal9] probado
por A. Beauville.

Proposicién 2.1. Dos subgrupos finitos de PGLo(C) que son isomorfos son conjugados.

Esta proposicion tiene el siguiente corolario, el cual nos dice que los grupos que aparecen en
el caso de tipo « de la Seccién son Unicos salvo conjugacion.

Corolario 2.2. Todos los subgrupos ciclicos de orden n de PGLo(C) son conjugados. También
lo son los subgrupos de PGLy(C) isomorfos al grupo de Klein.

La siguiente proposicién y corolario son usados en la clasificacién del caso tipo =y en la Seccién
en donde sélo aparecen los grupos Z/27Z y (Z/27)%.

Proposicién 2.3. Todos los subgrupos isomorfos al grupo de Klein en PGL3(C) son conjugados.

Demostracion. La funcién ¢ : SL3(C) — PGL3(C) que asigna a cada elemento de SL3(C) su
clase en PGL3(C) es sobreyectiva y tiene nticleo de orden 3. Todo subgrupo isomorfo al grupo
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de Klein en PGL3(C) proviene de un subgrupo de orden 12 en SL3(C), por el Teorema de
Correspondencia de Noether. Sea G < SL3(C) de orden 12 tal que ¢(G) = K, el grupo de Klein.
Dado que tiene orden 12 podemos tomar H < G un 2-Sylow. La interseccién de H con ker(p)
es trivial, pues tienen érdenes coprimos, por lo que H se inyecta en ¢(G) = K y como tienen el
mismo orden se tiene que son isomorfos. Luego, H es isomorfo al grupo de Klein. Esto prueba
que todo subgrupo de PGL3(C) isomorfo al grupo de Klein, viene de algtin subgrupo de SL3(C)
isomorfo al grupo de Klein.

De la teoria de representaciones, sabemos que toda representacién de un grupo abeliano
finito en GL3(C) tiene una representacién equivalente dada por matrices diagonales. Queremos
las representaciones fieles de K en GL3(C) que ademds estdn en SL3(C), por lo que nos bastard
con encontrar las que tengan determinante 1.

Supongamos que K = {(a,b | a®> = b%, ab = ba) y ¢ : K — GL3(C) es una representacién fiel,
que podemos considerar diagonal, y que la imagen de todos los elementos tienen determinante
1. Como v(a)? = id3 y 9(b)? = ids, los elementos en la diagonal de v (a) y v(b) son rafces
cuadradas de la unidad. Para que t¢(a) # ids, ¥(b) # ids y los determinantes sean 1, en la
diagonal deben haber exactamente dos —1 y un 1. Hay sdélo tres matrices diagonales de orden 2
en SL3(C). Luego, salvo orden, hay una unica representacién diagonal de K

1 0 0 -1.0 0
w(K)_< 0 -1 of,lo 1 o0 >
0 0 -1 0 0 -1

que satisface las condiciones. Esta es la tinica clase de conjugacién en SL3(C). Por lo tanto, hay
una dnica clase de conjugacién en PGL3(C) para los subgrupos isomorfos al grupo de Klein. [J

De igual manera que en la demostracion anterior, se prueba que toda representacién fiel de
Z/2Z en PGL3(C) viene de una representacién en SL3(C). De la demostracién anterior sabemos
que s6lo hay tres matrices diagonales de orden 2 en SL3(C) y son conjugadas. Por lo tanto, se
tiene el siguiente corolario.

Corolario 2.4. Todos los elementos de orden 2 en PGL3(C) son conjugados.

Enla Secciéndel capitulo siguiente aparece el grupo (Z/(n + 1)Z)2 y todos sus subgrupos.
La siguiente proposicién nos ayudara con este caso.

Para decir que dos elementos A y B en GL,(C) tienen clases equivalentes en PGL,(C)
usaremos la notacién A = B.

Proposicién 2.5. Sean ¢, € PGL,(C) actuando en P"~! tales que
= tienen orden n y conmutan,
= [Fix(¢)| = [Fix(¢)| = n,
= Fix(¢) NFix(y) = 0.

Entonces, existe £ € PGL,,(C) tal que

1 0 O 0 01 0 0
0 ¢. O 0 0 0 1 0
goct= [0 0 G 0 y et =10 0 o 0
0O 0 O 0 0O 0O 1
0O 0 O Cﬁfl 1 0 0 0

Para probar esta proposicién, primero probaremos el siguiente lema.
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Lema 2.6. Sean

0 wy O 0 01 0 0
0 0 wvs 0 00 1 0

M=o o o 0 y N=1o 0 0 0l
0 0 0 o, 000 1
v 0 0 0 10 0 0

con vy ---v, = 1, dos clases en PGL,(C). Eziste D € GL,(C) una matriz diagonal tal que
D 'MD=N.

Demostracion. Sea D la clase dada por la matriz diagonal

U1 0 0 0
0 V1V2 0 0
D= 0 0 0 0
0 O V1V * - Unp—1 O
0 0 0 1
Luego,
ot 0 0 0N /0 1 0 0\ /vi O 0
0 (viv2)™? 0 olfo o 1 0 0 wive 0
-1 — 0 0 0 0 0 0 0
D "ND = ‘ 0 0 0 0
0 0 . (’U1’U2"'1}n71)71 0 0 0 O 1 0 0 VIV Un—1
0 0 0 1 1 0 O 0 0 0 0
vt 0 0 0 0 vive 0 0
0 (1)1’02)7 0 0 0 0 0 0
— 0 0 0 0
- ) 0 0 V1V2 " Un—1 0
0 0 o (vive--rvn—1)"h 0 0 0 0 1
0 0 0 1 V1 0 0 0
0 wa O 0
0 0 w3 0
=lo o0 o E
0O 0 O Un,
vy 0 O 0
donde la tltima igualdad viene del hecho que (vy - - - Un71)71 = Up. O

Demostracion de la Proposicion[2.5. Sean py,...,p, € Fix(¢) y v1,...,v, € C" levantamientos
de los p;. Sea ® un levantamiento de ¢ a GL,,(C). Dado que ¢ tiene exactamente n puntos fijos,
tenemos que ® tiene n valores propios distintos. Esto pues si dos puntos compatiesen el mismo
valor propio habria al menos un plano fijo por ® y por tanto ¢ tendria infinitos puntos fijos. Los

vectores vy, . .., v, son una base de C". Luego, salvo un cambio de base
o1 0 0 0
0 ¢2 O 0
o = 0 0 ¢3 0 )
0 0 O 0
0 0 O On

donde los ¢; son los valores propios de ®.
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Probemos que 9 actia en Fix(¢). Sea p € Fix(¢). Como 9 y ¢ conmutan, se tiene que

oY(p) = Yo (p) = ¥(p),

lo que implica que v actia en Fix(¢). Esto nos permite ver a ¢ como un elemento del gru-
po de permutaciones de Fix(¢). Supongamos que ¢ no es un n-ciclo. Escribamos 1 como
producto de ciclos disjuntos y sean o y 7 dos tales ciclos (posiblemente de largo 1). Sean

Days---sDamsPbys - - > Db, € Fix() tales que

Pajy, SI1<i<m—1,

Y(pa;) = 0(pa;) = {

Do, St =m,

y

Doy, 511 << -1

¢(pb1) = T(pqu) = { o . ’
Py, sit=1L
Sea ¥ € GL,(C) un levantamiento de ¢ en la base {vi,...,v,}. Las matrices ® y ¥ no
necesariamente conmutan. Para ciertos ¥q,, ..., %, ¥y, - -, ¥y, € C*,
W(ey,) = 4 et S LS =ML
' Va,,Va; SLi=m,

y

\IJ( ) 1/}biquz+1 sil<i<l-—1,
U . =
" Yy, vy,  sii =1

Sea ¥ € GL,(C) un levantamiento de o y T' € GL,,(C) un levantamiento de 7. Como o y
7 son también elementos de PGL,, (C), podemos suponer que det(X) = det(T) = 1 y por tanto
Yay - Ya,, =1y V¥p, -+ -1y, = 1. Ahora, definamos

Vg = Vg, + waﬂ]az + '(/}mwazvlm +ee ,(/}al U wamffl]am’

Vp 1= Up; + Vb, Uy + Yo Yoo Voy + -+ -+ Ppy -y, Vs,

Estos vectores son linealmente independientes, pues pertenecen a dos subespacios con intersec-
cién trivial y ninguno de ellos es nulo. Ademas, se tiene que

U(ve) = ¥(vay + VayVay + Vay VayVas + -+ Yay = Va1 Va,,)
= V(va,) + Yo, ¥(Vay) + Yar Yoy ¥ (Vag) + -+ + Yay = Ya,, 1 ¥(Va,,)
= Va,Vay + Va, VayVas + -+ Yay - Va1 Vay, + VYay * VYap Vay
= Vg + VayVay + Va; VasVas ++ + Vay Va1 Va,, = Va,

U(vy) = W(vp, + Vb, Vby + Vb, Yoy Uy + -+ + Uy -+ Py, Vp;)
= W(vp,) + tp, U(vby) + b, Y, ¥ (bg) + -+ + Yo, - P, (v,
= b, Uby + Py Yoy Vs + -+ Py - Wy Vb + Py - U, Uty
= Uy, + Vo, Vb, + U, Wy Ubs + -+ Uy -+ -y, Vb, = g,

es decir, son puntos fijos de ¥. Entonces, las proyecciones de v, y vy en P!, que son distintas,
son puntos fijos de 1 y tienen el mismo valor propio. Esto es una contradiccién, pues como
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tiene exactamente n puntos fijos, cualquier levantamiento tiene n valores propios distintos. Esto

implica que 1 es un n-ciclo y por tanto, salvo reordenar la base {v1,...,v,}, se tiene que
0 2 O 0
0 0 1 0
=10 o0 o 0>
0 0 O Un,
P 0 0 0
y
p 0 0 0
0 ¢2 O 0
d=]0 0 ¢3 0
0 0 O .0
0 0 0 - o

épr 0 0 0 01 0 0
0 ¢y 0 0 00 1 0
o= |0 0 ¢ 0 y  ¥=lo0 0 o0 0
0 0 0 . 0 000 1
0 0 0 - o 100 0

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que ¢; = 1. Finalmente, como 1 y 1 conmutan
se tiene que

0 ¢ O 0 0 1 0 0
0 0 ¢ 0 0 0 ¢ 0
o0 0 . 0|=]lo0o o0 o0 . 0 [
0 0 0 bn 0 0 0 - ¢n
1 0 0 - 0 ¢p 0 0 -+ 0

por lo que existe A € C* tal que ¢ = A\, 1 = A, v ¢ = A1 para i € {3,...,n}. Lo que
implica que ¢; = A*~! y como todos los ¢; son diferentes, se tiene que \ es una raiz primitiva
n-ésima de la unidad. Esto prueba el resultado.

O
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Capitulo 3

Clasificacion de fibrados que provienen
de un grupo de automorfismos con
representacion irreducible

Durante todo este capitulo A es una variedad abeliana, G es un subgrupo finito de Autg(A)
tal que A/G es suave, Ay es la parte conexa de A® que contiene al 0 y Pg es el complemento
ortogonal de Ag con respecto a una polarizaciéon G-invariante de A. En este capitulo supondremos
que G tiene representacién irreducible en Ty (P ), luego por el Teorema sabemos que Pg /G =
P, El grupo A actia sobre Ag x Pg trasladando por coordenadas. La traslacién es por elementos
de Ay N Pg, los cuales son G-invariantes, por lo que la accién baja al cociente y obtenemos el
siguiente diagrama conmutativo

/A

AO X PG A
! -
AO x P™ A A/G

| |

Ag ——————> Ao/(A0 N Pe),

donde el morfismo horizontal superior es la isogénia[l.1]y A su ntcleo. Por el Lema sabemos
que la accién inducida de A sobre P™ es fiel. La accién de A sobre Ag x P™ es por traslaciones
en la primera coordenada y por automorfismos de P™ en la segunda. Estudiar la relacién entre
las fibras corresponde a estudiar el diagrama

Pg ——= Pg

L

P?" —— P7,
ta
donde t es una traslacién por algin elemento de AgN Pg y to es la funcién de transicién inducida
sobre las fibras que hace conmutar al diagrama. La subvariedad Pg y el grupo G, en el contexto
del Teorema estén clasificados como pares (Pg, G). Estos serdn separados en pares de tipo
«, By 7y segun la siguiente definicion y tratados de manera independiente en cada una de las
secciones de este capitulo.
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Definicién 3.1. Sean Pg y G como en el Teorema Los pares (Pg,G) que cumplen las
condiciones de a) los llamaremos de tipo «, a los que cumplen las de b) los llamaremos de tipo
By a los pares como en c) del Teorema los llamaremos de tipo 7.

3.1. Clasificacién de los fibrados con (Pg, G) de tipo «a

Si el par (Pg,G) es de tipo «, la variedad abeliana Pg es isomorfa al autoproducto de una
curva eliptica E y G es isomorfo a C™ % S,,, con n = dim(Pg) y C un subgrupo de Aut(F). La
accion de C™ es coordenada a coordenada y .S, las permuta.

Bajo las condiciones anteriores se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 3.1. Sea A una variedad abeliana y G un subgrupo finito de Auto(A) tal que A/G
es suave. Denotemos por Ay la componente conexa de AC que contiene al 0y Pg el complemento
ortogonal de Ay por una polarizacion G-invariante. Si G tiene representacion irreducible en
To(Pg) y el par (Pg,G) es de tipo o, entonces existe una trivializacion

Ag x P" /2 A/G

| |

Ao Ao/ (AN Po),

de la fibracion AJG — Ao/(AoN Pg), con A =2 AyN Pg, donde A actia por traslacién en Agy y
en las fibras como una de las siguientes

1. A= {0} y por tanto actia trivialmente.

2. AX7/27 y actia con un generador 6 : [zg -+t zp] = [20 1 —21 102 (—=1)"2y).

3. A=7/3Z y actia con un generador & : [zo : -+t zp] = [20: 321 1 -+ 2 (§zn].

4. A (Z/ZZ)2 y existe un conjunto de generadores que actian de la manera siguiente

Oz izn] 20—zt (1) 2],

8 lzot - izp] v [Zn i an_1 it 21 20

Sea Pg = E™, para alguna curva eliptica F, y G 2 C™ x S,, con C un subgrupo de Aut(FE)
y por tanto un grupo ciclico de orden 2, 3,4 6 6. El conjunto de puntos fijos de Py por la accién
de G es
P§ ={(z,...,x) € E" |x € E°} = E©.

Sea A isomorfo a algtin subgrupo de Pg distinto del trivial. Recordemos que se quiere estudiar
cuéles son las funciones de transicién entre las fibras; es decir, estudiar la flecha inferior en el
diagrama

PG4t>PG

L

]P)'n. - > I[DTL’
ta
donde t es una traslacién inducida por algin elemento de A y tg es la funcién de transiciéon
inducida por ¢ sobre las fibras y que hace que el diagrama conmute. La funcion Pg — P" se
puede descomponer como

/c"

P —> (pl)n /L.

P" |
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donde la funcién (P1)™ — P" esta dada por
g: (P —P"
(w1l [@n s ynl) = Y i@ Y, 0 Yo,

conY =y yn, Yi=Y/y;, o =1y

Pi(215- .5 2n) = Z Zhy Py

k1 <--<k;

Dado que la accién de A en P™ es fiel tenemos que también lo es la accién inducida en (P!)".
Esto reduce el problema a estudiar el diagrama conmutativo

(]Pl)n i> (Pl)n

P" — P,
ta

donde 7 es la funcién inducida por ¢ sobre (P!)". La funcién ¢ traslada por el mismo elemento
cada coordenada y por tanto ¢ se puede ver como un elemento de Aut(P!) actuando de manera
diagonal en (P*)". Dado que la accién de A es fiel en P! se sigue que A es isomorfo a algiin
subgrupo de Aut(P') = PGLy(C).

Si C es de orden 2, entonces P§ = F[2] y E[2] = (Z)2Z)°. Luego, A puede tener orden 2 6
4. Cuando A es de orden 2, por la Proposicién salvo un cambio de base se tiene que

»=((0 1))

en PGL2(C). Sea ¢ la traslacién que no corresponde a (0,...,0) € A. Buscamos tg € Aut(P™)
tal que tgg = gt. Entonces,

taog(fzy:yls s fon tyn]) = got(fzr:ml,- o [2n s ynl)
ta([Y" "pi(z1 Y1, s 2n Vo)) = g (=1 : 1]y [= 20t Un))
ta([Y™" "pi(z1 Y1, .2 Vo)) = Y 'pi(—21 e, ..., —2,Y0))i
ta(Y" "pi(@1Y1, ..., 20 Yo)li) = [(=1) Y 'pi(z1 Y1, . .., 20 Yn)s-

Por lo tanto, tg : P" — P™ estd dado por [zg : -+-: 2] = [20: —21 : -+ : (—=1)"2,]. Luego, si A
es de orden 2 se tiene que

A=z zizg) = 20—z (=1)"2)]).

Esto corresponde al punto [2] de la Proposicién
Supongamos que A es de orden 4 y por tanto isomorfo al grupo de Klein. Por la Proposicién
[2:2] como A actiia fielmente, salvo cambio de base podemos considerar

{3 )6

Sean t,u : P — Pg dos traslaciones por elementos de A tal que (¢t,u) = A. Sin pérdida de
generalidad, podemos asignar

L (10 L (01
o 1) Y "“7\1 o)
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Por lo hecho anteriormente, sabemos que tg : P* — P” esta dado por
[20: 1 zn] =20 =210 0 (=1)"2p).

Asi, s6lo necesitamos determinar ug : P* — P™ tal que ugg = gu. Para facilitar los célculos
usaremos los puntos de la forma ([z1 : 1],..., [z, : 1]) € (P!)" tal que x; son todos distintos a
0. De esta manera, si X =1z, y X; = X/x;,

ugog([xr:1],...,[xn:1])=gou(fxy:1],...,[xn:1])
ua([pi(x1, .. xn)]i) =g ([ a1, .o [1: 2p])
uc([pi(@r, .. @a)l) = (X" 'pi( X1, o, X))
uc([pi(ar, ..y @a)l) = (X" X" i (1/ X0, 1/ X0))i)
uc([pi(@i,- -, @a)l) = (X" pai(zr, .o 20))i)
ug([pi(zy, - an)li) = ([Pr—i@1, .. 20)]i)-
Asi, se tiene que ug : P" — P™ estd dada por [z0 : - i zp] = [2n : Zp_1 0 521 20

Finalmente, salvo cambio de base, la acciéon de A en P™ cumple
A2(§:fzg:tzn) =20 =211 (=1)"2,), 0 12020 = [0t Zno1 -1 218 20]) -

Esto corresponde al punto [4 de la Proposicién

Consideremos el caso cuando C' es de orden 3. En este caso la curva eliptica es la curva
eliptica con accién de Z/6Z (Capitulo II, Ejercicio 11 [Deb99]). La figura siguiente representa
la accién de Z/37Z sobre la curva eliptica vista en C.

En la curva eliptica, los puntos del tridngulo azul son los del tridngulo rojo rotado en 27/3.
Todos los puntos se mueven salvo el centro del tridngulo. Lo mismo pasa con el superior. Esto
nos dice que los tinicos puntos fijos por C, cuando es de orden 3, son los centros de los tridngulos
y que en la curva éliptica cumple que uno es el doble del otro. De esta forma, se concluye que
E€ = 7/37 y por tanto A = Z/37. La accién de A en Pg baja de manera fiel hacia (P*)", por
el Lema La Proposicion nos dice que salvo cambio de base, podemos considerar

(6 )

Sea t una traslacién inducida por algin elemento no nulo de A y ¢ : (PH)" — (PH)" el
morfismo inducido por t. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que a ¢ se le asigna

(5%
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Ahora, basta determinar tg. Sea ([x; : y3];) € (P1)?,

tcog([ tyili) = g o t([zi : yili)
ta([Y" 'pi(aa V1, . 2a Yo )li) = 9([Gai = yili)
ta(Y" 'pi(z1 Y1, .. Yo)li) = Y™ 'pi(Ga1Ya, - .o, G2 Yo )i
ta([Y" i (z1 Y7, .. Yo)li) =1 3Y" i1 Y1, . 2 Y]

Esto es para todo punto en (P*)", y como g : (Pl) — P™ es una sobreyeccién, se tiene que
tg : P" — P estd dada por [z : -+t zp] = [20 : (321t -+ 1 (Fzp]. As,

A2(:lz0: 1 zn) = [20: G321 (G znl) -

Esto corresponde al punto |3 de la Proposicién
En la siguiente figura se muestra la acciéon por un elemento de orden 6 en la curva eliptica
con accién de Z/6Z

El tridngulo azul corresponde al rojo rotado en 7/3 en C y en la curva eliptica corresponde al
tridngulo amarillo. Esto prueba que esta curva eliptica no tiene puntos fijos por la accién de C' de
orden 6 y por consecuencia A 2 {id}. Por lo que en este caso, la trivializacién Ay x P" — A/G
es un isomorfismo, entonces A/G — Ag/(Ag N Pg) es el fibrado trivial. Este resultado esta
considerado en el punto [1| de la Proposicién

Supongamos que C' es de orden 4. La curva eliptica con accién de Z/47Z (Capitulo 11, Ejercicio

1 [Deb99]) se puede ver en la siguiente figura

v\

El cuadrado azul corresponde a una rotacién en 7/2 del cuadrado rojo, por lo que los tnicos
puntos fijos por la rotaciéon son el centro del cuadrado y el vértice en el origen. El centro del
cuadrado es un elemento de orden 2 en la curva eliptica. Luego, si A es no trivial se sigue que
A = 7/27. Esto ya fue estudiado més arriba.

Esta serie de resultados prueban la Proposicién que corresponde a los puntos y
d del Teorema [[.4l
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3.2. Clasificacién de los fibrados con (Pg, G) de tipo

Los pares (Pg,G) de tipo f estdn compuestos por la variedad abeliana Pg isomorfa a
(@0, &) € E™ | o+ - + @y = 0},

y el grupo G de automorfismos de Pg isomorfo a S,y1. Aqui, S,41 actia permutando las
coordenadas. Los puntos fijos en Pg por la accién de G son de la forma

PS ={(z,...,2) € E" |z € E[n+1]}.
En este caso, tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 3.2. Sea A una variedad abeliana y G un subgrupo finito de Auto(A) tal que A/G
es suave. Denotemos por Ay la componente conexa de AC que contiene al 0y Pg el complemento
ortogonal de Ay por una polarizacion G-invariante. Si G tiene representacion irreducible en
To(Pg) y el par (Pg,G) es de tipo B, entonces existe una trivializacion

Ay x P" /2 AJG

| |

Ag ———— 5 Ao/ (Ao N Fo),

de la fibracion A/G — Ao/(Ao N Pg), con A = Ay N Pg, donde A actia por traslacion en Ayp.
Eziste un conjunto de generadores tal que A actia de la siguiente manera en las fibras

O:lz0: 1 2p] 20 Chypq2r i ot Gty Znls

8 20t iz W [Fnat b B i 2 20 Zn)s
con a y b enteros positivos, b|(n + 1) y alb, donde z_1 = z,.

Primero, tratemos de entender el morfismo Pg — P™. Al cocientar Pg por G, lo que hacemos
es identificar a un punto (zo,...,z,) € Ps con todas sus permutaciones. Esto es equivalente
a hablar del divisor [zg] + -+ + [z,] de E. Todos los divisores D de E que provienen de algin
punto en Pg son de grado n + 1, efectivos y A(D) = 0, donde

A :Div(E) — E;
an[p] = anp,

es la funcion de Abel-Jacobi. Ademsds, si un divisor D de E es de grado n + 1, efectivo y
A(D) = 0, entonces corresponde a un punto en Pg. Asi, podemos identificar a Pg/G con
{D € Div(E) | deg(D) =n+1, A(D) =0y D > 0} y ver la proyeccién Pg — Pg/G como la
funcién

{(zo,...,xp) € E" 2o+ -+ 2, =0} = {D € Div(E) | deg(D) =n+1, A(D)=0y D >0}
(o, .-y Zn) = [To] + -+ + [zn]-

Como consecuencia del Teorema de Abel-Jacobi (Capitulo VI, Seccién 2 de [Mir95]) en una

curva eliptica, se tiene que dos divisores efectivos son linealmente equivalentes si y s6lo si tienen

el mismo grado y la misma imagen bajo la funcién de Abel-Jacobi. Luego, para todo D € Div(E)
tal que deg(D) = n + 1, efectivo y A(D) = 0 se tiene

{D € Div(E) | deg(D) =n+1, A(D)=0y D >0} ={D € Div(E) | D~D y D >0},
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por lo que podemos identificar a Pg/G con {D € Div(E) | D ~ Dy D > 0}, que es el
sistema lineal asociado a D y que denotaremos por |D|. Esta identificacién es independiente del
representante escogido y en lo que sigue haremos el estudio sobre |(n + 1)[0]|, el sistema lineal
asociado a (n+ 1)[0] :=[0] + - - - + [0].

El sistema lineal |(n + 1)[0]| es isomorfo a PL((n + 1)[0]), donde

L((n+1)[0]) = {f € M(E) | div(f) + (n + 1)[0] = 0} U{0}.

Por el Teorema de Riemann-Roch (Capitulo II, Seccién 3 de [Deb99]), el C-espacio vectorial
L((n+1)[0]) es de dimensién n + 1 y por tanto PL((n + 1)[0]) = P™. De esta manera, podemos
identificar a Pg/G con P", pues

PL((n+ 1)[0]) 2 |(n+ 1)[0]| = {D € Div(E) | deg(D) =n+1, A(D)=0y D > 0}.
Luego, se tiene una funcién Py — P 2 P; /G dada por

Pe — |(n+1)[0]];
(Toy .-y xn) = [To] + -+ + [T0]-

Los elementos fijos de Pg por la accién de G son de la forma (z,...,r) € E™! tal que
x € E[n+ 1], y por tanto P§ = (Z/(n + 1)Z)%.

Sean (z,...,z),(y,...,y) € P§ elementos generadores y denotemos por ¢ y u las traslaciones
correspondientes a (z,...,x) e (y,...,y), respectivamente, en Pg. Sean t¢ y ug los morfismos
inducidos sobre las fibras por ¢ y u.

Lema 3.3. Sean (z,...,7),(y,...,y) € P§ elementos generadores de PS . Seant y u las trasla-
ciones por (z,...,x) e (y,...,y), respectivamente, cuyos morfismos inducidos al cociente Pg/G
son tg y ug. Luego, existen xy,y, € E tales que

Fix(tg) = {[xe + my] + [ve + my +x] + - - + [x¢ + my + nz] | m € {0,...,n}}

Fix(ug) = {[yu + mz] + [yu + max +y] + -+ + [yu + mz +ny] | m € {0,...,n}}.
Ademds, Fix(tg) N Fix(ug) = 0.

Demostracion. La imagen de un punto de Pg en |(n + 1)[0]] queda fijo por tg si y sélo si
t(xo,...,p) = (To(0),---,%o(n)) Para algin o € S,y1. Supongamos que ¢ = 0102 con o1
ciclo no trivial y o5 disjunto a o;. Luego, tenemos las relaciones Toik) T = Tyt para
i € {0,...,ord(c1) — 1} y donde k es el inicio del ciclo de o1. Esto implica que ord(o1)z = 0
y por tanto ord(z)|ord(cy). Como z tiene orden n + 1, esto implica que ¢ = o;. En este caso,
Zgi(0) = To + i y por tanto

n n
0= ;xai(o) = ;(mo +ix) = (n+ Daxo + ng

Esta ecuacion en la variable xg tiene solucién en una curva eliptica y dos soluciones difieren
en un elemento de (n + 1)-torsién de la curva eliptica, por lo que hay exactamente (n + 1)2
soluciones diferentes. Sea x; una solucién de la ecuacién anterior. Los divisores

Dy, = [z + my| + [v, + my + 2] + -+ + [z + my + nal,

con m € {0,...,n}, son puntos fijos por la accién de tg y son todos diferentes ya que si
D,, = Dy, entonces existe k € {0,...,n} tal que

x +my =z + my + kz,
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y por tanto kx+ (m—m)y = 0. Dado que z e y generan toda la (n+1)-torsién de E, se sigue que
k =0y m =m. Sea z’ otra solucién de la ecuacién y sea D = [2/] 4+ [¢' + z] + -+ + [/ + na] un
divisor asociado a esta solucién. Como dos soluciones difieren en un elemento de (n + 1)-torsidn,
existen m, k € {0,...,n} tales que 2’ = z; + my + kz y por tanto

D=[21+[z +z]+ - + [ + na]
=[x +my+ k] + [xe + my+ (K+ Da] + -+ [x¢ + my + (k+ n)z]
= [z, + my| + [z, + my + x| + - - + [z, + my + nz] = D,,.

La tltima igualdad se tiene porque la funcién Z/(n+1)Z — Z/(n + 1)Z dada por j — j + k es
una biyeccién y Div(E) es un grupo abeliano con la suma. Luego, el conjunto de los elementos
fijo por tg es finito y

Fix(tq) = {[ze + my] + [ze + my + 2]+ -+ [zt + my +nzx] | m € {0,...,n}}.

La demostracién es andloga para Fix(ug).

Supongamos que Fix(tg) NFix(ug) # 0. Existe m € {0, ...,n} tal que [z +my]+ [z; + my +
x)+ -+ [z + my+na] € Fix(ug), lo que implica que u(zy +my, x. + my+x, ...,z + my+nx)
es una permutacién de (z; +my, v+ my—+x, ...,z +my+nz) y por tanto existe k € {0,...,n}
tal que xy + my = ¢ + (m + 1)y + kz. Esto ocurre, sélo si y + kz = 0, lo que es un absurdo ya
que x e y son generadores. Luego, Fix(i¢) N Fix(ug) = 0.

O

Recordemos que queremos determinar todas las trivializaciones de la forma

/A

AQ x P™ A/G

| |

Ao 4/A > AO/(*AOOPG)a

con A = AgN Pg, donde Ag N Pg C Pg . Esto dependera de que tanto intersecte la variedad
Ag a Pg. Supondremos que Ay N Pg = Pg . Esto nos permite estudiar el grupo abstracto A
como (tg, uq), pues por el Lema (ta,ug) = Pg. Los morfismos tg, ug son automorfismos del
sistema lineal |(n+1)[0]| al que identificamos con P™ y por tanto podemos verlos como elementos
de PGLy,41(C) que conmutan. Por el Lema [3.3]tenemos que [Fix(t¢)| = n+1, |[Fix(ug)| = n+1
y Fix(tg) N Fix(ug) = 0. Luego, por la Proposicién se tiene que salvo cambio de base

1 0 0 . 0 0 1 0 0
0 g1 O - 0 0 0 1 0
2
bt = 0 0 G 0 y b =10 0 0 ol
0 0 0 0 0 0 O 1
0 0 0 - 100 0

y por tanto A, salvo cambio de base, es generado por los automorfismos

O:(z0 - 2n] ¥ [20 0 Cug121 o - 0 Clyg Znls
8 fz0: iz [zn a0z 2nma)

Observacion 3.1. Esta representacién no depende de los generadores escogidos para (tg,uq),
pues si tomamos otro par de generadores t, v uy, el desarrollo es exactamente el mismo.
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Consideremos que A es isomorfo a un subgrupo propio de Pg , el que se identifica con

(Z/(n + 1)Z)?. Todos los subgrupo de (Z/(n + 1)Z)* son de la forma ( ¢ u%) enalguna (Z/(n + 1)Z)-
base y para algunos a,b € Z. Asi, si A es isomorfo a algin subgrupo propio de Pg la accién de
A en Pg/G es generada por

O:(z0: -t 2n] > [20: Cryq2r oot CaltyZnls
8 [z0: i zn] P [Bnai—b it Bl 20t 20t Zpp)-

Esto nos permite probar la Proposicion que corresponde al caso [5| del Teorema |1.4!

3.3. Clasificacién de los fibrados con (P, G) de tipo 7

Aqui la variedad Pg es isomorfa a E2, con E la curva eliptica C/Z[i], y G es el grupo

generado por el conjunto
-1 144 —i i—1 -1 0
0 1 /’\0 i \i—1 1) ("

Este caso se reduce a lo estudiado en la Seccién y se obtiene el siguiente resultado

Proposicién 3.4. Sea A una variedad abeliana y G un subgrupo finito de Auto(A) tal que A/G
es suave. Denotemos por Ay la componente conexa de AC que contiene al 0y Pg el complemento
ortogonal de Ay por una polarizacion G-invariante. Si G tiene representacion irreducible en
To(Pg) y el par (Pg,G) es de tipo v, entonces existe una trivializacion

Ao x P? /2 A/G

| |

AO AO/(AOQPG)7

de la fibracion A/G — Ag/(AoN Pg), con A = AgN Pg, donde A actia por traslacion en Ay y
en las fibras como una de las siguientes

1. A= {0} y por tanto actia trivialmente.
2. AXT7/27 y actia con un generador ¢ : [zo : 21 : 22| V> [20 1 —21  22].
3. AX7/27 X L)27 y existe un conjunto de generadores que actian de la manera siguiente

0:lz0:21: 2] [20 0 —21 ¢ 29],

& 20t 21t zn] &[22 0 21 0 20)-

En este caso, la curva eliptica es E = C/Z[i] y
/(=1 144\ (=i i—1\ (=1 0
=T )
Los puntos fijos por la accién de G son los puntos de la forma (a+bi, c+di) € E? que responden
al sistema
=1 147\ fa+bi) _ (a+bi
0 1 )J\e+di) T2 \ctdi)’
=i i—1\ fat+bi\ _ f(a+bi
0 i c+di) TP \c+di)
—1 0\ [a+b\ _ (a+bi
i—1 1) \c+di) 20 \c+di)>
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del cual se desprenden las siguientes relaciones en la curva eliptica
ilc+di)=c+di y —ila+bi)+(i—1)(c+di)=a+bi.

De la primera se sigue que (i — 1)(c +di) = 0 € E y por tanto —i(a + bi) = a + bi. Luego,
(c+d)+(d—c)i=(a—0b)+ (a+b)i =0 € E. Esto implica que a + b,a —b,c+d,d—c€Zy

1
por tanto 2a, 2b, 2¢, 2d € 7Z. Entonces, a,b,c,d € {O, i2}, es decir,

1 i 1 i
ch<(2+2,0>,<0,2+2>>.

Como los generadores son soluciones del sistema, se sigue que la contencién es una igualdad y
por tanto P§ es isomorfo al grupo de Klein. Si A es isomorfo a algtin subgrupo no trivial de
Pg entonces A es de orden 2 o de orden 4. Por el Lema sabemos que la accién de A baja de
manera fiel hacia P?. Del Corolario tenemos que los subgrupos de orden 2 en PGL3(C) son
todos conjugados y por la Proposicion los subgrupos isomorfos al grupo de Klein también
son unicos salvo conjugacién. Estos corresponden a los puntos 2]y [4] de la Proposicién [3.1] cuando
n = 2. Por lo que tenemos la Proposicién [3.4] que corresponde a los puntos y [3] del Teorema
y no agrega nuevos casos a la clasificacién.
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Capitulo 4

Reduccion al caso irreducible

En el capitulo anterior estudiamos cémo se pegan las fibras cuando el grupo de automorfismos
tiene una representacién irreducible en To(Pg). Ahora, consideraremos el caso general.

Sea A una variedad abeliana y G un subgrupo finito de Autg(A) tal que A/G es suave. Sea
Ap la componente conexa de A® que contiene al 0 y Py su complemento ortogonal generada
por alguna polarizaciéon G-invariante.

Lema 4.1. La dimension de Pg es 0.

Demostracion. Sea Py la subvariedad de Pg que corresponde a la componente conexa de Pg
que contiene al 0. Como esta subvariedad es G-invariante, tenemos que Py C Ay y por tanto
Py estd contenida en Ay N Pg que tiene dimensién 0. Si dim(PS) fuese mayor que 0, entonces
Py tendria dimension positiva, pero estd contenida en Ay N Pg que tiene dimensién 0. Luego,
dim(P§) = 0. O

El Lema nos permite descomponer la variedad abeliana Pg con respecto a G mediante
el Teorema[1.2] Asi, existen Py, ... P, C Pg subvariedades abelianas y subgrupos G1,..., G, de
Autg(A) tales que P 2 Py X -+ x P, G2 Gy x -+ X G,y

Pg/G’EPl/Glx-“XPT/GT.

Ademss, el grupo G; tiene representacion irreducible en To(P;) y, por el Teorema P/G; =
P™. De esta forma tenemos la isogenia

Ao x Py x --- x P, = A;
(a,bl,...,bT)}—}a—(b1+...+bT)7

de nicleo A. Fijemos una inclusién ¢ : A — Ay dada por (a,by,...,b.) — ay denotemos por Ag
a la imagen ((A). Este morfismo estd bien definido y es una inclusién, pues para cada a € AyNPg
hay tnicos b; € P; tales que a = by + - - - + b,.. También se tiene que Ag = Ag N Pg.

La fibracién A/G — Ao/ es trivializada de la siguiente manera

A
A0><P1><---><Pr/—>A

T

Ag x P™ x -+ ><IP’"7'/—>A/G
.
Ao Ao/ Ap.
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El objetivo es entender la flecha Ag xP™ x - .- xP" — A/G para probar el segundo resultado
de esta tesis, que corresponde al Teorema |1.5

Teorema 4.2. Sea A una variedad abeliana y G un subgrupo finito de Autg(A) tal que A/G es
suave. Denotemos por Ag la componente conexa de A® que contiene al 0 y Pg el complemento
ortogonal de Ay por una polarizacidn G-invariante. Sea Ay := Ao N Pg. Existen pares (B;, G;)
con i € {1,...,r} de variedades abelianas B; y subgrupos G; < Auto(B;) que satisfacen las
hipédtesis del Teorema[l.4 tales que

A/G=Bi/Gi x - x B.JG, 'y G=Gix---xG,
Ao /Ao Ao/Ao

donde los morfismos B;/G; — Ag/Ag corresponden a las fibraciones dadas por el Teorema E

Sea P; := er{l,...,r}f{i} Py, que puede ser vista como una subvariedad de Pg y por tanto de
A. La variedad abeliana P; actia por traslacién sobre A y con esto podemos definir B; := A/P;.
También se tiene que P; actia trasladando por coordenadas en Ag X P; X --- X P,. Esta accién
es compatible con la accién de A. Por tanto, se tiene el siguiente diagrama conmutativo

/A
Ay x P x - - xP.—= A

| |

A0><Pi Bi~

Denotemos por A; al niicleo del morfismo Ag x P; — B;. Notemos que

Ai:{ i)EAoXPi‘a—biGPi}
={ i) € Ag X P; | existe b € P; con a = b; + b}
> {(a,b1y. .. b)) € Ag X PL XX Pr|a=by+ - +b)
~ A,

(a,b
(a,b

donde el primer isomorfismo viene del hecho que para cada a € Ay N Pg existen unicos b; € P;
tales que a = by + -+ + b.. De esta forma, la variedad abeliana Ay x P; es isdgena a B;.
Ademas, P; se inyecta en B; ya que el tnico elemento que comparte con P; es el 0. El grupo
G, actia de manera no trivial en B; y por la Proposicién 2.9 de [ALA19] existe una fibracién
B;/G; — B, o/(BioN Pg,), donde B, o es la parte conexa de BzGY que contiene al 0 y Pg, es su
complemento ortogonal con repecto a alguna polarizaciéon G;-invariante. Podemos notar que la
imagen de Ay x {0} en B; estd contenida en B; ¢, y de hecho la imagen es toda la componente
Bi o, lo que da un morfismo sobreyectivo Ay — B o/(Bio N Pg;). Como P; se inyecta en B;,
la dimensién de P; es la misma que la de Pg, y son conexas, resulta que son isomorfas. Asi,
Pg,/G; = P;/G; = P" es suave y por tanto, nuevamente por la Proposicién 2.9 de [ALA19], se
tiene que el cociente B;/G; es suave. De esta manera se tiene el diagrama conmutativo

Ay
AO X Pi / Bi (41)
/Gil i/Gi
. /A
Ag x P ——— B;/G;

| |

Ao Bio/(BioNP),

donde todas las flechas del diagrama son sobreyectivas. El morfismo Ay — B, o/(B;,0NF;) tiene
por nicleo a Ag. En efecto, sea f : Ag x P, — B; y a € Ag tal que tiene imagen nula en
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B, o/(Bi,oNP;). Entonces, f(a,0) € B; o N P;. Luego, existe un tnico (0, —b;) € {0} x P; tal que
f(0,=b;) = f(a,0) y por tanto f(a,b;) = 0. Esto implica que (a,b;) € A; y por tanto a € Ay.
Asi,

Bio/(BioNP;) = Ag/Ao,

por lo que podemos ver a cada B;/G; como una fibracién sobre Ag/Ay.

Hasta este punto, sélo hemos construido las variedades B; del Teorema Los morfismos
A — B; inducen morfismos A/G — B;/G. Por el Teorema el grupo G actia trivialmente
sobre B; cuando j # 1. Esto nos permite ver a G; como un subgrupo de Auty(B;) y ademés
B;/G = B;/G;. El cociente B;/G; es suave pues tiene fibras isomorfas a P™, por lo que los pares
(Bi, G;) son como en el Teorema De esta forma tenemos el siguiente diagrama conmutativo
dado por los morfismos A/G — B;/G; y los isomorfismos verticales dados por el diagrama

(Ag x P™M x .. x Pr) /A (Ag x Pmr) /A

\)\f (A % Pm \‘

1R

(AO X Pnl)/A Ao/Ao
AJG | l B,/G, 4
ﬁ\.)&/ai Sy
Bl/Gl A()/A().

Por lo tanto, para probar que el diagrama de abajo es un producto fibrado bastara con probar que
el de arriba es un producto fibrado. Sea Z una variedad con morfismos ¢; : Z — (Ag x P™) /A,
tales que el siguiente diagrama conmuta para todo i,j € {1,...,7}:

Z — (4.2)

(Ao x Pt x o - X P) [A —— (Ag X P™) /A,

LT

(Ag x P™)/A; “ Ao/Do.

qi

Primero veamos la existencia del morfismo ¥. Sea z € Z y ¢;(2) = [(x;, i)]a, con oy € P™i,
donde [(x;, ;)]a, denota la clase de (x;, ;) médulo A,. Dado que para todo i,5 € {1,...,7}

©iqi(2) = ¢;4;(2),
se tiene que para todo i € {2,...,7}
e101(2) = @1 ([(z1,01)]a,) = [T1]a, = [@i]ae = @i ([(2i, 2i)]a,) = ©igi(2).
Esto implica que existe a; € Ag tal que a; * x1 = z;. Como a; € Ag = Ag N Pg, existe un tnico

bi; € P; tal que (a;,b;;) € A,. Luego, existe af € P™ tal que (a;, bi;) * [(21,05)]a, = [(24, 4)]a,-
De esta forma, se tiene que para todo i € {2,...,r}

¢i(2) = (1, 09)]a, -
Esto nos permite definir el morfismo ¥ : Z — (A x P™ x --- x P")/A dado por

Z = [(‘Tlvalla"'va/)]ﬁ’

XXVIII



donde a; = o y que satisface la conmutatividad del diagrama para todo ¢,5 € {1,...,r}.
Veamos que este morfismo es el tinico con tal propiedad. Sea ¥ : Z — (Ag x P™ x --- x P"r) /A
otro morfismo que hace que el diagrama conmute para todo i,j € {1,...,7}. Seaz € Z y
W(z) = [(z,P1,---,53)]a para algin (z,f1,...,5:) € Ag x P x --. x P" . Entonces,

pio¥(z) = pi([(z, B1, ..., Br)]a) = (2, Bi)]a, = [(z1,0))]a; = ¢i(2),

pues p; o ¥ = ¢;. Esto implica que existe (a;, b;) € A; tal que (a;, b;) * (1, ) = (z, 8;). Como la
accién de los A; en la primera coordenada es por traslacién, se tiene que para todo i € {1,...,r}
se cumple que x = x1 +a; y por tanto existe a € AgN Pg tal que a = a; paratodoi € {1,...,r}.
Luego, como la descomposicién de a en Pg es tnica, a = by + - - - + b,.. Asi, se tiene que

(a,blvu'abr)*(xlvalla"'aa;’) = (1.7517"')5?”)7
lo que implica que [(z1,a),...,al)]a = [(z, b1, .., Br)]a, ¥y por tanto se tiene la unicidad
U(z) = [(z1,0), .., a)]a = [(z,B1,- -, Br)]a = U(2).

Esto implica que existe un unico morfismo ¥ : Z — A/G tal que el siguiente diagrama
conmuta para todo i,j € {1,...,r}:

Esto prueba que
A/GgBl/Gl X e X BT/(;T7
Ao/Do Ao/Do
con los pares (B;, G;) como en el Teorema Dado que A/Ap = A/A, finalmente se tiene el
Teorema [£.21

Observacion 4.1. La trivializacién Ay x P™ — A, sobre B;/G; — Ag/Ao dada por el diagra-
ma no corresponde a la del Teorema Tal trivializacién corresponde a la del cuadrado
conmutativo de la derecha en el siguiente diagrama.

Ay X P —— Bio x P BZ/G'z

| | |

Ay By Bio/(BioN P;) =2 Ag/Ay.
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