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Nota

Se ha tomado la palabra "scattering" directa-
mente del inglés, sin ningln intento por traducirla
al castellano. La razdn de esto es la falta de equi-
valencia con una palabra espafiola adecuada. En algu-
nos textos se la traduce por 'dispersidn", pero esta
palabra designa un fendmeno fisico distinto, que in-
terviene en el texto de la tesis, y luego no puede

-
ser empleado aqui.

Asimismo, se ha usado un anglicismo inacepta-
ble desde el punto de vista del idioma, como es la
ralabra "scattereado'". Defendemos el uso de este vo-
cablo por su corriente uso oral y por la necesidad de
las formas verbales derivadas de la palabra "scatter-

ing".
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RESUMEN

Una buena forma de estudiar la estructura y
dindmica superficial de sblidos es mediante scatter-
ing de dtomos a energias en el rango térmico. Este
rango de energia incidente asegura que el.haz tiene
penetracidn nula y los resultados observados provie-
nen de la interaccidn con la primera capa monoatdmica
del sblido. Sin embargo, si bien las técnicas expe-
rimentales han alcanzado un buen grado de desarrollo,
el problema tedrico de las colisiones gas-superficie
ha sido resuelto sdlo para las componentes eldsticas.
No existiendo una buena teoria que considere las in-
tensidades de scattering inelistico, gran parte de
la informacidn contenida en resultados experimenta-
les no ha sido afin extraida (potenciales de interac-
cidén, relaciones de dispersién de fonones superficia-

les, etc.).

En este trabajo se presenta una solucidn para
scattering ineldstico considerando solamente colisio-

nes con intercambio de un fondén. Se desarrolla tam-

vii.



bién un criterio para decidir cuando esta aproximacidn’
es aplicable y se calculan términos de correccidn para
scattering de muches fonones, para los casos en que

estos sean necesarios.

El problema es tratado con todo rigor fisico,
de modo de proveer una teoria confiable para el ana-
lisis de datos experimentales. Se obtiene una expre-
sién para la seccidbn eficaz diferencial en funcidn de
un potencial general, considerando un modelo real muy

general para el sdlido.

La seccidén eficaz diferencial para el sistema
He-LiF fue calculada usando pardmetros estimados por
otros métodos. El acuerdo de los datos calculados
con valores obtenidos experimentalmente por otros au-

tores es excelente. )
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1. INTRODUCCION
El scattering de 4tomos a energias en el rango
térmico por superficies sblidas estd llegando a cons-
tituir una Util herramienta para el estudio de la es-

tructura y dindmica de superficies.

Esfermann, Frisch y Stern (1-5) fueron los
primeros que reportaron experimentos de scattering atd-
mico por superficies monocristalinas. Su interés, sin
embargo, no era estudiar la superficie, sino probar el
comportamiento ondulatorio del haz. La época en que
estos experimentos fueron realizados (alrededor de
1930, en la alborada de la Mec&nica Cuédntica) explica
el objetivo de los autores. Estos hicieron incidir
haces térmicos bien colimados de H, y He sobre super-
ficies limpias de NaCl y LiF, detectando las intensi-
dades scattereadas mediante un mandmetro de alto vacio.
El éxito obtenido al observar un espectro de difrac-
cidén de las mismas caracteristicas del esperado al con-
siderar la red superficial como una red de reflexidn,
no impididé que esta téecnica fuera luego practicamente
abandonada hasta la década de 1960, En esos afios, el
fuerte interés por el estudio de la superficie de los

sblidos que hoy se observa comenzaba a nacer. Sin



embargo los progresos realmente significativos en sca-

ttering atdémico, ya sean éstos en las técnicas experi-

mentales o en la teoria del fendmeno, comienzan a apa-

e
|9

recer alrededor del afio 1969 y en la actualidad est

0

método no ha superado completamente aln su etapa de

desarrollo.

La razdén de esta demora estriba principalmen-
te en los numerosos problemas experimentales que hacen
de esta técnica un método "dificil". La limpieza del
blanco es un factor critico; en efecto, dado que el
haz atdmico tiene penetracidn nula, basta la existen-
cia de una capa monocatdmica adsorbida por la superfi-
cie blanco para anular toda posibilidad de ver nada
de interés. Técnicas de ultra-vacio deben ser emplea-

9
torr en la cé&mara

das para obtener una presidén de 10~
del.blaﬁco:' Esto permite conservar la limpieza de la
superficie durante un tiempo razonable para trabajar.
Muchas veces es necesario mantener control sobre la

composicidn quimica o la estructura de la superficie,
lo primero se consigue usando espectrometria auger en
forma simulténea, mientras lo segundo puede obtenerse

anexando al sistema experimental un monitor de difrac-

cidén de electrones de baja energia. Muchos problemas



nacen del hecho de que un haz de &tomos neutros nc es
tan f&cil de manipular como uno de particulas carga-
das, ya sea para su produccidén como para su deteccidn.

Los haces producidos por toberas (nozzle beams), ge-

T

)

nerados por una clmara con gas a alta presidn de la
cual el gas escapa por un agujero de algunas milési-
mas de pulgada de didmetro, expandiéndose en el vacio,
constituyen una buena solucidn por su intensidad y re-
lativamente buena resolucidén en energia (menor a 10%
de dispersibén en velocidades (6)). Respecto de los
sistemas de deteccidn, los mis usados de éstos fun-
cionan en forma andloga a mandmetros de ionizacidn,
técnica ésta de uso corriente en alto vacio; Haberre-
cker et al. (7) consiguileron, sin embargo, desarro-
llar un detector de &tomos neutros de estado sélido,

desafortunadamente su utilidad est& restringida a

itomos de hidrdgeno y oxigeno.

Si bien las técnicas experimentales de scat-
tering atdmico han adquirido en los ltimos afics un
desarrollo que puede considerarse adecuado, no ocurre
asi con la teoria del fendmeno de colisién, necesaria
para relacionar las observaciones con las magnitudes

fisicas que se desea conocer. A. Tsuchida (8), Cabrera
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Celli, Goodman y Manson* (3) y recientemente Garibal-
di et al. (10) se han ocupado del problema de scatter-
ing eléstico de 4tomos por superficies, consiguicndo
grandes avances en su solucidn general. La teoria de
CCGM es v&lida cuando la componente de scattering in-
eldstico es despreciable frente a la componente elds-
tica. H&bilmente estos autores desarrollaron las fun-
ciones que intervienen en la ecuacidn de Schrodinger
del sistema en vectores de la red reciproca superfi-
cial; dado que para energias incidentes en el rango
térmico el espectro de difraccién tiene un nimero
finito de haces difractados, sdlo un nimero finito y
definido de vectores reciprocos.darén contribucién no
nula. Esto permite a CCGM obtener un sistema de ecua-
ciones algebraicas acotado para la matriz de transi-

.« .
clon.

La teoria de CCGM para scattering eldstico
plantea la ecuacidn de Schrodinger para un potencial
que es el valor esperado del potencial de interaccidn
entre el &tomo incidente y la superficie. Es decir,

supone que la particula incidente sdlo es capaz de

El trabajo de Cabrera et al. (9) sera llamado por
CCGM.



"ver'" el potencial promediado a través de todos 1os
dtomos de la superficie. Obtienen de ese modo una
gran simplificacién tedrica. En el presente trabaijo
se demuestra que la suposicidbn de CCGM es rigurosa-
mente vilida, poniendo sobre bases mas sdlidas esa

teoria.

La solucidn obtenida por Garibaldi et al.
para la componente eléstica tiene el mérito de mostrar
una explicacidn culntica muy directa del fendmeno de
"rainbow scattering", pero es, sin duda, de menor ge-
neralidad que la solucidén de CCGM, la cual se presenta
en funcidén de un potencial generalizado. La solucidn
ineldstica de Garibaldi et al. es también de menor ge-
neralidad que la presentada en las paginas que siguen

por andloga razdn.

Una gran cantidad de trabajos publicados en
los Gltimos afios (9-13), mostrando tentativas de solu-
cidén para el problema de scattering atémico ineldstico,
da prueba del interés que despierta tal solucién. Sin
embargo no se ha conseguido alin ese objetivo. La razdn
para establecer esto es la siguiente: el interés de

los experimentos de scattering ineldstico de &tomos

reside en la obtencién de los potenciales de interac-



cién gas-superficie y en el estudio de la dindmica su-
perficial a nivel microscépico. Las teorias apareci-

das en la literatura se basan en potenciales de inter-

accidén simples y dados a priori y en modelos del sé-

!

lido simplificados y no reales. Los datos experimen-
tales en scattering ineldstico de &tomos estan actual-
mente, por esa causa, separados de las magnitudes fi-

sicas importantes que contienen.

En el presente trabajo se propone una solu-
cidn para scattering ineldstico basada en un modelo
muy general del sdlido y en un potencial de interac-
cidn gas-superficie consistente en una suma de poten-
ciales de 2 cuerpos. El potencial de 2 cuerpos es
completamente general; por razones de simplicidad se
lo considera central, pero la solucidén puede genera-
lizarse para potenciales no centrales en forma direc-
ta. La solucidn que se propone considera solamente
colisiones con intercambio de cero o un fondn, dé&ndose
un criterio para resolver cuando esta aproximacién es
licita y términos de correccién para los casos en que
estos sean necesarios. Lsta teoria se complementa
con la de CCGM y forma con ella un conjunto autocon-

sistente.
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En el capitulo 6 se predice, basado en razo-
nes puramente cinemdticas, que, si los fonones super-
ficiales contribuyen en forma predominante al scatter-
ing ineldstico y las condiciones son tales que vale
la aproximacidén de colisiones de un fondén, al efectuar
una ligera rotacidn del cristal (sacando la normal a
la superficie del plano del detector y el haz inciden-
te) aparece una zona prohibida para la intensidad in-
eldstica en torno de los picos de difraccibén. Este
efecto, no reportado anteriormente, es muy interesante
pues la ubicacidn de aquellos puntos que bordean esas
zonas prohibidas (de f&cil medicidn) dependen sélo de
la velocidad del sonido superficial, constituyendo un
método relativamente sencillo y exacto de obtener esa

magnitud.

Para finalizar esta introduccidn, v con =l
objeto de que el lector no familiarizado con esta téc-
nica experimental adquiera una visidén general de ella,
se mostrardn algunos resultados experimentales repre-

sentativos.

La figura 1 muestra resultados no publicadcs

obtenidos en 1974 por Boato, Cantini y Mattera. L1

blanco de LiF, mantenido a una temperatura de 80K, mro-
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Figura 1. Scattering de Ne por LiF (001).

(No publicado).



senta la superficie (001) al haz de Ne. Este es gene-
rado por una tobera (nozzle beam) e incide formando

un angulo 6, = 65° con la normal a la superficie. E1
detector se mueve en el plano de incidencia (el plano

de la normal y el haz incidente), definido en este

caso por la direccidn <100>.

Los picos eldsticos (o picos de difraccidn)
son indicados en la figura por los vectores reciprocos
correspondientes. Sus ubicaciones angulares son fécil-
mente predecibles si se conoce el pardmetro de la red
superficial. El maximo en 6 = 0., correspondiente al
vector reciproco (0,0), es denominado pico especulars;
su forma no es afectada por la dispersién en energia
del haz incidente, de modo que constituye un buen in-

dicador de la dispersidn angular del sistema experi-

orno

o

mental. Los miximos pequefios que se observan

M
=]

del pico especular no corresponden a linea de dif

H

ac-
. . . . . - - - .
¢cidn alguna y son atribulidos a colisiones 1nelasticas,

estas intensidades seradn discutidas en el capitulo

La figura 2 corresponde a mediciones de scat-
tering de He por W(112), realizadas en 1973 por Stoll
y Merrill (14). El1 ancho de los picos elasticos se

debe a que en este experimento se empled un haz tér-
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Figura 2.

Scattering de He por W(112).

(14).



mico, a temperatura Tb = 300 K. EIl plano de inciden-
cia es el plano definido por la normal y la direccidn

eristalogridfica <110>,.

La superficie blanco en este experimento fue
controlada por difraccibén de electrones de baja ener-
gia y por espectroscopia Auger. Lste control fue ne-
cesario debido a la alta temperatura del blanco reque-
rida para mantener la limpieza de la superficie (alre-
dedor de 1300 K), que hacia sospechar la formacidn de
una capa de carburo de tungsteno. Esta no fue cbser-
vada, confirmando asi la validez de los resultados de
Tendulkar y Stickney (15), que fueron los primeros en
observar difraccidn por superficies de tungstenc en
1971. Con excepcidn del W, jamds se ha conseguido ob-
tener un diagrama de difracecidn con blancos metalicos.
Una discusidn acerca de las razones de este comporta-

miento se da en un trabajo reciente de Garibaldi et

al. (10).

Otro ejemplo de scattering atémico sobre una
superficie metdlica es mostrado en la figura 3. Se
trata de los resultados obtenidos por Subbarao y Miller
(16) al hacer incidir un haz de He sobre Ag (111). E1

dngulo de incidencia es 8, = 75° y sb6lo se observa el
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bulo de origen

", -

pico especular acompafiado de un ancho 16
ineldstico, el que crece al aumentar la energla del
haz incidente. La curva de trazo continuo fue obte-
nida tedricamente por Goodman (17). Este realiza los
cdlculos en primer orden y luego generaliza los resul-
tados para hacerlos unitarios. E1 tratamiento del
problema es de poco rigor fisicp y se hacen fuertes
simplificaciones. A pesar de eso, se obtiene un re-
sultado que explica cualitativamente el fendmeno, no

pudiéndose decir lo mismo del aspecto cuantitativo.

El diagrama superior de la figura 3 muestra
las velocidades de los &tomos scattereados en funcién
del &ngulo de scattering, tanto para los valores medi-
dos por Subbarao y Miller como para la prediccibén ted-

rica de Goodman.

En el capitulo 6 serdn usadas las mediciones
de B. Williams (18) de scattering de He sobre LiF
(100) para comparar con resultados tedricos. La figu-
ra 4 adelanta algunas de las curvas experimentales
obtenidas por Williams. Conviene notar que en estos
graficos el eje de abcisas fue dibujado parcialmente,
apareciendo en ellos sdlo las zonas vecinas al pico

especular (6. = 65°). El griafico (&) muestra la base
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del pico (0,0), la que aparece ensanchada por débiles
intensidades ineldsticas. El plano de incidencia es

definido por la normal y la direccidn <100>. El haz,
producido por tobera, tiene una energia de 58 meV y

la temperatura del blanco es de 150 K. La resolucidn
angular del sistema es excelente: 0,6° de ancho tota
a mitad de la altura y 1,0° de ancho total en la base.
Williams pudo observar, de este modo, 13 picos de di-

fraccidén perfectamente resueltos.

En la figura 4(b) pueden verse los resultados
de medir después de efectuar una ligera rotacidn
del cristal en torno de la direccidn <100>. En esta
forma el intenso pico eldstico queda fuera del angulo
sblido subtendido por el detector y las intensidades

inelidsticas son observadas con toda claridad.

El contenido de los capitulos 2, 3, 4 y parte
del capitulo 6 constituye el tema de la referencia
(19). E1 capitulo 5 serd publicado de acuerdo a la
referencia (20) y la seccibdn 6.1 corresponde a la re-

ferencia (21).



2. LAS ECUACIONES DE SCATTERING

Se considerari orimeramente un blancc moncaidi-
nico formado por N dtomos de masa M, sobre el que in-

cide un 4tomo neutro de masa m con momentum bien defi-

nido.

El potencial de interaccién entre la particula
incidente v el blanco se supone un superposicidn de po-
tenciales de 2 cuerpos dependientes de la distancia.

Es decir, si T denota la posicidn del &tomo incidente
y ?E designa el vector posicidén del &atomo del blancc
cuya posicidn de equilibrio es 7, el potencial serid de

la forma:

21 Hamiltoniano del sistema total es entonces

2
— P - — .. L
H_‘Em * Hs“f\/(r‘,fi 2"'9J‘N> 2 N L,
2
en donde _gﬁ es el operador de energia cinética del

-

atomo incidente, HS es el Hamiltoniano de las N parti-
culas que componen el blanco y V es el término de in-

teracecidén discutido antes.

16
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1

El sistema, en rigor, no es aislado pues el
blanco estd en equilibrio térmico con un foco calori-
fico a temperatura T_. Se supondri primero que el
sistema es aislado y que el estado inicial del blanco
(cuando aln no experimenta la interacéién con la par-
ticula del haz) es un autoestado de H_. Las probabi-
lidades de transicidn obtenidas bajo esa suposicidn
se promediardn de acuerdo al ensemble canbnico, para
introducir la interaccidn con el foco. Establecer

que el sistema es aislado equivale a poner

Hie> = nie> , (2.3)

en donde |¢¥> es un autoestado de energia A del sis-
tema total.

Se llamard a los autoestados y autovalores del Hamil-
toniano del blanco In > vy €n respectivamente, de

modo que

Hsin> = €nin> , (2.4)

<n]n’>:8nn1 3 (2.41")

Se supone, por simplicidad, que los estados |n > no son



18

degenerados.

Una manera conveniente de trabajar con la
ecuacién (2.3) es usar representacibén de coordenadas
para la variables relacionadas con. la particula del

haz, se escribiri

Hig> = Aig> , (245)

en donde

1> = <F1¥P> (2.86)

es un vector del espacio de Hilbert generado por el
conjunto de los autovectores |n > de HS. Luego,

|# > puede ser expresada

1$> =2, by in’> . (273
n

De la forma de este desarrollo se desprende que
]&n,(;)lz es la densidad de probabilidad de encontrar
al blanco en el estado de energia en' y al &tomo de
gas en T con energia A- en" cuando es realizada una
medicién de esas variables en forma simulténea. La

i % -> .
ecuacién (2.3) en representacién -r toma la forma



(Y

dm\/ +Hy +Vr, £ yigs = Ai1¢> . (2.6)

Introduciendo la expansién (2.7) en la ecuacibn (2.8),

. . » . . -r
se obtiene la ecuacidn para los coeficientes wn,r)

(V4 k) b = —%—m- ; <n'IV(F, fj')lm>‘:ré(f‘),(2.9)

con K. definido de modo que

A-€n =LKy (2.10)

Si el término de Indice m = n' de la suma que figura
en el segundo miembro de (2.9) se lleva al primer

miembro, se obtiene la ecuacidn

(v? +1< #‘z <n;\/m>)¢' %zﬂgn,<nﬂv;m>tj/m , (2.11)
valida para todos los indices n'.

En el segundo miembro de la ecuacidn (2.11)
no interviene explicitamente la funcién Y, 1> luego

las soluciones deben ser de la forma



[ ]
o

H - S
¢n'(F7 = Cn¢ anr(r?) + J/nr(r) 5 (2.12)

en donde wI, es una solucidén particular de (2.11) y
n

H . .
Vo solucién general de la ecuacidn homogénea

H
2
(V2+L<n: —%{n'[\/tn%) ('Ln' = J : (2.13)

En la ecuacidn (2.13) no hay dependencia (explicita ni

implicita) de estados del blanco distintos del estado

T

rl

no puede
n! P

In'>, por lo tanto la solucién homogénea ¥
contener informacidn acerca de transiciones del blanco
provocados por la colisidén. Se deduce, entonces, que

H g i
la componente Yo describe solamente colisiones elds-

ticas.

Es importante observar que la ecuacidn homo-
génea es de la misma forma de la ecuacidn (2.2) del
trabajo CCGM, salvo que en esta Gltima el elemento de
matriz ha sido promediado térmicamente. Se demostra-
rd en el capitulo 3, que el promedio térmico no cons-
tituye una diferencia importante, pues, en las condi-

ciones en que la aproximacidn de colisiones de un



(g% ]
[

fondn es valida, los elementos de matriz diagonales
del potencial <m|v|m> no dependen de m. Por esta

razén el promedic segln el ensemble equivale al pro-
medio culdntico. De todos modos, independientemente
de estas consideraciones, la ecuacidn (2.13) es sus-
ceptible de ser resuelta mediante el método desarro-

llado por CCGM, al menos asintbéticamente.

Se introducirdn a continuacidén las condicio-
nes de borde del problema, con el fin de obtener las
constantes C_, y el significado fisico de las compo-
nentes de la solucibén. Antes de la :colisidn y a dis-
tancia infinita del blanco, el dtomo incidente tiene

energia bien definida

En = ﬂﬂ_ (2.14)

y vector de onda in' El estado inicial del blanco
serd |n >, autovector de energia e, de H . La energia
total del sistema es entonces X = En + Gn. Esta nota-
cién seri dada por entendida en todo io que sigue,
Para los vectores se usard la notacién introducida por
CCGM: Los vectores tridimensionales son denotados por

letras minfisculas. El vector bidimensional correspon-

diente, paralelo a la superficie es designado por 1la



correspondiente letra maydscula; la componente seglin
0Z, perpendicular a la superficie, se denota por la
letra minfiscula respectiva acbmpaﬁada del subindice
z. La Gnica excepcién la constituye el vector T,

cuya componente normal se escribe simplemente z.

Consideremos la solucién general (2.12) para
n' # n.
De acuerdo a CCGM,la funcidn wi, es,en el limite asin-
tético z + =, funcidén de onda de una particula libre

de energia

2
En = L. (2.15)
Z2m

Entonces, dado que se demostrd que wH puede describir
1

solamente a particulas scattereadas Zlésticamente, y

que es E_ 7 E_1s la Gnica forma de ser consistentes

con la hipbtesis de energla incidente Eh es poniendo

Cov = 0 para todo n' # n.

Luego, la solucidn general del problema es de la forma

H 1
R Y AL (2.16)

De este modo, las soluciones fisicamente aceptables de



la ecuacién (2.13) resultan ser no triviales sb6lo para
n' = n, estando la parte ineldstica contenida Integra-
mente en la solucidn inhomogénea wi,.

Este resultado, junto con el hecho de que la ecuacidn
planteada por CCGM para scattering puramente el&stico
(aproximacién de cero fondn) es equivalente a la ecua-
cién homogénea (2.13), constituye una demostracidn
formal del punto de partida postulado por esos autores.
La ecuacidn (2.16) establece también una independencia
formal de los problemas de scattering eldstico e in-
eldstico. En efecto, la componente eldstica es deter-
minada por la ecuacién homogénea, cuya solucidn no
requiere del conocimiento de las funciones wi,. El
calculo de estas Qltimas constituye el problema que se

aborda en las pédginas que siguen.



3. LOS ELEMENTOS DE MATRIZ

Si se considera la interaccién fondn-fondn
despreciable, los elementos de matriz <n|v|m>, que
figuran en las ecuaciones de scattering, pueden ser
calculados en forma exacta. Para ese fin el poten-
cial de dos cuerpos se expresara desarrollando en

integral de Fourier

J -3 s dpe gy -
V(}r’~fé'i) = (2m) cfP e pe(r ‘rL)V(F) 3 (3.1)
en donde se ha definido
—3/ 35 'l-‘-_. _—
Vipy = (2m fd; e PVaEH . (3.2)

El elemento de matriz que se busca queda entonces ex-

presado por

<niV(?,fpryim> =

-

-3/2 3, -i_'--. S (O P>
= (2m) Z[‘JF e'f rV(p)<meLFfflm> 2 (3.3)
7 :

Procediendo en esta forma, el problema de evaluar el

24



elemento de matriz para un potencial general (sujecto
a la condicidn de existencia de su transformada dec

, ->
. 1 -_f+
Fourier) se reduce a calcular <n|e™? '%|m>.

Para un s&lido monoatdmico, en la aproxima-
cidén de interaccidn fondn-fondn despreciable, el ope-

rador de posicidn del 4tomo de la celda £ es (22)

s ad + -
A?\ (O-;\eLq- + Q, e

1

j’} o I"';(-Z:W;A)

g4y (3.4)

-> .
en donde q es el pseudo-momentum del fondn; los indi-
ces A, que caracterizan los fonones, son dados por

X & (u,a), p indica la rama del fondn; a, y a, son

los operadores de creacidn y aniquilacidn de un fondn
-1, respectivamente. El simbolo w, denota la fre-

cuencia del fondn-X y A, es su vector unitario de po-

larizacién. E1 autoestado |n> de H, es

n
TT )™
"_:ln vt — = e |0 > (3.5)
n# 2y e, A Yn,! E
en donde n, designa el nimero de fonones-A. La ener-

A

gila correspondiente a este estado es dada por



€ =) (n+%)hw,
A

(3.6

Con estas hipbtesis se evaluari el elemento
de matriz

(r1|efFTilnﬂ> =

—

- R EA "’,E - __'_’-:E.
<nl cxp{i.F-[l +; (E_P?—N-J;) ZAA Cay et 4 aletq' )}IW_(3.7)

Con el fin de simplificar la notacidén se escribiri

A Y2,
DA = (Eﬁﬁiﬂa) '

(3.8)
con lo que la expresibén (3.7) queda

{ni eLF.fE‘lm> —

F.2<HIEKF{£:£D':QTA-}-L;DAQA} ims . (3

El conmutador

+* *



se evalfla aplicando la propiedad

[o.Tml,od] = = b4 , ‘ €3.11)
obteniéndose
. Soa (3R
[i;D)\aA ’L;D?\Q%] = = ZMN‘-‘JA F' A - (3.12)

Teniendo en cuenta esta expresidn, la ecuacidén (3.9)

se puede escribir en la forma

e L*.I A > A& \2
<nleLF fe Im>» = e P 9"}?{" ;é;.MNwa(P'AA) } X
* ;
X ¢nl exP{L%:D,,QTA £ L?DAQ) R

¢.%[ h%:DrdR , L%;ll,azj }'in1>

3
.
Lo
LY
Cad
L

y, usando la regla del producto de exponenciales cuyos

exponentes no conmutan, queda

l..*'—"“ L*'E
<r1|ef‘&1rn> = P




a0

El bracket que figura en la ecuacidén anterior
serd calculado a continuacién. Con ese objeto seréd

evaluado

LDA Qa, LD,\NCL;. o
exP{LZ;D,\QA}Im> —e "M . e My >(3.15)

Al introducir la expresidn (3.5) en la ecuacidbn (3.15),

ésta toma la forma

fes)
g

0, a
l ' LU AN P
QXP{L;'DAQA}IF”> = e Im, > ’ (3.186

en donde se ha puesto:

m
( Oj;;) A
Yyl

Desarrollando la exponencial seglin su definicidn

imy> = o > . (3.17)

a e
! _ (L D)2 (3.18)
eXF{L;DAaa} im> = )\Pét; Y a, im,> , ;

e introduciendo en esta expresidn la propiedad de los

operadores de aniquilacién



4 Jmia l
_ s Y nmtiroiien. | M2 > = Q T,--. m (3.19)
it ML T (y=pa) ! 17y = (uh ’ e

queda

exP{ Lz‘;D;\ax} Im>

. £34299

Por otra parte, el vector bra de la expresidén (3.14)

puede escribirse en la forma

(2 DX’ ( e-i; D

<nle * e £n>)

de donde se desprende que

* Vv
4ZD}|Q) LD A n}‘
nie A =11 . f—-—“)— [ <namva ) . (3.22)

v,‘_

De (3.20)L§”(3.22) se contruye finalmente el bracket

{nj e"F{L;D:C’T?-} ex}:{_iz; D;O.;\} Im?> =

LN

TT 2 : ﬁn? LD Y2 (i Pa EPLOSTEN
(LDA) (LD)\) ‘/ . ! 5 (3.23)
A Ymommo  Wat (n v’ﬂ’fm).-/“»)' My=¥y = 0t E0




Consideremos uno de los 3 N factores que apa-

recen en la ecuacidn anterior. Sea, para ese factor,
n, <m, . Se define el nlmero entero positivo

o . 3.24

]’1}\—,_—_, My, = 'ﬂA 5 (n)~< mx) . ( )

El factor de (3.23) que se considera, después de sumar
sobre My Y hacer algunas transformaciones algebraicas,

puede escribirse

1 zy (n+r)!
(LD;) Z(ﬂ N oeeemar 7 (3429

(rH-qJ’
en donde no se han escrito los indices A por simplici-
dad de notacidén. La suma que aparece en esta expre-
s16n corresponde a la definicidn del polinomio genera-

lizado de Laguerre

3 ()
L, D%y . (3.26)

Para el caso n,>m, se obtiene el mismo resultado (3.25)

cambiando n, por m, y definiendo ny, =M EnNy .

A A



Finalmente, considerando las expresiones (3.26), (3.25)

y (3.23) en (3.14) se obtiene el elemento matriz

ip-fm
¢nt P ims =

+

F _H’ >N 2 N s IYRGEY)
= &7 exp (- Tt FAT T Wt (D) Lo, (o527

en donde, con abuso de notacidén, se ha puesto n, en

lugar de méx(nk,mk). El indice n, es definido por

s = [ n,—-m, | , (3.28)

niimero que corresponde a la cantidad de fonones-A
creados o aniquilados en una colisidén. La ecuacidn

(3.27) puede ser expresada en la forma

-

¢nyefPleims =

e, i, ) ol Ly 4 () ,
= LTI gy €5 uiPlny (w5 G2

en donde u, es definido por

(&8 ]
G
()
St

U.A':]DA}?- 5 (3.



Los factores reales que preceden a los poli-
nomios generalizados de Laguerre en la ecuacidn (3.29)
son justamente los factores de normalizacidn de esas
funciones. - La expresidn obtenida para el elemento de
: ip-?-—’-— 3
matriz <n|e £|m> constituye un resultado general,
. . - L
aplicable a cualquier situacidn en que aparezcan ele-
mentos de esa forma. Por ejemplo, en el problema de
scattering de neutrones térmicos, la aplicacién de
la férmula (3.29) permite obtener en forma simple y
directa la seccidn eficaz diferencial de scattering
de muchos fonones. Esto no es algo nuevo, pero cons-

tituye una solucidn mas simple que las corrientemente

presentadas por la literatura al respecto.

sl La aproximacidn de 1-fondn

La transformada de Fourier ‘M(ﬁ) que figura

en’ la integral de la ecuacidn (3.3) tiende a cero muy
o_1

rapidamente cuando p se hace mayor a 1A . Para

este valor los n{meros IDA! son muy pequefios. Es po-

sible entonces considerar

(D, ] << 1 (3.31)



g%

y retener estos nlmeros sblo hasta el primer orden.
En el capitulo se desarrolla un criterio para deter-
minar la exactitud de esta aproximacién, que es, segln
i 2 e i R T T I 2
se demostrard, equivalente a la aproximacién de inter-
. . ~ -
accidn de 1-fondn.

-

En la expresidn (3.27), el factor
Ma) (May
D, Ln: (1D, 12)
J A

2
es un polinomio de la forma ZOAJ' | Dx | '
4=

Na

luego, si se desprecian los Ordenes superiores al pri-
meroc en !DAI’ a lo mids uno de los nimeros N puede
ser distinto de cero en el producto del segundo miembro

de (3.27). Se tiene, por lo tanto,

et i =

. i*-? | - N 3
= iVny+1 D;\eP EXF{—;W).(F'A}J } ; (3.32)
para

~
[€b]
.

L83
[
St

Im> = 1y Ny, ool (Ma+t) Lol Ny > 7



inieP fims =

ey

= 1 D, eif" ex)p{_;m (F.A\a)z} , (3.33%)

. i
PAXS ° b em iy, Vs, weall g1 Fues Py K ‘ (3.33')

"',".... '_’.E - N2
nieP Ty = ef exp{—;ﬁm (F-A)°} . (3.3w)

Las ecuaciones (3.32) y (3.33) corresponden respectiva-
mente a creacidén y aniquilacién de 1 fonén-i, (3.34) a

una colisifén eldstica.

Se evaluara la integral (3.3) para los ele-
mentos de matriz (3.32), (3.33) y (3.34) en aproxima-

cién de 1-fonén.

Ci) Creacidén de un fondn-i
Sustituyendo la expresién (3.32) y la defi-

cidén (3.8) en (3.3), queda

%2 [(n +1)h
<P oim> = L @M Vaugo.n X

xZ;fd}'ééf'rei<P+ LE AoV VP s



(o8 )
h

_ wa) h___,};_f____q

= N (P L8P G- P
L)

X

X

4z
(la notacidén es descrita en la seccidn 2) e

. —-> . ) .
integrando segiin p, se obtiene la expresidn

A 1/2
Vi, frim>= ¢ De[Timriln] X
Sniven o “ 2 LTTMN wa

LR fap g PR (-G pad)- Ay

C e d

V(E-G pe) o W(G-Q> pz) (3.38)
?

7

que da los elementos de matriz del potencial

de gas-superficie para colisiones gue crean un
fondn-A.

La suma sobre f_ se omite porque se ha supuesto
que el &tomo incidente interactla sclamente con
la primera monocapa. Esto significa que en la
expresién (2.1) para el potencial, %, toma sélo

el valor 0.



(11) Aniquilacidn de un fonén-a
Procediendo en forma aniloga al caso anterior

se obtiene

<nV(F fryims =

=  Ns/hn, "2 ..i.(C-;’--@-)-R 5
g L?(MNM) gZ <
H -+ A - _w—v-- g
x [dps €PHG-Q+p2) A VE-3,pp VEQR (4 50

(iii) Elementos diagonales

Al poner (3.34) en 1a ecuacidn (3.3) queda

- N Lg'ﬁ
Vo = <niVAF, oy ins = \an -‘,:2—9%: e x

X fdP* ghpe? \/(E,',PE) e_WCG'P*) . (3.40)

Es interesante notap que v,, el valor espe-
rado del potencial para estado |n> del blanco,

no depende de n en 1a aproximacidén de 1-fondn,

Se escribird luego

Vg = <niVins =v | (3.41)

Este resultado es fundamental para 1la solucién



de las ecuaciones de scattering abordada en

el capitulo siguiente.

La relacidén (3.41) implica que el promedio
térmico del potencial es igual al valor medio
cudntico cuando la hipdtesis (3.31) es vili-
da. La ecuacidn homogénea (2.13) es entonces
equivalente a la ecuacidn (2.2) del paper de
CCGM cuando las condiciones son tales que vale

la aproximacién de 1-fondn.



4, SOLUCION EN APROXIMACION DE 1~FONON

4.1 Las ecuaciones de scattering en aproximacién de
1-fondn
Los elementos de matriz que conectan estados
del biéﬁééhdistintos son de orden 1 en D,, mientras
los elementos de matriz diagonales son de orden cero en

D En vista de esto, y observando la ecuacién (2.11),

A"
se comprueba que la solucidn inhomogénea wi, debe ser
de orden 1 en D, . De otro modo ambos miembros de la
ecuacidn no serian del mismo orden de magnitud. TFisi-
camente, esto quiere decir que (3.31) implica que la
intensidad eldstica es mucho mayor que la ineldstica.
Si se escribe la ecuacidn (2.11) para la solucibn in-
homogénea, considerando en el segundo miembro la forma

de la solucidén general (2,17) y conservando términos

sbdlo hasta el primer orden en D, queda

2 2 2 =
(Vs ki, —uéglv)‘k“ =

H
:%;%<mx\/m> &Ln ; MEN , (4.1)

38
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ecuacién para la componente ineldstica en aproximacién
de 1-fondén. En virtud de (3.41), se ha puesto

<m|v|m> = v. Para la solucién homogénea rige

2 H
sl 2m _
(V2 +kn = 22 V) b =0 (4.2)
siendo wi la componente de scattering elastico.

El estado |m> difiere del estado inicial |n>
en un fondn-A.
Puesto que el sistema es aislado la energfa se conserva

y X, estid relacionado con k, por la expresidn

2
km _ B — +h W, ) (4.3)
2m 2 m

4,2  Solucién inhomogénea en aproximacién de 1-fondn

Suponiendo que se conoce la solucidn general
de (4.2) se obtendrd la solucidn asintdtica para z-e«
de la ecuacidn (4.1). El conjunto de autofunciones

vy de la ecuacidn de autovalores

(V2+L<2——i—%”—v)‘:b; =0 (4.4)



. - H
es ortonormal y completo. La funcidn ¢_ es uno de
44

los elementos de ese conjunto. Haciendo

T
k'Lm :ZCQ ‘1["' ' (4.5)

=

k

y poniendo este desarrollo en la ecuacidn (4.1), gqueda

2 CE'(L(?“_ k*) d/[:f = %’E—— <miVin> JJn ' (4.6)

- - - - =': .
Multiplicando la ecuacidn anterior por L integrando

sobre todo el espacio se obtiene

‘ #
2 2 -y
CE(]‘m"l‘) :-Z_E’%’—’[dsr— ‘,Lf(v <miVin> Cffjn . (4.7)
De acuerdo a CCGM, las funciones vy son de la
forma -
'(ﬁ2+é?-ff
g})_. :Z e ) e ® : (4.8)
G
. =» o> o
el caso particular k = kn se denotara

4;, " Z eL(Kn"'G)‘R (‘bév 2 (1. 9)
G



Por otra parte, el elemento de matriz <n|v|m> es de

la forma

_i(E-d)R
(niVimy =2, e g (#) ’ (.20
G
en donde F%(z) se obtiene comparando (4.10) con las ex-
presiones (3.38) o (3.39), seglin se considere creacidn
o aniquilacidén de un fondn-i, respectivamente.

Poniendo (4.8), (4.9) y (4.10) en (4.7) e integrando

segin R a través de la superficie L2, se obtiene

cEcu’-m—m e B yA FNY b

L O 4
*
< fo Y

" Al reemplazar esta ecuacidn en la expresidn (4.5) vy

;nx¢

X

]
-~

() F= )«//(;;” (2'y . (4.11)

-
efectuar la suma sobre K, resulta

L,Lm:_ﬁ\_ 2:' dlks fdz ‘P 2 Fer dgw (jz—v (4.12)
"G’Il

He - KE+in ’
con N+ 0 y K definido por



kedRy-0=6+6+6"k,) . (4.13)

ademds se ha considerado espectro continuo para ky.

A

4.3 Integracidn sobre k, en el limite z »

Considérese la integral

I fdk —__l—kzw-q ; n—~o 4

en donde ¥ es una funcién regular en todos los puntos.
En el limite asintdtico cuando z + = (CCGM), la fun-

cidén wf tiende a una onda plana de la forma

H() L 'ﬁ Lkzz
P —e e ; (4.15)

=3

sera entonces

z!ﬁ?-ﬁ ikz E
= - [ dk, fok, k 2900, (4,16)

- (ky \/kz K2+Lq)(k*+;/k2 Kz-u.q)

Para evaluar I se integra por residuos a través de la

trayectoria indicada en la figura 1, con d tan pequefio



Plano k,

= d, —>

2
© Polos para lkamz <0 ; X Polos purakiyy, >0 .

Figura 5

R

Trayectoria de integracidn para evaluar la

integral (4.16).




como sea necesario. En los segmentos fuera del eje
real, la funcidn bajo el signo integral es multiplica-
da por el factor exp(nlmkzz) v, dado que z + =, la fun-

cién se anula en esos tramos. Luego, se tiene que

e ¢ 1T -
L= f ok, ks = K#) 47?7Jﬁgfﬁa>' (4.17)

La solucidn inhcmogénea (4.12) es entonces, en el 1i-

mite z +

T .
¢m = - 2n. L LQ'Z - 8 dv’" /dzi L}JE[:;/‘—G*" H/}*” (4.18)

R T ETe ke K

con K dado por

k= (R -G-B+848" VIE ~(K ~§-8+848")% )

(4.19)
b.u Integracidn sobre z'

Se calculard ahora la integral

*
JJE’ ij&,g FC-:/LIJE,, (4.20)

usando las formas asintdticas de VP Y VR obtenidas
=N



por CCGM. Dado que estas funciones son de alcance in-
finito y difieren apreciablemente de su expresién asin-
tética sble dentro del rango del potencial, la apro-
ximacidn serd buena si el rango de Fz, es mucho mayor

que el del potencial. Esto se comprobarda al efectuar

los cilculos.

Para aniquilacién de un fondén-i, de las ecua-

ciones (4,10) y (3.39) se tiene que

lz -i — e S
o =+ GRET Y fop PRy (G-Bop)

« V(&-8,p) WE-RP) (4.21)
De acuerdo a CCGM, en el limite z + =
¥ * -1 —ikgaz
‘LKG = Dg(k) (2rcy % e 5 (4.22)
¥
— -1 Z( o 2
Yoy = Dgn(ly) (2m) = € : (.23



con

KE _(K+G)* _ (4.24)

=
Lepd)
I

Reemplazando en (4.20) se obtiene la expresidn

o g R = £(pas)® £ D5 Rl

. L(L(n"n o [(»bz._ 72 A . A L7
xfdzfdp e &7 gz P/ A (p2+6-Q@ ) X

[
s
[€2]
-

X V(@i@-,f) & 46~ ) ¢

Se observa en el segundo miembro de esta ecuacidn que

la regidén en donde z esti dentro del rango de accién

del potencial contribuye poco a la integral, es justi-
~ ficado,- entonces, usar las formas asintéticas (4.22)

y (4.23). Integrando seglin z primero y segin p des-

pués, resulta

L 1, N # - o = ——>\/ - —W(F) &
(mrhna V2 s DRy Den (kDA BV e Pl 26)
L(MN%) 2 e e AP
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-+ .
en donde p se define por

>, = ’ > —p wrg' 2 T T
F"(G Q V&i—(%n+6ﬂﬂyq ~VE;—(K+GUZ).(uQ7)
La funcidn inhomogénea en el limite asintdtico z + «

y para el caso de aniquilacidén de un fondn-i, es final-

mente obtenida poniendo este resultado en (4.,18), queda

asi
I—. 1y s - -
A Zﬂhﬂ(ﬂ‘n Z/Vséi: Dg(k} Dgu(k@ X
MNH wa o il
AT i - s 1 ’
- X AA-'JD_, \/(P) eW(‘D) 'z:' QL[(' 5 (4.28)
A G

o . = v
con p dado por la relacidén (4.27), k se obtiene de
(4.19) yW,>, es definido por la ecuacién (3.386). Los
Yy (P) P
factores % Dz, onr n nplitu de
r D@(k) h G”(kn) son las amplitudes las

1ineas difractadas segin los vectores reciprocos G ¥y
.éri’ - . b of ol

s para vectores de onda incilidentes K y Ky respecti-~
vamente; sus valores se obtienen mediante el método
desarrollado por CCGM. La solucidn para creacidén de un

fondn-A se obtiene de (%.28) simplemente poniendo

n, + 1 en lugar de n

A A°



A gran distancia del blanco, las funciones

v son de la forma

%
G = iR (4.29)
k »
. t - 5
autofunciones de vector de onda k. De las ecuaciones

(4.19) y (4.3) se deduce que la energia de la parti-
cula scattereada ineldsticamente con absorcidén ( o

creaciébn) de un fondn-1 es

_ FAKE L (4.30)
E = 2m #}MJW

ecuacidn que expresa la conservacidn de la energia en

la colisién.

De las expresiones (4.29) v (4.19) se concluye
que la componente tangencial del momentum total es con-
servada salvo un vector de la red reciproca. Expresan-
do esto en funcidn de vectores de onda, se puede escri-
bir

— —» —
K = K,- Q + (vector de la red reci-

proca superficial).



uo

Las reglas de conservacién postuladas por Goodmann ( )
basado en observaciones empiricas, quedan de esta ma-
nera demostradas para el casé de colisiones de 1-fondn.
Es interesante observar que la componente normal del
momentum no es conservada. El origen de esto viene de
suponer (seccidn 3.1) que la interaccidn ocurre sola-
mente en la primera capa monoatdmica. La diferencia de
momentum normal produce un retroceso de toda la red.
Como esta es supuesta de masa infinitamente grande, el

retroceso no afecta a las soluc_iones.

El vector E puede escribirse en la forma

< o <828, T (R BB ) -

—(Kn+G", VIE = (K, + B7 ) 5 (4.32)

0, puesto en otra forma,

P = (vector Em difractado segin G' + G") - (vector in

difractado segiin M. (4.321)

La relacidn (4.32'), junto a la solucidbén (4.28) sugie-
ren una interpretacidn intuitiva del proceso de coli-

o
S510n.



El 3tomo incide con momentum 'ﬁﬁn. Al interactuar con
la superficie es difractado seglin el vector reciproco
ar. Antes de ser detectado absorbe (o crea) un fondn
-2 y es simultdneamente difractado, segln Gt Luego
sufre un nuevo proceso de difraccidn, esta vez de
acuerdo al vector —@, y es detectado en un estado de

difraccidn total -G+G'+G".

4:5 La seccibén eficaz diferencial para scattering

ineldstico

Partiendo del resultado (4.28) se derivaré la
seccidn eficaz diferencial para scattering ineldstico.

Se tiene que la funcidn scattereada w; es de la forma

I f It Ay ik
b = f.. (;f(l/(""””h_mp g (4.33)

en donde Xk, estéd determinado por la ecuacidn de con-
servacidén de la energia (4.30) y se han omitido los

vectores G por simplicidad. La intensidad de parti-
culas con vector de onda Kk que dejan al blanco en es-

tado |m >, por unidad de flujo incidente, es entonces

Imlz - -E'"anjz ’ (. 34)
n
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(o)

o, si se expresa esto como una densidad respecto de

la energia,

- : 2 &
_c%.gg - EL:’ foal” §(hw - hw) (4.35)

en donde se ha definido

fw = E~En (4.36)

Se quiere ahora determinar el nimero de haces
_ . . 5 2=
de la forma (4.33) que existen para una variacidn 4K

dada (el mddulo k est&, por lo

tri

y para una energia
tanto, determinado).

Para la componente-x del vector de onda se tiene

AKy = —=D8Qx, (n,=1) (4.37)
pero en AQ existen ﬁéﬂ 4Q, valores permitidos para
1 . I—* 1 . 9 o
Qx' Luego en AKX existen g AKX posibles valores

de KX. Por lo tanto, se puede escribir

112 Sthw -huoy) (é%r)zAz? . (4.38)

mn

=
L
ol as
4
b}
b T

m

k
kn



Los estados finales del blanco no son medidos,
se sumard entonces sobre los estados |m> imponiendo la
condicidén de que la componente del momentum paralela a

la superficie sea conservada, se tiene asf

Lt -k % o <
EAR S _i%;!fmnf 5(%&1‘ Nahw,)

3

—4
2 -

x (LY 8K, Ky + 8 -6~C'+6 ),  (4.39)

en donde &§(x,y) es el simbolo de Kronecker para las

variables discretas x e y. Usando

L (4.40)

S(XJLj)éT—T it 5(><-3)

para pasar a espectro aproximadamente continuo para
esas variables, y sumando sobre n con pesos de acuerdo
al ensemble candnico para introducir la interaccidn

con el foco calorifico a temperatura TS, se establece

d"bl‘ - N J« - 1.'?::;)—:\ A 2
JE2E L Lk e * : [ foan] A

- = - — —

X 8(K4~Ki—r{Q & B—E&") J(ﬁw-qa‘hwa) . (4.41)



Se ha designado por K1 a la constante de Boltzmann y

b

el factor de normalizacidn 7N es dado por

. (4.42)

La seccidn eficaz diferencial de scattering

se obtiene reemplazando

a(8,%) ) 2
= ' = 9/__:____ K (4.43)
C.J_O. __5en9 aad.‘P sen a(Kx’Kﬁ) L(-’—‘Cts 2
en donde 6 es el angulo que forma if con la normal a

la superficie. Evaluando el Jacobiano de la expresidn

(4.43) y reemplazando en (4.41), queda

3 2
ke 77 7 Ewn Y [k fl 2
d2dE K;cosh & mZ,n: exP( A K Te ") z 'mn
pd S(K; —'RL-{—Q— +—G.—g,-(:7”) S(ﬁw—'hw?\) . (L.uh)
l .
Al evaluar Z, reemplazar en la ecuacidn (4.44) la ex-

presidn fn obtenida antes y sumar sobre n,, se ob-

tiene finalmente la ecuacidn



¥ 4 4

d’rz 3 (m NS ke 1 1
acy CAET = (er) [Jﬁb ZMN L(-tCDSQI' 2,;\"’?](.4);, e'ﬁw;\/if(b.}r;_ 1 X
A — - A i . "\J\/(-) 2
122 Dgugege (5) Dgalld (A )Vipr €76 -
x §(K % +Q -6 S(E;-EL-JF\QJA\ , (4.45)

"en donde-se_ha hecho el cambio de variables

—-E + C’—f-g” —_— (:;
y se considera scattering en las cercanias del pico de
difraccidn 8. La expresién (L4.45) es la expresidn mis
general para la seccibn eficaz diferencial de scatter-
ing con aniquilacidn de 1-fondn; la ecuacidn corres-
pondiente para creacidn de fonones se obtiene en forma
an&loga. La suma sobre A puede ser evaluada haciendo

la sustitucidn

Z; o (ii:r?)ag:/daé; . (4.46)



5. CRITERIO PARA LA APROXIMACION DL

UN-FONON Y TERMINOS DE CORRECCION ( )

Se demostrd en el capitulo 3 que la hipbtesis
de interaccidn con intercambio de a lo mids un fondn
implica que la intensidad ineldstica es mucho menor
que la eldstica. En este capitulo se verd hasta que
punto es valida la proposicidn inversa. Para esc se
procederi a obtener una solucidén que considere coli-
siones de muchos fonones, bajo la suposicidn de que
las intensidades ineldsticas son mucho menores a las
intensidades de los picos eldsticos. Esta hipdtesis
es, sin duda, menos restrictiva que la aproximacidbn
de 1-fondn, usada en los capitulos anteriores, y la
solucidn (4.28) (para aproximacidén de 1-fondn) cons-
tituye un caso particular de la obtenida aqui. Pare-
ceria, entonces, mds adecuado haberla planteado desde
el comienzo. Las razones para no haberlo hecho asi

son varias:

- El método general empleado para resolver las

ecuaciones de scattering es el mismo, tanto para la

aproximacién de 1 - fondn como para la

éa}
(¢



aproximacidén de intensidades ineldsticas débiles. Se

prefirid, por lo tanto, mostrar el método en un caso

- . . .
mas simple para luego aplicarlo a las ecuaciones de

-

muchos fonones, de apariencia mds complicada.

- En general, al realizar los experimentos se
buscan las condiciones en que la aproximacidn de 1-
fondn es aplicable, por ser el anflisis de los resul-
tados mds simple en esos casos. Los términos de muchos
fonones son interesantes sdlo como términos de correc-

.,
cion.

- Cuando las intensidades ineldsticas son débi-
les, las colisiones con intercambio de un fondén son
predominantes. Esto se comprueba comparando los tér-

minos de la expresidn (5.24).

Conviene advertir que la relacidén (3.31) no
constituye un buen criterio para decidir acerca de la
conveniencia de la aproximacidén de 1-fondn. Esto es
debido a que los términos de muchos fonones son mas
numerosos que los términos de 1-fonén. En efecto, si
existen N de estos Gltimos, hay N° términos que im-

plican intercambio de 2 fonones, y asi sucesivamente.



A su vez, el tamafio de estos términos es funcidén de

la temperatura del blanco y la energia del haz.

Denotando por

(n) AT .;—rl _%u (n)
los polinomios generalizados de Laguerre con sus res-

pectivos factores de normalizacidn, la ecuacidn (3.29)

queda expresada en la forma

_-a-.-u:‘ - . - {QA) .
(meaP f£1m>‘: ;j"Z EXP[(P-}'E_; rl;‘%).e ] U"C”A Uy 5 (5.2)

con
Yy
-_h__(3.A) (5.4)
uA —ZJNJNQ)A P 2) ’

Poniendo este resultado en la ecuacidén (3.3), se ob-

tiene el elemento de matriz del potencial

mn
niV(F, frim> = Fg (z> , (5.8

5 ET R
G



en donde

' Lppy/ > (M)
Fg“}z‘) = L"ll/Z—?r —lz-_/ffdpf oPt V(P.)T]- £nz (ALY (5:0)

¥

—

“ﬁ:(e-;q,ﬁ,h) . $8.7)

Los elementos de matriz diagonales son dados por

cniV(F, frin> =

o . (o)

LG-R ,/ N, Lp, 2 > ’
:%e 2t ZZE,/‘JPEePE V(P) 2 "fnl\cuﬁ) i (5.8)
La ecuacidn general (2.11), escrita para el

caso n' = n es

2z .
(VZ.;- L<n -i—?(m\/mﬂkbn e i—?mz#_j <n Vim> ﬁLm ., £8:8)

Toda la dependencia de esta ecuacidn con estados del
blanco distintos del estado inicial |n> estd conte-
nido en el segundo miembro. Luego la hipdteis de in-
tensidad ineldstica mucho menor a la intensidad elés-

tica equivale a suponer



aiVims << <mVin> ; (5.10)

de este modo, si <n|v|m> se aproxima a cero, la ecua-
cién (5.9) se aproxima a la ecuacidn homogénea (2.13)

-para n' = n. Se definid el orden de magnitud € en la

(nl\/mﬁ} gy [ ‘t!/ineJa'shco/ ~ € << 1 . (5.11)
<niVin? | “Peia'sﬁ'co | '

Los polinomios de Laguerre ortonormalizados

)
oﬁn“ son de la forma

w

rol>

A 1 n+ %n - -
(Aouzq +A1u.1+3rl+---+Anu b I (5.12)

y, de la definicidn (5.4), se sabe que w, << 1.

. mn
Los coeficientes Fé‘(z) son entonces de la forma

1

i - -5 u 1
ancz) ZfdPa eLPZE\/(}:w 622; A (aoTJu}?-'?" ke

+ Lerminos de orden superior en Uy ) 5wl

. ¥ g
v, para el caso particular del coeficiente rg?z) del



elemento de matriz diagonal,

-» "y fc‘P e zv{hﬁ} e‘g;‘ua ( b, + g b, Uy +

+Lérminos de orden superior en U, ) , £5.14)

en donde ag vy by son del mismo orden de magnitud.

De las ecuaciones (5.13), (5.14) y (5.8) se concluye
que, si <n|v|m> = €, es

cuiVGE, rin> =

.+_. . _i
=2, eLG.RWETr -i-\f—,_?[dpz eLPEZV(I:»') e"-u,L + Oce) ; (5.15)

=

G
luego, el valor medio del potencial de interaccidn
para estado |n> del blanco no es dependiente de |n>

en la aproximacidén € = 0. Se escribiri

<n:Vcr7,f)m> = vy + Oce : (5.16)

La ecuacidn (2.11) para la componente inhomo-

- I
genea wn' es

(V +L< f—;—g(n:\/ih))‘j’f = %”én, <n'i\/lm>

x(san/J::-;- ‘J’,—i)

. (5.17)



Considerando que wi, es del orden de € y eliminando

términos de orden superior al primero en € , queda

v L(z -z‘-mvcr?))J-’I(r—:) =
m z m

H
2Zm - - -
= Rz <mIV(r',f)|n> lﬁn(r‘)’m;‘n.(S.iS)

Se ha supuesto que el sistema total es aislado, luego

> 5 -
los vectores Kk_ estdn relacionados con k  por la

ecuacidén de conservacidn de la energia

Zic 2.2
2 km - h kn —_ Zh'la AN _— {5187
2m —m A
$41 La solucibén inhomogénea

La ecuacidn (5.18) es de la misma forma de la
ecuacién (4.1) para colisiones de 1-fondn. Los desa-
rrollos de los elementos de matriz <n|v|m>, dados por
la expresidn (5.5), son también de la misma forma de
los elementos de matriz empleados en el capitulo 4.
Formalmente, s6lo hay diferencias en las expresiones

de los coeficientes Famn(z) y en la definicidn del



2 . . . .
vector p. Como la forma de estas expresiones no 1in-
terviene en los desarrollos llevados a cabo en el ca-

pitulo 4, se puede operar en la misma forma. De este

modo se obtiene para la funcidn inhomogénea

< _ T (o) 5N gc’z&; D () D (i) &

LL* (5.20)

_f;z ‘5'“?1;5, kz, = kogt ) (5.21)

4
Vie, -(ik, +:4.-' qad-é-c;*;z;”)’ ). (5.22)

Para z » =, la funcién ¢§ tiende asintéticamente a la

forma

-3 ik-r
‘L* = 2m eL . . £5+23)



Las ecuaciones (5.23), (5.22) y (5.19) expresan la
conservacién de la energia y del momentum tangencial

a la superficie, de acuerdo a las reglas postuladas

por Goodman (23).

De la ecuacibén para la funcidn de onda (5.20)
y la expresidén (4.44) se deduce que la seccidn eficaz

diferencial de scattering de muchos fonones es

d*q m* kg F
dsy dE,r_ (er) Ns R k; cosb Z ;%I GG'G" *

(Q)&

2
X D.;;,.g e (L(\c) D (L )V(P)TT32K;,’& .[,ona (u,}/ X

xg(P?{—Ri—ané—g) 5(’5&)—;7}%:‘)3) 4 (5.24)

A
en donde 5 se obtiene de (5.21), poniendo ke y ki en
lugar de k y kn’ respectivamente. Esta ecuacidn cons-
tituye una generalizacidén de la expresidén (4 .u5) y es
vdlida siempre cuando las intensidades ineldsticas son
mucho menores a las ellsticas. La ecuacidn (5.24) per-
mite calcular las contribuciones de las colisiones con

intercambio de un nimero finito de fonones.



6. COMPARACION CON RESULTADOS EXPERIMENTALES

Con el propbsito de probar la teoria con resul-
tados experimentales, se calculari la seccibn eficaz
diferencial para el sistema He-LiF. Los cdlculos se
restringirdn a las vecindades del pico (0,0), para ve-
locidad incidente Vi © 1,70 % 105 cm/seg, angulo de
incidencia 0; = 65° y temperatura del blanco T ® 150K.
Estas son las condiciones experimentales usadas por

B. Williams (18).

Los paréametros del potencial de interaccidn y
las relaciones de dispersidn de los forfones superficia-
les son, hasta el momento, desconocidas. Como el in-
terés de estos cdlculos no es el de obtener estas mag-
nitudes, sino comprobar el acuerdo de los resultados
tedricos con las mediciones, aquellos pardmetros no
disponibles serdn estimados por otros métodos. Es
preciso, entonces, tener en cuenta el caricter esti-
mativo de los cllculos que se muestran a continuacién;
un trabajo mds riguroso y exhaustivo estd, en el mo-

mento de ser escrita esta tesis, en desarrollo. En

64



consecuencia de esto, se dird que una aproximacidn de
10% es buena. La seccidn eficaz diferencial seri cal-
culada en forma absoluta, es decir, no seri requerida

= . s . .
normalizacidn a la curva experimental.

Considerando que sdlo dan contribucidn apre-
ciable los fonones de gran longitud de onda de la

rama aclistica, se puede escribir

Wy = o(.Hg, ; (6.1)

.

en donde au‘es la velocidad del sonido para ondas de
indice de polarizacién u. No estd alin claro si los
modos de vibracidn de volumen: o los superficiales
predominan en las colisiones ineldsticas sobre super-
ficies no metdlicas (18 24), La expresién + H5) es
valida para cualquier tipo de vibracién de la red,
sin embargo, la evaluacidén de la seccibén eficaz se
hari considerando solamente ondas superficiales, tal
como es,sugg?ido por Williams (1g). El buen acuerdo
con los datos experimentales que se obtiene es un
buen argumento en favor de tal hipdtesis, sin embargo,
una solucidn definitiva requiere evaluar la contribu-

cidén de volumen. Esta evaluacidn constituye un tra-
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bajo laborioso y escapa a los propbsitos de esta sec-

.,
clon.

Las colisiones de 1-fondn producen un cambio
Ak pequefio en el mdédulo del vector de onda incidente,

esto hace posible usar la relacidn aproximada ( 18 )

o

— % ' | 2
AL(__FL—q‘ (6.2)

Para el potencial de interaccidn de dos cuerpos se

considerard un potencial de Morse esférico (25 )

— - o ( _r-o)
Vi) :De2aCr L ZDear ’ (6.3)

cuya transformada de Fourier es

ar
o Ble, O & T SN T
V(F} Vo < [(4—a2+}>172 (c@ﬂ?z)z:} - 5844}

El exponente W(g) se calcula usando la aproximacidn
de Debye, el resultado obtenido es suficientemente

pequefio para justificar el uso de tal aproximacién:
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1
_ Mu+Me /v Y2 k2 (6.5)
2Wipy = Mo \Tewd) 7w p

en donce v, €s el volumen de la celda unitaria.

Haciendo G = 0 y sustituyendo las ecuaciones
(6.1), (6.2) y la restriccién q, = 0 en la expresidn

general (4 45) y luego integrando sobre g y Eg, se

obtiene
495 = v, () g2V (ki+% Q) Q %
da S \+ Z2h k;ob cos @ eh“Q/KlsT‘__i

1 )2 1 2
» {'ﬁ: w{e—LicP) + ﬁ;\/He—F—cPJ} ] (6.6)

en donde s6lo el término &' = 8" = 0 ha sido consi-
derado y la seccidn eficaz diferencial ha sido expre-
sada como una fraccién de la intensidad especular.
Para & # 0, se comprueba en la expresién (4.32) que

p= [8]> 14"

s V(p) entonces toma valores muy pe-
quefios. Por otra parte, de los valores para las in-
tensidades elésticas medidos por Williams, se comprue-

ba que el error cometido al despreciar términos con



8" # § es del orden de 10%, no significativo para

nuestros propbsitos.

Para la velocidad del sonido se usard el valor

o = 6,764 x 10° £,

obtenido por Briscoe y Squire (26) mediante métodos
ultrasénicos. Este valor corresponde a la velocidad
del sonido longitudinal para ondas de volumen en LiF

a 150 K. El valor de la velocidad del sonido superfi-
cial es en general menor al valor de la velocidad del
sonido de volumen. En la seccidn siguiente se muestra
que el valor correcto es de aproximadamente la mitad

del niimero escrito arriba.

Los pardmetros de los potenciales de dos cuer-
pos no han sido afin medidos. , Se usardn valores de

%, ¥.0 estimados por A. Tsuchida ( 8 ), basado en medi-

ciones de potenciales de interaccién entre Atomos de

gases nobles. Estos son

D = 27.13 x 10710 erg,

O
Ty 2,98 A,

r5(He-F)

D = 14.90 x 10728 opng,

(=]
” He__Li o 2,88 A,

Po(He-Li)~
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De los parametros a sblo se sabe que son

He-Li ¥ ZHe-F

i o_
cercanos a 1 A 1 (27 ). Usando

= 0,69 A~1 3

%He-F Aa.id *

se cbtuvo el resultado que muestra la figura 6. La
curva de trazo continuo corresponde a nuestra predic-
cibén tebrica para scattering en el plano de incidencia.
Los puntos discretos son tomados del experimento de
Williams (18) para rotacidn del cristal en 0,9° en tor-
no de la direccidn <100>, por lo que las condiciones
experimentales son ligeramente distintas a los supues-
tos usados en los calculos. Estos fueron realizados
para un detector puntual que se mueve en el plano de
incidencia, definido por la normal y la direccibn
<100>. En ese plano, los vectores O y p estdn rela-

cionados con el &ngulo de scattering por

Wy senB{ - sen O 6.7
Q & L(i' 1+ (t/V;)send L6443

PZ = Qz + 2_’;& QcosB (cos@—c0591)+f4zi (cose-cosag)z, (6.8)



8, Angulode Scattering
552 ° 60° 65°

Seccion eficaz diferencial

Figura 6 Scattering de He por LiF (100) en
las cercanias del pico especular
(6; = 65°). Los puntos discretos
fueron tomados de mediciones de
B. Williams. La curva continua
corresponde a la prediccidn de
esta teoria.
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ecuaciones que se deducen ficilmente de las definicio-
nes de estas magnitudes al imponer las restricciones

introducidas en este capftulo.

En los cédlculos descritos no se hizo variar
los parémetros para obtener el mejor ajuste a los pun-
tos experimentales por las razones establecidas al
principio. Las {inicas excepciones son los valores de
a : los cual id ara ajus-

He<F Y ®He-Li°® s cuales fueron elegidos par jus

tar las alturas de los maximos alrededor de 65° y 61°,

Los resultados estadn de acuerdo con lo esperado.

La curva mostrada en la figura 6 aparece dila-
tada en el sentido horizontal. Esto se explica por la
adopcidén de un valor de la velocidad del sonido mayor
que el valor real. De las ecuaciones (6.7) y (6.8) se
deduce que, al variar a, varia la relacidn entre las
magnitudes p y Q en funcibén de 6, dilatando o contra-

yendo la escala de abcisas.

Teniendo en cuenta las aproximaciones hechas
y el cardcter absoluto del cilculo de la seccidén efi-
caz, la figura § muestra un excelente acuerdo entre

la curva tedrica y la experimental. Para 6 > 65° (co-



rrespondiente a creacién de fonones), los resultados
son muy similares, salvo por una ligera magnificacidén

del eje 6, consistente con las mediciones de Williams.

6.1 Rotaciébn del blanco

En esta seccibén se obtendrd la relacidn entre
6 y el &ngulo de scattering 8 cuando el cristal es ro-
tado en un angulo % en torno de la interseccién del

plano de incidencia con la superficie-blanco.

Se sabe que

R’i_ ':Ir{_‘_ ‘+Q+g . (6.9)

Si’se considera contribucidn predominante de fonones
superficiales, el diagrama de Ewald correspondiente a
(6.9) es el indicado en la figura 7. La interseccidn
del plano del detector con el plano de la superficie
coincide con 0X. El eje 0Z coincide con la normal
antes de la rotacidén. En la figura 7(a), k' es 1a
superficie de scattering para aniquilacién de un fonén

de vector de ona 6, su radio es determinado por la re-

lacibén (6.2). DC es la proyeccidn de la barra de la



red reciproca,denotada por N,sobre el plano del detec-
tor, XZ. El1 vector 61 es la proyeccidn de 6 sobre el

mismo plano.

La figura 7(b) es una vista lateral de la misma
situacibn geométrica. El vector 62 es la proyeccidn

sobre el plano YZ del vector 6. Se tiene, entonces,

Q=Q, +Q, , (6.10)
y el vector Ef es tal que cumple la ecuacidn de con-
servacién de la energia y la ecuacidn de conservacién
del momentum tangencial (6.9). De las figuras 7(a) y

7(b) se tiene

Q1 = kisenb, —lksen8 , (6.11)
Q,; = sen ¥ (ki cos® + kcosb) — G, (6.12)
y
2
Q* = Q +@ . (6.13)

Estas ecuaciones relacionan el vector § con el &ngulo

de scattering.

Para el caso @1 = @2 = 3, correspondiente al



(b)

Figure 7 Diagrama de Ewald para rotacidén &% del blanco.

(a)




pico especular, las ecuaciones -(6.11), (6.12) y (6.13)
predicen un interesante efecto, ya mencionado en el

capitulo 1. De estas ecuaciones se deduce la ecuacidn

para Q

2
[(5en29 +sen25ﬂcoszg)(ﬁ) —1] Qz + g——%—n-ﬁ[(wné’ —
— sen 8;) senB + sen?PcosB (cos 6+ cos ei)] Q) L:?: [(SenB-

- s5en 95)2 + sen*¥ (C059+6059£)2] = 0 (6.14)

Esta expresién rige en la vecindad del pico (0,0) y
ha sido obtenida suponiendo isotropia (au=a). Como
la relacidn (6.14) se dedujo para aniquilacién de un
fondén, su rango de validez es para 6 < ei. Si¢= 0
(scattering en el plano de incidencia), (6.14) tiene
raices reales en todo el rango. Si ¥ # 0, las rafices
son complejas en un entorno de 65 pasando a ser rea-

les en cierto angulo

9’_'_"9,-(?’9,:,\/:,0(.) 2 (6.15)

Como ¥, 6, vy v, son parédmetros conocidos, la determi-
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nacidn de B permite conocer a. Hacer esto es, en
principio, muy simple: basta medir el angulo en las
cercanias del pico eldstico para el cual comienza a

manifestarse intensidades i1neldsticas.

La curva con ¥P= 2.3° de.las figuras 4 y 8
(tomada de los datos reportados por Williams (1£))
presenta claramente el efecto que se considera, pero
el miximo en 65° parece contradecir la aseveracidn de
que Q no tiene raices reales para 0= 6, ¥ ¥#4 0. En
la figura 6 se ve que la intensidad ineldstica calcu-
lada en el plano de incidencia tiene un maximo centra-
do en 8, = 65°; de este modo,laﬁn para una dispersién
angular incidente nula, un ensanchamiento de T 20 ocu-
rre en la base del pico especular. Como la resolucidn
experimental es 0,6° a mitad de altura, se puede espe-
rar que para ¥ = 2,3° algunas particulas que sufren
scattering en el plano de incidencia sean detectadas
cerca de 6, = 65°. La rapidez relativa con que decre-
seh. 165, HAUlREE €8 6. = 65° al aumentar {es consisten-
te con esta explicacidn., Williams discute en su tra-
bajo una contribucién de "mosaic spread" a estos mdxi-

mos centrales.
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Figura 8

rotacidén % del cristal.

a.

Datos experimentales de B. Williams para

Las flechas

apuntan a 0, [+ A, para varios valores de



La tabla 1 muestra algunos valores de 6, pre-
dichos por la ecuacidn (6.14) como funcién de la ve-
locidad del sonido superficial a. Las flechas de la

figura 8 apuntan a los valores de 6_ + A para distin-

r
tos valores de ¥. El nGmero A es el semi-ancho del
detector vy Or + A son los dngulos en donde se espera

ver el nacimiento de la intensidad ineldstica, cuando

el detector viene de ei.

Williams obtuvo un valor de a bajo la suposi-
cidn Q = 0, esto es, bajo la suposicién que los m&-
ximos ineldsticos observados provienen de una aniso-
tropia en la direccidn <100>. Como en- general Qq # 0
y Q, = 0 para ¥ = 0 (scattering en el plano de inci-
dencia) y es efectivamente observada intensidad ine-
lidstica en el plano ¥ = 0, suponer que Q1 =0y Q2 0
para ¥ # 0 (hipdtesis de Williams) implica la acepta-
cidén de una extrafia discontinuidad en el plano de inci-

dencia.

Este efecto parece constituir una buena manera
de obtener a si se realiza el experimento en la forma

dptima para la medicidn de los &ngulos 6., pues la



ecuacidn (6.15) para « no depende de pardmetros del

potencial de interaccién.
6.2 El experimento de Boato, Cantini y Mattera

En el capitulo 1 se describid el experimento
de Boato, Cantini y Mattera, cuyos resultados se
muestran en la figura 1. En 1970, Williams realizd un
experimento similar (28) con una superficie de LiF
(100) a temperatura de 150 K. Obtuvo un resultado
cualitativamente muy parecido al de Boato et al., pero
la intensidad de las componentes ineldsticas eran com-
parables a las intensidades de difraccién. La causa
de esta gran intensidad ineldstica se deduce de la
ecuacidén (4.45), alli se ve que la seccidn eficas de
scattering ineldstico es proporcional al cuadrado de
la masa del dtomo incidente. Es de esperar, por lo
tanto, que al hacer incidir Ne sobre LiF se observe
intensidades ineldsticas del orden de 25 veces las in-
tensidades ineldsticas medidas en un experimento simi-

lar con He como particula incidente.

La temperatura del blanco de LiF en el experi-

mento de Boato et al. fue de 50 K, y sus resultados



TABLA 1

Algunos valores de B, en funcion de o Yy P,

2

o« 0,9 1,2 2,.3°
3,27%10° 62,47° 61,65° 58,70°
3,48%105 62,24° 61,33° 58,15°
3,63x10° 62,07° 61,12° 57,71°




son consistentes con las hipétesis de esta teoria.
Una explicacién muy interesante de los maximos en

torno del pico especular (Fig. 1) se desprende de ella.

«

En la figura 1 se ve que los maximos de difrac-
cién de Srdenes superiores son muy intensos. Luego los
nlmeros D en la ecuacidn (4.45) no son pequefios para
G # 3, como ocurria para el caso del sistema He-LiF.
Luego, en las sumas sobre &' y 8" no hay un término
predominante como en ese caso. Como los vectores g y
€" son importantes sdlo en la relacidn entre 5 y el
dngulo de scattering 6, los términos con distintos B!
N4 ¢" tienen forma similar, pero presentando corrimien-
tos unos respecto de otros. De esta forma se genera
una serie de mldximos, correspondiendo uno a cada tér--
mino dominante de la suma sobre G' y G" de la ecuacidn
(4.45). La ubicacién de esos miximos ineldsticos con-
tiene, sin duda, informacidén sobre o y los parémetros

del potencial de interaccidn Ne-LiF. La obtencidn de

esa informacidn queda, por el momento, propuesta.
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