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Abstract

Recientemente, Dipierro, Pellacci, Valdinoci y Verzini [15] han estudiado la velocidad
de invasion de la solucién fundamental de la siguiente ecuacién diferencial fraccionaria en
tiempo con término de reaccién

Ofu(t, ) + aAu(t,x) = bu(t,z), t>0, z¢€&R"
u(0,2) = do(x), x€R™

donde 0¢ denota la derivada fraccionaria de orden « € (0, 1) en el sentido de Caputo, g
es la distribucién Delta de Dirac centrada en x = 0, y las constantes a y b son positivas.
Las técnicas que usan les permiten analizar la velocidad de invasién cuando a € [1,1) y
n = 1. En esta tesis, extendemos a todo « € (0,1) y a cualquier dimensién los resultados
obtenidos en [15]. Mds atin, mostramos que nuestra técnica se puede aplicar a una gran
gama de ecuaciones de evolucion.
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Capitulo 1

Introduccion

Esta tesis se enmarca dentro de la teoria de las denominadas ecuaciones de evolu-
cion no-locales. Especificamente, queremos estudiar el comportamiento asintético de la
solucién distribucional a una ecuacion no-local de evolucién de la forma

{a?U(t,x) +a(=A)?u(t,x) = bu(t,x), ¢>0,z €R" (1.1)

u(0,2) = do(x), =z eR"
donde a, b son constantes no negativas. El dato inicial dq es la distribucion delta de Dirac

centrada en z = 0. El operador 0; representa a la dertvada fraccionaria de orden
a € (0,1) en el sentido de Caputo, la cual esta definida por

00 F (1) = F(ll—a)/o (tfi(i))a ds, (12)

para f € Wlljloc(RJr). Por su parte, (—A)z, con s > 0, denota al operador laplaciano
fraccionario, el esté definido via transformada de Fourier como

(—A)2 f(2) = FHIEPF{f(2)}(€)}(z), conzeR", (1.3)

para una funcién f suficientemente buena (por ejemplo, si f estd en clase de Schwartz)
A largo de esta tesis nos referiremos a la funcion €| — |£]® como el simbolo del operador

(—A)2.

Debemos notar que la no-localidad de la ecuacién (1.1) proviene tanto del operador
espacial como temporal. Debido a su caracter lineal, es una de las ecuaciones no-locales en
tiempo y espacio mas sencillas de plantear. Sin embargo, las propiedades de sus soluciones
aun no estan completamente entendidas y son materia actual de investigacién.

Es precisamente por esta razon que hemos establecidos los siguientes objetivos en el
desarrollo de esta tesis:

(0O1) Establecer la existencia y unicidad de la solucién distribucional al problema (1.1).
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(02) Estudiar la influencia de los operadores que aparecen en la ecuacién (1.1) en el
comportamiento asintotico de su solucion.

(O3) Hacer una comparacién entre las propiedades de la solucién (1.1) y la ecuacién de
reaccion-difusion clésica.

1.1. ;Por qué estudiar ecuaciones de evolucién no-
locales?

Desde su introduccién hace ya varios siglos, los modelos continuos clédsicos descritos por
ecuaciones diferenciales han permitido describir de manera bastante adecuada muchos
fendmenos naturales. No obstante, una importante cantidad de procesos y fenémenos se
pueden describir de una manera mas precisa mediante la consideracién de modelos no-
locales.

Llevado a un lenguaje matemaético, lo mencionado en el parrafo anterior se refiere a
la naturaleza local o no-local de la ecuacion diferencial involucrada en el modelo. Mas
precisamente, una Ecuacién Diferencial Parcial (EDP) clasica es una relacién entre los
valores de una funcién desconocida y algunas de sus derivadas. Para comprobar si una
de estas ecuaciones se satisface en un punto, solo se necesita conocer los valores de la
solucién en una vecindad arbitrariamente pequena de dicho punto, de manera que todas
las derivadas involucradas se puedan calcular a la vez, lo cual define esencialmente la
naturaleza local del modelo.

En contraste, los modelos no-locales se caracterizan por tener ecuaciones para las cuales
se necesita informacién sobre los valores de la solucién en regiones que, a priori, no son
pequenas. La mayoria de las veces, esto se debe a que la ecuacién involucra operadores
integrales en su férmulacién. Estas EDPs son conocidas en la literatura como ecuaciones
diferenciales parciales no-locales (EDP no-locales). Si alguna de las variables de la ecuacién
se puede identificar con el tiempo, se denominan como ecuaciones no-locales de evolucion.

Entre los operadores no locales que surgen de manera natural en estos modelos, pode-
mos destacar, a modo de ejemplo, las derivadas fraccionarias en el sentido de Riemman-
Liouville y la de Griinwald—Letnikov, el operador potencial de Riesz, y asi como los ope-
radores definidos en (1.2) y (1.3), entre otros. Consulte [37] para obtener una descripcién
bésica de algunos de estos operadores.

El operador definido en (1.2) fue introducido de manera independiente por muchos
autores, entre los cuales se incluyen Rabotnov en [42], Dzherbashyan y Nersesian en [16],
y el propio Caputo en [8].

Dado su caracter integro-diferencial, la derivada fraccionaria en el sentido de Caputo
ha demostrado ser particularmente valiosa en la descripcion de fenémenos fisicos. Esto
se debe a que permite modelar efectos de memoria en los procesos descritos. En muchas
ocasiones, se prefiere este operador por sobre los anteriormente mencionados. Una ven-
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taja significativa radica en la forma que adquiere el Teorema de Taylor al emplear este
operador. Especificamente, en el [13, Corolario 3.9], se observa que el desarrollo de Taylor
alrededor de un punto, se describe en términos de derivadas de orden entero, de manera
muy similar al enfoque del teorema clésico. En ese sentido, la version de Caputo es de
gran utilidad al momento de resolver ecuaciones diferenciales fraccionarias que modelan
algun fendémeno fisico. Esto se debe a que las condiciones iniciales pueden expresarse co-
mo dependientes de derivadas enteras, lo cual intuitivamente es facil de comprender y, en
general, puede atribuirse algin significado.

La teoria de ecuaciones diferenciales parciales no-locales ha experimentado un rapi-
do desarrollo en las tultimas décadas debido a su aplicaciéon en problemas provenientes
de areas aplicadas tales como viscoelasticidad, fenomenos de dispersién débil, difusion
anémala, procesos estocdsticos con saltos, mecanica de fluido, ademds de otras (ver, por
ejemplo, [6, 9, 14, 19, 30, 31, 33, 35, 36, 43, 44, 46, 48]). En numerosas situaciones, una
ecuacion diferencial no-local da una descripcién mucho mas precisa de un fenémeno que
una ecuacion diferencial clasica.

Como ejemplo, en la mecanica de fluidos, la ecuacién quasigeostréfica es un modelo no-
local que es usado en oceanografia para describir la temperatura de la superficie del agua
[10]. Otro caso se presenta en el estudio de la dindmica de aguas poco profundas donde
la ecuacién de Kadomtsev-Petviashvili (KP) [27] modela ondas de propagacién débil que
se mueven sobre la direcién z. En difusién de calor, la ecuacién de Gurtin-Pipkin [23]
es un modelo no-local introducido para evitar la denominada “paradoja de velocidad de
propagacion infinita” que ocurre con la ecuacién clasica del calor.

Este tipo de operadores no locales también ha encontrado aplicabilidad en la epide-
miologia. Por ejemplo, en [11], los autores reférmularon el modelo clasico SIR (suscep-
tible-infected-recovered) a uno fraccionario mediante la derivada de Caputo para estu-
diar la dindmica de propagaciéon del COVID-19 en distintos paises. En este trabajo, los
autores demuestran, mediante un enfoque estadistico, cémo el efecto de la “histéresis
biolégica” puede modelarse con mayor precision mediante operadores fraccionarios.

Desde un punto de vista matematico, el estudio de ecuaciones diferenciales no-locales
resulta intrigante y desafiante debido a que, en general, las técnicas usuales no son apli-
cables. Ademas, el comportamiento y las propiedades de las soluciones de una ecuacion
diferencial no-local pueden ser completamente distintas de las propiedades de la solucion
de una ecuacion diferencial clésica, inclusivo si comparten una estructura similar.

Por ejemplo, el problema

{@u(t,x) +(=A)zu(t,z) =0 zER >0 (1.4)

u(0,x) = do(x),

tiene una estructura similar a la ecuacién clasica del calor salvo por la naturaleza del
operador espacial. Es conocido que este problema posee una solucion dada por

u(t,z) =T <g + %) Lt (15)

(wlzf? + 12)"%"
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(ver [1, Apendice I, pagina 47]). Podemos notar un decaimiento polinomial cuando ¢ tiende

a infinito y x esta fijo, en claro contraste con la solucién al problema clasico, que decae

de forma exponencial. Sin embargo, en general, no se conoce una féormula explicita para

la solucién de

ou(t,z) + (=A)2u(t,r) =0 z€R" t>0 (1.6)
u(0, ) = do(x), '

cuando s € (0,2) — {1}. Més adelante profundizaremos un poco més en esta ecuacion.

Un ejemplo de una EDP de evolucién no-local y no-lineal es

Ou+ (=AYu=u—u* z€R" t>0 (L.7)
u(0, ) = ug(x), '
donde ug es una funciéon de soporte compacto. Es conocido que tanto para s = 1 como
para s € (0,2) existe una “invasion” del estado inestable u = 0 por el estado estable u = 1.
Sin embargo, cuando s = 1, la velocidad de invasién es lineal, mientras que si s € (0, 2),
la velocidad de invasién tiene una tasa exponencial [5].

Otro ejemplo, pero de diferente naturaleza, en el que las propiedades de una ecuacién
de evolucion no-local difieren completamente de su contraparte clasica se manifiesta con
la siguiente ecuacién de evolucién fraccionaria en tiempo:

O (u(t,z) —up(z)) — Au(t,x) =0 z€R" t>0 (1.8)

u(0, ) = ug(x), ’
donde 0§ representa la derivada fraccionaria en el sentido de Riemann-Liouville de orden
a € (0,1]. Cuando a = 1, la ecuacién (1.8) coincide con la ecuacién cldsica de difusion.
En tal caso, es bien conocido que la solucién fundamental pertenece a L,(R"), para todo
p > 1, independientemente de la dimensién del espacio. En contraste, cuando a € (0, 1),
Kemppainen, Siljander, Vergara y Zacher en [29] demostraron que la correspondiente
solucién fundamental pertenece a L,(R™) si y solo si p < -"5. Posteriormente, Pozo
y Vergara [39], extendieron este resultado reemplazando el operador Laplaciano por el
operador Laplaciano fraccionario (—A)® de orden s € (0, 2).

Atn mas, si en (1.8) se elije ug(z) = do(z), n > 2y a € (0, 1), la solucién fundamental
Z(t,z) no solo posee una singularidad en t = 0, si no que también en x = 0. Esto
representa una significativa diferencia respecto al caso clasico, en el cual la soluciéon esta
definida para todo z € R™.

Como tltimo ejemplo, consideremos el Problema de Valor Incial (PVI) de la ecuacién
de evolucién biarménica concentrada inicialmente en el origen:
Ou(t,r) + A%u(t,z) =0 z€R", t>0 (1.9)
U(O’ ZL‘) = 50($)a .
con a € (0,1] y A? es el operador (1.3) con s = 4. Si aplicamos transformada de Fourier

respecto a la variable espacial en el problema (1.9), se puede demostrar que la solucién
K, viene representada por K, (t,r) = F, . {E.(—[¢[*)}(z).
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Si @ = 1, la funcién de Mittag-Leffler se reduce a la funcién exponencial K (t,x) =
fgix{e*|§‘4t}(x). En este caso, la funcién x — K(t)(x) := K(t,x) pertenece siempre a
LP(R™), independiente de la dimensién n.

Por el contrario, si a € (0,1) y n > 5, no podemos asegurar que la solucién al problema
(1.9) sea p integrable como sucede en el caso cldsico. De hecho, ocurre algo muy similar
a lo discutido en el problema (1.8) (ver [47, Observacién 2.3]):

n

K, (t,-) € L,(R"), siysolosi, p< 1
n_

1.2. Velocidad de Invasion

Queremos analizar algunas propiedades de las soluciones de ecuaciones de evolucién no-
locales de la forma (1.1). Durante toda la tesis usaremos la notacién u, s para referirnos
a la solucién de la ecuacién (1.1) y enfatizar la dependencia del pardmetro o € (0,1] y
s € Ry. Nos referiremos a u; 5 como la solucién al problema clésico de (1.1).

En [15], Di Pierro, Pellacci, Valdinoci y Verzini, estudian el caso particular s = 2
del problema (1.1), y establecen la existencia y unicidad en un sentido distribucional de
la soluciéon fundamental a este problema en cualquier dimensién. Ademas, investigan el
comportamiento asintético de ella sobre R a partir de cotas precisas de uq s.

En este trabajo, seguimos una ruta similar, es decir, en una primera parte establecemos
la existencia y unicidad de u, s mediante técnicas de la teorfa de familias a- resolventes.
En concreto, demostramos que la solucién viene representada por:

U s(t, ) = / 7 (rt™uy s(r,z)dr; t > 0, z € R", (1.10)
0

donde ®,, es la funcién de tipo Wright (definida en (2.19) més adelante).

Ademas, segtin lo desarrollado en [15, Lema 2.5], se espera tener una representacién de
Uq,s €n términos de la funcién de Mittag-Leffler. Asi, mediante la representacién integral
(1.10) anteriormente mencionada, demostramos que:

Uqs(t,2) = F H{EL(t*(b—alé]))}(z), t>0, r€R", (1.11)

donde F es la transformada de Fourier definida en algin espacio adecuado, usualmente,
en el espacio de distribuciones temperadas S'(R™).

Respecto a la representacién (1.11), notamos que en virtud del decaimiento de las
funciones de Mittag-Leffler (esto es, la relacién (2.14) discutida méas adelante), la funcién
de Mittag-Leffler involucrada en (1.11) posee el siguiente comportamiento asintético:

o s 1 1
E.(t (b_am)NF(l—a)tO‘(a|§|S—b)’ como [&] — oc.
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En consecuencia, para cada t > 0 fijo,
E.(t*(b—al€]®)) € L,(R"), siysolosi, p> L (1.12)
S

Esto muestra una gran discrepancia respecto al caso clasico, en el que el rapido decaimiento
de la funcién & — e '€l implica la p-integrabilidad en cualquier orden y en cualquier
dimensién.

Maés ain, de lo anterior se sigue que F{uqs(t,z)}(&) € Li(R™), siy solo si, s > n. Si
este es el caso, se tiene que:

Ugs(t, ) = / e_“:gEa(to‘(b —alé’))ds, t>0, zeR"

En el siguiente capitulo estamos interesados en estudiar el comportamiento asintético
de u, s via la representacion (1.10) y mediante las técnicas utilizadas por los autores en
[15].

Dado que u,,s es una funcién radial (ver Teorema 2.3), es interesante preguntarse por
los valores de u,, s sobre esferas cuyo radio crece en el tiempo. Més precisamente, queremos
estudiar los valores de u, s en tiempos grandes, sobre regiones del tipo |z| = O(t), donde
O(t) sea una funcion estrictamente creciente y positiva. De este modo, si la funcién © es
lo suficientemente pequena (lo que se traduce en esferas lentas), entonces se espera que
los valores u, s se vean fuertemente afectados por la singularidad en el origen a causa del
efecto de memoria que entrega el operador definido en (1.2). En términos matematicos,
esto se traduce en que:

th'm Ua,s(t, O(t)€) = o0, (1.13)
—00

donde € € S"7!, donde S"! := {x € R" : |z] = 1}.

Por el contrario, si © es lo suficientemente grande (es decir, esferas rapidas), se espera
que los valores u,, s se vean muy poco afectados por la singularidad en el origen. En este
caso:

tlg(r)lo Uqa,s(t,O(t)€) = 0. (1.14)

Para ilustrar esto de mejor manera, consideremos la solucién al problema (1.1) para
a =1y s = 2. Utilizando (1.11) y técnica elementales del anélisis de Fourier (ver mas
adelante en el Ejemplo 2.5), se puede demostrar que la solucién viene dada por:

1 bt Lol

uo(t,x) = ———e" @, t>0, zeR"
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Si suponemos que |z| = O(t), entonces

1 b ©2®) i 1 1abt2—02 (1)
m ———¢" e = lim ———e~ %
t—r00 (47rat)§ t—o00 (47rat)§
) 1 ((2Vabt—6 (1)) (2V/abt+0(1)))
= lim —e fta
t—00 (47TCLt)5
Vb _O(t)
— lim 1 e(m_ ot )(2\/%t+@(t))

t—00 (47rat) 5

:{oo, O(t) = o(t)
0, t=o(0)).

donde o( f) representa la notacion clasica de Landau en andlisis asintdtico (ver mas ade-
lante Definicién 2.1). Observamos que hay un cambio entre el comportamiento divergente
del convergente en la funcién f(t) = t. Es decir, si ©(t) = mt?, con m y 3 reales positivos,
entonces:

o0, f€(0,1)

lfm wu o(t, mtPé) =
t—00 12( ) {0, g > 1.

Podemos observar que para 5 = 1, la convergencia o divergencia del limite dependeran
de la pendiente m.

En efecto, si |z| = mt, entonces:

1 m?2
th uy2(t, mte) = i et (1.15)
—00

m -——-—
t—00 (47rat)§
B {oo, m < 2vab

1.16
0, m>2Vab (1.16)

Por otro lado, es importante destacar que el responsable del comportamiento divergente
de la solucién u; 9 es el término de reaccién b > 0. De hecho, si b = 0, el estudio de la
velocidad de invasién es trivial pues en cualquier caso, se tiene que

1i t.O(t)e) =

tiglo u1,2( 76( >é> 0,

para cualquier funcion © positiva y estrictamente creciente.
El ejemplo anterior motiva la siguiente definicion.

Definicién 1.1. Sea f : Ry — R una funcion continua. Diremos que una funcion © :
R; — Ry dada por O(t) =t*, con a > 0 es una velocidad de invasion de f si

0 B>«
o f<a,

Jim, fmt”) = {

para todo >0 ym > 0.
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De acuerdo a la definicién precedente, la velocidad de invasion de la funcion u, o corres-
ponde a ©(t) = t.

Proposicién 1.1. Sea f: Ry — R continua. Si existe « > 0 como en la Definicion 1.1,
entonces este es unico.

Demostracién. Supongamos que existen 0 < a < ' como en la Definicién 1.1. To-

memos [ = %"‘, Es decir, § > ay 8 < o, de las cuales se deducen los siguientes
limites:
lim f(t?) =
Jm J(7) =0
lim f(t) = co.
t—o0
Esto es una contradiccion. Por lo tanto, o = o/. [

Otro ejemplo interesante surge al considerar la solucién al problema (1.1), con a« =1y
s = 1. Fijando a = b = 1, en este caso la solucién fundamental u; ; viene dada por

n 1 tet
t,r)=T{=-+4+= , t>0, e R"
u11(t, ) <2 + 2) (7r|x|2+t2)n7+1 v

Si al igual que antes, |z| = mt”, entonces es claro que
th uy 1 (t, mt?é) = oo, (1.17)
—00

independiente del valor que tome . Es decir, a diferencia de lo que sucedia con u; 2, en
este caso aun hay infinitud en los valores de u;; sobre esferas que se mueven mas rapido
que la velocidad lineal. De todas maneras, este es un comportamiento esperado y no
debe causar mayor confusién: tanto wu;; y u; 2 son funciones de densidad de probabilidad
de encontrar una particula a tiempo ¢ en la posicién z [1], donde el movimiento de tal
particula es conducido por una caminata aleatoria en el caso de u; 2, y por un proceso
aleatorio con saltos arbitrariamente largos en el caso de uy; (ver [1]).

Esta diferencia se ve ilustrada de forma clara en los decaimientos de ambas soluciones
fundamentales cuando el término de reaccion estd ausente (esto es, cuando b = 0). Es
decir, mientras que u; o presenta un decaimiento exponencial, presentando asi colas mas
cortas, la solucion u;; exhibe un decaimiento polinomial con colas més largas. Este no
es un hecho aislado entre la clase de operadores (—A)2, con s € (0,2), y es més bien, la
excepcion que confirma la regla: todas las soluciones u; s satisfacen una relacién del tipo
(1.17). A raiz de este ltimo ejemplo, uno podria pensar que el efecto del operador (—A)g,
con s € (0,2), sobre la solucién u,, es acelerar la invasion respecto al caso cldsico, vale
decir, si queremos “escapar” de la divergencia, hay que moverse en esferas mas rapidas
que las del tipo |x| = mt? (ver [7] y las referencia que allf se citan para una discusién de
esto tltimo).
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Distinto es el panorama cuando consideramos soluciones u, s para el problema (1.1),
con a € (0,1) y s > 0. En este contexto, hay varias razones que dificultan el anédlisis de la
solucién. Por ejemplo, la funcién de Mittag-Leffler con parametro o € (0,1) que aparece
en (1.11) no cumple la relacién

E.(x +y) = Eo(2)Ey(y), =,y €R.

En el caso clésico, esta relacién nos permite, entre otras cosas, analizar por separado la
influencia del término de reaccion del término que aporta el operador (—A)% en la solucion
Uqs (estos son bt® y —al€|® respectivamente en (1.11)). Para el caso fraccionario, esto ya
no es posible.

Otras dificultades surgen del caracter no local que presenta el operador de Caputo, lo
cual provoca algunas anormalidades que no se observaban en el caso clasico. Por ejemplo,

Ug,s(t,0) = / E,(t*(b—al¢|®))d§ = 0o, para todo t >0,
R

si, s = 2 y n = 3. Es decir, la singularidad en el origen persiste en todos los tiempos
(sorprendentemente, esto es cierto incluso si b = 0).

Dicho lo anterior, se espera que el efecto de memoria entregado por el operador frac-
cionario en tiempo ralentice la invasion respecto al caso clasico. Considerando esto, los
autores en [15, Teorema 1.2] demuestran que:

Teorema 1.1. Seann =1, a € [%, 1), B e (0, %) y m > 0. Entonces,
Ug o (t, mt?) > mat’ =2 E,(t*)[1 — o(1)].
En particular,

Ugo(t, mt?) — 00, cuando t — co. (1.18)

De este teorema surgen las siguientes observaciones:

Observacion 1.1. Por el Teorema 1.1, sabemos que la velocidad de invasion de u, o debe
ser tqual o mds rapida a la de una potencia tan cercana a la raiz cuadrada, es decir, mas
grande que mt?, siendo m >0 y 3 € (0, %)

Notamos también que el teorema no dice nada acerca de 3 € [%, 00).

Observacion 1.2. No es casualidad que los autores hayan solo trabajado el caso unidi-
mensional. El caso de dimensiones mds altas estd lleno de complicaciones causadas por el
nicleo oscilatorio J%,l(r]é‘\)rg que aparece en el integrando de la transformada de Fou-
rier (ver Teorema 2.3). En particular, cuando n = 1, este nicleo termina siendo bastante
benigno.

Observacion 1.3. El Teorema 1.1 restringe los exponentes fraccionarios al intervalo
2.1).
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Observacion 1.4. El Teorema 1.1 no dice nada acerca de la convergencia de los valores
de Uq2.

De esta forma, surgen naturalmente las siguientes preguntas:

(P1) ;Qué sucede cuando a € (0,1] 7

(P2) Sipe [%, 00), jhay finitud o divergencia en los valores de uq 27
(P3) ;Hay alguna relacién clara en los parametros v y (37

(P4) ;Qué sucede en mas dimensiones?

(P5) ;Qué papel juegan los coeficientes a y b?

(P6) ;Coémo es la velocidad de invasién en soluciones u, s, con s > 07

1.3. Resultados principales

Hemos obtenido resultados significativos en relacién con la divergencia de u, ;. Presen-
tamos a continuacion un teorema que establece condiciones bajo las cuales la solucién
Uas, con s € (0,2), exhibe un comportamiento divergente.

Teorema 1.2. Seann € N, a € (0,1) y s € (0,2), y consideremos b > (1 — a)a®/(1=%) y
a>0 como en (1.1). Si B> 0, entonces

tlgglo Ug s (t, mtPE) = o0,

para cualquier m >0 yée €SPt

El siguiente teorema extiende y complementa los resultados del trabajo realizado por
Serena Dipierro y demés autores en [15]:

Teorema 1.3. Seann € N, a € (0,1), a >0 y b > (1 — a)a®=% fijos como en (1.1).
Se siguen las siguientes proposiciones:

1. Si0 < B <1, entonces
7 Bz —
thm Ua 2(t, mt’€) = oo,

con €€ S 1.

2. SiB=1ym<2y/a(b— (1 —a)a*/0-2) entonces

lim u, o(t, mte) = oo,
t—o0

conm >0 yeeSL



1.3. RESULTADOS PRINCIPALES 11

El rango restante de s € (2,00) sera analizado a través de la representacién (1.11) solo
en el caso unidimensional.

Teorema 1.4. Enn =1, sea M € NN [2,00) y s > 2. Para a € [17,1], f € (0,1) y

0 € (0,%), emiste C >0 tal que

Ugs(t, mtPE) > Cms WP DM B ()1 — o(1)],

donde m >0 y C' = min{(>~*2,2(2)s"1} En particular,

’s

lim wuq (2, mt’e) = co.
t—00 ’
Aun mds,

lim wu, s(t, P(t)€) = oo,

t—o00

si ® es creciente, positiva, divergente y

Dt
lim *)

t—o00 \s/z_f :O

Por tltimo, presentamos el siguiente resultado acerca de la convergencia a 0 cuando
_ 1
a=5ys=>2

Teorema 1.5. Seann € N y f € (1,00). Entonces para s > 2 se tiene que

, By _
tlgglou%,s(t,mtg) 0,

conm>0yeesSi
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En la siguiente tabla se resumen los resultados obtenidos en esta tesis fijando a = b = 1.
Para su lectura, seguiremos el siguiente orden:

» Indica la dimension del espacio.

» Indica el orden de la derivada fraccionaria de Caputo.

s Indica los valores de > 0 en los que hay divergencia o convergencia en regiones
del tipo |z| = mt®.

(—A)s/2 Convergencia Divergencia
s €(0,2) No existe 8 > 0.
= Cualquier di-
mension.
= o€ (0,1).
= 3>0.
§s=2
s Cualquier di- s Cualquier di-
mension. mension.
" a=1 » ac(0,1).
s 5> 1. » <1
s € (2,00)
s Cualquier di- = n =1
mension.
» ac(0,1).
" a =1
2 n0<f< i

= 5>1.




Capitulo 2

Preliminares

En esta seccion, introduciremos conceptos claves que seran fundamentales en el desa-
rrollo de esta tesis. Ademds, presentaremos algunos resultados basicos de la teoria de
semigrupos de convolucion, asi como otros aspectos relacionados con la teoria de familias
resolvente desarrollada por Priiss en [40].

2.1. Conceptos Esenciales para el Analisis

Empezamos esta seccion fijando notaciones: Para G C R", denotamos por

» C(G) al espacio de funciones continuas complejo-valuadas;

» C™(G) C C(G) el espacio de funciones m-veces continuamente diferenciales, con
m € NU {oo};

» C°(G) C C(G) el espacio de funciones infinitamente diferenciable con soporte
compacto;

» C(G) el espacio de funciones continuas que convergen a 0 en el infinito;

» Dado p > 1, L,(G) denota el conjunto de funciones p integrables sobre G, esto es,

/ F@)P d < oo,
G

donde dx es la medida usual de Lebesgue en R™.

En adicion, denotamos por

S WD) (I CR) = {f € Li(l) : f' € D)} y Whi(I) = {u € Wi(J),J cC I},
donde J CC I significa que J es un intervalo cerrado tal que J C I;

13
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» M, al conjunto de medidas positivas y acotadas en algin espacio medible (Q, B);
» R, es el intervalo de nimero reales [0, co).

» S" = {z €R": |z| =1}, donde | - | denota la norma euclidiana en R".

Respetamos la notacién usual para el producto convolucién entre dos funciones en Lq (R)
t
(Fe9)®)i= [ (e s)als) ds,
0

Maés en general, si f € L,(R") y g € L;(R"), definimos el producto convolucién sobre
R"™ como

(fxg)(x) = . flz —y)g(y) dy.

Ambas convoluciones estan bien definidas por la desigualdad de Young.

A continuacién, definimos algunas funciones elementales y resaltando las propiedades
mas relevantes para el avance de nuestro trabajo.

La funcién Gamma I" : R, \ {0} — R estd definida por

[(B) = /OOO et tat, B >0.

Integrando por partes, resulta sencillo comprobar que esta funcién satisface la ecuacion
funcional

D(1+8) = AL(B), B>0

Es conocido que la funcién I' tiene un minimo entre 1,46 y 1,47 (ver [12]). En particular,
en la deduccion de ciertos resultados en esta tesis, serd relevante la monotonia de I' en el
intervalo [}, 00).

Para a > 0 fijo, definimos la funcién Gamma incompleta I'(a,-) : Ry U {oo} — R
como

F(a,x):/ t*le7tdt, a>0. (2.1)

Evidentemente, I'(a,0) = I'(a).

Definimos la funcién error erf : R — R como

erf(z) = % /096 e~ dt. (2.2)

Un resultado elemental en la teoria de integracién es que

/Ooe_tgdt: v
0

27
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es decir, se cumple que

lim erf(z) = 1. (2.3)

Z—00
La funcién error complemento, denotada por erfc, se define como
erfc(z) =1 —erf(z), z€R. (2.4)
De las observaciones anteriores, es claro que
lim erfc(z) = 0.
200
Aun mas, se cumple la siguiente desigualdad:

erfe(z) < e, x> 0. (2.5)

La funcién error aparece naturalmente en el calculo de antiderivadas de muchas funciones.
Por ejemplo, en [21, P4gina 108, férmula 2.33], se aprecia que

1 2 _ac
/e—(ax2+2bx+c) dr — 5\/?@” =% orf (\/Ex + %) + C” (26)

para a,b,cy C reales, con a # 0.

Introducimos la clasica notaciéon de Landau para relaciones asintéticas.

Definicién 2.1. Sean f: ACR—-R yg: ACR — R funciones.

1. Diremos que f = o(g) si

lim & = 0.

t—00 g(t) o
2. Diremos que [ = O(g) si existe M >0 y tg € R tales que

f(t) < My(t), t=>to.

3. La igualdad asintética f(t) ~ g(t) significa que existe C' > 0 tal que
t
lim /) C.

t=o0 g(t)

4. La relacion f =< g significa que existen constantes 0 < Cy < C tales que

Cog(x) < f(z) < Chg(x), para todo =z € A.

Ejemplo 2.1. Se tiene que f = o(1), si y solo si, limy_,. f(t) = 0. En particular, ’9 =

o(1), para cualquier polinomio p.
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Ejemplo 2.2. La funcion Gamma incompleta satisface para a > 0 que

[(a,x) ~ 2" e ™. (2.7)

El espacio de Schwartz S(R") consiste en todas las funciones u € C*°(R™) tales que,
para todo «, 8 € N

sup |270%u(z)| < oo, (2.8)
T€R"

aloly
«
I

B2 B3

donde 2 = (&, 22 2, ..) y 8°u := con |af = >0 o

Ejemplo 2.3. La funcion f(x) = e~ para a > 0, no pertenece a S(R™) porque no es
diferenciable en x = 0.

Ejemplo 2.4. Sia >0y s> 2, la funcion f(z) = e~° estd en S(R™).

2.1.1. Transformada de Laplace y de Fourier

La transformada de Laplace de una funcién f € L;(R; ) compleja valuada es definida
por

LUFOIO) = / TeNp(t)dt, Re(V) > w,

para algin w € R adecuado.

Lema 2.1. Sea X un espacio de Banach. Sea u(t) € X una funcion continua definida
para t > 0 tal que u(t) = O(e™), sit — oo, para algin v > 0. Entonces, su transformada
de Laplace existe para A > v y se cumple que

u(t) = lim (=1)" <ﬁ>n+1 dd%ﬁ u(t)} (E> :

n—oo Nl t t

Este lema es conocido en la literatura como formula de inversion de Post- Widder.
Ver [4] para una demostracién elemental de esta férmula.

Para u € L;(R"), definimos la transformada de Fourier de la funcién u por

Flu(z)}(€) = (27r)_72l/ e " u(z)dx, &€ R™ (2.9)

n

La integral anterior estd bien definida, ya que la funcién & — e~@fu(z) € L;(R"™). Para
simplificar la escritura, denotaremos F{u(x)}(§) := u(§).

Sean f,g € L1(R™). Entonces,

F{(f *9)(@)}E) = 2m)5 f(©)a(€), €e€R,
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y, si f y g son tales que fg € Li(R"™), entonces también se satisface que

F{f9)@)}(€) = @m) "5 f(€) *3(€), € eR™

La transformada de Fourier restringida a la clase de Schwartz, es una funcién continua y
lineal de S(R™) en S(R™) [25, Teorema 3.1.2]. De hecho, F es biyectiva con inversa

FHu(z)}(&) = (2m)72 /n e u(z)de, & €R™ (2.10)

La funcién F—! también es lineal y mapea continuamente S (R™) en si mismo. Denota-
mos por FH{f(2)}(£) = f(§).

Sea P(D) = 3., < @aD® un operador diferencial lineal con constantes a, € C. Es
conocido que para todo u € S(R"),

F{P(D)u(z)}(§) = P(§u(§), z€R",
donde

= Z aa(if)av f = (517627 75?1) € Rna a = (@17Q27 "'aan) € N™.

la<m

En particular, tendremos que

F{Au(x)}(€) = —I¢l*a(®),
donde A es el operador laplaciano en R™ definido por Au(x) = Z 82ju(x).

—lz|?

Proposicién 2.1. La funcion g(x) =e 2 € S(R") es un punto fijo de F, es decir,

—1¢|?

Fle i }(6) = 5

Demostracion. Observamos que

22
/e T da:—H/ —itieT 3 day,

de modo que basta mostrar que el resultado sobre R.

Sea x € R. Es facil notar que g satisface la ecuacion diferencial
iD,g(x) + zg(x) =0,

donde D,g(x) := —i0,g(z). Si aplicamos transformada de Fourier en la ecuacién anterior,
obtenemos

£9(§) +1Deg(€) = 0.
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o o _le?
Esta ecuacién tiene solucién g(&) = Ce . , para alguna constante C' € R. La constante

932
C = 1 estd determinada gracias a la igualdad §(0) = (27)2 Jpe 7 dz = 1. Con esto se
demuestra la proposicion. [

Ejemplo 2.5. Para cada t > 0, la funcion Hy(x) = e i definida en R™, estd en

S(R™). Ademds,

(47t) 3

F{H(x)}(€) = e """

En efecto, notamos que

n
/ eif'xe*tlﬁp d¢ = H/ ez‘&jw]’e—t&]Q- d€j7

asi que basta analizar el caso unidimensional. Notamos que

]_——1{6—t|€\2}(x) _ (21)1 /eifze—t|£|2 de.
m)2 JR

Tomamos el cambio de variables u = /2t¢, y utilizamos la Proposicion 2.1 para reescribir
la integral de la siguiente forma:

1 i€z /e[ 1 i -
- e~’e d¢ = - | e Ve 2 du
(2m)z JRrn (4mt)z Jr

1 1 _% T
= }((zt)é>
_ 1
_(471'15)% |

El resultado se sigue de multiplicar n-veces la integral anterior.

Proposicién 2.2. Para u,v € L1(R") se tiene que

[t ds= [ o) ae

Rn

Demostracion. La demostracion se sigue del Teorema de Fubini. n

La siguiente proposicion da una representacion alternativa para la transformada de
Fourier aplicada a funciones radiales.
Proposicién 2.3. ([22, Apéndice B5]) Sea u(zx) = uo(|z|) una funcion radial en R",
donde ug estd definida en [0, 00). Entonces la transformada de Fourier de u estd dada por
la formula
2m

e

w(€) /O uo(r)Ja_y(2wr|E)re dr, & € R™,

donde Ju_y es la funcidn de Bessel de primer tipo y de orden § — 1.
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Terminamos esta seccién definiendo la transformada de Fourier para elementos del
espacio M,

Definicién 2.2. Sea p € M;". Definimos la transformada de Fourier i de u por
j(e) = (2m) [ e udn).

Ejemplo 2.6. Sea (R, B) un espacio medible. Para A € B, definimos dy como

0, 0¢A
50(A):{1 0e A

Claramente, dg € M. Vemos que
do(§) = (2m) Fe 0 = (2m)7 %,

Ejemplo 2.7. Para cadat > 0, la funcion definida en el Ejemplo 2.5 define una medida
en M, sobre R". En efecto,

B

nt(A):AHt(x) dx

es una medida acotada y positiva en los borelianos de R™. De esta forma,

() = (2m) 8 / e " (da)

n

= (2n)"% / ) e " Hy(x) da
= F{H(z)}(£)
= (27m) 3 P,

Definicién 2.3. El espacio dual topoldgico S'(R™) de S(R™) es llamado el espacio de
distribuciones temperadas. Es decir, el espacio S8'(R"™) consiste de todas las funciones
U : S(R") — R que son lineales y continuas, donde el espacio S(R™) estd dotado de la
topologia generada por la familia {pas}ta,penn, con

Pap(u) = sup |$680‘u(:v)].
reR?

La transformada de Fourier puede extenderse via dualidad de S(R™) a S’'(R").

Definicién 2.4. La transformada de Fourier F{u} (o simplemente u) de un elemento
u € S(R") es una nueva distribucion definida por

Flu}(9) = u(F{o(x)}(), ¢ SER").
Como es usual en la literatura, la iqualdad precedente la escribiremos como

(@, ¢) := (u, ), para toda ¢ € S(R™).
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Ejemplo 2.8. Siu € S(R™), entonces el funcional ¥ definido por

V,(0)i= [ ul@)ole)dz, o€ SR,

estd en S'(R™).

Ejemplo 2.9. Siu € Li(R"™), entonces

V,0) = [ ul@sw)dn, 6eSE),

estd en S'(R™). Por lo tanto, L1(R™) C §'(R").

Ejemplo 2.10. Si p € M, entonces el funcional ¥, definido por

V(@)= [ o@)u(dz), ¢ SR
R™
estd en S'(R™). Por lo tanto, M} C 8'(R™). En particular,

‘Ijéo (¢> = (b(())
Ejemplo 2.11. Sea &y la medida delta de Dirac. Para ¢ € S(R™), se tiene por definicion

que

(00, 0) = (60.0) = | H(£)do(d€) = $(0) = (2m)~2 (z)de = (2m)"2(1, ).

R R”

Por lo tanto, como ¢ es arbitrario, se tiene que

do = (2m)7% .
Andlogamente,

1= (2m)24,.

Observacion 2.1. Dado que en esta tesis se centra en el estudio del comportamiento
asintotico de las funciones u,,, es evidente que la multiplicacion por constantes fijas
y positivas no influye en nuestros propositos. De esta forma, asumiremos de ahora en
adelante que

Proposicién 2.4. La transformada de Fourier en S'(R™) es una extension de la trans-
formada de Fourier en Li(R").



2.1. CONCEPTOS ESENCIALES PARA EL ANALISIS 21

Demostracion. Sea u € L1(R") C S'(R") y ¢ € S(R"™). Por la definicién de transfor-
mada de Fourier en el espacio §’'(R"), tendremos que

Pero como u € Ly (R"),

(16) = [ u@)ile)do = [ ala)oo)do.

Vale decir, la transformada de Fourier de un elemento de L;(R") en §'(R™), es justamente,
la distribucién inducida por . [

2.1.2. Derivada de Caputo

Sea o € (0,1) y m = |«]. Definimos

th-1
—\ t>0

gs(t) :== ¢ T'(B)
0, t<0.

La integral fraccionaria de Riemman-Lioville de orden o > 0 es definida por la
siguiente igualdad:

TEf) = (ga* F)(t), f€fEW0(Ry), T>0. (2.11)

Para f € Wf’loc(RJr), definimos su derivada fraccionaria en el sentido de Caputo
de orden a € (0, 1) por

OPf(t) = T f'()
1 A
T T-a) /0 - "

Ejemplo 2.12. Si f(t) =17, con v € (—1,00), entonces

oo f (1) = ﬂa%.

Debido a su naturaleza integro-diferencial y a la presencia del peso K(t,7) := ﬁ
(cuyo soporte es todo I = [0,¢]) en su formulacién, los valores que toma este operador
en un instante ¢ se ven fuertemente afectados por los valores que toma K en (0,t). En
efecto, el nicleo K (¢, 7) define una funcién creciente en 7, lo que significa que los eventos

mas recientes pesan mds que los mas antiguos. Este fenémeno se conoce como efecto de
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memoria. Para ilustrar este fenémeno, consideremos 0 < t; < to vy f € LY([0,7)), vy
definamos la cantidad

Heo = (J7f)(t2) = (J7 F)(t)

Por definicion, esto se expresa como:

Heo = (J7 f)(t2) = (J7)(t)

sty [ s
1

:m{/:(tz—s”f ds+/0 (ty — s)! —(tl—s)l_a)f(s)ds]

Observamos que cuando « # 1, la integral

/O (ks — 5) = (1) — 5)'=0) f(s)ds £ 0,

es decir, la cantidad H,, se ve fuertemente influida por los valores que toma f en el intervalo
[0,¢1]. En contraste, cuando o = 1, este término se anula, y solo queda la dependencia en
el intervalo [t1,ts], sin importar lo que suceda en tiempos pasados a t;.

Para mas detalles, consulte [1, Pagina 16].

2.1.3. La funcién de Mittag-Leffler y de Wright

Sea 0 < a < 1. La funciéon de Mittag-LefHer es definida por la serie de potencias

R. 2.12
;F ak+1 re ( )

Es claro que Fy(dr) = e*".

El rapido crecimiento de la funcion I', hace que esta serie converja para cualquier nimero
real (ver [20, Capitulo 1]).

La siguiente proposiciéon muestra como es el comportamiento asintotico de esta clase de
funciones.

Proposicion 2.5. Sea 0 < o < 1. Entonces

1 1
E,(r)=—e"* +0@r™", para r— oo, (2.13)

E.(r) = T —a)r +O0(r=?), para r— —0c0. (2.14)
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La demostracién de esta proposicion utiliza una representacion integral de la funcion de
Mittag-Leffler y algunas otras herramientas analiticas de variable compleja, consulte [20,
Corolario 3.7]. Ademds, bajo esta misma representacién integral, se puede demostrar que
la funcién de Mittag-Leffler con argumento negativo es completamente mondtona. Esto
es, para todo n € {0,1,2,3,...}, se tiene que

n @
dx™

(—1) (Eo(—2)) >0, x>0, (2.15)

consulte [20, Proposicién 3.23]. En particular, la funcién E, es positiva en todo R.

Una generalizacién natural de esta funcion viene dada por la siguiente serie de potencias:

k
.
Boar) =S — R,
8(r) ;;ka+6) re

donde «, 8 > 0. En la literatura, a esta funcién se le conoce como la funcion de Mittag-
Leffler de dos pardmetros. Lo primero que podemos observar es que E,; = E,. Nueva-
mente, debido al crecimiento de la funcién I', esta serie converge para todo r € R (ver
[20, Capitulo 4]). A continuacién, demostramos una profunda conexién que tiene E, con
Eq o

Proposicion 2.6. Para r € R, se tiene que
EL(r) =~ Bo(r)
[e% - a a,x .

Demostracion. Derivando respecto a r en (2.12), se puede deducir que
krk=1
I'(ka+1)
(k+ 1)rk
F((k+1Da+1)
(k + 1)rk-1
(k+ 1al'(ka+ )

B (r)

I
M I

=
Il

0

I
WE

i

0

Eoz,oe (T)a

Q|+

lo cual demuestra el resultado. n

El siguiente corolario es una consecuencia directa de la proposicién precedente y de lo
senalado en (2.15).

Corolario 2.1. Sea a € (0,1]. Entonces E, o(r) > 0, para todo r € R.
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Demostracion. Si consideramos r € Ry U {0}, la serie que define E, , tiene término
general en R, por lo que el resultado es directo. De esta forma, solo nos concentraremos
en el caso que r < 0.

Recordemos que la funcién r +— E,(—r) es completamente monétona. Aplicando la
regla de la cadena, se sigue que

E!(—r) >0, paratodo r > 0. (2.16)

Ahora bien, por continuidad, esta desigualdad es en realidad estricta, ya que, al ser tam-
bién creciente (de nuevo, por ser completamente monétona), no puede anularse. Luego,
por la proposicién precedente, se tiene que

1
—FEyo(—7) >0, paratodo 7 >0,
a

y asi, se concluye la demostracién. n

La siguiente proposicion sera ttil de gran utilidad en el Capitulo 3.

Proposicién 2.7. Sea o € (0,1) y w € R. Entonces
O By (wt®) = wE, (wt®).

Demostracion. El caso w = 0 se sigue del hecho que la derivada de Caputo anula a las
constantes.

Supongamos entonces que w # 0. Por definicién,

a (e} o wta
O Ba(wt?) = 0; [ F ak+1)
0 wktak
— m—Ole
/ Zo ['(ak+1)

=>
— I'(ak+1- )
= wk,(wt?)
]
Sean a > —1y B € R, y consideremos la funcién definida por
-k
Wap(r) r € R. (2.17)

- kzzo kKL (ka + )’
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Esta serie es absolutamente convergente en todo R, ver [20, Apéndice F], y a través de
una sencilla manipulacién algebraica dentro de la serie, obtenemos la siguiente relacién:

/ 0o 7Jc—l
as(r) = ; (k — 1)IT(ak + B)
9 Tk
- ; KT (ak + a + )
= a,aJrﬁ(r)'

En particular, si o € (0, 1), se tiene que
W.oa(r) = W_ai-a(r). (2.18)
Mediante esta serie, definimos la funcion de tipo Wright por

o0 —p k
Do (r) = Wegi-a(—r) = ; klr(_ka l T "€ R. (2.19)

Ejemplo 2.13. Mas adelante veremos que serd deseable tener expresiones explicitas para
la funcion ®, en términos de otras funciones conocidas. En ese sentido, serd importante el
trabajo realizado por Mainardi y Tomirotti en [34, Apéndice A], en el cual han demostrado
que para o = %, donde p es un entero mayor o igual a 2, la funcion (IJ% se puede expresar

como suma de (p— 1) funciones enteras. En particular, para q = 2, ellos demuestran que

2m 1 2

T

P10 = %Wi(‘”m (), @i~

donde (+),, es el simbolo de Pochhammer.

La siguiente igualdad, muestra la profunda relacion que existe entre las funciones &,
con F,:

Bo(r) = /O W (et dl = LB ()} (—r), rER, (2.20)

vale decir, la transformada de Laplace de ®, coincide con la funcién E,(—r) (ver [50]

para una prueba de este hecho). Evaluando en r = 0, se deduce ficilmente que

/OO O (t) dt = B, (0) =1, (2.21)

y por ende, la funcién ®,(t) € Li(R;). Ademds, en consecuencia de la Proposicién 2.1,
podemos deducir la igualdad

, —1)™ /n\ntl "
o=t S (2 £
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y por ende,
d,(t) >0, t>0, (2.22)

debido a que r +— E,(—7) es completamente mondtona en R, .

Terminamos esta seccion exhibiendo el comportamiento asintético de cierta clase de
funciones W, g:

M-1
W_,,(2) = Yz He Y (Z A Y™™+ O(\Y\M)> , con |z| = o0 (2.23)

m=0

con0<vu<leY =(1- y)(—y”z)ﬁ, donde A,, son ciertos nimeros reales (ver [49]).

2.2. Semigrupos de convolucion y funciones definidas
negativas

Definicién 2.5. Una familia (n;):>0 de medidas de Borel positivas y acotadas en R™ es
llamada un semigrupo de convolucion en R™ si se satisfacen las siguientes condiciones:

(I) m(R™) < 1, para todo t > 0.
(I1) mys = ne *x s para todo s, t >0, y no = do.

(I11) n. — 09 vagamente cuando t — 0, es decir,

lim | ¢(x)p(dz) = | ¢(x)do(dx) = ¢(0),  para todo ¢ € Cy(R").
R Rn

t—0

Referenciamos a [25, Capitulo 3] para un estudio profundo de estos objetos.
Ejemplo 2.14. Sea a > 0. La familia (n;)¢>o definida por

1 _ =
n(dx) = (dral)? e 1t \dx) = Hy(x)\(dx),

donde \(dz) es la medida de Lebesque en R™, define un semigrupo de convolucion en
R™. Esto se puede deducir facilmente a través de las propiedades de la transformada de
Fourier. En efecto:

» Por el Ejemplo 2.5, se tiene que

) = 1 7% ) = xT =
n®)= [ e ) = F{H@)H0) = 1
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= Basta notar que

F{H, = H}(€) = (2m)"/*H ()
= (2m)"?1,(€)

_ 2 _ 2
_ o talél? —sale]

_ o (ts)alé?

= F{H 1 }(§)-
s Observamos que como
FLH}(E) = el

entonces

Es decir,

El semigrupo mencionado en el ejemplo anterior se presenta como un caso especifico
en la resolucién del problema (1.1) cuando @ = 1 y s = 2. Al aplicar transformada de
Fourier se obtiene la siguiente EDO:

ovilt, €) + alélPa(t, §) = ba(t,€), t> 0,z €R" (2.24)
/&(075) = 17 VIS Rn’ |
cuya solucién es
a(t, €) = eetalél?, (2.25)

En virtud del Ejemplo 2.5, se tiene que
u(t, ) = F e 1} (€) = e Hy(x).

En particular, u(t,z) es positiva, para todo t > 0y x € R", y es acotada respecto a la
variable x, para cada t > 0. Para el caso general s # 2, no sabemos a priori si existe
solucién, ni qué propiedades posee en caso de existir

En este contexto, nos interesa saber bajo qué condiciones existe, para cada t > 0, una
funcién = — u(t, ) que verifique la ecuacién (2.25), y de ser este el caso, cudndo posee
propiedades parecidas al semigrupo H;. Ademas, planteamos la siguiente interrogante:
iserd que toda solucién a la ecuacién (2.25) define un semigrupo de convolucién? Para
abordar estas cuestiones, procedemos a introducir algunas definiciones.
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Definicién 2.6. Una funcion u : R* — C es llamada definida positiva si para cada
eleccion de k € N y vectores £, ...,E% € R™ la matriz (uw(& — &));1=1..x es Hermitiana
positiva, es decir, para todo A, ..., \r € C, se tiene que

> ulg = €N > 0.

jl=1
Ejemplo 2.15. La transformada de Fourier de cualquier medida perteneciente a M es
una funcion definida positiva (ver [25, Lema 3.5.4]).

Definicién 2.7. Una funcion p: R" — C es llamada definida negativa si 1(0) € R es tal
que
1(0) = 0,
y la funcion
£ (27T)—%6—1fu(6)7
es definida positiva para todot > 0. St ademds, p es una funcion continua en R™, diremos
que |1 es continua negativa definida, y lo denotaremos por p € CN(R™).

Ejemplo 2.16. En [25, Ejemplo 3.6.18] se ha establecido que toda forma cuadrdtica
simétrica y no negativa q : R™ x R® — R es una funcion continua definida negativa. En
particular, la funcién & — |€|? es continua definida negativa.

Teorema 2.1. (/26, Teorema 3.6.16/) Para cualquier semigrupo de convolucion (n:)t>o
existe una unica funcion continua definida negativa p: R™ — C tal que

(&) = (2n) 2¢O >0, £ecR™ (2.26)

Reciprocamente, para cualquier funcion continua definida negativa p: R™ — C, existe un
unico semigrupo de convolucion (n:)i>o satisfaciendo la identidad (2.26).

Ejemplo 2.17. La funcién & — [£|* es continua definida negativa por el Ejemplo 2.16.
Por lo tanto, por el Teorema 2.1 existe una familia de medida (Hy);>o de Borel positivas
y acotadas en R™ tales que

~

Hy(€) = (2m) 21T,

Vale decir, para cada t > 0

/ e~ Hy(dx) = e P,

Pero como vimos en el Ejemplo 2,5, este semigrupo se conoce explicitamente y es

1
Hy(dz) = { (4mt)2
60(17), t=0.

||
e i dx, t>0,

A la familia (Hy)i>o recién definida se le conoce como semigrupo del calor o semi-
grupo gaussiano.
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Lema 2.2. Para cualquier funcion ¢ € CN(R™) existe una constante ¢, > 0 tal que para
todo € € R"

|a(§)] < cq(1+[€). (2.27)

Demostracion. Basta encontrar ¢ > 0 tal que

|a(€)] < cléf?,
para todo £ € R" — B(0,1). Por [25, Lema 3.6.21],
lg(mm) < ma/|g(n),

para todo € R” y m € N. Tomando n = &, implica por la desigualdad anterior que

o)l

para todo £ € R" y m € N. Por continuidad, existe ¢ := sup, <, |q(n)|. Para { € R",
|€] < 1, existe my € N tal que [£] € [mo, mo + 1), y por tanto,

lq(&)] < m”

§
0@l <ot ()| < mie < e
mo
]
Corolario 2.2. Si «a > 2 entonces la funcion £ — |£|* no es definida negativa.
Demostracion. Directo del Lema 2.2. [

2.2.1. Laplaciano fraccionario de orden s > (

Definicién 2.8. Una funcion f: R — R se dice de tipo Bernstein si f € C*((0,00)) y
ademdas, para cada x > 0,

kdkf(x)

dxk

f@) =0 y (=1) <0,

para todo k € N.

Ejemplo 2.18. 5i 0 < s < 1, entonces la funcion

es una funcion de tipo Bernstein .
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El siguiente teorema ha sido demostrado en [25, Lema 3.9.9].

Teorema 2.2. Para cualquier funcion Bernstein g: Ry — R y cualquier funcion continua
definida negativa p: R" — C, la funcion (g o p) también es continua definida negativa.

En consecuencia, el Teorema 2.1 garantiza la existencia de un unico semigrupo de
convolucién (nf);>o tal que

~

nl(€) = (2m) " 2e WO >0, ¢eR™

Dado que la funciéon p: R™ — C también es continua definida negativa, podemos inferir
una vez més del Teorema 2.1 que existe un semigrupo de convolucién (7;):>o asociado a la
funcién p(§). En el contexto del Teorema 2.2, el nuevo semigrupo de convolucién (77)¢>o
se denomina semigrupo de convolucién subordinado a (7;);>0 0 a (). A la funcién u(§)
se le llama usualmente simbolo.

Corolario 2.3. Si s € (0,2], entonces la funcion & — |£|* es definida negativa.

Demostracion. Consideremos la funcién x — 2. Por el Ejemplo 2.18, esta funcién es
de tipo Bernstein. Por lo tanto, en virtud del Teorema 2.2 y del Ejemplo 2.16, la funciéon
€ (|€]%)2 debe ser definida negativa. =

Observacion 2.2. Si s € (0,2], el Teorema 2,1 nos da la existencia de un semigrupo de
convolucion (0} )i>o tal que

(&) = (2m)ze kT > 0.

Cabe senalar que en general no se conoce explicitamente una expresion para el semigrupo,
salvo en los casos s = 2 (descrito en el Ejemplo (2.5)) y el milagroso s = 1, en cual es
bien conocido que

1 n 1 ¢ n
nxzf(——i——) —, t>0, zeR"
W=IE T ap vy

A pesar de no contar con formulas explicitas para estos semigrupos, si conocemos bien su
comportamiento asintdtico. Resulta que si s € (0,2), se tiene que

t>0,zeR", (2.28)

t
n+s

n(r) X —————
= ey

ver [3].

Observacion 2.3. De acuerdo al Corolario 2.2, la funcion & — [£]°, para s > 2, no
genera un semigrupo de convoluciones. No obstante, para cada t > 0, la funcion

f(&) = (2m)~ze T
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posee inversa de Fourier al pertenecer a S(R™). Mds ain, esta inversa también pertenece
a la clase S(R™). Denotando esta inversa como n;, se sigue que para cada t > 0,

i (§) = (2m)Fe

Al tomar transformada de Fourier, resulta evidente que la familia de funciones (n])iso
preserva la propiedad de semigrupo:

n; * M) =Ny, paratodo t,r > 0.

Sin embargo, como ya se discutid, esta familia (n])i~o no genera un semigrupo de convo-
luctones. De hecho, no podemos asequrar que las medidas inducidas por cada una de las
funciones n; sean positiva.

FEste fenomeno se ilustra de muy bien en el trabajo [32], donde Li y Wong muestran que
st s es un entero mayor o igual a 2, entonces la funcion n; tiene infinitos ceros en los reales,
presentando el siguiente comportamiento oscilatorio en el infinito. Este comportamiento
se describe mediante la expresion:

|z

ni(x) =t f (tl > , t>0,zeR", (2.29)

donde

Ksn — _ _ .S/ (s—
fn(Z) = m [COS(CLSZS/(S n_ bn,s) + O(Z s/(s 1))] e 75 a 1), Z —» 00 (230)
AR

donde K, by, 5, a5, 05 sON constantes positivas reales dependientes de sus respectivos subindi-
ces. La funcion f, es comunmente conocida como el perfil simétrico radial. Gracias
al trabajo de Galaktionov-PohoZaev en [18, Proposicion 2.1], conocemos el decaimien-
to exponencial de las funciones f,: para cualquier dimension n € N, existen constantes
K=K, >0,u=pu, >0 tales que

[faly)] < Kem” 00y >0, (2.31)

2.3. Familias a-resolvente

2.3.1. Principio de subordinacién de Priiss
Sea (X, || -]|) un espacio de Banach y € X. Consideremos el problema de valor inicial

{Q?u(t) = Au(t), t>0 (2.32)

u(0) =z € X,

donde 0 < @ < 1 y A es un operador lineal cerrado y densamente definido en X. Deno-
tamos D(.A) al dominio del operador A.
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Definicién 2.9. Decimos que una funcion u € C(Ri,z) es una solucion fuerte del
problema (2.32) siu € C(Ry,D(A)), g1—a* (u—12) € CYR,, 1) y (2.32) vale en R,.

Aplicando la integral fraccionaria de Riemman-Liouville, obtenemos que el problema
(2.32) es equivalente a la siguiente ecuacién:

u(t) =x + /0 Ga(t — s)Au(s) ds = x + (ga * Au)(t). (2.33)

Definicién 2.10. Una familia {S.(t)}+>0 C B(X) es llamada una familia o-resolvente
para (2.32) si se salisfacen las siguientes condiciones:

1. S,(t) es fuertemente continua, para cada t >0 y S,(0) = I.
2. Sa(t)D(A) C D(A) y AS,(t)Ax = S, (t)Ax, para cada x € D(A) yt > 0.

3. Sa(t)z es una solucion de (2.33) para todo v € D(A) yt > 0, es decir, se satisface

:x+/ Galt — 8)AS,(s)xds = z + (ga * ASa)(t).

0

Es decir, si el problema (2.32) admite una familia a-resolvente S,(t), entonces la co-
rrespondiente solucién (y unica) es

u(t) = Sa(t)z, x € D(A).

Definicién 2.11. Una familia o- resolvente se dice exponencialmente acotada si
existen M > 1 yw > 0 tales que

1S.(H)|| < Me**, t>0. (2.34)

Ademds, diremos que un operador A € C*(M,w) si el problema (2.32) admite una familia
a-resolverte exponencialmente acotada.

Observe que cuando @ = 1 se obtiene la clasica teoria de semigrupos fuertemente
continuas (consulte [38]).

Ejemplo 2.19. (/2/, Ejemplo 4.1.3]) Sea (n:)i>0 un semigrupo de convolucion en R™. En
el espacio X = (Cw, || - ||oo) definimos

Si(tyu(e) = [ ula =~ y)mldy) = (s ()
Entonces la familia (S1(t))t>0 es una familia 1-resolvente en X, es decir, define un semi-

grupo fuertemente continuo.

Proposicién 2.8. ([38, Teorema 1.1]) Si A € CY(M,w) y B es un operador acotado en
X, entonces el operador C + B € CY(M,w + M]||B||).
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Ejemplo 2.20. Si en la proposicion anterior B = bl, con b > 0 e I el operador identidad,
entonces aA + bl genera una familia 1-resolvente (S(t))io, para todo A € C*(M,w) con
familia 1-resolvente (T(t))i>0 y a > 0. Es sencillo comprobar que S(t) = e"T(at), para
todo t > 0 (consulte [17, Pdgina 60]).

Teorema 2.3. (Subordinacion) [2, Teorema 3.1] Sea 0 < a < 1 yw > 0. Si A €

CYM,w), entonces A € C“(M,wé), y se sigue la siguiente relacion entre las respectivas
familias resolventes:

Sa(t) :/ 7P, (st™)S1(s)ds, t >0, (2.35)
0
donde P, es la funcion de tipo Wright definida en (2.19).

El siguiente corolario es una consecuencia directa del Teorema 2.3.

Corolario 2.4. Si A € CY(M,w) con familia 1-resolvente (T'(t));>0 C B(X), entonces
A € C*(M,w=), para cualquier a € (0,1].



Capitulo 3

Existencia y unicidad

3.1. Existencia y unicidad de la solucién

En esta seccién demostramos que el problema (1.1) posee una tnica solucién distribu-
cional dada por la siguiente definicion:

Definicién 3.1. La funcion u, s : Ry X R" = R es llamada una solucion fundamental
del problema (1.1), si uqs(t,-) resuelve (1.1) en el sentido de S'(R™) para todot >0 y

lim wgs(t, ) = do(z), en S'(R").

t—0t

En el resto del capitulo nos centraremos en construir una funcién u, (-, -) que satisfaga
las condiciones de la Definicion 3.1.

Para empezar, notamos que las hipétesis del Teorema 2.3 (Subordinacién) nos sugieren
estudiar la soluciéon fundamental del problema

{@u(t, z) +a(=A)2u(t,x) = bu(t,z), t>0,2€R" (3.1)

u(0,z) = do(z), ze€R"™

Al aplicar formalmente la transformada de Fourier, obtenemos la ecuacién diferencial
ordinaria

a(0,§) =1, ¢eR, '
cuya solucién viene dada por
G s(t,6) = e (3.3)

(a) CASO s € (0,2]: Como ya hemos visto en el Corolario 2.2, la funcién § — [¢]°
definida en R™ no siempre determina una funcion definida negativa. De hecho, solo lo

34
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es cuando s € (0, 2] (ver Corolario 2.3). En dicho caso, el Teorema 2.1 nos garantiza
la existencia de un tnico semigrupo de convolucién (7;):>o satisfaciendo la igualdad

() = (2m) e T

Por otro lado, para ¢t > 0, la funcién definida por ¢ — e *Kl” pertenece a L, (R™),
y su transformada de Fourier inversa esta bien definida. De este modo, gracias a la
Proposicién 2.4, podemos deducir que

ﬁﬂf)zu/nei”%ﬁ«M0=:/;e“ff'1&zmmsﬂx>¢a

donde F! es la transformada inversa de Fourier en L;(R"). De esta forma, la solucién
distribucional del problema (3.1) viene dada por:

(u1,6(t), ) == ("n;, 0), ¢ € S(R"),
donde 7} (z) = F{e tlE} (2).
Por lo tanto, si t > 0, se tiene que
uys(t, v) = eni(x), = €R™ (3.4)

Ademas,
(114(0).0) = (5.0) = | ol@ni(ds) = [ o(w)en(da) = 6(0)

Por lo tanto, del Ejemplo 2.10, deducimos que u; 5(0) = do. Es relevante destacar que
u1s(t,z) > 0, para todo t > 0y x € R™, ya que (;)¢>0 constituye una familia de
medidas positivas. Esto resuelve los casos s € (0, 2].

CASO s € (2,00): Observemos que para cada t > 0, la funcién ¢ — e pertenece
a la clase de Schwartz, siempre y cuando s > 2, de modo que en este rango de valores
de s, la transformada de Fourier de esta funciéon siempre existe, y ademas, pertenece
al espacio S(R™). Por lo tanto, para cada t > 0, definimos

uy o(t,z) = et FHe Y (2), 2z e R (3.5)

Si fijamos t > 0, esta funcién define una distribucién en S(R™) dada por

U, o(z) = - d(x)us(t, z)de, ¢ e S(R™).

Es claro que Uy (z) = ¢(0), y por ende, ¥y = d.

De esta forma, la solucién al problema (3.1) viene dada por (3.5), y en cualquier caso
para s > 0, la solucién distribucional viene inducida por la funcién

uyo(t,z) = P F e M Y (z), t>0, zeR™
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A continuacién, utilizando el principio de subordinacién establecido en el Teorema 2.3,
construiremos la solucién fundamental para el problema (1.1).

Aligual que antes, tomamos transformada de Fourier formalmente en el problema (1.1):

{aga(t,g) +alélra(t, &) = ba(t,€), t>0,eR" (3.6)

4(0,6) =1, ¢eR"

Esta ecuacion diferencial en tiempo fraccionario es equivalente a la ecuacion estudiada en
la Proposicién 2.7 con w = b — a¢|*. Por lo tanto, la solucién se expresa como:

las(t,€) = Eo(t°(b — al€f)), t> 0,z €R"

Finalmente, aplicando el Teorema 2.3, afirmamos que la solucién u, s para el problema
(1.1) esta dada por:

(Ua,s(t), ¢) = (/00 17D (Kt )uy 5(k, -) dk,qb) , 9eSR"),t>0.
0
En efecto,

(aoc,s (t)a gb) = (ua,sa QE)

_ ( /0 b (bt Yuy o (k, ) d, dS)
— (/OOO t=0®, (kt=*) iy 4 (k, -) dk, ¢)

= (/OO @a(s)ekt“(b—a\éls) dk, ¢>
0

= (Ea(t*(b—al¢]*)), 9),
donde en la tultima igualdad se ha utilizado que

L{®a(1)}(=r) = Ea(r).

Evidentemente, (uqa5(0),¢) = ¢(0), es decir, uq5(0) = do.

Observacion 3.1. Es importante senalar que la distribucion definida por u, s(t, x) estd
inducida por la funcion x — [t @4 (kt™*)uy4(k,z) dk. De esta forma, la solucién al
problema (1.1) estd identificada con la funcion

tos(t, 1) = / 00, (k= ur (b, 2) dk, t> 0, € R”.
0

Ademas, se tiene la siguiente expresion alternativa:
Ugs(t,r) = F H{EL(*(b— alé]))}(z), t>0, xR

donde F es la transformada de Fourier en S'(R™).
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Observacion 3.2. Como ya hemos mencionado, la solucion uy s del problema (3.1) es
globalmente positiva cuando s € (0,2]. Por lo tanto, gracias a la representacion (1.10), la
positividad se preserva en Uq, s, para todot >0y x € R".

Una demostracion alternativa a este hecho la hace el matemdtico fines Jukka Kemppai-
nen en [28].

Observacion 3.3. Cuando s > 2 yn =1, la funcion £ — E.(t*(b— al£|®)) es integrable
sobre R™, como hemos mencionado en (1.12). En este caso, la transformada de Fourier
en la representacion

Uas(t,7) = F H{EL,(*(b—alé]*))}(z), t>0,z€R"

coincide con la transformada de L(R™) (ver Proposicion 2.4), es decir,

U s(t, 7) = AeiﬁfEa(ta(b—a|§yS))d§.



Capitulo 4

Comportamiento asintético

4.1. Resultados de divergencia

En este capitulo demostramos los teoremas enunciados en la Seccién 1.3. Consideremos
el problema de valor inicial definido en (1.1):

ofu(t, ) + a(—A)2u(t,r) = bu(t,r), t>0x€cR"
u(0,2) = do(x) = € R™

Como probamos en el Capitulo 3, la solucién fundamental al problema de valor inicial
(1.1) se puede expresar via subordinacién al caso a = 1 como:

Ua,s(t, ) = / 7P, (Kt~ uy s(k,x)dk, t>0, z€R"
0

Por lo demés, siempre que tenga sentido (ver equivalencia (1.12)), podemos representar
la soluciéon como:

Uns(t, T) = / e_ig'mEa(ta(b —al€]®))dé, t>0, x€R™

En una primera parte, trabajamos el caso s € (0,2) via la representacién (1.10). A través
de este enfoque, obtenemos resultados tanto de divergencia como de convergencia en los
valores de u, s en cualquier dimensién. Es crucial destacar que la positividad de wu; ; (ver
Observacion 3.2) desempenara un papel crucial en la deduccion de los resultados relacio-
nados con la divergencia. Por lo tanto, el procedimiento no puede extenderse directamente
a los operadores (_A)%’ con s > 2. Dentro del rango de exponentes 0 < s < 2, el ca-
so limite s = 2 es especial y requerird un tratamiento particular. Esto se debe a que el
semigrupo asociado, ademas de ser positivo, también posee decaimiento exponencial.

Posteriormente, consideramos el caso s € [2,00), pero fijando n = 1. La integrabilidad
de la funcién & — E,(t*(b— al¢|*))), nos permite utilizar la representacién (3.3). En esta
etapa, sera de gran utilidad obtener nuevas cotas para las funciones de Mittag-LefHer.

38



4.1. RESULTADOS DE DIVERGENCIA

4.1.1. Caso s € (0,2)

En esta subseccion demostramos el siguiente teorema:

39

Teorema 4.1. Seann € N, a € (0,1) y s € (0,2), y consideremos b > (1 — a)a®/17%) y

a >0 como en (1.1). Si B > 0, entonces

tlggo Ug s (t, MtPE) = 00,

para cualquier m >0 yée € S*L.

Demostracion. Sabemos por el capitulo anterior que la solucién al problema (1.1)

admite la representacion

o st ) = / 108, (kt—"Yur s (k, z) dk, ¢ >0,z € R™.
0

Como s € (0,2), también tenemos conocimiento de que el semigrupo uy s(t, z) es positivo
para todo t > 0y x € R". Esto, junto con (2.22), garantiza que el integrando sea positivo.

Por lo tanto, podemos establecer la siguiente desigualdad:
2t
Uqs(t, ) > / 17D (kt™Y)ug s(k, ) dE.
t

Por otro lado, debido a (3.5) y (2.28), existe C' > 0 tal que

k
uy s(k,x) > C’ebk—ns.
Ll = O e

Asi, obtenemos la siguiente afirmacién:

k
(k= + Jz]2) "

2t
Uqs(t,2) > Ct° / D, (kt™)e*
t

Por otro lado, observamos que, gracias a (2.21) y (2.22), la funcién k — &, (kt=?)

integrable y positiva en [t,2t]. Ademés, la funcién k eb’“—(k2 |k‘2)7
s +|x 2

€s

— es continua en el

intervalo [t, 2t]. De esta manera, se satisfacen las hipotesis del teorema del valor medio, y

por ende, existe ¢; 1= ¢ € [t, 2t] tal que

U s(t, ) > Ct™ ¢

2t
L S— / O, (kt~) dk
(c* + ]z = )
C

2t
= Ct_az—n_‘_sebc/ W_a’l_a<—/€t_a) dk.
(cx + =)= S

Gracias a la recurrencia (2.18), sabemos que

d Wean(—kt?)
i/ ——

= W —kt™®), (4.1)
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y por lo tanto,

c

Uqs(t,2) > C " [W_ai(—t'7%) = W_gi(—2t"7%)]

e

n—+s
2

Y
(e5 + [a]?)
g;webtw—a,l(—tl_a)
(c5 + Jaf?) 2
Notemos que dado que o € (0,1), el argumento de ambas funciones W_,1_o(—t'"%)
Vv W_ai_a(—2t7%) divergen cuando t tiende a oo. Por este razén, podemos emplear

las asintotas mencionadas en (2.23) en cada una de estas funciones, obteniendo asi las
siguientes relaciones:

M-1
Woai(—t'7%) = [(1 — a)aTat] ze (1-eal" Ay oYM
m=0

con t — 0o, donde Y = (1 — a)aﬁt, y

) 1 o M-—1
W_ar(=2t7%) = [(1 — @)aia2mat] 2e (1-)2 " aT="1 Y Anzm+0(1Z) M|
m=0

cont — ooy donde Z = (1 — a)aﬁZﬁt. Luego, es evidente que

W_g (=2t

Jim W_(jl((_tla))

De forma, podemos acotar a la funcién de la siguiente manera:
, t

((20)F + |z]?)

donde C’ es alguna constante positiva.

—0. (4.2)

" W_aa(—t' ) [1 = o(1)],

Ug,s(t,z) > C

n+s
2

Si |z| = mt?, entonces

"W _ g1 (=) [1 —o(1)].

t
((2t)% + m2128)"s
Para establecer la divergencia del lado derecho de la desigualdad, observamos que los
términos de orden t? no influyen mayormente en el comportamiento asintético debido a
la presencia del término €. Sin embargo, la funcién W_, ;(—t'~%) si posee decaimiento
exponencial a una tasa (1 — a)(a®+) € (0,1). Dado que b > (1 — a)(aT-+), se tiene

Ug s (t, mt?) > C

M—1
, —a , a1 (1 _aToa —m _
lim "W (—#'7) = lim ”[(1 — a)atat] 2e (7T }jo AnY "4 O(Y )M
= 0.
De esta forma
. B\
tli}]élo Ug,s(t, mt’e) = oo,

lo cual concluye la demostracién. [
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4.1.2. Caso s =2

En contraste al caso trabajado anteriormente, ahora el semigrupo correspondiente posee
decaimiento exponencial. Como veremos, esto hard que el pardmetro b en (1.1) tome un
papel protagdénico en el comportamiento asintético de uq s.

Teorema 4.2. Seann € N, a € (0,1), a >0 y b > (1 — a)a®=% fijos como en (1.1).
Se siguen las siguientes proposiciones:

1. Si0< B <1, entonces
tlgilo Ug o (t, mt?E) = oo,

conm>0yee S

2. SiB=1ym<2yalb—(1—a)a/0-2) entonces

lim w, 2(t, mte) = oo,
t—o00

con e e S 1.

||
~ Zat
bt (Z . )t%, la cual define cla-
ta

ramente una funcién positiva para todo t > 0 y x € R". De esta forma, podemos proseguir
de forma similar a como lo hicimos en el Teorema 4.1 de la secciéon anterior, es decir,

Demostracion. Como ya hemos demostrado, uy»(t, z) = e

_l=l?
€ 4dak

——— dk, e R", t>0.
(4rka)= !

2t
Uaa(t,) > £ / D (It =)l
t

El teorema del valor medio para integrales da la existencia de ¢; := ¢ € [t, 2t] tal que

Ua,g (t, SL’) Z tiaebcm W—a,l—a(_ktia) dl{?
t

Nuevamente, de la relacién (4.1) y de ¢ € [t, 2t], deducimos que

_l=?
€ 4at —a —a
Ua o (t, ) > €btw [(W_aa(—t'7%) = W_ga(—2t"7%)]
=2 1—
pt € 4at 1—a W—a,1<_2t Oé)
=t —W_,1(—t 1-—
¢ (87ta)2 1 ){ W_gi(—t1—2)

Por lo tanto, de (4.2), se tiene que

_ =2
t € 4at

Grta)F e (T L —oD)].

Ugo(t, ) > b
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Como es usual, consideramos = mt’e, donde € € S*!. De esta forma,

m2:28

e~ 4at
UQ’Q(t7 mtﬂé) Z €btww_a71(—tl_a) []. — 0(1)] .

Ahora recordamos que segtn (2.23), la funcién ¢ — W_, 1(—t'"*) decae mds réapido que

(07
C(l—a)aTs P e .
e~(1—at=%t "cyando ¢t va al infinito, de modo que existird divergencia en los valores de

Uq,s Sl se satisface el siguiente el limite:

lim
t—o0

m2¢26-1
@____

P (1-— a)alfat} = 00. (4.3)

En efecto, tenemos que

o m22ﬂ1 = 2 m2252
Ji #0001 -t - .

Ahora si § < 1, se tiene que

lim [(b —(1-a)a™a) — ﬂztz‘”} = (b—(1-a)atTs) > 0.

t—00 4a

Esto demuestra la primera proposicion.
Por otro lado, si = 1, entonces el limite (4.3) se toma si

2
lim ¢ (b - ZL— - (1- a)aa/(l_a)> = 00,

t—o0 Qa

es decir, cuando
2

m
b— " 5 (1 - @)a/0-9),
1 ( a)o

Esto demuestra la segunda proposicion. [

Observacion 4.1. Notemos que la condicion

m2

b— Pk (1 — )/

coincide con la impuesta en (1.15) cuando o — 17, pues

lim (1 — a)a®/(172) = 0.

a—1
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4.1.3. Caso s € [2,00)

Para simplificar la escritura y la lectura de esta seccion, hemos fijado los valores a =
b = 1. El resultado general se obtiene por un simple cambio de variables en la integral
(3.3). A saber, si v, s es la solucién al problema

ofu(t, ) + (=A)2u(t,r) = u(t,z), t>0,z€R
u(0,z) = dp(x), = €R,

Y Uq s la solucién de (1.1), entonces

1 1
s s

U s(t, ) = va,s(tai,x(a/b) )(a/b)s, t>0,z€R.

Producto de la igualdad anterior, el comportamiento asintético se preserva en ambos
problemas. De ahora en adelante, seguimos utilizando la notacién u, s para referirnos a
la solucién fundamental de (1.1).

Dos cotas para las funciones de Mittag-LefHer

La funcién de Mittag-LefHler juega un papel preponderante en el comportamiento asintoti-
co de la funcién u, s y determinar nuevas cotas para esta clase de funciones es fundamental
para extender los resultados obtenidos en [15]. En este contexto, demostramos dos lemas
que generalizan a los presentados en [15, Seccién 3| y cuyas demostraciones dependen
fuertemente del intervalo de crecimiento de la funcién s — I'(s).

Lema 4.1. Sean M € NN [2,00) y a € [17,1]. Parar >0 se tiene que

[3]\/172]
2

E.(r) < aE.(r) + Z Y, (4.4)

k=0

donde
1 1

T TAtak) T(atak)

M _2]. Dado que k es entero, se deduce por la definicién de

Demostracion. Sea k > [3 5
> 31\/12—2_ Como ademas o > %, se tiene que

la funcién parte entera que k

1+ ak > a+ ak

1 3M-21
> — 4 —
- M 2 M
_3
=5

Por tanto,
3
1+ka>a+ak>-. (4.5)

2
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Por [12], sabemos que la funcién IT" es creciente en el intervalo [2, ), por lo que
I'(1+ ka) > T'(a+ ak), paratodo k€ N. (4.6)
Luego, para todo k > [3M 2} y r > 0, se cumple que
-k -k

I'(1+ ak) = I(a+ka) (4.7)

Notamos que al lado izquierdo de esta ultima desigualdad aparece el término general de
la serie que define a la funciéon E,. Es decir, si sumamos sobre k, obtenemos que

o k

.

Bor) =S —

(r) kz_:l“(l—l—ak)
[3]\4 2] 1

Z F1+ak Z Fl—i—ak

3M—2
i o "
< +
kz—() I'(1+ ak) :PZM‘Q I'(a + ak)
[3]\/[272] 1 Tk [3]&{272} 1 rk
= 2 Eoal(r)
—  I'(1+ak) — [+ ak)

[3]%—2] 1

= aF (r Z ™,

1 1 .
donde vy := Mtk ~ Tatah)" Lo cual demuestra la aseveracion.

Observacion 4.2. Notemos que para M = 2 se recupera el resultado obtenido en [15,
Lema 3.1/, ya que asi

3M — 2
=2,
2
1 1 1 1
= " Ty "TTlta) T(2a)

y para r > 0,
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Observacion 4.3. La desigualdad (4.4) es optimal para o = 1. En efecto, si a = 1,
entonces, independiente del valor de k, v = 0, y dado que Ei(r) = ¢ = Ei(r), la
desigualdad (4.4) es trivial para todo r > 0.

Lema 4.2. Sea M € NN [2,00) y a € R tal que a € [3;,1]. Parar > 0 se tiene que

[M—1+L [M—1+5L
E.(r) > TM_IE;(T) — Z W (4.8)
k=0 k=M-1
1
con Ay = F(a+ka Y B = T(itka—a(M—1))
Demostracion. Sea r > 0.
Notemos que,
M1 - - - ¥

E.( 4.9
Z% I'(1+ ka) k_z:lfl+ka—a(M—1)) (4.9)

Por otro lado, para todo k > (M — 1) + i, se tiene la siguiente cadena de desigualdades:

1
oz—i—kozz1—oz(M—1)+koz21—a(M—1)+((M—l) 5 )a_g
a

Al igual que en el lema anterior, utilizamos la monotonia de la funcién s — I'(s) en el

intervalo [2, 00) para obtener,

DNa+ka) >T(1—a(M—1) + ka),

lo cual a su vez implica que

I'(a i ka) = r(l— oz(Ml— )+ ka) PM® todo k> (M —1)+ % (4.10)
De esta manera,
M-1 - r¥
r Ea(r)zk%_lr(l%—ka—a(M—l))
[M—1+5- N - .

2 T+ ka—a(dl—1)) 2. T(1+ka—a(M —1))

k=M-1 k=[M—1+5-]+1

Por la desigualdad (4.10), podemos acotar E, por su derivada mds otros términos de
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orden polinomial de la siguiente manera:

[M—1+5] ok 0o ok
M—1
r" T EL(r) > Z + Z -
vt Nl+ka—a(M —1)) TR Mo+ ka)
[M—1+5-] ok [M—1+5] ok
=Eya(r) — —+
; I+ ka) k:E:M_l N1+ ka—a(M—-1))
[M—1+% o [M—145- o
— E/
-« Z (a+ ka) kzMjl M1+ ka—a(M —1))
[M—1+55 [M—1+5=
= OéE/ Z )\kr + Z Bkr
k=M—1

donde A\, := m y B = m Dividiendo a ambos lados por 7™~1 > 0, se

obtiene la desigualdad (4.8). "

Observacion 4.4. Cuando escogemos M = 2, se generaliza el [15, Lema 3.2]. En efecto,
a € [%, 1], y % <1+ i < 2. Por tanto, [1 + i] = 1. Reemplazando en (4.8), se obtiene
que,

Una cota uniforme para la solucién fundamental v,

En esta subseccion estudiaremos la divergencia en los valores de u, s sobre esferas del
tipo |z| = ct?, para < 1.

La ausencia de positividad global en la solucién u; 5 (ver Observacion (2.3)) nos impide
utilizar las técnicas empleadas en la secciéon anterior.

Dado que s > 1, la solucién u, s admite la siguiente representacion (ver la equivalencia
(1.12)):

U s(t, ) = / B, (tY(1 =€) d¢, t>0, zeR.
R

Atn mas, de la Proposicién 2.3 y del hecho que Jfé(x) = ,/% cos(x), podemos deducir
que

U s(t, ) = C’/OO E,(t*(1 =¢&°%))cos(z€)de, t>0, zeR,
0

con C' alguna constante positiva.
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Observacion 4.5. Note que la igualdad uq s(t, ) = uq s(t, —x), para cadat > 0 yx € R,
nos permite reducir nuestro estudio solo al caso x > 0.

Lema 4.3. La solucion fundamental u, s se puede expresar por

Ua,s(t, T) Z Yay(t, z) (4.11)

k=0

donde

™

aolt, ) = / " Balt®(1 — €)) cos(a) d,

* (2k+1)
ap(t,z) = (—1)* /ﬂ(%_l) E,(t*(1 = &%) cos(x€) d€, para k > 1.

La sucesion {ay (-, ) }r>1 satisface las hipdtesis del Criterio de Leibniz para series alternan-
tes, es decir, para todo (t,x) € (0,00) xR y k > 0, se cumplen las siguientes propiedades:

(a) ag(t,z) >0,
(b) lim ag(t,z) =0,

k—o0

(¢) agy1(t,z) < ag(t,z), paratodo k >1, y2ay(t,x) > a(t,z).
Demostracion. Para demostrar la afirmacién (a), bastar notar que

(=1)*cos(z€) >0, €€ ( (2k — 1), 2x(2k + 1)) :

Como u, (t,z) € R, para todo (¢,x) € (0,00) x R, la serie Z(—l)kak(t,x) converge.
k=0
Con esto se tiene (b).

Por tltimo, tomando el cambio de variables § = z + 7, y del hecho que la funcién
r+— E,(r) es creciente, tendremos que

Z(2(k+1)+1)

G (1, 2) = (— 1)1 / Eult™(1 — £) cos(a€) de

7= (2(k+1)—1)

= (1)t /27;(%“) E, <t0‘ (1 —(z+ g)s>> cos(xz 4 ) dz

%(Qk—l)
o (2k+1)
< (~1)* / Ea(t*(1 — 2*) cos(2) d=
%(Qk—l)

= ay(t, x).
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Por tltimo,
2anlt,a) =2 F (1 - ) cos(at) de
= [ B0 e st
_ / Fa (1201 (u = 2)*)) ) cos(uz — ) du
> / B (t°(1 — u*))) cos(uz) du
— ot ).

El siguiente lema es particularmente ttil porque nos entrega infinitas cotas superiores
e inferiores para g, .

Lema 4.4. Sea m € Ny. Entonces la solucion de la ecuacion (1.1) satisface las siguientes
desigualdades:

2m+1
Uas(t,x) > Y (=DFar(t, ),
k=0
2m
Uas(t, ) < Y (=1 ax(t, ).
k=0
En particular,
uoa,s(ta ZIZ’) < aO(ta 93'), (412)
Uas(t, ) > ap(t, ) — ai(t, x). (4.13)

Demostracion. Directo del Lema 4.3. =

Observacion 4.6. Notemos que de la desigualdad (4.13) no podemos deducir que uq 4(t, x) >
0, puesto que solo sabemos que 2ag > a;.

Mediante el cambio de variables p := 1 — &° los coeficientes ag y a; pueden reescribirse
de la siguiente manera:

1 ! 1=s
aalt,z) = [ Bl e/ T=p) (=)' dp
1—(Z)s

2z

1 1_(%)5 1-s
ai(t,z) = —g/ EL(t%p) cos(zy/1—p)(1 —p)s dp.
1

— 3l)s
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A continuacién, proporcionaremos cotas para los coeficientes ag y a; haciendo uso de los
Lemas 4.1 y 4.2. Adicionalmente, verificaremos que el término ag domina sobre a;.

Lema 4.5. Siﬁ§a< L,t>0y0</{<3 <ux, entonces existe co: Ry X Ry — R tal

que
ao(t, z) > COZ(E) (%)H ta&M [Ea(ta) —E, (t“ <1 - <§))> +co(t,x)} (4.14)

co(t, mt?)
fm ———=
t—oo Ea(ta)

:0’
para todo B € R ym € R,.

1—s
s

Demostracion. La funcién p — h(p) := cos(x/T—p)(1 — p)
pe(l- (ﬁ)s, 1) y s > 2. En efecto, primero notamos que 0 < z(1 — p)% < 5,y por ende,

).

es creciente, para

0 < cos(z(1 — p)i) y 0 <sin(z(1 — p)%

Luego,
1
W (p) = sin(z(1 — p)*) (1 — p)¥ 72 — cos(a(1 — p)*)——— (1= p)* 2 >0
s
Ademés, por la eleccién de ¢, se verifica la contencién (1 — (£)*,1) C (1 — (£)*,1). De
esta forma,
1
ofta) = [ Bu(tp)cos(od/T=p)(1 =)' dp
1-(4)s
! s—1 1
> COS( ) (E) / Ea(tap)dp.
S 14 1_(%)5
Por hipdtesis, p > 0, asi que gracias al Lema 4.2 tendremos que:
[M—1+5=
cos(€) rx\s—1 [! a , 1 ° k
ao(t,z) > (—) / ———F (%) — ———— Ak(t%p)”...
s \L 1 (Lys \ (Erp)Mt (top) M=t kzzo
1 [M—1+5]
—_— t“p)e | dp.
+(tap)M_1 Z fyk( p) 4
k=M—1
Pero como también p < 1, se sigue que:
[M—1+2L
cos(l) fx\s-1 /1 a , 1 k
t ) > (—) Sy (L - — AL (t9p)F ..
CLO( SL’) = s / (L) ta(M-1) a( /0) (tap)M_l ; k( p)

[M—1+5]

‘f’W Z w(t*p)* | dp.
p k=M—1
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Procederemos con el calculo de la primera integral. La aplicacién del Teorema Funda-
mental del Célculo en este paso es crucial para nuestro analisis, ya que nos proporcionara
el término dominante F,(t*). Este término serd fundamental mas adelante, ya que serd
responsable de la divergencia de uq s.

Dicho esto, obtenemos la siguiente igualdad:

[ mmienas=gimer -2 (e (- (5)))]

Las demds integrales solo nos proporcionaran términos polinémicos y/o logaritmicos, y
seran dominados asintéticamente por E,(t*). En efecto, el cdlculo de la segunda integral
es solo la integracién cléasica de potencias:

I=(1=(£)s))rt2-M

' k4+1—M k+2—M st k+1—M# -1

I4 p dp = = bk(t, .I)’
o —In|l— (4] si k+1-M=-1

para0 < k < [M —1+ i] Observamos que la segunda rama tiene sentido considerarla,
ya que

2a0 2x

La tercera integral solamente se conformard por términos polinémicos, y en contraste
con las integrales anteriores, no apareceran términos logaritmicos, ya que, en este caso,
k es mayor o igual a M — 1, y por tanto, distinto a M — 2. Integrando las potencias

(1 (L\s\k+2—M
! (1k(+302)7)1\4 ,para M — 1 < k <

1 1
M-2<M-1+— = M-2< [M—l#——}.

correspondientes, se obtiene que fll_ (Lys pFH=Mdp =
[M — 1+ 5-]. Por lo tanto,

B cos({) (f)s_l : A, pok—a(M 1)bk(t z)
s 14
k=0
[M—1+51] s _
N cos(l) <§>sl gek—a(r) 1—(1- (ﬁ) Jr2=M
s \/ ¥ k+2— M
k=M—1
s [M—1+5]
cos(f) rx\s—1 « 14 ° k
= e I oM o e DN Bl I B — ¢ ARt i (2,
@) B m (e (1-(5) ) - X e
[M—1+55] £\s\k+2—M
L—(1—(3)°)"
ta tak T
D w k+2— M
k=M—1

- @) -5 (r (- (2))) i)
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donde
[M 1+5] [M—1+5 —(1- (ﬁ)s)kJerM
Nt g (t, ) + t* ta’“ z ,
colts Z 0 ) %: o k+2— M

y las constantes v v Ax son como en el Lema 4.2.
Finalmente, producto del comportamiento asintotico exhibido en 2.13, queda claro que

[M—1+L ) [M—1454] (1 (L) )k+2-M
> bt mt?) 417 Y pt® pn Y
co(t, mt?) = =0 . j:é\i)l = o(1),
como t — 00. [

Lema 4.6. Sz <a<l1,t>0y3 <ux, entonces existe c; : Ry x Ry — R tal que
a [(22\°! m™\* 3m
D (5 Ea(“<1—(—>>)—Ea "(1- ’
ay(t x)_tas (7?) [ t o t o + ci(t, x)

t, mth
L L)

t—o0 Eo (1) =9,

para todo B € R ym € R,.

Demostracion. Dado que la funcién p — (1 — p)% es creciente para s > 2y
—cos(zy/T — p) < 1, tendremos que:

1-(55)° .
it ) < / B ) dp
1-(3)

1 [22\°7" (&)
<-(= / “ Bt p)dp.
S ™ 1,(%)s

La eleccion de z > 37“, nos permite asegurar que p > 0 y utilizar el Lema 4.1:

[31V1272]

1/22\5" G k
al(w)é—(—) AR SR T
1

™

5 ) 0 )R (- ()
) B ()
<2 () B 0- G -5 (e (- () o]
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donde
to [3M272] N (1 . (zl)s)k+1 (1 _ (g_ﬂ)s)k+1
alt,v) =7 ;;% ( k+1 k+1 >
y
& (O G (1= )
t> ,yktak ( 2mtP _ 2mth )
Cl(t7mtﬂ> _ k=0 k - 1 k T 1 — 0(1)
E,(t%) et +o(1) ’
como t — oQ. [ ]

Teorema 4.3. Enn =1, sea M € NN [2,00) y s > 2. Para o € [57,1), B € (0,1) y

€ (0,%), eviste C > 0 tal que

Ugs(t, mtPE) > Cms~HPE—D=eM p ()1 — o(1)],

donde m >0 y C' = min{(>~*2,2(2)s"1} En particular,

75
, B _
tllglo Ugs(t, mt’€) = oo.
Aun mads,
lim g s(t, P(t)€) = oo,
t—r00

st ® es creciente, positiva, divergente y

P
lim (*)

t—o0 \“/E :0

Demostracion. Seax > Ty 0 < { < 7 tal que cos({) = £. Entonces, por la desigualdad
(4.13) y los Lemas 4.5 y 4.6, se tiene que

tas(t, ) > z?—si;j [Ea(ta) B, (ta (1 - (f))) 4 co(t,x)]

i (5) [ (- () -2l (- (3))) e
Eo (1 (1= (5)) | ""VE, (2 (1= (57)7))
Ea(t) Ea(t)
)

VB, (1 (1—-(£)7)  colt,z) — t*M=Vey(t, 2)
- Eo(t%) Eo(t%) } ’

s—1

> o

- toeM

1—

Eq(t)
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donde C':= min{¢* %2, 2(2)71} > 0. Si z = mt’¢, entonces

Eo(t* (1 = tsm=st=%F))

Ug, s (L, mtPE) > Om 1P D=eM B (1) B ()

1—
ta(M_l)Ea <ta <1 _ 357r57712;5t*53>>
E. (to‘)

a(M—1 o m*m_t—*F
R Gl U} L Coltymt?) — O Ve (¢ mt?)
E,(t) Eo(t)

+

Notamos que por los Lemas 4.5 y 4.6 tendremos que

co(t,mt?) — t*M=De, (¢, mtP)
Eq(t)

=o(1).

Por otro lado, por el comportamiento asintético de la funciéon de Mittag Leffler y la
desigualdad de Bernoulli

Ea(ta (1 _ gsm—st—sﬁ)) et((l—ﬂsmfstfsﬁ)é) + 0(1)
E.(t%) - el +o(1)

et(l—éﬁsm_st_sﬁ) +0<1>

et +o(1)

)

_(lésm—st—sﬂ+l
= € o

+o(e™),
comot—o00.510< (< %, entonces

E(t* (1= sm—st%))
RD =o(1).

Anélogamente, para cualquier e >0y 0 < < %,

(O, (1 (1 - et=))
E,(t)

— (et gy

Por lo tanto, para 0 < 8 < %
Ugs(t, mtPE) > Cms~HPE—D=eM p (1)1 — o(1)],

En particular, en regiones de la forma {z € R : |x| = mt®}, hay divergencia en los valores
de u,,s a medida que ¢ tiende a infinito. Més precisamente,

lfm g, (t, mt?€) = co.
t—o0
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Por 1ltimo, si consideramos regiones del tipo {z € R : |z| = ®(t)}, entonces la condicién
necesaria para asegurar que

Ea(t* (1 = £m=*(2(t) ™))
Eo (1)

=o(1), t = +oo,

es que

’
o (D)

lo cual equivale a que

Observacion 4.7. Si tomamos M = 2 y s = 2, se recupera el resultado de Dipierro et
al. en [15, Teorema 1.2].

Observacion 4.8. Es interesante observar que a medida que el orden del operador es-
pacial aumenta, la velocidad de invasion podria volverse mdas lenta.

4.2. Resultado de convergencia

Como hemos vimos en la Seccion 4.1.1, el lento decaimiento del semigrupo asociado
a s € (0,2), impide la convergencia a 0 en regiones del tipo |#| = mt?. Sin embargo,
cuando s > 2y a = %, el semigrupo asociado decae lo suficientemente rapido como para
asegurar la convergencia a 0 en esferas que se muevan a lo menos a una velocidad lineal.
El siguiente teorema demuestra esto.

Teorema 4.4. Seann € N y 5 € (1,00). Entonces para s > 2 se tiene que

lm uy (2, mt’é) = 0,

t—o00

con m > 0.

Demostracion. La representaciéon (1.10), nos permite escribir la funcién w1 , como

Ll
us (¢, ) :/ t720s (kt2)uy (b, x)dk, t>0, 7 €R".
0

Sea § = % Es claro que § > 1y § < (. Ahora reescribimos la integral anterior de la
siguiente forma:

9 [e%s}
uy (t,7) = / 720y (kt2)uy o(k, ) dk + / t72®y (kt™2)uy o (k, ) dk.
0 t

1
5 2
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Si reemplazamos x = mt’€, obtenemos que:

I o0
uy (t, mt’e) = / £330, (kt ™2y o(k, mt*€) dk + / £ 20y (kt~2)uy o (k, mt?€) dk.
0

0

Con el objetivo de estudiar el comportamiento asintético de estas integrales, tomamos
valor absoluto a ambos lados de la igualdad y aplicamos la desigualdad triangular:

us ((t,mt?@)| < L(t) + I(t),

donde

t&
Il(t):/ 720, (kt™2)|uy o (k, mt€)| dk, v
0

12(15):/ £, (kt2)|uy o (k, mt")| dk.
t

1

Empezamos estudiando la integral I;. Como vimos en el Ejemplo (2.13),

z

(2) =777,

por lo tanto,

0

L a2
L) = / (t) e ur o (, mt?@)] k.
0

Por otro lado, ya hemos mostrado en el Capitulo 3 que la solucién u; s puede escribirse
como

uy 5 (k, mt’e) = e ni(mt’e), t>0, xR,

donde 7} es el semigrupo asociado al simbolo [£|* (ver Observacién 2.3). De esta forma,

t0 5
L) :/ (tm) S Rl ()| d, > 0, 7 € R™.
0
Evidentemente, se sigue la desigualdad

t6
Lt) < & / () (mt®)| d.
0

En este contexto, el decaimiento de la familia (1])r>0 es conocido y viene dado por

B
s/ Bon _ ,-n mit
ne(mt’e) =75 f, (m)7
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donde por la Observacién 2.3, existen constantes K = K,, y u = p, tales que

tﬁ S miB s/(s—1)
2 (Z—/) < ke G5 S0 8>k

En términos de la funcién f,, la integral se reescribe como:

mitP
k (W)’ "

10 ECRRYICESY)
< (tm) "zt R e / ke (B7) i
0

6

Lo < ()bt |
0

O mtBys/(s=1)

t
:K(tﬁ)_ét_zebté/ e M RIGTD T dk.
0

Para simplificar el analisis de esta integral, llamaremos por o := «a(t,m, s, ) = p(mt?)s/ =1,
Asi,

t6
Li(t) < K(W)_%t_zebt&/ e W=D df.
0

. 1
Si u = ;76— entonces du = —_ 25k~ 1 Ydk, y por tanto,

td o0
/ e k/CD dk = (s — 1)045_1/ e “u”* du.
0

[e3
$6/(s—1)

Esta ultima integral corresponde a una del tipo Gamma incompleta de parametros 1 — s
(0]

Y 576D (ver Definicién 2.1):

o

. s—1 —u, —Ss _ . s—1 . o
(s — 1« e 'udu=(s— 1) F(l s,—td/(8_1)>.

16/(s—1)

Volviendo a la integral I;, obtenemos la siguiente desigualdad:

—% - btd . s—1 _ o
L(t) < K(tn) 55 (s — 1a r(1 s,—té/(s_l)).

Para terminar el andlisis de Iy, utilizamos el comportamiento asintético de la funcion
Gamma incompleta (ver Ejemplo (2.2)) para deducir que

L(1) < K h e (s - Dot (0 0) e,

Recordando que a = u(mt?)*/(=1 | tendremos que

. $9)3/(5=D\ 7 mifye/ta)
L(t) < K'(tw)_%t_erté(s — 1)(u(mtﬁ)8/(s—1))8—1 (%) e Ty '
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Por lo tanto, si queremos que I;(t) — 0, cuando ¢t — oo, necesitamos que

Bs )

0 <
s—1 s—1’

_ B+l
2

lo cual es cierto si > d. Dado que y B > 1, se sigue que limy;_,, I;(t) = 0.

Por otro lado, tenemos que

N
D=

8

L(t) = / 3D (k=5 un o (k, mt8)| di
t

oo 1 2
/ (tr) " 2e™ 5 |uy o (k, mt®&)| dk.
t

Notamos que

s/(s=1)
) < o)
|uy s (k, mt?e)| = ™ I >' < Mie T < Ke',

mi?

1 s 2 1 [e.e] 2
L(t) < K(tﬂ')2/ e~ etk dk = K(tw)2/ oS0k g1
t t

para todo k > t°. Luego,

s é

Como vimos en (2.6), esta clase de integrales tienen antiderivadas explicitas en términos
de la funcién error erf. Se sigue entonces que:

R
e wedk
t5
— Kt [1 —erf (2#;*% — b\/Z)]
— KeYerfe (2255’% — b\/l_f) )

N[

Ly(t) < K(tm)~

Note que hemos utilizado el limite (2.3) para evaluar el extremo superior de la integral y
la Definicién 2.4. Ahora, del hecho que 6 > 1, podemos asegurar que

24972 — b/t > 0,

para t suficientemente grande. De esta forma, si T' > 0 es tal que
2073 — b/t > 0,

para t > T, se sigue de la desigualdad (2.5) que

2 _(g0—% 2 2 4426-1 5 32 _ap26—1 5
Ig(t) SKetb (2772 bv/t) — Kt o4t pAbt’ 0%t =4t ot
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Pero como § > 1,

t—o00

Por lo tanto,

lm |us (£, mt’@)| < lm (I)(t) + L(t)) = 0,
t—00 27 t—o00

lim u%,s(t, mt?é) = 0.

t—o00

Esto concluye la demostracién. [

Observacion 4.9. Con el resultado obtenido en esta seccion, junto con los de la Seccion
4.1.2, hemos caracterizado completamente la velocidad de invasion del problema

(4.15)

Q%u(t,a:) —alAu(t,x) =bu(t,z), t>0,z€R
uw(0,z) = do(z), x€R,

sz’b>}1ya>O.Asaber,pamm>0,

€ (0,1
Hm ul2(t,mt5> _ o0, ﬁ ( ) )
t—oo 2’ 0, p>1L

Observacion 4.10. En vista del resultado obtenido en esta seccion, sumado al Teorema
4.3, la solucion al problema

{6‘Eu<t,x> +a(=A)fu(t,z) = bult,z), t>0,7 R (4.16)

u(0,2) = do(x), z€R,

con s > 2, satisface que

, € (0,1
lfm w1 (t, mt’e) = o0, fe(0,1/s)
t—oo 22 0, p>1L1

Con las técnicas utilizadas no es posible aun determinar el comportamiento asintotico
1
para 3 € [5,1].



Capitulo 5

Conclusiones

La principal motivacion de este trabajo surgié al intentar abordar las preguntas plan-
teadas por Dipierro, Pellacci, Valdinoci y Verzini en [15] con respecto a la velocidad de
invasion de la solucién fundamental del problema (1.1) para s = 2. En este sentido, uno
de los principales resultados que hemos demostrado en este trabajo es que, para cualquier
dimensién n € N y cualquier « € (0, 1), siempre podemos escoger un b > (1 —a)a®/(1=%)
(como en (1.1)) de manera que, si la variable espacial = estd en esferas que se mueven a
lo més a una velocidad lineal, entonces los valores de la solucién u, o divergen a tiempos
grandes. Este resultado claramente extiende al Teorema 1.2 del trabajo [15].

Por otro lado, era de esperar que la divergencia de u, 2 en esferas que se mueven a una
velocidad lineal dependiera de los valores a y b, similar a lo que sucede en el caso clasico
a =1 (para més detalle, ver la igualdad (1.15)). De hecho, hemos demostrado que existe
divergencia en esferas del tipo |z| = mt si se cumple la relacién b — T—; > (1 —a)a®/0-),
Observe que si & — 1, se recupera la condicién de la primera rama de (1.15).

En relacién con la convergencia a 0 de los valores de u, 2, hasta ahora solo hemos podido
dar un resultado para el exponente fraccionario a@ = % En este caso, hay convergencia
si las esferas se mueven al menos a una velocidad lineal. Este resultado es independiente
de los valores de n, a y b. Por tanto, junto a los resultados anteriormente mencionados,
si escogemos adecuadamente el valor de b (por ejemplo, tomando b = 1), la velocidad de
invasioén en este caso es O(t) = mt, para m > 0, y esta coincide con la del caso clésico
a=1.

Resulta interesante observar que, a diferencia de lo pronosticado, la presencia del ope-

rador con memoria f)t% no influye (al menos en este caso) en el célculo de la velocidad de
invasién en comparacién al caso clasico. Creemos que este fenémeno podria extenderse
a todo a € (0,1), y actualmente estamos explorando nuevas herramientas para abordar
esta cuestién. No obstante, en el caso en que la velocidad de las esferas es lineal (esto es,
cuando 3 = 1), si podria verse tal efecto de memoria. Vale decir, si pudiéramos demostrar

. . e 2 ,
que existe convergencia a 0 en |x| = mt, donde m > 2\/a(b — (1 — a)a®«), entonces si
existiria una ralentizacién respecto al caso clasico, en el que hay divergencia para valores

39
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de m en el intervalo (0,2v/ab), mientras que en el caso no local, habria divergencia en el

intervalo mas pequeto (0, 2\/a(b — (1 — a)ata)).

Todo el estudio anterior motivé el estudio del problema (1.1) para cualquier s > 0.
En particular, hemos probado que el problema con s € (0,2), para b > (1 — a)a®/(1=),
con algin a € (0,1) fijo, siempre existe divergencia en los valores de u, s en cualquier
esfera del tipo |z| = mt®, 8 > 0, con t — oo. Este resultado era esperado debido al lento
decaimiento del semigrupo de convoluciones 7;.

Distinto es el caso s > 2. Sin dudas, este es el rango mas dificil de estudiar debido a la
naturaleza oscilatoria del semigrupo n;. Ain maés, es conocido que 7; presenta infinitos
cambios de signo, de modo que las técnicas empleadas para el rango 0 < s < 2 no pueden
ser replicadas.

Para el desarrollo de esta parte del trabajo, fue necesario encontrar nuevas cotas para la
funcién de Mittag-Leffler de orden a € [5;, 1] que se relacionaran con su derivada. Estas
estimaciones, demostradas en el Lema 4.1 y en el Lema 4.2, generalizan las calculadas por
los autores en [15]. A saber, al elegir M = 2, se recuperan las estimaciones mencionadas.

Utilizando la técnica de los autores en [15], hemos probado que existe divergencia en
los valores de u, s en esferas del tipo |z| = mt®, para 0 < 8 < %, siempre que n = 1.
Ademas, debido a que el correspondiente semigrupo posee decaimiento exponencial, hemos
obtenido un resultado respecto a la convergencia a 0 en los valores de u, s para a = % y
en esferas de la forma |z| = mt?, con 8 > 1, empleando técnicas similares a las del caso
5 =2.

En la siguiente seccion discutiremos algunos problemas abiertos que surgen de esta
investigacion.

5.1. Trabajos Futuros

A continuacion, destacamos los principales problemas que quedan abiertos en este tra-
bajo y proponemos algunos otros para futuros proyectos de investigacion:

1. En los teoremas 4.1 y 4.2, se requiere estudiar el caso 0 < b < (1 — a)a®/(1=9),

Por un lado, para s € (0,2), es posible que se obtenga un nuevo resultado de
divergencia en vista del lento decaimiento que presenta el semigrupo u, s, mientras
que para s = 2, se espera que el coeficiente a juegue algin papel importante en
el comportamiento asintético. De todas formas, es posible que en ambos casos se
requieran usar otras representaciones para la solucién wu,, s.

Respecto al Teorema 4.4, este solo responde al caso a = % Si se lee con cuidado la

demostracion de este teorema, la relevancia del parametro o = % se ve en el calculo

de la integral I debido a que se ocupa la forma explicita que toma la funcion ® 1. En
ese sentido, dado que en general se desconoce la forma exacta de las funciones @,
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habria que buscar alguna via alternativa para trabajar la integral I5; probablemente,
explotando su comportamiento asintético y otras propiedades. Como comentamos
brevemente en las conclusiones, es deseable estudiar a detalle el caso f = 1y estudiar

el intervalo (0, 2\/a(b — (1 — a)a™=)) para los valores de m.

2. Ahora bien, las mayores dificultades se encuentran en el rango s € (2, 00) producto
de la pérdida de la positividad en el semigrupo que subordina. Recordamos que
nuestro resultado acerca de la divergencia, enunciado en el Teorema 4.3, es sola-
mente véalido en dimension n = 1, y se requieren nuevas técnicas para abordar otras
dimensiones. A modo de ejemplo, supongamos que n = 3. En este caso, debido a
la condicién (1.12), la inversa de Fourier en la representacién (1.11) toma su forma
clasica en Li(R™) cuando s > 3. En concreto, la solucién puede escribirse por

s (b, ) = /R ST (17(b — al€]")) de.

Al ser la funcién & — E,(t*(b — al€|®)) de tipo radial, su transformada inversa de
Fourier admite una representacion en términos de funciones de Bessel dada por la
Proposicién 2.3. De esta forma,

2m > o s 3
— E,(t%(b— al¢|®))JL(2nr|z|)rz dr
Vizl Jo ?
C [e.e]

| Eule o~ alesin(lalryrdr.
vzl Jo
donde C' es alguna constante positiva. A pesar del parecido de esta representacion
respecto a la del caso n = 1, ahora no es posible establecer de manera directa una
serie que satisfaga el criterio de Leibniz, debido a que el factor » dentro de la integral
produce algunos ciclos de divergencia que dificultan aplicar el método utilizado en la
Seccién 4.1.3. En general, para n > 4 y s > n, las dificultades incrementan, porque
en algunos casos ni siquiera se conoce explicitamente la correspondiente funcién de
Bessel, y la distribucion de sus ceros, aunque pueda ser bien conocida, complica
igualmente el andlisis.

U, s(t, z) =

Dicho esto, es posible que en este caso se requiera considerar factores adicionales
a los utilizados en la Seccién 4.1.3. En particular, herramientas analiticas como la
transformada de Hankel podrian ser de gran utilidad.

Mencionar por ultimo que queda abierto en el caso unidimensional el comporta-
miento asintdtico de ug (¢, mt?€), cuando B € [%, 1], tal como consignamos en la
Observacién 4.10. En similitud con el caso s = 2, se desea ampliar el rango de

exponente fraccionarios « respecto a la convergencia a 0.

3. Proponemos ampliar el rango de operadores espaciales en el problema (1.1). En
concreto, se podria considerar el problema

{af‘u(t,x) + aAu(t,z) = bu(t,x), t>0,ze€R"

uw(0,z) = do(z), = e€R", (5.1)
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donde A sea un operador con propiedades parecidas a las del laplaciano fraccionario.
Por ejemplo, es esperable que operadores pseudodiferenciales con un simbolo subor-
dinado al semigrupo del calor (ver Teorema 2.2) tengan comportamientos parecidos
a los estudiados en esta tesis.

En esa misma direccién, pero respecto al operador temporal, seria interesante estu-
diar el problema

u(0,z) = do(x), x€R" (5.2)

{&(k‘ s (u(-, ) + a(=A)3u(t,z) = bu(t,z), t>0,z€R"
donde k es un kernel del tipo (PC) (ver [39]). Note que el problema (1.1) se recupera
cuando se toma kq(t) = F(t;—_aa), con a € (0,1).

En el caso general, es posible que se tengan que utilizar con exhaustividad la larga
teorfa desarrollada por Jan Priiss en [41]. En particular, creemos que es crucial
conocer el comportamiento asintético de la funcion de propagacién asociada a la
medida completamente positiva.

4. Nuestros resultados se han obtenido considerando la ecuacion en R™, pero podria
ser interesante extender el andlisis a otros espacios funcionales, como dominios aco-
tados, variedades e incluso espacios no arquimedianos. Esto podria llevar a nuevas
perspectivas y desafios en el estudio de ecuaciones fraccionarias.

5. Por tltimo, en el espiritu de lo desarrollado en trabajos como [29, 39, 45, 47|, seria
interesante estudiar cuando la solucién del problema (1.1) pertenece a algin espacio
L,(R™). En vista de los resultados disponibles en la literatura, creemos que esta
pertenencia dependera fuertemente del niimero

n

/{(n): n—s
o0 Sl s>n

si s<n

Mas precisamente, que para cada t > 0, u(t,-) € L,(R"), si y solo si, 1 < p < k(n).
También serfa interesante encontrar estimaciones de la norma ||u(t,-)||,. Creemos
que estas no tendrian que ser muy distintas a las encontradas por los autores en
[29], vy solo diferir en algun factor ¥ dependiente del tiempo y de los valores de b, p
y a.
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