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INTRODUCCION

El presente ttabajo estd basado fmrdmnentahue;lte en el
Artfculo Y y parte del Artfculo II del Seminario de Heidelberg-
Strasburg, ¥ hace un estudio y clasificacitn de las Algebras de
Ciifford, lo cual constituye todo el Capitulo I, que es a su vez
el chbjetivo fimdemental del msmo

Despufs de realizado este trahajo, me inteyvesd dar una
aplicaci6n de las Algebras de Clifford en algfin campo. De he-
cho estas han tenido distintos tipos de aplicaciones tanto en la
Fisica como en las Matemfticas. Me decidf por Gltimo, dar su
aplicacién en 12 K-Teorfa, pero antes de esto, por ser la K-Teorfa
desconccida para mf, he tenido que infommamme y dar a conocer
ripidamente, sin entrar en mchos detalles, algo de 1o que es 1a
K-Teorfa y es lo que puede encontrarse en el Capitulo II, ademfs,
este Capitulo trze un ejercicio prictico que tuve que resolver,

a saber, calcular K(S') .

Por tiltimo, el Capitulo II¥, nos da Is aplicacifn de las
Algebras de Ciifford en K-Teoria, llegando a establecer de otyo
modo, 2 camo 16 hace 1a K-Teoria clfisica, los teoremms de periodi-
cidad de Bott,
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fo INTHODUCGION ¥ PHINFROS EIEAPLOS
101 Conatmusoidn de 6'20 5 g% ; g2 ; ol

fofol

Tolo2

o103

CAPITUIO I

TS LLGBBRAS DE CLIFFORD vl

-
4 .

Joa 48 el cusipo do 1oz males; € el QuUaTPO dp; dos ma;nplejoa rE
al ocuverpo de los cusntozmiones. Cenpidsromos ® v B osono algobras sobr &
Comstruscion dp gieC

Ba C tenemes i={ < g ¢ = (&), Ez%'&ozwa-a € o5 genezado por i y

@
b

por 1 oen la velscidn 1%-1 . Tomemos asi wa algebra do dimension 2 sc-
bre R quo deonotaremos por gle® y o8 deciw G?’oa ¢

Gonstmuceion deo g2s0

Sabemos que H eB genernde por %i;jgk sen las relacieonse
120521 45 o =g ko= iy ’
H es 2ai un B-nlgebrs de dimensidn 4 Aobzs & que denotaiemos por 6270,

Tonemes entonsen 620 S ¥ " t

Senstruoeion do gOs'

g%l g por definicion, ol algebra sebio B genexada por 1, oon
la relscidn &2 = 1 o Enfonces un elamagto @.@ gOs1 tendrd la fomma
a+sfb aen B ¥y b en los mealas. ' '

Tia sume esterd definida pors
(a +€%) + (o + £ @) = (2 + o) +t(p + Q)
El produeto se define pox )

&

£

(a%£b) (6 +&a) =(ao +2d) % £ (%o + 5a) ‘
¥ la ponderagicn por ssealar por o

Ala+ & B) = pa+den

-

Jo pusde observar con Fasilidad qpd oen estas eporeniones GOB'? 88 un



=3 -
gl1) = (:, :} gl€) a(? 23\3 (™) "(; -2) y &%) a(? ﬂ

Tonemos entoncest

a8 +0 =4
w10

b+ & a -
Pare fodo X = 2 1 + D& + 0 5"1 +43 € 02
i) g es un isomorficmo lineal puos transfome la B — base 1:€ 3045
as €072 on una base de R(2) S
i) g o5 un hemomoxfismo de R— algobres pues respeta las Tolaciones en~

tre los gemeradozes, on efogtot

wor-( D (0 -
SN TE N

on daoiz (2(£))2 = (g(1))2 = 1

igualmente me dotinestira gue

8E) g(n) = -&(?) a(€)

¥ ; .
&) = a(&) &{7) ,
Ivzego 6092‘2,33(2) QoEoDo . -
1.155  Cematzusesdn do G177 el
ol

o8 por dofinioidn sl R - algebza de dimemsidn 4. B0bre R

'vil

generada por 1las olementos t,i,6 ,§ ocon law relasiones

Ruct , £2.4 ; 1E8 sc€i , 1£ T

Bropesigidn: ¢'°1 % m(2) o=

Demslefinemos una a.plic&urié’n R = linesl )

¥

pe ¢l > ®(2) pox:

f’(ﬂu(; ?} . m)n(f'“;)f g f(‘f).—.i(:j u:)gf(é)ﬂif Z,)




P 5 =
ij alh %) = x%(x) YheK, ¥xev
ii) L2 aplicavidn B 1 T x V

7 K dofinide pox
Hxey) o gz + 3) = alx) - aly)

o8 una fomms bilinenl) sohre V

Fijemplo: Sea ¥ = 1"

Katht X
¥ mee 191 geagasuroooo&ge Y bage @e i - -
Six -&2 xg enltonogg )t th -=-—-—-—9 . \dvfx.nidn poz
o{x) = 2 =,
es unn fom: .ouadrﬂ.ﬁoa sobre IR® . :

En afecto A
4

oy .4 § '
A% 2) = o) z,0,) -_‘g A« W2 xS - pn%2) Yhe R

a -

¥ Blxpy) = B( E . X4045 3 % AL
LY
= Q(Z.(x -H'i)e ) =2 ze,) = af E.yie._l_)

- = ¥ L J‘.
=3 (= “1)9 -z -2 ~
;-t 33 I.-I'
”2:;:?'131 | )

Se tiense asi

Ml

-
X3

Blxyy) = 2 Z 5,

&-\

-
-

Ls gual es clarsmente bilineal enx 0 ¥ .

2,2 Algebre tensorial . .
Dotinioionen: ) | |
2) Sea K um owerpe oconmutativoy V un oapagio veotoxrial sobre K gon una mule

L ~
tiplicecidn bilinacl y zscoictivs denodada poxt -

(z4¥) Pz y (xy & V)

Entonces dirgmos que ¥ os un nlgebra asccoiastiva sobre K




Proposicidn: T{V} ¥ Rlx] , con RIx}] =algebra de polinomios -con coeficien-
tes reales, '
Demostracién: Sea
$ : Bx] 5> TV) tal que:
o0 =x e TO) T ;

extendemos $, wm tinico homomorfismo de algebras de Rixl en T(V) ; de

la siguiente fowma:

a (t)
$lay < BX ¥ teoes @ anx“) =8, %X T ... * an“ s
donde @ﬂax@x®--. @x [n factorves) .

La aplicacién P es un isomorfismo lineal pues tramsforma la 8-base

n g £In
{x }n >0 de RBix] en la B-base b@ }n {gde TV)
% RIxl *T(V) e - om0 T

=0

"Qg E- Do iJ

2.4, Estudio de las alpebras consideradas en 1.1 bajo las ideas de las
definiciones anteriores.

2.4.1. Estudio de 'O

o ! w #

Ya sabemos que "0 esum algebra de dimensifn 2 scbre R, iso-

morfa 2 € . Podemos redefinir C-0 de 1a siguiente forms:

=

Sea V um espacio vectorial de dimensifn 1 sobre B y sea x wun generador

-

< i
—?

de V.,
Por 2.3 sabemos que T(V) = Rix] .
Seg ziora I un ideal de T{V) que precissremos m3s adelante.




Si llemsmos I(Q) al ideal emgendrado por elementos de la forma antes sefia-
1ada tendremos asf I{Q) = I

Notemos que
Qfex) » a' Q@) = -a° con wel
y adenfs ‘ .
Qlox + Bx) = Qlox) * Q(Bx) # Ble, By) ,-__con e,2¢ B

de donde S
Bloy, Bx) = - 208 oo *
Sea entonces
6 1 TON/g > &% 1a splicacion insal definida yor
T —1 » L
£ o it 0w By

Es inmediato que ¢ es un iscmorfismo de TM{I sobre 1::11"0

Tensmos on resymen:

TMfI ETMIIEQB % Cﬁ.ﬂ o ;rg =

)

adenfis se ve con claridad que : . T s

Tmfl b MKBKZ¢'§3 T

Nota: Notaremos por Qﬁ‘o la forma cusdrfitica Q :;, V—s B antes defi-

nida. Lz misma construccifn hechs agui puede wepetirse para

Cﬂ.‘i, CZ"B, CO.Z’ C‘H.‘B




Podemos sefinlar una base para T(R% a ssber:
Ty 15 &5 & @ey, e.afez,, e, @&, e; @e,, e;Bey, eg@eﬂ@ €y ooo
Sea I wum ideal de TKEZB que precisaremos mis adelante y comstmiyamos:
' T(aZ)/1

Rhova para poder identificar é; com i, gyoonj Tconi, debemes
tener:

((éjza-’ﬁ' > luego e, e, ¢ T =l , esdecir- o, @De, ¢+ 1 ¢ 1
1 1 7 1 1

) e ,
({ezl = -1 . Iusgo eg®@2+ﬁar

Ademfis como se dsbe awplir 1f = - Ji , se debe temer

P

ég @éz s - §2®§1} » luego & Be, ¢ e8¢ = o , es desir
@.u@ez s e;@ep e 1 ! ’
g ]

Sen entonces 1 el fdenl gemmd@ por & ®eﬂ‘ ° 1, @z@_gz, + 1,

4

@.n @ @2 ] 92@@‘3 . Notar ad=smis

*

que la clase de cunlquier-elemento de
1a base de T((sz se puede identificsr, sslve m signo, con alguna de las
. ¢lases T, &5 €55 W@?

{

Por ejemplo: . . ¢
[P - " . . -

P @By = - HIEe G = §Oe ‘s

“Asi en genoral wna cluse § cualquiers de las ya sefidladss serd de In
Pe28& o p= e o H=FT o pe= FEWE
es deciz T@2)/I estd gener ]

do como algebra por las clases ] ° éﬂ, @7

T
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si Qleey ¢ Bop) = 6Qleg) * 8%Qey)  aBBley, ey)
= - g®- g% ¢ aBBleg, ep) .
Si tommmos w = @ﬂ.wz@gz se tendrd }
w@®w - Qu)l = (eq + )@ (g ¢ e3) - Qleg ¢ ez)1
= ey Dey ¢ ey Bop ¢ ea@®eq it ea@e, -
= Q2] = Qlez) + Bleg, e3)l.
= (e;® e - Qlegt) ¢ {$2®22 - Qez)1) 2
¢ (e1@ey « ey ~ B([e;g, 23)) .

w

Entonces si B(eg, ep) = 0 se tendrd que eﬁ®e3 < ez.eﬁ [ MQZ 0])

v usi se debe temer:
Qlazy ¢ Bey) = - o- g2 |
Entences el ideal I(Q2'?) y el ideal I coinciden

oL,z i,

~

> o
7 o
£ A%

(a,8 € B .

o

Tenewds en TresumRehn:
TR/L = TR = ey

J Iy 3

2.4.4. Estudio de ¢0+2 .

Bs totalmente snfilogo al caso mteﬁeir. En este caso

Q™ 2o + By) = o® o g3 a (.8 ¢ D)

y se cbtendrd = k
T(e? /102 0% = ne2)




« 15 -

Por un estudio anfliogo al hecho con los casos snteriores se cbtendria
Qﬂ'%ﬂx + By) = ~qa® ¢ pg? {e,8 £ B)
y se tendria:

T(R2)/1 * TEY/IQ -1y = ¢!

z B(2) .

§ 3. - Algebras de Clifford.

Con las ideas anteriores entremos a definir lo que es un alge-

bra de Ciifford.

Definicin: Sea K un cuerpoc cormutativo, V um espacio vectorial so-

et T

bre K, Q uns forma cuadrfitica sebre V. Sea T(V) el slgebra tensorial
“d 'V sobre B, I(Q el ideal bilaterai en T(V) genem&o por elementos
de 1z forma x@x ~ Qx)1 xeV). Entonces:

4

! ClV, Q = TVI/1(Q)

-,

ia llamada algebra de Clifford de V con vespects 3 Q.
Ejemplo: Sez =R Yy v = P

Consideremos 1a base canfnica de g, €y ..oes. Cps €ps §2> srenees Gy

-

de % . entonces si x ¢ IP'1 se tieme

N —_

; & % S 2 % B con
X o Gs &5 . - 2.
1oy 11 .ﬂul 17 5 3

aj. By B (I<i<p, 1<j<q).
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L ad

xq:C(Q]w-—-w‘-}A tal que fQ@i w f

es decip:

TV7I{Q) = C(Q) -w-----:-

ANV

i) La sucesidn

Demostracién:

0 weepI(Q) i _,T(V) ~tvC(Q) =20 , donde i es la

inyeccifn canfnica y el Y es el epimorfismo canfnico; es trividisents agacta
ii) Consideremos el snguzente diagrama:

£ A8
%4
A

Por propiedad universal del algebra tensorial 3! & - V) ——% A homo-
rorfismo de algebras tal que &% = £

Tenemos asi:

¥: T(V) ——>C(0) , epiyeccifn canbnica

@: V) ——3 A » homomorfismo de K-algebras y
sabemos que existe fQ : CQ —> A, homomorfismo de K-algebras, con

£, 2% =6

0 ssi KerV ¢ Kero .
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Demostremos ahora que fQ es fnico.

Supongamos que existe E'Q : C[Q) ——>A tal que

1 D2 g & =
£ Q :LQ £ fQ IQ
o bien

t Y ab e
Fatv=9 fQW

Sea x un elemento cuelquiera de C{Q) .
Como ¥ es epiyectiva se deduce que 'f'Q fq - luego
f_Q es finico.

4.2 Algebras graduadas

Definicién: Sea A monoide aheliano con neutro 0 ., Se llama gradua-
cifn de tipo A sobre G (grupo abeliano) a una fanilia (Gidrea

de subgrupos de G tal que G= @ G, .
AchA

A se 1llama conjunto de los grados de G , xe G se llama homogéneo

de gralo A si X e G (grx= XA « xe§)

Definicién: Sea A monoide abeliano y sea A anillo graduado de tipo A
(es decir existe (A3JA € A graduacidn sobre el grupo aditivo A* de A) .
Sea E un A-algebra; se dice que una graduacién (E; ) A e A sobre el

grupo aditivo E* de I es compatible con 1a estructura de A-algebra de E

si es compatible con la estructura de A-mGdulo y de-anillo de I , es de-

cir:




- 21 -

donde
@@ = vy

¢V =« TP wmaw

y podemos asi tomar C(Q) como un 2lgebra Zy-graduada.

4.3 Cargeter funciongl de C.

Re:or:iemos ias definiciones de Funtor y categmrga.
Definicién: Una categorfa & estd formada por:
a) Unz clase 0bj{f) cuyos elementos se ilzmsn objetos de § .
b) Para todo A,B €(bj({) un conjunto £ (A,B) cuyos elemen-
tos se llamsn Jos morfismos de Aen B, y se demotan por f:A—FB .

Escribivemos Moz(g) = Y 6 (A,B) y llmsremos a Mor(f) 1a
AB ¢ Ob3{B)

clase de todos los morfismos de la categoria.
c) Para tede A,B,C e Cbj{f) wna funcifn
& (4,B) x E(8,0) ——> £(A,0)
(£.8) +— -» g°f .

Notazde composicién, con las sipuientes propiedades:

£) (AB) § (A,B') == £@,B) N LA L,B) = ¢

ii) UAGO’bj[gJE,H‘ﬂA:A-—-’A- tal que VY E:B—aA, g:A—c
setiene 1, °£=£, gelyag

i3i) [f: 2B, g:B—FC,h:C—>D hefgef)=(heg)e £,
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La categoria D estd dada Por:

i) Sus objetos son K-algebras Zy-graduadas
ii) Ses morfismos son homomorfismos de K—saljgehms {f: A —>B) que
respetan ia Z,-graduacitn.

Asi,si C: % —> D estd dado por

1) ¢, : ObJ{ —> i) definida por . ... .
¥, ¥ —s v, @ = co(N® P

i) G, : Mor{f) — Mor(3) , tal que G,f = CE , definida por
CE@) = £x) Yxe TV ,

tenemos que si £ : V¥, Q) —=> (', Q') es un morfism en & entonces:

v —i———v Ve
iQ iQ"
Ee

comrta, es decir:
Cf 1] iQ - iql ] f .

Demostrapemos que C asf definido es un funtor.

Veamps primero que Cf estf bien definida, es decir Cg no depende

del elemento de la clase escogido. . ;
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ii) c@ en efecto

w,0 ° Y.
c(i Wm)(ﬁ) Ty, &} = igly@®) = iglx) = X= o, ®

iii) Clg o £) = C(g)e C{&) :
gaof

™

v _£ v __&B Ty

iQ iQ T iqlll

Cvy £ 5cem) 8 com -

Cg o Cf -

pues  CplBE(R)) = Cglfx)) = glf()) = Clg o D}G) .

Ademfs por tnicidad de Iz propieded umiversal se tendrd que
C: (f-————-—-—-}' @ es un funtor.

4.4 Producte tensorial graduads,

En la eategorfa 4°  podemos definir una sumn eomo sigue:
V.Q « (v, Q) = V@&V, Q@Q")
donde V@V’ es la suma divecta del espacio V con ol espacio V' y
Q@ Q) v = Q) + Q) wev, vewy
Sesn M, N dos mSdulos Z,-greduados sobre K . Por MAQN demo-
tamos el producto temsorisl de My N “grotunds copo siguell .

15235

UNIV s s i DE CH LE
SEDE S&NTLaGD: ORIENTE
BIBLIOJECA CENTRAL




- 27 -

Demostracibn: '

Tenemes:
(£, 30)% = Gl @ NP © (1@ 1,6

4

en efecio >
By, 20 @ g, )@ D +lig, «xﬁmﬂm.%@m ,
+ (I® ﬁqzitxgw(lqﬂ(xﬂ ‘EB v E‘icgriqz{xgn . s

Anora by

(1, G @ DO @ 3, ) = - DM sy (53 @ 15, ) =

* i EI@ig,E)

mes  wfl) =0 vaqe Te W) o B
adenfis ’

(% 1gfx2)) igy Gxy) @1) = - 1)e(ig;) (x,)) uf[ﬁQ;jﬁxﬂlJ-@?ﬁ Gg) @iq&(xzm

Ahora m@ngn-a VeV (oues i) =x ¢ 1Q eC'WMVxew
2 (‘ﬂ.zqzt'fz))[z (ﬁ)@'ﬂ) ® (- RICY (xa).nqz(xz}) i

De donde tendremns que: ‘ - )
2 _{: ~ .2 a & o
(EGx;5 %03 s(aqﬁ CION T Uik . |

Ahora - 5
(iq, &) O = - M ) - 5y e -
. (1Q(x-g))2@?
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0 £lxy, x;) = 8l K@ 1 * 1@ g, b))
= 8{ig x)® iqz(xzﬂ
= Wy lig, Oxgd + 9p{Hg, (20
= (%3, 0} = (0, x3)
= (X5 xz) .

-

Luego £ es um isomorfismo de algebras Zp-graduadas.
Q. E. D.

5.2 Teprema de Dimensitn de CL(V, Q)

Sea V un espacio vectorial de dimensidn finita sobre K,

car £ 4 2 . Entonces la funcidn iQ: v C(V, Q) es inyectiva y asi
se prede identificar V con ‘iQ[V]. Si (ej)“. ’ es una base de V

JB
entonces los productos ej‘i' ejzu = 31 <jp S n) yel slemento

1 (1) forman wna base de C(V, Q) . En particular dim C{V) zdimV

zdzr.mv

Demostracion:  Demostremos primeyo que dimC(V) < , para lo que

basta demostrar que {1) es un sistema de gemeradoves de Cm Bastari de-
mostray aque cualquier otra clase que no es de la forma (1) es una cembinacifn
lineal de algma de estas clases. Para ello basta demostrar que -

E;@e; € k1 parateds j,y que (2) stf‘@"e’k‘ss Kﬁ(‘em + i <ik<j=n) ,
pues si esto es asf cualquier otra clase que mo tenga la forma antes sefia-

lada se reduce 2 Ia forma (1) reemplazando un factor éj@)éj por un wil-

tiplo egcalar de 1 y permutando los e; grécies @ 14 rélacidn (2)
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Demostranos ahora que dim C{V, Q) ;2:d1mv .
Haremos 1a demostracifin por induccifn sohre la dimensitn de V.
Sea dimV =1 ysea e un elemento que genere V . Parx demostrar

que 1,e, & donde & = i(e), es libre.

Sea entonces:
el +fe cI(Q) ; p.d. == 0 .

Veamos entonces como son los elementos de I{(Q)} .

Sabemos e I{0) es el ideal hilédtero generado por los
Ve -0E1}) ( €KX, esdecirpor e@e - 0(e)l, en el caso
enque dimVs=1 ., De donde se tendri que 1os elementos de I(Q)} son
de 1z forma (3) Z tife@e - Q(e)rd , donde 1a suma es finita y
ti-, rJ  son elené;lios de T(V) de grado i y 3 respectivamente,
Ahora bien, una componente de grado i en T(V) tendri la fomma:
ME@ALD ---eo@rje=n3e®l donde Aty adgdy g
Puede sin embargo, que los componentes de grado i en (3} sean mds de
una, es decir sea de la forma

. . n :
}\ge®1 + Aze®1 ¢ ean ® An8®i = (? ﬁlﬂ)e®i = A'ie®i donde

Z Ay =mAt -
A

As% un ti(e(ae - Q(e]rj tendrd la forma
vie@le@e - el 0@ a; e @i ege - aen -
De donde la forma (3) se puede reducir a 1a forma:

n -
@ Z 03e®iege- @),

Cue es en definitiva la forma de los elementos de I{Q .
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Luego i,e son 1,i.
es decir dimCV, Q=2 .

Supongamos ahora el resultado v8lidopara dimVen -1 .
Sea entonces (V, Q) no degenerado de dimensién n . Dado Q existe
base de V que llamavemos {e; };:a‘d tal que

Q(miei] = X aikzi
es decir podemos escribir Q de la siguiente forma:
2 n 2
fl=ay § < a; §
Ll B %az i3
n
donde §i(v) A; para v= Z . 1iei (1<i<n)
i
Podemos asf descomponer la forme cuadritica Q en dos formas cuadri-
ticas Qq ¥y Q,.; definidas sobre Vy y Vp.3 {que definiremos més adelante)

de 1s siguiente foxma:

2
Qp = a4 §
n
0 = ¥ aj ﬁj'a
n~- 1 .
im2

En esta forma ohtenemos:

Q=4D%-1 -

A partir de ia base antes sefizlada podemos descomponer V en

v= D Y, q
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Kerdp e fx € V.. . jip@) = D)

Alora hiencomo x e V se tiene

z
X = e.
jug
¢ n < n n
ix) =i (%2 e, )= Z .3 fe;,)= = o@e:
Iuego

aiei 2 0 .

iQ[x) = 0 == g
3=l

Pero por lo demostrado anteriormente los éi son linealmente imndependien-
te.

Luego: e, = 0 para todo i=1...n ;
es decor x=0

y asi Ker iQsl}

Con lo cual hemos demostrado que iQ es inyectiva,

5.3 Signo ds C(V)

Definicibn: Si existe un elemento € en C(V) de grado cero con € = 1
(resp.e® = - 1) y gx= -xe {x € V), decimos que el signo de C(V)

es positivo,

{resp. nagative) y escribimos sign C(V) = T (yesp. sign C{V) = - 1)
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De donde & anticommta con x € B4 |
Ahora gnalicemos &2
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g - Eﬂ .o-ﬁepai doe Eq_ﬂeﬁsqez s epel el q
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- (-*ﬂ)l’(,ﬂ@*ﬂ'ﬂ‘”‘@"ﬂ'ﬂ* cees *t
= (-1
ton N = pepeqg-13e(perq-2)¢...21 ﬂp'ﬂ-%(p*q-ﬁip#q}“
wifzp s e ) - p - =L i o) ¢ - Q= 30 wd 2,
plies Se supsie p + a par

Ast 1 fp-
sign P (132 {p-q)




Consideremos el conjunto
EeQxleg) | ey e UV x(e,) | oy ¢ P |

31 E genewa P g tendrs dalmstx:ado que ;}: es epiysctiva pues se
tendré que Ia imagen de 1a base canfpica de IP' fForma un conjunte de ge-
neradores de ¢P*4 (xhq{ein = xﬁei)) » presto que saban@s que el con-
junto de gemeradores de (P egtsi formado por 1 y los elenentos de la

fﬂm ej ej ooe ejksi‘n L Eis oon j!a <j2 <eoo jk’ iﬂ< .'tl<ié 3

iles Speq .

Demostremns entonees que B gemema CP . Para ello bastard dmnstm
que cualquicr elemento de 1z fomma e; & £y se pusede obtener a partir de
los elementos de E .,

Veanos como oblensmos e .
Se tiems: pava 1 $ 3

xfegd * % (e5) = G5 ... % e g oon eqp({@ﬂ cen % - 8 T R qm'
=% e;€. .

i
lo cual se obtiene por pewmtaciones, sabiendo que Cpey = - 1, g8, = 1
Iguelmente se daduce que:

i

xleg) xleg) = = egey ’
x{egd x(ej) ®&eey .
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Ahora

RN e v2® 1 = PAW @ 1) Gues v2 - ™A1 = )
y E@v)ie @'leovis cf@vi=1g@ A 'wi - Vgl .
% (2w, v1)2 = ((PA) + LA N @) = (@I v, v ) (I 1)

Por prepiedad universal del algebra de Clifford existe un Gnico homo-

morfismo.

PRNCALY- Yo A p— B PYO L

(4
Pero ademfis ¥ es tal que envia el conjunto de generadores v@1 y
‘i@v‘ sobre el conjunto de generadores v@1, e@v' (ve ﬁir’“i,v' € Rp' ﬂ")
?é es un epinorfismo y por igusidad de dimensiones de los espacios

en juega, % es un isomorfismo.

5.6 Proposicion.,

i sign %= -1 entonces 9GP gl P

Demostracion:

Definamos la siguiente funcién B-lineal:
S PP ey (MG A T
fv. V') % (v @1} + V')
donde e 4 wkE)=0 ,e2a-1 y.-x=ex ¥x e B9
Se tiene que:

G, v @)+ valleav) * c@v)Ival) + cav)?
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{aij) € A(n) es congruente con 0 wbdulo 2 si ajj € A° para
i+j par y aj5eAl para i+ 5 impar.

(aij) e A(n} es congruente con 1 mod 2 si 333 € Al para ivj par
y aij € A® para i¢j dmpar,
Entonces si (aij)s Omed 2 se tendrd una matriz de la siguiente

forma :
{0 1 0 1 ......1

cha & & T3 b
&
1

\

Donde se sefiala por 0 un elemento de grado Oen § ypor 1 un ele-
mento de grado 1 en A, (Si nes par). Sin es impar basta agregar

otra fila y otra coluima a la matriz anterior,

0 1 SesSspndany 0

En forma anfiloga (a3j3) S I mod 2 si

] 0 1 LR B R BN RIS NNEN]

1t 1 0 teveencienss
()=

(A X AR AR EEES BN ENENEENER NN N

¥

IR BN E R RN SN RN NRENENNERENFENNEN?]

. Ahora parz « € A(n), a £ A" =ibos homogéneos, se tiene

wiza) = {wie) + o{a)) med 2
dogde o2 es el producto usual de una matriz por un vector.
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pérrafo anterior; entonces:
R} A% RO @A
care algebras graduadas.

Demostracisn -

Si escojemos umz base para Rn, podemos identificar E(n) con
Epdmfmn). Se tendrd asf que tanto B(n) @A como RB(m) éA operam sobre
los elementos de BIGA de le siguiente fomma:

(mé a)E@c) = alx)@Pac (e BM) = Emlﬂm"), xe ¥ a,ccA)
Definawos:

Yo R(n}ét»\ —— B0) @A por
vie@alx@e) = (-‘ﬂ}w@}m(ﬂm(x}@ ac x £ 2 homogéneo, ¢ & A)

¥ es claramente R-1ineal. Ademls ¢ es epiyective pues envia los gene-
radores m(?i) a fce B(m}, ac A} de ﬁ((n)@i\ sobre gemera-
dores de E(m)GBA .

Dempstramos que
Ho® DEEMEES) = ladat BEH bl &®)
para todo descomponible x@c ¢ V@A, x homogireo

@ ERN GD) = vedn NP ®irma e ]
= (- ww(b)m(ﬂ* “’@Bmmﬂmsix)- abe
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Luego 3! £ : RM)@A ——=A(n) B-lineal tal que fo g = P .
Basta ver que £ es epiyectiva ya que

din RAGA = n? . QimeA = dim Afn) .
£ es epiyectivo:
Sea (aij] e Aln} y €ij base canfnica de R{n) .
El elemento s = ew@an T ees ¥ eln®a‘ﬂn Foaae ? e'nn@ame Rn) @A
es tal que £(s) = (aij} . %
«~ £ es un isomorfismo lineal.

Q. E. D.
6.3.3. Corolarzio
Se tienen los isomorfisws de algebras graduadss.

B(n) @ B(m) = Bgrm)
2B A = AW
Demostracin:

Por el lema 6.2.1 sczbemos que

B(n) & Bm) ¥ B(n) @ Bm)
Pero RM)G B(m) 2 Rfmn) {ge demestra en fomma anfloge a Brop. 6.2.2)
& B(n) @RMm) * B(nm) .

N

Ademés por lema 6.2.1.
BRI @A ¢ Bn) @A
y por prop. 6.2.2
B(n) @A ¥ Afn)
S R@@AT AM)

Q. E. D.
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6.5.2  Algebras % con p> 0 y g> 0
Por 1= proposicién 5.1 podemos ver que

P By P9 5 R
a % g RN (por prep. 6.3.1)
u P (por corolaric 5.3.3 con A=CP*Y)
donde CP-9(2") designa el algebra de todes las matrices 2° y 20

con coeficientes en P2 "

Podemos asf Ideteminar todas las algebras 'Y con p>0 vy
q>0 a partir de las algebras PO y %% s Yo qup

&4 ac(p-ﬂﬂ, {q-1}1 ¥ Cp-ﬂ, q"m .

6.3.3 Algebras ™% pe0 6 g=0

sigma Cé’oa'ﬁ ya que cxiste g= ey - @3 € - €

tel que 2= (- 'ﬁﬂ' - %, » S¢ tendwf por proposicidn 5.4
: C‘I&,ﬂ a5 g 0,4
Per consiguiente:
B0y 4.0 b0 {prop. 5.1)
= 04 044 (prop. 5.4)
at (:'{Ll 4 fprop. 5.1)
= R(Z") = (16} (prop. 6.3.1} ;

5 82 B0 pug .
y asi:
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: 0,2 1(0-2)
Como signC’ =-1 (yaque ¢* = (-1)Z =~ 1) , tene-

mos por proposicitn 5.6.

Sty 0 D20
x 027 (prop. 5.1) .
Podemos asi calcular:
B35 D281, 0 c ) @C‘i,oEg B2 T €2
Oty 0225 B2 s p)@ 1 1(2) .

Ahora como  sign C2 0 = - § (por el mismo razonamiento anterior),
205 P s 0GP0 2 (20,0
Podemos asi obtener:
0: 20 s ngren * 1oON ,
02 A 0e%% s ugerE) = uE) :
Ahora bien, sign Alaq

Se tendra:

C4:uécp’u P C4’0® cpso % CP%,{) - - - :
Ademis,

G, I8
Luego

4,0 o C0,4®Cp,0 x ot P g ) &g C0:4"PE2P)-' ~
Podemos asf encontrar,

5,0

¢50s 00 5 Oy s M3 2 e = o)

UNIVER='D2AD DE CHILE
SEDE 5-NTIAGO ORIENIE
BIBLIDTECA TENTRAL
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ii) En fomma aniloga si
P#q . i

P9 g I, M0y 0P <n<7)
Calculemos ahora como ejempla

1.3 M a 9 1 D20% x gy = 32t
2. 30 . g8 = 355 0503y« myBURGS @
¥ H(16® - ) @u(is® - 4) = HEY @HE!

3.) 2715 o (15%894,15 5 4,0016y215) & w2y 6) @21%) = ')

B E8 B aoeee



CAPITHIC 11

K - TEORIA CILASICA

§ 1, Fibrados Vectoriales.

¥.7. IDefiniciones.

Definicién: Un txiple €= (B, p, X), domde Ey X scon es-
pacios topolfigicos ¥ p : E——>X e5 ww aplicacién contfmma, se ila-
ra un fibrads vectorial real (complejo) ssi:

1) Paratode xeX, p l(x) tiens iz estructura de espacio vectorisl
real (expiejo) de dinensitn finita {que escribiremos a momudo de
1z forma Ex) .

2) Existe un recibrimfento sbievto {UJ . ds X yume fmilia
Ty}, @2 homscunitiuess-con

¥y ¢ Uy = By > P ()
tal que PR, VI =X para todn {x, v) € U‘;'x ﬁa

Nota: 1) La familis {{ua » Ydlgen S 1lama trivigiizacién local
de § .
2} Al espscio vectoxial p"i[x) = Bx o llsmevemos la £ibres en.
cimmda x .
I) Siperatodo xcX la dimensifnds p i(x) es n (£ijo)
dizemos que § = (B, p, X) es un n-fibrade vectorial renl

{compleje) sobre X .




fOF : URQU ey YEHV definida por
EGMMuB') = ) @£ (u")

Se define sef una aplicacidn

Hom{U, ¥} x How{U', V'} —~~——2 Ha(U@VU', VACR'AD
que es continua,

Definicitn: Sean 5§ = (5, p, X} v 5' = (F, q, X) dos fibrados
vectoriales, definimos el fibrado S@5§' de lm siguiente forma:
El espacio que anotoremos por E@F serd :

E@F= J @R . ‘
xeX

Ia fucitn p®q : E@F ~———w=—p X envia cada elemento de
E,@F e =x .

Se verifica sin mcha dificultad que § & §' = E®F, p@q, X)es
un fibrado vectorial sobre X , que serd llemads fibrado stma de Whitney
{o suma directa} de § u §°

1.2.3. Fibrado inducido.

Baénmfibradomtoﬁal (E, p, X} ¥ w2 funcifn contf-
ma £ ;Y —¥X (Y espacio topolégico), se puede definir un fibzrado
vectorial sobre Y de 1a siguiente fomma:

Fu {fr,e)cY¥xE |£¥) =ple) }
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Notaciln: S denotemmos el £ibrade (€, p, X) por 5, el fibwado
inducido (¥, m, Y} Io denotavemos por £7(5)

1.4 ' Fibrados equivalentes.

Definicifn: Dos fibrados sobre X, (8, by, X} ¥ (B, Ppy ¥) som
equivnlentes ssi existe un hompamorfismo $: By —=E, talque
Pzeé =py, ¥ que su vestriccitn a cade £ibra p;’m sez un iscmorfis-
xp de espacios vectoriales.

Se tondrd esi el siguiente disgrams coumtativo:

E———3
2
L
X
Egta releciin es clavasente wna relscifin de equivalencia sobre el cumjun-
to de fibrados vectorinles sohre X .

Notecin: Demotavermss por Eﬂm al conjunts de clases de cuivalen-
cia de Fibrados vectoriales reales sobve X {@@m en el caso de fi-
brades vectoriales cosplejos) y por $Km a1 conjunto de clases de
equivalencia de K-fibrados wectoriales,

Proposicin: Ses £ :Y ——rX une fimcifn contfrua. S §y §°
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Obzervecifn: V.emss asi que una fAimecifn congfima £ : Y ~——p X
induca una Gmeifn £ B ——> B ).

52, losGupos K(X)y Em

251 B Semigmgo B (O

A3 conjimto de clases de equivalencia de- £ibrades vectoria-
les B (X) se le puede dar uns estructura de semi-grupo ebeliamo si dofi-
nires la siguiente ley de composicién interna:

B »3Q) ———>d &
(§9 ﬁ‘j E > § & §

donde §@ 5° es ia mmm de Whitney .

Nota:  EI nsutm de este semi-grupo es el fibrado trivial de fibra mils.

AdemBs 83 £ ¢ ¥ ==X es contimg, 18 fumcifn indugids

£ :D QB (¥) esun honomorfisne de semi-grupos.

2.2, C@msmﬁé'ndje KX

. Sea 8= @mscy
ﬂmﬁad@agm pmsms&mr@ngmp@da Gmtmmnmk
(300) = KOO .

Construyzaos shora el siguiente fimtor contravariente X .
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2.3,  Uefinicibn de  K(X)

Sea x, punto tase de X, sea i : {xﬁiv'-:r-?lgx inclusidn

canfnica y ¢ : X —>{x.} funcidn constante.’

Com (co i)x) = X, cutonces i* o c es el homnoifisme

idéntico de X(X), luego i* es un epimorfismo,

Pefinamos:
K(X) = ker i
1lamado grupo reducido de K(X) .

Obtenemos la sippiente sucesifn exacta:

0 > X0 > EX) Tt K 0
3 C*
de domde

KX = X)) K,
Por otro lado todo fibrado vectorial sobre X, es trivial, es decir,
€s do 1a forma (I} 8 p, X, 1) .

Podemos asf asociar a un n-fibrado sobre x, sl entero posi-

tivo n , obteniendo asf un iscmorfismo de semigrupos de P (x;) sobre

-

el semi-grupe Z¥ .

Inego K({x} ) x Z
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§-1 =587 -187 =587 - =5@q - i (5@} 20 E ')

S o  es epiysctiva. ’

Sean alora §% y %m dos fibrados vectoriales tal que

§ -4 = i%(8) - () {es decir a(5) = «f%)) .

Existe entonces, por definiciSn del grupo de Grotlendieck, fibrado p
tal que §@E"@p y 2@ '@p son isomorfos.

Sea p' el fibrado vectorial tal que p&p* vy 8¢ son ise-
morfos entonces § @ D69 = § @ IS é”*ﬁ@ﬁ%ﬁ-‘i@@nw son isomorfes
yasi $yn  son establemente equivalentes.

Tnveysamente

si 588 y % @6° son isomorfos tendremos:
a5 @6%) = a(nS 85) ¥ como alp @ 1) = alp} para todo entero
pusitivo q , tentmos:

a{8) =a(a) .
Q. E..D.
Noter que grecias 2 este Teorema tememos que si todo fibrado vectorial 3§
sobxe X tiene un supiementario A, talque § B % s wn fibrado
trivial {(hipStesis que se cumple, por ejexplo, si X és compacto}, en-

tonces E{K) se pueda describir con clases de equivalencia estable.




k-1
58 @7,

gon
kK x.j Fibredo de dimensign 1 .

Se tendrd entonces que tedo fibrado vectorial de dimensidn k sers iso-
morfo a la suma de fibrados vectoriales triviales con un fibyado de di-

mensidn ¢ .

As§ muestro problems de deferminar B {S’) se nos ha reducido a
detewminar el conjunto de clases de equivalencia estables de fibrades

vectoriales de dimensifn uno que se pueden construir sobre S*E .

4.2.  Conjunts de clases de squivalencia estsble de fibredos de

dimensidh o sobre © 8! .

4.2.7 Fibrado trivial y Fibrado cinta de Mibius.

1) Fibrado trivial: El primer fibredo de divensién wmo

que pudemos construizr sobre S'g

eSs .eI fibyvado trivial.
8 x(slx B p, sH

con p:S}zE —— & dofinimos por pfs, t) = s ,

Motar ademSs que si 0= (8%, B, Pys sy y 8y = ' = &, Pys sh

sntonces B es estzbicmente equivelente con 92 .
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Definanos:
0,31} <R {"@

M= N

b) Construccifa de q : M ~———> &
Podemos vedefinir S! de 12 siguiente fomme: En [0, 1}
consideramos la siguiente payticifn:
1.) Lescleses de la forma {a} con 0<2<1 que anctare-
mospor f[al .
2.} Laclase [ 0] que serf formada por {0, 1} {es decir =z e 10}
ssi a=06 as=1{) .
Ests particiin determinz uma relacifn de equivalencia en. fo, 1}
que enotsreEos por Ngi’ y tendremos que
s« o, 1] /
"
8

Tenemos asi el siguiente diagruma:

<
10, 3 x & ———1—> [0, 1 x Ry, = M
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Desmostracion:

Recordaros que wia Seceifn es ung fmeifn contfmus s 1 X~2F
talque pos= idx, tom & ‘}. (B, p,- X} fibrado vectoriel scbre X .
Una seccidn mmee pulz es una tol funcifn s : X ——>E t2l que

se)30ep i) ;, Viex

-

=) Seaentonces 8= (E, ps X) un fibrado vectorial trivial,
Luege existe un isomorfismp ¢ de E  sobye AxB.

-g,
Sa S:X~—>E definidapor s{) = ¢ Tx,b) con
b fijo y b$0; setendrdque s oscontma, pos™ i, v
s) 40, YxeX.
&=} Sz §= {8 p, X) un fibrads vecterial sobre X tal que

§ : X~—2H, seccitn mmes mula ;
p.d. ExX,R .

-

Construyamos nuestro iscmorfismo, veamos, para introducir

ia Idea del isomorfiswo; una representacisn grifica de la situacidn:

RY =TT <>

P . 1 sy
/‘- — - g 1 — -
L 51 ;,’}'-/f,,{‘_’ - :'ﬁfy,‘(" :,‘3"‘\ X X }R
PR 4
N N BN ) L
o+ 0 7 e~ - -

(&
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) = 9(v") &= (x,0) = (X', ')
5 = Xt ya= of
Comp x = x° entonoasesténenlamismfabra 2 P 1(:t:) =P 1(::'}; ;
f

-,

come o= o' entonces vaus(x) = gt s(x'} e y*
B - Y

—f

w YVay¥

r o " - -~ i =

i
ii} ¢ es epiyectiva 3 O

En efecto, sea (x,0) € X x B . Entonces 3v g:E tal que
ve p'1 x) v v= as(x) (pues p"1 x} = ) .
SO0 = (xa) . ’

Do donds tememos que ¥ es biyectiva.

2) ¢ es contimis

Pl espacio total B eslocalmente tr:lvial
Bsdecire:ustemrembrmientode X porabiertoé Uda:{ taigs
qe ﬂuﬂswmmoa UxE ; sea h.-:: [U)--?Ugn
hopeomorfismo, Podemos demostrar que ¥ es contimo g.i danostrams
Qe Y LUx® »xx B escontinua; -donde ' ey O
esdecir ¢ = Y'ao h . Va2 , ¥

Si sceptamos este hecho, se tendrd: h contimo, ' contfiuo

entonces P es contimo, o o s ET e o1
= - . A
Demostremos entonces que P es continuo.
Syoe Ty
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Preguntémos aghora como es ia imagen imversa de un elemento
de la sub-base de ¥, es decir un intervaic shierto Fa,bl. Sers
wnz regifn de U x R encerrada por as'(m) y bs'(l) pero donde 8s-
tas dos se excluyen, snotémosla por 1 .a,s*(U), bst@)l .

Grificamente podenos reprssentaria de la siguiente forma:

Demostremos entonces que  las' (1R, ‘s'(B)"[-res abiertoen Uy, R .
Sez v'e las'(U), bs*( cunlquiera, y sea v' = a'(s'(y)) = (7,8)
Como 's' es contfmue, podemos encontrar en U wmm vecindad campac-
ta Uy, tan chica copo se quiera, tal que ya(_ﬂy de tal forma
que el plano nyB nocortaa as'{l) nia bstQ) .

Sea y = inf. de la distancia de Uxp-aas"® y a
bs'(U) ; v es estrictamente mayor que cero y se tendrf asf que
Upx JR<+y,B.vl esamabiertoqzecontm-a‘ v' ¥ que estd
totalmente contenido en 1 a5"(U), bs*'(NI .

<~ ¥, es contipua.

2

Q. E. D.

Nota: Este resultado se puede generalizav para fibrados wvectoriales
de dimensidn k sobre X .
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Tenemos en vesumen que [ no es isomorfo a 6, es decir, en
B(S") existen al menos dos clases de isomorfismos de dim1, a
saber la clase del fibrado trivial € y la clase de la cinta de
Mobius.,

4.3 X = z/22

4.3.1 Consideraciones preliminares.

Censidercmos 1as ciguientes categorias:
Top: Objetos de Top son Ios espacios topolbgicos.
" Morfiamos de Top son las funciones conlinuas
©: Objetos: Conjumtos de componentes ccnexas de un espacio
Topoldgico.
Morfismos: Funciones f} que entramos a definir ahora:
§i £iX~—>Y es un morfismo de Top, definamos
£, : { componentes conaxts de X} ~—>» {componentes cone-
xas de Y} tel que iicve e ¢omponzmte comexa de x € X a la com-
ponente conexa’3E(X) en Y .

I

Podemos construir mm funtor, que Ilamaremos w, , de la si-

[
guiente forma:

e : Top —=> D
1r,%j : 0bj Top =wm=—=> 0bj D tal que ny(X) =
fcomponentes conexos de X},




N

- 97

» Ya que en vivtud-del

~homeomorgi -
o las matrices do det «1  tendrsin las "migmagn COmponentes conexas,
N
Demostraremps que toda matriz de det ¢ gq Puede transfoppar
continvemente €n la matris idEnticn. ST )
e g
! MR
El grupo so(3 ‘

» Corresponde a3 grupo. de
toda m‘u’:ri? ‘_t:e SO0€3,B) -so

Asf una matriz € S0(,R) pusde sep eXpresada, cop respscto

cemenientes, comw ma mitpig de 12 foms
7 0 0 \
0 COSa  -seng | « Al -~ .
\O c

Notar adewss, que en este sisteny de Soordenndas 12 matygy idéntica
estd duda por _ -

1 0 0 -

0 cos ¢
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Copolerio: © () ¥ Z, D s

-

»

s = mO@), pam n>3, pro W, OENE Z,

mego  X(s) ¥ 2, e = LD,
. ~ ?‘;5 ‘:’\“‘\*x.q;
| oo o
4.4 Generadores do R(sh - . v

Rt

gigue

o

no es establewente equivalente com 8 (fibrado twivialjl -

En 4,2.2. se demostrd que ‘}* ¥ 8 no son equivalentes.
Recordenmos que dos fibrados vectorisles scn esiablemente squivalentes
ssi existe fibrado trivial & tal que SQ@6 ¥ gy,

Por Gltimo ya se habfs visto que tods Fibrado de’ dimemsién k
es isomorfo o tm £ibrado €1 © nk_???f‘i%m@m dinensifn un!
Por esto, basta demostrar sfio que "' ¥ 8 To son equivalentemzate
estables, para demostrer que ellos geneven X(81)." ‘en vista ds. 4.3.

~ PR

4.4.1. D8 mesisarorfoz 6 @ 6

lema: P @8 noesissorfoa 8@ 0=0° ",

Ao f—

tal isomorfismo. = - n

Consideremns shora Jos sipuientes morfismos:
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. designaranms por (6 @ 3] es un plans, pues es.de dimens::ﬁn dos.

S

Ahora bien,vamsqmpasaeaalfibradomm

UG

i) Tenemos que j{0) wtmsxb-fibm&e 9@9 isomorfo
(ﬂaj] alﬁbra&otrivinle . T

oy daw T
T 4
™ !--5‘-3‘ f'f:-zr;::; ==

ii];_ Iuego, en el Fibrado cuociente tenemos gobré cada punto uny
" fibrado de dimensi6n wmo, 3 saber §®), que demotarenos tabin

ey .
oy 5
iif) la recta jtap) @aﬂamntimmentede P
") o §(0) esfibmﬂomﬁﬂmesMaiacmmde

Msbins, Mielmmrhmmmhsemadmm
que exjsts un vector vp encadafibraf (&@ 8] c;mmmim:z-
- de nunca con la regta j(ﬂp) ytmemiacmtzmmmteegn p.

Grificsmente nuestra situscifn es la sipuiente:

S
R s
h T o1 i
N - 3
Ve —~n
/-_\ . - . .
\ & 7 R ey L_’!
. 1
o | N 1@,
- Ny o gy
.
Wo, - . - - 1‘%‘
------- .
o
i
~ r
. - } l- v :yﬁ
——— =
LR
=) — L] Rl
J -
- - - - -
S g 4
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Fl lema demostrd que lz proposicifn es vAlida para n= 1
Sunphmos vAlido pava nwe k

por demostrar F @ " 10 es isemorfo a (8 & okt
spagnos 1@ oF

o

1 9 @ kq"j . 5 r

En formma anfloga & la demostracidn del lexa se pueden censiderar
los morfismos i canbnicay j = ¢ o i, ry obtenemos el disgremn
C e gp8™ > Bet e » pop®

:” ﬁ/ : L fow r
o ) a[y o ?.T%Z

—3
e

o W r , . o
™ . okt &

El problema se reduce, igual que en el caso anterior; a demostrar
we 8@ sme 0@ ok .

-

-

Como j(8) es trivial a&m:te una °ecci0n no nnla,, adepiis
es de dimensién wmo; obtenemns entonces, pare tcdo p € S‘i un

vector unitario v; V; > J[BJ&ependzmiu cont:.mzamente de P -

Consideresnos las siguientes seccmnes r o ~ P
Si . S‘-—_..__—-—-)ek"'l (i"'i)...,k‘l' 1),
P !
ot 1)
de tal forma que {v M=1 formen unz bese de (6@ 0
1 -

para todo pe §
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Ademfis como ] .
xsh = sy @z Lo
se tiene € = X -

Ksh=z/2 ®72 . i
Aqui hemos hechn o1 estudio de K(S1); sin embargo a mmera de
resumen dars los resultados de- K(8') para-0<m<4 . Se
fuede demosivar ests msulta&o aplicando el Teorema citado en®

* ¥ de los grupos m{m,ﬂ} (ver {31 ].- B e

~1os resultados -soirxlos siguientes, tomando como tuerpo

base los reaiss. e 1r3 0 e
K =2 ' ST
& -2, -
© k) = 2, .
k(s3) =0 ]
ks = 2. - e
’ I -
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nita, ademfs Qx.p (x)—-—-——wl esunafommma—
drética ; podemos asi construir el algebra de Clif:ﬁord aso-
ciada a pl(x) ya Q, denotada ctp’f_(:g)g qx) .- .

Sea ahora

E(n,Q) = ng e (x] Q;I e _I_[_mdicauniﬁn disjunta)
- _" ST .,i. c o

La proyeceifin P(“vQ) ; E ("’Q) X s f’fﬂlf‘:qj,".;e.}:f.:rj:“ T
pLQECE ™ @, ) = | '
Seveﬂficasindifimltadque [conlatopologi’anamral ‘sobre el
espacio total) se cbtiene un £ibrado vedtorial  C;Q)°= (B(m,Q),

p(‘!'?.‘Q)_’__‘n - . s "-‘ r i RN ~r r‘_—‘m.r:-’“‘

= T B L B e
Mends se tiens wna nocin natival de Clr;Q)-~ 546
a ssber:
U fibrado vectorial § = (E,p,X) - sobre.X; ciyes £1-'
brasammmpor Ex, pmﬁstodemafmilmdeemrfms
Ai.Bj de 5 {1<1<p-1<3<q) talesme

G e
.;_ Fadd SRR I L0
~ - ool SRS B oy
ES ﬁc = Erﬂ?a
I-IdE L o
e B TR . P T e T S o M Y
i . L Wit Lk L At b
B, =Id s .
i Fae ] ¢ e Y = Bafoy — e e
p - - U r B B Boaiaos
r
RSN 3

3. '.L' i
R ‘ \;5:}\

- B ’ e, —V‘-——*-c--ﬁ”? P71
Ai. 'j + Bin - 0 Lol ~ [ I - | C‘—tz
~r Pt oy prrmmntey Ty

. ’ :‘_ " y AN 3 &snz)
Ag Ay Ay =0 145

By By + B;B, = 0 i$0
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X
Los objetos de § ~ 0O son los C’%mbdulos, es decir, fi-

brados vectorigles § con p + q endoworfismos 45 Bjk .que
cumplen las relaciomes

2 . -
r Aiz - - Idﬁ . -
= Id

B, .
2 < AB, + ain = L s |
AiAj *ﬁjﬁina 133 AR

| BiSy + BB =0 ity 0 2

Los morfismos de ¥ P ’q“(xJ'\' son los morfisnosf:if@ § i g

de [," {X) tales que los siguientes diag:ms son- commtativo' i

e
el s £ e D e 0 el
5 ——— 3t § —= — 5t
A ! 1 : aC s Qf” o I Ll grg K’:‘ "“A\IL@
. ’ - . rﬂ
e b ey j :} QL 8] fﬁ‘n"“‘}?_ﬁ
’ 0 A e
£ - R
L L AL IR W
§ : » §? § - ' > §7 4
A e T S an iy ”’:2" oo

L categorfa  §/ ""‘cuo sanmlacategaﬁaaa & Lnsdntos
do bass X . 5.%# "m 531?\\\

‘

i
i % -1

. h
; i AN -
- ; £ 7 Ty F
¢ S i < L ﬁﬁ'—'_ﬂ, <l

. Y L) by i
1.4  Observaciin L © Y

i ]

4 p,qm es una categoria de Bamack, ™~ TR il

-~ L~
& r"‘ | Ayl
PR Y j’_-;.;;; ]’_‘4’3

Proveenns cada espacio de morfiswos de rp,qm de 1;
topologfa compacto abierto, de hecho, es posibie introducir mma
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Si % esunobjetode 2P, entonces X{5).= 5@ 8,
donde § @ 3§ eslammdemtney&sdqsqoﬁas-de §—
Los endomorfismos estfin definidos por: | A .

_ r A, )
- ¥ A‘ o - ! )
A, = 1 : ¥ i '{},—'i_») 1, .oy Pes © b
)
0 e 2 T -~ ™ '\l\ *f"“ ‘;r;\ .
s K
i I
B. ' 0 \ S
ﬁ j - 1, ".’ q ’
=
j 0 -B. A & ST TEL eT0
R
o 4
- i} - i ¢ .ij % !.’,:"— J r‘ﬂx‘%‘i
Hg L -
Apﬂ : ¥ ST e LA n
1d i Ja £ nPh
il it Mo
- ? 3:— _)"5 [ £
§ S
N -
A 0 g

Bt " | “ A

Id’ ) o
¥ se tiene que estos endosorEismos verifican a5 rv'.-lacnme“-.?f“cir.ié'”"5
definen 1a categorsa f ¥ P, ‘*"’(x) Lob o TEEmeTTes
En efecto:

- - ’ ‘~ 2_?“ 2 e ) ! - T
B & L (Ai Y . 'Ai B N “

k

T
3 a.'s:sc:mﬁ

i e e

<
#

3

“'h
oy
Y
14
~ef”
)

{ S S St Saeiont v B wte S QU0 A O g s
E- AR =g, -
- - Id‘ @5 I -"3”1-??“:@?&?_;_,21?"’;3 R Y
2 ”r—-‘» e B i‘:ﬁa—-—- I3 e e L Rt
LTS S 5N -.) R X.L.—-,--....J'S-
= 2 0 Mg\ -za§ 0 |
AL = 1 = h= s Jal
z ; s JATAY
pt By 0 o > -Ids v tes
A P m gy
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Froposicifn.

B} funtor X es:maequwalencmdecategoﬁasde
Bemach, {es decir X posee uma casi inversa o }( * tal que
1, gl
1a splicecidn dnducida ¥ T Vgogs, - %mics, 5,

es lineal y contima. B - 1 frb E
Demdstracitm: Construy=mos l1a casi immrsg m?f
Para ello cansideremos el funtor de olvido - rm’q%m g"’qm,

es decir, un funtor t8l que dado € con  py¢ @, anti: dmolucio-
mesy q¢b imolucicnes, 0P (51 estalqa..tienela&misnas
p anti imolucionesy q mohmiomsdejwamlaﬁolas a

- 14

anti involuciones ¥ b involuciones restantes. ol

o~ bt
F‘_“‘_.‘,ﬁ-.ﬁil‘)k_}

&aentonces § un t:pﬂ qﬁm&&zlasysean ﬁi,Bj
i=j, ...,p-&‘l ; j=1, ...,q+‘i Iosesﬁmrfimsqueéa-

1" LA

M_a,

Fra
I3
- LS

finen tal estructurs. e

L RTINS - L. =
[ Wt al/iuttiey (A B pvn

Limuemos =3 A

q+1 p! o {_) ;* o
- n oy H G
Se puade comprobar con facilidad gmé q es:mainvoiwci&n
0“ ’Is - !": . — -
Definamos ! . L I
X! g = s. - u S ‘: ; e - e
2 ] -

A'E = £75°



|
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Luego = '
+B +4 , q+d 8
EP’Q o zl’ s o gp"' ,q, 1'
Ahora de 2.1 se tiene ¥ pt1.q 1()()‘3 gp’q(xJ L,
Luego i ) T a3
n,q*n - . « oo
ng‘ e Xz fp’q(xl . G S ket a2 T
“ o ” ~ S" rl" S £ B
y asi se tiene el resultado, T
. . 3 o IE 2T TS T
O ™ \fZE -

§ 3. Graduaciones
Dofinicifn: Sea §un C *"emédulo. Llamarends grediiacién de  §
un autemorfismo de cuadrado gl Id, o qus anti-commta con

las operacimes de 9,

.

AR T T

o L
L L ll-w! ,.r-i(_.]

P

*  Llamaremos gradp’q[s} al conjunto de’ gradiiaciones de 7§
y seré un subespacio de f ) (5,5) . ot R A

Ahora si B es una graduacién de§; 'ung?diré ‘quees un-"
Plpsdnlo graduado. Notar ademds, que si B es um praduaci6i
de § se tendrén las siguientes i‘_eiacicmes:’ﬁf’":?;‘ ce "ol

T p2 U TR T+ s S L

i oo g o o ey oy ow
(‘ Fal J .
B B' + 'B = (] P : .y

] g oo, O - oBlox

BA + B =0 B U T

! u‘”-: e : B I LT v - lm L
Se obtiene asi uno e considerar un" € ’q»nﬁdulo graduado’ §

que
+ o e 0
como un  CP>9* mbdulo definiendo B .. =« B . U .Y, :
q+l




c ~ dedt, 1 tripleselmentalestalesqm a ®¢ = '@ T

B, DL W 4
Dafi -
inEmos: )
< ::T*j U 3 s T
% N * w4

gy = s -
Notar que si Y= ¢ podemos hacer 12 mismz construccidn y cb-
aKP’q'(K,qJ') ;.10 que anotaremos?:or WAy . . o

Ea )

e { R 3 2 I lrxe
Avora si £ : {K, ---—-a"(X’ Y') s una ftznciﬁn contf~

+ 5::)

mia, el funtor £ : zP:q(x')_.;gp’q[Y'] mdnce m hmmrfim

q IR \r, u .g‘w.-\ n._ L »a "
KP:Q(f) KP’ o, YY) ___PKFsQ(x,n . ’
-~ i [
L\:J PR s < L { e
Por Gltimo 1a clase de equivalencia de un triple ™o < la
anotaremos por o) . o ‘
- H s .'“U . \_L?jiq 3 «?(L

4.2, ﬂ”q(lt,‘ﬂ €S in PTups.” = 7y, ~ o 0% {_ﬁ'_ oI

i

Proposicifin: Se tiene 1a igugldad: o7 e T
a(s, &', 5% + a(s, 3233) a5, 3, B9 )
en particular EP»9X,¥) es un gnupo, el neutro son los tnples

elesentales y ol puesto de d(3, B, B9 es d{g;',ﬁz is’j
Log, h?“‘}.:) i"_‘ r\..s A 2

Demostracifn: Probemos primesro que el natro estd formado por .
ia clase de triples elementales., ‘

Cowe o o Dyeld

- o~ - .
i  Demostremos que los triples elamentales estfin en una misma
clase. En efecto: iq e . r_'h,.“{: 7 N s,

Si Ty t'striples elementalss cualquiera, entonces clava-
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Bora 38t @ B2 @ 33 salvopemtaczoneseselmismmze
B2 ® 8 @ 8. Debemos entonces, mntmrmhmmtupia

-

i

h: 10,11 —>grad®9(s ®5@S). Recordemos que los endo-
morfismos de §@ S0 5+ los podmmos desciibir camo matrices de
3 x3 con coeficientes endamorfismos (de‘ilaﬂ misws £orma que 1o
hacfamos para los endomorfismos de § @5 que describiamos con
matrices de 2 2} . "
Consideremos ‘1a saguzente matriz M c End(§® 89 §) ,

3 RN N G A
o 1
M= 0 0
T " o - R O g e
y sea M, un camino de matrices ortcgonélesLSx 3 deorigen
1a identidad y extremo M., o . S N et
i 7 [:L I ¢ R ¥ by [ {""L,_-" i
s ) SO OhCELD 30
Mt : "[0’11 ‘—H 0(?}_ m].] g‘le N“a-k‘_, -:3 ‘\‘:‘__‘ ,vf':
™
Hpl0) = 1 Lo o ra i e om
M@ EM L c W Shoey a7
B‘tmsr se tim- :: [ -,-,-J E ‘ﬁ'r f_; _:_‘1' {.\L,‘: :‘;m:; k_!\:

A R

h: [0, s st 5D E@E )T




T

Notar ademds que X% es un fimtor de ia ca;tegoria de espa-
cics topoldgicos y funciones contimss -en la categoria de gro-
pos con morfismos, homemorfismos de grupos.

4.5.  Eaquivalencias de los grupos ®°Y(x,v)

4.3.1. Proposicidn: los fimtores X :£° _.p,q — p#l,a4 04
definidos en 2,1, y el isomorfismo fp q’q(}f)—-—-w gp,qi-lim
viste en 2.2, inducen los morfismos: g

UL
Fid L 1
L - F
“

Py = q*n(x,y) - -
P s ey :

= T2 =

Demostzacifn: PDemostrerems REPIXNY) A et x, Y)
Para ello basta demstzar — P01 A, 1““‘ 1 ’”(x,n,“

J_,.\ ~ L

pues si esto es asi por paso a1l axciente tenems &1 isomorfismo

mmoxo e b ‘\
<4 r= !l

Csnstmyams primero el sigmente ﬁmtar:;

F g m g?‘"'ﬁ;qﬂ f(x) .
u F " {
Fols, B*,3%) = (x8,X8!, 32) L o)

Bon 7
MU Ry

i
i

Demostremos de immediato que (X5, ¥BY, X85 e Obj gg;:'dqﬂ 29

Tty 4
+ N

sbemos que X 5 = §@ &gl
¥ que 'X(Bi} (m i) {(i=1,2) sonmorfismos de

é,pﬂ qﬂm . ¥aque B, por ser gradmcifn, es um morfismo
de gpqu{} . e e
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i) v G, Bg8% — (1,81, BR)=FG) : F(5, Bg,B%)-F(x,B,B0)

i3) F  pe : 7
) (’j(Q,B’g,Bzg)) ” {"F( ;3‘533253
114) Si ¢ :(s, B! 5 stx > (81,5}
. 1 n2 T »2
Y:{t,B +85) — {p,Bﬁ orB p)
entonces: F{Yo 9) = F{y) ¢ FiI) . o
En efecto tenemos el siguiente diagrama:, - =7 . ¢
1.2 Fa sy pas "
(5,8 §aB S) > (X8, IB\-*Q} iB §)
v i R ]
“' N T
1 p2 , e v o el Al
¥y (T’ B ?,B T} ‘ —— ﬁtstB--*T’m‘B. T] “<JFl&e I{l)
¥ l - Ii(&) > ooy gk
.l . . , S
(o, B paszI 4 .(K!Jp. X\‘B;p, ﬁz?p?};-' sl
- B Al AV A T o {
El problema se yecduce & demostrer ques: | (. LoD

’K(K, ] q]‘) = X&'j "'X(‘P'] i :_ T_E;§ _«.,:q"_?‘.h . » i

: ’ ,
En efecto: RIRE ISt S B

: . [T oy
| LI (0 axﬁ‘p's ‘{( 0 3';1 s

{H
AN TF e T RO
S el
s~ F es una aplicacifn fontorial.
' L oo
3ol
i
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Demostracibn:

Como ne=p-q entonces x’1+8‘a“p-q$asp¢ié}‘ -~ {q ~ 4)
sy e T @y . @ Ty
Pero por 4.3.1 existe jsprorfismo fumctorial.- -

&

P P00 2 @ gy = @951 = e
: &%an ¥ Py .

- s

4.4, Conclusiones .

Lleme la etencifin qus el iscmorfismo é‘};e'ri'édicidad
antes sefinlado no implica el isamorfismo tradicionel de perio-
dicidad de Bott, que afimma: , .

K% ¥ K(SX) donde SX indica la suspencién de X,
que definiremos mis adiiente. S ‘j’ ;

S610 se hebrd demostradn esto cusndo s6 heya comprobado
que los grupos K'(0) son elementos de wna tedirfa de coficmolo-

gfa reducida, en unz menera que entrarsnos a precisar shora:

sea €, 1a catesorfa formads por cémiﬂéjos celulares
mm.pamgto base y fimciones contimas que preseyvam el punto ba-
se cumo morfismos. Entenderenmcs por mﬁejos: celulares finitos
con punto base, espacios topolfgicos constructibles 2 partir de
un punto pegendo un nfitero finito de cflulas; de.is mamera usual
en topologia algebraica. ~
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h) 6“(3() : i?"ﬂ &) ——— fl"(X) es un isomorfisno
para todo Xe¢ §. PR >

c) Si (LAe 2 xBa A, AcC X, entonces la sucesién

(/8 gy | w0 e

es exacta para todo n, donde
P:X ——> XA es la funcibn que 1Iva A . il
punto .

ei:Aie— 5 X eslainclusién.

»

Tendrenos as{ que en una teorfa de cohomologia reducida

lP-l-" (SXJ . "“(x) 3 Cim
Por iteracifin tendremos N
8 3 1 o uf: e
H 8X)3= 1(X) .
“ w0 -._;' &1 T4

Ahora bien, se sabe que los grupos !{ufx:l forman una teoria
de colomologfa reducida (cf141), se tendrd:por;consiguiente:
K*8eefyy = g

o = ~ =3
e/ IR S S R v B

EN
+

n+3 A S B
et et « P Vil g
F A
en especinl si K=o
a4 ‘r r

/

Ko« o
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Sea alora 5 wm fibrado vectorial en F () = £/ 0’0(2{);
todo elemsnto ldempotente de aut § es una graduacidn de § .
En particular tenemos que <1 y -1, donde 1 seHala la identi-
dad en aut § son dos graduaciones y por lo tanto
a1, - e B .

5.2.  Teorema,

Teorema: K(X) es isomorfo a I(n'n(X) .

Demostracion: Definamos la siguiente funcifn:

81 K ———s K000 por ¢
AG,m)) =S, + L,~1) -dfn, + 1, ~ 1) ,
S estd bien definida, en efecto:
ea d(%,n) = d(8', u*); es decir (5,) .. (87, n')
entonces existen g,¢’ tlqe (@e, n@ )= &' @c!, n' D)
en 'x Il , luepgo §Be=5'@d g
n@e=n'@ g
Si consideramos en € y  £' la involucién 1, se tendrd
que los zriples (¢, 1, 1) y (e', 1, 4} son triples elementales,
Perocomo § @esws 8 @ ¢' se tendra:
6@e,1S1,-1® 1) (8 @ e’',1 @-1,1@1),

es decir

6L, -D@ (1,1 2(6',1,-1) @ (',1,1) .
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Dejamos al lector verificar que r estf bhien definida, Tenemos:
s o p(d(s, B!, B%) = s@d(ker(l - BY), ¥er(i - B9
= dfKer(? - BY), 1, -1} - d(Ker(t-3%), 1,-1) .
Pero se sabe que:
des, B, 82) = ags, BY,- 1) = d(s, - 1, B9
Ademis en I‘O'OG{) se tienen las siguientes relaciones:
© (5, B, 1) = (Rer(t - BYY, 1, )@ (er( + BY), -1, -1)
(s, -4, B2 = (Ker(i - 12), -1, 1) ® (Ker(l + B, -1, -1)
v se tendrf asi:
s o r(d(s, BY, BYY) = (s, BY, -1) + (5, -1, B)
= d(s, B!, B%) .
Luego
sorm=Jid
Ademfis:
r » s{d(8,n)) = o(d(§, 1, -1} -~ d(n, 1, ~1))
e 2(d6,1, ~1)) + 7@, -1, 1))
= d(Fer (1, -13, Rerg(t ¢ 1) + d(Kex, (1+1) Koz {1-1)) ;
Ahora bien,
Kergﬂ - 1) = Nicleo de la fimcifn nula sohre § = §
Kc-rg('l + 1) = Nicleo de la funcibn 2Id sobre § = 0
ker, (1 - 1) =w
Kex,(1+1) =0

3 dogiy
r ¢ s{d(&,n)) = 4(5, 0) + d(0,n}
= d(6,n)
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