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IHTRODUCGCIOHN,

En este trsbajo se estudie cen detalle 1a teorfs cohomo—
if6gica de Heavi Cazeen.

Lo que nes motivd a elie fuf iatemtar dezestror el iso-
eorfisze existeata entze lz cohomologia de de Fham y 1z cohomologia
pingular oo wea fozme distings de cono se ha trateds esta demostra—
eifn en la 1itezatura.

El txabajo se divide ea dos partas. Ba el Primer Ospftu-
is ge doficen y elnboron, a trevds de ejezplos, los coneeptes explen-
dos en la teoris cohousifgite de H. Cartan. Esonciaimsnte todo mues-
tre interfs oo centra sn la idea de —6 ~chjeto simplicial, que ez la
pledza fundamzatal de Lz teorfa. BEm el Seguade Copftulo sz cuwmeian
1oz axiomes y el Teoreonm cemeral del trebzjo de H. Cartan, a sobar,
el isomprfiems exmistente eutze 1z cchemplegfe singular y cohomologfa
de ¥. Cartan. Sa elsboran eom todo detalle des cjeumles que satisfa-
cen ios axiomes. Fo ol primero ol izompzfismd sa obtiene de forma na-
tural. El scguedo estd divectamente relseicmodo conm la motivacifnm ce-
fislads ol comisone de esta Introduceifn. Ea este sentido, sdle ful
pozible dexostrar el iscmsrfismy con la echomologie simpular al eoco-
probaz el cuzplirdents de los sziouns. Sie cabarge, del ejemplo doo
podenos concluir gue la cohemologia de de Bkem y la cohomologfz de
Cazton gon ivcwowias, cimpliffcsado en gran medide el estudic de ia
cokonologia de de Rhom
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CAPITULO Z:

Hos interesa definiy el concepto de 'g =objeto aimpli-
cial, ¥a que esta ides es fundamental en el desasrzolle de este tra-
bajo. Para eilo necasitamss alguros preliminsres.

Consideremsa la ca&egaziaf Za'n que log objetos za ~
zén los conjuntos ['n] cuyos elementos som los niiveros naturales
desde el cero hasta n. Y los morfismos serin las zplicaciones cve-
cientes de [nj an [m] s ®ym cuzlesquiéras. Eutre ellos
congiderarenns los sigulentes:

Pava cada nz 0,

8 i_-n_ - .‘.] --.->[n] cal que 8,(3) = )
i
¥
i 81 3 %
g, ¢ [n-i-E] -r%[n] tal que ai(:g) - b

donde 02 i€ n.

Esios morficmes satisfecen lap siguientes relaciones:

i sjﬁi = siﬁj—'i - s d<j
ey el 4 <j
i) wjéi: identided gl iaj,4=3%+1 (1)
Ei_aﬁfj ' gl i> 31
iid) cjai @ aigj-é-ﬂ sl 12723
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_ Egtos morfiszzos son izportentes va gue todo morfisme
da r _;,2 » So puade aseribir como una cowposicibn de ellss,

-

Estamos ahorxa en condiciones de definir el coneeplo
de "5 -objato simpiicial.

Definicitn 1: Dada uma eategorim -é’ . ur B ~gbjeto simplieial os
j 7
. un cofuntor G¥ de in categorfa | ] en 1a categoris f’ -

Niis explicitanente, debido a las propicdades de ios mox-
firzos 61 Y % podemsa decir que um % ~objeto sinplicisl ez uns
coleceifs C formads por objetos {cn} ne ¥ de £ y uma eolsecifn

de mowfisnos do '5 tales que verificonm les siguisemtes selaociones:
Para eada n, tencmos merfisucs d; de € en Gy ¥ 8y de

GB [} cm-i-]i seon 0F i< a, tales gue:

i) didj = dj-l 5 8f £ <}

ﬂj-ldi gi i <3 !
1) ﬂisj efd Identidad gl imfs imsj+l ()

33%.-& sii>»j+1
i11) aisj = ajﬁci ol dg j

Oosexvens gua d; o8 1z Imagen bajo € de Gﬁ y 8y
o8 1a imagen bajo €% do o, . Con ento se pucde wer ficilmente
qea 123 ralacicnas (2) son consecwvomsis do las ralseismes {1).

A les vorfismos di. iom llomewes movfismes de cava y a
los morfilszmos s, , da degenerscife.
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En gomeral un g ~objeto simslicial tomezd wn cierto
soabre particvlar, dependiendo #ste, de qua categorfe se trate. Aot
por ejemplo, si 'ﬁ ez la categorfa de los conjuntes, o un ’g -obie-
to simplicial lo llameremss conjusto simpifcigl. 8L ze trats da lo
categocia de los graopes abelisnos, 1o llsmaremos grupo ebelisne sim-
plicial, De esta ranera hoblevemes de Slgebras cimpliciales, fige -
brag graduaden simplicicles, ate.

Pa giguicnte paso e ol desazrolio de esta teorfs coasic-
te en definiz los wmerficuse entrs -g -objates alupliciales.

Defimicifn 2: 64 C esum & -ojoto sirpifelsl v D sz um % iy
jete sizplicial. Un morfimwe olwplicial £ de C en
D @3 wns tramefornmcife patural £¢ del cofumtor Cf en el cofmior

b®, Dicho ds otro mode £ es una fmmilia de morfiswos s o

donde fm s v morfismo de cu on nm . {f*[m] = fa), tal qus:

L) LR AR
vy £3)
q -4
1) a8 ™ S5ty

La velecién (3) is podenos escribir vsando diagramzs de
is siguiente moseras

sas 1089 [ R R4 aor @

J % T %m

D Cod ~meep Dy i Cppy ey Dy
4 'y sy ? ? E
ga Eﬂ '
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Bstas velaciomes zesulten sclomente del hecho que se Tie-
e une trensformacifn patural £5.

Un Gltino eoncepto importumes em este erabeijeo as el de
-b ~objeto simpifciel, simplicislmence trivial.

Definieifn 3: Un & -objato eimplicisl es sisplicizizence crivial of
todas iss cpliecseicmes &i ¥y ©; oo { -ieemozfiszon.

Esto signifien que paza ezda n O hay wa 'ﬁ -igozorfio~
moda C en Co ypor Io tanto el 1 -objoto simpiicial queda total-

mente determineds al darse el 7§ -objets C..

Adeile todo alezmemen & de ‘cn se puede eseribir come la
fwgen do oz ¢ en € ol bajo 1z splicaciso di » Siendo el mis -~
= ¢’ para tode 1. Bn efesko, Comacs YR € SR Cﬂ » Como d, o3
ieomorlisrs, eniste un Gnice elememto o' eam cmﬂ tal que
doe®* = ¢, Paro dos, az la idemeidad, por lo tonto:

e = {d, s.3e) ,

7 esto foplico quo s.le) =o' , pufz d, e inyectiva. Psre ademfa
d:8, @3 ls fidentidad, do este modo cambifin:
e= (ﬂgs.xﬁe} s ¥ por lo coots

él(e’) e

Bl peno siguiente ez comsiderer qua ﬁnﬂ& eg 1o idemei~
ded, de dorde obtandzomsa qus E(c”} =g , v usendo coxbifn que
dzal e3 la idemtided ge llegs 2 que ﬂze' 2 @,

bpflegementa podesws ceguir ¥ chtevaxos gre paca todo
6fizn outiemm qua %{e'? = &, quz exa 1o desezde.
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C2ro eoncepts que usATes0S mﬁa adelanta es el de grupos
de homotopfa de wm & -objeto simplieial.
Roaotros sblo direxzos cfzo se ealculsz Sztos, en ek ca-

go de un grupo abelieono sirplicial, ya que e5lo ussremss este con —
cepto en este cass.

Sen &= {GPB un grupo sbeliano siupliciai.

Lo3 grupos de hemstopfa n(@),p/t) ge calculan del
siguiente modo:

!hproma € de la diferencisl d, igval a s suma
slternads de 1s3 gpiicacionse de caxa ﬁi Entonces I {G) es el
grup2 de homologia da 1 gusesifa

d

paze p 31, ¥y I(G) es ol confislesr da en—-f-’l-,c..

De aste podo nim e ebelizno.

Xes intsroms sobar cusndo IIP(IGEEO,pamMepaAE.
B= ol czco que G _e3 olapiieisicente trivial tonsmss qua
I!.(G)GG.S’ H(G}-Q paza p > 1.

Zn efoeto, ol G e2 sﬁmﬁﬁcﬂaﬁm&n@a teivial, emtounces

in difovaoccial 4 de GP e @;@.ﬁ am&@ﬂaﬁhemeﬁmmm

15 cvando p e ivper y al homowsrfisme do. 81 p o5 pax, puls las
apiliceciongs de cera dﬁ. ¢n gste cazo com tedas fguvales, come winoes
antetinTmanty,

Por Io tento Cenemes las efguismtes sucesiocncs:
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-6 =
0 do
8L p e par: Gpﬂ 3y Gp —> ‘Gi)-il
, 4, o
S p o3 iopavs Gpﬂ pv -,GP ‘iGp__!

de modo qua HP(G)O par® teds px I.

Cogndo p =0 , tenomos qua W,{(6) @5 el conficles de  °
€16 ~—3G,yeomo de=0 entonces WL.(6) = .

Bziste otra forma de calcular m geupes de bhomotopfa
nPéc), que nop sexd Gtil para doterminay en general eusndo
Ip{G) @« ¢ paxa p > %. ;

Eata forms e3 12 sigu‘lmmz

Sea G°p ol subgrupo de G do los m ez G, tales gus
ﬂia:'e C poxn gede £ > O .

Pazg L= 0, sea G& = G,v Eatonces d, envia a Gé‘u_a
&n G“ En efceto, 6f = owtﬁm G;H y @8 desiy dizsﬁ pEZR

teds ﬁ. > 0, eatonces

@jé,g_a éad#az =@ - peEa tode §= O

Ba este mede ﬂ.ﬁ.-ﬁ ymmmtaemmirms~

grugos de bemstepfis del complejo -
ﬂa' ﬁa do

-—.’G;ﬁ'ﬂ —p G; 2y @;_-n —p. Sonem "SE—p GE ﬁ; G‘

los grupss de hemotopia II?(G} ga Mm&iﬁcm com ios
geupes de hemwlogia de csts complejo (Bef.(1))
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Be medo gues

Propeoicifn 1:~ Pars que IIP{G) =0 (p> 1) ez necesario y oufi-
cienﬁaquetodoxcp.talque dixso BR = |

¥ todo i O, gea de s fomms d.y , con y em Gp-&l b4 ﬂiyao

paca i3 1. Pava que M,{(G.) = 0 o5 wesesario y suficiento que co-

dc 2 em G, sen do ln forma d.y donde y eptf en G, ¥ &lyo

Esta proposieifn results del hashe qua los grupos de ho~
matepia HPQGE se idemzificon con los grupos de colomologin del eom-
plejo dodo snterisvmente.




Angtes de dar alguros ejemplos de ‘g ~objetos simplicin-
les nwos o3 necesario hablar del eoncepte de complajo simplicial.

Un complejo cimplicial viste intuitivemente oz ume wed
fomﬂa por cBlules 2 les evsles llsmzmon "sfeplices”® o "n-pglaplii -
cen” (indicando com ello zu dinsnsifn). Veszos quf es ur n-sfmplice
¥ culiles gon laz leyes que definmom cota wed.

Definicifn &: si Yos aeep ¥, S0m w¥ 1 puntos independientes de

B (esto cgmm dezir gua el coajunto {w.-woﬁ sl
&g lineslusnte independients), ol m-sfupiics 0 o WosWypees st >
generade por estos pintos @z el conjunte da los puntos =z tales que

z= 8 bw aonaab,oyzbaa
gmp L%° fop 1
Lismerezes a los puntos Wy Yvértices da o", 2 los ni-
o s bi “eoordenedas bariefatricas" de xz.

A eontinvseifn davemss wma deserdipeifa de us a=-sfmplins
para m memor o igual que 3.

Bo= Sen w, wn pante, entomees un O-sfmplice ¢ w,) @3 el pumto w,

2o~ Goom Wy, ¥ Wy dos puates fdependientes, (es decir We P wE)
extonces wa I-sfapliee ¢ w, oWy % ©s ol esgmento de recta deger -

ninsda por w, ¥ ye

3o Seam w., ¥,¥, CZes puntes independicntan, (es decir los vee-
tores T "W ¥ W, ~ W, con Llimualmente indepenmdientes) em -
tonces va 2-gfnplice ¢ w.,vg,vz} es el trifogule quz tisme per
viztices los puntos We, Wy § Wy

G- Sosm %,wn,wz,ws enatrs puntos indepesdientes {es decir los
v&astores Wy = Ua s UyWe Y Vg = W GoOB lincaloente dndepen—
disates) catomzes 3-sfppliee es 1z pirfeide de base trismge-
1oz euyos virticss sen los pmutes w,, w, 10 Vg ¥ae




Definicifn 5: Un s-simplice o' (s £ n), es uma "ecara de dimensidn

sde ¢g"ouna “"s~cara de o " s5i y solo 8i gl es~

td generada por wm aubconjunto de s + 1 vérgices de g .

, Miremos, de los ejemplos anteriores, el ejemplo 4. AIlf
tnas

"0-cara" serd un vértice de o

“l-cara” serd wm lade de la pirSmide

"2-cara" gerd una cara de la piramide

Podemos aprecigr en estos ejemplos gue las noclones de

vartica y cara de un n-simplica coinciden con' las usuales, Observe-

nog zdemfis qwa ur n~Efmplice tiene n 4. 1 ‘cagagde dimensifn n + 1
y n+l caras de dhmazm 0.

En 1a siguiente definicisn explifaremos como se deben
pegar astas cfe’iulas ‘o simpiices para formaz 1a-red . la ceal 1lama-
108 complejo sﬁuplicial.

Befinicidn 61 Llﬁmrema cozplejo simplicial ¥ 2 un eonfunto de sim-

plices' ae Rm @m suficienfcemante grande, talez quas
1 ) 8i ¢ es una cexva de o emtamces o' estd en K

i) 84 o y = estén en K entonces la interseceita
de ellos ea vacia o e3 una savrs coniin LA

1i1) St escribimoa K| « U ¢ , emonces et p @ [}
o (EK
axista una vecindad de p tal que intersecta un nimerc finito de

simplices de ‘(—‘ﬁa topologia canaidemda ea Ta inducida).

Amomammas K( n). pars refavr.mos al conjuncco da i08 n-gim-

plices da K. = ~ . e n T v Feaer
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Eiemplos de ‘g ~phjetos zimpliciales:

i.~ Un complejo simplicisl K genera un conjumto. simpliciai:

Reynamos todos los n-sfmplices o = {w,, soe., Wn>
que estdn en K 'y agreguemos elementos de ia forma LYoy svey vn‘}"

donde un punto vy puede ger igual s um ‘vi aiende 4 # 3 el com~

n

junto de ios puntes f{.vi} es el conjunto de los virtices de un

oot i=0
« simplice t de K. (Nétese que emtonces la dimznsidn d2 7 es me-
nor o igual z a). A estos eclementoz los ilgmayvemos wn-simplices de -~
geﬁemdns. Llamemos Kn al conjunto de 108 n-simplices de gz y los
n-gimplices degenerados. Y definamos las siguientes aplicgeiones:

o ey 0 O£ 1i&n  tal que

A
dg €Wy eees w°> = Wos eoes Fis aees wn‘} {donde

el sfnbolo "4 " significa quitar el punto indicado) y

- a 6 . ‘ u
aﬁ. 3{“‘3@9 caayg Wm) L <Wo’ wsje g gi'-l'; Wis Wi, Wi.g_l, ssay Wﬁ}
Un paso sigulente es demostrar que las aplicacicmes d 1
y 8 verifican las velaciones (2) .

8510 lo haremos en un caso, puéz la verificaeidn es muy

2 gencilla y auniloga en loa otzos.
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828 ¢ Wiy cees wm‘; ea By ecsprobezos qua
ﬁﬁdj @ @'j-idi s & < g,

diﬁj <w°, eocoyp Wﬁ> &i {Wa, sesny Wipucogwj'goougwml> =
& A
= <v§epno-’Wigaec;%j’noa’wm> =
= 4 s =
e (wo,...,wi,...,wj,.,.,wm}
= ﬂj_g&ﬁi (Wo,oenﬂﬁm>

Ba aste mede el cesmplejo simplicisl ¥ genera el coajum-
2o simpliciel R = {Km}a ¢ ©oa loz aplicacicncs dﬁ. y o; amtes

gefinladas.
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II.~ Algunos conjuntos simpliciales.

1.~ Denoninemos peor Ep} a al conjwnto de las aplica-
ciones crecientes del conjunto [nj en el conjunto ['pj . Notemos
que §, estd en [n} aei 7 Oy estdenm [nj e

Congideremos ahora la coleccisn

[e1% = Peliuno y las aplicacicnes
a* ‘{lﬂn = [Flay  tal e
@ =105

4 al [ola — [Ploss  coliawe
sl =10 0

con 0&i&n

Es ficil ver que esta coleccidn con las aplicaciones
a* v 8- @3 un conjunto simplicial, ya que las aplicacicnes o, 7
61. setisfacen las relaciones (1).

i

2.~ Conjunto simplicial de los p~simplices euclideanos.

Dafipicifn 7: Llanaremos p-simplice euclideano al subconjumto

Ap de RP de ios puntos

p
x - (xl, cesy xp) tzles que =Y 0 v iil zi:& i,



iy
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5i p=0 eutonces 8, = {0} por definicidu.

Ohsarvenos que :lp~ es lo mismo que el p-simplice
Aleo > @y sees ep> decade (ei} 5_21 es la base canfnicn de WP,
¥ e = 0,

a2 que podemos establecer una biveceidn entre ellos.
En efecto, 2l pmeo =x w_(xl, cenp xp) de Ap le asociamos
AN ¢ P Bys Kys eoes ::p} da <e,, &3 eoes ap) v a2l vevés

del pmto z = (x,, Xys sees xp) le asocismos x' = (Bys oues xp}

Debido a esto vamnos a anotar los puntes de ﬂp dal

aigulenge ﬁodo:

P P
xe“p@x-ifo”iei » X220 A S
o 2w (%, Zps wess xp)

Como consecyencia de esto, tenemos que umg 5 -cara de &p

serd el subconjunto Ag’ de Ap caraetarizado por:
P
1) E xi'in‘i ¥ %, =0 para
iml 3
p-{8+%+1) indicee
- $ L
x (x,_.--.xp)ﬁ A &=( ©
i) E zi':a ¥ xjnO para
fea}
P~8 indices

Nos interesa darle a 1a coleccitn A = Eﬂp} es-

P20
tructura de conjunto simplicial. Para ello definimos las siguien-
tes aplicaciones




"

',

(v

'di T Ai’ — ap_l dada pz‘g,_‘x.: :

fdiixg, gl, .‘.;'}“’a fzp!‘}g. -{Eo’ Kl, “eny x:{_l’;’%’;i‘k ig,i"'ﬁ.’ tasg Kp}

1
i

donde % %y 3
i ' e v .:7 é ",
¥ fog @ a 3] ap dada POE .-

/31(303 Bys soes %p-‘l) n (Ko, Lgs eswy 31_':13 e, 'xi’ veey Ep_ﬁ:’f'

N
-

emo&i%p. ! -

o

& ein

T
rhe 'y

Bs zpivial comprobar que A cm, estis aplicacionss es
un eonjunto simpligial, Co

Algunas o&aﬁm&i&tﬁg_@
Babemps dbzexvar que toda apl."_é;.iz':a;cjﬁzﬁﬁa ereciente de E’p‘_’}
en [q] induge tos aplicaciSn de A v ea ;5@%;- Bn ofecto:

y

Sea 1 .uns aplicacifn creciente de Epl e [qd)
v2nos a definir una aplicacifn B#Y) de A’P én- 4

B
an(i){ £
i

P
X,@8,) & £ = @ -
=0 171 i{iy° |

i) *

RSCE S -
AdemlBs s 1 es la idertided en E n‘j_ SRECNCRs &ﬁ_ﬁ.)
a8 1z idemtidad en am

LAY 8o = 4, y

a%{l o o) = &%(1) o A%(m)
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ElZ.~ A tedn vaﬁeéaé diferencial ¥ ge le- pueds dar cstrustuza de
conjunio mﬂmﬂ.i&mﬂ.

Hesesitanss prizers dar o comsear ol ciguiente resultados

i ¥ e umn variodad dﬂﬁ@a-mm de dimsvelfa w3 olla
poses ums trizaguiceife diferepeisble. )

Esto oignifics gue existe ua compleje aiszpiiednl K y
vn booscmozfiene & de (K] em M tol qus is vestmiceifa de h 2
todo afmplice = do R on unz incrustacifn difeovemcial. Bs deeir, po~
taends ¢ e R cziste uns dncrustecidn difeveweisl £ de un sbiew-
te ¥ , 0 U , tal qua ¢ es wo extensifa de 1o restriceida de
h a g,

AL cuplejo simplicial R, kexos wiste le cotf asseisdo
un cenjunte eﬁfs‘@nﬁ@ﬁ.@ﬁ K {ver ajemplo I)

. Considoveuss anteness el conjuntd siuplieis]l B* y do -
nosls forma de esnjusto simplicial a iz  vorledzd. ~ M grlongriads.

[

Las p-ofeplices de ¥ corfa los vootricefemes da B &
Iza p-sflrplices de m@.

AL cenfuate de los p-ofaplicss do M 1o smotaremps per

H@ Vv & sus clementos por En@.

Las apliczeienes dz cars y de degemensedfn serfn les si-
puiientes:

bﬁezﬁ@——vmﬁa& 2al guz af B, e@tﬁ&?n;mp, I@i@n@?sﬁudi

@

in

Gy H pl, tilgmal by eeie N, mﬁﬁﬁn@}ia%ﬁ@
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Estas aplicaciones setiofreen iag volaciones {2}
Vamoa a va&ﬁic&z;'-mn' z2la de ellas pufs ide denfls son anfloges.

Bea 4« ¥y h@@ bﬁg » GRICRCER-

bﬂhﬁﬂ (B, Y oh R b, )=
L3 :!. ﬁja cﬂid;éﬁ dj—ﬁdi j—-i d

Botencas j% = {{Hp}:nﬁ coa 1oz aplicceionss by ¥ o,

enteriormeate Jdefinidas s wn conjunto simplicdal.
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~ Algebzes difovencisbiss gradusdas simglicfsles.

?ijama un enillo commutative % con unidad (que podrd
8% LR CUSLPD O el suiilo de loz ewterss). Llaﬁam@wrs BG-Glgehra &
una Eedlgebea difereweiel gradusds A% = @ A em 1a cusl 1o
nz 0
saitiplicacifn 03 aseclativa v ooviz a A7 & kAq en APYI vy la

difercneial g  1ileva AT em &m'ﬂ v mgisfma 6 =0 y

8{a) = glmdy + -1 = 8¢y} of = coefen AP,
Bfizemos que un elememte = dg ﬁﬂ-' tcmm "grade p" sf
2 ez un aﬁm&e da AP,

Tas Bﬁ-ﬂg@bﬁa slmplicial A% goed m&mam una colee -
eifn de NO-Blgebres {an B pu g ©B gE2 lan agliwcﬁ@m@g da cara y de

degensracifn sarfa mrfﬁama da D@-ﬁg@bm@.

Mmm EBED, ma eada p2- @*ﬂ*:‘ 7!&% gorl wna DE-Slge~-

bra oo decin &ﬁps o @ & s ¥ cozo m‘agléémﬁ,@m@ de cara y do
P ;.,.&‘;7' mB@

a':‘-

degensracidn con mﬁﬁm da ﬁ@-ﬁ&g&&m. 3e, tlone qen@ p&;m cads

az 0 las mpﬂﬁmimm e‘li B, = &g_n 9. sﬁ 2 By, —-5::?

ps ﬁ.“‘ Ps aamﬁ:sfmw 1oz relseiones (2} ; . E?e a@fm DRRArs pars eada
o, a {A mi} 2 @ ‘69 wm cenjuato sﬁmﬁﬁmﬁaﬂ., on que las gplicacig-

“

ues do cara y sﬁegém@ﬁmﬁﬁm ceefn los @mﬁwma mmmn@s ﬁi = dﬁ
¥ By E&f > By @28,

Eﬁm@ﬂm de DE-Sigebrae y DE-Hlgebres simplieisles que
wos lnteresan sm-azte trabaje.

i~ & todo ozpsels topolfgico yx le podeass eseciar el cenjwmto oim-

1
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plicinl X & sus "sizplices siaguiaves", Bs decir E‘rﬁxn}m; o

dondo 2@ @8 31 conjunto de les aplicoedenes ¢ comtfmues de 8,
er ¥ . La apliescifn de eara di' que ileva o E ea 2.
éegwmeﬂ&asi' éexﬁenxm‘g Bon tales que sl © ea2tf en

xn eLLeRees ﬁi'(e) “dos; ¥ ai’ws LY di

Zyéa

Baz © ua grupo sbeiianc y c”{x;e) el grmpo de los
2-cocadsnss con vealeres em G, 65 doeir el grups de les humomorfismos
de em(x; g2 G, deada ﬁﬂ@) e¢s al grupe de 1a3 n-eademas de X
{grupo 1ibre semexedo por X a} euyc operador do bozde & , gue 1leva

o
@ €00 en G (M aseS duto eztendisnio d = I (-DT 4. Bo-
i)
te opavador induco un operader ds sobozrde § de cm(z;c» an
CBM(X;G) a2 12 formn matural. Este operader ncs define los grupss
de eobomplogfa W(X;G). Ademfs 61 6 os un safllo commugative, los
£Grmulas ellsices do Whitney definen sobres C(E30) = B CNX;0)

820
una estractura de Sigebra difaremcial gradunda., Do donde cbtememes el
dlgebre de cohomplogfs E¥X;) = &P w%(z,0).
N ’? 4 a;ﬁ -

Debamos RICSY gUs poT &@Eﬁmﬁ.@i& 1s homologfe y coho-
wologfa d2 % o8 12 hemelogin y eshomolegfa de X.
2.~ & todo confumto oimpiieial X la podemes asceier wae PE~Elgebra.

8i &%= @ 4° oo ume DO-Bigebra cimplicfal, podemos

ezl L

eocsidevar la DE-Bigeben AM(K) = ®a B e que AT es el
ay

eonjunte de los worfieues cimplicisies del ccajeate clwplicial X
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en el conjunto sfmplicial A® . Le mtseiﬁn qua mazemoa serd
AHD) = m(x,&“} "y A%(E) = Mor(X,AR). Da esm m&e un morfiig

£ e mrx,a“) -..aé s colezeifn {fp}éy

ean &P v los’ E saaﬁﬁfmenlamhcﬁn

€3y
En seguids verenos gue A%(X), ﬁﬁ wna DE-igabra.

Ia sultipiiceciSn nerd ia inﬁmida en forza metural per
ia Mtiplieaei&n dea a®,

(mo&ema que paxzs cada p 2 0, Cenezss une mwiciplics -
eifn "Sp" dnda pam la De-dlgebra A& )

Baesﬁema@, 8fi £ 3y g estfm e A°(D) v A(KB
Zespactivanzates, entences ex producto da £ con g oerf un worfice

B Be {has}?aﬂ de ATR 0 talqmsi p;@ ¥y ¢ estfen EP

h}?w) Eﬁtﬂ) *p spw)

Iguaimoate lo difevenciel o ¢ eorf iz indveids por la
difevemefnl § de AR. Do este medo sf F ouef em A%

28 ¢ = E(B @ @p}%g@ m morfisme de Amﬁ‘(x}, talgueal p O y

@ @3 ua s@ﬁca‘ e Ep, (2% ﬂpﬁﬁi = 9 EPKWD

BEs elgzge que este sparader sacisfece les proplcdedes co-
Eﬁe@p@mﬂ@m@aﬁ.

8ia cubargo debeomps demmotrar que tamte h eome O £
652 morfiencs simpliclales, es desir verificen les ralaciones (3).
Lss dsmostracienss wom enBlogas, asf gue sflo devewmos wmo de elias.

Verexss o continuseifz qua h @8 on morfismo simplieisl.

Saa P20 vy o enm xp,@mmmz



L]

(L]

i

- 20 -

hp-l(di g) = fp_"{di(a)) *p_lgp_l(di(o}) pezocomo £ y g son

morfismos simpliciales, la identidad anterior es lo mismo que:
by 1 (85(0)) = 4,%¢5 (@) *_,d,™(g (o)) = :
= (a4 x 4. b, (o)
Del mismo modo obtenemos que h conmuta con la apiica-

¢ion da degeneracitn.

En consecuencia h y J*f son morfismos simpliciales
¥ por lo tanto A%{X) es una DG-Zlgebra. /

El operador diferencial Y # - defina la cohomologia

Bv(A%(x) = @ B,
n3 0




¥
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CAPITOLO II:

ks teori2 cohomollgiea de Hened Cartan dice que si A%
@8 wne DE~-Algebrn sizplicial que satisface ciertos axionss entomces
B*A*(X}) on izomoxfa 2 ER(X,R(4}) donde R(A) es uvm anillo de~
torpinado por la DS-Zigekbra simplicial A%,

A continuscifn davemcs los sziomss que debe satisfscer
iz DG-flgebze simplicisl A% y euvmciazemss ol teorews de osta teg-
Eﬁae

Azfonng de 1o tesrfe coboaslfpics de Henyi Certen.
Saa A% upna DE-figobre simpiieismi
Axicws o Anioma homelfgice.
La zucesifnm de aplisaciomss k-1izeales sizplieisles
8 8 8

A° ey A —> sassg P An"'-'-‘? soeme

@s exscta y ol mficlen Z°A de A° -3 A' |, es simplicisimente
@?ﬂm&e

R{2} sosf 1a k-Sigebea (2°A), gue detormima el objato
sivplicinl 2° A

Axfoms b: Awfoms howoifpies,
Loz grupes dz homptopis wpmﬂa gen nuies paen tode
P26 ytedeo 22 0

Zeozems: Ses 4% ume DG-Sigebra simpliclel gqus setisfoce los axio~
m23 2 ¥hb . Entonees ge tiemanm len signientes fssmorfis -

oS maturales
B (223} = 2" (,R(D)) poze tode n B 0

b
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Biemplo 1: '

Hemos visto eum el Capitulo I, ejemplo Ii-% el comjun~
to simplicial [p] ., Consideremes entonces iz BG-algubrs

C = @ o® {Ep] » %) deserita anteriormente ¥ anotemss
P 230 u

¢ = {c, 7Y » E”pa'ﬂ

Vemes a desolar por ap al cperador de boxds que en
induside por el operader de berde dp de CF ({'p]ﬁﬁ.

De este medo cbtenmercs uns DE-algebra sisplicial

Ch = {Gfp,} 23 0 donde las aoplicaciones de carn 61 v de depenaa~
r
cidn ﬁi estén dsdes respeetivamente por:
i, .@ 0 i,. - 2
67— G, S = £(5; 0 1)
5 o : e — % , ) = £(o; o 1)

Ses, zdexfia y um espacio tepolldgice y asecifmusie ol
conjunto cimplicial X de sus simplices singuleras.

Entcpees, cono vimes en pdpina 17., nsocifmesie 8 X
la DG-algebra cimplicicl C*(Z).

Veawos que @8 (X} en esste casn.
Scbenos qua CH{X} = @ Mor §X, ™
nz0
Sea w20 vy demospos un morfiems £ en Gmﬁ}. En -

tonees fﬂ{ donde fp lieva a Ep ea OO v tal

fp}w 8 ° P

que satisface:
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£
X —Bes c® X —bt->c?
P P
§* Ay ot
!
n 43
%1 T Gy Tpy T Gpuy

p~1 p+i

Por la commutatividad de estos diagramns cbtenemos que

u morfismo £ da c“(x) satisface:

i)

y
ii)

Para eada p2 0 ¥y cenxp=

fp(c) (cfi:l o1l) = fp-'-l (oo Ji) (1) para todo 1 en C f

-1
(4)
fp'(a) (U;:I. ol) = fpﬂ (c o di) (1) para todo 1 en cpil

Vamos a demostrar 'que C%(X) no a3 otzra cosa que la DG-al-

gebra de lag cocadenas de X con valores en Z . Para ello coastrui-

remos una biyeceidn entre C*(X) v Cx(X, Z).

Definamos para cada n2 0 1ag siguientes aplicaciones:

P® : Mor (%, C*) ——> C"(X, Z) , dada por

lfn (£)(0) = £ (o) (id) vpara todo & en LIS

len [pJn

P 2 €%R, Z) ~—-DMor (X, C*) dada por
n , k13
P (g) = {y (g)p}p 20 donde

g (8);_(9) (1) = g(6 0 A%(1)) 'para todo'g en XP y

&
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Vearmos on szguida que ‘fn (") q:“ = id " ¥
c (x: E}

:p“ o WP m 1¢
¥ c?(x)

Ee fhecil ver que ?“- o " a3 15 id. en C°(Z, Z) ya
que A%{id) =« id.
Para var que tbn olfn a i4- ) ', recordemos que toda
n
C ()
aplicacifn creciente” 1 de [i‘a es composicifn de las aplicacio-

mes 3 Yy ¢ 4 Por lo tanto, sGlo bastargd »deﬁ;aatmr ‘ques
(t}:n- o \Pn) (-f)n_l {e) (Ui) - fn__l‘(o')‘('gi)- para todo O en
X 1 ] y q“ﬂ:

n—
R - (6
@ o E),, () € = £, ED
% a1 0 Y2 que de este modo debido a las identidades (&)

parza tedo 9 en

D oy 68y (0) (1) = SREOREEN) (o) (1) =
@ opHE ;@@ = PGREN @)
L= PO (0 0 45(I)) = £ (0 0 BF(L)(id)

- by *

‘ 2 - fp(ﬂ) (1‘) ,

(O
x -y

' Calculemos entonces *
@" oD, (0 (o) = £ (o0 A%(r,)) (1d) =

LI ]

SRS L - " - 'fn(c o di)'(i.d) v segin las

identidedes (4')‘..;

]
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£{004d)(d) » £ _,(0)(e; 0 id) = ARLOLCH)

Andlogamente se obtieme que:

- W 0 PO, (8D = £ (0 04,) (1)

fn-!-l(g} (55_ o id} m fn{.l(d)(si)

8610 ros falta demostrar que - ¢ = {y"}

na2l

y

P = {tfn»}n., o 9om morfismos de cadenas, es decir que los siguientes
-

diagramas conmutan:

n
Mor (X6 ——s X, 2)

Y

\
Hoflxicwl) W) Cn+1 X, Z)

b4
{24
Cn(X', Z) _..E..._) Moz (X, cn)
' é
v
o e, z) —— Hor (2,67 )
. L4

15237

UNIV vl ) LE CHILE
SEDE S+NTl. GG ORIENTE
BICUIQIECA CEMNTRAL

{a)

i
|
()




Lo

i~

i

- 28 -

Primaro demostraremos que el diagrams (2} conmuta:

™ D@ @ 9™ 0 = 6 1, @)D

ol .
i .
= £ n't"l(@}(dp id) = io (-1)" £ n-H.(U} (id o 81)

. :f; 0P £, @6
¥ por otro lzdo:
@'Y (0) = ' (YD) (@) =p™(}@'e) =

ntl il

i .a i
= I DPNUBwos) = & Dot D) =
520 ¥ 3 3

im0

i+l ndl

= E Dz @60 = 5 (Dl ey

1= im0

Por lo tento, el disgrama (o) commuta

Vescmos shora el diagrama (b} »

@ (@) ()W) = W‘ca's)pco) (1) =

= (3%) woat(d)) =

43 | 2
=pg{d'{coa?l)) = £ (=1)"gluoa®lod
=0

5
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n ! - n. F - v - n b % t
(8¢ )(g)p(c)(l) & ¥ (g)p(a)ﬂ) ] (E)p(ﬂ) (dpl)

ﬁl i n ‘
= £ ()79 () (D{lo 8;) =
im0 P

il i
= I {=1)}" g(vo A*(1 o 61)} =
A=

o ,
- -izo -1)" glo o a*(1) ‘0 a%{(3,;))

bl i
= 5 (-1)" glg o a%(1) o‘.-&i}

i=0

luego conpmta tembisn ei disgrama (b).

Por lo temto, tenemos un isomorfismo de cocadenas shtre
Ch(X) y C%{X, Z) v por io tanto HA(C(R)) = BR(X, Z )

Zn geguida debemos verificor 'que C% gatisface los
griemas & ¥y b. Bp decir:

Axioms a: ' 3 Y
cpl.l.r'l. ;._E__} ci;‘ ......E_.) cpﬁl e £zects para cada
p0 |

La sxactitud de asts sucesifn e8 un rzosultado conecide.
(Ver raf. 2.)

Ros falta ver qus el nficleo Z°C- de C° —-9---) C' es
pimpliciaimente trivial
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Es £8cil ver que el nfeleo Z°C es C° y que C°p es
1o mismo que Z . Adenfs las splicaciomes de cara ¥ de degenersacién
aon ig idencidad em smbos cesos. Por lo tamts, C° es un objeto
simpliciaimente triviel y R(C} = Z.

Axiomn be

Debamos demastrar que loe grupoe de homotopis I o «h
son nules, para todo = 2 C.

Reto, de igusl forma gue enm al axioma a, es un resulta-
do conceido. {(Ver vef. 2.)

EJW 2-"'

Notaciomss, — 81 V ez un espacio vectorisl, por A®Y  denotamos
81 ecpacio vectordel de las fumciones k-~lireales
alternadas sobre V.

- 81 ¥ es una varieded diferercisl, denotsmos pors
a) ??H 21 B -~ agpacio veetorial de los wvectores

gepgentes 2 M en p, donde p as un punte de
M.
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p) ™M= Y T M fibrado tangente de M-
PEHM

e) Ak(ﬁ) = U AF (M) donde AE ¥e AF(T M)

- Una k-forma diferencisl scbre M es ma funeitn w de M en
AkM tal que:
i) S p est@en M ecntonces w({p) estd en AkpM s ¥
ii) Para toda k-tupia (Vy, ..., V}) de campos de vectores dife~
renciables de M , la funcida:

W(vl’ seay Vk) : H —ayy m definida pDE

WiV aees VIPY = w(p)(V,(P), ..., ¥, (p)) para todo p
en Hges diferenciable.

-5 (M) denotard el anillo de las fiuncicnes diferencisbles de M
en R

—mk(ﬂ) denotexd el & (M)-mbdulo de las k-Fformas diferencisbles
sobre M.

La DG-filgebra diferencial de las formas diferenciables
gobre M , donde M es ung variedad diferencial estf dada por

W = &8 WDR(H) con la siguiente multiplicacidn v operados
k30

diferencial

i) Mulciplicacién:
8. w estd en \mk(}i) ¥y T aen \g@i (M) entonces WA T @8 una
k + l-forma diferencianl sobre M tal que si p es5¢Z en M, enton-
ces w & < )(p) = wip) A ={(p)
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Este multiplicacidn es bilineal, snticommutativa
(wAhem (—E)kl T A w) y asociativa.

b} EL operador difersucial estd dado por 1la diferencial extericr d.
En gegulda ezplicaremos que ez una k~forma @iferencial
sobra el p~simplice cuclideano.
Un vector tzngente v & Ap en un purto x de ﬁ.p se-

rE un vector tengente de WF on =x. Es decir, si expresamos los

vectores tamgentes de R® em X seglin iz base {% (4:9] }@ial don~
i
de 52— {x) es la derivada parcial em la direceiSn o g em el pun-
i

e x, tememos que v serd une R ccobinzcidn lineal de dicha bass.

Ei ¢ es una funcidn difercneisble de Ap en R, e&-
to es; i existe un abierte U de =P tal que APQU v una fun-

eiin ¢' doe U em B diferenciable sl que exticnda a ¢ , enton-
cen :

P
w($) = z ay gz-!- (=)
o | %

De igual modo, un campo de vectores diferenciables sobre
&P » serd una funcifn V que a enda punto de Ap le asocia wm vec~

tor tangente V(x) de &P en X. Y 8i ¢ es una funcitn diferen-
cioblie de AP en R, entonces ja funcidn V9§ de ﬁg ez R de -
finida por V ${z) = ¥(z)(®) es difevemciable.

P
Se puede ver que esto es lo micmo qua V = i aiﬁ%’
£

d=}




[{J

-
-

- 133 -

donde los o Fon funcionzs difevencisbles de ﬁp en R,
s Anotemos por {dziix)}}piﬂ a 1a base dunl de la base
2 P i}
{axi(x)} gy e T_R.

Entences {dm, (=) A ... A dx, (x)) )
il ik iz ind 12: ..a.gi.ksﬁp
es 1ls base de ﬂkx : L

D2 esta modo uns k-apiicacifn linezl slternmadn de RP se-
rf vas R-conbinseifn iincal de ests base.

Emtoncas yna k-forms difevencial msbre AP serR upa

funcitn w=3 g dz, 4 oo A dx, , domde o
ik i i‘k iJI'"’ik

by wep i

son funcionas difersnciable de &p ea R , definides por:

W) s T g {=) éi::i (=} & veo &dxik&) para tode = emn ﬁp

ih LE X ] % l

Este as squivalente = decir gque w- e3 una funcidn de

ﬂp e ﬂk nf ¢al qee 8f 2z ostl en ﬂp + w{z} ecef an Akx rP

v of {%?’E, vos ,V&) son k-cazpes de vectores difezencicbles sobre

Eap entences la fumeifn w(vl, cons Vk) de Ap en B tal gue

w(vl, soos ?k} {z} = wix) WIL =}y cses vk(x){'} » €8 diferencisblie.
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~ Qkp designazd el conjunto de las k~Formse diferencia-

bles scbre AP' Lz pultiplicaciSn y diferencial exterior dadss pava
1z DG-flgebra de las fovmss diferencishles ‘sobre uns variedad diferen—
eizl M son los miswse, yva qua en el fonde se grata de y::

Por lo ceate Rkp = @ 0° es une DG-digebra, & la

k30 P
cual llazerenos DG-flgebra de las formss diferencizhles sobre el
p-cimplice euciidsenc.

Lag apliceciones de cava y de degenovscsifn, dofinidas
aaterlormance pare el econjuato simplicial & , determinan la DG-Bi-
gebra simplieisl O° = {Iaﬁpﬁpg 0

Esge €icimo on asf porque ias gplicecicnes 4 ¥ 8,
gon cloremente diferenciables ¥, por lo tamte, ivdecen aplicsciones
de DG-Zigebzas.

L ) 5

R —s 8 con O£ i€ p

P p-1

vy
&8

Tomewos entonces coms A% Lo DG-8lgobra simplieinl o%
Y eczo conjunto simplicial of comjente oimpliecisl ¥ dado en el
ejezplo IZI para una variedsd difersmeisl 18, ebteslendo zntomees
1z DC~Bigebra siumplicial 0%,

)
-
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s + ysando el teorema de de Rham  que nos di-
ce que ia coksmologfa de de Rhem es isemorfo a in cobonologlis cingu-
lar y la teowfa de Cartan ebtemezos gue iz cohomolegin de de Rhan es
jecmozfa 8 la ecohomologia de Carten.

Pero, antes debemos verifieaz que £ satisfsce los erio-
neg de esaz teozia.

Vearsn anseguida que @F aatisface los sxicmss s v b

Axzioma s

fe° d > 07 S aocomn d » QO d: es anacta
Dorentracifn:
ToRERoBs gl _ 4 gk 4 ot .

gea pp 0 y ak;ﬁ-—iabﬂkp-ﬁ—»nk;!

-4

Apotoncs por Ekpg 3 o 2l nfcieo da d ., pom

k &
: Z
kac Qkp a la fnagem de & y pow H?a P/ka

Cono A? s w2 subccajvate de b5 COTVERD, CEnSmos

per ol Loema de Poimearé gque Hkp = 0 paea tode k.

Poe lo coate la suceslfn antericr e exscks pars tode

P?} 8.
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Vecons ghora que Z2°R (nfclep de d 2 2° 5 Q') es
= cbjeto sispliciaizsnce trivisl.

Tenemes gue Z; @3 el copiunto de laz Ffunciones coms -
gantes de AP e R, conjunto que sz idencifien con R . De qote

wodo Z;E B pore tedo p 20

Las gplicacicmes de caxa y de degeneracifiz del conjuato
simplicial Z°2 oeon lzs xestriceionss de 1as apliceciones de earn
¥ de degengracifn d2 0°. De este forma:

/
%+ @O = o % 2 O° - -

som tzles que 8 w eskl en a; s

&
ﬁi WaWﬂsi ¥

[+ .
dﬁ. wnwo@.ﬁ

Poz 1o temto, sl wa & , dondes € es la fumeifa
eonstante, Concmsd qual

5;%(&) = & 03, %%
¥ d¥c)= S od; =%

De modo qua 9,% y d s gca o identided de B em R,

para tode Q0 £ 4 = p, Por lo Canto som iscrsefiomos.
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AdemfBan R{(Q) = z"a = R

Andomn B: Sea k3 0, vamos a calevior los grupss de homotopia
np(sak), P2 0. Para ello vsavrenss la Propesicida 1.

dadg en el Cgpitule I.

Sea w ea SikP tal que giﬁwa'ﬁ paxa todo i3 0.

Reto aignifica que:
0 = g, 5@ (@) 95020573 = wla,(5))da, (=} {v) o000 dn, () (7))
para ¢ede 13 0, dopda z = (xc, Tys sosy npqa) estd en ﬂp—}l v

(wn, “enp ‘?&3 gon k~vectores tangentes de Rp-! &N XK.

Dabexcs buscar segfna la Proponicifa 4 wns Ril-forma
difervencial <« osdre 4 ot tal que siﬂf O parea £2 1 y

B¢ =
ﬂo‘b".‘ @

Ses ¥ umn fumeitn de clase €2 de R en B cal
gue e3 igual & 1 pova = fgual 2 corc vy mels pare que R eeEen~
Bee a 1.

Ensegrids congideremos las siguieantes funeiomesn:
9: B —p R ol gue Wm s By cees xp) =P (=) v

z;p: B — P tal qua

Fo =3 o1
(¢ & Goge rog o Tey, o
xpﬁse, Rys soes 3@-3) a{ % % 1

¢ =i m@ﬁl
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¢ OP TWIOZ UF ¥ OPIqUP DYqUESERIOITP B 1 emb 03VIO of

0 = (0 fsce ‘0 G-E):L

T aoiﬂ 2]

=) @2 0 %) = 4 = (@3

)
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I2EIUSITD ‘majuofues
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=) v Uayg_y &5 0 x30D) @ gy . 4, 1) (=Hwy), ..oy

I CTIREL Y - Hz) )
=\ (= )e,2, w){d o 1,3 () (ddd, o %) =) (3, coesdife o 12 (v, )

= kf (x@)(:;ifﬁ 73)43:'}(‘71‘9 ssey ng) = 0

Si 2@0 = ﬂ 5 {Biﬁ 353(1,03. caey Q) s 5 (1“’,0:,‘.&, EXEY ﬁ} L 0 ﬁ i? 1

‘ Fnseguide verifiquemss que:

'-‘Zm@'*” ) (=) i‘vn. sess vl =t (aoixllﬁwse@x}'ﬁvﬁ-- s00p 48 (%) (*a’kw

b FOICRERSE ER LG T TONNIS

s 1w () (?gn oeey ‘Wk) s V& que (da‘o,x;«!_}kz o 3@}'3& = if

For lo tonte los grupos do Wmﬁfﬂ -:-'I.?mk}; goa pulos
pera tedo p2 L v k20

Ses p=0 p LY 0, tcremes gue ﬁkoﬁ ¢ para
B3 1 ; por lo temto para k3 1, H@ {ak) s 0

Cuoando % = O , coasiderenas m"ﬁ sy Qo@ = R

Sea ¢ ez R,y £ da &E. e B diferencisble tal

ques
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Ea claro que:
Alef-foé;mo ya que
NE L =¢ oho = ¢
81 se tiene en cuenta que:
A = @,0 vy A= (0D
1o notseifn acordada, resulta que:
41(0) = O ¥y Ao(ﬂ) =1
Por lo tanto 0* satisface loa exiomas.

Entonces, segin el tasroma:
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