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INTRODUCCION

El problema de encontrar una familia de operadores 1Py, Qj}l@i.,jﬁl'
en un espacio de Hilbert V, que satisfagen las relaciones:

[ojr 0 = 0= [7y, PJ
ip,, 0] =2_. 3
L e Ly

Llamadas “Relaciones de Conmitacitn de Heizenberg”, donde 8,4 = el del
ta de Kroenoker v h la constante de Planck, es la fonmilacién matemitica
da wn preblema de la mechnica cufniica, elaborada por Werner Heisenberg,

aproximadamente en 1923,

Encontrar tales Py, Qj significa encontrar las representaciones de
uwa R-dlgebra de matrices L{H,) en Ends (V), donde V es un espacio de
Hilbert scparable y L(Hn) estd definida por generadores b 4 Yj, Z;

11, j%<n,
tales que:
[xi' xj]ﬂ 0= [yia le Y [xi' Yj] = zaij'

Este problema conduce a considever las representaciones del grupo
de Lie anor::espmdientealélgebmdsmez.wn). El grupo #, es 1la
mado el grupo de Heisenbery.




El propesito de &ste trabajo es generalizar la transformada de Fou-
rier clisica schre RT

e () = £(1) = [R £(x)e®Sa, (¢ LM ®); se R)

y la correspondiente fSymmila Ge inversifn:
£0x) = ] Fae ity
al grupo no comautative fly = Heueuu /
82 define el operador:
F () (x) = B(x) = ’jﬂf(.a}:sds

del espacio de la represmtacifn ¥, como la transformada de Fourier de
£ LUH) evalmada en ¥, representacifin wnitaria e irreductible de if; se
busca wna fSrmla anfloga a la inversitn clfsica en Ry se ve que &ste
problema jmto con el Teorema de Plancherel, que dice que H es wna iso
matefa 12, son consecuencias de la expansifa de la Delta de Dirac 5, en

el origen de #H, en integral de los tragos de las representaciones .
(mitarias e irreductiblea éa ) :

Sal*) = Iﬁ'r: x. &),

yaspecto do cierta medida &° scbre #.
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CAPITULO I

EL GRUPO DE HEISENBERG

lxz2
El grupo de matricas de la forma [0 1 {) =: {xX,¥,2)
09

(z,y,2< R), con la multiplicacidén de matrices, es llamado
el grupo de Helseanberg y se anota vor # .

De ahora en adelante trabajaremos con H asimilado a
RxRxIR bajo la identificaeién hecha arriba.

La multiplicacién de dos elementos (x,y,z), (x',y',z")
de H se traduce como:
(%,7,2)-(x",y'2") = (eix', yiy', z'4xy'+2) ;
el elemanto neutro es:
e= (0,0,0) ;
y el elemento inverso de (x,y,z) es:
2,5:2)"% = (-x, =¥, zy-2) .

Jotemos ademds que H es un grupo no conmutative (por ejem-
plo (1,0,0)¢0,1,0) =(1,1,1) # (1,1,0) = ¢0,1,0)(1,9,0) ,
cuye centro Z(¥) estd formado por los elementos (0,0,2)
(ZeR) .

I.= 5 RELACIONES ENTRE LOS GENERADORES
DE _H . .

Notemos en primer lugar que para (%,v,2)SH se tiene:




<

(x,¥,2) = (0,y,0)(x,0,0)(0,0,2)
o también L)

(z.y,2) = (x,0,0)(0,5,0)(0,0,z - xy)

Pongamos

X(x) - (31010) ’
¥(y) = (0,y,0) , (x,7,26R) ;
Z(z) = (0,0,2)

Se obtienen las sigulentes relaciones:
Ry)  Z(2)X(x) = X(x)Z(z)
Ry) Z(2)Y(y) = ¥(y)Z(z)
R3) R(DI(9) = YNXEZy) (& 26y = ey Unxm o))
Rpd Z(ztz') = Z(2)2(z')
Rs) R(xix') = X(x)X(x')
Re) (') = XM
(x,5.2,2',y',2'6R)

De Ry ¥ (1) se deduce que los elementos de la forma
Y(y)., X(x) (7,%¢R) generan el grupo H . Ademds toda otra
Telaci6n entre estos generadores se deduce de las relaciones
de mds arriba; puesto que cualquier producto finito de elemen-
tos X(x), Y(¥), 2(z) se puede reducir a uno de la forma ’
Y(NX(2)2(2) wusando s6lo las relaciones Ry 1=1,2,..,6.

El centro 2(f) de # es diatinguido en Hy ¥
{X(x) / z¢R} y #¥(y)/ye¢R} son subgrupos aditivos de H
(isomorfos en WV .
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De (1) y de Z(2Y(Y)Z(2")X¥(y") = Z(z+2")Y(yty') (z.,y,2',7'6R)
ge obtiene que:

H = {(0,y,2) / v,z&R}

es un subgTupo distinguicio y abeliano (isomorfo a XY
de # . Poniendo

R = {(x,0,0) /] xeR}
obtenemos (por 1)

H=H 'K
l1a notacién H = H M X significa que H es producto semidi-
racto de Hy X con HA X,

NOTA: Esta descomposicifn permite construlr todas las repre-
seataciones unitarias e irreductibles de H , salvo isomorfis-
mwos, sablendo todos los de H por induceién.

En este texto seguiremos otro método.

I1.- TOPOLOGIA Y DIFERENCIABILIDAD SOBRE H .

Con la topologfa y la estructura de variedad C€" usual
ds R3 las operaciones de multiplicacién e inversitén de #

xpd 2. g3
a: ((x,y,2), (x',y",2%)) > {xix', My', z2'4xy'+2)
el r> i R3
1 (x:ytz)"'—-i (-x.-Y'xy‘-’z)
son C° . i

De eata manera H es un grupo de Lie real.
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NOTA: Llamsremos traslacisn a la izquierda por
(x,,¥5:2,) & la aplicacidn C" de H

(2, ¥, 2) b (2,171 2 (X, 7, 2)

'e:{ forma anfloga ia traslaclén derecha por (xo A o)
es:
{z, y,z) k. sz) (xonyotzo)

IIXI,~ . UNA MEDIDA INVARIANTE POR TRASLACTONES IZQUIERDAS
Tmms Haar sobre : ; :

La medida de Lebesgue m: da R° es una medlda inva-
rviante por traslaciones igqulerdas y derechas de # ; es
dedy, dado (:o.yo.zo) f , se tiena

w((x,,¥g+3p) &) = (&) = n(A-(x,,7,:25))
con A H, A mediSieds Lebesgue,

Efectivamente:
(g Tos3)A = (Bg:¥5.29) + T(a).8y,85 + %,85) /(a1,29,85) €A)
= Xy sTgrTy) + L(A)
donde L es la aplicacién linsal
_ {og,8y, 80> (2),8,,83 + x,35) ((2;,35,33) énd)
da 33 s Quya matriz en la base canénics de 2 aa:

Fioo
v -

1 5 0
1L O .
‘Oxo
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Como la medida de Labesgue es invariante por traslacio-

nes dal grupo aditivo (R )'i' 'y ademéds n(T(A) = ;det'rl M)
para cada operador linesl.T de i y cada A<R? medible

se t:te‘na que

m( (= ,yo,z JAY = :r(LA) = |dat L |m(A} = 1.m(a) ,

De igual modo se comprueba que
HA(R,.7,,24)) = mCA) .

Luego, considerando medibles'de # a los tedibles segtn Le-
besgue de ]Rs, obtenemos que m es una medida de Haar bi-
invariante sobre # .,

IV.~ LAS REPRESENTACIONES TIRREDUCTIBLES DE # .

Nuestzo propésito en esta parte es encontrar las repre-
sentaciones contfnuas unitarias e irreductibles de ¥ .

Def. 1 Una vepresentacisn unitaria de H en un espacio de
Hilbert H es un homomorfismo de grupos T de # en el gru-
po de automorfismos wmitarios de H .

I ge llama la accién de la representacitn, H es el espa-
cio de la representascién.

Anotaremos I = 1(g) ¥ cuando no d6 motivo a confusién |
llamaremos 1 a la representacién (H,I) . o

Bef. 2 Diremps que una representacién uniteria (H,1) de #
es continuna al parz cada ho.as H 1a aplicacion

Bir——tp Hg ()




de G en H as continua,

Daf, 3 Diremos qus la representacifn {H,n) de #
es irreductible si los dnicos subespacics carrados de W
estables por 11g para cade geH son H y (O .
JOTA: Por el lema de Schur para el caso continuo (ver
apéndics) la frreductibilidad de una representacisén - (H, 1)
de A es equivalente a que los tnfcos operadores contf-
nuss de H qus conmutan con B, para géH sean las ho-
moteciag, :
Sopengamoa que (H,n) es una representacisn .conéiqua
uniteris e irreductible de # . Nos proponemos earagterizar

(H,0) ¥ wealizar la Tepresentaclién enun espacio H cono-
eido.

~ Observacién inieial.

Como H(O,O,z) » (28R) commute con n(x,y,z) s

(z.y,zém), (pues (0,0,2) e Z(i) ¥ & es un homomorfismo
de grupos) ¥y ya que la zepresantacién (#,1) es irreduc-
tible, resulta del lema de Schur que

10,0,z = M)y (zem)
paza un  A(z)=sg .

Por la wnitaridad, continuidad Y por ger I un homomor-
fismo de grupos, se obtiane ques:

1) A=) depende continuamente da 2 '
) Mziz') = A(2)alz") ,
111) |a{z)] =1 ;




f
" "a!i .

48 declT, Zre—prlZ) €5 un caz:acter unitario dal grupo BT .
Ea condeido qua en asts aituacmn existe un gGnieq qe.‘-!t
. tal qm A(z) = o192 3 dedudmna asi que, forzosamen:e,

"‘:fr -’“,gs"l J
L™ *

(D.Q.B) - ‘hzxdﬂ (3€R s SR} , .\.w.a:-‘:'* ;k

A n llama a2l carSoter cantral ‘de 1§ . I

P
L

Distinguiremos dos cas08: : v

Case 8) = 0. Enasta caso- 2¢g,0,zy * Tdg (zem
¥ probareros que la Tepressutaciin 1 de d:l.mnaidn X
viene dada por un carvdcter’ del grupo &%t SN

Pormemos el grupo cuociante (2¢) eas distinguida}
"fzcm = {(I.?,OJZ(K) I (337)5333} "
Bl grupo i/, é ; estk en correspondencia bimivoca con

w2 {via (2,y,2)2(H) reems (x,y} ; mis adn dicha coxrasponden-
ols es un i.:umrf:l.amo da grupos de lem) sobre (R )

pues
(%, 7, 0020H) « (x*, 5", 0)Z(H) = (xix', wiy",0)20H) .

Por otro lado, del hecho de que Rern>Z(H), exista una Gni-
¢s Teprasentacidn n' de # "Z(H) en H tal que el dig-
grana

)

’,
: = Wz - @it

aut{H)




conmuta,donde P ez el epimorfismo candnico:
P{x,¥,2) = {x,v,2YZ(H) . Bs dacir © se Tactorizsa poY
Hfz(g) ~ Ademfs es inmediato que

(T : H = H!Tng = 0. T, ge&f, T op. lineal continuo} =:4A
-
coincide con

{T : H=» HlTnérﬁ néT r £< H, T op. linealmente continuo} =:B

y como X as irreductible dim A = 1 ; luego dim B = 1 ,
Concluimes por el lema de Schur que la representacidn
(B, 1') de ;?/z(“) es irreductible. Pussto que

HIZCH) = GR2)+ » 1la repregentacién N ez de diml e

isomorfa a una representacidn de QR?)+ de 1a forma
(B, el(s,t) -} para algtn (2,t)sTR2) donde oi{s,%):?
es la aplicacién

(2,7 . ei(s,t}-(x,y)
Deducimos que la representacién (H,1) (de dim 1) ez iso-
morfa a la representacién (x,y,z)»—mmpn'(x 7 ™ ei(s't)°{x’yjﬁm
3

de H en £ que denotaremes por (E.n(s't)),

Por dltimo (&,1¢*'®) 1o es isomorfa a ¢z, st
sl (=,t) # (s',t"), ,pues si hubiera un isomorfismo ze obten~
dria que ai((3;t)‘(3 2D (2,7 1 ¥ ((K,Y)GRZ) 10
cual es posible sélo si (s,t) = (s8',t') .

De esta manera concluimos que para ¢ = 0 obtenemos una
familia de representaciones irreductibles, no isomorfas dos
a dos, indicadas por r? .

(e, 1y w2




Caso b.) a % 0 . En este caso H(O,O.z) - ei“zIdH
Notemos que tanto 3(3.0.0) mg Vx como n(o,y,O)"Uy

definen reprasentaciones continuas y unitarias de r*
en H (graclas a la actividad del producto en cada
variable).

De la relacisn
DYDYy = 20y @y B
obtenemos
(*) v 4] u 0 V I'U n(o o’zy) - eimlda
Porcadiendo :I.nveramnta construirems un par de represen-

taciones contfnuas Vy U de R que satisfagan esta re-
lacifn, lo cual nos asegura que

iadz
U-Vx‘a IdH-

y T(x,v,2)

define una reprasentacién contfnua y unitaria da H .
Probaremos también que % as{ definida es necesariamen-
te irreductibla.

Tomemos H = I."GR..dn) ", I.ZCR) y definamos
V:(:E) (t) = £(xit) (x,t R) (xpzig;mtacidn ragular derecha

UAE(E) = e*TEE(r)  (ye W (£ 1P

eg declr,
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s UyﬁFmo‘IyaFa

. donde
F(£)(x) = I £(s)e 192835 £ sam)

v,u son reprasentaciones continuas y unitarias de w"

en LZ@% .
Verifiquemos ahora que satisfacen (%)
Sea f&LzﬂR) » {(R,y7,2)E # N t&R ; entonces

-1 .~1 -1 -1 "
(on Uy 0 Vx 0 U}, WD) = (UY o VK o U‘y Y(E) ()

= glay (=) (g7, U;l) (£) (+t)
- eiay(:cz-t)u;l(f)(t)

= ei“yxf(t)
= %4, (BB
¢ 1% (®)

Por lo tanto definiendo

ia:?
H(x,y,z) U‘y'o VXD Td ZGR) ((=x,y,2}

obtene.mos una representacidn continua v unitaria de #

en L (R} , pues es compuesta de operadores unitarios

y fijade £< H , la aplicacitn (x,y,z)—ag(x v z)f

es ontinua en cada variable (pues U,V,e*%?1d s  8OR
representacicnes continuas), L

|

}
Adem4s es un homomorfismo de grupos pues raspeta todas las 1
relaciones Rl a R6 entre los generadores X{x), Y(y), ‘
E(z) (x,7,2¢eR) de H
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Veamos ahora que 1 .definide de esta manera es
irreductible.

o

Proposicidén. La representacidn 1 definida mis arriba
es irreductible,

Dem.- Sea 0 #W un subespacm cerrado y estable por
X de chlR) (En particular W es estable por U'y V).
Probaremos que W = 1.2 ary .

1) Afirmamos que W contiene una funeién h conti-
nua y no nula: $

Sea O #gewW ¥y {h, 1, una aproximacibn de 1a wei-

dad entcnces lim h, *xg= g en 1ia norma de I?@R) y
pal -3

ademis l'z.n * g o8 continua para cada n (ver apéndice),
Puesto que g % 0 existe un n, <N tal que h, #g=:h

es no nula. 2

Demostraremos que h<W, recurriendo a un argumanto
que se desarrolla en el segundo eapitulo

Puesto que W ee un espacio de Hilbert estable por X
lo es en particular por V ; de donde se deduce que (W,V)
es una representacifn continua y umitaria de ®B" . Esta
representacién V se extiende 2 un homomorfismo de alga-
bras,. £ t——--bvf del algebra de convolucién L{R) en
en algebra EndE(W) con la composicién de operadores, don-
de

V@@ = [ V() @Ee)ds = [ glaterecaras

(st.GR) y ZEW xe'-iR) »
en particular h = h, *ge¥W .
@
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ii) Supongamos que WL ¥ (J3) . Como '.'-\Il es cerra=
do g estable por I, por lds -arsumentos anteriorés exig-
te una funeién feW continua ¥ 1o nula. Probatemns
que esto es coatradictorio:,,

Para X,y€lR se verifica:

I= SE@VIR> = I £(s)h(xbs)e 1WB4q |
A =

es decir la transformada de Fourier de f(’-)-’v_{h(-) :
es rula.

Se concluye

f(s)\?xh(si) =0 ¢.s. en s

por coatinuidad de £ y §

f(s)vxh(s) = { (seR) ,

Como X es cualquiera

£(s)h(t) = D (c,t&€R) contradiccidn

Daducimos que WL = (0) ¥ puesto que W es cerrado,

W= 2@

ilemos probado que la representacién % es irreducti-
ble.

Anotemos por 1% la representacién dtenida vor es-
ta construccidn:

H"(‘x,y 2 () = elettz) gpnry (5 eIy, (x,7,2¢H, teR)
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1% no es equivalente a 1", si ¢ # u . En efecto,
sl lo fueran existirfa un operador T invertible
tal que

TG E u ’, '
T oty = Uix,y,m 0T (my.2def)

en particular

ez ;9 =e""%d 0 T (zeR)

Toe
1% L

de donde

(X% . %y o (gem)
Como T no es singular,
de donde a = gy

De esta manera obtenemos una familia de represen-

tazciones lrreductibles de dim infinita , no iscmorfos

dos a dos, indicadas por W® - {0} .,

(@, MY p - oo




COMENTARIOS DEL PRIMER CAPITULG

Hemos encontrado una familila de representaciones
mitarias e irreductibles de # .

2 A (s,t)
{L @), n >§@R}gm, T Ha,0er =1

de ahora en adelante eseribiremos Z = GRleIRZ)

Es natural preguntarse si esta familia de repre-
sentaclones irreductibles es wmpleta, en =1 sentido
ds que cualquier otra representacién irreductibles umi-

taria de # , sea equivalente 2 algmas de la familias
dadas,

Una respuesta ge puede dar examinando las restric-
ciones de estas vepresentacicnes al subprupo H de H .

Ean le que sigue ds este comentario sblo relaciona-
remos este problema con la expansién de la delirz de
Dirac 6, , en el origen del grupo H , en integral de
los trazds de las representaciones ﬁz(ze?Z) . Para
ello examinaremos la situacién en el caso finito:

Sea k cuerpo finilto con J|ki =gq, ¥
{1 X
H={ :0Lly; = (xv,2) ] =y,2 k}
Y001/

Entonces

3
iH] =q .
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Trasponiendo el método de la seceibn anterior encon-
tramos la siguiente familiz de representaciones uni-
tarias e irreductibles:

{(chk’ o) Hl)}xékﬁl Y, n(s’t))}(s.t)éik « k7’

donde B, es la medidz de contec normalizada sobre
k vy

T y,z) ECE) = U ety (tek, feil(k, ng)
x,v,2)6 H ; ask®)

{s,t) _ _(sxtz) ‘ .
Tix,yz)~ © 1g(5.y,2) 64, (s,t)€k x k) ,

con e carfcter unitario fijo no nulc de k+, donde
anotamos

Ademdés
. gl PO ‘ A M
dim(L" (k, uc), Iy =: dim 1" =: dhmq (Y sk,
dim(E, 155y =, gim n(®®) & dig = LD ek « K) .

qOTA: L2(k, ) S {g : k+ & / £ funciénl =: B° .

Este es un sistema completio de veprasentaciones uni-
tarias e lrreductibles de H pues

2 2 2. 2 3
Z 4y + z deg ¢y ® Q-D1" + g7 = 97 = | H
ackx A (s,)ekxk (858 b




16

Un criterio como este no es posible en ¢l casgso conti-
nuo (k=zﬁﬁ3. Pero existe otra verslén: desarrollar
el delta de, Dirac 8, 4del grupc H en términos de
los caracteres irreductibles.

Consideremos sobre H 1la medids de contes normali-

zada, que anotaremos por Vc , donde:
v.igl = 5 {(geH) .

2 ) 4
Notemos gque L (H,Vé) = (£ : H+08/)f funeltn) =: &

definimos
Wl =43 si g=e
§.(8) =

g si p#fe .

8, @8 una funcién sobre el grupe H que represwn-

ta al funcional evaluacién en e de &f |, i.e.

iy

Fle) = <F, 6, >: = & I F(B)o (e Fet™ .
q

get

Ademfig 8§, es la unidad del algebra da convoluciér
. donde:

1

(F* Q)@ = 5- B TF()ee ) (F,eec
g~ geH

, e} .

Observaecién: Por caleculos directos se cbiiene que:




F
~ LY ] LY ?%Z
2 A 8,(z} ¢ (yde
Tan =: Tr . .
T2 a.'Z&.H(K,,Y’Z} T ]I(:T.,:S?,Z) ?
con & (£} = {Ik} gL t=10
4] sl ts50
¥ s
"y csst) - Ly (Sxt) _.:‘- ;(SIE‘HI}V)
'I'r.:.-all'{x’y’z) e .EK'I[(::’?’E} Ii..
®
((x,y,2) €87y 25" (e,t5 =2
y se verifica qus

e aelx A (s.tiek x84

en parxtioilazr

3 2. 2
q” = § (e) =™ 5 ds 4 = d o .
€ AEEE P (g, el k88D

z

NOTA: Anotaremos Trp® = ¥ {z ek~ U k » kj

Sea B = Lk¥uk » k ¥ SUPONREAMOS TOY UM Momeriy

que hemcs encontrade wna sstruciura e s eaeio
. B .
ble sebre Z ¥y una medida . & ool g

i pumms T:t:{{f es medible para cedn get
<

i

£1) ae(g) = j T:rls"?‘d?{:z) para cafa g &F
z B

usande (i) es £8cil ver qua los eoriImuos "e
deben ser medibles; luego & 28 e lewnza
de conteo v {ii) gueda coino:

mEc -

Foo{~sE)
nzdida
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Aek® (s,t)e k x k

Usando la ortonormalidad de losz earacteres irreductibles
obtenemos

d = F(BD L deg 4y = FUGEDD (e kF, (5,06 kxk)

es decir, la medida & es fnica sl existe.

Ademss, de (ii) resulta

q3 - 63(3) = 3 d?. S = 2

d
A k= (s,8) k,k (S8

es deeir la existencia de ia medida da& asegura la com-
pletitud de la familia de representaciones indicadas por
z - .

Por la observacidén fenemos que la familia de repre-
gentaciones irreductiblesVpor Z es completa,

Asi en el caso finito %@% condicidén necesaria vy gufi-
ciente para la completitud de 1a familiz de representacio-
nes Indicadas en Z es que 8§, se pueda desarrollar se-
gin el sistema de caracteres asociados o la familis de re-

presantaciones.

Mag aGn, se demtieatra que la condieién (i), (ii), ase=
gura una descomposicifn, en suma directa ortogonal, de 1la
representacidén regular de H en términos de subrepresen-
taciones lrreductibles; en efecto:
de

A p>

§, =% d, x" + (s,%)

& axs 2 (s.0) s, )% ’
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gor convolucidn, se obitiene

Fag ¥F= B dywxF+ I des. 1) (8,8} 4 p
A kKE ¢ (s,c)tk»k ;

para cada Fegh R

¥ pussto que
P(E) = dy® x £ ((E41°() ., 2z¢2) define

una familia camgég%a de proyectores ortogonaies
{P,} ¢z ,(¥8 quevés conocida la familia {x(gx}

(x ecaract. irreductible de #) ez unz familia
de idempotentes centrales primitivos ortoponales drs a
dog en el gslgebwza de las funciones centrzles de )

e @ o, .

ZEZ

Mas atm, ImP, es 1z componente lsotipico zeocladc a la

repregentaciln iz,

Esto Bltime sugiere auee d problemz de la completi-
tud del sistemn de representacicnes indicadaz por Z se
puede interpretar como el "de la suficlente canticid de
representaciones Izreductibles unitarios de H  para
permitiy la descomposicibén hecha arviba. Esite prehlens
equivale a dessrrollar el &, en téxmined de los carac~
teres irreductibles, es declr, o la existencia de la med'~
da d& acbre Z .

La nredida dP ze 1lamz la medids de Ploacherui so-
bre i .




[.
!

<0

Observacibn: Es conveniente interpretar las £férmulag
(i), (ii), en el séntido -'dé:“"";‘—‘;’i'ixgi;ciones genaralizadas”,
eé decir, de "funcionales Li*g'éales sobre el Edpacic de
Prueba" ©ff identificand‘d-‘:l:a_ﬂ's- funciones corrientes a

funciones generalizadas- sobze, H por: . B
CheT

-
.

" donde nf_(g)_'—r-. ,A'g,_fv‘ p S con 5

£(z) = 8= (e .

La correspondencia £ —s Ag define un isomorfism¢-
conjugado lineal de G&F en. (if )" .

Ea particular A s es ‘la g@valuzclén en e ,

¥ e
Lo z
sz : F >'.i.'1:'e»‘,11F : denide
FT 3 (3,)r£,3 (Féeg )z 2
q” sgi
“xz lo llamaremos el carzcter generalizado asociado a

la representacién 1%

(En particular paro F = § 2 2
aplicacidén Eﬂa Fi— Ifrz‘;e End(mﬁ) es una exiensidn de
la representacién % al algebra ¥ con la convolucién;

identificando g -con ﬁ;g") .

’ E? =0 v de este modo 1a

La ecuacitn
F(e) = 2 4,4 ,(F) + > A m  (Fagh
aggm A XA (s,2) € kuk %(8:E)



“»

es equivalente al desarrelle de & e o0 {ii) por
unicidad.
Asi las condiciones (i) s {1i) se pueden escri-

bir como:

i'y 72—> Trlig. = AX.Z(F) es medible pars cada
regl |
{

{ii) 8e(F) - f,ﬁxzﬁF)qP(:g) para cadsa reg'

Esta Gltima forma es mucho més sugerenie para el cago
conbénuo. :
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CAPITULO II1

* En este capftulo, daremos una extensitn de cada re-
pPresenitacifn continua y wunitaria de H al algebra de

. grupo I'.“(H, dm). (Cuya multiplicacidn es la convolu-
citn de funciones asociada a 1a aceién de H en L {D).

Ademfis, defifiremos los caracteres gemeralizados, aso-
ciadog a la familia de xepregentaciones de # encorira-
das en el capitulo anterior: Seré necesario definir uwm
agpacio de funeiones répidament@ decreeientes en el -nfi-
‘nito aobre H ,y ‘dar una noeién de traza para cperedures
an L @: dx) "

Notaciones. . .

Para anotar 1a wedida de Haar del grupo H , que es
la medida de Lebeague en R , usaremos cualguiera dg¢ lug |
signos siguientes: |

dx, dm(x), dzdydz, ...
dg, dm(s) ; ds:idszdss, .., ete,

Sea 1<p < «, el espacio normado
% P (H,dm) = (F- '-Hu 2/ Fies {bemedible y
1l - (Ilfcx) ¥ an(r)UR.q )y, doride’ T ~Ged>F w6

salva en un conjmito de medida nula, lo ariotaramos Came
tP(H) v sus elmnentos 1los escribiremos con letras wayha-
culas F,G,H, .- v 3

& n ‘l'g gc H , seri la traslacidn izquierdn, que deline &

gobre LP{H) porz:




<

TP = Fe™le) , FerPw), xe 1) .

Los elementos de IP@R, dx) =: IP@), I<p < o,
donde dx es la medida de Lebesgue en R , los and-
taremos con fetras minGsculas: £,g,h,%, ...

La transformada de Fourier clisieca sobre T2 ¢
una funecién FeEL'(R®) 1a anotaremos como:

?(x) : = &F(S) eis.xds (xe m‘ﬂ)

donde + es el producto interior de R® .

I.- En esta seccibn daremos definiciones y algunac wo-
posiciones que serin demostradas en el apéndice.

1) Def.: Diremos que la convolucisn de dos funcica's
medibles F,G sobre H , que anotaremos por F * ¢
existe en un punto %€ H , si la funcién

y——>F(y)Gy 1)

es un elemento de L'(H) ; al walor de la convoluci'm
en x es definido por la integral

%0 (x)= L: PiyIety L)y

2) Proposicibn: Si FEL'(H) y GelP@un ,1i<:r o

entonces
. FPxG I.p(ﬂ) v
HF*GEP < HFﬂl IIG[%_J .
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3) Proposicién: L}(H) es un algebra con la convo-
lucibn y ademéis tiene una involucién definida por

Fi(x) = F(x" L) (FEL'(H), xe& ) .

4) (Observacibn: EL espacic de las funclones centri-
les sobre H :

4D = {Fe L") § ¥(g] bhg) = P(w), g hed) ,
eg nulo. Efectivamente la Grbita de un elemento
h = (hl,hz,h3) con (hl’hz) #* (0 0) es

Dn-:m (hl,hz,t) ! LERY

de donde si Fe2{H) ; entonces F no depende de I ¢
cera variable mma vez fljado (hl hy) ¢ (0,03 . Pe-
la integrabiiidad F = 0 .

Adem&z el algebra Llfﬂj no tisnme elemento meuir., nf
o conmutativa.

Para verificar esta afirmacién, tomemos lz suc ~i6n
de funciomes de L'(H) .

. . 1 . ]
* (x) o = X (x) "o '(x & H) 3
.2 o T

doade . R, es el cubo centrado en 21 arigen de lade
i ... i
F 7 'xnn es la fimcifnm cavacterfatica de N, -

“’n} . se 1llama una apr;oximac_i&n de 1z vmids:,
n

porque
m¢, *F=F en Ny , (FEL' (W) ,

)



y ademés

lim (¢, » F)(x) = P(x) , (FEL'(H), =&H

b da ]
un punto de continuldad de F) . como se comprriebi.
directamente.

Usandoc las propiedades de {a}:n}n em e varifa,
que; si LY(H) fuera conmutativa entonces, al meme
para cada funecifn continua e integrable F(x} > F( x"’!“)
(xc/i)(lo que es falso); vy 8i LA(H) tieme ur: ic
tidad @ entonces @ = 0 lo que es contradic or:

N6tese en cambic que
(F * €)(0,0,2) = (G * F)(0,0,2) ; (C,Feli(; (0,0 z)¢H)

5) finfoddn;  Divemos que une funcién ¥ , % ¢
C® sobre # ; e8 wipidamente decreciente an el “u.
si

sup {270 (x)|< =
xef

Para G&da Gg: = (nl,ﬂzgna) Y R = (ﬁ!l,mz ,Iﬁjﬁj
ni.mié NHNv{0} donde si (xl,xz,,xs) = € cabe .

RIS
- 11y 2 ml @ 3
X w gllxzzxss v (Dﬁg) (x) = E;ﬁl___az__ms ¥z, .3,

Anotaremos como S(H) el espacio de las Fuaeic
répidananta decreclentes sobre ¥ . Es fmmodiaco ¢
S(H) es .Sms) 2 el espacic de las funclones r&
mante decrecientes del grupe CR3)+ .
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6) Proposicibun: S(H) es unt_espacio lineal complejo
y la familia '

r_ .} ; a,ﬁéﬁi 3

a,B
Py p(M = Suplz" 0" D] , (FESUD)

es una familla de normas que definen una estructura de
espacio lineal topolégico, localmente convexa y comple-
ta sobre S(H) .

7) Definieibn: Una funcional iineal T , sobre S(H) ,
continua respecto de 1la topologfa mencionada mfs axri-
ba, ge 1lama una distribucién tamperada scbre #H

1

Ejemplo: La delta de Dirac, '8, ., en el origen

F vy F(e)
es una distribucién temperada. £
8) Proposicifn: S(i) es uns sub-algebra, 1nv51ut:3.va,

de IL(¥) . respecto de la convolucifn, y es estable
por Tg para.cada ge# .

II.- EXTENSION DR UNA REPRESENTACION UNITARIA Y CONTI-
RUA3 "DE# AL ALCEBRA DE CONVOLUCION LI(HY .

9) Sea (&,1) , (H,<,>) un.espaclo de Hilbert complo-
Jo, una representacitn contfnua y unitaria de H vy
Feii(H)

10227

UiV L e LA CH LE
SEDE § NTI~GD CRIENIE
BIBLIOTECA CENTRAL
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4

Sean £,g¢H ; entonces s —>< Ly - £,g>
es continua (poxr ser I contirua) y uniformemente
acotada por (£1 0gll; de donde

[ 7y <, £.8 5 as
H . '
existe y es acotada por IIFHI BED Ngh .
Dafiniremos
B(E.)i= [ FGo) « g » ds , (fged
B es lineal en la primera varisble y antilineal en la
segunda, Fijando g<€H 12 aplicacién de H en &

es lineal y continua; por lo que eziste un Gnico vector
T™(g)c H tal qua

B(E,2) = < £,T%g) > , (f€m) .

La aplicacién de H en sf mismo
g —> T'(g)
define un Gnico opsrador lineal continuo en H tal que
B(f,g) = <£,7(g) > , (f,5€H) .

Definicitn:

El adjunto de i » ¢8 &1 operador i ¥ ests defi-
nido por la relacitn:

< mfe> = [ B <x, £,8>ds, (FpED .
f




Anotamoes

tp = | Pleyugds .
H

10) Teorema:
Bajo las condiciones demés arriba la aplicacién

re—> | Fo) ds
H

es un 4 - homomorfismo de L'(H) , como algebra de convo-
Iuéiﬁn, “sobre un algebra de operadores continuos de H ;
cuya clausura raespectso de la topologla débil de operadores
contiene a I(H) = {5, !l heH} .

Adamis .
I!!:Fﬁ <ll1?l]1 v nan'HTEF . (x&H} ,

-

Demostracién:
‘La aplicacifn F-——>1np es lineal, ademds;
(e 18 = | €u(E) , (D) > <Fl; BEN dug(E ,

da donda‘c '

I!FH < :-:F[il ; .

X

por 1o que I, e8 un operador contfinuo en H .

“‘Sed" x& #§ 'y FELY(H) entonces
luvcitn, sdlize

enyz cRallpzg(E), g > = j F(z sy <1 gL 8 > ds
conkiene a 7
Ademfia © j P(s)< g{sf,g g

HEFE‘ Qa"ﬁf * Fa

‘;z"-\

Domestracir:

in &pliﬁ( e & g o i

G o
T




= < X(D) , nx"'(g) >
=< B (H).g> ,
Para todo par de vectores f£,g¢H , de donda
TE - ay
81 ('!"* o8 sl adjunto de ¥ entonces
(™ = xpx . (PIA) ,

efactivanmte:
< ap fig>= jrm <1, fg>a

. I < 1, 8,£> F(u Ddu

< £, ar*s >, (£n8&m ’

Por atro lado usando el tsorsms de Fubini
< xpug £.8 >ff rda e <3, £,5 >ds

“[ 7w [ocs™le) <x, £.6 > ds da
“frw <xg g5 > @
u

=< KO, £,53>, (f,zed,

Treg ™ Yrlg



Demostraremos por Gitimo que 1(H) estd contenido en
la clausura de {1y / FEL' (H)] .8 la topologfa débil
en Eud! (") .

Consideremos una vecindad d4ébil W de ]'H deter-
ninada por ¢ > 0 y xlxzﬁ.,... X, vactores de H-,

Demostrémos que existe Fé.I.' (H) tal que nFé
Por la continuidad de 12 representzcién existe una vecin-
dad compacta V deforigen .e, en # tal que LI

Ingxi-xiﬂ S clx; L=1, ... , 0 .,%eV-‘

Ses PECy(H) oon sop FCV ““«_ *I F(s)ds = 1 ; ?‘i@

Y
entonces 5
< IIFV «TWOm J F(s)< ;w:, ds , (V,
en particular, ‘
{ 2 .,,‘-:"-" e : i
< EF‘:I. zi. !rxi‘xi:\'!ﬁgg‘prﬁﬂzi-:ll ! ‘?1
.:. I}ﬁré ! ¥

<‘fkin2 » !-‘ 1 » cug'_"gﬁ n
de donda: nré.w . v

Por dltimo por la murs.a.d de 1, , g€H '_,l,-:_f"'

“‘TgF(q) “ AT (xp)l = hg;ng(ﬁ) - Hglxll = "
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it

Pussto que ¢ era arbitrario, texmina la demostraciédnm.

Ests es la dmostraci.&nb de un hacho general, para
te de Haar.
grupos localmen co;npactos Kcu?sz Jetmg M?I;gg‘d oym%r P”E)P
11y Observaciéa: En particular para la representacién
irreductible (L@R),x1) 2€TX , es £aoil comprobar,
usando &l teorema de Fublani, qus:

ng(e)(e) = I,* IMH(IP()ds , (FELR) , tém PEL'(D) ,

» ”I .'-'-*('23“"3)f(mi)r(ul.nz.ss)dtldlzdns 3
yqus para (s,t)CR«R , ; |
'?,c) ,_I” c“'l"""z'ﬂ!‘(s_’!‘.'sz.aa)hldlzdsarl
(re Lty ,

- i‘{s.t,ﬂ)lc

12) Definicitn: Sea (H, <>) wm espacto ds Hilbert
ssparable ¥y ¥ w oparador lineal continuo eu H . Di-
Temos que T ut:mbhoﬁmtmaslpmudlbn-
ss ortonoraal {44}y ¢ do H - la serie




1

i convarge y su valor es independiente de la eleccifn de

1 i

. 81 T tiene trazs dafinimos

‘ T Trasal= B <44 > (U4} base ortmornal de 1)

BOTA: 81 H aes de dimensifn finita ests nocién coineci-
ds con 1s usual. Notese qua i H es de dimsnsgibn in-
finita 15 no tisme traza.

13) ZLama: S{ T es un operador linesl continuo de
B y si para una base ortonozmal fija {4glyqq de H,

1:‘:-1 [ < Thy 4y > | <=
entonces pars cada par ds opsradores continuos A,B da
H , AIB, TBA y BAT tienan traza y

TrATB = TrTBA = TrBAT .
Denostracifn: Ver apéndice.

14) Sea (H,X>) 1 espacio de Hilberty A w ope-
rador lineal continuo da A . Diramos qua A es un ope-
rador ds Hilbert-Schmidt ( H.8.) de H , ¢f pars una base
ortonormal (#;), gy de H,

2 taagd? <o

Ss Jdeouastra que sl valor de 1a seris es indeapendients
4 33 base ortonormal {4} . (Var agéndice)

A




A2
" i
NOTA: Tomando H = £2QY) donde
< z,y>s2 28 . 2=y

. Y’ (Y )nﬁ zzai))w.m . +

y ol opevador de€ialdo por-To, » 2oy , tQ ) o

bace ortonormal de 52@;) wemos qua T a8 de
2.8, pero no ticne traza.

Bl zaciproco es clerts, us ‘dacir, si A tiene ".'Z &
traza entoncas A es de H.8. (pues A* tanblén tid-
no trazs), .

Cuslquisr oparader de rango finito en X tlene’
traza, '

15) Teorama: Para cads Fe SKHJ ¥ 2¢Z el operador
IIF tiane traza v

?(s.t,t)) 1 z= (3,)cRx}

Traza g
%—% !F(0.0‘.z)e"“ds gl z = AeRF
K 4

para 2cZ fijo la aplicacién
F ~——2> Telg

v " as wa digtribucifn temporada,

' Denostracidn: Distinpuiremss dos casos:

Caso 1) x = (z,t)em? .. En este caso tanemos lz no-
cifn usual de traza y astd dsfinida para cuzlquioez
FE]ﬁ(H} en efecto; puacto gua




1S

n§“-"’ - 5(3,:,0}]1:

en$® ) w e, 09

La splicacisn 4 teed ¥(s,t,0) . &5 eOntinua con respocta
& 1 topologia da S(i), puss es la composicitn dm lé
tzansformads de Yourfer con 1lg svaluziifn en (a,:;«,o)
{qus ¢s uma distribucicta :enmeru&a)

Cago 2.- La funclonal ru--’-ﬁ’ jr(o 0,8)*448,, »I&‘;wa 19,23 (V)

[

‘lékx) ) L :'-

es una distridbucidn temperada. Efectivamente, sea ..
(rk)ke gy Waa aucesifn ea sj:n).. qUe converze A cero; ‘es -
famadisto que {¥.{0,0,-)} . . es ima sucesifn en SE@)'
qua mvarga & CRro vy como 1a tranpformada ds Fourfer

an m es ua homaomorfismo de S(R) en sf-mismp, la
sugesisn wk(o 0,)} convergs a cero.

Il zZasto das la damostzacién la haremos et cuatro
Dasos;

Sas iéil ila base ortonormal ds funcionag
1‘.0,1.2-:-
de Hermite dn 12(m) .

a2 2 2
ey = 51 72 & &t  negl,...
tal®) = Sl 12 L
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Las funciones de Hermite son rdpidamente decrecien-
tes en R y ademss |¢n(t)l <l , (EW, t&R) .
(Ver Carleman “Ortogonal Functions" pg, )

Lema a) Saa £€3Q@R) ; entonces dado kENW

p 1 <
X £, >m= . "Pk(f)a‘f‘ - 2
YV Ry (D). . . ekt o

(u >k) ’

donde ,
P(E)VE) = -:-f-cc) +tE(E) , (FESM) , teRm) |,

Demostracin: NStese que P es 'un operador lineal de
SR) en B®R) . , '

En la demostracidn se usa bisicamente la integracién
por partes y el hecho da que $, 8 rhpldanente decrecien-
tay £ acotada en el infinito.

-

2 2
S c(n)f g (et /2 £ ot g
R e

2
2 ~t 2,5 mt+l
. ~/C(n) If(t)['tet /2 d_.gﬁ_ e - +et’f2 & | g

dt ac®

- - [ e ag e - B [ £toe g @a
donde

(D da€
B c n, - £' b —— »
2 ¢ /2! [T 7

dt
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Sc ohtiene qus
1 Sy > c—-uﬁﬁi)ll < BB, >, (B0
n

Por iteracifm
i i ‘>¥("1)—-£—-—l“~? - > {a»k-1) ;
' Tofl c (ﬂ"k‘!’l} n-ktl
poniendo u = n¥l S
k _Clw) Bk .
<‘.£,4 > = (~1) < (f)ﬁ_ >
(ﬂ"k) ) )’} k : . " .‘*‘-
e # > » L2 k)
VD (D T m) ek TR
Bna consmecuencia dei cﬁlnulo ante.rior es que ’i '»5;;'., p ot
2| < £, >F < (? , £EBY) 5 oY
a g St
pusato que. 2 f‘
kL.l 5!
T <Epy, > = £ 1 <f.¢ > 1P &
ﬁ'o | ! u=0 o
+ 3z - i ... B/2 !
blgE 2 0y (1) o Cucke, + DI -
x| < BB, 4k > i")
‘ L)
< ﬁ?} 1[-< £.4 >1P + ﬂpk"(f')f% % -
ot L ATy o
1420 ¥ "2 ym012% uln-1).. (u- 4131 B/2

para ko. # 1 . De donde basta elegir ko- de modo qua

kP
¥ >




i

Poes

(-3 i o
5 . % X \
uuko.Lz“ou(u-l)..{g-kb+1)3933 mho( 2 (w+1 ]

En espeécial para p = 1 ge puede tomar k == 2
(usando la desiguafded do Schwartz).

Néteszs que basta que P';(f) QR) » para ob-

teney que p

“
]

kP
©
7 > L.
Ademéis
N
. § <£,65 > 95 convarge, cuandeo N tilends a in-
1=y

finito, a £ , en la norma del supremo. Puesto que

o
T <E,4;,>6, | < T |<Ep >
20 176 1< T 3

de donde

N
Z <£,8, > @ @g unz sucesifn de Cauchy
en la norma del supremo; ya que existe unz subsucesitn

N

? 0 L f,éi > ¢; que convergs puntualmente cigi en todse

partes, a £ ,se tiene la afirmaecidn.

N

(2 < £,4;>9;+% en lly
1=0 2




e n e
Tara

Lema k.- Sea 3¢ ® ~ {0} y FES(H) : entonces

PHEes®W G @) . v

(Podemos declr que !I-, » FE&S(H), rogulariza mdefm*da-
mente a cualquier & en LZ(R). )

L]

Dempatracidn: Usaremos las desigualdades de St:magtz." .
y de Jensen repetidas veces ademds de la integracién por .
partes y el teorema de Fubbini.

1) Come

T () = [[[Ftoyssp.0961483 a1A82E 4tors, 3 s, doydsg
- ”IF(&I-t:;. ,sz.ss)e“%e“*satﬂsi) dsl,dazdsa :
entonces
EOTCIES HI [#(s1~t,a5,84) | 4(8y) | ds;dn,ds,
<14, H f ( J |¥(ey-t,8,,84) | 24,3 20, dn,
= 14l [[¢ [17Cyin,,8501 %802/ dnyas, 4

Ademis, como F es répidamente decreclents, existe un
compacto Iy I,y Ig I;,{(i = 1,2,3), intervalos campac-
tosen R, yuwm M >0 tal que
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M
(+sd)2 (1+s5) % (11s Dy

. |‘ﬁ‘(sl,82,53)| <

para cada ) £ijos:

(IIF(81382,83) lzdsl)llz < (! l?(slrsz,SB!z dg.i}lll +
3 Il .
+ (

LH

Mm% ¢ ! %1 112
(183) (L4s3)  -4(1+s)
2iitsy)

-1/2 ut/2 /7
< m(Iy ]m lF(sl,az,aB)lds]_ 3 (l-i-s‘;‘) (l-l-sg) n

de donde
A () <Hal, (mzp Y2 gy + 0 2n 312y, (eany

es decir, n%. é(t) es uniformemente acotada.

2) n%.(ﬁ) {t} es C°; eon efecto come FES(H) ,

j ok

83 ;:'E—'-IFCSI.'EPBS)& S(#) (k=3 > 1) , luego poderos
1

. derivar bajo la integral y

B
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-

e o . s k"j
[ - k Jeonkitile -
. SE W@ = B @y m;ﬁl* (8178+57:59)
8;;5 oirspt las3 $(s,)ds, da,ds,
= na(q.)(i:)‘ , HEBGE)

k . et k—j - ! .
donde = Ky ps voq k- 6 Pleo Y
H('SI’SZ’B:;} jfﬂ(j) (1 )°¢-1) a-s-;-E_-J—?(Blsﬂ,z,S3) Sg

3) Sea kel entonces
Abee) = oF IH F(ay.8,,8,)a 928 01383, 0000 345, do,ds
Frv 282,83 $lt¥ag)dsyd8yds,
¥
= ‘j” £k F(sl,az,aa)e“.sztdsz ens%(t-!-al)dsldsz 84
e
- (:,'%’k Hj-g:;ﬁ— Flaysep,89) 42" 61334 (grs,)day ds dayg
= 1z¢ed(r) |, Ges) ,
m@(sss)ccé)k 3k F(sy,8,,80)
15009 = Q7 o Flepegey)
Combinando (1),(2),(3), se obtiene ef lema.

Lemwa ¢) Para cada P<&SH)

¥o(a,t) = j F‘(:;g,sz.ss)ei"s?: et92%35, 45, , ((s,L)ERNR) ,

es ripldamante decreciente em R , R .
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= < ?F(':t):@(t'i") >, (té]R) .

Demostracitn:

Por argumentos anflogos a los del lema b), (2)(3) se

comprueba que ¥, es de clase C” en RxR, A dlerrah
k ﬁ; ak"!'z’
thg™ ;;Er;-'ﬁ' ?F(S,t) = !H(S,t), ({3,£) B<R, k2,2 k&N
s

donde HES(H) y depende de F, L,L,k',2' .

Luego bastaria demostrar que Y. @8 uniformemente
acotada, pero; )

I!F(s,t)l < ” |7(s +89.82) |d33dsz

y usando que F<£S(H) en un argumento anflogod de b) (1),
se comprueba el acotamiento.

Lema d.) Paraz cada FESH) y i€k
» R
= S i} " > < w
donde {én}nell es la basa de Hermite de chR) .

Se dice que n% es sumable.

Demostracién:

Para m fijo por el lema 1



Iw.)
S

-

E - ! -
: ne0 | <Bp &8 > 1 < 1< mhép.e, 1+ [<ndeg,ey > |
: + ap? (s 3,
= < o hey > % 1< 6, mhe> |
2
+ Mgle )il 5

donde 'HeS(H) ¥y depende del operader diferencial P2 v
Com FesSt ,nh 65 , 1=0,1,

- A ) -
mfo [ qm’ o ¢i >| < 2 i 0; 1) cee 3
por lo que basta demostrar que

«

uﬂl(é)ﬂ €< @
=0 B 'm” " 2

Paro

Mooy Uy = ¢ Inkin(e) linke (elary™/2
»

< <[ I fingenaswl? |

{pues ém(t) < 1) . )

< [ﬁ [#:(s,t) |dade] ~1/2 f [ng.pm(t)[”zjwﬁ(s,t)gdsdt.
RR R
. N6tese que si jj.l’«.’ﬂ(s,t)ldsdt = 0

entonces

Inje i, =0, (mew)




22

Por otro lado; usando el lema a); pava ¢ fijo

o ‘ 172
(M2 = 2| <g(e,0),e 04t > |2

Z |mhe (£
m={ H'm m=0

4
. 1/2
< 2| @yl ,t), 0 () >

4 GIIP5('!H(--1:,:)H 2
< < v
Ay (-~£,0),

donde H'€ S(H) vy depende ds operador B2 que a@g gu-
ma de operadores del tipo sk 4 con k2= 3
T

puesto que

2
N7 Got,5) Uy = ([ lvgecemt, 0 jasy /2

2
= ([l a0 a2,
es acotada ya que H'e S({H) , obteneros que
b ]Eﬁﬁm(t)llfz <M, para algtn M =0, (e R) .
m=0
v usando

Combinando eate rasultado con el anterior
el teorema de convergencia monfitona, tenemos

z 1ty < M(H!? (s,8) [dsdn)/? < o
w0 B OH H |
con lo que termina lz demostracifn del Lema,

Con el Lema c) se asegura que n;} tiene traza para

cada A<R® y para cada Fe SCH) .
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s Demostracidn del Teorema.
d Nos resta calcular la traza del operados 31'%. L ASEE
F&S{H) -
T <ty > = T [ <ypl-t,m,e, > omar
= T L, (-~t,t),9 . > ¢ _(E)dt
jm =0 ¥ m i :d
- j;R %’F(o,t)dt

jj F(D,Sz,SS) eilszt Qiz;SSdszﬂsEdt»

L S—

o ” (0, -,84) (At) drel834s,

H F(U,-,SB) (t)de ":""3-'5%3

«{’ﬂ JFcoa,$3)€ 3‘530?5-, .
El intercambio de limites es justificadospor la desiguel-
dad de Schwartz

‘§H gt t), 0y > he (VEE < Z huie B, s
n=0 I F =0 Pfm" 2

el resto de los pascs consiste en usar ol comentaric del
TLema 1 an la fuincidn ¥p s aplicar el Toorema de Fubini;
el cambio de varlazbles, y 1la f6rmula de inversién en SR} .

Hemos terminado la demoztracidn.
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. 16.) Definicidn:

Bl carfcter generalizado #cnelado a
1a representacidén unitaria e irreductible 1% de ¥ ,

Zz€Z , es la distribucidn temperada

Ff—y Trig (Fs s(H), z<2) ,

F(s,t,0)
2x

I j ¥(0,0,8)e %35 g1 z = xe®S
A

z siz=(s, )R o R
T:r:IIF =

17.) La aplicacién

B p— Txni",gf*F (z£7) ,

agigna a cada F<S(H) la norma H.S. de TFIZQ
Se tienc que para z = A &RE

2 - A, 2 S W |
BEM% = 2 0 2261 = o)™ 1 = werts
FH me=l Fan2 FF FRE
= .i_%i;._ (F% FY(0, 0, 8) 118 gg
X P

21

12—

Il J’fl F(x,7,°)0) [ 2drdy

de
usande el cambiofvarisble; y pere z = {9,0)SBx R
12855 52 = |Fs,e,n |2 .
<4 Hs

18.) Observaecidn:

Es claro que i 2z # z' eatoncer

o z'
Ter® $ Tzn

, (z,z'¢ ) .
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Cabe hacerse la pregunta siguiente:

{Proviene la distribucién Trr® de tna funcidén F.
localmente integrable en H 7?7 . Es decir, lexiste
umna funcidn F, localmente integrable en # tal que

Tr!lg = j G(S)Fz(s)ds 3 (BESHD
i

para algin z<Z7? .

En el caso z = (s,t) la regpuests es afizmativa

Fes,t) (%:7,2) = T’“@(:?:’rfi)

es el carfcter corriente da (% %)

La situacién con 1<€R¥ es mis interesanta:
la ecuacidn

Trné " T%%-j ¢(0,0,8)e**8ys = jjjc(x,y,Z)Fa(x,y.z)&xdz
R

(GeS()) ; suglere formaimente que

Fa(xfy'|2) - _Z_LIT 6(0'0)(313')°einz H

a
donde ‘(0,0) @3 la 'Funcién corriente" =zgociada a

la Delta de Dirac en (0,0), que e Infinita en (0,0)
¥ nula en otros puntos.

De ser cierta esta conjetura formal se tiene una res-
puesta negativa a la cuestidn planteada.
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Verifiquemoz que no existe tal Fy *
. Sea

1 - GePeyP4a?) z}{
Wwiz,y,2, o n 2 (x,7,2) S BRR, > 0Y.
(z,5,2,¢€) m—)gﬂ e ’ /r, € j

El nGcleo de Welerstrass en IRS .
Ssi ?1 axistiera entonces

l.bifonj I j W(z"lly-szpz.'astc.)ﬁ' (3'1332) 33)&1d82d83 ¥ inigi*-s'}”nza
4

salvo en un conjunto nulo. (Ver Stein-Weiss en "Intrcduction

to Fourier Analysis on Buclidean ‘Spaces" pg. 12-13)

Entonces usando la ecuaelbn, obtenemos:

2, 2 2.%¢ |
F(x,7,2) = 4n 2L 1 j’ oI Ha8) D0 dany,

0 ] Viane)d by
2

- 1¢m 2L L e(xz-!‘y’z)él@ . M3 e, e
o0 i} ;}(4I!s),s'." 'f

|
|

2 _iiz .
-I-eaﬁle : F"’"“’ 8% (xa )m(0.0)
|

0 si (=,y) % (0,00 .




CAPITULO ITX

En Este capfiulo definiremos la ¢ransfomrada da Fourler {un el |

grupo H) scbre L' (H). Ademfs; encontravemss una medida positiva &,

schre 2; que pemmdte desarrollar la Delta de Pirac, 8y, del gmmo

caro integral mbreﬁdehsmgeneralizadas ¥, (B € B ve-

remos que esta expansitn es equivalente a la firmula 42 Inversi( =g

bre S(H) v, por densidad de S(H) en I2(Hf), extsnderaws la tranciomms

da de Fourler, F, a una fsometrfa de L2{H) scbre T2 (K%, me 22 (R), ).

I} Ia medida de Planchsrel sobre B.

Buscaramoz una madida positdva, que anotavemns d?.. gque paxo Ga iz

expansidn:
5y = E Tra o2 & (2} =
P
de 1la Delta da Divac; es denir tal que:

T
Ple) = ﬁmwg, & (z) =
&

para cada F & S{f}.

j & (@,

3

ﬁ ) & (2
z
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-

< "k Ssbewos por cdlcoulos ¢l segunds capfiuio as

# . \ § {s; £, 0) 8fl 3= ¢5,%) ¢ R R
-.;-g. ;‘g‘_ ;{“ [ Tr -u-z =z

» _ ' 3 2 e

e L B F(0,0,8) el dz eigey &I
f»%‘r.' : 1Al

e &

?;ﬂy "‘ ’!‘, .

;,’, Gazmi&amm sobre B ls tribe E= B U BRx R} v lawadlds
11-

,zpositiw@maﬁchxmm

Ay

3”‘ ,f.;‘j & (8) "W L tf @ @), (B e BEY,
:(,__\ 3 ’b

._B (=5, ﬂmsmlmmm B(RxR) e ia tatha de Lz BF 1da-
’ '? {03.

'{J' Fa ve( “mE

i ze or ug es Imedivle para coda F & S0 ;
U} & “g e o2 gP{g} .,
don - b4

Fw

8
o v B0 (3, T, &) o3 Gnfeor en ol sentide d3 qoe o4 (%, B, P
" es otwo aspacio oo rmedida, gue satdsface 1), 1), entimeas T CE g
\
dp'ﬂ adl?a g

Bn whoafy ey




G Ren C

A+ 2 jF(Or 0:3’ &ils&

Tl

a9 continua; ¥y que la aplicacdén é&e R en C
(5, t} » §(sr t)
as contima,

La parts iij se deduce de la f3mmula de inversiin clf ez ev R:
81 P « 8(4} entonoes:

‘ Fo) = 2 L #(0,0,) (\m(2) = j %ﬂﬁrm,o,-a (z' 15

R{0}

A

\
" La parts 1) sze sigue inmediatmnente dol hechs do que 1r aplicaciGr
&E'E@—&F&n £t

- Ez B@E) - L T w2 & ()

. Demostyemcs la inicidad,
} n
Supongenes que existe un cepecio om medida (2, ', & } quo sati:

fm i)' ﬁ)u




1
Demostrarenps que necesariaments 2 CE'yqnedP]E =,
a) Los borelianos e F* son Z'-medibles:
' Ssaac<bec0 & O0<ach, a b &R
i
entoncos existe wme fimcifin g € S{ R) tal qua: |
|

glx) >0 {x s (2, D)}

l
g} =0 (x & (a, b)) \
|
pass 1a transformada de Fourler en R es un homeamorfiamo de S( R) en
j;‘S(R)[-
Sea f«S{(Rx R}, tal qua, £(0, 0) = 1
Definiends:
Flx, v, 2) = £{X, v} g(2) obtenanns una funcibn en Si¥) v:

z 0 siz= {y,y) cRXR
Tew =4,

%‘?—,m ol 2=} <RE,

Se tiene (8, b} = {3 @ Z/Ir =% > 0} es X' medible por £), do donde los
borelfanos da Rf son Ztemodibles.




-
ks
L

b} tos borelimncs de R X R son S'-medibica: Sesn 5. 7 M1 . 7w

ahierisS en R; entonces, por rarmamientns mnflogos a 145 ¢ v 8,
aiistemaﬂnm faes(RxR tal que:
e

£ v >0, {(E,Y) € IxJ) ;

£ (2y) =0, { G5y) dixd

L~

~eeSEa g S S{R) tal que G) > 0, R ER); entone & FO v,2
VR g@}< s{i) y: |

g

o | ‘
' IxJURE = (g zmng»m es ¥ -madiodz 1 0 1)

For lo tanto los bovelisncs de R x R son &' -modfle

f-‘,.':,;"
. Bamos probetd Qe £ < I';lo que fapliica; que et £: L o
- tal ques

oto de 108 © mloy

2/ y£/ RxR oo continves, respo
usesles en X v R x R respectivements, entmess £ o3 S Ihle v g°
In oondicidn 1) la podoms anoter oamp:

7{0,0,0) zﬂg g‘ﬁﬂfogﬂh fa} m FR E §€333Yru’z dP T “oeYdy =
o ial R3x R

UnNiv. O oLre Ll LE
k™ SEDE & NIF-G ) CHIENIE
h 8130 ~Ta CFNIRAL




c) Demestraremos que & [Rx B) = 0.

1a idea es probar que d° ({(-n,1) X {-n, )} = 0, {(n <N), calovle-
mos prizero & {(-1, 1) x (-1, 1}.’ Usando 2i).

Escojamoe £, € B( 3%, tal que, £, son ma funcifin meseta de -
po € con:

D Gy =1, (= e 1-1+-2%.1—?3;1 x[-l-&fz%-,‘l-';?

i

2L, XL, (D€ M,
,:Li)~ 155667 >0 (kP S IXT~T, X =Dy T 1, 1), @ <N);
3 &k =0, (BY<IxD
) £ =y <t (ky)e RxR.
Bsta constroocidn es pasible pues dado wn intervalo carredo [a, 1]
‘en Ry & » 0 exists wmia funcitn mesetn £ tal que £4a, B & 1; 263> 0,

x @a-a ﬂhbi-é.”:fﬂmmotraswrm?mzeh
formada ds Fourier en R‘mmhm&mdestnzzmssnz)




Se tiene que:

lim fn(er) = q{-l l)x(..]_ 1’ (x.rY) ’ ((er) é‘R x R} H

2 ne®
donda:

¥(1,1)x¢1,1) ©5 18 fmcifn caracteristica de (-1,1)x(-1,1)

inboquaf es contima de R2? en C se tiens que es

ﬂP(RxR)-ﬁedibleyporel'IieoramdeCcmergenciaDcmnada.

lim I £ &y & &,y =J Lim £ (x,y) & G,y

rm-po I 4+ ™
2

= & {(1,0)x(-1,1)}
Por otro lado ;. por la férmla de InversiSn clisica en Rx R,

! £
o< fn(afo) W J :?n(xayl dm{x,y)
e

a 1
- = '(_2%2' [&m{In x In} + j fn (xry}ﬁm(xpl’lj‘

Pa

1 In.2 T,
<-(-2-‘Eyz[‘2 ﬁ)z'i'm(Dn)J:

o




™

"
!

.
D ~
L

-
B

e

luegot
: 1
in £ (0,0) = ...
‘mew 72 o, :

ER

IS
A

w 1

¥ . * !1-'.‘,

' - '? b %(A’ & ;.‘ l;‘; . "i\' e
Pn0,0)g(0) = 2 F_(0,0) Jn" g{r) - g{0) dpi,il,l?::( 1,1)}
i wd
L I‘{né N) L)

" pasandd el lfnits, cuando n tiends a infinito;

! 1 2 a - o . )
& =gt = —;—j gla) ‘i?i-,jf-’i‘-’- +g (0 & ({t-1,0x6-1,1)}

¥

g < s(f))
Sa daduce gues
ty Ay .1e2 %’f’. $ & {(-1,0x-1,1)} ;

{(~1,0)¥(0,1)

censtruyendo la sucesdén de funciones de S{H) definidas por:

{0y g®=1, (xé[-'l—-.%.ﬁrl“_%“;,néﬂ);

a 1
@ 159500 >0, (el o35 Va-L., 1

v




B g, =0 , (4TI (1,10

- {9 &n &) & gml (=) , x «R.
. y pasando al 1mite en (44),

Se procede ahora a calcular J apaﬂ R
(~1,0)v{0,1)

. %o define )a sucesiln (f;) do funcifnes de § ( R) dada por las siguien
tes condiciones:

m fm=1, &G{-%;#%-'--Z%”] P new;

) 0<E, <1, lpe (-3, —1-!-5;_'..) Vet , 0= pgnem;
: .
3 £ =0 e (-1,0)

Y a sucesisn  {h,) por:

neyN

pt) = & 1)

Definiendo l1a sucesin {g;} , ., Ge S(R por:
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Gl =B + Rk, &k Ron N

y pasando al limite en (%),

Es ubitienc:
B ) !
T 2
(~1,0) v{0,1)
y reenplazends en {(®%) yesulta:

& {-1,1) = (-2,1)) =0

El razonamients se puede extendey a cuslquier intervalo de dmde
ss concluye que &' { ®2) = 0.

d) Notemos que esto reduce la ecuagidn 14} a:

?{0,0,0} = 2o g ﬁlﬂ;ﬂrﬁ {1} %if-&?‘ ;7 (Fesit));
3

en particulay para g < 5( R)
: | ;
9‘01 w Jy I Q(M f"{‘?}" <
=
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Usando esta nuava forma de la ecuacifn i1) v por ampmentos anf-
m:am&b},mmmmmm (a,b)

. t ] .
dn {(a,b)) = (20)2 l Q’HA!. . (dmeslam&idadalebes
Ya/b) gue en ﬁ‘)-

‘;i
L

™

hmmgﬂpammmhcmlim’gda g

£ T
&g (B} = (22 l -'%H!‘l ;

4 2
B v
3
S il
.

+ 7 %
st .:1
* i

For 1o quo en 1a tribn borslima Bde KX d, - y & << 4y
“a% dacir Gy €3 una medida shoolutamente continua respecto 6a &P y recf-
. mawm&mmwmmmmmmm
| positivas tal que:

q’m-] gix) () v ancsx-[ £(x) antx), 8 = B),

B 8

¥ |

€lix) mgix) (casi slemre respecto de &) pero por wicidad

£(3) il ¥ luego g(a) TH"

ds donde sa 1lema a la conclusidn,




i

iZ

T

-

i d?

M%Wcm, purhmicldaadelaméida

l-

‘.":::‘1'" b X

i '

;
.
i.f.,ag\

O < nera ecxtivalents

Can 'x-l &’:-z '! @(z)' &ém.r

donds la splicaditn de S{i) en C.

2. gz
“!-3-!!!'1#_1 (

es una Hstribusién teperzds, mmqnmﬁja:éuyz&z: oo~
yo walor en Fa S(l) o3:

it Y-
.
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i (B} fis.t,0) sl Z={S,t) «RxR,
%

{u,vu)™ :
o %‘l’?e”“““’]ﬂum,meﬁ"ﬂ ds siZ=3 &R

-_ql'a“

1y

T ™,

vs T oy <
o Paza la,vwW)e H vz 5. R
bRy ’ i:l(‘l.:{: A a g =
el st id TR E
L N .:“n I
g 2

Maet 4 o

0]
L by

v " “'be 1a S5mmla * e doduce ot

2 - S
R 2 3 4 P oiZ P
S ¥, =@*F)e= ] Tr 'z!' = dF(3) mj el n dpgz)

[T
2 Z

_para cada F €8(H). (EL aniflogo de la ddentidnd de Ruroevil).

q:mmd&lz
Se puede dafiniy 1a convolucdén de vna distyribucitn temperada u

o F €5 ; cao 1a fmadSn

&;Y;B) L ﬂ(Teg";,’z’-l F}“= (ﬁ 3 !l) (leP33°

En particular, pama z2€ Zy FE 8 ),

l‘l'r!z*F) (:dﬂ‘-l‘rrfc_l 'I; y 2 €8y,

y adexfis:
{6, * F} (=} =P(x) , k<)




:*5"' W@,maﬁazc‘z, '

;:;l:,_. : vz--m-" * EF < 5}

i
Jﬁﬁmawm&ﬂmv vy acotedas de H; que, en el ca-

&mm.m&ahmwmahm

..pyl S spe, e
L b

[

¢ Ea el caso continuos

. . . , b
n

S Vg 57 (= @)

é,fgmmmammqav csestableporlam&xiquﬂerda
x&m:u.gmpoﬂ. A

Y
,.t:

-,
gy

T

£ 1 %
“’f " ndemiis 51 %= A <" RS, 1a aplicacifn g
& :

-

A %:-’I i j ?(';'.I’ens ds + ﬁ" [ F('r‘;ﬂe:.ug ds, Fe< s,
% sl B .
R

B
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(1] ”‘::‘
. ;. e una. inyecctén lineal de Vy en un subespacto denso & I2(Rx B)
‘ 512w (5, t) © Rx R la aplicanitn ,
etlStte) £ ge.6) » Fig,t0, @®es(Hn,

‘_umwm&?wrﬂm c. :
"‘? ‘ iR I J ’
SRR, ey 0
b W h e gl i
LBl espacio ds 1a represantzcifn 1@ lo denptavemcs e, FE “
3 e (R siz= A &5 ,
i, B 5 N .
RxR si2= (54t) SRR, T
. t a ':‘:'_E‘
Por el Toorema del punty 10 del Capftulo II. A .

N A A
FeG (z) = F() G(E), 2c8, ¥, G,= L' (H}). .
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v b ¢
i %N
TgF @) = % F(2), (2= 2,g<H, Fs L '{l);

. recgcxibiendo la Fimla de Inversidn cbtenenos:

L R(x) - l or -:4 Fm)’dPtz)
. z

N
- le T, re)de,
z

| ¥3
;- [ Py, Cm,
2

paxa cada ¥ € S(H) .

Con el £in de extender estos resultados a L2({H) y cbtener el anflo
g del Tecrems de Plancherel en 12( B, precisarecs el espacic ds lie
gada de la aplicecitin

2+ B, ®esu,

. dafinido en 7, introdaciend la nocifn de suma continux de espacios de
Bilert.
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4) Progoeicifa.

El espacio de todos los operadores de Hilbert-Schmidt de HS, z < 2,
85 (5%)) es un espacio de Eilbert campledo, con la saua de operadores
y poxxiaracifin por escalar vsual, ¥y oon el producto

<AB>, =T, A Bemih) <z
Dam. ApSndice.
5) Definicifn.
1. Diremcs oue la aplicacifin
2 + BS(a?)
a8 U capo de especios de Hilbert schre Z.

2. Un capo de vectorss A scbre 2, asociad al carpo de espacios
da Hilbert

Z *ﬁmz),

s w2 apliceciin

g+ A(Z),
dafinida en 2, tal cque A{2) € m(ﬂzh para cada z & 2.
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D¢ ahora sn adslante sflo, diremos cepoe vectoriales scbre Z,
sin nencdonar que estan asociados al canpo de espacios de Hilbert
g -+ 15(H%).

3) Direnos que el cempo de wectores A schrs Z a8 &F-medible i
2 »<AlE), A2) > = AQN,,

o8 F-xadible; ¥ que A e cuadrado integrable si
3+ I

e &-condradc sauble en 2.

Ejemplos:
Ia transforaada da Fouxisr da ¥ € B(H)

% * Sm
a8 W cmpo de vechorws sohre 2 cuadrado smeble por construccifin.
Tmbin si f£e 1™, &) y F < 8{H) 1a splicacifn

Z »£(2) :;

a8 un Campo da vectores cuadrado somahle.
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arotaremoa £, (2) para indicar la fanilia de todos los cmpos vec-

toriales coadrado sumble de 2.
6) Prop.  of, (%) con las splicaciones

(A + B) {(Z): = A(2) + B(2)

{oa} (%) : = o A(2)

0, Bl i), ze 2)

es wn egpacio vectorial compledjo y 12 aplicacién

A, B) j_ <&(2), B{2) >z & (z) m:<als>

-

e8 un saudo-producto escalar en uEz(z)

Dem,
La primera afivoacifn es sencilla y mo la demostraremns. Para la

seguia se deduce cue:
<a+aBlec>=<p, c>+a<Bit>
<A, B>=<B, Ar>

de 1a linealidsd Ge la inbsgrsl y Go las propiedades de <, 3;; adenfs
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| <ajs >} <] [<a(2), B2) Spld @)
2

<1 IaEl, B, &e)
z

<(l KA :ﬂz)m ([ nntzm: a"(z)m,
L4 2

y si:

0w <A, AD I e Em
y £

entonoes A(Z) es cexo salw en un suboonjimto Ny de % de medida mila,

81 dafininos 1a relacifn, z , por

AnB & (zguA@) ¥BNI=0, A, B g2(2)

se varifioa qus es una relacifin de eguivalencia, que respecta la estruc
tura ds espacio vectorial de £2(2): y que, bajo esta identificacién, el
sendo producto escalar < | > de £2(2) se transforma en un profucto
sacelar en ol empacio vectorial cuocients

L2/ - rmm‘) &m.

e
[ ]




21

&-dimqnfzmmz) dP(z) eehmumtimméelcanpodeesp_a_
clos de Bilbert '

Z =+ nsm’)
vespecto ds la medida &F.

D
Anotaremos fmm’zap(z) : -L B (E%)a°(2) v sus elamentos los
ssguivenos escribisndo como cumpos vectoriales cuadrados sumables so-

e %.

"szxe'[wm') &P () e anotarf a veces
z-sﬁma"m
El prodacto intarfor ds X e ¥ en Im(n“) &(8) Io anotaremws
£€X¥>y Iancgm de X sexhi:

BXE = \!<X|X>l dmde para caloular tomeamos reprasene

tantas ds cada clase,

. 7) Progostiicitn ( fesaf)s’ ), <|>) e m espacio e Bilbert.

Dem.
Basta probar 1x completitod porr la cbeervacifin anterior.
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Sea (%} _  "0a swoeaitn de Cauchy en [BS(ED)E" (2) y sea
'{Yk} XN Unaa:h-m&e(xn}néu tal ques

Ii%,.,_-%ﬁ?"- , em;

anbtonces:
:n < 2
- 1 ‘-Yu{<1.
3 W%y =% e

N
Sen Gy (2) = lfl(ﬂﬂz + l:l 1¥44 () ~ 5 (2, ; entonces G, es
. -madible ¥:

{I ’Iq,(z)ladl’(z‘)}m <(I I!ltmlg dp(zam +
R o

oL ff u R
AN / f P %00 - 'fk(z)ng &), 22
M O g, ‘ k=l . . e

vy '

o 5
gl B g, -7

L < ige + 1

De donda, por el Toorema de omvergencla monSccna;
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2 2
i @y, (2, + kfl 194 @ - L @07 & ) < (il + 1%

lusgo, salvo en wm conjunto de medida mila N, & 2,
l‘!‘,_(z)iz + kil. H!k+{3) - Y,"(z)nz es covergente ¥ 1a
sucesitn:
N
YI(Z) + kfl (44 (B} - 5 (2));

converge a un vector Xo(2) € ES(E%) para eada 24 W,

Definimos el cospot

{x,(z) sl 24 N,
X(Z) =
0 sz en,

X es F-medtble, puss

k-1
He t I 0n,m -T el =g Gen)

¥ se e ques

Z@) =ln ¥ (5) (enlliy) saiw en N,

nee
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Finalmenta:

-

it -2 = | 1% - xen? f
z‘-ﬁ

-i Un % 2) - Y@l &

H+m

<in Enxk(m - @i & (2)

= 43 -
= U - ol
Pposto que la sucesiSn (X} ;. y es de Caschy se tlene:
1im -
k”—-!--ka m 0

ym:x-!n GIECHZ) dP(Zl clertonnts

X & f BS(E2) & (@)

8) Gorolario,
&%}ksu esmam&mgm‘wax@fﬁsng &2y
entonces existe wa svbsucesifn {X,d § o 9 Uy oy B2l o

tlim- A7) =al2), en {5,
salvo en N, &- %, de medida nula.

-
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. 9) Gbheervacifn,

Camo 1a medida & restringida a R x R es nula, lag siguizées
identificeciones scn vdlides:

L BS(E%) eP(2) = E = BE) & ()

= ESGEA( R)E ()
Je
w I2 { 8%, BS{2( R}), &)

Usarexns fyecuentemente estas identificscioncs, notemos que los €3
;'anjio‘ldn Eibert, ms(E(S: ¥)), (5, &) € Rx R, son ivrelevantzz en la
swa contimua de los BS(H), z < 3.

10) Proposicitn,
Existe m iscmorfion de algebras isom@trics
A + K
de BS{I2( R} en I2( Rx R), donde ES(2( Rx R} es un algebra oo la ow

posicifn de operadores v I2{ R x R} es un algebra con 1o conwolusifn &
ndclecs:

®x L) (8, &) = jR K(S, &) L (u, +) Gus
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R, LEIZ(RX R}, {S, )EMRxX R, ¥ K, estd definido por-

BE) (+) = IKA (-, 8) £(5)aS, (FEIR( R)).

AdanSs:

oy muja Bap (S, 8) d5 , (8, BE BBE2( &},

Be(Si t) = R (5, S) m: K, (5, &) (A€M N,
S, t)e (R

Darv.

Ver spfndica.
Para F € S(i)), A € ¥, o2 tieme

®
A .
P} ($) (1) = ﬂ (8-t S,,8,)e?A53s™A2E 45 yas, asan,

(- €R, 4¢ L2 R}), de &méa es £30il provar que

K, (5, & A)e = g P(5-t,5,,8530e153 o142k s, ass,

tIS.i.:lé RxX R), es el nficles, de IR{R x R}, aszcisdy al operador de
B. FQ).
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o Es natural pregimtarge sié(a}éss(z.zt R)), 2 € RX, para cada
Fe I1{H). 1a respuesta es negativa:

8l se toma F(X,Y,2) = £(Xg(¥,2), ({X,¥,Z2) € H), congg& LR xR
v £€ LY R), pero fﬁlnzt R )}, entonces F & Li (H) y%{a}’ﬁlﬂsﬂ:ﬂ( R)}:

En efecto; tomando wna sprescimacidn de la unidad, en 12({ R), =se
cmlpmeba,qnede existir un meleo K &€ L2( R x R), asociado a F{A), er
AR
7 tonees necesarimnontos:

(8, t) = ;I P(S= %, ‘82, 83} ei}‘s3 g1AS2t dS, &S5

£(S - ©), H g(8,, S5)e1?83 olASt g5, ds;,

.
(!

'salwenimcmjuni:odsmdidanula, locualesinposibiepuesfiizﬁim.

-t

'.lﬁuése o ejenplos

- — L1
£(X) ?(_1'1} {x) ﬁ;a i g'(Yp 2} m : X Y, 2 & R),

dofe ¥4 ) es la funcitn caracterfstica de (-1,1).

(2) Proposicifn:
La familia numerable da funciones de S{H)
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Fp m, kELA =0 & 0 (0 7@, ((KY,2) € H, n, mEN,) &nde
{8;}4on ©s la base d= Eemmlte de L2(R) v

v
) =95, (L€ No), determion una familia mmerable de campos vecto-

A
{Fn,m,k} n,mlk& Ng

'.que es densa en SES(aZ) &F(z).

Supongemos que existe T € JES(EZ)AF (Z), tal que

0=« T/f; >, (a,mXk €No),

Mk

demestrarsmos que T = 0,

o

.;""Porm)paracaﬁa 3 @ R existe un finico nucleo Kqpl+, *, 1)
T2 RxR) tal que:

T (D () j K+, 8, 2) £(8) 3, (F € I2{ R));
R

¥ un Gnico mucleo K, oo (*0 °, M) € 12( Rx R), (nmXk & N,) tal que:

5

A L
1 Fmk@) = IRKn;m,k (-, S, A) £(s)ds, (£ €12 R)).

)
3

L3
Lard

t,
L

Y
3

-
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. Usando la cbservacién {11} se deduce gue:
a Ky, n;:fsr T A) = 8, (S=t) Gy ) & {2}z

y usando la proposicia (10) se tisne

(*) 0= <T/?n,m,k >= ‘(2‘3?1’2‘ IRXI).! H Kp(S,t,2) 8, (S-t) e, (xe)asat

& (W n(A).

Demostraxemos que esto agegura, para n, m €N,, que

0=~ H Ep (A, S, &) 8, (S-t) o, (At} dsét,
peracaa Af B,y €2 con (R ) = 0, ( M€ No), de donde se de-
duca quo

FpiS, €, A) = 0;

para casl todo (S, €, A) € RXR2R, salww en wm conjunin Dx B, D € RE,
geld B o domettds anh,®) x &P mila, usando quetey . 4} p g €S
una base criemommal de I2{ Rx R). as{ 2 obtiene que T = 0.

Para probar nuestra aflirvacién chservams que:

A= [[% (5 £ 1) 0, (50 o, 0w) asat o ()




[t3)

Z0

es &F-nedible; Y para n, m £ijecs, podams resuplazay s pOr cmlauler
££ 8( R, en la definicifin da Fpy,mk* En perticular eligiendo wma su-
cesifn {£;); e converga patuslnente & 1 se cbtiens ques

At H Kp (S, € ) 8, (5-t) 8,(xt) asdt

es &~ medible, para cada n, m& N; Inego es Gy() medible v més sfn

A=+ 1a] ﬂ Fp 8 & 2 o (5-1) & (Ae) asae
eg dnlk}~cuadreds mumsble; pues usando 1a Gesigualdad de Sclmmres v que

fenlls = 1 {n€ No) se tiene:

{12ff & @, € 2 ety o 08 wariz auw
R

1

<IR lalzﬂ [Fpls, z, 22 ds&tajjl@n(s.t) (2|8 (2t} [2683 @ 043

= (25)2 §70

Puesto que {9} es una base ortonosmal de L?{ R}, para n, m £ijus por
{*} se chitiens

0= EIRI. (A, S, t) @'n {s-t) ‘!‘m(it) asdt.
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A ?En,m con &F Enm =0

23) Proposicisn,
Ia familia {-2%:— %n,m,k} n,mk es wma hase orionomial de
SesE?y F@).

Todo se reduce a chservar que {8, %n * 2k} ok es unx base ox
 tonomral de I2( RX R x R) y usar (#),

- ¢

Tenemns ahcra todos. los elementos para enunciar y demostrar el anf-
logo del Teorema de Plancherel: '

‘3;4} Teorema.
Existe una Gnfca isometrfa linesl  de L2} schve fBSTBEB Pz
que estd daterminada por:

A
Fomg
para cada G € S (§)
Es claro que la apifcacifn




[

¢s lineal de Si) en  ES(EHE)E (2): v que
<g c>=<BE>, @ Gesm.

Sea G € 12(H), por denzidad de SIH) en L2(H), existe {Gk}ké NC s{i)
tal que

lm Gkgﬁfa "nz:
k+w

o <Gk,q;>-<aﬁ,a‘>,seda&mque {ék}keﬂ es una suce-
siﬁxdecauchyen Insmz)a?(za -GeFirdmos:

ég‘ a‘

2“‘.,9«&«&’ iR (G)e=: Mm - G=G, en I

\‘,z:’r | gt St Gk.— ? ile r

i entmaas

-_t--‘_ A -

2 ---naizn.um GG = Lim gnékm’nn ¢1% = [ifen?, £
M e g k> k z HS -

e
"n .".,\"

Y s
.

; Es sencillo verificar que esta bien definido es lineal e inyectd-
. va. 2dands da nm12n.sl@u$lﬂ. se deduce que:

<F, e>=<%/é> , F, GE 12(H)).

Por ser  (B{H)} danmmfﬂstﬁz)dpzz) e isomftrica con su dmagen;
"aetjmeque eeepiyectiva:famicidadsesigmdimmte&alada-
f:lniciﬁnde;‘. Porﬁltimdabmpmbarquamzestmsnotacionas BON o~

herentes es decir si G € L {H)A L2(H)
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A
. %) (2) © -;g- G(2}, (zﬁ'ﬂgc z; & (g} = f’}

Para ello cea GE L) ¥ (G ¢ ny €8} tal que

Um G. =6, en [ty vy My
koo

Por el Teorema 10) 4=l segundn cepfinlo

Bei- G0 <IF-RY , (22,

_lmago:
‘ lim w8 = 22  en la nomma de cperadores, (2€ %); d&e dom
ko+mn Gk G - :

dese cbtiens, cue para K@ N, A € K,

T, S R R S
ﬂuG e, Hs:"limﬂﬂéj G, lpg

j e

::"\, A
; y,ggstntzne {Gk} ke § S5 cowerpenta a W(Gi en-“jlfg 1.
e um g - g IE =0, salw enwn W', € %ide medidn mla,

o=

:yadmmgmmsubmmi&z {éxiisu do {éx}i-f_c@bi tal que

iﬁ“;,éﬂt () = F(@) (), en Il salvo en w N da medida m

[

la; Iuego
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A
. Fe) @ = -ug = @{%) salvo en un conjunto de medids mula.
Bernos derostrado el Teorema.

W:
15) SL F, G & LI(H) /] 1R(H) entonces T * G € LE{H) NI12UD  v:

[4

N\ A
E*QE) =< TP & >=< T phr>

[ T P Fw) S Py, &
:ﬂ-n . ) z

sep:edminvesﬂga:cﬁaﬁomﬁidmpammmrm formala de in
m&,mamw,@mmh’ ().
.16) 8L 2o < H, Fe LR(H) entoncss

AN g R p
Ty, F(2) =, F(2), para 2 ¢ Np< %, con Py = 0.

Efectivarente basta recordar la parte finzl dal Teorenm 14).

17} Trasponiendo la representacdfn reguisr izauierds dey enxazm,
mmag,mmwim T en
.. Jus(E®)F (2)  donde:

Tqtki(2) = =2 X(2)
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‘dnfeg € H,X & IBS&B}dP(Z}ylaigzmldad%Zsemti@ﬂe 0
“salvo en wn conjunto da medida wiala®.

18) La representacifn T se descompone en suma continua de represaata-
cicnes.

El sentido de esta afipmecitn es el siguiente:

81 fijamoz z <2, poderos definiy, pava cada Xo < H, &l opexador

rg ¢ BB + BEYH
[+3

A + ®% A
Ro

qmeamitaﬂoyt&mﬁmng.;g.

Es ffcdl comrobar que la aplicacién:
Xo =+ T

es una rapresentacifn contimus y wuitarda 3o H en HS(HS).

Ahora g1 fijamos X, € A el "campo d2 operadores” sobre Z

Boe T,
define yn Gnico cperador linsal Ix. mbmfmtﬂz)dptzn que se anata

-

por:

Iﬁ{u @ 2 E 1§D dP(Z)J
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Ly, B () = ¢ [T 2@ @/, =T 1@ = 2 Xina),

Zo

] E‘KS(HZ)dP(Z),q 2o = I

Es irmediato que lo Gnico ha verificear en la definizifn o2 Ly . es
que Ly (e [ESEHET(E) para cada X < SESORIEF . Pow, ¢ e

%2 caso particular, eso esti asegurado, pues Ly o5 exatamanteTy |
Se dice que Tx° es Jla summ conddmiz del cand de opwatkiyes:
. 4
7 > Tx.,

F&pmalmnbe:
.0
_ e ggh e~ '
(7 1= h}fa} HE (25}
0 |
S (%)

mfis afinipussto que T° es ma representacin witiria fe H «i B3(5)
para cada & v que para cada X,

o [Rew

—
82 dice que! es la sum contimia del “canpo de reprumntsticmns uniga-
wias schre 2".

z + T
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¥ g2 znotas.

Tuj‘k‘zdP(Z)

18) Por ltimo do la idenitsficacign

j’ssmzml’(z; = 12{ B%, BS@3( N}, &}
ydal ivcmorfiom entve HSEA{ R)) y I2(Rx R) se puede obtensr wna rex
* 1izasifn confida de todam las idess mencicnndas en &ste capfinlo; s6lo Gl

‘Ams,aquique'lamﬂamkrmmaamfmmﬁnFesm en ecste
conbexts as:

PO) = B %y % ) € T2(R% N

dondie:
K (8, ¢, &) = f f Fis-t, Sy, Sg) €52 P93 an s,

-y que s pspoessntacién T;;o&l:adefm&m

(

- 1 a{¥e €+ Zo)
X0, Yo, Zo} K} {8, &) m R(S, X &) e .

(K5 Tor Zods H, (S, 8) < R2 K T2{ Rx R))



COMENTARIOS AL CAPTIULO IXX.

En el primar capftulo sefialabanrs que una condicdén necesaria y su-
Hodents, para tenar 1z copletitnd de una familia de yepresmmtaciones
unitarias e irredxctiblos, an el camo finito, era qua ge pudiers desa-
rrollar la Delta ds Dirac 8y, en tSrminos de 108 cormepandientes carfc
tares. Gomos visto, en sl case contingo, gque dicha expansidin no asequ-
m Ia coxpletitud; puss por edenplo los de dimmnsida 1 no aparecen en
dicha expnsifin; nfis ain e pueds supriniy, por ejeplo, calquicr b
fardlis mmarable de represmtaciones; pexo st hemos coopechedo, en el
casy continuo, gue 3o cbiiene wna descomposicidn ds la yepressntacifn re
qular Swnuderda en sum continua de mib-representaciones (12, BS(E9)),
{(2< 2); queda sin dssarxollar la verificacifn qua se sospecha, a sa~
bar que la repyesentacifn (12, BS(HY)) Jusga el pepel de 1a coxponents
isotinien da ¥2, com en el caso fintto,



APESDIGE

CAPITULO I.~

1) 81 f<e '@, geLz (R} entonces la convolucién

() ) = j £ glz-s)ds  (x R) ,
n

de £,g pertenece a Lzﬂa) v es uniformemente conti-
nua.
Demostracidn:

Se deduce de la desigualdad de Jensen qua
lifxgll, < Hﬂlﬂgh ;

de donde se obtiene ficilmente la continu® ad vnifc-me.

2) El Lema de Schur.

(1) Sea 1 una representacidén unitaria de m grupo G
en un espacio de Hilbext H . Deelr que % ez irveduc-
tible equivale a decir que los finleos operadores continurc
de H que conmutan con los ng son 1 s homotecias,
(ii) Sear u, 1’ dos representaclones wnitarias irre-
ductibles de € en los espacios de Hilbert H y H' ves-
pectivamente.

Sea A un operador de eatrelazamiento, as decir,
A L{H,A') tal que Ang = ﬁ'gA , (g @& , eantonces
A=90 o A es m isomorfisme des espaciog de Hilhert.

.



Demostracidén: Daremos un esbozo a la demesiracidér pa-
ra la parte i) {que es la usada en Cap. ()

(2) Si 1 no es irreductible, el espacic H se ;aiede
descomponer en suma ortogonal de dos subespaclcs =sta-
bles. Tomando la proyeccidn de H en uno de ellos; se
verifica que ellz es un operador de entrelszamierntn de
ntcleo no nulo; por lo que no puedz ser una homotcoia.

(b) Para probar el reciproco se rimuestra primetx qus
si A L{li,H) es hermitianoc, es deecir, A¥ = A , snton-
ces, para cada ASR , existe una ¢nica descompos’eién
en suma directa ortogonal de H en tres subespacios
cerrados HY , H® H; , estables por & , tales que

A b
- . i
> A <zx,x> i o= Hk
< Ax,x > = A <xE> 3i % ;:
< A <=,x> i = Hx\ .

Entonces, si NI ee irreductikble, y A wun operador
de entrelazamiento hermitianc. Se pruchba que los sub-

espacios H+ , #° H, son estahles por 1, (para

) A
cada 1} y se construye un A_ ¢ 0 tal que Hg 40
por la irreductibilidad de T, Hz = H loque ° im-

- Y
plica que A AOI&H .

Finalmente, se observa que un operador 4z enirela-
zamiento cualquiera, se descempone en sima de dos opers-
dores hermitisznos.



CAPITULO IT,~

Las prbpcsiciones 2) y 3} de egte capitulo son de-
mogtradas

1) en lo espncial y para un grupo cualquiera locamente
compacto coh una medida de Haar en:

I.E. Segal - R.A. Kunze
"Integral and Opertors™
Pg. 199 - 202.

2) La proposicilén 6) es un resuliado clisico del ana-
lisisaen B® : S(H) es justamente el espacio de Schwartz
en IR .

Enunciaremos un teorema, muy importante, relacionado
con el espacio de Schwartz de R™ .

Teorema:
La aplicacién de SR en SE™

F F

es un homeomorfismo respecto de la topolegia de S@ )Y ,
y se tiene la f£6rmula de inversién

F(x) = ——ékqi— T(s) e 5'Fdg |, (e B , Fe SGRY) ;
{2 m
mn
donde



Fay = | F(s) e %as = B®,F s@E))
BB
y -+ denota el producto egcalar en R® .

Para mayores referencias consultar:

W. Rudin
"Funcional Analysis"®
Pg. 168 - 172,

E. Stein. Guido Weiss
"Fourier Analysis on Euclidean Spaces™

Pgl 19 - 21-
3) Prop., 8
Demostracibn:

8i g # vy F S(HY es ficil probar que

TéF v Fr S(H)J; La demostracién queda como ejercicis,
Sean F, G 8(H) por demostrar que
H = Px6 8(i) . Puesto que H, L' ¥
H B
es un homeomorfismo de S(H) basta demostrar que
Hb S(H) .

Usando el Teorema da Fubini y 1la invariancia de la
medida de Lehesgue ¥especto de las twaslacionmes de H ,
ge tiene para (tl,tz,tB) '



[[[revm[[[oeey e vmny.zt1,85, 09 dndydadudvae

donde

R{w, v, W, %,¥, %, t}, ] tz ’ tﬂ) = ei (xtr!'ytz-l-zta) eiﬂ?tgei (utIWtéWts)

entonces como K es C™ vy al derivarla respacto de
(1;1. tz.t3) sa obticne la funcién K multiplicada por
un polinomio P en las variables u,v,w,X,¥,2 ¥y puasto
que F(u,v,w) , G(x,y,z) son répldamente decraclentes
ﬁ° es de tipo C" . Mas afim cuslquier derivada de” ﬁo .
e gums de funciones dsl tipo: (Ei’Gi SCHYY

I H ¥y (u,v,w) ”IG:L (=,7.2) Kgu.'v,w.x.y;z yTq 4T3, tq) dxdydzdudvdw

Puas el correspondiente polinomio P se puede presentar
gomo suma de monomios.

Se deduce que basta probar que

£, %5, e - ﬁo(tl.tz,ta) es acotada (a,8,A IN).

Pero integrado por partes y observando que

H(Ey ty,Eq) -I I [resmnry @vme e [fowmy.
Ky (x,7,2,t3,E5,t3) eiwt3dxdy:dzdud;dw .
donde
R(2,v,w,t;,85,t5) = ellutytvtoiwts)

Se tiene que



tl"ﬁ (ty,tp,ty) =

”I‘E’(u,v,w)l’il(.-.)HI( l)a L_Sx,y,z)Kl{x ¥.%,ty,t,t5)e

 x"

e i s a M R

dxdydzdudvdy .,

lt.t_'_:;

Se obtienen formas anéldgaa para

¥

Ty i {£1,85.832 ¥ tg ™ (tl,xg,t3). perxo usando Iaifugs.

LRI vt v

eisn ¥ . Después de un mdmgntu de reflexin nos’ éanios 5y
cuenta que gracias a esto. b‘asf:a. demoat:rar que H ea '

------

acotado, lo que es andengg., . '~_._’ K
4.) Parte III - Lema 13)

Dempstracidn:
Sea MlAl = Supillavil. JIvl = 1} , a;; = < A¢4;.44

bij = < B#i. éj S v Entonces

p> la; b . <T4,,6: > ] S z [(gla 241725
4,,a<y @ =B} UL 1,j=1 p=l P

‘ czl 122 A0y 00> |

por la desigualdad de S-clwar.:é.— - Pero

ﬁ
D lagel® <1 450° = wasl? <1m”
b Lo

de donda

.



p> a <Toy, 4> | TAIIBE Z i<T ¢ >
E . in nj <Tge 05 | s.,ﬁiz b 471

£z congluye que 1z serie:

= ; <Togs 05>
- Byn Bpg <Tégs ¢4

@3 shsolutmmente convergente.

Paxo:
B <ATBG,9y P, T<BATG, 45> .y B <TEA 9y, 44 >
ol i=1 - i=i -

gon Justamente reazvecglos d2 (%), lusgo aom iguales.
Seca U : H < Hun operedor unitavic entonces:

Z<amB ¢, ¢,>= I <-Iam 6.0 9 >

nad n =l

m B < “IavB gy, ¢, >

r=l

= I <ATB 6, ¢ >
=} n’ n

5) Ia afirmacifn a yoglén seguido e la definicidn 14), asi com ague—
113 que dice gque BES{B), H espacioc da Bilbert, om el products interiox



< A, B> =TpaB% A, B HS(H), ez tn espacin do Hilbort, son desa-
rzolledas aom detalle en Dunford - Schvertz

Linear Cpevabors parte IT

CRAPFIUIO III.

1) Proposicidn.
Sea s BS(L2{ R)) entonces sl {4;} es 1a base ortonowmel d2 Her-
mite de L2{ R)

2
m>f|lz§.¢iﬁ2n3< a¢i,3¢i>

2
= Z <A, 9q>1;
1.4 3

W]@quecijaﬁﬁai, ¢j>! define wna sucesién cusdrads sumzble;
lusgo existe wn Gnico Xy I2{ Rx R} tal qua:

s 2 ;
% 4,4 Gy % %

Es £8cdl verificar que K, define un cpevador linsal A aschre 14¢ &)
poxs



A () () = jR Ky (8 t) £(6) &, (£ EA(R)

cz8i gicopre en S.

Mis afin, vsando 6l T d2 oomvergencia monStona v el hecho ds que
5#—-—-5'3(3,3’

es cundredo integrable pava casl todox R ze tisne

. 2 |
2 [} iﬂz s I

2
Pal} il[i'(gamr')'a@i)i EN

= 2 .
m|Z <R ¥ ), o > 4t
Iia}_! % "
2
= Xl
es desir A'  ESEA( R)).
For okzo lade es ficil ver que:

<A’ @ﬂr ¢j>’cj,j = <A éi' @j > (L, 3 M}

luegos

A' = A,
Bsto pruehs que:

B Ry



[0

3 es una aplicacifn bien definida, iocoiitrice e inwertible. Ia lineali-
dzd es frmediata. Damostraremos gos:

= * K
Por m lado (AB) (£){5) = [Kan(S, ) f£(x)éx casi siempre en S, ¥
por otya parte

. e = [ s 0 BB 6 &
= [[ %, & 81 Byt5, w0 65 200 s

por.‘ei‘l.mél?demm,pﬁmm,pamcasimx,
(S, v} -~ Kix, 8) £{n}
e3 coadrsdo integreble v de la desigualdad de Schwartz se defuce quas
| {8, w) < KylxS) KylsS, ul £lp),
_es integrehlle pears cesi todd X R.
" por Ta wntodded:
=k ¢ %
Mésﬂcﬂverqae:
T Rets 8= HEE
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X

Por Gltimo puesto ques

A*Kh

oL -
. s una Iscmetria ge deduce ques

g

Traaﬂ-n{xa; rr.éﬁ

A

4&6&:&&%&%&&93

Y

:‘:'-' " '&'rﬁBﬂI Rep (8, S)8
R‘ .

—,



