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Planteamiento del problema.

1.1 Relatividad Especial.

En esta parte de nuestro trabajec snalizaremcs las ideas centrales que
conducen a una descripcidn de la naturaleza em el marco de la "Relativi-
dad Especial'.

Histdéricamente en la formulacidn de la teoria tenemos que considerar
dos aspectos, uno tedrico que constituye la concepcién newtoniana de 1la
naturaleza y uno fenomenoldgico el que culmina con el electromagunetismo
de Maxwell-Faraday, La mecanica de Newtor come cualguler otra tearia fi-
~ina precisa un referencial constituido por un sistema de coordenadas
que permite indicar la ubicacidn en el espacio del fendmeno y ademds un
reloj asoclado solidariamente al slstema de coordepnadas para que dé es-
te modo pueda darnos la cronologia del fendmeno Siguiendo las ideas de
la mecénica newtonlana y fijando nuestra atenciin en agquellas que son
:calmente significativas, no pedemos dejar de m-acionar las que conden-
saremos en las dos proposiciones sigulentes.

l.l.a "BExisten sistemas de referencia al intericr de los cusles un cuer
PO que se}mueve libremente, sigue una trayector:a rectilineal.

Esto caracteriza cinematicamente los llamados sistemas inerciales,
el enunciads anterior es equivalente al siguiente:

"Existen sistemas de referencia en los cuales un cuerpe que se mueg
ve libremente, lo hace con velocidad constante".

1.1.b Principio de equivalencia. lLas leyes de la fisica son las mismas
en todos los slistemas 1nerciales y las transformaciones que permiten pa-
sar de un sistema inercial a otro, son las que constituyen el grupo de
Galileo. I) R'w P 4 Ut
IL) &'= & : ;6 vector constante, velocidad relativa
Es facil darse cuenta que la aceptacidn del grupo de Galileo, equi-
vale a aceptar en la naturaleza una concepcidn absoluta del tiempo. El

tiempo se mide con independencia de cualquier sistema inercial. La idea




La idea de tiempo absoluto en conexidn estrecha con I, nos lleva a con-
cluir que las interacciones descritas en 1la naturaleza deben ser instan-
téneas. En efecto cada una de las acciones tiene asoclada su tiempo, lo
que equivaie a declarar la posibilidad de comparacidn de tiempo en sis~-
temas diferentes, pero sucede que ne puede haber diferencias entre estos
tiempos medidos asi, pues la relacidn II asf lo establece.

Opongamos a esta descripcidn el electromagnetismo cuyas ideas cen-
trales son:

ITITI. Existen los sistemas inerciales.

IV. Es vdlido el principio de equivalencia, pero no el grupo de si
metrfas de Galileo como normativo de toda teorfa fisica.

V. Las interacciones no son instantdneas. Hecho que queda demos-
trado experimentalmente, con la medicidn de la velocidad de la 1luz

10
¢ = 2,99.792.10 ’g

——

m
_eg’_, constante para los sistemas inerciales y que se

toma como velocidaa-é;xima de interacecidn.

Como el punto de partida del electromagnetismo estd en la realidad
fenomenoldgica, si se quiere construir la mecdnica desde el punto de vig
ta fenomenoldgico, resulta indispensable tomar como punto de partida el
electromagnetismo aceptando desde luego todas sus conclusibwes y tenien
do en vista que para producir una ordenacidn de los fendmenos que se des
criben en esta nueva mecanica es necesario un principio ordenador, resul
ta evidente que una de las aspiraciones debe ser 1la obtencidn de un prin
cipio de simetrfa, pero como estamos trabajando con los fendmenos tal
cual ellos se nos presentan en la naturaleza, este principio de simetria
debe ser ldégicamente exacto. |
1.2 Veamos primero que conclusiones sacamos de la constancia de la velg
cidad de la luz. Usaremos en lo sucesivo como referencial una variedad,

llamada "espacio-tiempo", con las siguientes caracteristicas

o) 2

X"z ct, x'=z x, X°= y, x3= z. A los puntos del "espacio-tiempo" de coor-
denadas (XV), M= 0, 1, 2, 3 las llamaremos "sucesos", y nos referiremos
2 las trayectorias de las'partfculasy como descritas por "lineas Univer
so'".

e




Asi en nuestra variedad tenemos ung estructura de espaclo vectorial

(pseudo-Euclidiano), donde;

> ) u v
= ZAUvA A W,¥%= €, 1y 2, 3. ¥

AU.

’A 1 u= v= o
Uv —4=fu= v= 1, 2, 3.
O uFv es la llamada Delta generalizada.

Habiendo definido la "norma", de un vector podemos hablar de distan-

cia entre dos sucesos (x%l)), (x%z)), como
ax(1) »x(2)) = | %(1) - XI(AZ)\

Veamos ahora cuales son las transformaciones que dejan invariante el
"cardcter plano" de nuestr variedad, Auv, tensor métrico constante, es-
tas corresponden desde el punto de vista de la mecdnica cldsica a trans-
formaciones entre sistémas inerciales.

Si le imponemos la linealidad a nuestras transformaciones, tendre-
mos:

1.2.1 x% Ay x  de donde

1.2.2 Auvw /\ /\Vo- = /\{}‘o* , que es la condicidn definitoria de

nuestras transformaciones, a las cuales en lo sucesivo llamaremos "trang

formaciones de Lorentz'.

,Ahofa estableceremos una clasificacidn general de las "matrices de
Lorentz", y sehalaremos algunas de sus propledades;

1.2 2 1mplica (A,ﬂl)éﬁu v A o=ﬁ} o de donde

/\/‘3 \ A“"“ el
T _
FAT 1atial= A1 =3
if‘\?z?-‘ 1o AL =

B

De las matrices de Lorentz de determinante equivalente a + 1, dire-

mos que corresponden a transformaciones propias, y en cambio las de de-
terminante -1, que corresponden a transformaciones impropias. Del hecho

. -1
que/[&%;&(] , deducimos que /A , Slempre tiene inverso, como existe N

-1 entonces habrd de tenerse; A™1 I = TATL :/\_l/\/\fl con

000
I= oloo

oolo
k 0001,




Vemos entonces que las "matrices de Lorentz", constituyen un grupo,
y el de las matrices propias de Lorentz un sub~-grupo del primero.

A los sucesos podemos tambidén clasificarlos en el espaclo-tiempo,
de acuerdo al invariante;

1.2.3 gx 30  sucesos tipo tiempo

1.2.4|x |zo sucesos tipo luz

1.2}51 x |<o Sucesos tipo espacio, clasificacidn gue es absoluto
en nuestra variedad. Observemos ahora otra propiedad de los suce&os en
el espacio-tiempo. Sea ¢ un cuerpo moviéﬁdose con velocidad}j-, €n un
sistema de referencia s, y consideremos otro sistema s', solidario con
¢, tenemos entonces: |
v

u
En s ds? =Auvdx ax

En s' ds® - (dxo)z, y como dx° - cdt

A [ VA‘uv at'ax’ , de donde

N\t o= Jf‘ eat® - (ax 1) @xz) - (ax?)?, y finalmente
u? 5_3\ 7y !
1.2.6 tor=ty1 = / - ; como u &%Lc:, el reloj en s! atraszs
1 2 - *
£ c .

con respecto al relOJ en s, el tiempo marcado por el reloj s', se llama

tiempo propio del cuerpo. En lo sucesivo conslderaremos un sistema de

— l < ‘
unidades en que ¢ = 1, y el factor (1- 2) 2, 1o llamaremos factor de
S H

contraccidn de Lorentz.

1.3 Mecanica relativista.

Revisemos ahora en nuestra mecdnica fenomenoldgica cuales son las

ecuaciones de la trayectoria de una particula., No podemos eééoger como

en el caso clasico, el tiempo como-para-metro, pues como ya discutimos

éste perdid.su caracter absoluto, y su medicidn es relativa al sistema

inercial que nos referimos. Pero si tenemos en nuestro referencial una

magnitud que por sus propiedades y de manera natural nos sirve ¢omo parsg
metro este es el "intérvalo entre sucesos". Asi tenemos en un sistems
inercial s.

1.3.1 XLL: xbﬁs) vector universo "posicidn"

e
1.3.2 {f“‘= dx vector universo "velocidad"

L% 4




1.3.3 ’ au = d@%

, “vector universo "aceleracidn"
ds
Si ahora se llama = (1 -u “) 2, factor de contraccidn de

Lorentz, tendremos ds - at , de donde
. u N\ A - > = & 3 ’ ,

1.3.5 (a ) - ¥Wa, 8 4§ ¥ (0 x I ; ademas es facil verificar que;

: e f S -
! A .. X3 }Ly o

1.3-7£§P$V'a = O, lo'que.gaqmgﬁplcamagpgAsignifica que (Y ) es un

"versor", normal a (&%),

1.4 Parece no haber razones contundentes que obliguen a destacar comple

tamente la mecdnica de Newton y es por esto que se tomard como bases de

una nueva mecanica que permita descubrir el comportamiento dindmico de

una particula, Si postulamos que cada partfcula tiene asociads una mag-

nitud invariante, su masa m, resulta natural definir un cuaduvector mo-

mento (generalizacidn del vector momento de la mecdnica de Newton) por

sus componentes:

1.4.1 %_:.m Ugt Para darle un buen grado de aceptacidn a esta defini-
cidn, se puede hacer nbtér que las leyes de conservacidn de la masa y,
el momento de la mecanica de Newton serian (hipotéticamente) formas par-
ticulares de principios de conservacidn de cardcter mucho mss general.
En su forma mds general estos principios establecen la conservacidn de
los cuatro componentes del momento generallizado, Los tres componentes de

espacio se corresponden con los componentes del momento Newtoniano y &1

cuartc componente pyes €l llamado componente de tiempo o temporoboide.

1.4.2 Py = ime con 1% = -1

‘/flv)@ ” y b /% e Y

que se puede identificar con la energfa como aparecen luego. E1l empleo
de una notacidn tensorial es aconsejable sdlo cuando se hace transforma-
Ciones de uno a otro sistema debido a que con ello se simplifica las
transformaciones, pero si el estudio se hace al interior de un marco de
referencia cualesquiera, la mejor manera de relacionar los hechos empiri

cos con la teoria que ellos dan lugar es emplear propusamente las nota-

_.5...

(°) Ver apéndice 1

(°°) Ver apéndice 2




ciones gque han surgido con la mecanica Newtonisma cuyos principios mds

gque enunciarlos hay que generalizarlos. Para empezar mantengamos €l enun

ciado:

- F =
F= 4 (gl) o) ; _%%_(mip )

Es dé notar que esta definicidn no da un vector cuadridimensional
verdadero por cuanto t es escencialmente 15 componénte de un vector y no
un escalar como ocurre en la mecanica de Newton. De los cuatro componen-
tes de F se puede central la atencidn sobre 1os tres componentes de es-
pacio: |

104-3 Fl =

4
dt d

S1 se quliere que las relaciones hasta ahora mencionadas puedan en-

trar compatiblemente en una formulacidn lagrangiana de la mecadnica serd

preciso que tal como en la mecanica Newtoniana sea aqui &Si. = p; es de
) 4 , /0ai
cir i%. - m ul Por integraciodn de esta ecuacidn difersncial se
ui = s
Vi -p2
) 2 / 2
obtendra: L = -~ m¢ 1 - + Cte (ui)

La constante de integraolon, como es obvio, deberd identificarse

con V (x;), es decir habrd de tenerse: »
e
Lm = @p2 \/1 —ﬁ - v (%)

En cuanto a las correspondlentes ecuaciones de Lagrange, seran:

1.4.5 (m Bk + ;3 i -
A7
7

Comparando © ) y b ) resulta que ha de ser:
1.4.6 P = -0y

2 xi

Sin embargo no es posible controlar esta relacidn 1.4.6 en la préctica

pues el primer término de 1.4.5 es precisamente F, -

como serfa de desear. En efecto un caso, natural para la comprobacidn
serfa por ejemplo el de la fuerza de gravitacidn y bien sabemos que en
el marco de la relatividad restringida ello no es posible debido a que
la fuerza aludida, requiera para su descripcidn, condiciones que no tie
nen sentido en (la relatividad restringida) el marco sefialado.: Para una

particula libre resulta que por ser Fy = O sers:
—b—




d | =0 03
at
P

= O ¥y se podrd entonces describir el
dt

comportamiento de la particula 11bre. Otro tanto podrsd hacerse con siste
mas de particulas libres. Se comprende que no es posible describir con
la mecénica relativista el comportamiento dindmico del cuerpo rigido me-
diante la formulacidn de Lagrange pues se requiere considerar la existen
de interacciones instantdneas entre sus particulas que estan en contra-
duccidn flagrante con el llamado postulado de la relatividad especial.
Es mds se puede ser tajante y decir que la idea de cuerpo rigido es in-
compatible en la relatividad especial o restringida.

Como en 1lsa mecanica de Newton 1la energfa cinética puede definirse

—

mediante dT = F .v o dT -2 Fllj - de por desarrollo nos d3

at - at T.i-
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daT = - 1 ¢ s bues como Z P - - ce es el largo invariante del
dt at u -

cuadrivector velocidad que se define por la relacién

ax
u = 2= 1 Sy » Volviendo entonces a la relacidn
u T IE =% &%
Vio
: dpy, : i
aT - 4i ¢ Se obtiene _d (& 310 p%J = 0, lo que conduce a
dt dt dt e
T +1ic P, = constante o - i L? % é} . Como ademss era
c
By i e » entonces resulta Py = me_ =1 (T + c), de donde
2 5T ¢

Ql.--—P - by ‘/1




-m c2 - T 4+ c

Vi op?

, bara encontrar la constante ¢, supongamos que ceanda

la particula se. encuentra en reposo la snergia cindtica es nula y enton-

ces m c? - £ , lo que nos conduce a T + m ¢ - m c®

/i =X
T+ m ¢c® = E se denomina la energia total, lo cual puede decirse en con
secuencia que es igual a la suma de la energia cinédtica y el equivalente

masa energia (m c?).

Sabemos que la teoria especial de la relatividad se ha establecido

para incluir dentro de un esquema general invariante los fendmenos del

electromagnetismo.

Resulta legitimo esperar que el formalismo de Lagrange sea apto pa-
ra emprender el estudio de los fendmenos electromagnéticos. Sabemos por
ejemplo que la fuerza que actua sobre una particula de carga e es 13 1lla

. prEms> 3 ot
mado fuerza de Lorentz: F = e (E + 1 i7x%) que no resulta adecuado para
c _

bncorporarla al esquema general lagrangiano pero puede transformarse con

solo introducir las potenciales ¢ , y A mediante las relaciones:

s, =z,

P=\7 x A7

i 7 3Ere -
E'z-V® -1 9A,yF se puede expresar en la forma:
C C\J t ’ ety
fize {Q— 2= 3N -1 TF-AT)
4 / o ; ’l
2 )Xl ‘ ()Xi/' ( C /

¢
\

Hagamos M

3 55 - 03
e(@- 1 17 -A) de suerte que sea F IM 7
e

!" i .
' lo xo/ X
LAt Vo X4 X 5

7\
Llevemos a Q; =& F, 2x9
=

la fuerza. Entonces:

Qj. :E/—;\ DX A :\:; i—g.__ rQM )_%‘M _4; an‘
7~ 7y, = ;_dt ()}fq agX k|




Mostramos con esto dque la fuerza
ge y es pPosible escribir las ecuaciones de m~

s¢ mueve dentro de un - campo eleotromagnetico, asy:

a_ /oL -2 = 0 , Adonde
at & \,U. / s
LW 11
L=z2T_M con M -e (oo 1 17 K
"\/’ C /
Para velocidades bajas la relacidn;
Qe o e _.’ld \,) b A 7 1 e A.;
A = B - =) /ﬁ- LU0 A
\dt AX d%: / c s

queda comprobada por la experiencia. Pero cuando no se cumple esta condi-

cidn, es decir para grandes velocidades, nada hay que pueda considerarse

como una razdn poderosa pare afirmar due su aplicecidn sea de validez ge-

neral. Supondremos que efectivamente se verifica para toda velocidad, en-

tonces tendremos que las ecuaciones relativistas de movimiento deben ser;

1.4.7 4 m x: zefd 2 _ o) (@ _1FE)
dt x[“‘“?ﬁ? Kdt “Xi @xi/ c /

ll_’_)
Nuevas observasciones efectuadas sobre el movimiento de las particu-

las de alta energia muestran un acuerdo bastante aceptable entre las ecua

nes 1.4.7 y el comportamiento real, y por esta razdn 1.4.7 se tomaror co-

mo las ecuaciones del movimiento correcto, si se parte Ssuporniendo quz es

legitimo aqui un principio de Hamilton;

§ {Lat= 0 , com
- 2 1/+ G2 £
L= _ / = s ) X A,
m c* V1-p e (@- %‘E;Xi 1)
i
tendremos muevamente las €cuaciones del movimiento.
Formulacidn de Hamilton.
Supongamos que p._uL sy Slendo L= - m ¢ \/1 - e {g/_ ;g X, A.\1
,xl \ 3 iy

Los componentes de espacio del movimiento de una partfcula que ests

en un campo electromagnético son:
Pi= 251 e Ay
7~ ©
Y1-p

Nada podriamos sin embargo decir respecto a un componente en el tiempo,

~Q -
7

de Lorentz se adapta al esquems de Lagran

Vimiento ds una particula que




por cuasnto eso estd imcluido

cidn de Hamilton
H
H

La derivada

; 2
aT =% x. d_p, = x, & (2% -4 nmnx
at é; e éé’ b3t ( TR W\
- Vot 15
S1 consideramos que T=0 en el reposo resulta al integrar la ecuacidn.
5 . CVv, 7 2
dT = d/m ¢\ ; \ Tar = a/me >
{ /_T—f 2 S < (" 72
V4 ’ V4P
. r 2
. . T =zm 02 //‘ s T = 02 -.mc¢c 4 0
—— ==
\\/»1—./:—(2 o \/71-{3
T -m o= 'y _/T’ , ahora de
==
\/i_ﬁ _ _
. \
aT = d_ / m c? IE%'Xi g_//m i | resulta
at 4t {\ /=7 Z 85l = |
Vi F V1 P/
~ A i - e
ar :}e X3 /a < . \ QU- 1 7 ¢A resulta que
at | dt DX, aX / \ 7/ c
- l -t 3
ar = E s 1 Ux Bz eveE
at c
1.5 "Ley de Gravitacidn Universal de Newton"

tal como en 1la mecdnica de Newton por:

‘§£p1 %1 L I
. ; 5 2 /’ “2 ;' 1 e ) ';‘\;\'\
/ “-\2
- el §m02+<p_%A/l}+e¢’
2
+ C (F

temperal de la energfa cinética para este caso sera:

Como sabemos la teoria de Newton afirma que dos partioulés aisladas

en el universo,

interaccionan de acuerdo a:

= =3
1.5 1)Fp = - F21
105 2) I _}{l?: m ;‘O
1.5 3) F=oy 1M i@ja

S1 conocemos las condiciones iniciales,

lucionar la ecuacidn diferencial 1.5.2,

!

el problema se reduce a so-

reduciéndolo al problema de una
B

en el esquema de Lagrange, se define la fun-




particula con auxilio de 1.5.1. y 1.5.3. se puede plantear también el pro-
blema de tres particulas, que ofrece mds dificultades, pero que ya estd so
lucionado.

in todo caso nuestros sistewmas tienen siempre caridcter discreto, para
tratar el caso continuo generalicemos primero la ley de Newton de la si-
gulente manera;

1.5.4 Dados dos cuerpos Cq ¥ 02, consideremoslos divididos a la mane-
ra del calculo diferencial, ademds supongamog que la masa de cada elemento
esté concentrado en un punto, en estes condiciones diremos que €l cuerpo
Cy, como sistema de particulas ejerce sobre el cuerpo c,, una fuerza que
es el 1imite de lez fuerza cusndo las dimensiones de sus elementos tienden
a 0.

Veamos entonces que forma toman los componentes de la fuerza en es-

ta formulacidn. Sean los cuerpos C1, ¥ Cp, en ¢y un punto P(xl, Yy 21)5
¥y en ¢, un punto Q(x5, ¥,, 2p), ademds en cqM ¢, r spectivamente los ele-
mentos de volumenwgvl,f5vz que contienen a P y Q, con densidades medias
£e, y’f;, entonces la particula de volumen { V, ejerce sobre la partfcula

de volumen Vi, una fuerza cuyo punto de aplicaciones P, ¥y cuya expresidn

ol v o2 Xy
es £y X __F1M52£§ViégA%:g13
r
| 12!
/ _G o0 g (ir (¥ 3
1.5.5. &y = 0 G §vuvp & 2:311,3
Irlzl

N
N

AL =12 1o nz - ny))

1.5.6. AM= §; 25 g V18V

i




luego en el 1{mite la fuerza que Cp ejerce sobre cq €5;
x.—:g( ?192(}( - x;) Av4av
3 * .

Vi vi -

L.5a74 v :;1§“ ?18)2 (y. _ Xi> dv,dv,
Y L 3 g

r
Z = ) g, g}fgz (z _ Zi) dVldVZ , ¥ para el momentun;
LA EA 3
r
L = g 192 (y32 - 23y ) avyav,
vl Yt :["3

¢ giﬁﬁ_ (z,% p_ %2) AV,dV,

" "(-,-

N = 5 J

i

1.5.8. M

WX

r

D

291332 (x,7% - x y.l) av,av,

r

<

g1 ahora consideramos que el origen de coordenadas esta ubicado en
Cqs cuando las dimensiones de este tienden a O, P (Xi, Yy zi) tiende al
origen, y el momentun (L M, N) se anula, y la fuerza resultante se reduce

a 1la fuerza sobre una particula cuya expresion es;

b { - o
X = x5 ? av_ - @ av = m. m
1 1 = 1 2
r 3 5 b o 2 2 T 3
o y!

-~

-
Vo4

1
ol
>

1.5.9. ¥ = ¥ .}*jldvl‘ AV, = x4 my m

l\( ‘_.:)‘m 3
Ty W1 Y4 o
A fL

zZ = Z av > AV = z m
e « 1 1ji§> 2 g M %

L 34 3

vl YA r
o Vv ¥ A 0

Lo que es comnsecuencia de 1o formulado por Newton como nosotros ve-
mos en 1.5.9. la expresién de la fuerza es una integral doble, lo que pa-
ra fines de cdlculo es a veces muy €ngorroso, para superar este problema
introducimos el concepto de "fuerza especifica™, o fuerza por unidad de
masa, de acuerdo con esto tenemos, considerando un elemento Vy de Cqs
que contiene al punto P (xo,‘yo, z ), y suprimiendo las densidades

0] 0]

1 2 continuas, y las regiones de integracidn simples, podemos inte-

grar iteradamente 10 que da.




/7‘ A .
Xoz Hianny INx =. g ?2 (x = XO) dvo

v 0 Zxm
AN Ak “ vy T
7, 4
1-5.10 o= ,-ff(’/'???- &32 =g o 2 (y - yo) dVZ
Al-30 Am G 4

Zb:lil-§0 252 :&S §)2 (z = 2z5) dvy

B e

et

/

rg= % (X - Xo)2 * (y - yo)2 4 (Z = Zo)z

En lo sucesivo cuando hablemos de fuerza, entenderemos que estamos ha=<
blando de fuerza especifica.’
1.6 Masa.

Discutiremos brevemente ahora los problemas que se presentan en Fisica
cuando nos referimos al concepto de masa, aunque la masa se define de mu-
chas maneras en las diferentes teorias fisicas, para nuestros fines nos re
feriremos a tres acepcionss .del concepto.

Ponemos primero el concepto de masa inercial m definido asi:

30

"Pongamos en un plano pulido un cuerpo Cy5 al cual le damos ur impulso
P, entonces cq se mueve con una velocidad V], supongamos ahora un cuerpo
C, a2l cual le aplicamos el mismo impulso p, tal que Co, se mueve con velo-
cidad vp; si  vp= kvl, decimos entonces que la masa de C, es k veces 1la
masa de cq".

De esta definicidn vemos que en ella la masa, es netamente una masa
de chogque, y no hemos coﬁsiderado la ley de Fuerza de Newton que se mani-
fiesta por la presencia de la tierra.

Pero existe otra manera de comparar masas, es mediante una balanza,
en la cual claramente interviene la ley de Newton, discutamos este punto,
consideremos dos cuerpos C1 ¥ Co de masas m ¥ mp ¥ pensemos que m; es
la fuente de un campo gravitatorio y W, es la masa de un objeto sujeto a
la accidn del campo creado.por oy, llamaremos a m; "masa gravitacional ac-
tiva' y a my, "masa gravitacional pasiva'", esto lo simbolizaremos por
my(a), my(b). Si ahora invertimos la situacidn benemos ms(2a), ml(b), apli-
quemos a estos dos casos la ley de gravitacidn de Newton, y el principio

de "Accidn y Reaccidn, entonces:
13
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f .G m
jFlZ{ =& 1f(a)/22(b)
| ! /‘ r]_?;,
1.6-1 | 2 ’ ‘
¢ 1 - ’b" m m
j Fle = 1.(b?) 2(a)

seattin ) &
j g / r’]__2‘/
! X '

y como/fﬁiz/ = /ﬁgl/ , de 1.6.1. deducimos 1.6.2. M (a) - M2(a) , norma-

my () mp(b)
1izando, podemos establecer la ;dentidad m(a) = m(b) = mg "masa gravitato
ria'.

Veamos que sucede ahora en relacidn a my ¥ mg, multiples experiencias
muestran que podemos identificar mj = mg, la primera de estas experien-
cias fue la de Gallleo, posteriormente sefialemos la experlencia de EStvds
gue 10 demuestran'con un error de 2.157.

Esto sefiala la posibilidad de postular el 1lamado principio de equiva-
lencia en Mecdnica Newtoniana que dice lo siguiente:

1.6.3 "Las ecuaciones de movimiento de un cuerpo en caida libre, son inde~
pendientes de su masa'.

Matematicamente podemos establecerlo, en la siguilente situacidn, su-
pongamos un cuerpo ¢, entonces de acuerdo con Newton:

my & = Og f
donde f es 1la intensidad del campo gravitatorio si y a la acelacidn que
adquiere el cuerpo, sl my = Mg, entonces
a = £ independiente de m.

La equivalencia antes estaﬁleoida, estd presente tambien en el concep-
to de "peso", entendiendo por, "peso" de un cuerpo, la fuerza que se ejer-
ce sobre el debido a la atraccidn de la tierra.

Para detallar mas esta situacidn, hagamos primero el sigulente andli-
sis.

Consideremos dos sistemas s y s', tales que s! rota con velocidad

= , ¥ s es inercial ademas consideremos una particula de masa w ubl-

cado eu ol plamo xy, lusgo

e B > 2
en s a=4r , ens'a=dwr!
at? att?
- % i
sen1r; = X'~ y'4 vector posicidén de m en s', luego

4]




ry = (5t _wy )R 4 (y' pwx')? , donde 42 _w

at
A ~

d - = entonces
at

2 . . ‘ - . 2 .

r - (X' - Zu;y‘l _~-““J 2 X_');A‘" + (y + 2-4a.*X| _\,’.‘1 yl)”\l y Como

A AN RS

i = Wi A, para P
PN e b T
1.6 1r o T 4+ 29211 &+ X (S xM!), si pensamos ahora que s €s un S1s-

tema solidario a las estrellas fijas, y s' es la tierra, pera el peso de

la particula en un punto de ella tenemos las relaciomes:
-
Radh - . —

Y - ——d _‘_\_
1.6.5 1 14 X E-xri)
L I -
' T ~-wx (#&x r') multiplicando por my, tenemos:

o

1.6,6my v' omg v o X { X r') my

o
r

son fuerzas debido a la presencla de la tie-

expresidn donde m; T , Wy :

rra, entouces podemos escribir:

e N - iSs .
1.6.7 Pz Fmg - B3 X (4tx T1), luego en un sistema de referencla no iner
cial aparecen fuerzas gque 1o pueden ser distinguidas documentadamente de un
campo gravitatorio, y cuyos efectos desaparecen en un sistema inercial, no-

temos .que en la relacidn 1.6.7 estd implicitamente aceptado el "principio

de equivalencia'.

1.7. BEstudiemos ahorea el comportamiento de una particula de masa m, sujeta

a 1a accidn de un cempo de fuerza F = (%45, yo,zo) de acuerdo con Newton,

tenemos:
1.7.1 m QE_§ =,l=m X
at?
m d?”y s}L m Y
at .
md2 z = ) mz, donde es una constante, de 1.7.1, deducimos:
at
1.7.2 14 ild_x 2. g;gz»z‘;\m % ax yay » Zdz | , s1 llamamos
z "at lat at rfj"}k C% tTET at j
1.7.3 T = % m v2, cnergis cindtica de la particula, tenemos:

Y :
T - To :}X w Ix dx + ¥ &Y% =« Z Qé} dt , si suponemos que la par

Jtel ax at at)

e

t{culs se ha movido en una trayectoria T, con extremos P= PY:r (%;]

rg. =
Py Pyz Py Lr (to)( , btenemos.

°T - 75
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T,k i &)3 (AdX + Ydy . 2dz), 1o que llamaremos:

L T _Afan(P PO,fL , que no dice que la variacidn de energia ci-
nética es igual al trabajo eJecutado por el campo, para mover la- particula

de P o P, ademds concluimos de 1.7:5 que nos basta conocer la trayectoria

seguida por 1la particula para conocer sus constantes de movimiento.

Exigste un caso muy importante de campos, en que las constantes son in-
dependientes del camino, son lus llamados campos conservativos, y en ellos
\}j VJ(PO, , es funcidn sdlo de los extremos, en estos campos el produc-
to _7\m mj(P P,) se le llama la energfa potencial de la particula, y con-

cluimos que para un campo de este tipo:
1.7.6 T_T, . Amw(P, P_) . O, la suma de la energia potencial y cinéti-
ca sSe conserva.
" Restringuiremos en lo sucesivo nuestra atencidn a campos conservativos

_en regiones simplemente anexas, en las cuales el campo e€s una funcidn con-
tinué es%ojamos ademés un sistema en que = 1 , entonces:

wJ(P P) (Xdx , Ydy 4 Zdz) la consideraremos sdlo en los puntos en que el
campo esTrealmente significativo, entonces:
YaTs? \/\/(P)= Ji F dn,, como las direcciones son arbitrarias podemos es-

cribir en particular:

1788 X (W .Y D'z D , recordando ahora la formulacidn de
v x/ = / G Z
Newton
. X, X ; . ’ ¢
1.7.9 X o o7" o ( l‘), enalogemente Y _ 2 _ (1 },JZ = U / l.>
/-1:/3 7Gx \rf Ty ‘r/ P wengl ®
e introduciendo la funcidn - _k , "potencial gravitatoria®", podemos es-
K
b
cribir:
- i
1.7.20 F_ - <7 b

Si ahora aplicamos 1.7.10 a una esfera con distribucidn homogenea de

masa, tenemos considerando el flujo, a través de la superficie esférica:

: - -
1.7.11 :.\‘(F a8 , F _ ”ir;;\ .
Es
1.7.12 T8 m ;\'&?
ﬁ{ & o T w




por otro lado 1.7.11, resulta despues de aplicar el Teorema de 7al.lss
(Fas =§({T7) av 3 F= w6

‘af&).g—)dv;j(}m jgdv ‘E~> A mey
de donde: Y

—_—

2 .‘ -~ : ¢/ , ’
1.7.13 A? = 477 Gj, ecuacidn fundamental de la mecanica newtoniana.

>~ ’L' ] ~
1.8 "Problemas planteadcs con la ecuacion Y, }D/-; 4Tt Gfen relacion al uni-

verso de Newton'.

Anslizemos las conclusiones a que nos llevan las hipdtesis newtonia-
nas del universo. ‘

El espacio de Newton es infinito yewelidlano, el tiempo transcurre
con independencia de 10 que en &1 ocurre y es metricamente independiente

Y vari‘ag £E [’df;"t_].Puede elegirse como sustrato del universc un fluido

homogeneo en el que se cumple
1.8,1 P=p (T)

927 )
. si 9 es el origen ligado al fluido y P es una particu-
> — e Y - ®A .
la cualqulera del f‘luidorz‘c’po V=g£t»')v= r 1a homogeneidad implica

que ha de tenerse

1.8.2 ’:;—*—A (%)i donde A (“é’ )’é}ilf (t‘)}, si agregamoé 1la hipdtesis de la
isotropia se podrd obtener el eqﬁivalen—;:e newtoniano de la métrica de
Robertson. .

1.8.3 ajg;;f’ (t\)Siﬁ\ , entonces .

198.‘,4‘%-’1: (t)é‘jﬁ‘f}:o, sustituyendo £ ('&)e:%%_}—

1.8.5 re= rito))r(to) =1

apliquémosle ahora al fluido la ecuacién de continuidad para los fluidos

newtonianos, enteices:

1.8.6 g{g* v (p@): o CQnﬂ?""{?fg’Ez

1’8"7 d;al,,?) "{ E —

s’ (¢
sustituyendo 3f (‘LEQEW
1.8.8 5 % Syi(‘:‘) 5(9;@ , de donde

av s (t) -

™,

7T

O S




S i , de donde
;.8.9 ﬂy(* )~.Ce3 £(t)at y Yyecomo R (t.)_ 1 , v R( €1Sf({7)dt
59(%?:0 ;e f £(¢) dtl 3 , de donde
1.8 10 & (¢ \§gfb _ 9o analizando ahora la equacidn 1.8.10
jLB gl lo que resulta natural al interior de una teo-

ria que supone el aspaclo euclidiap9 ¥y no aplica el principio de inercia
de la energia.

Para ir mds lejos es necesario aplicar al fluido cdsmico en considera-
cidn, la ley newtoniana de la gravitacidn. (Se supone resuelto una serie
de problemas muy delicados relativos a la validez de esta ley para siste-
mas en que la densidad no se anula en el infinito). Admitiendo pues esto
las ecuaciones de movimiento ﬁel flulao son: a).a)F aw

SratAid

que no es otra que la ecuacidn de Euler para un fluido 51n viscosidad y

b)p’: “W@ F verifica la ecuacidn de Poisson: v¢ L{r;)oQ
1o que nos dice que < ,p. 4TY6
A7 < F - % o
Como gx se tiene que g gf%‘ﬁ)r =F pero F(t).R
— at - -4 R
4 B B ro,F
dt |R t
: . - ne G el s
_@_[BO i:? . F> at :B raj= F
at t N '
= Fo. T multiplicandc por [ sers
R o2 o7 3 y como es:
= entonces habrid de tenerse:
O"Rr — 3 .
s RTf.s-R'\ff pues F. ggad 0 de aqul se infiere que:
B2 B .- 4o (33‘?) G pero como
Bo Qzﬁ)o entonces sers
s 7 .
BZ B o .2_4'. T ’ o 'fa
2 3 'e]

1.8.13 g R {4 T o (3 =0
Se puede ndtar que si el universo no es vacifo es decir si ‘539563
entonces la ecuacidn que diremos mewtoniana no admite una solucidn estati-

ca R =acunst9nte. Volviendo a la eoua01ancﬁll3){3 0= 4YY§76 ya que

Gz bt rcky dv y F = F (r7?) en la frontera, la densidad de hrese

BS¥em=  deberd tender a cero mds rapidamente que F, si no tendriamcs una

= s




determinacidn en las fuerzas debidc a las masas en determinado punto, pe-

ro 1.7.13 sy iinw < 7 estd basado en un pobtencial del tipo W 2

potencial que no cumple estas ccondiciones; para solucionar esto; Neumann ¥y
leeger propusiercn un potencial com un factor de decaimiento exponencial,

aeste es:

s
, ol

- - Ly - LV 3 {7 .;‘ - P
1.8.14 1i = fijZx: v !”ﬂ este potencial transforma la ecuacidn de
/J"l

Poisson 1.7.13 en 1la ecuzcidn de Neumsun-Sleeger:

1.8.15 e{?*‘7;“"2 vy T Gl , para lo cuzl una solucidn e&
\‘! LN v T b

q;./n-{; ,,:! bara todo el espacio

% 1o s g S

~

Campo Gravitatorio.

-~ B
LAV, P - o
o - B l"'

1) Caracterizaremos un campo gravitatorio dicisndo que es aguel campo,
dentro del cual los cuerpos se mueven de igual mariera bajo las mismas con=
diciones iniciales, con total independencis de su masa O carga.

Bajo esta caracterizacidn procedemos a enunciar el llamado principio
de equivalencla; "Todas las propiedades del movimiento en un sistema no
inercial, son equivalentes a los de un sistema inercial en presencia de un
campo gravitatorio', Lo que distingue un campo gravitatorio "real®, de uno
equivalente a un sistema noc inercial es el comportamiento en la frontera,
un campo "real' se anula en el infinito, no asf uno equivalente que tiende
a infinito, ademds estos Ultimos se anulan no bien pasamos a un Sistéma
inercial, cosa que no es posible en un campo real pues estos se anulan en
el infinito.

2) Couwo en relatividad escogemos como referencial un sistema de coorde

3 & A 2 - |
nadas }’)ﬁ?f:j x’= X, X =4, X7 =< !

Pero para el estudio de campos gravitatorios, no podemos ya suponer pa

H : 3 ‘4. - 7 7 2
ra & 37= /’m' xx , con Sep = i 77') , puesjnor égcmplo en un sis
C 2y (X >}*
tema en rotacidn uniforme cﬂx; # \jﬁ .}*' ;'{F \‘J)( Pt , €n general
tendremos AL = ";, e ’?if’)y para -;X 15 = :—é ISNaY (7\'})51)‘{)( luego vemos de cer-
P - - 4 1

< - ) s
ca queﬁih que es una cantidad geometrica depende de }as propiedades fisi-

cas que estemos considerando, luego,en resumen la métrica y los fendmenos

fisiccs estdn expresando una misma realidad; y no son fendmenos intrinsi-




cos considerados separadamente.

En_relacién con 1 esto se traduce, que en un caumpo gravitatorio real,
%}M/ (}h,)’no se puede reducir nunca a 3}}\? (XA):ﬁ&j}, para todo el espa-
cio de esta clase de espacios se dicen que son espacios curvos, en contra-
posicidn a los sistemas no inerciales que medisnte una transformacidn de
coordenadas se pueden reducir a la forma diagonal.A&ﬁ; ¥y que llamaremos
espacios planocs.

Asi el campo gravitatorio se estudia en un espacio tangente en un pun
tc, en los cualestapyse ha diagonalizado, pero todes estas propledades
por lo tanto son propiedades locales.

Cocmo ya lo digimos, usamos en general en el estudio del campo gravita
torio un sistema de coordenadas curvilineas, }("’U: %MX’R}) como figura el
tiempo como argumento de la funcidn debemos revisar el concepto de refe-
rencial que habiamos zdoptado, pues carece aca de sentido habler de un
sistema de coordenadas solidarias con las estrellas fijas, pues no existe
ese cardcter absolutc del tiempo, asi en gravitacidn un referencisl serad
entonces un sistema de cuerpos, con relojes scliderios a ellos que se mug
ven en forme orbitraria.

Por otro lado sefialemos también que en grivitecidn carece de sentido
caracterizar a los ceampos por las fuerzas, como analizemos en detalle en
la introduccidn pera el caso de la tierra, las fuerzas ficticias, se con-
funden ccn el verdadero cardcter gravitatorio de la Fuerza de Newton, ¥y
més que en las fuerzas los campos se caracterizan cineméticamente por la
aceleracidn que en el adquieren los cuerpos, clero esto si que el unico
criterio para detecter el campo gravitatorio real sera el "temsor de cur-
vatura'", y de su interpretacidn deduciremos el cardcter averiante de las
leyes de ls fisica.

2) Tiempo Propio, elemento de Longitud.

Entremos ahora o discutir que vamos & entender por "tiempo proplo", ¥y
longitud en relatividad generalizada, en la perspectiva que estamos en un
universo cuya geometria es le Riemamn.

Consideremos dog sucesos vecinos que cecurren en un punto del espacio

20




e 2 ¥4 U
(}C ), luego podemos escribir &!;@ = g&iwd%%JX‘pero como para estos suce-

SOS&/X‘_JQ%ZJY’C%anmOS ol 4 ::Cfm’}”;‘,gf%‘donﬂe {Fes el tiempo real en-

I

tre los sucesos, entonces
s g pfﬁ

BTN ‘/f) -
1) % 7= oV LS

ré

(a7 T o
2)3/ =7 vﬂﬁJL’ A X |
H-__m.. IR il -t \:'_ 5 SN Z o - 2_
. drs fafet ) _1.,/"0{/*2/ ~ ) 7&..,{‘ 7
Ahora con respecto a ! :g‘&A,/ T Xm*ly,no podemos Ccomo en re-

latividad especiazl hacer ¢/X =C, pues /” cambia en cada punto, as{ que para

i g v
aetermlnaruff procedenos asi, consideremos dos puntos f7 AG‘) y45\4 e x A
vy midamos el tiempo, en B que demora una sefial luminosa para ir a A y vol-

. X Af e
ver a B, evidentemente para este tiempo X/, tenemos

3 ecd =2

luego para el intérvalo ﬁ&, tenemos dﬁw:ﬁ, pues se trata de una seral lumi

nosa, escribiendo el éesarrollo explicitamente

i o I I »}
s te goo{dX )+ 4 God dXdad + Jx b Axb X, B=3 %
v como odD = O =
~f ~ = j_t Hd - }
W) AAD = g e Ga X £ VIGE L L TR GO A) IAX AKX B ey

llamemos a las raices

5y dx4 ‘(;r:"f(’ Yo x dAX = \J{FGod ToB~ 4B 706) d XX A X 5

6) £2) - i _
izh : L 7 ’17’@& t \/’f'fmx, FOE - TX é’ﬁo}@t%%d)ﬂ &

Si interpretamos como el instente de la deteccidn de la sefial en A,
12 emisidn en B es X O+ d X (7{ y su deteccidn al regreso de A es
7{0‘%<¥X )/ luego el tiewpo trascurrido en el vicje de la sefial luminosa
e ey €7)_
es; &) dXe ~elXo =2 NTTod 358~ 94 g 906) XK L X B

para expresar recordemos ahora las relaciones (2) y (3) entonces pode-

rnos escribir

A% (ed 1eB _ qx3) od X< dxs

#) =

~N

LR,
llamaremos en 1O sucesivo W B __( ‘?O ? 0B — Do 8)
rJo N

"Sensor mthlCO espacial", y escr1b1m0s
) Cé/ 5ol &d x=< dx &
Por ultimo nos referiremos a le sincronizacidn de relojes, en relacidn

con el concepto de simultaneidad.
2 1




1o sincronizacidén en el espacio-tiempo debe evidentemente reallizarse
mediante sefiales luminocsas, asi que consideremcs nuevamente la propagaoién

entre dos puntos A y B, como en (4), (5) y (6), esquemdticamente esta si-

tuacidn es: L7 . ["%a ; (Z)
— sl X ”J' Cf/r 0 '
P 7
/V
Gl e
VA
\\
~
Lt EAC = - . %4
UM VERSC ~ _| yrdXo
ra b
Consideremos como simultdneas las sigulientes indicaciones de los relo-
jes;
[ ]
I en el punto A X 7T o ‘
s (oo -
IT en el punto B Ao 7 3 (%4 / , entonces
Ty xs ﬁ@@g‘gljﬁaé es el valor que nos permite sincronizar

708
relojes ubicados en puntos diferentes, siempre si que ellos sean veclnos

en el sentido de geometria diferencial.

Deprivade Covariznte.

Analizemos ahora el sentido de1C>k9“24°” derivadd en geometris Riemann
en el espacio euclideo, esta corresponde a un 1imite tomando la diferencila
de dos vectores ubicados en dos puntos vecinos pero distintos del espacio.
Como ya discutimos en geometrfa de Riemann las propiedades van variando
localmente, asi que no podemos considerar esta diferencia en estricta ana-
logfa con Zuclides, 1lo que debemos hecer acd es "tresladar" paralelamente
los vectores a un mismo punto y considerar ahi su diferencia en el 1imite,
obvicmente este es el caso mas general y nos ccnduce a lo llamado deriva-
do avariante, respectivamente contravariante.

ﬂ“,ﬂ_Jﬁu—ggy
As{ podemos escribir, para un vector contraveriante: /7 h A -

T

W
donde Z% es l1la diferencia de los vectores aplicados en el mismo punto,
% . . . é? & )
DF " es le diferencial ordinaria y 7 es lsa contribucidn a la diferencia
debida a la operacidn "traslacidn paralela", como estemos analizando el
equivalente de la derivada impongamos la condicidn de linealided de los

2 2




- " M \/,. ! - J ,/f
sumandos, entonces; JiA = CQM)*V}LA Ay /3, y donde /y’f’/z = /;/f (//}//ﬂ)

Son los llamados simbolos de Christoffel.

{ Someem

Como podemos comprobar, para un vector covariante, tendremos: [3,/9Y=

sl o’
2 i -‘,/C, 7%/9V/QMkluego en rasumbn tenemos;

/ ) /“// A= TN L ( ﬂ_l_‘f' /-: Ad H v w-X p

o~ i ™ o - i {
Hga:immazi;xf~/@uﬁmev?wY’
Como (9) expresa ahora relaciones intrinsices del espacio ellas obvia

Vd & R 7
mente tienen carccter tensorial, no asi los sfmbolos / separadanente pues
como se puede comprobar se anulan en un espaclio euclideo,

Anglogﬂmente pars un tensor ﬂe segundo rango tenemos:

-~

y - - ,
,Q// ﬁ Mfﬂi - /;(x ff " /7 5./ L etc. de 7 podemos deducir:

e

ﬁw/ﬂ“/:/*”” LY S i g
XA TR A X cx D ; A DK
De donde poﬂemos concluir qup Slempre es pos1ble escoger un sisten

de coordenadas en quez’iA“:CJy la métrica se reduce a uno galileano, en

A\
efecto pues escojamos el punto K como origen y seqn Loy x ) o los valores

-
i

iniciales de los / ”', en la vecincdad del punto y efectuemos la transforma

e LAE Ay # (/—7/"(‘/ W A A ( ._,.;)S._._I,;—/-— . -.;’_..)::’/w %
cidns X~ =4 T = Yp So X7, entonces \ 3 XIS X s

7~ RO
{ TL Iy , luego por (79) los/ q7se anulan en
- a

ese punto.

Derivado covariante del tensor métrico.

3 2 R N D B A N
Analizemos a2hora la expresicn 1).DoG 0= F v L7 , ¥y como
2 ) /C)/.z{, == ::7 LA ,‘//C’ ;’ = F v O

g -~ “ = 7 P L v -“5&/
3) DL Ty Pl = YDA ETIEVIN 4

LV
Y mNETY DU AL 14 . 7 s .
luego de :7}.%;)i/J‘”?y"/L =Y comofVes arbitraria Joif =  la deri-

/ /

vada covariante del tensor métrico es O.

2
®

o B CF g i —
como JJQL/V’= U w@‘{,ﬂ. R
v ~ g

=, : s ~7 7/ o ;- i
LS \// i M‘jﬂvnﬂ ‘. ‘C (// T T £ Bl wEITEY

XA Ed - & v g S

, luego permutendo indices.
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Continuando con nuestro andlisis veamos cual seria la ecuacidn de una
particula libre en un campo gravitatorio, para esto vemos que la analogia
més directa es:

¢) DV A =0, es decir
76) o ff*“-“v“f”“’“ A" “cL X A= =

76) Ef -nﬁ* “744f>u4 ok X A
LA E ‘/ Ciué T -

La interpretacidn que le daremos a los términos de 1 es;

[{ /’/4 \

. A Cr A

'Vector universo aceleracidn" | Cifdi) = (f;Lil_
| \ el 4

Ym |7 AL Vv, )

"Wector universo fuerza ~}7// oot A Ais A, de la expresidn 13 .
- n /[ 278BY 25 BA o

2 —7""/(-’__ 7. < s B L8 B o T, /l
BN Nl i A TR DXV = vemos entonces

Ly x . 7
que J¥¥debe considerarse como funcidn potencial.

Ecuaciones del campo gravitatorio.

Antes de deducir las ecuaciones del campo, buscaremos la expresidn de
dos tensores que tienen importancia fundamental en la teoria, ellos son el
"Tfensor de Curvatura', y el "Tensor Energia-Impulso".

Revisemos primero el tensor curvatura, supongamos en el espacio-tiem-
po una curva;

72) X4z X (5)

ma, es decir una geodésica, en ella se verifica, por 14 .

, S1 escogemos un trozo de curva de 1ongitud mini-

77) Z)/ﬂ“‘¢"73f3 , Como estamos usando la longitud de arco comoO pa-
rametro, (Q/ﬁﬁ es entonces vector tangente, y la ecuacidn 1Y dice que para
una geodésica el vector tangente se desplaza paralelamente a si misma, aho
ra en un espacio de Riemann, para un contorno curvado no se verifica esta

propiedad, consideremos entonces la variacidn de un vector a lo largo de

un contorno cerrado;

v
28 L i = _gg/jlu2i ﬁg/agxy{‘ , qpliquémosle ahora a 1& , el teore-

1A Be el J /M 177 A /ff/ DAY A cAf
79) N\ Hu= 7 ,_":_l/)“"j_“)'( A o 2 Xf entonces:
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20)) 3 {t* A /L P -~ X J) oy ij—:ﬂ)u
DAL= L / va /2
- s 7 V__ T
L ;:r“/f ”“ /;/+"/jLJ e f?%’ /7Z[;f?P;C3 Af
definiendo el tensor de curvaturc
“I¥ /7.0 A /” /705’/r7
77) 7433 @&g a/ -+ =1 A v entonces:
ST SN AXFE ’“’f/%/ S
”‘“>A/‘;’f’~b*~—7\7wafﬂ\/é\>”\ de 23

Vemos entonces que g%/fgf interviene directamente al considerar la varla-

cidn de un vector como en un espacio,euclidiano siempre pocemos escoger

At e

un sistema en que los/ ' = O

o N
A , entonces Ml AT

para cualquler

gspacic euclidiano y recfprocamente, de ahi la importancia de este tensor
LV

pues no permite clasificar espacios. Se verifica de la definicidn que & 4L

. , " £ y :
/7J£ es antisimétrico con respecto a 1los indiceS/iw;, ademas si escoge-

mos un sistema localmente geodésico tenemos;

3 o/ -,

T ; PR A A P ‘i’/w7 v .
Koa.ad ="~ / ) ol te e TV 2, = o 3

s { BRI ° W R . L Wi e e N i s

’ SXToxA axeax ) <Y “j/’“ﬁ“"‘ = v

-y WV P T 43 o (j
Tl o : NE Y 257w o JooA = O

- AL C /2/ o < /AA/ -~ _ e / o /

; Sl e
S # e 5 -t ] \/ P Z
Fogfor, = . (e SEfIV g =
= = Bl o =) que es la llamada
2XA ¢ DEATIXC T -
identidad de Bianchi.
Por podemos construir;
- o' =7 ;',y/ I, Vel -
= _ = sy I e & - £ o
/ °(/ g A = / L </ A ; 7 . & 4 F7 Py s
4 T e T b, B W g, /’/ ol m Flal ol //C =

el tensor %, »es simétrico por definicidn; en relacidn a él interesa, el
TM/ 3 9

&
escalar , , llamado curvatura escé&lar del espacio.
24) = g Rar

Tensor Energia-Impulso.

Para deducir la expresidn de este tensor analizaremos algunas cues-—
tiones previas.

Recordemos que en general, en un cambio de coordenadas 4~4

——ty

un tensor transforma de la sigulente manera:f?AA_V-; /;6{/ 4))(4¢

. I
"f;;z;j;w , 81 el sistema es curvilineo, enton-
= A / e -
ces: . {waC 4L T =)
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DK” =X es 1llamado el Jacobudid@e la trans-
formacidn.

« BN
Supongamos ahora una transformacidn en un punto donde (J4v), se ha

diagonalizado, entonces; ) e o X 7
3 i $=L X -

A Y 7 " - G B e A e

ssyA ()< O ademds SaaV = JHKD SN0 5 Xv o de donde

-2
— G’
Gé) A = 4 ( v )J de 1o cual deducimos:
!
23 J= (TATs Signo menos, pues por 2 , si no la canti-

dad seria imaginaria.

De 27 deducimos entonces dque bajo estas condiciones: g;-]{ V= JX@L)‘/

f;/.X ¢ ’\,ZY"’

(oot N (Y
S Popne en, Gl = Th s 4

donde rré S = 0(—-){’ g 5(;{{ e MCZJ')( . C/X =

Postulemos ahora para el campoO gravitatorio una accidn de la forma:/q

Ao (T2

‘/f at [~ F rJ-”.. donde ¢ (1), < (72) son
\'»//'(5'1)()(\(7/‘/L /, z/ ’

superficies 1{mites en las constantes 77 ¥ 72
Veamos ahora cual es la cantidad que se conserva bajo una traslacidn

en el espacio de Riemamm.

Consideremos 1a traslacidn:

gz Y v
7= J s gl

/ entonces para
- ) 5 N 4 = < N
29) glv (yra)= gXE(XA) 202 2 xv
X Bl AN Al e XE
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Para expresar ambos miembros en un mismo sistema de coordenadas, con-
s i ~ 1 \
sideremos ahora: G i Y X//;) ’LV(,\CAJ»QJ"}
i . 5 X — . o 0]
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% ra términos de le orden.
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37) Lff[f?+t4'}}’ il JJYXC”/ v es 1a variecidn de en el
cambio de coordenadas.

Como ya discutimos anteriormente, debemos ahora considerar;

: - £ entonces:

. £ g,

bt = \ 2%
o4 - o P o i -~ fl . fﬁu‘?::m.::r e ', e /. i .
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~ Ahora: la segunda integral la pokemos escrlblr KLKf" " i g™
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Si 1mponemos la oondlclon ?fq,»hljen'la frontera entonces para
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entonces si llamamos:
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para la primera integral del segundo miembro de Jb), consideremos el teo-
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. \ oy Vv J &

. S 5 X o oV =
/—:ﬁ// 4 /u(/; v \/,c;; (j.f!.,-:_ V)‘_/ ) Lk T A, ™
4./’1.«/ 7 . —
ya que (jk.) se anula en la frontera, entonces 25 implica:
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como (&™) es drbitra-
ria, deducimos que la ecuacidn de continuidad es:
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Ecuaciones del campo.

Deduzcamos ahora las ecuaciones del campo gravitatorio, nos basaremos
nuevamente en la formulacidn integral.

Para la funcidn accidn de un campo de este tipo, debemos comsiderar
una parte debido al campo, ¥ la contribucidn de la materia, en general PO

demos escribir:

-

N O D . o A
A=HG+ HI/?} , ahora si imponemos para ﬁﬁ: /;)f“{ E"»‘L"Qj‘j'/’f
v
deberemos escribir
~y -~ \f-\ i ') A—'—
5?—)/_./3:\)'(31/?"{73 o - donde G = C/JMU /M-V//
1

como ya vimos en 2% , €l escolar v ] n peune esas condiciones luego pode-

mos suponer sin perder generalldad que:
f /’/‘ﬁu_ -
’2?)/9‘?“‘ e -~/ 3/{%/)‘/_"‘ ol - donde (%) es una funcidn
que se anula en la frontera. Antes de continuar veamos que representan 10s
terminos\de 3+ ¥ 38 ’ comparando estas ecuaciones podemos escribir:

\LQ;J\/'Q f S — ),6\/ 5'+ J(V ﬂi,) ‘/4- entonces considerando

la divergencila en la

~ a /“'3 —) _ frontera:
e L P = N - B (o8 P ks CA =
o ;Jﬁ‘ﬂ'd C/~ﬁ~ = 22! j
w, de donde
. Y o —y 3 B
e et O T A Ce SHE T
33 6A@: %7—7{TF "/ GVl =T S_j.«}' = ':{ L donde
M= & &7 /b,’k [ an es la llamada constante de
RV I s e/
Lo ';['. w"’a’ J P 3
grav1ta01on universal; y el factor se introduce para la normalizacidn
76 T
de las unidades.
P
De la definicidn de _J tenemos;
+ o 2N
V=9 J:V""S"j' iV .
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reemplazando en 39,40 44,42,93, tenemos:
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Si ahora nos ubicamos €n un 51stema inerciol como

7 >
K= . Z.fiﬁi.l’ /"’ A/ ,u' Vv //( 78 / /?/ s
DX A f}{ % en la segunda

integral de 45, tenemos:

46) /j/l’”/“/ﬂ) o V= Cj ’I/L‘m”\’_/ ;“\ 7 —7 & \_“f\,u(. ’donde
A ) %XV\ /%ﬂ'“ F1X A
N Y v b 1 A 4 =~ N .
/ﬂ"q‘j / SN JXL“ entonces la expresion
C ALV

para U4& en un sistema orbitrario seria

e L ; ; _
7E) g SRV = Tfj~45§;5<V-3 Lo A entonces en 45 implica:
4 Jf; Yoo \ sy / — 2 ! ™~
yg) \//'7!‘{ [7, V=5 Guy J ) 2944 VTG o +j (4 W) of

ahora por teorema de © U535 podemos transformar esta integral, en una defi-

nids en la frontera donde la variacién del campo es cero.

1 T T R ﬂ)> VTE
Entonces M7= ;j',, }(4NLV““'9AA vV ~3ALV\/_Q Ci-fln

1a accidn de la materia debe ser funcidn evidentemente del tensor Energia-

podemos escribir para S
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del "campo gravitatorio".




a) Considerar movimiento del tipo (atrape o captura)
. 4 P o L
b) Condiciones analiticas que debe verificar ol para los distintos
ol
tipos de movimiento.

¢) Movimientos radiales.

Sindpsis de las ccnsideraciones relativistas.

En este punto nos parece indispensable realizar la sindpsis tanto de
la relatividad especial como de la general y naturalmente que al emprender
esta tarea dejaremos de mano los calculos y nos concretaremos a destacar
las consecuencias significativas de esta hermosa teoria tratando de ir mos
trando en una secuencia 1dgica una apretada sintesis.

A) Algunas consideracicnes sobre relatividad.
Z 'Zf: ! Z /

J P 2’ L& ) Al
A partir de 1) <&t = - =z ~ At :

2

¥
o

R es posible cc-

N

/

mo se sabe, dar una forma geométrica a la relatividéd especial y para ello
se puede suponer que el marco espacilo temporal de 1los fendmenos fisico pue
de darse por medio de una variedadiﬁ; impropiemente euclidiana (o mejor
pseudo euclidiana) que no es otra cosa que el espacio tiempo de

Los entes fisicous aparecen representados por vectores o temnsores asociados
a 1la variedad ¥7 Si se observa atentamente la métrica 1) se nota de inme-
diato que sus coeficientes son comnstantes por lo que los geodésicos que

obedecen a las ecuaciones: y

4 2. X o /"7 [, X <.’.7;i e o
2 =t = Y . 7 " e o LS
) S . ‘ = s

3) Cﬁé = {& son rectas
Las primeras pueden considerarse como las trayectorias espacio tempo-
rales o lineas de universo de los sistemas galileanos. Los segundos corres
ponderian a la trayectoria de luz. E1 hechc de que la signatura este deter
minada por 1los signos?“** - se caracteriza diciendo que la varie-
dad es de la forma hiperbdlica normal. Desde el punto de vista de la teo-
ria de las formas, habra que decir que:ﬁézes una forma cuadrdtica no defi-

nida positiva por 1o que habra tres clases de geodésicos segun que:

—~ &
,ﬂ-/ A & ”\ O

8] P4
B el = O
c) AT >0




En el caso a) se estd ante los geodésicas llamadas del género espacio.
En el caso b) Ghﬁ £ se estd ante la trayectoria de los fotones.

En el caso c¢) AN 7 € se estd ante la trayectoria de las particulas
galileanas.

b 42 AxFedus ol
™ J ¥ — (S - W g &
Bl caso b) C < Qo o 1’

define un cono (tridimen
sional) que separa tres dominios (dominios cuadridimensionales): el domi-
nio del pasado constituido por el ccnjunto de puntos sucesos P que pueden
unirse a 0 a causa de una accidn fisica originada en P y en sentido de P
hacia 0 (P 0). E1l dominio del futuro constituido por el conjunto de puntos
sucesos Q que pueden ser unidos a Q debido a una accidn fisica que se ejer
ce en el sentido O Q. Hay ademés un conjunto de puntos acontecimientos que
no pueden ligarse al punto Q por ninguna accidn fisica.

Diagrama de Fﬂﬁﬁiﬁbﬂﬁha

Seran: O un punto acontecimiento que se toma como origeh arbitrario,
oy , 00 ejes de espacio y tiempo de un referencial galileano, 1o mismo di-
£amnos de(?X,Cﬂf,XQD%f,Yfﬂﬂ/sean las trayectorias de rayos luminosos que pa

san por O (se toma .= ). Las rectas son los trazos de un cono nulo sobre

A A,
un plano (espacio temporal) gt /ﬂ ‘f
‘ﬁ.\ ;/Y\ / l .
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i
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F —> es el dominio del futuro

P - es el dominio del pasado

E, E' corresponde al dominio de los puntos sucesos que no pueden 1li-
garse al punto O por ninguna accidn fisica (presente).

La particidn del espacio tiempo en la forma indicada debe considerarse
como una propiedad intrinseca de la variedad y al no depender del origen
tampoco depende del referencial escogido. Las transformaciones del grupo
de Lorentz hacen corresponder a un eje de la clase espacio a otro de 1la
misma clase, otro tanto ocurre con un eje de la clase tiempo. En relacidn
al electromagnetismo la relatividad ristringida sdlo permite establecer
un orden geométrico al interior de esa teoria y este orden por supuesto
respeta los principios que esten en la base de la teoria. Es asi como dan
una versidn temsorial de las ecuaciones de Maxwell y eliminan toda diferen
cia de naturaleza entre'campo eléctrico y campo magnétioo.

En 1o que se refiere a la Cinética y & la Dindmica se sabe que durante
mucho tiempo se las considerd como ciencias directrices por la filosofia
de la naturaleza, pero la Relatividad restringida mostrd que era urgente
una revisidn de sus principios y conceptos fundamentales principalmente
los de velocidad, masa, energia y naturalmente que a través del concepto

de energia se cuestiond toda la fisica clésica.

-~ a5 . E i
. Pe e s oL ol I ol T A
A p e (")’,'Z:_ - DX e LT = 1/4/-

La 1) “0 = - o que es en realidad una for
ma espaclio temporal permite afirmar que el desplazemiento en el espacio y
¢l tiempo son dos aspectos de un mismo fendmeno cinemstico.

La relatividad restringida no da sino una aplicacidn limitada al prin
cipio de la relatividad del movimiento. Por otra parte Einstein aceptd el
principio de Mach: "E1 campo de inercia estd determinado exclusivamente
por la distribucidn de la materia del Universo" y la incorpora como tercer
principio a la teoria de la reletividad general.

Las llamadas fuerzas de inercia no pueden en este orden de i1deas ser
ccnsideradas como propiedades intrfnsecas, absoclutas de 1los cuerpos ya que
la experiencia se encarga de mostrar que a juzgar por los efectos observa-

bles la fuerzasde inercia son equivalentes a las llamadas fuerzas gravita-
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cionales. Einstein de acuerdo con estas observaciones fué conducido a bus-
car una teoria geométrica de la gravitacidn en la cual la existencia de un
campo de gravitacidn se hace matemdticamente el empleo de una estructura
espacio temporal. La teoria se construye a partir de los siguientes axio-
mas: a) Axioma de "La expresién de las leyes debe ser iﬁdepen—
diente de la eleccidn del referencial que Se emplea para caracterizar el
espacio tiempo'".

b) Principio de equivalencia "Las fuerzas de inercis son de la misma
naturaleza que las fuerzas de gravitacidn'.

c) Principio de determinacidn de la métrica mediante lao materia "las
propiedades métricas del espacio tiempo estdn en cada punto determinadas
por la distribucidn de masas y de la energis en la vecindad de ese punto'.

La teoria, en primera aproximacidn deberia conducir a resultados idén-
ticos a los de la teoria newtcniana de la gravitacidn gque han sido confir-
mados por la experiencia y ello obligd a Einstein & buscar una ecuacidn
rrGz 828, BEPy 3P

'\ = & e _ ..;/M’._ — / 2%
R TPA FEan A

comparable ccn la de Poisson

y esta ecuacidn es: % ).-)‘v p=K Ty

é#?/&\/es aqul un tensor formado exclusivamente a partir de los componen-~

o

ey . 5 ¥a74
tes del temsor U * del tensor métrico, mientras que ! “" es un temsor que

depende de la distribucidn material considersado y se llama tensor imnulso

i

energia. Para un fluido perfecto es: 774&9%:.;£”}f'ﬁi~;,/u,j - JO 8t ¥

e

g ¥y p son aqul ls densidad y la presidn del fluido en el punto considerado

J A a‘i,j{i ‘ ;(:—)C_i"?
oz

ca clésica conducen a las geodésicas de la relatividad general. En las ve-

al generalizar 1los principios que permiten extremar en fisi-

cindades, o bilen al interior de las distribuciones de materiﬂ los cuerpoes

.. 470
de prueba describen las geodésicas ya mencionadas: -«_w”, +,//, xS
4 . q. 2 —
v~ o | A B
s

de las variedsdes de métrica g soluciones de las ecuaciones de Einstein.

La integracidn de las ecuaciones de Einstein es extremadamente difficil y

la determinacidn explicita no es posible sino en un numero restringidc de
. oy b _1 . = /7 P C ; (/Q

casos. El mas notable es el de la solucidn de \paﬂqifoJtﬁﬁb one el caso

exterior. Esta sclucidn define el potencial gravitacional producido en el
3 B




vacio que rodea una masa puntual o esférica homogénea y considerando como
condiciones en los limites que 108:?JV tomen en el infinito los valores

galileanos. S1 se emplea coordenadses polares con centro en el centro de

- -

4 . S e A il :2“ - & L Z. . ’_I/’ (;:)’i
masas se obtiene: 7N i e f::,r‘}f'{“/&f%’) 5ol G

w o u ph - RALAY R
2)5%4L:£¢d% <7— /1 ) 4= o

L

El numero m tiene aqui las dimensiones de una longitud, medida en el sis-

tema de unidades convenientes. Se observa qué 2) a) presenta una singula-

ridad sobre la esfera de radio r-2m b) para que la ecuacidn en estudio (2)

satisfaga localmente la condicidn de estar en acuerdo con espacio tiempo

de Minkowsky es necesario que 1. _2m > 3¢ La solucidn no tiene en conse-
s

cuencila sentidc en el interior de la esfera r- 2m. Se demuestra que la so-

lucidn 2) se mantiene valida cualesquiera que sean las transferencia de

masa y energia al interior de la esfera central siempre que estas transfe-

rencias no alteren la simetria esférica de la distribucidn (Teorema de

r o

Al aplicar la sclucidn 2) al movimiento de los planetas en torno del

plerianas a conseccuencia de un movimiento secular del perihelioc. Se obtie-

sol se encuentra que sus Orbitas difieren ligeramente de las elipses ke- |
: |
ne entonces una explicacion muy satisfactoria del movimiento de mercurio

|

gque no se puede explicar con la mecanica celeste cldsica. La métrica 2)

e s i~ 28 2 .
muestra que las geoddesicas de la luz QZK;:-() se curvaen en las vecindades

del sol es decir de la masa central. Este efecto ha sido verificado con

10 i i ; : = ol 1wE ToN
buena presidn en varios eclipses de sol (ej. eclipse observadc por &d/WETC

e 2 -

en 1919). E1l término 1. _2m que aparece en el coeficiente dt” de la mé-
T

trica (2) hace que la frecuencia de una fuente luminosa se desplaza hacia

el rojo cuando ella se aproxima al centro. Este es el efectoc de Einstein

ahora observado en el campo de la gravitacidn terrestre debido al despla-

zaniento de ciertos rayos de resonancia nuclear casi monocromaéticas (Efec-

s
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Movimientos geodésicos en el campo de soluciones de Schwerzchild.

a) Campo gravitatoric central. Métrice ssociada al punto de massa m.

Un campo gravitatorio central se presenta cuando tenemos una distribu-
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cidn de materia con esta simetria, y cuando ademss el movimiento de la ma-
teria 1la conserva. Geometricamente esta propiedad se traduce en queif{ZeS

el mismo para todocs los puntos que pertenecen al lugar geométrico corres-

pondiente, en este caso una superficie esférica.

Por otro lado, como estamos en un espacio de Bilemann, debido a la pre—
sencia del campo gravitatorioc, no podemos usar aca como parametro el radio
vector, que es el que cumple con estas propiedades en el espacio euclideo.
Debido a la orbitrariedad de las referenciales, la eleccidn del radio vec-
tor es tambié. orbitraria.

Si usamos en nuestro referencisl un sistema de coordenadas esférica po

P , = g e
lar, la expresion mes general para G es . . &
p o & -~ = ool i
s - C s s F - o it Y & R | / - b 07( sl f'
5D} c76¢~f‘f(’wt-)avzé+—ﬁf (nt)(Som*Gol @ +d & JrF3 (720t
F ’/ C) /o

veanos ahora la expresidn de £/ “cuando efectuamos la siguiente transfor-
macidn de coordenadas;

I ;o T,_\’
£ ds L5

o 3 . o P ey o P <o (,/7/ ff') = — /7
C= % (N z) tal que Fy (7520
I R T e 5 y _ Y4 /74'(‘)
Bajo esta transformacidn estamos imponiendo la simetria esférica en el
s _. o £ rq‘_/_//_{.’_’:-—ﬁ
espacio de Riemann, explicitamente en la forma de Fz { *, 7 , enton
iy
ces para &% -
4 ;B X
- n 2 e & 7 [ ot y
- VB bl gl md O, St o o %~ i 4
57) oinC o g Tl T 0L T T oW T X )-8 f P
Hagamos explicitas las coordenadas:
X‘A' = {,t
X’/ =
X?’ o= 6'5
= &
74 /“‘ 4-' "\
Si usamos el tensor métrico, en la forma galileana es E?At': { :Q}

tenemos en éeste caso para 1los

’}7 ro g%  QEI= AT FIZ=
55

e .. -~ 2 i i A

17 = T g22= - T3

y para 10s simbclos de Christoffel distintos de cero, de acuerdo con 13.

- - &7y o
/w/ 7r/~’2~&j32 iM;ﬁ_‘théigs
aleel = 5 JUE DX DXL EFE
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Si1 adoptamos el siguiente convenio ¢Ffr s —— = ff
ern s R ag
rye —c ey B e )
OOS'Tw-//* 0= 5 [ﬂ = * a A=V
Z.C' ' 2 1 T e
<
. P ! 7 7 7 w;\
o Y {,VA /'7"’¢ A [‘7;,)\@“‘2}7 - _152:nT6%¢
foo = 2 e 1z ® 33
/74-‘ _/_l._N: //74 /"'7 2.. a7
T ge IRt gy B4 ‘
2 s e — 2
fe-smocate [ L[] \
/< Q_ .(/7 ‘
\
S = . s 0B \
fu's = / 37 = Caltaf , entonces en la ecuacion 47
3=/ 3 Y. \
= SETR T = o o
7 1 A = o’ ,«-_}.‘ Fo) — Ve <
Yth/mi:jﬁvv.J = L s Ltenemos si Ko v = //x-é /e - f&jv
- , et LB {(VTB) el ol -4
&0 TR v/ / _,{
SamSxr BT T T T
ETK 7 o A(L -2 . ]
e foa B 72 o) %
[ ‘ 12 M
4 / 4 A
V! f
UK [} _ -4+ )~ .
= Ji e [Z. ’f/,\{ 5 . //, - X/?\
cy : ‘ /i vi A A j-ze «-A-ﬁi&—w--/
& = A = 27 Ay 5 — e 2 N -
5;7“* 3= BTV 3T g z - P
o = v “Z 20 BwK T -
. z iy - 3 R
Tk Tadedlve !  w v X _vA\ _Le " ,Hf/i AY & 1e~C &
gw..:_—- ~/ R e + ! = )~—- P > =
oy # \ 2 7 Z

Integremos ahora las ecuaciones de movimiento, en el siguiente caso;
"Un campo central en el vacio'", esta solucidn fue obtenido por Schwarzchild

e : )
en 1916, comc estamos en el vacio Au)y:WD y Tuera de la presencis de

las masas, entonces:
s 1 /)"\ /{':_t"'\

AL gl 2T
l.a 1) & \/e 1%/ . g
‘ 4 < v
R T R LR
Ry YT b e e st -~ b7 P
1 2) 4 - \V I ,Z = 2
a 2 2 ; Z
<A N .
= A\ —_—— N T -
1,a ) ? [I“t‘a OV 3 -—
3 8 /) e

l.a 4) €~ Ji“

de l.a 4) Qaczfﬁ(h]independiente de t, observemos que obtenemos un campo

estatico.

; , _ RV 7’ - : ._.£
(1.5 1-1.8 3= DE AﬁtiﬁJfsz>%+v’ (f) como en t po-




z JL —, -
demos hacer un cambio de escala, si consideramos: 3/ Wb ) =P AV 2
, luego en general podemos suponer

,ﬁ ==\/ Bajo estas condiciones la ecuscidn 1. a 2 se reduce a las

otras tres.

- \ 4 \2
n Tyl e = Z
@/tL/L_-L__;i;’w% /2 ?
2?2 -
o~ [yn-1=-1 =
/ -
= . = ;( 3 =
A\ A4 .
l.a7) € =& e Y , de (7) vemos que a grandes distan-
¥ .
cias fl =P & = &7/ 7 , Si (2hora imponemos que a grandes

distancias valga la ley de Newton).

5 )
2
=1 v ,» tenemos para el elemento de arco.
| o 5 717 ; i/ .2 s ey od 7 'xa
l.a 8)| /s 2 /7. ~-’:-T.LL../$ el nHd e+ cem el 7"‘“/— oln
e /T

J- €17
o : /L
b) Examinemos ahora en general, Cucles son 1as ecuaciones de und geo-

désica bajo las condiciones: ;j ) estacionario. Tenemos que:
1.b.1) r"/,/sz = ‘:“?u“\/ ’.;(,/Cj’{’ O{ i

A 4
113@_/”% 5(4%%dez<fk JJMAV% 7m/7X¢‘<ﬁA¥)% luego;

PR J‘/ﬁ)°d

Lok Qulp < = A X r/)/‘/ DGUY Lo rdav dXd AL xy)%’?'/‘/’z/}/ A& X7
o YT
pero como CQ podenos esorlblr la ecuacidn 1.b.3 en la forma siguien
te. . e . o
P A PRy o VAT . 5 —+ rl &
W £14 425 Syl gy Sty Guv 2o S ( X )
1B edi) ey A - 0 oy J‘/-[«
V/, ~4 4 ~ 0
. A T
dX_ L f”.X‘Ay - b= 0 v\ 3~ ﬂe donde;
I
Z . AXM o AXY [ (Shef o o
e Vo s v T pppe e i, AP /
LeBe3) g (gt AX IV I (G e d9Y T
e /V as s e xd AL R '
Como § ¥&7es orbitrario, en 1.6.5 o 7 YL Lo
el »'""'3”/&/ e MBS RD . ~~.."I,{" - 4 -‘.',/1/{/ e A o L { A"‘fLJ'
e, TE i e e R ) A ey
3Xp < db A =
. ., 24 en 1-b‘6
dx’ olgov 9o X
e il ™y M
ol ) QX" o
DALY IO o 'Jin entonces
_/‘l i "J/A'U fJ/JV.\//I’—}__ .7‘(5 — (£, : —_ T
( =ity g L d— WA T =
5 X o KA o2




iJ 2/'{ Y ;//.A; ;{ ¥ 7
1.8l 18 %}Aubv' =2 e es la ecuacidn
"ﬁi_,/.) = U,/.s CLA

de una geodésica
c) Ecuaciones del movimiento plano.
Combinemos ahora las ecuaciones 1.2.8 y 1.b.8 bajo la condicidn GBLIL

o
para obtener las ecuaciones del movimientc plano, oomocj = X ;s en 1.5.8

AL A S S/ EL 7 Al SN LR
et g Tl 7‘/}; g5t TE S

reemplazando los valores de los 81mbolos de Christoffel.

o P o ’ i r\/ 4
L.G.2 in;_ P Qéﬁ; Q/Fﬁ Cot & SN (\( ;& =
s FE T S \
que se reduce para &2 - 17 a la ecuacidn.
; oL
: g {(’) w A
1.¢.3 ;ﬁgf
Psra 3 tenemos 9
. £ th, 2 S f e /’7”"(’/3/..1 =
QL [N ol L T )=
ol “ g REEE] 2 -
2 2 j [ -V A<
;«2 ’"/Az— \; /[./XO) s »\/" (;/f C_;J:-,f_?:_,t—-a o ;:—T} = %/
: o + eV = St gt L

l.c.4 & ~’<t'*'vd EéZ: 233" = &
o S D
7~ 4 . '9 1 71
i s, 2 7~ A ;
Para y -1 tenemnos: ; ' rrlfd XA '/X el

AT JIIHAD e of L Sl
oL ,——,7(,,//{/ +[ (C[X/ e (”‘ﬁ’Z_, +/122\ s ol 5 oA
& < 32~ //
p A,;" 2‘ - g - ..-/{ Z'/< C' ,E
PO A\/———-w—'(“’\, - i <@ 26‘( -1—:4'.__/-;} ST A od U
|

L 2 CH
© 4 (}/) 7 -Z-x‘ "j/: s / /
A
e o= T AE _ - LT R
Como /7 =%~ 2T L L2200 oIm Y T ; . , entonces:
& TAS - F o
2 2 e ® Ve S LT &
5 L T s LA ¢ ol
Ty & C/C‘/f(._/_/.‘(cz/c‘ . Al \,,,a,.z_.- * \J/J/
. ° R — LS / -
il % z \dn/ 4
v
Pars /{“’;‘ 57(
7 2 2
l/l-/z . 22 Pl 3 )
:7_é?~ ffA(AZ 5{4; 7£Aiw'f'f7 , entonces:
G:é, o) "/1‘

. B ) i
rel | L ? 2t oAg 5 |
L |

2. "Clasificacidn de los movimientos desde el punto de vista de los
valores de A, B. Orbitas estables, casi estables, movimiento ra-
dial".

Analizemos las ecuaciones para el movimiento plano:
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Te@a3F =22

o B 7 VA B
l-C.L") {:'»’ é 7L y .\—‘/‘7 \-/é = -,\

= R
s R 4 ol i 2 o
) ) . s O \ < - = ) = \ - 7
z Y rod e NE o =T J 8, l & { :
1 o 5) \7//2 < /L ’/‘L(‘ ‘:;'z/'_‘é / '-'~~ Vi (__/} :‘( p il 7’ \/ TG
’ -y Oz 2 N ' R

1.0.6) L7, 2 o AP o

Y DUV L F Si7 2 P o 2 "‘f/] ""{ < )-- :;Z/Z i
1) 90"z | 7 - 72"‘” C /i/é - A { AT F e 2 YT, //——-———;7 S
7= e

B.8.1 £2 ZW

7 " 4 ) :
Bali B P%E-wjiyf?(:(¥‘z)63f P D Az 143
Fe@ed T 7°F ;:2)
J (&L

- . 2 - .
Asi para la ecuacidn 1l.c.6 en;j ,/i , tenemos.

1.C.6 e ( 4 C‘/Q/ - __,_\ = 2D 1)/,, 3_4*__5 :dT

o

Y para la ecu301on T en », reemolazando y dividiendo por

g = (/_éjfu/\’o'z (“_!2/ //’)7 4,.'1

23 /

< L f
7= (7~2) £~ ‘-'/9—,’2”-"4 ff’Ag 2
/7 2_) \C{/:’/ 4‘_2 -,‘/ _
R
de donﬂe 11

rf//\*[ (/__7/ l_//*()

cls n 2

‘*’Z') EZ-7+7—~,-~ / A2
% z
Si ahore hacemos A=z (47 ?/ s B=A (£ -7)

entonces para la ecuacidn en r.

A B 25 9.3)
z.b.z]l (_Z.) =Lk S (7-2,

7 -
A =

Expresemos ahora esta ecuacidn en funcidn de z, entonces ccmo:

Z= 2 m== T 7y , ¥y en 2.b.2
e T = %

]

vol(d2) 22’ 2ZzrA2rB
!\l‘.‘f/;/)

T Y2 A

- S T o2
Tuego oln= 220 Kii_____fi< , entonces

g/{’ Z‘“T,’;’/ f‘/"
Z'bmi'&/s,zi, 2w (¢ _VYArB 2

1/4/22 2" '“?—/‘-,//7“/“’
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Para laz ecuacidn en )’ l.c.4, nos valemos de 1a sustitucidn:

>
) 4Z§; t} ; de donde
/ LY d2 _
7 2> 5\7‘1\ CD) = £ » 10 cual implica
G 5 O . O , ‘1/ -77 '14 E A 2
Sbef XL 2 5 L SRR
| A G e I - L Ty

Independientemente de 1a eleccidn de conclusiones iniciales, debers
ser siempref?fa O Yy ALE >O ¥y no puede ser otra forma. El ca-
so0 A corresponde a las condicicnes iniciales que debe darse para carac-
terizar un rayo de luz. El caso A+BTC no corresponde a nada real se dice

que representa un casc de 1mp081b111d¢d. En efecto:

At+B= /:H—H(z;‘f/ el
H7“E:/O/.{_7+E' 'UQ/

A+Becp 2 entonces si
A LR e como ello implica
oL, f=_B %+ o o bien H)F =B = O deberd conside-
rarse los dos casos&y Z})
Caso <) O=HE? vy E :Z: O (imposible)

Caso B ) Ep= O £°% £

A y B pueden ser infinitas 1o que se dd en el caso de movimientc ra-
dial (é;T © ). Pero cuana o fF — P 75«“““9 £ =7 1o que resul-
ta de: Z?hi,’é?z;‘fj - Supoingamos por ahora que A ¥y B scn
finitos para excluir el caso de movimiento radial. Cuando para algun

=20 es O% Z £ A entonces el movimiento es posible. Esto equi-
vale a decir que el movimiento es Posible para:
O = 2 < 4

/2.
C 2 gpp £ F1l= 7

—

o mejor
2 < T =X Las condiciones de posibilidad del mo
vimiento estén dadas por las condiciones para que el polimonio P (Z) sesg

positivo. /“ /6 ,”4§ son dependientes de & ¥ la dependencia se

muestra en las ecuaciones 2.6.4, 2,65 ¥ 2.0,6

:mwM*Nﬁé*f (Z)= © para algin valor de = 2117 queda definido un punto de re-

. 4 O
-
N,




troceso.

S1 P (£) > O para alguin vaelor de = , €se punto sera una posicidn de
la particula de prueba en movimientc.

La regidn de posibilidad del movimiento ests dada por el intervalo ce-
rraao[_ L/ pues allf P (£)> T

En correspondéncia ccn los tipos de condiciones inicizles que se dan,
puede elegirse valores de A y B que definirdn la forms de la grafica de
P (Z). La forma de la gréfica de P (2) puede ser tal que muestre claramen-
te que el movimiento procede de una regidn finita del universo, pertiendo
de la esfera de Schwarzchild (esto corresponde a lo que se denomina un mo-
vimiento de tipo captura). Cuando A es muy grande habrs captura si

VRS

es una funcidn mondtcna creciente de = Cuande A es pequetio
ocurre que todavia hay captura pero cuando A es muy pequeﬁo‘ZZl, no es una
afl
funcidn mondtona creciente (sdlc 10 es el principio) y presenta puntos de
maxima y minima. Si A disminuye muy rapidemente, el punto donde P (Z) toma
un valor minimo sea Z Mgy alli P (Z) tiende a cero y la drbita ascciada

& la particula de prueba en movimiento se hoce casi estable. Cuando el mi-
~ P

nimo == tome el valor eventual cerc, el numero de rotaciones en la drbi-
oS
!

ta se ha infinito. Y se puede decir cuando esto ocurre que "la drbita es

estable".
Puede suceder también que el estudio del polimonio P (Z) nos conduzca
a la consideracidn de movimientos casi parabdlicos ¢ a movimientos casi

hiperbdlicos. Conviene recordar que un punto de retroceso es un punto de

’ 5 . ., e Z‘_,—- _ -,

la orbita que satisface la relacidn —— = ™ 81 un punto de retroceso estd
2 -
ublcado por oS

@rs | <=
s utiles para caracterizar la trayectoria puede tomarse

C\

Como pardﬂetr

la coordenada Z= 2 de un punto de retroceso Yy el momento angular
Supongamos que teoricamente, el radio de Scwarzchild o lo gque viene a

ser lo mismo, la coordenada  del mévil y el gngulo  pueden ser determi-

nadas por algun cbservador ubicado & distancia finita para 1o cual le bas-

4 1




tard observar la luz emitida por el mdévil. En consecuencia el observador

o

estard capacitado para encontrar los valores deé%fy deZ= € correspondien

te al punto de inflexidn del movimiento que observa. Podemos por comsiguien

te comsiderar estas cantidades como datos que permiten describir el movi-

miento en término de resultados observacionales. Volviendo al polinomio

k- 2 4 - E P
P (Z)z E°-2° T HZ1E trataremcs de expresarlo en términos

2
mec}yc, Recordemos que teniamos H : /’“) ¥y que debe ser:
F(ey= e°—e*1Re+ B &

PEro como

71/5)17 ¢ entonces:

Jlx ==

o mplp e +E=0 &

\
TN

El polinomio P (Z) tiene 81empre al menos una raiz real en 1la regidn

fisics correspondiente al 1nterVﬁ1u:

52237{& 7

Las otras dos raices del polinomio P (Z) (mejor es decir, los otros

4 .
s s - H
dos cercs del polinomioc) sean €~ y &/

De acuerdo con propiedades muy conocidas de los coeficientes de uns e-

: 2%+ AZ+ B = O
cuacidn algebraica: Z -2 *6 tendremos que:

4 o Wi
£+ 2L+ A = 7 =
a) 4 : j /’1 b
el + €05 + & P’z | T
‘ \

més otra relacidn que agquil no interesa. Procedamcs a reemplazar las relacigo

nes a) por otras b) equivalentes:

a0\ . . - &
Jr) e+ en)z1-C
i $ wm w 7 7 i o /
. ‘-Vl//\.'~ _/,.;;'.,L-\(/'-\
Lo €q = [S— | e{& T Ea/

N ol /~ O bien en vez de la Ultima:
s 2 Wy _ : -y . 2
9 ,QJ7 f :;T’) 4‘ 8)

Auxilidndonos en las rclﬁ01oncs b) podemos cunstruir una ecuacidn de

. §

segundo gradc cuyos coeficientes p Yy @ se conocen por estas relaciones.

Sea pues esta ecuacidn: ey, 2 o,
/6;2 ( F\€)+(? S 2L €z O
{ . 3 2
Esta ecuacidén nos dard las dos rafices restentes &y yf?/z) de ZJ+22+

RZ3=
4 2




Hesolviendo la ecuacidn de segundo grado se tiene:

‘ FZTEN2
& S o —-:——"" .. 4 7‘_ %‘e = "“':‘)’ /
3 ‘@

se puede poner:

J 4 96 3&. (7 C)/,O~— %—) que resulta ser positivo enLC:}Z/

es decir pone un € perteneciente a este intervalo.

C

Llamemos, como €s cOstumbre L3 FANPS la discriminante de

7/&’)-7 L
(4“ ) < -ﬂ.< / -~ €=0 de mcdo que:
L= 44@4914«(@;‘_@)@
- S T
3(1-€) (e 1) Sy (2]

2/ : CT/_

Pars que /) = € es preciso que:

3(1-e)(e-4) g2 )?
3(7-ej(e-3)z 12%42

= 2
es decir _ r
02 16 \ |
a 7 3¢iie)le*r ¥s) (X1
0 2 A& g

= = ‘ :
/ (7-¢€)( 3e+ 7
! ) ’
Tenemos que las raices @4 y'ﬁq) son también reales si se verifica es-

ta Ultima desigualdad.

2 [ A - )
Ahcra de 2.b.1 /1 CKﬁ%_:{j » tenemos la primers integral para ﬁé
\; ; /.) d.’ /‘/
lo cual con las ecuaciones (2. b.4), vy (2.b.5) lmplieca., _;;EL :,QC

el 2
2667{]JL-€)2/ 1/29 4"/:727&5/ =

el indice A, indica las condiciones iniciales del problema, expresados por

4 Y B, y la ecuacidn 2.b.6 1o podemos escribir como

: e 3
5%(@ . ,4 Hagamos ahore el andlisis en cuan-
o2 \/ =i 2 FRz+5 tc a A y B.

4. "Movimiento radiall.

Pasemos a considerar los movimientos en qued = © Para este caso tendre-

ﬁ%'ﬁ> FZ.7 , entonces:;

4.oa.l ;,"Ow f/;l:: &
. O dz
Ll«.a.z /)'/\.‘JL = )Z/ 572‘.-:;:-,_’—5 7




2

h.a.3 K"/ffzz ')Z ELZ

]

"z EES

De la ecuacidn 4.a5.1 deducimos que el movimiento es radial. Por otro
lado podemos ver que hay tres casos de movimientos posibles:
4.b.1) Cuando & > 7, ceso en el que el movimiento parte desde el infinito

7

& e T EwTe
con unaﬁya;>aJ y 2T TaTricidM “alcanza 1a Singularidad de Schwarzchild

ér‘vt:::? El tiempo x? » necesario para alcanzar 1sa singularidad antes men
/..

olonada desde una distancia finita es infinito.

Pero el tiempo propioc en este casc cambia de un valor finito, 1o mismo
buede decirse para cualquier movimiento en que la particula de pPrueba al-

cance el radio de 1la Singularidad de Schwarzchild.
4.b.2 sSi k=1, el movimiento en relacidn con el anterior tiene una pequeila

diferencia y es que ahora e :C » 1o que equivale a un movimiento parg

bélico degenerado
4.b.3 Cuando E<1, el movimiento que empieza en una singularidad de

Schwarzchild X=1, alcanza despues de un tiempo propio finito, el punto de

—

inflexidn Z muy = ¢= T~ » ¥ luego retrocede sin cesar hasta la sin-

gularidad.
4.c. Para integrar las ecuaciones haganmcs las Slguientes sustituciones:

bhot,l &= Co2hpo-7

FO< 2 Conbk=7, s €ntonces

- & - —~
< 2] oy e S TR s 2
E5 *-—VZ?}(_:fJ;}"“ Memih s cuya solucidn es:
—/) FJ-?//?///" % \‘)"4'/'? "{- ng___ 5@"/1_ /Z; pU
L”.C.Bv: A o i 7y l"f 2 2 - f’__/ﬂ 7‘_ ] -t
Sl - ST bty Bfs b 2 o o Vi 4 . =4 4 . Z{ /<}'¢/
Ty Tt Ces fp L B S AFp Trpe—zely
~eids o LI ST Lika ATy
INJE T ud o | > z = ] cuya solucid ;
LVt v 5 3 . - e : & 3 ¢ 101 es:
\}1::73‘ < . / ,/, s // A= — £ ot "24 o, )‘ 36“ Jk Q/’f_ "f P, ya
= e Z
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"Leyes de Kepler bara el tiempo propio"
El intervalo de tiempo propio que se necesita pera que una particula

Pase del "opocentro" ol "pericentro“, Yy de vuelta al "opccentro", se puede

calcular le expresidn,
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maycr de 1lsg uPbltW (— es la LXO@HtflCldaQ de la trayectvria luego:
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esta fdérmula puede escribirse explicitamente en términos 4% 1ntegrales I€€

\,,1‘

elipticas como Se hace en el movimiento del bericentro. Para movimientos

én los cuales 4L gg suficiente Pequetio, A § buede darse como una serie
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de potencias de & obteniéndose de este modo:
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El término de orden cerc s = —__., . Corresponde a las leyes de Ke-
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Pler en mecdnics newtoniana. Ia correspendencia de orden b@[ no depende €

s il,
El dltimo término de crdem%: 4.5, no ha sido aun cbtenido PCr ningun mé-
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tcdo aprdximado. Los términos ge orcden superior en 4 pueden tambien
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determinarse = bPartir de la transformacidn de le integral en serie, pero

parece que no son de interds préctico, adn en términos proporcicnales a
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’ﬁﬁ}“ tenemos que este excede cualquier posibilidsd experimental en la

i
actualidad.

En el movimientc en el cuzl (’WE> €S orbitrariamente pequefio, se puede
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El término priporcional’a ¢ © , puede ubtenerse fu011mente a partir de
e ~r'.". _/4‘;} Ni' — o y
la expresion, /7 — - 7 ¥y de la nrimers expresion para4C§§J
Py = 2
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k1 término Proporcionado & no ha sidc aun Obtenido PoOr metodces aproxima
dos. La expresidn completa para /\S tiene solamente un valor tedrice por

€l momento, y nos atrevemos a asegurar que no hay muchas bProbabilidades de

CUntraturla mediante alguns experienciza.

5. Besultados fisicos.

5.a.1 De las carsac cteristicas énalizadas para el campo de Schwarzschild
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VEmMos que la m&as importante de sus cinclusiones, es 1s obtencidn en 1las
bPrimeras drdenes del conocimientc de los centros de una drbita, ademds
como vimos en l.a.4 1g sclucidn es estdtics para un campo de este tipo.

La ecuacidn 4 C.3 prermite en funcidn de 1g energfa, calcular el tiempo
Etranscurrido cuando una particuls alcenza el puntc de singularidad desde
unl punte orbitrario.

Por otro lado VEmos que las Leyes de Kepler, que fijen el comportamien
to de uns particula en un campo central, no son eXperienciags exclusivamen -
te empiricas, si no traduccidn del hecho de dque una particula solicitads
bor este tipo de campo, sigue una trayectoris bien especifica esto es una
geodésico, en rigor la condicidn se 1a impusimos, pero el andlisis tedrico
Concuerda con los datos eXperimentales, hecho due traduce 1g Plausibilidaq
de nuestrs hipdtesis, asl podemos clasificar 1o5s novimientos en el campo

de Schwarzschild, con el nombre de "movimientos geodésicos™,




