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Bi orden que se seguird es el siguiente: en la seccién I

se introduce la transformacibdn de Sommerfeld-Watson v se I

v?

B

sumen concaptos de interacciones relativistas gque permiten a-
?r&ﬁéaf la importancia de la transformacidn. Se emfatiza la
importanciaz del tipo de potencial comsideradco. En la parte IX
se dayn 1os resultados obtenidos por Regge en su primer trabajo
estudiando propiedades de la matriz de difusibn como FPuncibén
de momentum angular complejo. Estos resultados no garantizan
1a validez de la transformacibn de Sommerfeld-Watson. EBEn la
parte 117 se estudia la demostracidn de R. Newton de 1las bue-
nas propiedades de la matriz de difusidn para potenciales de
Beta demostracidn como dijimos no es vilida pa-

de

:s:

alcance Finito, pues, hay wma integral que
valuar. Da parte IV dz las propiedades que si seé

conozen de los porenciales de alcance finito: Barut y Calogero

nostrado un mal comportamiento asintbtico de la matriz de

°

perc Bollini v Giambiagi muestran que tiene un 9t

mero finite de polos (reales) en el semiplano derecho, En la
seccifn ¥ se encuentra que la diferencia fundamental entre am-

bos tipos de potemcial es la no analiticidad de los de alcance
£

inite y se intenta explotar este heche, Finalmente, en la
eaceifn VI se hace wn breve comentario Final,
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La validez de estas suposiciones es lo que nos ocuparé en

la mayor parte de este trabajo. Por otro lade, la extensgidn
de ?b a valores complejos que hemos mencionado es una fun-

cibn amalitica de | , de buen comportamiento asintdtico.

(es decir, permite el proceso que indicamos a continuacidn).

Consideremos el camino ¢, iadicado en la figura 2.
Aldm )

* e X

figura L

8i hacemos tender el radic de la semicircunferencia a infinie
to, tendremos entonces para la amplitud de dispersidn:

, &2
hlkz)= (2 X N(E6N)-0, ) femh ) (g

4+ um E'!g Z,. {.@‘{n o %/2) gﬁﬁ &?mﬁ {:’ %> /‘3‘1&/&1‘2 Ty
¥

Esta expresidn se conoce como la transformacidn de Sommerfeld-
Watson, ¥ la integral que aparece en el segundc miembro es la
integral de fondo ("background term®). Hemos puesto ?=€X

Si el integrando en (2) tuviera puntos de ramilicacibn en el
plano )\ » habria que sumar a (3) las integrales de las dis-
continuidades a 1o largo de las cortaduvas. La ventaja de (3)

@e que converge para todo Z que no esté entre Z = 1 y 4=4+e0

s,
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La expreziban (2) sbic converge para 2 dentro de una elipse
(elipse de Lehman}. Podemos entonces encoatrar el comporta~

e

@ 3 @® o
miento asintdtico de la an
e

=

o

plitud de dispersibn cowo Funcidn

ey L)
Alzl ~ Fl) =
AT (4)

T » - A - o
donde F (k) ez una funcidn de k y L=¢ es ia ubicacidn
~del polo de 8 que tiene mayor parte real. Se le conoce

- como pole domimante. (“leading pole®). Aqui podria pensarse

que esto no tiene mayor interss, puesto que los valores Fi-
sicos de 2 son aquellos para los cuales Qﬁ%g&fﬁ . Bse
to no es asi, como veremos a continuacibn.

Para entender la importancia de la expresiém (4) haremos
una excursidm al problemz de interaccibn relativista de pare
ticuias elementales. BEsto, aungue no e8 2l tema principal
de nuestro estudio, proporcionard ura perspectiva desde la

cual la utiiidad de la transformacién de Sommerleld-Watson se

ver& con claridad,

Congideramos entonces la interaccidn de cuatro particulas
sin gpin v de igual masa m ¢ 1 % 2 —P 3 + 4, repregsentada

esquendticamente en la figura 3

= e
WA \‘%: g

%c%m& >

Pi es el cuadrimomentum de la particula %

La amplitud de digpersifn para la reaccidn es fuacidn de dos
variables, en general la energfa total W v (o3 © , con €

el angnlo de dispersibn, ambos tomados en el sistema centro




de masa. Como queramos que tal amplitud sea invariante de
Lorentz usamos variables que son explicitamente invariantes:
£ ; £ a, 2‘" il ,fe"»?n o K ‘:.:J”
3 & !&Ag *s”%/j;_f 3 ﬁjf’f’} o Ezﬂézu
oy .1 ot ] & i
o oyt ol o 0 P alpspa® poasosh
LML) BRI B Rt P )
CE ] {3 .
/ %L § 3 A g PRI
¢ 11 = '4"‘%% e bclg‘l\‘}“" Py BT = i“‘«*? ‘t‘m:‘l‘ﬂi‘i i r o T M'bﬁ*a \5\3
e AT T WiET 1Yy IS M L T f o
i 2
Se tiene entonces: ¢ + £t + nw=4m
Ademds se cumple
£ i j 2 3 :{.‘\5
| S W LY bmT
: a \
1 Ve fd e b ,
Rt of { B121%) (6)
i B 7
Y A3
donde k @3 el momentunm relativo entre las particulas en
el sistema centro de masa., &g que se llama canal 5. Pa-
ra que el pr pao tenga sentido fisico debe cumplirse
;’" ‘CE o A5 w-‘ /,‘i“ ‘j}’ S 5‘:
i g Th MU EA . Luego,
2 e -
AN
“ 3 -
Lo e NS (.i R»
1. 4 ?.:
Tomemos ahora la reaccidn i B~ P wdl . La ampli-
tud serd funcibn de la energia y el angulo de disporsiéa
(. v se cumpliy
L;
fas
L8
Es 1o que llamamos el canal t. Para que haya sentide fisico
debe cuaplirse
o o0y
i ~n . T
Lo al )
: v (%)
a B
i) FA
Uta N el
0 sea las amplitudes de cada reaccibn son Funciones de las
e

| mismas variables

tos dominios

pero estan defin:
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donde  ®l = lp riey

Supongamos ahora que la transformada de Sommerfeld-Watson, y
por lo tanto la expresidn {10), sigue siendo v&lida para al-
tas energias, Sea pues A la amplitud para el canal ¢ de
cierta reaccidn

Se tiene

P f;f%é?,? ;jug E §{Q’n ks
A eistE e (11)
Y :

La simetria de crucs nos asegura entonces que la amplitud en

el canal t tendré el comportamiento asintdtico

78
Go ) et B0 .
A I PR Vi L 6‘§ "ughbw.
A e piElS ; s (12
% 1 D H v

a\l‘

Pero esta expresidn tiene wn significado ffsico directo: FPre-
dice wn comportamiento bien definido de la seccidn efica® a
altas energlas!

Yemos pues qué la gran importancia de la transformacidn de
Sommerfeld-Watson radica en su uso especulativo a altas enere
gias. Interecs entonces su justificacidnm en el caso de difu~
sibn por um potencial {"poteatial scattering®), donde se cuen-
ta con la ecuacidn de Schrdndinger para describir cowplctamana

te los procescs dinfmicos. La gran gracia de esta transforma-

“da es que un comporitamiento asintdético estd dado sblo por un

po?o de la matrivz S, que hemos llamado dominante. Para que
esto sea clerto, es imprescindible que la matriz § tenga um

nbrero findto de polosz en el semiplanoc Lo d 206 Yy que
su comportamicnto cuando ERK*%*XJ gea tal que la integral
en {3) se pueda efeciuar a lo largo del eje imaginario, Bs-
tas hipbtesis har sido demo QEﬁada@,z para potenciales de tipo
Yiakavas &

§ % K\ :*';N‘r’?;&h A

VLS o ““f'5"9~) e (13)




Potenciales de este tipo son muy interesantes pues son suge-
ridos por la teoria cuwintica de campos 4. {par@cgfzue la di-

ial puede considerarse como limite no re-
lativista de la teoria de campos sblo para potenciales de ti-
¥, Sin ewbargo hay otros potenciales, que permiten u-

na solucidn explicita de la ecuacibn de Schrédinger, para los

es la situecidn no es tan clara. Son los potenciales de

alcance finito, i ficanmente, el potencial de pozo

»ral parsce ser que el potencial de

&

cuadrado, La

- pozo cuadrado da uwn o infinito de polos para la matriz
= -

S an uﬁ{* ADG .

s’

o

netrarenos que la situacidn no es tan

ento estudiaremos la demostracidn

valida para potend es de tipo Yukawa y los tratamientos que

se han hecho del potencial de pozo cuadrado.
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Ge xKedge

Bl primerc en permitir que el monentwn angulay, que apa-

TecE Como un radial de Schrédinger,

e

Considerd potenciales

v {(z) en wn sector

arg B L E £ T2 . Para estos poteaciales, nostrd

8 tiene un atwero finito de polos en

ol
0 oudTSrAN IR
e =
Hoede U
. . o/
i ac, e B SO~ e i ki o 2 a
v el ST rovinortamiento en el infinito (a lo

targo del ele tal existe Wl %o de modo que
LY
'

i,

wa nimero Finito de polos eén una

n el semiplano dersecho.

emplo que hubiera polos

. La razbn estd en gque

a T8 5 % )
invablez hasta = N,

re el potencial se Cum-

de tipo Yukawa. a8

Pallan de partida, pues estos

g on Ik 3 ""v 9 - ¥y 2 .
webies. (Br efecto, wna funcibe

st continuo de puntos se puede pro-

ze conjunto 8blio como la fune

bargo, no por ego deavesira

k |
i
i 5

P
i i -
P i
! :
b




111 La Demostracidn de R, Hewton

Para potenciales de tipo Yukava E&jﬁﬁmg mostrd que el
ntmero de polos de la matriz 8 en el semiplano & Rar>0 es
finito. Veawos en gque punito de la demostraci én @s importans
te la Porma del potencial.

Se sabe gue la matriz § es la razbn de dos FPuncicnes

de Jogt¥#:

) = £ ’{}a . (24}
:% L - ,den i LG )
£

donde tanto ¢+ como £,,_scﬁ Punciones analiticas de i
1o qua hace que los polos de § estén dados por log CEXos
de ﬁy . Basta pues mosirar qua ﬁ;'”“ﬁ?@fﬁi cuando

Re = &0 Jwmh —®T® g efecto, esto asegura gue
ﬁ_ma tiene un punto de acumulacidn de ceros en el infimite,

Por otro ledo, su analiticidad asegura que no tieuns un ps 3 o)

de acumlacibn de ceros a distancia finfta. Bs deciyr 1.
2 ® Y - o - 3 % g,
riene un nfmerc Ffinito de cercs em el semipizno WeaA¥U y

por 1o tanto § tiene en ega rogidn un dfwere finito de po-
108,
Hewton muestra que tanto para potencialss Yukawa Co-

mo para los de alcance finito se cumplg que b £ (401 cnando

% tiende a iafinito a 1o largo de cualquier raye
oot -n- (@gm Q%, A( m » Y que %ﬁg‘lﬁ‘ y‘“{};zk% - {3 B B DEO
jﬂ){"}eé}
Dlewa se ﬂresenta cuando se guiere depostrar el
mismo comportamiento asintdtico para Jah-Fre | 1a rére

mule Se-120 de 1a rveferencia 2 dices

- R
-& {A%Q):éw t(’l b g m:, \/("a, (\(h kit e, AE}M@.}Q %{‘5&4&}5@‘“

21 (et} {15)
donde gé eg la solucibn de la ecuvacidn radial de Schedndinger

regular en el origen, j§ y'Y} son Funciones de Besasel da pri-
aera vy segunda especie respectivaments,

o . A ﬁg,,/i--/,. Y

8 escribimos  Pln) =t d(n) ( E} ST (et )

*  Usamos la notacién de ﬂewtona para denotar las fwmaciones

de Jost




£y Y i T § e NI W fé‘ﬂ ,’ﬂ ‘h'a« i
{iaer B AL TR0 L4 Pl ko ; U i
L'é"&}i 3 'GIJ ﬂ 42 (.D »k,__. ‘ a g,»\ ,! [ *,,:’\;'\ ol “L 7 d!‘ »: l“m u 'i : :x 70} (16;

% f
1)
BIRLER 23 vv :3"

21 término dominante an'&, @3 emt@ncesg

@t)
{Qx} L wa:"”‘% %,.w Y 2 fo. 3
E 5 P % 2 et W }“f«»e.‘ Vi jgf‘;ké'fi;?‘n% Pl (27}
5 ; P i
La ecuacién (16} se puede resolver por iteracibn, Sea -‘éﬂ
i . . . . _ é
el t&rmino n-&simo. 5i se usa la relacifn integral
Gzl (4 -t
T ey EA B (g{ PRI A
e TR Y]] G RSy 3
J}‘th r;‘g ‘}gm{ S {.5,3)
ok
y se iatroduce la forma (13) para el potencial, se obtiene
m g‘.“"ﬁ - % % " [ QG"' i
{ e e ‘,_‘{_ }"L““" -.;é‘.f‘gn - ';?,-ﬁ"'é}"» m?i’,jfg‘; o {:ﬁ - NTRRR -
x Eg:?y ie \‘ «;,:% ‘V‘i e WEA{J:;.E;‘%“ [ =L Y o, ¢ I/ (3 i-ﬁg:.",%j %j‘?y:ﬁ
'J‘E‘I} f o .
i)

Donde f g;,!;;, rapresenta integrales sobre las vardables
So o }’ l;,,. es la suma de los lp% Yy Bt es una combinacién
bilineal de las variables s y t. La integral sobre »r
que aparece en el segundo miembro de (19) ¥o es mids que la
transformada de Laplace de una potencia, y su valor es

iy

w H-nl% "‘lA
(lu« 4 ‘ﬁt) h g‘“‘(mwzmi%
-Y2

Como cada integracifn en s da un factov i?’ai ., vasulta que

la integral en el miemiro izquierdo de (19) es proporcional

a

p—

&{p(«-lo% M ~n ,af}n 4-(-:«1-“1'2)%,! J‘g |2-+nad gé “ {20)

Luego cada término tiende wniformemente a cero y se tiene
10 gque buscébawmos |

f () 7

- Jua A eoe
Esto, para potenciales de tipo Yukawa. Hay que notar gue la
férmula {18) es valida sélo para H M éi . . Esto no es
grave pues paral E«’lw %7 fz, se puede usar "6;:@}1‘3 e de recurrer-
¢ia para 3 v prolongacibn analitica. Bn todo caso, interesa
E)I‘l&i&l??l’ﬁ@ﬂt@ el caso @: A=O




Venos pues cuve €l Paso crucial estd ar

ge hace uso explicito del hecho de ser el potencial de tipo

Yukawa. 25 uwna suerte para la demostraciédn de egte caso que
1a integral en el segundo miembro se pueda evaluar explicita-
mente. Pura potemciaies de alcance finito no parece ser O
sible eviluar tal imtegral incluso én el Caso de un potencial

de poze cuadrado.
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Les Toabecos de Zavut-Calogero y Bollinl-Giambiagl

- k. [ - % O de e
ro' estudiaron explicitameate el caso de po-

que mis alld de cierts distancia T, son nulog, ¢ bien
= . ZoP .
sertaniento como i/r°. Bl segundo caso se obtiene

: - e 3 . . o g2
. de regalo a partir del primero pues el término 1/r" se pue-

da nbasrver en el término centrifugo de la ecuacidn de Schrdndinger,

hajo suposiciones muy generales acerca de la deriva~

(g4

&

o s o @ - ) ™ ﬁ’")’ 3 ™0
2 tiende a una congtante cuando ﬂwx A s ¥po con Wer fijo
L. P 3 "1 %’.
gue diverge cuando v AT -8, Para esta clase de poten-

. se prede efectuar entonces la transformada de Sommerfeld-

m en un camino tam cercand come se quiera al aje imaginario,

>

5 /" . o
perc no sobre este (ver figura 5).

QMAA'”%\
[
|

_@3%4.1?’(1 5
Para @l caso particulay de un pozo cvadrados
O v >0

| Vbﬁt%“v

) . " : . .8 ;
tante Barut y Calogero como Bollanyi ¥ Giambiagi obtuvieron que

T 4%

£

10z polos de la matriz § a energia nula (k = 0) estén dados

por la solucidn de las ecuacicnes

5 (W)=0 Re » >-4
Ty (W)=0 Re b &1

Bollini v Glambiagi recuerdan que ei nfmero de ceros de ;%uiyb)
%

14
o

§Le

o

RO §k3:>iﬁ que estén a la derecha de cierto valor fi




&% £
nara y < e
Fepemos entonces que el almero de Ceros de la matriz &
<5
para e A y-1 estd dado por el almero F
o

como pava —A4 < €ah 44
mencionado es uno mds que el nlmero de ceros de I (’x{“{}"} pa=

ra ArA . Bste Gltimo nfmerc es el nuRero de lugares nu

T ) para O < Y& | vVemos pues que
1a el nfmero de polos de § para Wapa>0 es
de de la profundidad del pozo, Esta conclus
para W+0 . Bn efecto, el fnico modo de que

ra serfia que hubiera un nlmero infi

. % 3 , B '
de Rer=~4 , para k =0 ., BEsto no pusde ser, [uss Como

ya dijimos, § tiende a una constan i

Ke h fijo. Ademfz los polog no pusde

finita so pema de contradecir la ana
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2 L s e BIBERE
W3 LGz2as Pinalos

P oo - a2y ey sy Fhet SN Eni ey o 3 P - o R P P g ey e
nenos visto gue potenciales da Pozo Cuadrado dan W -

»o Finito de polos de la patris § en el aie real pos

La transformacion de Sommerfeld-Yatson no a8 reali-~

nario, siro sdle sobre un caminG que se acerca a este, con
1o cual no se obtiene nada fitil, EL frabajo de Regge, aunque
suy importante como primer paso, no demuestra las propiedades

de 1z matriz 8 que aseguwran la validez de Scmmerfeld-Watson,

Que caracteristica Fisica hace que los potenciales de alcan-

&
ce fipito no se2an tan "buenos® como 10S de tipo Yukawa? Fore

gue la no enaliticidad es una propiedad puramente matemitica,

soco sacisfactoria desde el punto de vista intuitivo.

o
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