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CAUSALIDAD EN LA TRANSFERENCTIA
D E EXCITACION ENTRE DOS SISTEMAS

RESONANTES. ’

Introduccdidn.

Estudiaremos el intercambio de excitacidn dependiente del tiempo entre
dos atomos, separados por una distancia grande, comparada con sus respecti-
vos radios de Bohr.

El problema fue tratado originalmente por Kikuchi y Fermi (s L2 .
quienes obtuvieron un resultado causal. Esto es, la probabilidad de trans-
ferencia de excitacidn obtenida para un tiempo inferior a ‘%m, donde R es
la distancia interatdmica, resultd ser nula. M., I. Shirokov (3 reexamind
el problema, obteniendo un resultado distinto de cero para o %ﬁ’ en aque-
llos casos donde la energia transferida es del orden o menor que %%;. Es-
to le 1llevd a afirmar que se violaba el principio de relatividad especial,

en tales circunstancias, puesto que significarfa que un fotén puede viajar

entre dos puntos, separados por una distancia K , en un tiempo menor que R.
<
b

En la seccidn I, discutiremos el problema de intercambio de excitacidn
entre dos &dtomos distantes, dependiente del tiempo, originado por la inter-
accidén coulombiana instantdnea, que dard una probabilidad claramente distin-
ta de cero para tiempos inferiores a é% . Esto no nos preocupari, pues

partimos con una interaccidn no causal.

En la seccidn II, utilizaremos la teoria de perturbaciones no covarian-

te, donde se cuantiza solamente la componente transversal del campo electro-
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magnético, correspondiente a fotones 'reales" (y donde fotones "reales' en

un sistema inercial no lo son necesariamente en otro). Al emplear en este
- ’ . %<<R X_KC‘

cadlculo .la aproximacidn , donde e llegaremos al resultado cau-

sal deseado.l

En la seccidon III, haremos un resumen de la cuantizacidén de la ecuacidn
de Schr8dinger no relativista, con el fin de aclarar algunos conceptos que

se utilizaran en la seccidn IV.

En la seccidon IV, utilizaremos el formalismo de la matriz S, para cal-
cular la probabilidad de intercambio de interaccidn, mediante la cuantiza-
cidn covariante del campo electromagnético. Aqui obtendremos el resultado
no causal indicado por Shirokov, pra el caso en que >\§l?. En la aproxi-

macidn utilizada en la seccidén III, reencontraremos el resultado causal.

Finalmente, en la seccidn V, comentaremos este resultado, en conexidn
con el principio de incertidumbre para la energia y el tiempo. Veremos de
este modo que no tiene sentido hablar de un intercambio de energfa £ en

un tiempo inferior a £ . Por tal razdn, si queremos investigar intercam-

=
bios de energia en tiempos inferiores a li » deberemos suponer A« R s re-
<

‘cobrando el resultado causal.

Nuestra discusi6n no estd restringida al caso de Atomos solamente, si-
no tambin a mol&culas o "sistemas cudnticos" en general. Lo importante es
la existencia de niveles tales que permitan el intercambio resonante de e—
nergia. Estos sistemas podrdn ser idénticos o distintos. Nosotros utili-
zaremos el t&rmino "Atomo" y trabajaremos con sistemas idénticos. Ademas,

cuando sea conveniente, nos referiremos al dtomo de hidrdgeno.




Interaccidn clasica de adtomos

a . grandes distancia s,

Consideremos dos dtomos, uno de ellos en el origen, inicialmente en su

estado fundamental 'O, El otro se encuentra en un punto distante P, de-

—=

. - 3 . . . “ "
finido por el vector K , inicialmente en un estado excitado B s Las

b —/(—u)gt = ~A w2 ‘6
funciones de onda normalizadas en cuestidn son fo(Thi)e y %}(nv\e P

— — =
respectivamente. Los vectores Y\, R, y R se ilustran en el grafico 1.
— —>
r(’l R - =W
n,- R
Grafico 1.
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Por "grandes distancias' entendemos %%_4(‘ , donde &, es el radio de
Bohr. Suponemos ademis ?%L<<t , donde M es la masa del electrén y ™M es
la masa del niicleo. Supondremos qﬁe los niveles energéticos tienen un an-
cho nulo. En el hamiltoniano incluiremos sdlo potenciales coulombianos ins-

tantaneos. Despuds de separar el movimiento del centro de masa y de los nii-

cleos, el hamiltoniano se reduce a

2 % 2 o 2
H‘: HD+V ol \-?‘_ & E__ e ...e:.. e -e.i = """e“":;“ - ,_,.ICL gy + -w;e — [‘o ‘]
2o 2 ren T, o lﬁ'l‘R, \ a“’Rl \“’!- nz‘

\/  serdtratado como una perturbacidn independiente del tiempo al hamilto-

niano inicial FQ(4).
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La funcidén de onda en el instante inicial es

foe KR Y (H-R)

i
Nos preguntamos por la probabilidad de que en un tiempo posterior los Atomos
hayan cambiado la excitacidén, esto es, que el Atomo en el origen esté exci-

tado, pasando el 4tomo en el punto P al estado fundamental. Este estado lo

denotaremos por 4% c

oo R®@ %(F-F)

En este momento es conveniente abrir un paréntesis, para referirnos a
los dos tipos de intercambios que pueden presentarse: el intercambio de
electrones (o particulas en general) y el intercambio de excitacidn. El
caso que nos ocupa se refiere al intercambio de excitacidn. Ante este ti-

po de intercambio, la funcidn \K se transforma en e .

FED (R R)ink._eveifacibn | (7)) W, (7, - R)

— -y
Por otro lado, intercambio de particulas significa T+ T, de manera
que ante intercambio de electrones, la funcidn pasard a otra que, para el

caso en que R-5>Qq es completamente distinta de 4% .

Yo () ‘PF(ﬁ’ZJf{,Lf'hb partievlas ¥ (7, ) \PF('FZ"E)

Para K grande, los elementos de matriz que dan cuenta del intercambio de

particulas son mucho mds pequefios que aquellos que dan cuenta del intercam-




bio de particulas son mucho mds pequefios que aquellos que se refieren al in-

tercambio de excitacidn, pues los elementos de matriz para intercambio de
-R

particulas son integrales bic&ntricas, que decrecen mis ripido que € Fo

Para K—0 ambos intercambios se confunden,

Si quisiéramos tratar nuestro problema con mayor rigor, la funcidn ini-
cial deberia ser del tipo = _\Ilf[q/o(ﬁ.\) \t%(ﬁhz“ﬁ> 13 \Po(ﬁ;.\ “{’P(fi:-ﬁ)]
Con lo cual queremos dar cuenta de que hay un electrdn en el estado funda-
mental, ligado a un nlcleo en el origen y otro, en un estado excitado, liga-
do a un nficleo en el punto P, sin poder especificar cual es el electrdn que
estd en una determinada regidn o la otra. Sin embargo utilizaremos \Pl
como nuestra funcidn inicial, para poder considerar a nuestro V' como una
perturbacién. Esto no seria posible hacer inmediatamente para una funcién
inicial como . Nuestro procedimiento se justifica, debido a las consi-

deraciones hechas acerca de los elementos de matriz.

Planteado el problema nos abocaremos ahora al cdlculo de la probabili-

dad de transferencia de excitacidn.

*ﬁ Y %g_ son dos soluciones correspondientes a la misma energia EO+E?
i
asociada al hamiltoniano M . Estamos frente al problema de un nivel do-
blemente degenerado. Esta degeneracidn es removida por la perturbacidn V.
Las funciones de onda estacionarias de orden cero son las siguientes: (5)
\ sl ~ i = — e -
A N AR Bl@-R) + &) (7B ]

(1L2]

Yo B L R@Y%ESD - @) Yo (7-B))

Las energias, corregidas en la primera aproximacidn, estin dadas por




E,l = ED+E?+V|I + Vi

E::y‘ = EQ+ E'_ip‘{- \/“ s VI:Z

| t
Escribimos la solucidn al problema como combinacidén lineal de ¥ y +ﬁ 5
introduciendo la condicidn que especifica que inicialmente el sistema se en-

cuentra en el estado ﬂﬂ (no estacionario). La funcién de onda que descri-

be al sistema se reduce a

&

| - - el \/ iy \V' ‘&' A - \/]
For. Tol 4 (7.7,) €27 4+ 0 (r 7)) e £Yet] & (Eorepr Vit
bl ) |

o bien,

- (Eo+ En+ V)t
Forn [ ¥ wolig - 24w tpy] CH (5T

De aqui vemos que la excitacidn pasa de un Atomo a otro en un tiempo carac-

teristico 73:.§L . Podemos hablar ademis, para tiempos cortos € < %%m
Viz, 12
de una probabilidad de transicién w (),

il = (\%,ef"

La no causalidad del resultado no debe extrafiar, pues trabajamos con una
perturbacidn instant@nea. No podemos introducir una perturbacidn retardada
puesto que el formalismo empleado es valido s6lo para perturbaciones inde-

pendientes del tiempo.
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del campo electromagmné c o,

Consideremos dos &dtomos, uno de ellos en el origen, excitado, y otro en
el punto P, definido por el vector Ef, en el estado fundamental. Tal es-
tado global estarid denotado por A. Queremos calcular la probabilidad de

que el itomo en el origen se desexcite, pasando el idtomo en P al estado ex-

citado. Este estado global lo denotaremos por B.

Haremos las aproximaciones siguientes: %}!44 { , %544\ s donde
7 y M son las masas del electrdn y del niicleo, respectivamente y Q es
el radio de Bohr del atomo. Trabajaremos en un sistema de unidades donde

ke Ca |

El segundo orden de la teoria de perturbaciones dependiente del tiempo

es el primer orden distinto de cero que da cuenta de este intercambio. La

(7

amplitud de probabilidad asociada es:

a () « Z Vao Vg { o e&(s-em\tw‘} 2 ‘j

‘EA B ~E

Donde £ es la energia del estado A (igual a la del estado B) y E,, es la
energia del estado intermedio. Viy representa el elemento de matriz "k1"
de la perturbacidn Vo, El simbolo Z; representa la suma (integracidén)
sobre estados intermedios, que en nuestro caso seridn de dos tipos, que lla-

maremos M, y M, , siguiendo la descripcidn que damos a continuacidn. El

término At proviene de que los estados A y B tienen la misma energia E




E'.EF+E° . M, denota el estado en el cual ambos Atomos estan desexcita-

-

dos y existe un fotdén de momentum & y polarizacién € . La energia de

este estado es Ep“= 2E.4+ 4 , donde E, es la energia del nivel fundamental

de un atomo aislado. Mis adelante escribiremos 0% en lugar de m,, Por

M,  entenderemos aquel estado que corresponde a la situacidn en que ambos
—_—

atomos estan excitados y hay un fot6n'presente con momentum & y polariza-

—

cidn €& , siendo la energia de este estado Eﬂg==2E?*4& , donde Ep es la

energia del nivel excitado del atomo aislado. Mas adelante denotaremos M,
-
por Pﬁ-. Claramente este estado intermedio no conserva energia. En su

trabajo, Shirokov hace notar que Fermi y Kikuchi no consideran este Gltimo
tipo de estado. Veremos, dentro de las aproximaciones que se hacen m3s a-
delante, que la contribucidn de los estados intermedios de tipo ™, es nula.
Los elementos de matriz en cuestidn son del tipo (8)
T B T A AN A A T ACR [22)
V%:%nb‘&.:?ﬂl— f P 5 z.\e i ® ' © 2 *
Hemos remplazado aqui las soluciones de la ecuacidén de Dirac, para el atomo
aislado, por las correspondientes soluciones de la ecuacidn de Schr8dinger.

e‘.&“-‘l‘(.

La funcidn satisface las condiciones de periodicidad para un cu-

bo de lado L. Se ha usado ademis la aproximacién dipolar, al remplazar
g = g st - . o - . . “l’
n,-T,+R por R. Esta aproximacién se justifica en el caso que EpE&3,
puesto que en tal situacidn habrd una contribucidn considerable sdlo para a-

quellos Fﬁ y E; que cumplan con IL,= A, , T,= Qo Definamos ademas

EP—Eb =% E.Fo o

Podemos usar la relacidn que proviene de las reglas de conmutacidn en-

—

tre las componentes de [T y f y la expresidén para el hamiltoniano del 3-

tomo aislado.




(k"&,?q’\ dom (Eg- Eg)(‘h;@, T “") [2.3]

En la expresidn [2~23 utilizamos la ortonormalidad de las funciones de onda

+2¢ : (4H$i;\)%3¢(ﬂ;»= |y recordamos que

—eol gy = =~ %y, R Ye) L2 4]

representa el elemento de matriz 4{ del momento dipolar del &tomo. Usan-
do las expresiones [2-21 - [2-31 ,[Z-Lf] » la amplitud de probabilidad

dada por la relaci6n-[2.|] se puede escribir de la manera siguiente:

¢ - ’é tn
alt) = - /&‘MC’UZZC"‘ AF g [é -———---———( r)‘:}
(llb\z ‘fQ EP‘ ‘EPI)
v RR [;.fw e"(&*EP"*—l} } [2.5]
ié'*. ETQ ‘&‘Q’ETD
Donde o es la constante de estructura fina (= = 7%;' Ve La suma sobre

—

€ es sobre las polarizaciones del fotdn transversal que se intercambia.
Esta suma puede expresarse como

“ o
Z € éd‘ = df(,& - ’éc'fel‘ (2.¢]
0(:“2 ‘kz

Al sumar en la expresidn [2.5] sobre las polarizaciones, utilizando la

foérmula [Z.é] e integrando sobre el dngulo s8lido dfl se obtiene, con

cierto trabajo algebraico,

a({:)_. -l E‘fo /‘A D(‘& {[e -&(’&.1- Efo\)e] '&l
qu -E

A (- Eps) po

B i L ]
A“(‘&.-&Ef:o\ ‘ﬁ'ﬂri’o




i 10'

- (epo B) (p - ) 35 (40 [2.7]
Donde :]£ ly J% son funciones de Bessel. Para calcular las integrales
que aparecen en la expresidn L2.7] hacemos uso de las expansiones asintd-
- ticas, validas para grandes argumentos de las funciones de Bessel.
JJZ.(»GN \}%&%x Jg(x)m-«\)%mx

Notemos que en las integrales que aparecen en la expresidn [237] el
principal aporte proviene de aquellos t&rminos con denominadores que se a-
nulan, esto es, cuando 1QAJEFM Por lo tanto, despreciaremos aquellos tér-
minos con 45+Epo en el denominador (que provienen de estados del tipo m,)
y extenderemos la integracidén desde -o® a +o00 , Esta aproximacidn es

valida para EFOR > | .  La relacidn (2-7] se reduce entonces a:

al&) = Df d—ﬂz[é + e.""('&‘ Erdt | wn (An) (2. €]
- o) A:(‘&L‘ E?g\) ‘eQ‘EPo
donde
| D = -L«EED[J}O.I; + (%O-R)(dgp-xz)} 2. 9]
| R i A

Si en la expresidn (2-8] se efectlla la integracidn, tras algunas transfor-

maciones, concluimos que la amplitud de probabilidad se puede escribir como

> alt) . D(( Tt o (EsoR) - Liem (EpoR) X_(R+€\,+(Q"(:\S%(R-{:)'ZR] :
24 |

- Lo (B (Ret) - (R-6) sy (R-8)] } (2. 10]
<

Esta amplitud provee los siguientes resultados, segin R>t & RLE |, ge

obtiene de este modo
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al(t) = o E<R
2. 1]

E>R

)

h DRCHEAESY

| . —2 _AREpe NN TN A VA
|69 e O (¢-R)| Lpo- oLy, + (olfe-rzze{fu'?»a)

que puede también escribirse en la forma

ale) s LB e “REr (L-r)H(e-R)] olpo - dy, +(d?o'33(o@fa§)] [2.12]
R RZ

Como se desprende de esta relacidn, el resultado es causal, es decir,
estid de acuerdo con el principio de relatividad especial. Recordemos, sin
embargo, que hemos supuesto W<« R , donde . JE.

) g#o
. . P prd o o

Es importante recalcar que si no suponemos AWR , la probabilidad
de transicidn conduce a un resultado no causal, de acuerdo al planteamiento
de Shirokov. Sin embargo, como se verd en la discusidn de la seccidn V,
no tiene sentido hablar de probabilidad de transferencia de excitacidn para

.X)R - - . . . -
el caso = . AGn mas, suponiendo que fuera posible referirse a un in-
tercambio de excitacidn en estas condiciones, seria necesario modificar el

formalismo.
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III

Cuantizacidn de la ecuacidn de

Schr8dinger no relativist a.

A continuacidén, hacemos uso del método para la cuantizacidn de un campo
ondulatorio, para esquematizar la segunda cuantizacién de la ecuacidn de
)
Schr8dinger F3.|3 el Como se quiere tratar el caso de electrones, que
obedecen al principio de exclusidn de Pauli, la cuantizacidn se hace por me-

dio de reglas de anticonmutacién.

La ecuacidn de Schr8dinger

2 o
AV VERD YR L ik 0y (2 1)

Zﬂﬁw\

N ot
se puede obtener en la formulacidén de Lagrange mediante la densidad lagran-

giana

L. ot Vi —Eﬁ veX. o - vty L3.2]

a la cual est3d asociada el hamiltoniano

TR f[g.\;.n VAR A S (3. 3]

La cuantizacidn del campo g?, que es un operador en el cuadro de Hei-
senberg, se efectia al i) prescribir reglas de anticonmutacidn, que dan
cuenta del principio de Pauli; ii) especificar el hamiltoniano |H s que
representa la energia del campo; iii) dar la ecuacidn de movimiento para

el campo ? .




L F@,0, T@el - (P, Pan]. o
i) .

(3.4]
")

e

{ B, T} - JCr-

ii) H . /[ A g3t od+ V§+k}]d\)‘ (3. 5]

20m

iii) Ak 53. = 1. J_E, H ] (. 6)

-

Tales prescripciones permiten encontrar para el campo Ek una ecuacidn
de movimiento andloga a aquella para la funcidn de onda del campo original,

no cuantizado, esto es, la ecuacidn [~3~‘] .

Ny = 5
(£ v+ v@Eo] #me - st 22y ]
t

Se define adem3s el operador ''nimero de particulas" p

N < / AR (3.8]

Puede verse que este operador es hermitiano y conmuta con el hamiltoniano
M. Por lo tanto, sus valores propios son reales y existen representa-
ciones donde ™ y I~ son simultaneamente diagonales. El nombre 'ndmero
de particulas" se justifica, pues se puede demostrar que los valores propios

de N son némeros enteros no negativos.

Para trabajar en una representacidn donde W es diagonal, es convenien-

te expandir-SE en términos de una base ortonormal { LL4a\ﬁ
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¥ (7 - % Qg () Ly () TURe). Zof U Ry [2]

Los W, son funciones numéricas en el espacio de las coordenadas, mientras
que los CL& son operadores en un espacio cuyas particularidades se sefialan

- o o - - & -
mas adelante. En nuestra notacidn el subindice representa un parame-
tro discreto. Cuando este parametro toma valores continuos se hacen, de la

manera habitual, las sustituciones % — _(O('& . J;g_‘y — J(‘ﬁ“&‘).

Debido a las relaciones [3-H] y a las expansiones [3,%] s los ope-

+ o . . o o =
radores Qg , C&ﬁ- satisfacen las siguientes reglas de anticonmutacidn:

‘3, @.,ﬁ,_ U:)’ Q\,__-é;i (E)} = (S‘ak,e,)
(3. 0]

g (0, aptt) = {afy, 0% - o

Las expansiones ES-Q] permiten escribir el operador "nfimero de parti-
culas" IN como una suma de operadores “44&, que se denominan ''mmero de o~

cupaciodn".

IN < %n\\& af a, =2 Ny Bl

‘Las relaciones de anticonmutacidn {3-l€] permiten ver que los W{ﬁ conmutan
entre ellos. Sin embargo, debido a la arbitrariedad en la eleccidn del con-
junto - ihkh}, los operadores ih{&‘ no conmutan, en general, con el hamiltonia-
no “4 . Las mismas reglas de anticonmutacidn permiten demostrar que los

autovalores de “4£'son 0y 1, lo que estd de acuerdo con el principio de ex-

clusidn de Pauli y justifica el nombre "nfimero de ocupacidn'.

Las propiedades mids importantes de los operadores Ggﬁ se obtienen al
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observar la manera en que operan sobre los vectores propios de los operado-

res N,k . Estos vectores los denotaremos por § .

§ & §(m\>""15"’>’”«4@.*\“‘) {3.12]

'N/{’z @ (M\,-na mg.‘,n’) = My @(m,,...,m%‘,...\ 1 l‘.ﬂ

Donde My es el valor propio del operador N,& asociado al vector propio @ .

De este modo, %(m,,..., M,&.-,-v) se interpreta como el estado del sistema en
electrones

que M (ocupan el primer estado, ... , My electrones ocupan el estado

A4 -8simo, etc. De este modo, vemos como el principio de Pauli viene dado

por la limitacidn de los valores My a0yl

Un estado particularmente importante es el estado vacio, cuyos niimeros

de ocupacidén son todos nulos, es decir: Mis Myz ez My 2.2 0

Se puede demostrar que el efecto de los operadores Q& sobre los vecto-

res § es el siguiente:

qp G (m,..., Mpyesr) = “9,& my, aj(m,,....,m,ﬁ—c,...)

(3.14]
+
Ap, aé(m,-,m, M‘gz-,---) = 8‘& U"""A\ @(”\ns'"! Mptlyenn)

v -
donde ﬁ,ﬁ: (-H{‘Q' con v«ﬁ_* i M]
4=
Las relaciones [3-\'4] nos llevan a interpretar a Q& como un operador de a-
niquilacidn o destruccidn, que baja en una unidad el ndmero de ocupacidn my
del estado ‘é.-—ésimo, originalmente ocupado. De manera andloga, el efecto

t : - o . .
de Q& es el de construir un electrdn en el estado 'é&—eumo, originalmente
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desocupado, De este modo, por aplicaciones sucesivas de operadores de cre-
acidon y aniquilacidn sobre un vector dado, se puede obtener un vector §§ ar-

bitrario.

Una eleccidn del conjunto gqﬁﬁparticularmente importante es aquella

donde los Uyﬁ son autofunciones del hamiltoniano M de la ecuacidn origi-

nal [_?»l] .

Huw, . C, w
e 3. 15)
con H = "—#—}“ vz‘\'\/
2 m

En tales circunstancias, el hamiltoniano QF{ se escribe simplemente como una

suma sobre energias EQL.

H. 2 afa,E. = 2 N,E 308
,&O‘«»ﬁa% s % =y (3. 16)

De modo que @(ﬂy,an7m&Ju)es un vector propio del hamiltoniano tH con au-

tovalor %;”M&EQQ , que es la energia total de un sistema de m particulas,

con 0ﬂ:§;ﬂ\ﬁ . Vemos asi que una particula en el estado %{-ésimo contri-
b

buye a la energia total con una energia E;ég

Fn particular, podemos considerar que H sea el hamiltoniano asocia-
do al problema del atomo de hidrdgeno, con el niicleo en el origen. Los L{U
autofunciones de dicho hamiltoniano, correspondientes al espectro discreto,
se denotan comunmente por agnxﬁ“. En este caso, %4 /0s, , por ejemplo, serd
un operador de aniquilacién de un electrdn con energia Em , momento angular
ﬂkaz(l*”) y proyeccidon del momento angular sobre el eje z igual a Rom .

Este electrdn estard ligado al origen.

l
Por otro lado, consideremos el caso donde H' es el hamiltoniano aso-




'y

W

W
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.

ciado al problema del dtomo de hidrSgeno, con el niicleo en el punto P. La

expansion del campo que permite escribir el hamiltoniano como una suma sobre
- - - L. ' ]

energias, se hace aghora en términos del confjunto 5‘*453 de autofunciones de

v . —- = —
H . . Dichas autofunciones son por supuesto b&ﬁﬁ;gl‘donde R es el vec-
> +3
tor que define el punto P. En-este caso,C%VQnmt, por ejemplo, es un opera-
dor de creacidn de un electrdn ligado a un nficleo en el punto P, cuya energia

es & ¥ cuyo momento angular y proyeccidrn del momento angular sobre el eje

z son 4K¢ZL2+Q y R , respectivamente.

Con estos ejemplos queremos destacar la importancia de la eleccidn del
origen en problemas con potenciales dependientes de la posicidn, en contra-
posicidn. con los problemas habituales, donde se tienen electrones libres y

donde un cambio en la eleccifn del origen no trae mis que un cambio de fase.:-

e ¢ e ——
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IV

Cadlculo de la probabilidad de

intercambio de excitacidn por

medio d e 1l a matriz s .

Consideremos nuevamente el problema del intercambio de excitacidn entre

dos atomos distantes. Como nos interesa una probabilidad dependiente del

tiempo, la matriz > tendrid una forma distinta de la habitual, al cambiar

en las integraciones los limites temporales.

= ¢ a0 [ f f . y - = 4 b -
. LN T <) ) T4 9 y . /, § %X
g _? Cat AN e dy, @) N ERT STC R ﬂ« ([
2 St - : : = : ‘ : J J
fl simboliza una integracidn sobre todoc el espacio tridimensional, exten-
y; £ /]
. . - ® o0 Ts w ©
diéndose la integracidn temporal entre “(=% y L De este modo,

la matriz  describe la evolucidn temporal de un estado @irﬂ de la manera:

T{} (&) = > \l) () \;‘/'h)g(

}€I es la densidad hamiltoniana de interaccidn entre el campo electromag-

- -
nético y las cargas.

£

Ky 0. te N (( Fey v ~ f o) 4. 3]
| |

N es el producto normal, donde operadores de destruccidén figuran a la dere-

A e - o - o - o J /
cha., Los operadores 31(“3 estan expandidos en términos de spinores de Dirac Y
los ¥. 2% matrices de Dirac, y ademis
- +
- \1,— (Y kl
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. . +
El sistema de unidades que empleamos es tal que A =C o Las cuartas
componentes de los cuadrivectores son imaginarias, de modo que no es necesa~

rio distinguir entre componentes contravariantes y covariantes de un tensor.

En el problema que nos interesa, que se refiere a electrones ligados a
atomos distantes, la corriente Jr=ﬁixf-q%€seré el resultado de la suma de

las corrientes debidas a los electrones de cada atomo, es decir

‘;LI*LM - }F\“(x) + ;er(x) La.4]

En este trabajo emplearemos la aproximacidén no relativista para la corriente
gr_ , empleando en su expansidn funciones de Schrbdinger ordinarias, en lu-

gar de los spinores de Dirac. De este modo

; 4. =123

(u.5]

L2 U2yt h2) Gyt G,y |
oo — =2 [T 2, Fla- (3, FE) T4

24

) . ()t G2)
' () — 3 ‘A'ﬁ% (%) %(,x,)

¢

Q) o

Donde el campo Eﬁx) estard expandido en té&rminos del conjunto completo 2<;kn3
de soluciones de la ecuacidén de Schr8dinger con un potencial VR): —&

)
mientras que el campo %E(ﬁ estd dado en términos del conjunto completo gRﬂ;~B

i
de soluciones de la ec. de Schr8dinger, con un potencial \/(ﬁT) = m:;glf?
\®- R
€3 E ot
Py - ; 2. Y.(z) e *En

. ¢
(2) LBt
QE (%)Y = %g% QFK~\ £+i“ (ﬁf) Pl

En esta expansidn, chn y Javh son operadores de aniquilacidn de electrones

] - . - . .
en el estado 'm" de un dtomo de hidrdgeno en el punto P, definido por el

g
vector K & con el niicleo en el origen, respectivamente.
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El primer orden en la teoria de perturbaciones que da cuenta de la in-

teraccidn que estudiamos corresponde al segundo orden de la matriz S

(2

L -1 7[7[ oI, ol x, C?§ RI ()R 63 4. 71

2)
Expandiendo -y en productos normales, seglin el teorema de Wick, extraemos

)

el término S, ue contribuye al proceso que nos ocupa.
< 9 y P P

(2)

S —Jz.jj A, oM, N%( Iy AL Gy ( in /,Z\\sz.)] (b, €]

donde
A (%)) A (K;_\)_ r«v DF (x -Kz\ Q"*‘“ﬂ
y donde
De(x) = =24 qu'ﬁ PR (4. 107
@mn)t e 42

La integracidn en el plano complejo 4%0 estd ilustrada en el grafico 2.

Y

grafico 2.

(€N
Con la ayuda de las expresiones [H.QE y L4.t0] 5 S¢  se reduce a:

(2 L| b5

. T
Se = A€ /OL%‘,{:[ Ay, ol e e"’g"(xl"x‘\ ETszxA\M‘I‘Lxg Lx ) ‘i'(.x’,\ "
m

a(zuq”




21,

( o+ 2
+ —ie? /d“"—é ;[jat" o, € 'k(’(z-x.)g-cu);ra\E ) \f&ﬂ ‘f(txuf‘lt_ffu.\ [ 4]

ST
2(2k) Z.

donde no hemos anotado t&rminos que se anulan dentro de la aproximaciGn indi-

cada a continuacidn de la expresidn [thé]. Ademas utilizamos Fk" 2 ] = A

El estado inicial, en el cual hay un electrdn ligado al nficleo situado
- . ‘ - . -
en el origen en un estado excitado “P\ y un electrdn ligado al nficleo en el

punto P, en el estado fundamental "o esti descrito por
§C = RQO OQF §°

Nos preguntamos por la probabilidad de que el sistema pase a un estado des-

crito por
i +
= Q
égf g = P Sg‘o o
donde el electrdn del nficleo en el origen ha pasado al estado no excitado,

excitandose el electrdn del niicleo en el punto P.  Dicha probabilidad esta-

r3a dada por IQ“‘)'% donde
aw = ( C}i\a A s é@t\ (4. 12]

- ()
La expresidn E”vuj para Sb » con los campos expandidos en la manera indi-
cada por las relaciones Qﬂ-éj provee de dos términos que dan cuenta de la
transicidn deseada. Estos dos té&rminos contribuyen con la misma cantidad a

la amplitud a(4),

O.ﬁ) = ‘A:frz O(H"ﬁ, Jl ot%)(, 0”1(., e_l"é’ (ﬁ:'ﬁ\) e""’é—o “.z"t) ,
(@nr)4 2 =

*
R\PF EATNEOMATAIN AN P& ;-PP(XI) 4131
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Esta expresidn puede ser ilustrada por el diagrama de Feynman que aparece en

el grafico 3.

grafico 3.

P

Las lineas rectas representan estados ligados de los electrones y la linea
ondulada representa el fotdn intercambiado, que transporta la excitacidn del
dtomo en el origen al Atomo en el punto P. Podemos ver que en la expresidn
[Q-l%] no figuran términos que correspondan a intercambio de electrones.
Esto proviene del enfoque que tomamos, al expandir EE(x) segiln las relaciones

[qeﬁj y es consecuente con la aproximacidn ( qu y P SPF\:i(D.

En la expresidn [”433 realizamos un cambio de variable en 1la integral

—_—

sobre Ml , refiriéndola al punto P. Utilizando la notacidn

E;])"‘Eb =% E.’:o
to-t, =2 €2

dicha expresidn se lee:

alt) = —Ae® [ A% j d%, d%, ¥ @) pu@Y, () Y (T ot Wali Y
Cm‘()q! ,&z. j X, X, k{/f ] ;E\‘}_ 2 2 E{z\_ ] {

. &,C/f?' (T-T-R) e—»ﬁo(ﬁu +ipotay Y_L*' 5]

Como es sabido, el propagador de Feynman puede ser separado en funciones

de argumento par e impar
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D (xty) = = |
P ) = n.[P(lw P ()

Y= M- & M+t

b 1e]
v 4 ele-t) [ J(n-t) - d (m{:)]

4iin
donde
N = l;?-)?'l +] tist
' € (E%-4) =
€= X=X I et
En nuestro caso vale . IT{Z “ﬁ““ﬁl y g A 6:.,(

Debido a que consideramos solamente aquellos casos donde Q,E,  «l y a

P

que habrd contribucidn significativa a la expresidn Qﬂ-igj s8lo para aque-
b s sansd
A ik (-RAR AR

llos Wy, préximos a a,, podemos hacer la aproximacién €" (RaTy Ligf

que permite expresar la amplitud a(+) de la manera

al+) . [o\\m + a, | (4. 7]
donde
D: '6'2 “" = ¥ — S ~» e — ;
m//dm A, \PP (vy) P‘x(«)\l’o(n:t) M) P& +P (&) (4. 1¢]
y

t ¢
< o cEppt v i
Q) < %&/Q/o €(ty) e T Z‘EJ(m—tm- § (neta) ] olt, @‘Ha;[FH‘?]

+ &
Evo t2)
a, . P e'”b?” \ \ 1 L
: 2 ‘c/D'f l: R4ty " R- 2 Abielts LL 203

De ahora en adelante suprimiremos el simbolo P, entendiendo que calcularemos

los valores principales de las integrales que asi lo requieran. El coefi-
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P s
ciente E’, independiente del tiempo, dado por la expresidn Lﬂdﬁj es

el
mismo definido por la expresidn [2,‘1] , puesto que
|

(s Y=o,

La integral [44QJ puede ser escrita como

t i
a,l4) « I'C,L//Jcolttol(:é_ e (Epot2) fcf(k g ~ J(Q--*:-MYJ (4. 24

Calculemos las integrales, teniendo en cuenta los intervalos de tiempo en

juego. a) J(R+f1\); {(R“tmfﬂ

, contribuye solamente cuando & =t,"R
Como C¢ﬁ2<f; y oetiet este t&rmino contribuye solamente para
t>k b) d (- Ll d (-t +ti) contribuye solamente cuando
€r- £4R ,pero como 0Lty 4"%
té€rmino.

no hay contribucidén alguna de este
Con estas consideraciones,Q.CF) se reduce a

A l+) = AT o (EpeR) (+-R) YG+-R)

(u.22]
€t R,

Hacemos notar que este té&rmino es causal, es decir, se anula cuando

"]
Para el cdlculo de @, (t) es conveniente realizar en la integral EHJi
el siguiente cambio de variables:

'éz_ +"'(7i 28

J = a( é|7.67')
U @((&10‘)

]

£y -4,

#l

4
2

mente del griafico 4.

\gj\ ///<\\~ Te Ea-t 2

Los limites de integracidn en el plano (uqvﬂ pueden ser obtenidos inmediata-

grafico 4.
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Con tal cambio de variables,alif)se expresa como

[u23)

(. 2y]

(4. 251

& 26-u i
AEpov | Sl (N
o U
) 2t+o o
o] ety - )
e_ R
Job | ok = re
-f -
Integrando sobre olu se obtiene
= €
€- [.b_L"_ o I ] ol
Después de algunas transformaciones podemos llegar a:
t-R t-R
Qa(*l-\: (R‘e)[m(EFDR\)/—?;{ m(gj)o\r) = 24 <E’\>02\ ct\_.l“‘ mﬂ»\@rouﬂ)-‘m
&4R €eR
( [ (5 dvw ol
+ Q""Q oo E?OR) "\F—WQEFO\S’\ '¥‘Mm(£fo12> TR mmﬁgfcu-\
R R
Recordando las definiciones para las funciones seno integral y coseno inte-
gral
X X
< rdom & ol T T
SL X = ‘// V= C*’x 'J( E— ol
D) 06
° S6x) - - Sex Gex)s Glx)
® se puede llegar a expresar O.lt) en la forma

2, Wz om (EpoR) {(me) S (Ret) Epo] -2R & (REpo) HR-4) S [ (R- esg{,o]} +

¥ s (Efmra}{ CRAEVG[RH) Epo |- 2R € (RE o) (-t ) e[ (-t Epo |

Esta expresifn no se anula en general para ¢tL4R .,

(4. 26]
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Calculemos &, ) para el caso particular EFOR i, 120“2" }>>l. Para
ello utilizaremos las siguientes expresiones asintdticas, que se obtienen de

las definiciones [H»ZE], mediante integracidén por partes.

W) - cox | G & S , X %)
2 % 4
a, (+) = O, (R-t) 550 55| REpe 5|

Similarmente, podemos obtener

@, (6) = =Tt fsem (Epo R)] (E-R) | (E-R) € >

De modo que podemos escribir para la amplitud de probabilidad de intercambio
de excitacidn @ (+) , utilizando las expresiones L 2.9 : (4.17] . [ 4.22] ,
[4.271 ; Eq-lg] , para aquellos casos en que 12EFQVN, KRFE)Ef°\>W! la

siguiente expresidn:

Q.ﬁ(+\).'x dgni (ﬁ‘R)@(f‘PA e’LEPQEQ
) R

|

® [%0’ oP = <°(PD‘ )(a(ap * )T’[ Q’U 2q-]
22

que coincide con el resultado [Z°“] s calculado en la seccidn II. El re-

sultado general, sin restricciones para el tiempo t, se obtiene de las expre-

siones L4-11], [2.91 | [4.22] .
alh) < ou:?o{ Ip. -4, T(oti,a‘ré‘wr(jl?nﬁ)] {m(a,}m (t-R) & (£~ )+

+ ?_'C W(Es‘)o R\[(E*‘-‘H S’\:[CR*'E\EFO]“)’R&(EFORE "‘f"(R”H S [(’Q“’H E’Tw]] -+

+ & o (5or) [ReOVG [(Reb1ER ] 226 (B il c(@01ER] || Tu30)
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Este resultado, que no se anula para tiempos inferiores a R,, es consecuen-

cia de la no anulacidn del propagador de Feynman para argumentos de tipo es-
- - 62 O . -~

pacio, es decir, para I[X{ - >0, Sin embargo, como sefialaremos en la

seccidén V, el resultado [fh3°] no contradice el principio de relatividad

especial.
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Intercambio de excitacidn y el

Principio de incertidumbre.

Veamos que suposiciones se deben hacer para explicar el proceso de inter-

cambio resonante de excitacidn entre dos Atomos distantes, mediante el inter—
cambio de un fotdn que viaja desde las inmediaciones del Atomo que entrega e-

nergia, a las inmediaciones del Atomo que la recibe.

Sea R 1a distancia que separa estos Atomos y sea Cpo 1la magnitud de
la energia transportada. Para que tenga sentido la explicacidn recién des-
crita, es claro que la energia del fotdn que efectfia el intercambio debe te-
ner una incertidumbre menor que Eéf; . Debido a esto, la incertidumbre Ar
en el momentum del fotdn serid menor que Eii ,» 1o que introduce una incerte-

2c
za Ax en el conocimiento de la localizacidn del fotdn, dada por

Ap L

pax > &

Por consiguiente, Ax >, Ec
E?o

Para que tenga sentido hablar de un camino de longitud R para el fotdn, de-

be cumplirse que R%4X, o bien

B-.;EJ’."_»t
Ke

que es precisamente aquella condicidn para la cual se obtiene el resultado

causal.

Podria tal vez pensarse que es posible ignorar la interpretacidn dada

para el proceso de intercambio de excitacidn, bastando con tomar la expresidn
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[IQJEDJ como una fSrmula que da la amplitud de probabilidad requerida.
Recurrimos entonces al principio de incertidumbre para la energia y el tiempo
que nos dice que el producto de la incerteza AE en 1a transferencia de
energia a un dtomo y la incerteza At del instante en que esta energia es
absorbida es, por lo menos, del orden de %? : De aqui surge que, si que-
remos verificar la férmula [4-341 experimentalmente, los tiempos investigados
deberdn ser mayores que ii v El mismo principio de incertidumbre para la
energia y el tiempo hace queapierda sentido el t&rmino "intercambio resonante"
cuando la energia intercambiada y el instante en consideracidn estdn ligados
por la relacion. Erof. §§. 2

e

De ‘este modo, la no anulacién de o.(¥) para aquellos casos donde R-é,=~m

s}

(o para tiempos que cumplan conl(ﬂ1iﬂ§f é I, cuando se supone %%EﬁL->>\)
Re c

no contradice el principio de causalidad, que nos dice que ninguna sefial se

propaga a una velocidad mayor que la de la luz.
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