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matemáticas de una forma en la que nunca hab́ıa tenido oportunidad de
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Resumen

En esta tesis se calcularon las abelianizaciones de los grupos de series de
potencias formales con coeficientes enteros Jk(Z), para k ⩾ 5. Esto se logro
calculando directamente clases de equivalencia en las correspondientes abe-
lianizaciones, a diferencia de el trabajo de I. K. Babenko y S. A. Bogatyy en
[1], en donde los autores dan un morfismo explicito para calcular el caso de
k = 2. Se espera que los casos restantes puedan ser abarcados directamente
por métodos similares a los de esta tesis.

Abstract

In this thesis we compute the abelianization of the formal power series group
with integer coeficients Jk(Z), for k ⩾ 5. This was accomplished by dealing
directly with the equivalence classes in the corresponding abelianizations,
in contrast with the work of I. K. Babenko and S. A. Bogatyy in [1], where
the authors give an explcit abelianization morphism for the case k = 2.
We expect to be able to compute the remaining abelianizations by applying
methods similar to those employed in this thesis.
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Caṕıtulo 1

Introducción

Sea R un anillo conmutativo. Se define su anillo de series de potencias for-
males como

R[[x]] :=

{∑
i⩾0

αix
i

∣∣∣∣αi ∈ R, ∀i ∈ N0

}
,

con la suma definida por la suma coeficiente a coeficiente y el producto
definido por

· : R[[x]]×R[[x]] → R[[x]](∑
i⩾0

αix
i,
∑
i⩾0

βix
i

)
7→
∑
i⩾0

 i∑
j=0

αjβi−j

xi.

Notemos que xt · xs = xt+s para todo s, t ∈ N0, y que por tanto x0 es la
identidad en este anillo.

Por distintas y variadas razones las series de potencias son objetos muy
estudiados en diversas áreas de la matemática. En particular cuando R es
un espacio topológico, pues podremos definir la evaluación de una serie de
potencias f =

∑
i⩾0 αix

i en un elemento a ∈ R como

f(a) := ĺım
N→∞

N∑
i=0

αia
i.

cuando tal ĺımite existe. Ejemplos de esto ocurren cuando consideramos
R como el cuerpo de números reales R o el cuerpo de números complejos C

8



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 9

con sus topoloǵıas usuales. Estos dos ejemplos son notables por sus fuertes
relaciones con el análisis real y complejo, respectivamente. Si bien no siempre
estará bien definido, esto nos incita a pensar en los elementos de R[[x]]
como funciones de R en śı mismo, pero sujetas a las topoloǵıa de R, pues
claramente no siempre tiene sentido evaluar en un elemento arbitrario de
R. Aśı mismo, pensando en las series de potencias como funciones, podemos
preguntarnos qué ocurre al componer una serie de potencias formal con otra.
Al igual que antes, esto no siempre tiene sentido, pero un caso notable en el
que śı lo tiene es cuando nos restringimos a

xR[[x]] :=

{∑
i⩾0

αix
i ∈ R[[x]]

∣∣∣∣α0 = 0

}
.

Notemos que xR[[x]] es un subanillo de R[[x]]. Esto define una nueva
operación:

◦ : xR[[x]]× xR[[x]] → xR[[x]](∑
i⩾1

αix
i,
∑
i⩾1

βix
i

)
7→
∑
i⩾1

αi

∑
j⩾1

βjx
j

i

,

en donde
(∑

j⩾1 βjx
j
)i

corresponde a la i−ésima potencia de
∑

j⩾1 βjx
j

respecto al producto del anillo R[[x]]. El hecho de que esta operación está
bien definida se encuentra demostrado como la proposición 4.1 en el apéndice
al final de esta tesis.

No es dif́ıcil darse cuenta de que esta operación es asociativa y que f ◦x =
f = x◦f para todo f ∈ xR[[x]]. De esta manera, es natural preguntarse por
la invertibilidad de un elemento respecto a esta operación. La respuesta es
sorprendentemente sencilla: basta con que el coeficiente lineal sea invertible
para que la serie de potencias lo sea. Este hecho se encuentra demostrado
como la proposición 4.3 del apéndice. De esta manera, tendremos que

J̃ (R) :=

{∑
i⩾1

αix
i ∈ xR[[x]]

∣∣∣∣α1 ∈ R∗

}
es un grupo bajo la composición.

Podemos definir
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J (R) :=

{
f ∈ J̃ (R)

∣∣∣∣f = x+
∑
i⩾2

αix
i

}
.

Este es es un subgrupo normal de J̃ (R) y el cociente J̃ (R)/J (R) es
isomorfo a R∗. Es aśı como, en cierto sentido, se puede decir que el grupo

J (R) concentra buena parte de la información de J̃ (R).
Sea k ⩾ 2. Dentro de J (R) podremos encontrar el subgrupo

Jk(R) :=

f ∈ J (R)

∣∣∣∣f = x+
∑
i⩾k

αix
i

 .

Estos serán los grupos en los que trabajaremos, y nos familiarizaremos
con ellos más adelante.

El grupo J (R) tiene una estructura natural de grupo topológico. La de-
finición de grupo topológico, junto con ciertos resultados que usaremos más
adelante se encuentran desarrollados en el apéndice de esta tesis. Para hacer
evidente dicha estructura, tenemos que partir desde R. Diremos que un ani-
llo R es un anillo topológico si R es un espacio topológico y tanto la suma
como el producto son funciones continuas. Si R no tiene una topoloǵıa se
le puede dar la topoloǵıa discreta, lo cual lo vuelve un anillo topológico. De
esta manera podremos darle una topoloǵıa a R[[x]]. Para esto basta identifi-
car este anillo con RN como conjuntos de la forma natural. Luego, se puede
dotar a RN con la topoloǵıa producto, es decir, la convergencia viene dada
coordenada a coordenada. Dado que identificamos RN con R[[x]], podemos
dotar a este ultimo con la misma topoloǵıa. Notemos que la suma en R[[x]]
está definida como la suma en R coeficiente a coeficiente, mientras que el
producto es, coeficiente a coeficiente, una suma finita de productos de R.
Esto implica que R[[x]] con la topoloǵıa producto es un anillo topológico,
Aśı mismo, siendo un subconjunto de R[[x]], podremos dotar a J (R) con la
topoloǵıa de subespacio. Esto lo vuelve un grupo topológico, pues la opera-
ción de composición se determina por sumas y productos en R[[x]].

Por suerte para nosotros y como podŕıa sugerir la notación, no somos los
primeros interesados en objetos de este tipo. Si bien el estudio de grupos de
series de potencias se remonta a los trabajos de S. Bochner y W.T. Martin
en [2] y M. Gôto en [3], es en el trabajo de S. A. Jennings en [4] en donde
por primera vez se define y demuestra que J (R) es un grupo topológico bajo
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la composición, pero no necesariamente con la misma topoloǵıa que hemos
definido nosotros. Notablemente, los primeros dos trabajos consideran se-
ries de potencias en varias variables sobre C y sobre un cuerpo arbitrario
respectivamente, mientras que Jennings considera series de potencias for-
males sobre un anillo conmutativo cualquiera en una sola variable. Esto le
permitió establecer varios resultados básicos, razón por la cual este tipo de
grupo suele ser llamado grupo de Jennings en la literatura. Uno de dichos
resultados es el siguiente

Proposition 1.1. El grupo [Jk(R),Jk(R)] esta contenido en J2k(R).

A finales de la década de los 80 y principios de la de los 90, los grupos
de Jennings recibieron gran atención para los casos en que R es un cuerpo
finito (situación en la que son llamados grupos de Nottingham) por su fuerte
relación con la teoŕıa de Galois y la teoŕıa de pro p−grupos, como puede ser
evidenciado en [5], donde R. Camina demuestra que todo pro p−grupo con
base contable está contenido en J (Fp). En esta tesis nos concentraremos en
el caso de J (Z), que a diferencia de los grupos de Nottingham, no es local-
mente compacto, pues es topológicamente equivalente a ZN. Esto nos impide
usar resultados derivados de la medida de Haar, por lo que tendremos que
buscar un acercamiento alternativo para entender que ocurre en este grupo.
En el trabajo de I. K. Babenko y S. A. Bogatyy en [1], entre varios otros re-
sultados, los autores demuestran que la abelianización de J (Z) es isomorfa
a Z2

⊕
(Z/2Z)2. Concretamente, demostraron que la función

φ : J (Z) → Z⊕ Z⊕ Z/2Z⊕ Z/2Z

x+
∑
i⩾2

αix
i 7→

(
α2, α3 − α 2

2 , α4 + α5 +
α3(α3 + 1)

2
(mód 2), α7 + α5(α3 + 1) (mód 2)

)
es un morfismo sobreyectivo cuyo núcleo es [J (Z),J (Z)].

Tomando inspiración en este resultado, dedicaremos esta tesis a calcular
las abelianizaciones de los grupos Jk(Z), pues veremos que esto nos ofrecerá
nuevas intuiciones sobre el producto en estos grupos, cosa que es valiosa,
pues determinar la composición de dos series de potencias formales como
una serie de potencias formal no es una tarea fácil.
A diferencia del resultado de I.K. Babenko y S.A. Bogatyy, nosotros no dare-
mos un morfismo expĺıcito, si no que calcularemos directamente las clases en
H1(Jk(Z)). Para hacer esto posible usaremos algunas de las técnicas que los
autores mencionados usaron. Entre estas, la más importante será demostrar
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que dado k ⩾ 2, existe ck > k tal que Jck(Z) ⊂ [Jk(Z),Jk(Z)]. Esto nos da
una forma sencilla de verificar cuándo un elemento de Jk(Z) se encuentra
en el grupo derivado, y a través de esto determinar varias propiedades de las
clases en H1(Jk(Z)). También nos permitirá olvidar la topoloǵıa de Jk(Z),
lo que aliviará en gran medida los cálculos que haremos.

Nuestro teorema principal es el siguiente:

Theorem 1.2. Sea k ⩾ 5.
Si k ≡ 3 (mód 4), entonces

H1(Jk(Z)) ∼= Zk
⊕

(Z/2Z)
k+1
2

Si k ≡ 2 (mód 4), entonces

H1(Jk(Z)) ∼= Zk
⊕

(Z/2Z)
k+2
2

Si k ≡ 1 (mód 4), entonces

H1(Jk(Z)) ∼= Zk
⊕

Z/4Z
⊕

(Z/2Z)
k−3
2

Si k ≡ 0 (mód 4), entonces

H1(Jk(Z)) ∼= Zk
⊕

Z/4Z
⊕

(Z/2Z)
k−2
2

Si bien el enunciado es para k ⩾ 5, de todas formas la gran mayoŕıa de
los resultados serán enunciados para k ⩾ 2, pues es solo al final y por
unos detalles técnicos que se impone esta restricción. Los casos restantes
no pudieron ser abordados en esta tesis por restricciones temporales, pero
se espera que no presenten nuevas dificultades más allá del tedio que sea
calcularlas directamente.



Caṕıtulo 2

Preliminares

2.1 Grupo de Jenninngs

Antes de dar nuevos resultados, nos familiarizaremos con el grupo de Jen-
nings.

No es precisamente sencillo determinar los coeficientes de f ◦ g para todo
f, g ∈ J (Z). Por suerte para nosotros, existen fórmulas que nos permiten
estimar los primeros coeficientes de f ◦ g y [f, g].

Proposition 2.1. Sean f = x+αmx
m+αm+sx

m+s+ · · · y g = x+βnx
n+

βn+rx
n+r + · · · elementos de J (Z). Sean t = mı́n{s, r, n− 1} y

γ1 =

{
(m+ s)αm+sβn si t = s

0 si t ̸= s
, γ2 =

{
mαmβn+r si t = r

0 si t ̸= r
, γ3 =

{ (
m
2

)
αmβ

2
n si t = n− 1

0 si t ̸= n− 1

Se tiene que:

1) f ◦ g = f + g − x+mαmβnx
m+n−1 + (γ1 + γ2 + γ3)x

m+n+t−1 +Rf,g,
donde Rf,g ∈ xm+n+tZ[[x]].

2) Si m > n y r > s > n, entonces

[f, g] = x+ (m− n)αmβnx
m+n−1 + C(m,n)αmβ

2
nx

m+2(n−1) + · · ·

Donde C(m,n) =
(
m
2

)
− (m− n)(m+ n− 1).

Demostración.

1) Ver la proposición 2.3 de [1].

13
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2) Vemos que

f ◦ g − g ◦ f =(m− n)αmβnx
m+n−1 +

(
m

2

)
αmβ

2
n x

m+2(n−1) + · · ·

⇔ [f, g]− x = (f ◦ g − g ◦ f) ◦ (g ◦ f)−1 =(m− n)αmβnx
m+n−1 + Cαmβ

2
n x

m+2(n−1) + · · · .

Por otro lado, tenemos que

[f, g] ◦ (g ◦ f) =g ◦ f + (m− n)αmβn(g ◦ f)m+n−1 + Cαmβ
2

n (g ◦ f) + · · ·
=g + f − x+ nβnαmx

m+n−1

+ (m− n)αmβn(x+ βnx
n + · · · )m+n−1 + Cαmβ

2
n (x+ · · · ) + · · ·

=g + f − x+ ((n+ (m− n)αm)βn)x
m+n−1

+ ((m+ n− 1)(m− n) + C)αmβ
2

n x
m+2(n−1) + · · · .

Dado que [f, g]◦g ◦f = f ◦g, podemos igualar coeficiente a coeficiente
para ver que (

m

2

)
= C + (m− n)(m+ n− 1),

de donde se obtiene que C depende solo de m y n, y que es igual a(
m
2

)
− (m− n)(m+ n− 1).

En algunas ocasiones simplificaremos aún más la formula para f ◦ g y
escribiremos

f ◦ g = f + g − x+R

con R ∈ xm+n−1Z[[x]].
Cabe mencionar que el l−esimo coeficiente de Rf,g es un polinomio de va-
rias variables evaluado en {αi}l−1

i=m y {βi}l−1
i=n.

Un concepto que nos ayudará a evidenciar varias situaciones y cumplirá
un rol similar al del grado en los polinomios es el siguiente:



CAPÍTULO 2. PRELIMINARES 15

Definition 2.2. Sea f = x+
∑

i⩾2 αix
i ∈ J (Z) \ {x}. Llamaremos nivel de

f a

nvl(f) := mı́n{i ⩾ 2|αi ̸= 0}.

Para la identidad se define nvl(x) = ∞.
Dicho en palabras, el nivel de un elemento de J (Z) será la potencia con
coeficiente no nulo más pequeña.

Gracias a la proposición 2.1 podemos deducir lo siguiente

Corollary 2.3. Sean f, g ∈ J (Z). Se cumple que:

a) nvl(f ◦ g) ⩾ mı́n{nvl(f), nvl(g)}.

b) nvl(f−1) = nvl(f) y f−1 = 2x− f +R, con R ∈ x2nvl(f)−1Z[[x]].

c) nvl(f l) = nvl(f) y f l = lf − (l − 1)x + Rl, con Rl ∈ x2nvl(f)−1Z[[x]]
para todo l ∈ Z+.

d) nvl([f, g]) ⩾ nvl(f) + nvl(g)− 1.

Demostración. Sean f, g ∈ J (Z). Si g = x, entonces a) y d) se cumplen
trivialmente. Si f = x, entonces todas las propiedades se cumplen trivial-
mente. Asumiremos que f ̸= x ̸= g. Sean m = nvl(f) y n = nvl(g). Por
definición tenemos que

f = x+ αmx
m +

∑
i⩾m+1

αix
i,

g = x+ βnx
n +

∑
i⩾n+1

βix
i

y αm ̸= 0 ̸= βn.

a) Sabemos que
f ◦ g = f + g − x+R

donde R ∈ xm+n−1Z[[x]], es decir R =
∑

i⩾m+n−1 γix
i. Reemplazando

podemos reescribir:

f ◦ g = x+ αmx
m + βnx

n +
∑

i⩾m+1

αix
i +

∑
i⩾n+1

βix
i +

∑
i⩾m+n−1

γix
i
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Siendo m y n mayores que 1, tenemos que m + n − 1 > mı́n{m,n}.
Aśı, es claro que nvl(f ◦g) ⩾ mı́n{m,n}, donde la desigualdad estricta
se obtiene si y solo si m = n y αm = −βn.

b) Sabemos que x = f ◦ f−1 y f ◦ f−1 = f + f−1 − x + R, donde R ∈
xm+nvl(f−1)−1Z[[x]]. Reemplazando vemos que

x = x+ f + f−1 +R,

de donde es claro que

f−1 = 2x− f −R = x+ (−αm)xm +
∑

i⩾m+1

(−αi)x
i −R

Siendo nvl(f−1) ⩾ 2, tenemos que m + nvl(f−1) − 1 > m. De esta
manera vemos que nvl(f−1) = m.

c) Basta hacer inducción sobre l. El caso base es trivial. Para el paso
inductivo, basta notar que

f l+1 = f l◦f = f l+f−x+R = lf−(l−1)x+f−x+Rl+R = (l+1)f−lx+Rl+1,

donde Rl+1 := R+Rl. Aśı, para todo l ∈ Z+ tendremos que para todo
i ⩾ m existen γi ∈ Z tales que

f l = x+ lαmx
m +

∑
i⩾m+1

γix
i,

de donde es claro que nvl(f l) = m para todo l ∈ Z+.

d) Sabemos que

[f, g] = x+ (m− n)αmβnx
m+n−1 +

∑
i⩾m+n

γix
i

De donde es claro que si m ̸= n, entonces nvl([f, g]) = m + n − 1,
mientras que si m = n, entonces nvl([f, g]) > m+ n− 1.
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Esto nos permite reescribir

Jk(Z) = {f ∈ J (Z)|nvl(f) ⩾ k}1.

En particular J2(Z) = J (Z). Con esta notación es fácil demostrar lo si-
guiente:

Proposition 2.4. Sea k ⩾ 2. Entonces Jk(Z) ⊴ J (Z).

Demostración. Sea k ⩾ 2 fijo. Primero, dado que ∞ > k, tendremos que x ∈
Jk(Z). Por otro lado, sean f, g ∈ Jk(Z). Por definición mı́n{nvl(f), nvl(g)} ⩾
k. Vemos que

nvl(f ◦ g−1) ⩾ mı́n{nvl(f), nvl(g−1)} = mı́n{nvl(f), nvl(g)} ⩾ k.

Esto demuestra que Jk(Z) ≤ J (Z).
Finalmente, sean f ∈ J (Z) y g ∈ Jk(Z). Notemos que f ◦g ◦f−1 = [f, g]◦g.
De esta manera, tenemos que

nvl(f ◦ g ◦ f−1) = nvl([f, g] ◦ g) ⩾ mı́n{nvl([f, g]), nvl(g)}

Dado que nvl(f) > 1, vemos que nvl([f, g]) ⩾ nvl(f) + nvl(g) − 1 >
nvl(g). Es decir

mı́n{nvl([f, g]), nvl(g)} = nvl(g) ⩾ k,

y por lo tanto nvl(f ◦ g ◦ f−1) ⩾ k. Concluimos que f ◦ g ◦ f−1 ∈ Jk(Z),
y aśı mismo, que Jk(Z) ⊴ J (Z).

De hecho podemos demostrar algo un poco más fuerte

Corollary 2.5. Sea k ⩾ 2. Se cumple que l ⩾ k si y solo si Jl(Z) ⊴ Jk(Z).

Demostración. Sea k ⩾ 2 fijo. Vemos que si l ⩾ k, entonces por definición
Jl(Z) ⊆ Jk(Z), por lo que Jl(Z) ∩ Jk(Z) = Jl(Z). Más aun, vemos que
Jl(Z) ⩽ J (Z) implica que

Jl(Z)
⋂

Jk(Z) ≤ Jk(Z)
⋂

J (Z),

1En la literatura los grupos Jk(R) se suelen indexar con k− 1, a diferencia de como lo
hemos hecho aqúı. El motivo de no seguir la notación usual es ligeramente más profundo
que simple estética, como veremos a lo largo de la tesis. De todas formas, la matemática
subyacente a todo esto no cambia, pues bastará hacer los traslados correspondientes si se
desease adecuar a la indexación usual.
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y siendo Jk(Z) ∩ J (Z) = Jk(Z), tendremos que Jl(Z) ≤ Jk(Z).
Por otro lado, vemos que fJl(Z)f−1 ⊂ Jl(Z) para todo f ∈ J (Z), aśı que
en particular fJl(Z)f−1 ⊂ Jl(Z) para todo f ∈ Jk(Z). Con esto concluimos
que Jl(Z) ⊴ Jk(Z).
Por ultimo, si Jl(Z) ⊴ Jk(Z), entonces en particular Jl(Z) ⊆ Jk(Z). Por
definición x + xl ∈ Jl(Z), aśı que en particular x + xl ∈ Jk(Z). Es decir
l ⩾ k.

Sean k ⩾ 2 y l ⩾ k, escribiremos J l
k(Z) para referirnos a Jk(Z)/Jl(Z).

Ver a J (Z) como grupo topológico puede ser dif́ıcil. Por suerte para
nosotros, los subgrupos Jk(Z) nos permitirán ignorar en gran medida esta
topoloǵıa. Primero, vemos que cumplen una propiedad topológica bastante
interesante.

Proposition 2.6. Sea k ⩾ 2. El subgrupo Jk(Z) es abierto y cerrado en
J (Z).

Demostración. Fijaremos k ⩾ 2. Recordemos que la topoloǵıa de Z[[x]] es
la que se obtiene al identificarlo con ZN por medio de la función

φ : Z[[x]] → ZN∑
i⩾0

αix
i 7→ (αi−1)i∈Z+ .

Bajo esta identificación, tendremos que

φ(Jk(Z)) = {(xi) ∈ ZN|x1 = 0, x2 = 1, xi = 0 si 3 ⩽ i ⩽ k − 1}.

Por otro lado, consideremos la proyección

pk−1 : ZN → Zk−1

(xi)i∈Z+ 7→ (x1, . . . , xk−1).

Sabemos que es continua por definición de ZN. De esta manera, siendo Zk−1

discreto, tenemos que {(0, 1, 0 . . . , 0)} es abierto y cerrado. Por lo tanto

(pk−1)
−1((0, 1, 0, . . . , 0)) = {(xi) ∈ ZN|x1 = 0, x2 = 1, xi = 0 si 3 ⩽ i ⩽ k−1}

es abierto y cerrado en ZN. Esto implica que Jk(Z) es abierto y cerrado en
Z[[x]].
Finalmente, dado que Jk(Z) ∩ J (Z) = Jk(Z), tendremos que esto implica
que Jk(Z) es abierto y cerrado en J (Z).
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Esto tiene dos consecuencias importantes, que serán las que permitirán
las simplificaciones mencionadas. La primera requiere definir un poco de
notación.

• Para todo n ⩾ 2 se define el elemento fn := x+ xn en J (Z).

• Sea S un subconjunto de un espacio topológico. Escribiremos S para
denotar a su clausura.

• Sea S un subconjunto de un grupo. Escribiremos ⟨S⟩ para denotar al
subgrupo generado por S.

Esto nos permite describir los subgrupos Jk(Z) de una manera mucho
más cómoda.

Corollary 2.7. Jk(Z) = ⟨fn|n ⩾ k⟩

Demostración. Por un lado, es claro que fn ∈ Jk(Z) para todo n ⩾ k. Esto
implica que

⟨fn|n ⩾ k⟩ ⊂ Jk(Z).

Dado que Jk(Z) es cerrado, esto implica que

⟨fn|n ⩾ k⟩ ⊂ Jk(Z).

Por otro lado, sea g ∈ Jk(Z), con g = x +
∑

i⩾k αix
i. Definimos la

siguiente sucesión{
gi = (fk)

αk para i ⩽ k
gi = gi−1 ◦ (fk)αi−γi−1,i para i > k

donde γi,l es el l−esimo coeficiente de gi. Vemos que ĺım gn = g. Esto implica

que g ∈ ⟨fn|n ⩾ k⟩. Por lo tanto Jk(Z) ⊂ ⟨fn|n ⩾ k⟩. Concluimos que se
verifica la igualdad.

La segunda consecuencia es aún más directa

Corollary 2.8. Sean k, l ∈ Z+. Si l > k ⩾ 2, entonces J l
k(Z) es discreto.

Demostración. Dado que Jl(Z) es abierto en J (Z), tendremos que Jl(Z) =
Jl(Z) ∩ Jk(Z) es abierto en Jk(Z). Esto es equivalente a que J l

k(Z) sea
discreto.
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Por esta razón trabajaremos con J l
k(Z) siempre que podamos. Caracte-

rizar los elementos de este cociente es relativamente natural como veremos
en seguida.

Proposition 2.9. Sean k, l ∈ Z+ tales que l > k ⩾ 2 y p : Jk(Z) →
J l
k(Z) la proyección canónica. Sean f, g ∈ Jk(Z), con f = x +

∑
i⩾k αix

i

y g = x +
∑

i⩾k βix
i. Entonces p(f) = p(g) si y solo si αi = βi para todo

i ∈ {k, . . . , l − 1}.

Demostración. Por un lado, si p(f) = p(g), entonces existe h ∈ Jl(Z) tal
que

f = g ◦ h = g + h− x+R,

donde R ∈ xk+l−1Z[[x]]. Esto implica que f − g = h− x+ R ∈ xlZ[[x]],
de donde es claro que αi = βi para todo i ∈ {k, . . . , l − 1}.

Por otro lado, asumiremos que αi = βi para todo i ∈ {k, . . . , l − 1}. De-
mostraremos que f−1 ◦ g ∈ Jl(Z). Sabemos que el i−esimo coeficiente de
f−1 esta determinado por los coeficientes {αj}ij=k. De esta manera, tendre-

mos que los coeficientes de f−1 y g−1 son iguales hasta el (l − 1)−esimo
coeficiente. Aśı podremos escribir f−1 = g−1 +R, donde R ∈ xlZ[[x]]. Eva-
luando tendremos que

f−1 ◦ g = (g−1 +R) ◦ g = (g−1 ◦ g) + (R ◦ g) = x+ (R ◦ g) ∈ Jl(Z).

Corollary 2.10. Sean k, l ∈ Z+ tales que l > k ⩾ 2 y p : Jk(Z) → J l
k(Z) la

proyección canónica. Sean f, g ∈ Jk(Z). Entonces p(f) = p(g) si y solo si f
y g son equivalentes en Z[[x]]/xlZ[[x]].

Esto nos permite denotar la clase de f = x +
∑

i⩾k αix
i en J l

k(Z) como

f + O(xl) ó x +
∑k−1

i=k αix
i + O(xl), según sea conveniente, y calcular la

clase de f ◦ g por medio de las operaciones de Z[[x]]/xlZ[[x]].

Con esto ya tenemos un entendimiento de nuestros grupos Jk(Z), que si
bien es un tanto rudimentario, es un punto de partida que nos permitirá
ahondar más respecto a la estructura de sus correspondientes abelianizacio-
nes.
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2.2 Lo que necesitaremos

En esta sección presentaremos un resultado que, si bien su demostración
puede ser descrita como tediosa, cumplirá un rol central a lo largo de esta
tesis.

La idea es la siguiente: Inspirados en el trabajo de I. K. Babenko y S. A.
Bogatyy en [1], dado k ⩾ 2, buscaremos cotas c ⩾ k tales que Jc(Z) ⊂
[Jk(Z),Jk(Z)].

Recordemos que Jc(Z) = ⟨fl|l ⩾ c⟩. Aśı, para un c ⩾ k dado, nuestro objeti-
vo se traduce a demostrar que fl ∈ [Jk(Z),Jk(Z)] para todo l ⩾ c. Verificar
esto no es fácil, por lo que modificaremos ligeramente lo que queremos de-
mostrar.

Proposition 2.11. Sea k ⩾ 2. Si c ⩾ k, entonces se cumple que fl ∈
[Jk(Z),Jk(Z)] para todo l ⩾ c si y solo si para todo l ⩾ c, existe un elemento
de la forma x+ xl + · · · en [Jk(Z),Jk(Z)].

Demostración. Notemos que fl es en particular un elemento de la forma
x + xl + · · · . Luego, si fl ∈ [Jk(Z),Jk(Z)] para todo l ⩾ c, entonces en
particular para todo l ⩾ c, existe un elemento de la forma x + xl + · · · en
[Jk(Z),Jk(Z)].
Por otro lado, asumiremos que para todo l ⩾ c, existe un elemento de la
forma x+xl+ · · · en [Jk(Z),Jk(Z)]. Llamaremos gi al elemento de la forma
x+xi+ · · · en [Jk(Z),Jk(Z)]. Sea n ⩾ c, demostraremos que fn es un limite
de productos de los elementos gi. Definimos la siguiente sucesión:

hi =

{
gi si i ⩽ n

hi−1 ◦ (gi)−γi−1,i si i > n

donde γi,l es el l−esimo coeficiente de hi. Es claro que ĺımhi = fn. Esto
implica que fn ∈ [Jk(Z),Jk(Z)] para todo n ⩾ c.

Lo anterior podŕıa parecer un cambio meramente sintáctico, pero ve-
remos que podemos encontrar elementos que cumplan esta propiedad en
[Jk(Z),Jk(Z)].

Recordemos que, si f = x + αmx
m + αm+sx

m+s + · · · y g = x + βnx
n +

βn+rx
n+r + · · · son elementos de J (Z) tales que m > n y r > s ⩾ n,

entonces
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[f, g] = x+ (m− n)αmβnx
m+n−1 + C(m,n)αmβ

2
nx

m+2(n−1) + · · · .

Esto nos da inmediatamente la siguiente información:

Proposition 2.12. Sea k ⩾ 2.

a) Para todo l ⩾ k existe un elemento de la forma x + x2l + · · · en
[Jk(Z),Jk(Z)].

b) Sean l ⩾ k, ϵ ∈ {0, 1} y α ∈ Z tal que α ≡ ϵ (mód 2). Si existe un
elemento de la forma x + αx2l+1 + · · · en [Jk(Z),Jk(Z)], entonces
existe un elemento de la forma x+ ϵx2l+1 + · · · en [Jk(Z),Jk(Z)].

Demostración.

a) Basta notar que

[fl+1, fl] = x+ x2l + C(l + 1, l)x3l−1 + · · ·

es un elemento de la forma x+ x2l + · · · .

b) Por hipótesis tenemos que existe n ∈ Z tal que α = ϵ + 2n. Además,
vemos que

[fl+2, fl] = x+ 2x2l+1 + C(l + 2, l)x3l + · · · .

De esta manera, tenemos que

(x+ αx2l+1 + · · · ) ◦ [fl+2, fl]
−n = x+ ϵx2l+1 + · · · .

Siendo [Jk(Z),Jk(Z)] un grupo, esto implica lo deseado.

De la proposición anterior podemos notar que los elementos [fl+1, fl] y
[fl+2, fl] jugarán un rol importante dentro de esta tesis, pues nos darán una
forma sencilla de reducir elementos módulo conmutadores. Además, esto
indica que si c ⩾ k es tal que Jc(Z) ⊂ [Jk(Z),Jk(Z)], entonces c ⩾ 2k.
Es aśı como, dado k ⩾ 2, nuestro problema se reduce a determinar cuándo
se cumple para l ⩾ k que existe un producto de conmutadores de la forma
x + αx2l+1 + · · · con α ≡ 1 (mód 2). En lo que sigue de esta sección nos
dedicaremos a fabricar dichos elementos con el siguiente resultado:
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Proposition 2.13. Sea k ⩾ 2. Sean m,n ∈ Z+ tales que m − 2 > n y
n ⩾ k. Entonces existe un elemento de la forma x+C(m,n)xm+2(n−1)+ · · ·
en [Jk(Z),Jk(Z)].

Demostración. Vemos que

[fm, fn] = x+ (m− n)xm+n−1 + C(m,n)xm+2(n−1) + · · · .

Sim+n−1 ≡ 0 (mód 2), entonces existe el siguiente elemento de [Jk(Z),Jk(Z)]:

[fm+n−1
2

+1, fm+n−1
2

]−(m−n) = x+ (−(m− n))xm+n−1 + αx3
m+n−1

2
−1 + · · · .

Si asumimos que 3m+n−1
2 − 1 ⩽ m+ 2(n− 1), entonces

3m+ 3n− 3 ⩽ 2m+ 4n− 2

⇔m− 1 ⩽ n

⇒m− 1 < m− 2

⇔1 > 2

que es claramente una contradicción. De esta manera tenemos que 3m+n−1
2 −

1 > m+ 2n− 2, y por tanto

[fm, fn] ◦ [fm+n−1
2

+1, fm+n−1
2

]−(m−n) = x+ C(m,n)xm+2(n−1) + · · · .

Por otro lado, si m + n − 1 ≡ 1 (mód 2), entonces existe el siguiente
elemento de [Jk(Z),Jk(Z)]:

[fm+n−2
2

+2, fm+n−2
2

]−
m−n

2 = x+ (−(m− n))xm+n−1 + βx3
m+n−2

2 + · · · .

Si asumimos que 3m+n−2
2 ⩽ m+ 2(n− 1), entonces

3m+ 3n− 6 ⩽ 2m+ 4n− 4

⇔m− 2 ⩽ n

⇒m− 2 < m− 2

que es claramente una contradicción. De esta manera tenemos que 3m+n−2
2 >

m+ 2(n− 1), y por tanto

[fm, fn] ◦ [fm+n−2
2

+2, fm+n−2
2

]−
m−n

2 = x+ C(m,n)xm+2(n−1) + · · · .
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Sea ℓ(m,n) := m + 2(n − 1). Dado l ⩾ 2k impar, gracias al resultado
anterior podremos intentar responder la pregunta de si existe un elemento de
la forma x+xl+ · · · en [Jk(Z),Jk(Z)] buscando un par de enteros positivos
(m,n) tal que ℓ(m,n) = l y C(m,n) ≡ 1 (mód 2). Es por esta misma razón
que estudiaremos la paridad de C(m,n).

Recordando que C(m,n) =
(
m
2

)
+ (m − n)(m + n − 1) podemos notar es

que C(m,n) ≡
(
m
2

)
(mód 2). De donde bastará estudiar la paridad de este

śımbolo binomial. Lo que sigue no es particularmente dif́ıcil ni extenso.

Proposition 2.14. Sea m ⩾ 2. Se tiene que
(
m
2

)
≡ 1 (mód 2) si y solo si

m ≡ 2 (mód 4) ó m ≡ 3 (mód 4).

Demostración. Por definición se tiene que(
m

2

)
≡ 1 (mód 2)

⇔m(m− 1)

2
≡ 1 (mód 2)

⇔∃l ∈ Z :
m(m− 1)

2
= 1 + 2l

⇔∃l ∈ Z : m(m− 1) = 2 + 4l

⇔m(m− 1) ≡ 2 (mód 4).

Ahora, evaluando en la última igualdad tenemos que las únicas clases que
la cumplen son la del 2 módulo 4 y la del 3 módulo 4. Obtenemos que
m(m− 1) ≡ 2 (mód 4) si y solo si m ≡ 2 (mód 4) ó m ≡ 3 (mód 4), lo cual
completa la cadena de equivalencias que deseábamos.

Corollary 2.15. Sean m,n ∈ Z+ tales que m > n. Se tiene que C(m,n) ≡ 1
(mód 2) si y solo si m ≡ 2 (mód 4) ó m ≡ 3 (mód 4).

De todo esto, la parte que más consecuencias tiene es que la paridad de
C(m,n) dependa de la clase módulo 4 de m.

Notemos que ℓ(m,n) ≡ m (mód 2). Es aśı que nos concentraremos en los
casos en que m ≡ 1 (mód 2). Gracias a la proposición anterior sabemos
que si m ≡ 1 (mód 2), entonces se cumple que C(m,n) ≡ 1 (mód 2) si y
solo si m ≡ 3 (mód 4). De esta manera, dado l ⩾ k impar, para fabricar
un elemento de la forma x + xl + · · · bastará encontrar un par de enteros
positivos (m,n) tal que l = ℓ(m,n),m > n + 2, n ⩾ k y m ≡ 3 (mód 4).
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En garantizar que se cumplan la primera y última condición es donde habrá
más sutilezas.
Para aliviar los enunciados les pondremos nombre a los pares de enteros que
verifiquen algunas de estas hipótesis:

Definition 2.16. Diremos que (m,n) ∈ Z2 es útil si m > n + 2 y m ≡ 1
(mód 2).

Definition 2.17. Dado k ⩾ 2. Diremos que (m,n) ∈ Z2 es k−útil si es útil
y n ⩾ k.

Hacemos una distinción entre ambos pues, nuevamente, aliviará los enun-
ciados.

Observación 2.18. Sean m,n ∈ Z+, con m > 2. Notemos que ℓ(m−2, n+
1) = ℓ(m,n), y que

C(m− 2, n+ 1) ≡
(
m− 2

2

)
̸≡
(
m

2

)
≡ C(m,n) (mód 2).

De esta manera tenemos que si (m,n) es útil, entonces C(m − 2, n + 1) ̸≡
C(m,n) (mód 2).
Es aśı que, dado k ⩾ 2, si para un l ⩾ k impar garantizamos que existe un
par k−útil (m,n) tal que l = ℓ(m,n) y (m−2, n+1) es k−útil, entonces ga-
rantizamos que existe un elemento de la forma x+xl+· · · en [Jk(Z),Jk(Z)].
Es por esto que nos preocuparemos de escribir impares en términos de pares
útiles.

Proposition 2.19. Para todo entero impar l existe un par útil (m,n) tal
que l = ℓ(m,n).
En particular, se tiene que:

• Si l ≡ 0 (mód 3) y l ≡ 1 (mód 4), entonces existe n ∈ Z tal que n ≡ 2
(mód 4) y l = ℓ(n+ 5, n).

• Si l ≡ 0 (mód 3) y l ≡ 3 (mód 4), entonces existe n ∈ Z tal que n ≡ 3
(mód 4) y l = ℓ(n+ 8, n).

• Si l ≡ 1 (mód 3), entonces existe n ∈ Z tal que n ≡ 1 (mód 2) y
l = ℓ(n+ 6, n).

• Si l ≡ 2 (mód 3), entonces existe n ∈ Z tal que n ≡ 0 (mód 2) y
l = ℓ(n+ 7, n).
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Demostración. Tal como sugiere el enunciado, separaremos en los distintos
casos módulo 3.

• Si l ≡ 0 (mód 3) y l ≡ 1 (mód 4), entonces por el Teorema Chino de
los Restos tenemos que l ≡ 9 (mód 12). Es decir, existe s ∈ Z tal que
l = 12s+ 9. De esta manera, si consideramos n = 4s+ 2, entonces

ℓ(n+ 5, n) = 3n+ 3 = 12s+ 9 = l.

Claramente n ≡ 2 (mód 4) y (n+ 5, n) es un par útil.

• Si l ≡ 0 (mód 3) y l ≡ 3 (mód 4), entonces por el Teorema Chino de
los Restos tenemos que l ≡ 3 (mód 12). Es decir, existe s ∈ Z tal que
l = 12s+3. De esta manera, si consideramos n = 4(s−1)+3, entonces

ℓ(n+ 8, n) = 3n+ 6 = 12s+ 3 = l.

Claramente n ≡ 3 (mód 4) y (n+ 8, n) es un par útil.

• Si l ≡ 1 (mód 3), entonces existe s ∈ Z tal que l = 3s + 1. Vemos
que l ≡ 1 (mód 2) implica que s ≡ 0 (mód 2). De esta manera, si
consideramos n = s− 1, entonces

ℓ(n+ 6, n) = n+ 6 + 2(n− 1) = 3n+ 3 + 1 = 3(n+ 1) + 1 = l.

Claramente n ≡ 1 (mód 2) y (n+ 6, n) es un par útil.

• Si l ≡ 2 (mód 3), entonces existe s ∈ Z tal que l = 3s + 2. Vemos
que l ≡ 1 (mód 2) implica que s ≡ 1 (mód 2). De esta manera, si
consideramos n = s− 1, entonces

ℓ(n+ 7, n) = n+ 7 + 2(n− 1) = 3n+ 3 + 2 = 3(n+ 1) + 1 = l.

Claramente n ≡ 0 (mód 2) y (n+ 7, n) es un par útil.

Ya estamos en posición de dar una primera cota:
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Corollary 2.20. Sea k ⩾ 2. Para todo impar l ⩾ 3k+5 existe un par k−útil
(m,n) tal que l = ℓ(m,n) y C(m,n) ≡ 1 (mód 2).

Demostración. Separamos por casos.

• Si l ≡ 0 (mód 3) y l ≡ 1 (mód 4), entonces existe n ∈ Z tal que n ≡ 2
(mód 4) y l = ℓ(n+ 5, n). Comenzamos observando que

ℓ(n+ 5, n) ⩾3k + 5

⇔ 3(n+ 1) ⩾3k + 5

⇔ n+ 1 ⩾k +
5

3

⇔ n ⩾k +
2

3
⇒ n ⩾k.

De esta manera concluimos que (n+ 5, n) es k−útil.
Siendo n+ 5 ≡ 3 (mód 4), tendremos que C(n+ 5, n) es impar.

• Si l ≡ 0 (mód 3) y l ≡ 3 (mód 4), entonces existe n ∈ Z tal que n ≡ 3
(mód 4) y l = ℓ(n+ 8, n). Comenzamos observando que

l ⩾3k + 5

⇔ ℓ(n+ 8, n) ⩾3k + 5

⇔ 3n+ 6 ⩾3k + 5

n ⩾k − 1

3

Dado que n ∈ Z, tenemos que la última desigualdad implica que n ⩾ k.
De esta manera concluimos que (n+ 8, n) es k−útil.
Siendo n+ 8 ≡ 3 (mód 4), tendremos que C(n+ 8, n) es impar.

• Si l ≡ 1 (mód 3), entonces existe n ∈ Z tal que n ≡ 1 (mód 2) y
l = ℓ(n+ 6, n). Vemos que
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l ⩾3k + 5

⇔ ℓ(n+ 6, n) ⩾3k + 5

⇔ 3(n+ 1) + 1 ⩾3k + 5

⇔ n ⩾k +
1

3
⇒ n ⩾k.

Concluimos que tanto (n + 6, n) como (n + 4, n + 1) son k−útiles.
Además, o C(n+ 6, n) es impar, o C(n+ 4, n+ 1) es impar.

• Si l ≡ 2 (mód 3), entonces existe n ∈ Z tal que n ≡ 0 (mód 2) y
l = ℓ(n+ 7, n). Vemos que

l ⩾3k + 5

⇔ ℓ(n+ 7, n) ⩾3k + 5

⇔ 3(n+ 1) + 2 ⩾3k + 5

⇔ n ⩾k.

Concluimos que tanto (n + 7, n) como (n + 5, n + 1) son k−útiles.
Además, o C(n+ 7, n) es impar, o C(n+ 5, n+ 1) es impar.

De esta manera tenemos que, dado k ⩾ 2, para todo l ⩾ 3k + 5 impar
existe un elemento de la forma x+xl+· · · en [Jk(Z),Jk(Z)]. Y dado que para
l ⩾ 2k par ya existe un elemento de dicha forma en [Jk(Z),Jk(Z)], podemos
concluir que J3k+5(Z) ⊂ [Jk(Z),Jk(Z)]. Esta cota no es solo mejorable, si
no que puede ser mejorada usando el mismo método. Veremos en seguida
que esta mejora solo depende de la clase de k módulo 4.
Definimos el siguiente número:

ck :=


3k + 1 si k ≡ 1 (mód 2)
3k + 2 si k ≡ 2 (mód 4)
3k + 4 si k ≡ 0 (mód 4)

Notemos que ck ≡ 0 (mód 2) para todo k ⩾ 2. Este es un hecho del cual
haremos uso a menudo.
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Lemma 2.21. Sea k ⩾ 2. Se cumple que Jck(Z) ⊂ [Jk(Z),Jk(Z)]

Demostración. Fijaremos k ⩾ 2. Ya sabemos que J3k+5(Z) ⊂ [Jk(Z),Jk(Z)].
Demostraremos que para todo l ∈ {ck, . . . , 3k + 4}, existen elementos de la
forma x+ xl + · · · en [Jk(Z),Jk(Z)]. Como sugiere la definición de ck, tra-
taremos esto por casos.

• Si k ≡ 3 (mód 4), entonces hay que demostrar que para todo l ∈
{3k+1, 3k+2, 3k+3, 3k+4} existe un elemento de la forma x+xl+· · ·
en [Jk(Z),Jk(Z)].
Notemos que 3k + 1 y 3k + 3 son pares. Siendo ambos mayores que
2k, sabemos que existen elementos de la forma x+ x3k+1 + · · · y x+
x3k+3 + · · · en [Jk(Z),Jk(Z)].
Por otro lado, vemos que 3k+2 = ℓ(k+4, k) y 3k+4 = ℓ(k+4, k+2).
Siendo tanto (k + 4, k) como (k + 4, k + 2) pares k−útiles, y

C(k + 4, k) ≡ 1 ≡ C(k + 4, k + 2) (mód 2)

pues k + 4 ≡ 3 (mód 4), concluimos que existen los elementos de la
forma x+ x3k+2 + · · · y x+ x3k+4 + · · · en [Jk(Z),Jk(Z)].

• Si k ≡ 2 (mód 4), entonces hay que demostrar que para todo l ∈
{3k+2, 3k+3, 3k+4} existe un elemento de la forma x+ xl + · · · en
[Jk(Z),Jk(Z)].
Notemos que 3k + 2 y 3k + 4 son pares. Siendo ambos mayores que
2k, sabemos que existen elementos de la forma x+ x3k+2 + · · · y x+
x3k+4 + · · · en [Jk(Z),Jk(Z)].
Por otro lado, vemos que 3k+3 = ℓ(k+5, k). Siendo (k+5, k) un par
k−útil y

C(k + 5, k) ≡ 1 (mód 2)

pues k+5 ≡ 3 (mód 4), concluimos que existe un elemento de la forma
x+ x3k+3 + · · · en [Jk(Z),Jk(Z)].

• Si k ≡ 1 (mód 4), entonces hay que demostrar que para todo l ∈
{3k+1, 3k+2, 3k+3, 3k+4} existe un elemento de la forma x+xl+· · ·
en [Jk(Z),Jk(Z)].
Notemos que 3k+1 y 3k+3 son pares. Siendo ambos mayores que 2k,
sabemos que existen elementos de la forma x+x3k+1+ · y x+x3k+3+ ·
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en [Jk(Z),Jk(Z)].
Notemos que 3k + 4 = ℓ(k + 6, k). Siendo (k + 6, k) un par k−útil y

C(k + 6, k) ≡ 1 (mód 2)

pues k+6 ≡ 3 (mód 4), concluimos que existe un elemento de la forma
x+ x3k+4 + · · · en [Jk(Z),Jk(Z)].
Por último, vemos que

[fk+3, fk] = x+ 3x2k+2 + C(k + 3, k)x3k+1 + · · · ,

y

[fk+2, fk+1] = x+ x2k+2 + C(k + 2, k)x3k+1 + · · · .

De esta manera podemos obtener

[fk+2, fk+1]
3◦ [fk+3, fk]

−1 = x+(3C(k+2, k)+C(k+3, k))x3k+1+ · · · .

Dado que 3C(k+2, k)+C(k+3, k) ≡ 1 (mód 2), concluimos que existe
un elemento de la forma x+ x3k+1 + · · · en [Jk(Z),Jk(Z)].

• Si k ≡ 0 (mód 4), entonces basta demostrar que existe un elemento
de la forma x+ x3k+4 + · · · en [Jk(Z),Jk(Z)].
Notemos que 3k+4 es par. Además 3k+4 es mayor que 2k, por lo que
podemos concluir que existe un elemento de la forma x+ x3k+4 + · · ·
en [Jk(Z),Jk(Z)].

Con las herramientas a mano, la cota ck es la mejor que podemos ob-
tener para demostrar que un grupo Jl(Z) este contenido en [Jk(Z),Jk(Z)].
Sorprendentemente veremos al final de esta tesis que es efectivamente la
mejor, en el sentido de que Jck−1(Z) ⊈ [Jk(Z),Jk(Z)].
Este lema tiene dos consecuencias de las que nos aprovecharemos fuerte-
mente. La primera será usar el siguiente teorema:

Theorem 2.22 (Teorema del Factor). Sea φ : G → H un morfismo de
grupos y N ⊴ G tal que N ⊆ ker(φ). Entonces existe un único morfismo
φ̃ : G/N → H tal que φ = φ̃ ◦ p. Esto es equivalente a decir que el siguiente
diagrama conmuta:
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G H

G/N

φ

p φ̃

Observación 2.23. Si consideramos k ⩾ 2 y π : Jk(Z) → H1(Jk(Z)) como
la proyección canónica, tendremos que el siguiente diagrama conmuta:

Jk(Z) H1(Jk(Z))

J ck
k (Z)

π

p π̃

Dicho de una manera más informal: las imágenes de π pueden ser calcu-
ladas a través de π̃. Esto es de mucha ayuda pues como sabemos J ck

k (Z)
es discreto, por lo que podremos trabajar solo con su estructura de grupo y
olvidar en gran medida que se trata de un grupo topológico.
La segunda consecuencia importante es que, si bien es claro que Jck(Z) ̸=
[Jk(Z),Jk(Z)], este lema nos de un excelente criterio para verificar cuando
se tiene que un elemento de Jk(Z) se encuentra en [Jk(Z),Jk(Z)]. Combina-
do con la observación anterior, tendremos una buena herramienta para de-
terminar cuando dos elementos pertenecen a la misma clase en H1(Jk(Z)).



Caṕıtulo 3

Resultados principales

Como ya se menciono en la introducción, el teorema principal de este tra-
bajo es el siguiente:

Teorema 1.2 Sea k ⩾ 5.
Si k ≡ 3 (mód 4), entonces

H1(Jk(Z)) ∼= Zk
⊕

(Z/2Z)
k+1
2

Si k ≡ 2 (mód 4), entonces

H1(Jk(Z)) ∼= Zk
⊕

(Z/2Z)
k+2
2

Si k ≡ 1 (mód 4), entonces

H1(Jk(Z)) ∼= Zk
⊕

Z/4Z
⊕

(Z/2Z)
k−3
2

Si k ≡ 0 (mód 4), entonces

H1(Jk(Z)) ∼= Zk
⊕

Z/4Z
⊕

(Z/2Z)
k−2
2

Reiteramos que si bien el enunciado es para k ⩾ 5, fijaremos de todas for-
mas k ⩾ 2, pues es solo al final por unos detalles técnicos que se impone
esta restricción, y varios de los resultados que demostraremos seguirán sien-
do válidos en dicho contexto y podrán ser usados para lidiar con los casos
restantes. También fijaremos π : Jk(Z) → H1(Jk(Z)) como la proyección
canónica. Haremos la demostración por medio de una serie de resultados
intermedios.

32
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3.1 Identificación de la torsión

Como sugiere el enunciado de nuestro teorema principal, la parte más dif́ıcil
proviene de la torsión. Es por esto que primero nos tomaremos el tiem-
po de verla desde una perspectiva más cómoda. A decir, demostraremos lo
siguiente:

Proposition 3.1. La torsión de H1(Jk(Z)) es π(J2k(Z)).

Llamaremos T (H1(Jk(Z))) a la torsión de H1(Jk(Z)). Para demostrar la
proposición anterior, demostraremos que T (H1(Jk(Z))) está contenido en
π(J2k(Z)) y viceversa.
Gracias al hecho de que [Jk(Z),Jk(Z)] ⊂ J2k(Z), verificar la primera con-
tención es bastante sencillo.

Proposition 3.2. La torsión de H1(Jk(Z)) esta contenida en π(J2k(Z)).

Demostración. Sea f̃ ∈ T (H1(Jk(Z))). Siendo π sobreyectiva, sabemos que
existe f ∈ Jk(Z) tal que π(f) = f̃ .
Por definición, se tiene que existe n ∈ Z+ tal que f̃n = 0. Siendo [Jk(Z),Jk(Z)] =
ker(π), esto es equivalente a decir que fn ∈ [Jk(Z),Jk(Z)].
Dado que [Jk(Z),Jk(Z)] ⊂ J2k(Z), esto implica que nvl(fn) ⩾ 2k. Gracias
al Corolario 2.3 tenemos que nvl(f) = nvl(fn).
De esta manera, vemos que nvl(f) ⩾ 2k. Es decir f ∈ J2k(Z).
Por lo tanto π(f) ∈ π(J2k(Z)). Concluimos que π(J2k(Z)) ⊇ T (H1(Jk(Z))).

Demostrar la contención de π(J2k(Z)) en T (H1(J (Z))) será más dif́ıcil.
Para esto, demostraremos π(J2k(Z)) esta generado por elementos de orden
finito.

Recordemos que fi = x+ xi ∈ J (Z) para todo i ⩾ 2 y J2k(Z) = ⟨fi|i ⩾ 2k⟩.

Observación 3.3. En virtud de la Observación 2.23, tenemos que

π(J2k(Z)) = π̃(J ck
2k (Z)).

Como sabemos

J ck
2k (Z) = ⟨fi +O(xck)|2k ⩽ i ⩽ ck − 1⟩,

por lo que
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π̃(J ck
2k (Z)) = ⟨π̃(fi +O(xck))|2k ⩽ i ⩽ ck − 1⟩.

Es decir
π(J2k(Z)) = ⟨π(fi)|2k ⩽ i ⩽ ck − 1⟩.

Tenemos los generadores, ahora queremos demostrar que son de orden fi-
nito. Para esto, demostraremos un pequeño lema técnico para acortar las
siguientes demostraciones.

Lemma 3.4. Si l ⩾ 2k + 1, entonces π(fl)
2 = π(x+ 2xl).

Demostración. Sabemos que

f 2
l = x+ 2xl +R,

donde R ∈ x2l−1Z[[x]]. Vemos que

2l − 1 ⩾ 2(2k + 1)− 1 = 4k + 1.

Si k ⩾ 4, entonces 4k + 1 > 3k + 4 ⩾ ck. Mientras que, si k ∈ {2, 3},
entonces se puede verificar directamente que 4k + 1 > ck.

De esta manera, vemos que

(fl +O(xck))2 = x+ 2xl +O(xck).

Esto implica que

π̃(fl +O(xck))2 = π̃(x+ 2xl +O(xck)),

Y dada la observación 2.23, esto es equivalente a

π(fl)
2 = π(x+ 2xl).

Introduciremos un poco más de notación: En un grupo G, denotaremos
por |g| al orden de un elemento g ∈ G. Nuestro objetivo es demostrar que
|π(fl)| <∞ para todo l ⩾ 2k.

Recordemos también que, para m > n, se tiene

[fm, fn] = x+ (m− n)xm+n−1 + C(m,n)xm+2(n−1) + · · ·

donde C(m,n) =
(
m
2

)
− (m− n)(m+ n− 1).
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Proposition 3.5. Si l ⩾ k + 2, entonces π(f2l) = 0 y |π(f2l+1)| ⩽ 2.

Demostración. Recordemos que para todo l ⩾ k se tiene que

[fl+1, fl] = x+ x2l + C(l + 1, l)x3l−1 + · · · .

De esta manera tenemos que f2l ◦ [fl+1, fl]
−1 ∈ Jck(Z) si y solo si

3l−1 ⩾ ck. Vemos que l ⩾ k+2 implica 3l−1 ⩾ 3k+5. Siendo 3k+5 > ck,
esto implica que π(f2l) = 0.

Por otro lado, vemos que para todo l ⩾ k se tiene que

(x+ 2x2l+1) ◦ [fl+2, fl]
−1 ∈ J3l(Z).

Dado que l ⩾ k + 2, tenemos que 3l > ck, por lo que (x + 2x2l+1) ◦
[fl+2, fl]

−1 ∈ Jck(Z). De esta manera

π(f2l+1)
2 = π(x+ 2xl) = 0.

Concluimos que |π(f2l+1)| ⩽ 2.

Esto no solo nos ayuda a determinar el orden de la gran mayoŕıa de los
generadores y reducir la cantidad de estos, si no que también nos esta indi-
cado parte de la estructura de π(J2k(Z)). Esto será crucial para la siguiente
sección. De momento podemos decir lo siguiente:

Corollary 3.6. Se cumple que

π(J2k(Z)) = ⟨{π(f2k), π(f2k+1), π(f2k+2), π(f2k+3)}∪{π(f2i+1)|k+2 ⩽ i ⩽ ck
2 −1}⟩.

Notemos que

{π(f2k), π(f2k+1), π(f2k+2), π(f2k+3)} ∪ {π(f2i+1)|k + 2 ⩽ i ⩽ ck
2 − 1}

={π(f2k), π(f2k+2)} ∪ {π(f2i+1)|k ⩽ i ⩽ ck
2 − 1}.

Hacemos esto pues podemos quitar dos generadores más.

Proposition 3.7. El subgrupo π(J2k(Z)) esta generado por {π(f2i+1)|k ⩽
i ⩽ ck

2 − 1}.
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Demostración. Consideremos

[fk+1, fk] = x+ x2k + C(k + 1, k)x3k−1 + · · · .

Vemos que f2k◦[fk+1, fk] ∈ J3k−1(Z). Esto implica que π(f2k) ∈ ⟨π(f3k−1), . . . , π(fck−1)⟩.
Siendo k ⩾ 2, tendremos que 3k − 1 ⩾ 2k + 1. De esta manera, π(f2k) ∈
⟨π(f2k+1), . . . , π(fck−1)⟩, y por tanto

⟨{π(f2k), π(f2k+2)}∪{π(f2i+1)|k ⩽ i ⩽ ck
2 −1}⟩ = ⟨{π(f2k+2)}∪{π(f2i+1)|k ⩽ i ⩽ ck

2 −1}⟩.

Análogamente, basta notar que

[fk+2, fk+1] = x+ x2k+2 + C(k + 2, k + 1)x3k+2 + · · ·

y que k ⩾ 2 implica 3k+2 > 2k+3 para repetir el argumento anterior.

Ahora, para terminar nuestra demostración, solo falta probar que tanto
π(f2k+1) como π(f2k+3) tienen orden finito. Como veremos enseguida, las
demostraciones siguen el mismo ritmo que han llevado hasta ahora, pero
será conveniente separar respecto a las posibles clases módulo 4 de k. Lo
haremos de esta manera pues nos ahorrará unas cuantas sutilezas y los
siguientes resultados volverán a ser útiles en la siguiente sección.

Proposition 3.8. Si k ̸≡ 0 (mód 4), entonces |π(f2k+3)| ⩽ 2.

Demostración. Notemos que

[fk+3, fk+1] = x+ 2x2k+3 + C(k + 3, k + 1)x3k+3 + · · · .

Por otro lado, vemos que

(x+ 2x2k+3) ◦ [fk+3, fk+1]
−1 ∈ J3k+3(Z).

Dado que k ̸≡ 0 (mód 4), sabemos que 3k + 3 ⩾ ck. Esto implica que
J3k+3(Z) ⊆ Jck(Z). Por lo tanto

(x+ 2x2k+3) ◦ [fk+3, fk+1]
−1 ∈ Jck(Z).

Concluimos que π(f2k+3)
2 = π(x+ 2x2k+3) = 0, por lo que |π(f2k+3)| ⩽

2.

Proposition 3.9. Si k ≡ 0 (mód 4), entonces |π(f2k+3)| divide a 4.
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Demostración. Recordemos que

[fk+3, fk+1] = x+ 2x2k+3 + C(k + 3, k + 1)x3k+3 + · · · .

Vemos que

(x+ 2x2k+3) ◦ [fk+3, fk+1]
−1 ∈ J3k+3(Z).

Dado que k ≡ 0 (mód 4), sabemos que π(J3k+3(Z)) = ⟨π(f3k+3)⟩. De
esta manera, vemos que

π(f2k+3)
2 = π(x+ 2x2k+3) ∈ ⟨π(f3k+3)⟩.

Es decir, existe α ∈ Z tal que

π(f2k+3)
2 = π(f3k+3)

α.

Siendo 3k + 3 ⩾ 2k + 4, tenemos que

π(f2k+3)
4 = π(f3k+3)

2α = 0.

Concluimos que |π(f2k+3)| divide a 4.

Como ya mencionamos, el siguiente caso presentará algunas sutilezas.
Estas no son particularmente dif́ıciles, pero nos obligarán a tratar un par de
casos aparte.

Proposition 3.10. Si k ̸≡ 3 (mód 4), entonces |π(f2k+1)| divide a 4.

Demostración. Recordemos que

[fk+2, fk] = x+ 2x2k+1 + C(k + 2, k)x3k + · · · .

Vemos que

(x+ 2x2k+1) ◦ [fk+2, fk]
−1 ∈ J3k(Z).

Esto implica que π(f2k+1)
2 = π(x+2x2k+1) ∈ ⟨π(f3k), . . . , π(fck−1)⟩. Es

decir para todo i ∈ {3k, . . . , ck − 1} existe αi ∈ {0, 1} tal que

π(f2k+1)
2 =

ck−1∏
i=3k

π(fi)
αi .

En este punto hay que separar por casos, estos serán el caso de k ≡ 0
(mód 4) o k ≡ 1 (mód 4) y el caso de k ≡ 2 (mód 2). Partiremos por el
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primer caso:
Dado que k ≡ 0 (mód 4) o k ≡ 1 (mód 4), tenemos que k ⩾ 4, esto implica
que 3k ⩾ 2k + 4. Siendo H1(Jk(Z)) abeliano vemos que

π(f2k+1)
4 =

(
ck−1∏
i=3k

π(fi)
αi

)2

=

ck−1∏
i=3k

π(fi)
2αi = 0.

Concluimos que en este caso |π(f2k+1)| divide a 4.

Para el caso de k ≡ 2 (mód 4), vemos que 3k ≡ 0 (mód 2). Esto impli-
ca que

⟨π(f3k), . . . , π(fck−1)⟩ = ⟨π(f3k+1), . . . , π(fck−1)⟩

Dado que k ⩾ 2 implica que 3k+1 ⩾ 2k+3, podemos usar un argumento
análogo al caso anterior para concluir que |π(f2k+1)| divide a 4.

Proposition 3.11. Si k ≡ 3 (mód 4), entonces |π(f2k+1)| ⩽ 2.

Demostración. Recordemos que en este caso ck = 3k + 1 y C(k + 2, k) ≡ 0
(mód 2). Tenemos que

[fk+2, fk] = x+ 2x2k+1 + C(k + 2, k)x3k + · · · .

Además, tenemos que

[f 3k−1
2

+2, f 3k−1
2

] = x+ 2x3k + αx3
3k−1

2 + · · · .

De esta manera, consideremos

g = [fk+2, fk]
−1 ◦ [f 3k−1

2
+2, f 3k−1

2
]
C(k+2,k)

2
+1 = x− 2x2k+1 + 2x3k + · · · .

Notemos que g ∈ [Jk(Z),Jk(Z)].
Por otro lado, vemos que

(f2k+1)
2 = x+ 2x2k+1 +R2k+1,

donde R2k+1 ∈ x4k+1Z[[x]]. Es claro que 4k+1 ⩾ 3k+1. De esta manera,
tenemos que

f2 ◦ g = x+ 2x3k + · · · .
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Esto implica que π(f2k+1)
2 = π(f3k)

2.
Como ya sabemos, para este caso se cumple que |π(f2i+1)| ⩽ 2 para todo
i ∈ {k + 1, ck2 − 1}. Siendo k ≡ 3 (mód 4), tendremos que k ⩾ 3, por lo que
3k ⩾ 2k+3. De estas dos últimas observaciones concluimos que π(f3k)

2 = 0,
y por tanto que π(f2k+1)

2 = 0. Es decir |π(f2k+1)| ⩽ 2.

Finalmente podemos demostrar lo siguiente:

Proposition 3.12. La torsión de H1(Jk(Z)) contiene a π(J2k(Z)).

Demostración. Vemos que π(J2k(Z)) esta finitamente generado por elemen-
tos de orden finito. SiendoH1(Jk(Z)) un grupo abeliano, esto implica que to-
do elemento de π(J2k(Z)) tiene orden finito, de donde se tiene que π(J2k(Z)) ⊂
T (H1(Jk(Z))).

Con esto podemos concluir que se cumple la Proposición 3.1.

3.2 Cálculo de la torsión

Dado los resultados de la sección anterior, nos referiremos a T (H1(Jk(Z)))
y π(J2k(Z)) de manera intercambiable.
Ya sabemos que π(J2k(Z)) es un grupo abeliano finito y tenemos un conjunto
generador de este. Lo que no sabemos es si dentro de este conjunto genera-
dor hay relaciones. Esto es un problema pues queremos determinar a este
subgrupo como una suma directa de grupos ćıclicos, y a priori podŕıa hasta
ser el grupo trivial. Veremos que este no es el caso, y que el conjunto de
generadores está bastante cerca de darnos las respuestas que buscamos. Pero
para llegar a dicho punto, tendremos que calcular conmutadores de forma
expĺıcita. Al principio de esta tesis esto pod́ıa sonar imposible, pero gracias
al lema 2.21, y en particular al diagrama de la observación 2.23:

Jk(Z) H1(Jk(Z))

J ck
k (Z)

π

p π̃

podremos contentarnos con intentar calcular conmutadores en J ck
k (Z).

Para calcular dichos elementos tendremos que calcular el producto e inver-
so. El primero resulta ser razonablemente sencillo, pero el segundo presenta
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ciertas dificultades que podemos ahorrarnos gracias al trabajo hecho en la
sección anterior.
Previo a este punto se ha hecho alusión a que, dado un elemento de la forma
x+

∑ck−1
i=2k αix

i+O(xck), para calcular su clase en H1(Jk(Z)) podemos olvi-
darnos de los coeficientes que corresponden a una potencia par de x y tomar
la clase módulo 2 de los coeficientes que corresponden a potencias impares
de x. Si bien esto puede parecer algo muy informal, puede ser formalizado
tomando un cociente de J ck

k (Z). Más aún, podremos factorizar π̃ por es-
te cociente. Esto es significativo pues calcular conmutadores en tal cociente
será mucho mas cómodo que hacerlo en J ck

k (Z). Con el propósito de tomar
este atajo, definiremos el siguiente número:

dk :=


2k + 1 si k ≡ 3 (mód 4)
2k + 2 si k ≡ 2 (mód 4) ó k ≡ 1 (mód 4)
2k + 4 si k ≡ 0 (mód 4)

Notemos que si k ̸≡ 1 (mód 4), entonces dk = ck − k. Podŕıamos definirlo
de esa forma, pero es mejor escribirlo de forma expĺıcita para lo que sigue.
Definimos el siguiente subconjunto:

Hk :=

x+

ck−1∑
i=dk

αix
i +O(xck) ∈ J ck

k (Z)
∣∣∣∣αi ≡ 0 (mód 2), ∀i ∈ (2Z+ 1) ∩ Z⩾dk

 .

Naturalmente, demostraremos que este es un subgrupo normal de J ck
k y

su cociente es donde podremos hacernos la vida más sencilla.

Proposition 3.13. Hk < J ck
k (Z).

Demostración. Sean f̃ , g̃ ∈ Hk.
Por definición, sabemos que f̃ = x +

∑ck−1
i=dk

αix
i + O(xck) y g̃ = x +∑ck−1

i=dk
βix

i +O(xck), con αi ≡ 0 ≡ βi para todo i impar.

Sean f, g ∈ Jk(Z) tales que f +O(xck) = f̃ y g +O(xck) = g̃. Vemos que

f ◦ g = f + g +R,

donde R ∈ x2dk−1Z[[x]]. Notemos que dk ⩾ 2k + 1. Esto implica que

2dk − 1 ⩾ 2(2k + 1)− 1 = 4k + 1 > ck.

De esta manera, tenemos que
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f̃ ◦ g̃ = x+

ck−1∑
i=2k

(αi + βi)x
i +O(xck).

Donde es claro que f̃ ◦ g̃ ∈ Hk. Concluimos que HkHk ⊂ Hk.

Para verificar la clausura bajo inverso basta recordar que tomar inverso
en Jk(Z) preserva niveles, tomar el producto antes descrito y notar que si
αi + βi = 0, entonces en particular αi ≡ βi (mód 2).
La contención de la identidad es trivial.

Proposition 3.14. Hk ◁ J ck
k (Z).

Demostración. Sean f̃ ∈ J ck
k (Z) y g̃ ∈ Hk. Sean f, g ∈ Jk(Z) tales que

f +O(xck) = f̃ y g +O(xck) = g̃. Vemos que

f ◦ g ◦ f−1 = [f, g] ◦ g.

Por definición tenemos que nvl(g) ⩾ dk. Además, sabemos que

nvl([f, g]) ⩾ nvl(f) + nvl(g)− 1.

Por un lado, si nvl(f) ⩾ k + 1 o nvl(g) ⩾ dk + 1, entonces

nvl([f, g]) ⩾ k + dk = ck.

Es decir, tendremos que [f̃ , g̃] = x+O(xck). De esta manera f̃ ◦ g̃◦ f̃−1 =
g̃ ∈ Hk.
Si k ≡ 1 (mód 4), entonces podemos aplicar el argumento anterior.
Por otro lado, si k ̸≡ 1 (mód 4), nvl(f) = k y nvl(g) = dk, tenemos que
[f̃ , g̃] = x+ (k − dk)x

ck−1 +O(xck). De donde es claro que

f̃ ◦ g̃ ◦ f̃−1 = (x+ (k− dk)x
ck−1 +O(xck)) ◦ g = g− (dk − k)xck−1 +O(xck).

Vemos que dk − k = ck − 2k, por lo que dk − k ≡ ck (mód 2). De esta
manera, si ck − 1 ≡ 1 (mód 2), entonces dk − k ≡ 0 (mód 2). Esto implica
que f̃ ◦ g̃ ◦ f̃−1 ∈ Hk.

Concluimos que f̃Hkf̃
−1 ⊂ Hk. Dada la arbitrariedad de f̃ ∈ J ck

k (Z),
concluimos que Hk es normal.

Definiremos Γk := J ck
k (Z)/Hk. Este es el grupo en donde podremos cal-

cular con tranquilidad los cocientes como veremos en seguida.
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Proposition 3.15. Hk ⊂ ker(π̃).

Demostración. Notemos que

Hk = ⟨{fi+O(xck)|dk ⩽ i ⩽ ck−2, e i par}∪{(fi+O(xck))2|dk ⩽ i ⩽ ck−1, e i impar}⟩.

Más aún, vemos que

{fi +O(xck)|dk ⩽ i ⩽ ck − 2, e i par}
={fi +O(xck)|dk ⩽ i ⩽ 2k + 2, e i par} ∪ {f2i +O(xck)|k + 2 ⩽ i ⩽ ck

2 − 1}.

y

{(fi +O(xck))2|dk ⩽ i ⩽ ck − 1, e i impar}
={(fi +O(xck))2|dk ⩽ i ⩽ 2k + 3, e i impar} ∪ {(f2i+1 +O(xck))2|k + 2 ⩽ i ⩽ ck

2 − 1}.

Dado que π̃ ◦ p = π, tendremos que π(fi) = π̃(fi + O(xck)) para todo
i ⩾ k. Por la proposición 3.5, esto implica que

{f2i +O(xck)|k + 2 ⩽ i ⩽ ck
2 − 1} ⊂ ker(π̃).

y

{(f2i+1 +O(xck))2|k + 2 ⩽ i ⩽ ck
2 − 1} ⊂ ker(π̃).

Con esto, bastará demostrar que π̃(fi + O(xck)) = 0 para todo i ∈
{dk, . . . , 2k + 2} tal que i es par y π̃(fi + O(xck))2 = 0 para todo i ∈
{dk, . . . , 2k+ 3} tal que i es impar. Para hacer esto habrá que considerar la
clase de k módulo 4.

• Si k ≡ 3 (mód 4), entonces dk = 2k + 1 y ya sabemos que

π̃(f2k+1 +O(xck))2 = 0 = π̃(f2k+3 +O(xck))2,

por lo que bastará demostrar que π̃(f2k+2) = 0. Para esto consideremos

[fk+2, fk+1] = x+ x2k+2 + C(k + 2, k + 1)x3k+3 + · · · .

Vemos que f2k+2 ◦ [fk+2, fk+1]
−1 ∈ J3k+3(Z) ⊂ Jck(Z). Esto implica

que

π̃(f2k+2 +O(xck)) = π(f2k+2) = 0.
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• Si k ≡ 2 (mód 2), entonces dk = 2k + 2 y ya sabemos que π̃(f2k+3 +
O(xck))2 = 0. La demostración de que π̃(f2k+2) = 0 es análoga a la
anterior.

• Si k ≡ 1 (mód 4), entonces dk = 2k + 2. Ya sabemos que π̃(f2k+3 +
O(xck))2 = 0. Por otro lado, podemos aplicar el mismo argumento del
caso de k ≡ 3 (mód 4) para demostrar que π(f2k+2) = 0.

• Si k ≡ 0 (mód 4), entonces dk = 2k+4 y no hay nada que demostrar.

Dado que sus generadores están en ker(π̃), concluimos que Hk ⊂ ker(π̃).

Ahora basta aplicar el teorema del factor para ver que existe un único
morfismo ρ : Γk → H1(Jk(Z)) tal que el siguiente diagrama conmuta:

J ck
k (Z) H1(Jk(Z))

Γk

π̃

p′ ρ

Más aún, podemos juntar este diagrama con el de la observación 2.23, para
obtener el siguiente diagrama conmutativo:

Jk(Z) H1(Jk(Z))

Γk

π

p′◦p ρ

Esto, al igual que en secciones anteriores, nos permitirá calcular las cla-
ses en H1(Jk(Z)) por medio de las imágenes de ρ. La ventaja que obtenemos
en esta ocasión es que podremos describir de manera expĺıcita al núcleo de ρ.

De ahora en adelante tendremos que fijar k ⩾ 5. La razón de esto es
que, por obstrucciones técnicas no podemos dar una fórmula general para el
producto en J ck

k (Z) para k ∈ {2, 3, 4, 5}. Dicha descripción general, junto
con una descripción general del producto, inverso, y cierta versión del con-
mutador en Γk, se encuentran desarrolladas al final del apéndice, pues su
demostración involucra cálculos y verificaciones que, a pesar de ser simples,
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son engorrosos y no ofrecen mayores intuiciones sobre ninguno de los gru-
pos que nos interesan, al menos ninguna más de la que la misma formula
que se obtiene al final puede otorgar. El siguiente resultado es una descrip-
ción del conmutador en Γk por medio de las descripciones generales que se
encuentran en el apéndice.

Proposition 3.16. Sean f, g ∈ Γk, con f = p′(x+
∑ck−1

i=k αix
i +O(xck)) y

g = p′(x+
∑ck−1

i=k βix
i +O(xck)).

• Si k ≡ 3 (mód 4), entonces

[f, g] = p′(x+(αk+1βk−αkβk+1)x
2k+(αk+1βk−αkβk+1)x

3k+O(x3k+1)).

• Si k ≡ 2 (mód 4), entonces

[f, g] = p′(x+ (αk+1βk − αkβk+1)x
2k + 2(αk+2βk − αkβk+2)x

2k+1

+ (αk+1βk − αkβk+1)x
3k−1 +O(x3k+2)).

• Si k ≡ 1 (mód 4), entonces

[f, g] = p′(x+ (αk+1βk − αkβk+1)x
2k + 2(αk+2βk − αkβk+2)x

2k+1

+(3(αk+3βk − αkβk+3) + (αk+2βk+1 − αk+1βk+2))x
2k+2

+(αk+2βk − αkβk+2)x
3k +O(x3k+1)).

• Si k ≡ 0 (mód 4), entonces

[f, g] = p′(x+ (αk+1βk − αkβk+1)x
2k + 2(αk+2βk − αkβk+2)x

2k+1

+(3(αk+3βk − αkβk+3) + (αk+2βk+1 − αk+1βk+2))x
2k+2

+(4(αk+4βk − αkβk+4) + 2(αk+3βk+1 − αk+1βk+3))x
2k+3

+(αk+3βk − βk+3αk)x
3k+1 + (αk+3βk+1 − βk+3αk+1)x

3k+3 +O(x3k+4)).

Esta nueva fórmula nos permite calcular el subgrupo derivado de Γk:

Corollary 3.17. Sea k ⩾ 5.

a) Si k ≡ 3 (mód 4), entonces [Γk,Γk] = ⟨p′(x+ x2k + x3k +O(x3k+1))⟩.

b) Si k ≡ 2 (mód 4), entonces

[Γk,Γk] = ⟨p′(x+x2k+x3k−1+O(x3k+2)), p′(x+2x2k+1+O(x3k+2))⟩.
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c) Si k ≡ 1 (mód 4), entonces

[Γk,Γk] = ⟨p′(x+ x2k +O(x3k+1)), p′(x+ 2x2k+1 + x3k +O(x3k+1))⟩.

d) Si k ≡ 0 (mód 4), entonces

[Γk,Γk] =⟨p′(x+ x2k +O(x3k+4)), p′(x+ 2x2k+1 +O(x3k+4)),

p′(x+ x2k+2 +O(x3k+4)), p′(x+ x3k+1 +O(x3k+4)),

p′(x+ 4x2k+3 +O(x3k+4)), p′(x+ 2x2k+3 + x3k+3 +O(x3k+4))⟩

Demostración.

a) Vemos que

[p′(fk+1+O(x3k+1)), p′(fk+O(x3k+1))] = p′(x+x2k+x3k+O(x3k+1)).

De esta manera, ⟨p′(x + x2k + x3k + O(x3k+1)⟩ ⊆ [Γk,Γk]. Por otro
lado, retomando la notación del corolario anterior, tenemos que

[f, g] = p′(x+ x2k + x3k +O(x3k+1))(−1)αkβk+1+αk+1βk .

Es decir [f, g] ∈ ⟨p′(x+x2k+x3k+O(x3k+1)⟩ para todo f, g ∈ Γk. Esto
implica que [Γk,Γk] está contenido en ⟨p′(x + x2k + x3k + O(x3k+1)⟩,
y por tanto, que son iguales.

b) Vemos que

[p′(fk+1+O(x3k+2)), p′(fk+O(x3k+2))] = p′(x+x2k+x3k−1+O(x3k+2))

y

[p′(fk+2 +O(x3k+2)), p′(fk +O(x3k+2))] = p′(x+ 2x2k+1 +O(x3k+2)).

De esta manera, ⟨p′(x+x2k+x3k+O(x3k+2), p′(x+2x2k+1+O(x3k+2))⟩ ⊆
[Γk,Γk]. Por otro lado, retomando la notación del corolario anterior,
tenemos que

[f, g] =p′(x+ x2k + x3k−1 +O(x3k+2))(−1)αkβk+1+αk+1βk

◦p′(x+ 2x2k+1 +O(x3k+2))(−1)αkβk+2+αk+2βk
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Es decir, [f, g] ∈ ⟨p′(x+x2k+x3k+O(x3k+2), p′(x+2x2k+1+O(x3k+2))⟩
para todo f, g ∈ Γk. Esto implica que

[Γk,Γk] ⊆ ⟨p′(x+ x2k + x3k +O(x3k+2), p′(x+ 2x2k+1 +O(x3k+2))⟩

.

Concluimos la igualdad.

c) Basta notar que

[p′(fk+1 +O(x3k+1)), p′(fk +O(x3k+1))] = p′(x+ x2k +O(x3k+1))

y

[p′(fk+2+O(x3k+1)), p′(fk+O(x3k+1))] = p′(x+2x2k+1+x3k+O(x3k+1)).

Desde este punto se sigue de manera análoga a los casos anteriores.

d) Basta notar que

[p′(fk+1 +O(x3k+4)), p′(fk +O(x3k+4))] = p′(x+ x2k +O(x3k+4)),

[p′(fk+2 +O(x3k+4)), p′(fk +O(x3k+4))] = p′(x+ 2x2k+1 +O(x3k+4)),

[p′(fk+2+O(x3k+4)), p′(fk+1+O(x3k+4))] = p′(x+x2k+2+O(x3k+4)),

[p′(fk+3 +O(x3k+4)), p′(fk +O(x3k+4))] ◦ [p′(fk+2 +O(x3k+4)), p′(fk+1 +O(x3k+4))]−3

=p′(x+ x3k+4 +O(x3k+4)),

[p′(fk+4 +O(x3k+4)), p′(fk +O(x3k+4))] = p′(x+ 4x2k+3 +O(x3k+4))

y

[p′(fk+3+O(x3k+4)), p′(fk+1+O(x3k+4))] = p′(x+2x2k+3+x3k+3+O(x3k+4)).

Desde este punto se sigue de manera análoga a los casos anteriores.
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Con esto finalmente podemos determinar las relaciones de los generado-
res de π(J2k(Z)).

Proposition 3.18. Sea k ⩾ 5.

a) Si k ≡ 3 (mód 4), entonces, para i ∈ {k, . . . , 3k−1
2 } se tiene que

π(f2i+1) ̸∈
〈
{π(f2j+1)}

3k−1
2

j=k \ {π(f2i+1)}
〉
.

b) Si k ≡ 2 (mód 4), entonces |π(f2k+1)| = 2 y para i ∈ {k, . . . , 3k2 } se
tiene que

π(f2i+1) ̸∈
〈
{π(f2j+1)}

3k
2
j=k \ {π(f2i+1)}

〉
.

c) Si k ≡ 1 (mód 4), entonces π(f2k+1)
2 = π(f3k) y para i ∈ {k, . . . , 3k−3

2 }
se tiene que

π(f2i+1) ̸∈
〈
{π(f2j+1)}

3k−3
2

j=k \ {π(f2i+1)}
〉
.

d) Si k ≡ 0 (mód 4), entonces π(f2k+3)
2 = π(f3k+3), |π(f2k+1)| = 2, π(f3k+1) =

0 y para i ∈ {k, . . . , 3k−2
2 } se tiene que

π(f2i+1) ̸∈
〈
{π(f2j+1)}

3k−2
2

j=k \ {π(f2i+1)}
〉
.

Demostración. Recordemos que, para f ∈ Jk(Z), se tiene que π(f) = ρ ◦
p′(f +O(xck)).

a) Sea i ∈ {k, . . . , 3k−1
2 }. Por definición tenemos que

π(f2i+1) ∈
〈
{π(f2j+1)}

3k−1
2

j=k \ {π(f2i+1)}
〉
.

si y solo si existe para todo j ∈ {k, . . . , 3k−1
2 } \ {i} existe ϵj ∈ {0, 1}

tal que
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π(f2i+1) =
∏

k⩽j⩽ 3k−1
2

j ̸=i

π(f2j+1)
ϵj = π

x+
∑

k⩽j⩽ 3k−1
2

j ̸=i

ϵjx
2j+1

 .

Esta igualdad se cumple si y solo si existe g ∈ [Γk,Γk] tal que

p′(f2i+1 +O(x3k+1))g = p′

x+
∑

k⩽j⩽ 3k−1
2

j ̸=i

ϵjx
2j+1 +O(x3k+1)

 .

Por el corolario anterior tenemos que existe α ∈ Z tal que g = p′(x+
x2k + x3k +O(x3k+1))α, es decir, g = p′(x+αx2k +αx3k +O(x3k+1)).
De esta manera, la última igualdad se cumple si y solo si existe α ∈ Z
tal que

p′(x+αx2k+x2i+1+αx3k+O(x3k+1)) = p′

x+
∑

k⩽j⩽ 3k−1
2

j ̸=i

ϵjx
2j+1 +O(x3k+1)

 .

Dado que las preimagenes en J ck
k (Z) de estos elementos solo pueden

diferir desde el (2k + 1)−ésimo coeficiente, tenemos que la igualdad
anterior se cumple si y solo si existe h =

∑3k
l=2k+1 βlx

l tal que l ≡ 1
(mód 2) implica que βl ≡ 0 (mód 2) y

x+αx2k+x2i+1+αx3k+h+O(x3k+1) = x+
∑

k⩽j⩽ 3k−1
2

j ̸=i

ϵjx
2j+1+O(x3k+1).

Esto ocurre si y solo si α = 0, de donde

x+ x2i+1 + h+O(x3k+1) = x+
∑

k⩽j⩽ 3k−1
2

j ̸=i

ϵjx
2j+1 +O(x3k+1).
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Vemos que el (2i+1)−ésimo coeficiente del lado izquierdo de la igual-
dad es impar. Por otro lado el (2i + 1)−ésimo coeficiente del lado
derecho es nulo, por lo que es par. Esto es una contradicción.

b) Notemos que π(f2k+1)
2 = π(x+2x2k+1) = ρ◦p′(x+2x2k+1+O(x3k+2)) =

0. El resto de la demostración es análoga al caso anterior.

c) Notemos que

π(f2k+1)
2 = π(x+ 2x2k+1) = ρ ◦ p′(x+ 2x2k+1 +O(x3k+1)).

Por otro lado, vemos que

p′(x+2x2k+1+O(x3k+1)) = p′(x+x3k+O(x3k+1))p′(x+2x2k+1+x3k+O(x3k+1)).

De esta manera

π(f2k+1)
2 = ρ◦p′(x+2x2k+1+O(x3k+1)) = ρ◦p′(x+x3k+O(x3k+1)) = π(f3k).

El resto de la demostración es análoga a los casos anteriores.

d) Notemos que

π(f3k+1) = ρ ◦ p′(x+ x3k+1 +O(x3k+3)) = 0.

El resto de la demostración es análoga a los casos anteriores.

Notar que este último resultado implica en particular que, salvo los ele-
mentos expĺıcitamente mencionados, ninguno está en la clase de 0.

Finalmente podemos calcular la torsión de H1(Jk(Z)). Con todos los
resultados desarrollados, esto se vuelve una serie de observaciones.

Theorem 3.19. Sea k ⩾ 5.

a) Si k ≡ 3 (mód 4), entonces T (H1(Jk(Z))) ∼= (Z/2Z)
k+1
2 .

b) Si k ≡ 2 (mód 4), entonces T (H1(Jk(Z))) ∼= (Z/2Z)
k+2
2 .

c) Si k ≡ 1 (mód 4), entonces T (H1(Jk(Z))) ∼= Z/4Z
⊕

(Z/2Z)
k−3
2 .

d) Si k ≡ 0 (mód 4), entonces T (H1(Jk(Z))) ∼= Z/4Z
⊕

(Z/2Z)
k−2
2 .
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Demostración. Recordemos que T (H1(Jk(Z))) = π(J2k(Z)).

a) Sabemos que π(J2k(Z)) = ⟨π(f2i+1)|k ⩽ i ⩽ 3k−1
2 ⟩. Definimos

ωk : ⟨a1, . . . a k+1
2
|a 2

i , [ai, aj ]⟩ → π(J2k(Z))

ai 7→ π(f2(i+k−1)+1).

Por el corolario anterior sabemos que |π(f2i+1)| = 2 para todo i ∈
{k, . . . , 3k−1

2 }, y dado que π(J2k(Z)) es abeliano, tenemos que la asig-
nación está bien definida y es un morfismo. Este morfismo es claramen-
te sobreyectivo. Por otro lado, si g ∈ ker(ω) es distinto de la identidad,
tendremos que para todo i ∈ {1, . . . , k+1

2 } existe ϵi ∈ {0, 1} tal que

g =

k+1
2∏

i=1

aϵii

y existe j ∈ {1, . . . k+1
2 } tal que ϵj = 1. Esto implica que

0 = π(f2j+1)
∏

1⩽i≤ k+1
2

i ̸=j

π(f2j+1)
ϵi .

Esto es una contradicción con el corolario anterior. Concluimos que
ker(ω) = 0, y por lo tanto que

π(J2k(Z)) ∼= ⟨a1, . . . a k+1
2
|a 2

i , [ai, aj ]⟩ ∼= (Z/2Z)
k+1
2 .

b) Sabemos que π(J2k(Z)) = ⟨π(f2i+1)|k ⩽ i ⩽ 3k
2 ⟩. Definimos

ωk : ⟨a1 → a k+2
2
|a 2

i , [ai, aj ]⟩ → π(J2k(Z))

ai 7→ π(f2(i+k−1)+1).

El resto de la demostración es análoga al caso anterior.
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c) Sabemos que π(J2k(Z)) = ⟨π(f2i+1)|k ⩽ i ⩽ 3k−3
2 ⟩. Definimos

ωk : ⟨b, a1, . . . , a k−3
2
|b4, a 2

i , [ai, aj ], [b, ai]⟩ → π(J2k(Z))

b 7→ π(f2k+1)

ai 7→ π(f2(i+k)+1).

El resto de la demostración es análoga al caso anterior.

d) Sabemos que π(J2k(Z)) = ⟨π(f2i+1)|k ⩽ i ⩽ 3k−2
2 ⟩. Definimos

ωk : ⟨b, a1, . . . , a k−2
2
|b4, a 2

i , [ai, aj ], [b, ai]⟩ → π(J2k(Z))

a1 7→ π(f2k+1)

b 7→ π(f2k+3)

ai 7→ π(f2(i+k)+1) para i ⩾ 2.

El resto de la demostración es análoga al caso anterior.

3.3 Libertad

Solo nos queda calcular la parte libre de H1(Jk(Z)). Por suerte, esto no re-
quiere de un estudio tan extenso de la estructura de H1(Jk(Z)) como fue el
caso de la torsión, si no de solo un par de observaciones y definir correcta-
mente un morfismo. Más aún, podemos volver a fijar k ⩾ 2, pues no habrá
ninguna restricción técnica para esto.

Sabemos que [Jk(Z),Jk(Z)] ⊂ J2k(Z). Por el teorema del factor, esto
implica que el siguiente diagrama es conmutativo:

Jk(Z) J 2k
k (Z)

H1(Jk(Z))

p

π φ
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El morfismo φ es sobreyectivo pues p lo es, y claramente su núcleo es
π(J2k(Z)). También sabemos que π(J2k(Z)) = T (H1(Z)). Aśı, por el pri-
mer teorema de isomorf́ıa se tiene que

H1(Jk(Z))/T (H1(Jk(Z))) ∼= J 2k
k (Z).

Es decir, la parte libre H1(Jk(Z)) es isomorfa a dicho cociente, por lo
que bastará identificarlo con algún grupo conocido para terminar. Como ya
mencionamos antes, esto es suficientemente sencillo.

Proposition 3.20. El cociente J 2k
k (Z) es isomorfo a Zk.

Demostración. Construiremos un isomorfismo entre ambos grupos.
Sean f, g ∈ J 2k

k (Z), con f = x +
∑2k−1

i=k αix
i + O(x2k−1) y g = x +∑2k−1

i=k βix
i +O(x2k). Gracias a la primera formula de 2.1 vemos que

f ◦ g = x+
2k−2∑
i=k

(αi + βi)x
i + (α2k−1 + β2k−1 + kαkβk)x

2k−1 +O(x2k).

Esto describe el producto en J 2k
k (Z).

Por otro lado, definimos ψ : J 2k
k (Z) → Zk−1

⊕
Z como

ψ

(
x+

2k−1∑
i=k

αix
i +O(x2k)

)
= (αi)

2k−2
i=k ⊕ (kα 2

k − 2α2k−1).

Vemos que es un morfismo de grupos pues en las primeras coordenadas
es solo la proyección, mientras que en la ultima se tiene

k(αk + βk)
2 − 2(α2k−1 + β2k−1 + kαkβk) = kα 2

k − 2α2k−1 + kβ 2
k − 2β2k−1.

Notemos que ψ(x+
∑2k−1

i=k αix
i) = 0 si y solo si α2k−1 = k

2α
2
k y αi = 0

para todo i ∈ {k, . . . , 2k−2}. La segunda condición implica que, en particular
αk = 0, aśı que, si se cumplen ambas condiciones, entonces α2k−1 = 0. Es
decir, estas dos condiciones implican que αi = 0 para todo i ∈ {k, . . . , 2k−1}.
De esta manera se tiene que ker(ψ) = {x+O(x2k)}.
Sea x = (n1, . . . , nk) ∈ Zk. Vemos que nk = kn 2

1 − ñ. Más aun, existen
n ∈ Z y ϵ ∈ {0,−1} tales que ñ = 2n + ϵ. De esta manera tendremos
x = (n1, . . . nk−1, kα

2
k − 2n) + (0, . . . , 0,−ϵ). Esto implica que
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Zk/ψ(J 2k
k (Z)) ∼= Z/2Z.

Es decir ψ(J 2k
k (Z)) es de ı́ndice finito en Zk, por lo que son isomorfos.

Concluimos que J 2k
k (Z) ∼= ψ(J 2k

k (Z)) ∼= Zk.

Cabe mencionar que el morfismo

x+
∑
i⩾k

αix
i 7→ kα 2

k − 2α2k−1

es conocido como Resadk. Más sobre este morfismo puede ser encontrado en
el trabajo de H. Eynard-Bontemps y A. Navas en [6].

Finalmente, solo basta juntar esta proposición con el teorema 3.19 para de-
mostrar el teorema 1.2.



Caṕıtulo 4

Apéndice

4.1 Operaciones de series formales

Se dará la demostración de dos resultados importantes para establecer el
grupo de Jennings.

Proposition 4.1. La operación

◦ : xR[[x]]× xR[[x]] → xR[[x]](∑
i⩾1

αix
i,
∑
i⩾1

βix
i

)
7→
∑
i⩾1

αi

∑
j⩾1

βjx
j

i

está bien definida.

Demostración. Sean f, g ∈ xR[[x]]. Basta hacer el cómputo directo:

54
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f ◦ g =α1g +
∑
i⩾2

αig
i

=α1g +
∑
i⩾2

αi(
∑
j⩾1

βjx
j)i

=α1g +
∑
i⩾2

αi(β1x+
∑
j⩾2

βjx
j)i

=α1g +
∑
i⩾2

αi

i∑
l=0

(
i

l

)
(β1x)

i−l

∑
j⩾2

βjx
j

l

=α1g +
∑
i⩾2

αi

(β1x)
i +

i∑
l=1

(
i

l

)
(β1x)

i−l

∑
j⩾2

βjx
j

l


=α1g +
∑
i⩾2

αi(β1)
ixi +

∑
i⩾2

αi

 i∑
l=1

(
i

l

)
(β1x)

i−l

∑
j⩾2

βjx
j

l


Notemos que α1g y
∑

i⩾2 αi(β1)
ixi son elementos de xR[[x]]. Por otro lado,

reordenando obtendremos que para todo i ⩾ 3 existe un polinomio ϕi ∈
R[x1, . . . , x2(i−1)] tal que

∑
i⩾2

αi

 i∑
l=1

(
i

l

)
(β1x)

i−l

(∑
i⩾2

βix
j

)l
 =

∑
i⩾3

ϕi(α1, . . . , αi−1, β1, . . . , βi−1)x
i

de donde tenemos que f ◦ g se expresa como la suma de tres elementos de
xR[[x]], por lo que f ◦ g ∈ xR[[x]].

Corollary 4.2. Sean f, g ∈ xR[[x]], con f =
∑

i⩾1 αix
i y g =

∑
i⩾1 βix

i. Si
γi es el i−ésimo coeficiente de f ◦ g. Entonces

γi =


α1β1 si i = 1

α2β
2

1 + β2α1 si i = 2
αi(β1)

i + βiα1 + ϕi(α1, . . . , αi−1, β1, . . . , βi−1) si i ⩾ 3

Proposition 4.3. Sea f ∈ xR[[x]], con f =
∑

i⩾1 αix
i. Entonces existe

g ∈ R[[x]] tal que f ◦ g = x = g ◦ f si y solo si α1 ∈ R∗.
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Demostración. Por un lado, si existe g =
∑

i⩾1 βix
i tal que f ◦g = x, enton-

ces por el corolario anterior tenemos que α1β1 = 1. Esto implica que α1 ∈ R∗.

Por otro lado, si α1 ∈ R∗, entonces podemos definir

βi =


α−1
1 si i = 1

−α2(α1)
−3 si i = 2

−(α1)
−1(αi(α1)

−i + ϕi(α1, . . . , αi−1, β1, . . . , βi−1)) si i ⩾ 3

y considerar g :=
∑

i⩾1 βix
i. Una evaluación directa verifica que f ◦ g =

x = g ◦ f .

Proposition 4.4. J (R) ◁ J̃ (R) y J̃ (R)/J (R) ∼= R∗.

Demostración. Consideremos

φ : J̃ (R) → R∗∑
i⩾1

αix
i 7→ α1

Vemos que esta función está bien definida y es un morfismo de grupos.
Más aún, notemos que ker(φ) = J (R), por lo que este es un subgrupo

normal de J̃ (R). Finalmente, es claro que φ es sobreyectiva, aśı que por el

primer teorema de isomorfia concluimos que J̃ (R)/J (R) ∼= R∗.

4.2 Grupos con topoloǵıa

Los objetos centrales de esta tesis son grupos topológicos, por lo que es sen-
sato dar las definiciones y resultados correspondientes para discutir y desa-
rrollar el estudio de estos.

Definition 4.5. Un grupo topológico G es un conjunto con estructuras de
grupo y espacio topológico tales que las funciones

m : G×G→ G inv : G→ G

(f, g) 7→ f ◦ g g 7→ g−1

son continuas.
Todo grupo que no sea declarado como grupo topológico será asumido

como grupo topológico discreto.
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Observación 4.6. Sean G un grupo topológico y g ∈ G. Las funciones

Lg : G→ G Rg : G→ G Kg : G→ G

x 7→ gx x 7→ xg x 7→ gxg−1

son homeomorfismos.

Siendo nuestro objetivo abelianizar grupos topológicos, tendremos que de-
finir en que consiste cocientar en este contexto.

Proposition 4.7. Sea G un grupo topológico y N ⊴ G. El grupo G/N con
la topoloǵıa cociente que induce la proyección canónica es un grupo topológi-
co.

Intentar abelianizar solo cocientando por el subgrupo ⟨[g, h]|g, h ∈ G⟩ puede
traernos problemas a la hora de intentar replicar las propiedades que debeŕıa
cumplir. Es por esto que se define lo siguiente:

Definition 4.8. Sea G un grupo topológico. Definimos [G,G] como la clau-
sura de ⟨[g, h]|g, h ∈ G⟩.

A priori no tenemos ningún derecho a cocientar por este subconjunto, pues
ni siquiera es claro que es un subgrupo de G. Aclararemos la situación en-
seguida.

Proposition 4.9. Sea G un grupo topológico. Si H ≤ G, entonces H ≤ G.

Demostración. Primero, por definición tenemos la contención eG ∈ H ⊂ H.
Por otro lado, por definición tenemos la cadena de contenciones

H−1H ⊂ H ⊂ H.

Esto implica que H−1H ⊂ H ⊂ H. Notemos que

H−1H = m(H−1 ×H) ⊇ m(H−1 ×H) = m(H−1 ×H) = H−1H.

Finalmente, vemos que inv2 = idG, por lo que inv es un homeomorfismo.

Esto implica que H−1 = H
−1

. Concluimos que

H
−1
H ⊆ H−1H ⊆ H.

Y por lo tanto H ≤ G.
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Proposition 4.10. Sea G un grupo topológico. Si N ⊴ G, entonces N ⊴ G.

Demostración. Notemos que para todo g ∈ G se tiene que

Kg : G→ G

h 7→ ghg−1

es continua. Por definición Kg(N) ⊆ N para todo g ∈ G. Aśı que gNg−1 =

Kg(N) ⊆ Kg(N) ⊆ N para todo g ∈ G. Es decir N ⊴ G.

Con esto ya es claro que [G,G] ⊴ G.

Observación 4.11. Sea G un grupo topológico. El grupo H1(G) := G/[G,G]
es abeliano.

Finalmente, daremos un criterio para determinar cuando un grupo cocien-
te es discreto, pues trabajar con grupos discretos nos ayudará a simplificar
buena parte de nuestro trabajo.

Proposition 4.12. Sea G un grupo topológico y N ⊴ G. Entonces son
equivalentes:

a) G/N es discreto.

b) {eG/N} es abierto en G/N .

c) N es abierto en G.

Demostración. Demostraremos que a) implica b), que b) implica a) y que b)
es equivalente a c).

Primero, si G/N es discreto, entonces {x} es abierto para todo x ∈ G/N ,
por lo que, en particular {eG/N} es abierto.
Sea g ∈ G/N , notemos que {g} = Lg({eG/N}). Siendo Lg un homeomorfis-
mo, si {eG/N} es abierto, entonces {g} es abierto. Siendo g ∈ G/N arbitra-
rio, concluimos que si {eG/N} es abierto, entonces {g} es abierto para todo
g ∈ G/N , es decir, G/N es discreto.
Sea A ⊂ G, vemos que

p−1(p(A)) = AN =
⋃
a∈A

La(N).

En particular
p−1({eG/N}) = p−1(p(N)) = N,



CAPÍTULO 4. APÉNDICE 59

pues N = eGN . Además, por definición sabemos que U ⊂ G/N es abierto
si y solo si p−1(U) es abierto en G. De esta manera tendremos que N =
p−1({eG/N}) es abierto si y solo si {eG/N} es abierto en G/N .

4.3 El producto en un cociente

En esta sección se da una descripción del producto en el grupo J ck
k (Z), para

k ⩾ 5, junto con una descripción del producto, inverso y conmutador en Γk.
Dichas descripciones se encuentra al final de la sección.

Sean f, g ∈ J ck
k (Z), con f = x+

∑ck−1
i=k αix

i+O(xck) y g = x+
∑ck−1

i=k βix
i+

O(xck). Como sabemos f ◦g = x+
∑ck−1

i=k βix
i+
∑ck−1

i=k αi(x+
∑ck−1

j=k βjx
j)i+

O(xck). Para poder escribir f ◦ g de una manera ordenada, utilizaremos el
teorema multinomial. Para enunciarlo cómodamente tendremos que dar las
siguientes definiciones.

Definition 4.13. Sea v ∈ (Z⩾0)
m. Sea i ∈ {1, . . . ,m}. Escribiremos vi para

referirnos a la i−ésima coordenada de v.

Definition 4.14. Sea v ∈ (Z⩾0)
m. Definimos |v| :=

∑m
i=1 vi.

Definition 4.15. Sea n ∈ Z⩾0. Sea v ∈ (Z⩾0)
m tal que |v| = n. Se define el

número (
n

v

)
:=

n!∏n
i=1 vi!

.

Theorem 4.16 (Teorema Multinomial.). Sea R un anillo conmutativo con
unidad. Sean m,n ∈ Z⩾0 y {αi}mi=1 ⊂ R. Entonces(

m∑
i=1

αi

)n

=
∑

v∈(Z⩾0)
m

|v|=n

(
n

v

) m∏
i=1

(αi)
vi .

Para adaptarlo a una versión más adecuada para nuestro caso, notemos
que un elemento de J ck

k (Z) tiene ck − k+ 1 sumandos. Denotaremos mk :=
ck − k + 1. Fijaremos wk ∈ (Z⩾0)

mk como (wk)1 = 1 y (wk)i = k + (i − 2)
para i ∈ {2, . . . ,mk}. Sean v, w ∈ (Z⩾0)

m, definimos v · w =
∑m

i=1 viwi.
Dado que las operaciones para calcular el producto de Jk(Z)/Jck(Z) son las
de Z[[x]]/xckZ[[x]], tendremos que si en el producto de los sumandos aparece
una potencia de x mayor que ck. entonces ese termino desaparece. Con esto
en mente definimos Sn,k := {v ∈ (Z⩾0)

mk |v · wk < ck y |v| = n}. Podemos
reescribir f ◦ g de la siguiente manera:
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Corollary 4.17. Sean f, g ∈ Jk(Z)/Jck(Z), con f = x +
∑ck−1

i=k αix
i +

O(xck) y g = x+
∑ck−1

i=k βix
i +O(xck). Entonces

f ◦ g = x+

ck−1∑
i=k

βix
i +

ck−1∑
l=k

αl

∑
v∈Sl,k

(
l

v

)(ck−1∏
i=k

(βi)
vi−k+2

)
xv·w

k
+O(xck).

Analizaremos el conjunto Sl,k para l ⩾ k, pues su comportamiento nos indi-
cara que monomios pueden aparecer en los coeficientes del producto f ◦ g.

Demostración. Tenemos que

f ◦ g = x+

ck−1∑
i=k

βix
i +

ck−1∑
i=k

αi

x+

ck−1∑
j=k

βjx
j

i

+O(xck).

Por el teorema multinomial sabemos que, dado l ⩾ k, se tienex+

ck−1∑
j=k

βjx
j

l

=
∑

v∈(Z0⩾)mk

|v|=l

(
l

v

)
xv1

ck−1∏
j=k

(βjx
j)vj−k+2

=
∑

v∈(Z0⩾)mk

|v|=l

(
l

v

) ck−1∏
j=k

(βj)
vj−k+2xv1

ck−1∏
j=k

(xj)vj−k+2

=
∑

v∈(Z0⩾)mk

|v|=l

(
l

v

) ck−1∏
j=k

(βj)
vj−k+2xv1

mk∏
i=2

(xk+(i−2))vi

=
∑

v∈(Z0⩾)mk

|v|=l

(
l

v

) ck−1∏
j=k

(βj)
vj−k+2xv1

mk∏
i=2

(x(w
k)i)vi

=
∑

v∈(Z0⩾)mk

|v|=l

(
l

v

) ck−1∏
j=k

(βj)
vj−k+2xv1

mk∏
i=2

x(w
k)ivi

=
∑

v∈(Z0⩾)mk

|v|=l

(
l

v

) ck−1∏
j=k

(βj)
vj−k+2

mk∏
i=1

x(w
k)ivi
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=
∑

v∈(Z0⩾)mk

|v|=l

(
l

v

) ck−1∏
j=k

(βj)
vj−k+2x

∑mk
i=1(w

k)ivi =
∑

v∈(Z0⩾)mk

|v|=l

(
l

v

) ck−1∏
j=k

(βj)
vj−k+2xw

k·v.

Si v ∈ (Z⩾0)
mk es tal que |v| = l y v · wk ⩾ ck, entonces(

l

v

) ck−1∏
j=k

(βj)
vj−k+2xw

k·v ≡ 0 (mód xck).

De esta manera, si v ∈ (Z⩾0)
mk es tal que |v| = l y(

l

v

) ck−1∏
j=k

(βj)
vj−k+2xw

k·v ̸≡ 0 (mód xck).

Entonces v · wk < ck. Es decir, v ∈ Sl,k. Concluimos que

∑
v∈(Z⩾0)

mk

|v|=l

(
l

v

) ck−1∏
j=k

(βj)
vj−k+2xw

k·v =
∑

v∈Sl,k

(
l

v

) ck−1∏
j=k

(βj)
vj−k+2xw

k·v.

Lemma 4.18. Sean k ⩾ 2 y l ⩾ k. Si v ∈ Sl,k, entonces #{i ∈ {2, . . . ,mk}|vi ̸=
0} ⩽ 2.

Demostración. Sea v ∈ Sl,k. Asumiremos que existen i1, i2, i3 ∈ {2, . . . ,mk}
tales que vi1 , vi2 , vi3 son no nulas. Sin perdida de generalidad asumiremos
que i1 < i2 < i3. Si alguna de estas coordenadas es mayor o igual a 2,
entonces

v · wk ⩾vi1(k + (i1 − 2)) + vi2(k + (i2 − 2)) + vi3(k + (i3 − 2))

⩾vi1k + vi2(k + 1) + vi3(k + 2)

⩾2k + k + 1 + k + 2 = 4k + 3

⩾ck

lo que contradice que v ∈ Sl,k. Concluimos que vi1 = vi2 = vi3 = 1.
Si asumimos que existe i4 ∈ {2, . . . ,mk}\{i1, i2, i3} tal que vi4 ̸= 0, entonces
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por la contradicción anterior tenemos que vi4 = 1. Sin perdida de generalidad
podemos asumir que i3 < i4. Vemos que

v · wk ⩾vi1(k + (i1 − 2)) + vi2(k + (i2 − 2)) + vi3(k + (i3 − 2)) + vi4(k + (i4 − 2))

=k + (i1 − 2) + k + (i2 − 2) + k + (i3 − 2) + k + (i4 − 2)

⩾k + k + 1 + k + 2 + k + 3

=4k + 6

⩾ck.

Esto es una contradicción. Concluimos que {i ∈ {2, . . . ,mk}|vi ̸= 0} =
{i1, i2, i3}.
Vemos que |v| = l implica que v1 = l−3, con lo que finalmente tenemos que

v · wk =v1 + vi1(k + i1 − 2) + vi2(k + i2 − 2) + vi3(k + i3 − 2)

=l − 3 + k + i1 − 2 + k + i2 − 2 + k + i3 − 2

⩾k − 3 + k + k + 1 + k + 2 = 4k

⩾ck.

Esto es una contradicción. Finalmente, concluimos que #{i ∈ {2, . . . ,mk}|vi ̸=
0} ⩽ 2.

Nos concentraremos en el caso de k ⩾ 5, pues como veremos nos permi-
tirá dar una descripción general de Sl,k.

Lemma 4.19. Sean k ⩾ 5, l ⩾ k y v ∈ Sl,k.

a) Si {i ∈ {2, . . . ,mk}|vi ̸= 0} = {i1, i2}, entonces vi1 = 1 = vi2.

b) Si {i ∈ {2, . . . ,mk}|vi ̸= 0} = {i}, entonces vi ⩽ 2.

Demostración.

a) Sin perdida de generalidad asumiremos que i1 < i2. Asumiremos que
vi1 ⩾ 2. Si vi2 = 2, entonces v1 = l − 2− vi1 y

v · wk =v1 + vi1(k + (i1 − 2)) + vi2(k + (i2 − 2))

=l − 2− vi1 + vi1(k + (i1 − 2)) + 2(k + (i2 − 2))

=l − 2 + vi1(k + (i1 − 2)− 1) + 2(k + (i2 − 2))

⩾k − 2 + 2(k − 1) + 2(k + 1)

=5k − 2

⩾ck.
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Esto es una contradicción. De esta manera vi2 = 1 y v1 = l − 1− vi1 .
Esto implica que

v · wk =v1 + vi1(k + (i1 − 2)) + vi2(k + (i2 − 2))

=l − 1− vi1 + vi1(k + (i1 − 2)) + k + (i2 − 2)

=l − 1 + vi1(k + (i1 − 2)− 1) + k + (i2 − 2)

⩾k − 1 + 2(k − 1) + k + 1

=4k − 2

⩾ck.

Esto es una contradicción. Concluimos que vi1 = 1. Si asumimos que
vi2 ⩾ 2 llegaremos a una contradicción de manera análoga. Concluimos
que vi1 = 1 = vi2 .

b) Asumiremos que vi ⩾ 4. Tenemos que

v · wk ⩾ 4k ⩾ ck.

Esto es una contradicción. Concluimos que vi ⩽ 3.
Ahora asumiremos que vi = 3. Vemos que |v| = l implica v1 = l − 3.
Tenemos que

v · wk =v1 + vi(k + (i− 2))

=l − 3 + 3(k + (i− 2))

⩾k − 3 + 3k

=4k − 3

⩾ck.

Esto es una contradicción. Concluimos que vi ⩽ 2.

Observación 4.20. Sea l ⩾ k. Si v ∈ Sl,k, entonces v1 ̸= 0.

Definition 4.21. Sea l ⩾ k. Sea v ∈ Sl,k. Diremos que v es de:

• Tipo A si tiene dos coordenadas no nulas y v1 = l − 1.

• Tipo B si tiene dos coordenadas no nulas y v1 = l − 2.

• Tipo C si tiene tres coordenadas no nulas, en cuyo caso v1 = l − 2.
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De esta manera, podemos describir Sl,k como la unión de {(l, 0, . . . , 0)} y
los vectores de tipos A, B y C en este mismo. Esto nos permite determinar
los monomios que aparecerán en f ◦ g.

Lemma 4.22. Sean f, g ∈ Jk(Z)/Jck(Z), con f = x+
∑ck−1

i=k αix
i+O(xck)

y g = x+
∑ck−1

i=k βix
i+O(xck). Sean k ⩾ 5, l ⩾ k y v ∈ Sl,k. Tendremos que:

a) Si v es de tipo A, donde i ⩾ k es tal que vi−k+2 = 1, entonces

αl

(
l

v

)(ck−1∏
e=k

(βe)
ve−k+2

)
xv·w

k
= lαlβix

l−1+i

y v · wk ⩾ 2k − 1.

b) Si v es de tipo B, donde i ⩾ k es tal que vi−k+2 = 2, entonces

αl

(
l

v

)(ck−1∏
e=k

(βe)
ve−k+2

)
xv·w

k
=

(
l

2

)
αlβ

2
i x

l−2+2i

y v · wk ⩾ 3k − 2.

c) Si v es de tipo C, donde j > i ⩾ k son tales que vi−k+2 = 1 = vj−k+2,
entonces

αl

(
l

v

)(ck−1∏
e=k

(βe)
ve−k+2

)
xv·w

k
= l(l − 1)αlβiβjx

l−2+i+j

y v · wk ⩾ 3k − 1.

d) Si v = (l, 0, . . . , 0), entonces

αl

(
l

v

)(ck−1∏
e=k

(βe)
ve−k+2

)
xv·w

k
= αlx

l.

Demostración.

a) Notemos que v es de la forma (l − 1, 0 . . . , 0, 1, 0 . . . , 0). Esto implica
que (

l

v

)
=

l!

(l − 1)!0! · · · 1! · · · 0!
= l
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y
ck−1∏
e=k

(βe)
ve−k+2 = βi.

Más aún, tenemos que v · wk = l − 1 + i, con lo que se obtiene la
igualdad. Además, vemos que

l − 1 + i ⩾ k − 1 + i ⩾ k − 1 + k = 2k − 1.

b) Notemos que v es de la forma (l − 2, 0 . . . , 0, 2, 0 . . . , 0). Esto implica
que (

l

v

)
=

l!

(l − 2)!0! · · · 2! · · · 0!
=

(
l

2

)
y

ck−1∏
e=k

(βe)
ve−k+2 = β 2

i .

Más aún, tenemos que v · wk = l − 2 + 2i, con lo que se obtiene la
igualdad. Además, vemos que

l − 2 + 2i ⩾ k − 2 + 2i ⩾ k − 2 + 2k = 3k − 2.

c) Notemos que v es de la forma (l−2, 0 . . . , 0, 1, 0 . . . , 0, 1, 0, . . . , 0). Esto
implica que (

l

v

)
=

l!

(l − 2)!0! · · · 1! · · · 0!1! . . . 0!
= l(l − 1)

y
ck−1∏
e=k

(βe)
ve−k+2 = βiβj .

Más aún, tenemos que v · wk = l − 2 + i+ j, con lo que se obtiene la
igualdad. Siendo j > i ⩾ k, tenemos que j ⩾ k + 1. Vemos que

l − 2 + i+ j ⩾ k − 2 + i+ j ⩾ k − 2 + k + k + 1 = 3k − 1.

d) Tenemos que (
l

v

)
=

l!

l!0! · · · 0! · · · 0!
= 1
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y
ck−1∏
e=k

(βe)
ve+k−2 = 1.

Más aún, vemos que v · wk = l, con lo que se obtiene la igualdad.

Con esto ya podemos dar una descripción más ordenada de f ◦ g.

Theorem 4.23. Sean f, g ∈ Jk(Z)/Jck(Z), con f = x+
∑ck−1

i=k αix
i+O(xck)

y g = x+
∑ck−1

i=k βix
i +O(xck). Sea γl el l−esimo coeficiente de f ◦ g.

• Si k ⩽ l ⩽ 2k − 2, entonces γl = αl + βl.

• Si 2k − 1 ⩽ l ⩽ 3k − 3, entonces γl = αl + βl +
∑l−k+1

i=k iαiβl−i+1.

• γ3k−2 = α3k−2 + β3k−2 +
∑2k−1

i=k iαiβ3k−1−i+
(
k
2

)
αkβ

2
k .

• γ3k−1 = α3k−1+β3k−1+
∑2k

i=k iαiβ3k−i+
(
k+1
2

)
αk+1β

2
k +k(k−1)αkβkβk+1.

•

γ3k =α3k + β3k +
2k+1∑
i=k

iαiβ3k+1−i +

(
k

2

)
αkβ

2
k+1 +

(
k + 2

2

)
αk+2β

2
k

+ k(k − 1)αkβkβk+2 + (k + 1)kαk+1βkβk+1.

• Si k ≡ 0 (mód 2), entonces

γ3k+1 =α3k+1 + β3k+1 +
2k+2∑
i=k

iαiβ3k+2−i +

(
k + 1

2

)
αk+1(βk+1)

2 +

(
k + 3

2

)
αk+3β

2
k

+
∑

k⩽l,i,j<ck
i<j

l−2+i+j=3k+1

l(l − 1)αlβiβj .

• Si k ≡ 0 (mód 4), entonces

γ3k+2 =α3k+2 + β3k+2 +

2k+3∑
i=k

iαiβ3k+3−i +

(
k

2

)
αk(βk+2)

2 +

(
k + 2

2

)
αk+2(βk+1)

2

+

(
k + 4

2

)
αk+4β

2
k +

∑
k⩽l,i,j<ck

i<j
l−2+i+j=3k+2

l(l − 1)αlβiβj .
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y

γ3k+3 =α3k+3 + β3k+3 +

2k+4∑
i=k

iαiβ3k+4−i +

(
k + 1

2

)
αk+1(βk+2)

2 +

(
k + 3

2

)
αk+3(βk+1)

2

+

(
k + 5

2

)
αk+5β

2
k +

∑
k⩽l,i,j<ck

i<j
l−2+i+j=3k+3

l(l − 1)αlβiβj .

Demostración. Por el corolario 4.17, sabemos que

f ◦ g = x+

ck−1∑
i=k

βix
i +

ck−1∑
l=k

αl

∑
v∈Sl,k

(
l

v

)(mk∏
i=2

(βk+(i−2))
vi

)
xv·w

k
+O(xck).

Fijaremos l ⩾ k e identificaremos los vectores v ∈ Si,k, con k ⩽ i < ck,
tales que v · wk = l.
Si l ⩽ 2k− 2, entonces por el lema anterior sabemos que no existen vectores
de tipo A,B o C tales que v · wk = l. Esto nos deja solo con vectores de la
forma (i, 0, . . . , 0). Es claro que el único vector v con dicha forma tal que
v · wk = l es (l, 0 . . . , 0). De esta manera, los únicos sumandos de f ◦ g que
son divisibles por xl como factor y no por xl+1 son αlx

l y βlx
l. Basta facto-

rizar estos sumandos por xl para obtener el coeficiente γl, y por lo anterior,
tendremos la igualdad deseada.

Si 2k − 1 ⩽ l ⩽ 3k − 3, entonces por el lema anterior sabemos que no
existen vectores de tipo B o C tales que v · wk = l. Esto nos deja solo con
vectores de la forma (i, 0, . . . , 0) y de tipo A. Es claro que el único vector
v de la forma (i, 0, . . . , 0) tal que v · wk = l es (l, 0 . . . , 0). Aśı mismo, sea
v ∈ Si,k un vector de tipo A tal que v ·wk = l. Sea j ⩾ k tal que vj−k+2 = 1.
Tendremos que l = i − 1 + j, lo que implica que j = l − i + 1. Por el lema
anterior tendremos que

αi

(
i

v

)(ck−1∏
e=k

(βe)
ve−k+2

)
xv·w

k
= iαiβl−i+1x

l.

De esta manera, y manteniendo la notación anterior, tendremos que
j = l − i + 1 y k ⩽ j implican que el máximo valor de i es l − k + 1.
De esta manera, los únicos sumandos de f ◦ g que son divisibles por xl pero
no por xl+1 son αlx

l, βlx
l y
∑l−k+1

i=k iαiβl−i+1. Nuevamente, basta factorizar
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por xl dichos sumandos para obtener γl.

Para determinar los coeficientes restantes, contaremos los posibles vecto-
res de tipos B para k ≡ 0 (mód 4), pues en cualquier otro caso solo serán
un subconjunto de estos.

• Si v ∈ Sk,k, entonces

v ∈ {(k − 2, 2, 0, . . . , 0), (k − 2, 0, 2, 0, . . . , 0), (k − 2, 0, 0, 2, 0, . . . , 0)}.

• Si v ∈ Sk+1,k, entonces

v ∈ {(k − 1, 2, 0, . . . , 0), (k − 1, 0, 2, 0, . . . , 0), (k − 1, 0, 0, 2, 0, . . . , 0)}.

• Si v ∈ Sk+2,k, entonces v ∈ {(k, 2, 0, . . . , 0), (k, 0, 2, 0, . . . , 0)}.

• Si v ∈ Sk+3,k, entonces v ∈ {(k + 1, 2, 0, . . . , 0), (k + 1, 0, 2, 0, . . . , 0)}.

• Si v ∈ Sk+4,k, entonces v = (k + 2, 2, 0, . . . , 0).

• Si v ∈ Sk+5,k, entonces v = (k + 2, 2, 0, . . . , 0).

Gracias al lema anterior, los correspondientes monomios son(
k

2

)
αkβ

2
k x

3k−2,

(
k

2

)
αk(βk+1)

2x3k,

(
k

2

)
αk(βk+2)

2x3k+2,

(
k + 1

2

)
αk+1β

2
k x

3k−1(
k + 1

2

)
αk+1(βk+1)

2x3k+1,

(
k + 1

2

)
αk+1(βk+2)

2x3k+3,

(
k + 2

2

)
αk+2β

2
k x

3k(
k + 2

2

)
αk+2(βk+1)

2x3k+2,

(
k + 3

2

)
αk+3(βk)

2x3k+1,

(
k + 3

2

)
αk+3(βk+1)

2x3k+3(
k + 4

2

)
αk+4β

2
k x

3k+2,

(
k + 5

2

)
αk+5β

2
k x

3k+3.

Bastara agrupar los que se puedan factorizar por la misma potencia de x.
Finalmente, si v ∈ Sl,k es de tipo C, con j > i ⩾ k tales que vi−k+2 = 1 =
vj−k+2, entonces v · wk = l − 2 + i + j, con lo que bastará igualar v · wk al
ı́ndice deseado para obtener los términos restantes. Para los casos de k ̸≡ 0
(mód 4) basta con borrar los coeficientes correspondientes. Los restantes
no dependen de los que borramos, aśı que el calculo es el mismo para los
sobrevivientes.

Corollary 4.24. Sean f, g ∈ Γk, con f = p′(x +
∑ck−1

i=k αix
i + O(xck)) y

g = p′(x+
∑ck−1

i=k βix
i +O(xck)). Sea γl el l−esimo coeficiente de f ◦ g.
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• Si k ⩽ l ⩽ 2k − 2, entonces γl = αl + βl.

• Si 2k − 1 ⩽ l ⩽ dk − 1, entonces γl = αl + βl +
∑l−k+1

i=k iαiβl−i+1.

• Si dk ⩽ l ⩽ 3k − 3, entonces

γl =

{
αl + βl +

∑l−k+1
i=k iαiβl−i+1 (mód 2) , si l ≡ 1 (mód 2)

0 , si l ≡ 0 (mód 2)

.

• Si k ≡ 0 (mód 2), entonces γ3k−2 = 0.
Si k ≡ 1 (mód 2), entonces

γ3k−2 ≡ α3k−2 + β3k−2 +

2k−1∑
i=k

iαiβ3k−1−i +

(
k

2

)
αkβk (mód 2).

• Si k ≡ 0 (mód 2), entonces

γ3k−1 ≡ α3k−1 + β3k−1 +
2k∑
i=k

iαiβ3k−i +

(
k + 1

2

)
αk+1βk (mód 2).

Si k ≡ 1 (mód 2), entonces γ3k−1 = 0.

• Si k ≡ 0 (mód 2), entonces γ3k = 0.
Si k ≡ 1 (mód 2), entonces

γ3k ≡ α3k+β3k+
2k+1∑
i=k

iαiβ3k+1−i+

(
k

2

)
αkβk+1+

(
k + 2

2

)
αk+2βk (mód 2).

• Si k ≡ 0 (mód 2), entonces

γ3k+1 ≡ α3k+1+β3k+1+
2k+2∑
i=k

iαiβ3k+2−i+

(
k + 1

2

)
αk+1βk+1+

(
k + 3

2

)
αk+3βk (mód 2).

• Si k ≡ 0 (mód 4), entonces γ3k+2 = 0, y

γ3k+3 ≡ α3k+3 + β3k+3 +
2k+4∑
i=k

iαiβ3k+4−i + αk+3βk+1 (mód 2).
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Con esto podremos dar una formula para el inverso en Γk, y a través de
ambas formulas podremos dar una para el conmutador.

Corollary 4.25. Sea f ∈ Γk, con f = p′(x+
∑ck−1

i=k αix
i +O(xck)). Sea βl

el l−esimo coeficiente de f−1.

• Si k ⩽ l ⩽ 2k − 2, entonces βl = −αl.

• Si 2k − 1 ⩽ l ⩽ dk − 1, entonces βl = −αl +
∑l−k+1

i=k iαiαl−i+1.

• Si dk − 1 ⩽ l ⩽ 3k − 3, entonces

βl =

{
−αl +

∑l−k+1
i=k iαiαl−i+1 (mód 2) , si l ≡ 1 (mód 2)

0 , si l ≡ 0 (mód 2)
.

• Si k ≡ 0 (mód 2), entonces β3k−2 = 0.
Si k ≡ 1 (mód 2), entonces

β3k−2 ≡ α3k−2 +

2k−1∑
i=k

iαiα3k−1−i + αk +

(
k

2

)
αk (mód 2).

• Si k ≡ 0 (mód 2), entonces

β3k−1 ≡ α3k−1 +

2k∑
i=k

iαiα3k−i +

(
k + 1

2

)
αk+1αk (mód 2).

Si k ≡ 1 (mód 2), entonces β3k−1 = 0.

• Si k ≡ 0 (mód 2), entonces β3k = 0.
Si k ≡ 1 (mód 2), entonces

β3k ≡ α3k+

2k+1∑
i=k

iαiα3k+1−i+αk+2αk+

(
k

2

)
αkαk+1+

(
k + 2

2

)
αk+2αk (mód 2).

• Si k ≡ 0 (mód 2), entonces

β3k+1 ≡ α3k+1+

2k+2∑
i=k

iαiα3k+2−i+(k+1)αk+1+

(
k + 1

2

)
αk+1+

(
k + 3

2

)
αk+3αk (mód 2).
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• Si k ≡ 0 (mód 4), entonces γ3k+2 = 0, y

β3k+3 ≡ α3k+3 +

2k+4∑
i=k

iαiα3k+4−i (mód 2).

Demostración. Sabemos que f ◦f−1 = x. Por el corolario anterior tendremos
que:

• Si k ⩽ l ⩽ 2k − 2, entonces 0 = αl + βl, de donde βl = −αl.

• Si 2k − 1 ⩽ l ⩽ dk − 1, entonces 0 = αl + βl +
∑l−k+1

i=k iαiβl−i+1.
Vemos que l ⩽ 3k − 3 implica que l − i + 1 ⩽ 2k − 2 para todo
i ∈ {k, . . . , l − k + 1}. De esta manera, tenemos que

l−k+1∑
i=k

iαiβl−i+1 =
l−k+1∑
i=k

iαi(−αl−i+1),

de donde βl = −αl +
∑l−k+1

i=k iαiαl−i+1.

• Si dk − 1 ⩽ l ⩽ 3k − 3, entonces de manera análoga al punto anterior
tenemos que

βl =

{
−αl +

∑l−k+1
i=k iαiαl−i+1 (mód 2) , si l ≡ 1 (mód 2)

0 , si l ≡ 0 (mód 2)
.

• Si k ≡ 0 (mód 2), entonces β3k−2 = 0 por hipótesis.
Si k ≡ 1 (mód 2), entonces

0 ≡ α3k−2 + β3k+2 +

2k−1∑
i=k

iαiβ3k−1−i +

(
k

2

)
αkβk (mód 2).

Vemos que
∑2k−1

i=k iαiβ3k−1−i =
∑2k−1

i=k+1 iαiβ3k−1−i + kαkβ2k−1. Note-
mos que 3k− 1− i ⩽ 2k− 2, para todo i ∈ {k+1, . . . , 2k− 1}. De esta
manera tenemos que

∑2k−1
i=k+1 iαiβ3k−1−i = −

∑2k−1
i=k+1 iαiα3k−1−i. Por

otro lado, tenemos que

kαkβ2k−1 = kαk(−α2k−1 + kα 2
k ) = −kαkα2k−1 + k2α 3

k .

De esta manera, tenemos que
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2k−1∑
i=k

iαiβ3k−1−i ≡
2k−1∑
i=k+1

iαiα3k−1−i+kαkα2k−1+kαk ≡
2k−1∑
i=k

iαiα3k−1−i+kαk (mód 2).

Finalmente, recordando que βk = −αk, concluimos que

β3k−2 ≡ α3k−2 +
2k−1∑
i=k

iαiα3k−1−i + kαk +

(
k

2

)
αk (mód 2).

• Si k ≡ 0 (mód 2), entonces

0 ≡ α3k−1 + β3k−1 +

2k∑
i=k

iαiβ3k−i +

(
k + 1

2

)
αk+1βk (mód 2).

Vemos que
∑2k

i=k iαiβ3k−i =
∑2k

i=k+2 iαiβ3k−i + (k + 1)αk+1β2k−1 +
kαkβ2k. Notemos que 3k − i ⩽ 2k − 2 para todo i ∈ {k + 2, . . . , 2k}.
De esta manera tenemos que

∑2k
i=k+2 iαiβ3k−i = −

∑2k
i=k+2 iαiα3k−i.

Por otro lado, vemos que k ≡ 0 (mód 2) implica que

kαkβ2k ≡ 0 ≡ kαkα2k (mód 2).

Además, sabemos que β2k−1 = −α2k−1 + kα 2
k . Tenemos que

2k∑
i=k

iαiβ3k−i ≡
2k∑

i=k+2

iαiα3k−i+kαkα2k+(k+1)αk+1α2k−1 ≡
2k∑
i=k

iαiα3k−i (mód 2)

Finalmente, recordando que βk = −αk, concluimos que

β3k−1 ≡ α3k−1 +

2k∑
i=k

iαiα3k−i +

(
k + 1

2

)
αk+1αk (mód 2).

Si k ≡ 1 (mód 2), entonces β3k−1 = 0 por hipótesis.
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• Si k ≡ 0 (mód 2), entonces β3k = 0 por hipótesis.
Si k ≡ 1 (mód 2), entonces

0 ≡ α3k+β3k+
2k+1∑
i=k

iαiβ3k+1−i+

(
k

2

)
αkβk+1+

(
k + 2

2

)
αk+2βk (mód 2).

Vemos que

2k+1∑
i=k

iαiβ3k+1−i =

2k+1∑
i=k+3

iαiβ3k+1−i+(k+2)αk+2β2k−1+(k+1)αk+1β2k+kαkβ2k+1.

Notemos que 3k+1− i ⩽ 2k− 2 para todo i ∈ {k+3, . . . , 2k+1}. De
esta manera tenemos que

∑2k+1
i=k+3 iαiβ3k+1−i = −

∑2k+1
i=k+3 iαiα3k+1−i.

Por otro lado, vemos que k ≡ 1 (mód 2) implica que

(k + 1)αk+1β2k ≡ 0 ≡ (k + 1)αk+1α2k (mód 2).

Además, tenemos que β2k−1 = −α2k−1 + kα 2
k y

β2k+1 = −α2k+1 + kαkαk+2 + (k + 1)α 2
k+1 + (k + 2)αk+2αk.

Tenemos que

2k+1∑
i=k

iαiβ3k+1−i ≡
2k+1∑
i=k+3

iαiα3k+1−i + (k + 2)αk+2(α2k−1 + kα 2
k )

+ (k + 1)αk+1α2k + kαkα2k+1 (mód 2)

≡
2k+1∑
i=k

iαiα3k+1−i + (k + 2)kαk+2αk (mód 2)

Finalmente, recordando que βk = −αk y βk+1 = −αk+1, concluimos
que

β3k ≡ α3k+

2k+1∑
i=k

iαiα3k+1−i+αk+2αk+

(
k

2

)
αkαk+1+

(
k + 2

2

)
αk+2αk (mód 2).
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• Si k ≡ 0 (mód 2), entonces

0 ≡ α3k+1+β3k+1+

2k+2∑
i=k

iαiβ3k+2−i+

(
k + 1

2

)
αk+1βk+1+

(
k + 3

2

)
αk+3βk (mód 2).

Vemos que

2k+2∑
i=k

iαiβ3k+2−i =
2k+2∑
i=k+4

iαiβ3k+2−i + (k + 3)αk+3β2k−1

+ (k + 2)αk+2β2k + (k + 1)αk+1β2k+1 + kαkβ2k+2.

Notemos que 3k+2− i ⩽ 2k− 2 para todo i ∈ {k+4, . . . , 2k+2}. De
esta manera tenemos que

∑2k+2
i=k+4 iαiβ3k+2−i = −

∑2k+2
i=k+4 iαiα3k+2−i.

Por otro lado, vemos que k ≡ 0 (mód 2) implica que

(k + 2)αk+2β2k ≡ 0 ≡ (k + 2)αk+2α2k (mód 2)

y
kαkβ2k+2 ≡ 0 ≡ kαkα2k+2 (mód 2).

Además, tenemos que β2k−1 = −α2k−1 + kα 2
k y

β2k+1 = −α2k+1 + kαkαk+2 + (k + 1)α 2
k+1 + (k + 2)αk+2αk.

Tenemos que

2k+2∑
i=k

iαiβ3k+2−i ≡
2k+2∑
i=k+4

iαiα3k+2−i + (k + 3)αk+3α2k−1 + (k + 2)αk+2α2k

+ (k + 1)αk+1(α2k+1 + (k + 1)α 2
k+1) + kαkα2k+2 (mód 2)

≡
2k+2∑
i=k

iαiα3k+2−i + (k + 1)αk+1 (mód 2).

Finalmente, recordando que βk = −αk y βk+1 = −αk+1, concluimos
que
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β3k+1 ≡ α3k+1+
2k+2∑
i=k

iαiα3k+2−i+αk+1+

(
k + 1

2

)
αk+1+

(
k + 3

2

)
αk+3αk (mód 2).

• Si k ≡ 0 (mód 4), entonces β3k+2 = 0 por hipótesis. Por otro lado

0 ≡ α3k+3 + β3k+3 +
2k+4∑
i=k

iαiβ3k+4−i + αk+3βk+1 (mód 2).

Vemos que

2k+4∑
i=k

iαiβ3k+4−i =
2k+4∑
i=k+6

iαiβ3k+4−i + (k + 5)αk+5β2k−1 + (k + 4)αk+4β2k

+(k + 3)αk+3β2k+1 + (k + 2)αk+2β2k+2 + (k + 1)αk+1β2k+3 + kαkβ2k+4.

Notemos que 3k+4− i ⩽ 2k− 2 para todo i ∈ {k+6, . . . , 2k+4}. De
esta manera tenemos que

∑2k+4
i=k+6 iαiβ3k+4−i = −

∑2k+4
i=k+6 iαiα3k+4−i.

Por otro lado, vemos que k ≡ 0 (mód 2) implica que

(k + 4)αk+4β2k ≡ 0 ≡ (k + 4)αk+4α2k (mód 2),

(k + 2)αk+2β2k+2 ≡ 0 ≡ (k + 2)αk+2α2k+2 (mód 2)

y

kαkβ2k+4 ≡ 0 ≡ kαkα2k+4 (mód 2)

Además, tenemos que β2k−1 = −α2k−1 + kα 2
k ,

β2k+1 = −α2k+1 + kαkαk+2 + (k + 1)α 2
k+1 + (k + 2)αk+2αk,

y

β2k+3 = −α2k+3+kαkαk+4+(k+1)αk+1αk+3+(k+2)α 2
k+2+(k+3)αk+3αk+1+(k+4)αk+4αk.
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Tenemos que

2k+4∑
i=k

iαiβ3k+4−i ≡
2k+4∑
i=k+6

iαiα3k+4−i + (k + 5)αk+5α2k−1 + (k + 4)αk+4α2k

+ (k + 3)αk+3(α2k+1 + (k + 1)α 2
k+1) + (k + 2)αk+2α2k+2

+ (k + 1)αk+1α2k+3 + kαkα2k+4 (mód 2)

≡
2k+4∑
i=k

iαiα3k+4−i + (k + 3)(k + 1)αk+3αk+1 (mód 2)

Finalmente, recordando que βk+1 = −αk+1, concluimos que

β3k+3 ≡ α3k+3 +

2k+4∑
i=k

iαiα3k+4−i (mód 2).

Corollary 4.26. Sean f, g ∈ Γk, con f = p′(x +
∑ck−1

i=k αix
i + O(xck)) y

g = p′(x+
∑ck−1

i=k βix
i +O(xck)). Sea δl el l−esimo coeficiente de [f, g].

• Si k ⩽ l ⩽ 2k − 1, entonces δl = 0.

• Si 2k ⩽ l ⩽ dk − 1, entonces

δl =
l−k+1∑
i=k

(2i− l − 1)αiβl−i+1.

• Si dk ⩽ l ⩽ 3k − 3, entonces δl ≡ 0 (mód 2).

• Si k ≡ 0 (mód 2), entonces δ3k−2 = 0.
Si k ≡ 1 (mód 2), entonces δ3k−2 ≡ 0 (mód 2).

• Si k ≡ 0 (mód 2), entonces

δ3k−1 ≡
(
k + 1

2

)
(αk+1βk + βk+1αk) (mód 2).

Si k ≡ 1 (mód 2), entonces δ3k−1 = 0.
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• Si k ≡ 0 (mód 2), entonces δ3k = 0.
Si k ≡ 1 (mód 2), entonces

δ3k ≡
(
k

2

)
(αkβk+1+βkαk+1)+

(
k + 2

2

)
(αk+2βk+βk+2αk) (mód 2).

• Si k ≡ 0 (mód 2), entonces

δ3k+1 ≡
(
k + 3

2

)
(αk+3βk + βk+3αk) (mód 2).

• Si k ≡ 0 (mód 4), entonces δ3k+2 = 0.

• Si k ≡ 0 (mód 4), entonces

δ3k+3 ≡ αk+3βk+1 + βk+3αk+1 (mód 2).

Demostración. Notemos que [f, g] = (f ◦ g) ◦ (g ◦ f)−1. Podemos utilizar
los últimos dos corolarios para calcular (g ◦ f)−1. Estos cálculos, al igual
que el computo de (f ◦ g) ◦ (g ◦ f)−1, son análogos a los de la demostración
anterior.
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