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Resumen

En esta tesis se calcularon las abelianizaciones de los grupos de series de
potencias formales con coeficientes enteros J;(Z), para k > 5. Esto se logro
calculando directamente clases de equivalencia en las correspondientes abe-
lianizaciones, a diferencia de el trabajo de I. K. Babenko y S. A. Bogatyy en
[1], en donde los autores dan un morfismo explicito para calcular el caso de
k = 2. Se espera que los casos restantes puedan ser abarcados directamente
por métodos similares a los de esta tesis.

Abstract

In this thesis we compute the abelianization of the formal power series group
with integer coeficients Ji(Z), for k > 5. This was accomplished by dealing
directly with the equivalence classes in the corresponding abelianizations,
in contrast with the work of I. K. Babenko and S. A. Bogatyy in [1], where
the authors give an explcit abelianization morphism for the case k = 2.
We expect to be able to compute the remaining abelianizations by applying
methods similar to those employed in this thesis.
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Capitulo 1

Introduccion

Sea R un anillo conmutativo. Se define su anillo de series de potencias for-
males como

o; € R, ViGNO},

R[[z]] := {Zaixi

120

con la suma definida por la suma coeficiente a coeficiente y el producto
definido por

- Rl[z]] x R[[z]] = R[]

(Z aixi, Z,Bll‘l> — Z Za]ﬂi_j :Iii.

>0 >0 i>0 \ j=0

Notemos que 2! - 2° = z!** para todo s,t € Ny, y que por tanto 2 es la
identidad en este anillo.

Por distintas y variadas razones las series de potencias son objetos muy
estudiados en diversas areas de la matematica. En particular cuando R es
un espacio topolégico, pues podremos definir la evaluacion de una serie de
potencias f =} ;- a;z" en un elemento a € R como

N

f(a) := lim E a;a’.
N—o0 4
=0
cuando tal limite existe. Ejemplos de esto ocurren cuando consideramos

R como el cuerpo de niimeros reales R o el cuerpo de nimeros complejos C

8
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con sus topologias usuales. Estos dos ejemplos son notables por sus fuertes
relaciones con el analisis real y complejo, respectivamente. Si bien no siempre
estard bien definido, esto nos incita a pensar en los elementos de R[[z]]
como funciones de R en si mismo, pero sujetas a las topologia de R, pues
claramente no siempre tiene sentido evaluar en un elemento arbitrario de
R. Asi mismo, pensando en las series de potencias como funciones, podemos
preguntarnos qué ocurre al componer una serie de potencias formal con otra.
Al igual que antes, esto no siempre tiene sentido, pero un caso notable en el
que si lo tiene es cuando nos restringimos a
g = 0} .

Notemos que zR[[z]] es un subanillo de R[[z]]. Esto define una nueva
operacion:

zR[[z]] := {Z oz’ € R[[z]]

120

o: zR[[z]] x xR][[z]] — xR[[z]]

(Z“ixi’zﬁiﬂ)ﬁzai > 6 |

i1 i>1 i>1 =1

en donde (E]?l Bj:vj)l corresponde a la i—ésima potencia de Zj21 Bjacj
respecto al producto del anillo R[[z]]. El hecho de que esta operacién estd
bien definida se encuentra demostrado como la proposicion 4.1 en el apéndice
al final de esta tesis.

No es dificil darse cuenta de que esta operacién es asociativa y que fox =
f =zo f para todo f € xR[[z]]. De esta manera, es natural preguntarse por
la invertibilidad de un elemento respecto a esta operacién. La respuesta es
sorprendentemente sencilla: basta con que el coeficiente lineal sea invertible
para que la serie de potencias lo sea. Este hecho se encuentra demostrado
como la proposicion 4.3 del apéndice. De esta manera, tendremos que

a1 € R*}

J(R) := {Zail‘i € 2R[[x]

i1

es un grupo bajo la composicién.

Podemos definir
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J(R) = {fe?(\l_{)’f—x—i—z:aixi}.

122

Este es es un subgrupo normal de J(R) y el cociente J(R)/J(R) es
isomorfo a R*. Es asi como, en cierto sentido, se puede decir que el grupo

—~—

J(R) concentra buena parte de la informacién de J(R).
Sea k > 2. Dentro de J(R) podremos encontrar el subgrupo

Jk(R) = fEJ(R)‘f:x—i-Zoziaci

ik

Estos seran los grupos en los que trabajaremos, y nos familiarizaremos
con ellos mas adelante.

El grupo J(R) tiene una estructura natural de grupo topolégico. La de-
finicién de grupo topoldgico, junto con ciertos resultados que usaremos mas
adelante se encuentran desarrollados en el apéndice de esta tesis. Para hacer
evidente dicha estructura, tenemos que partir desde R. Diremos que un ani-
llo R es un anillo topolégico si R es un espacio topoldgico y tanto la suma
como el producto son funciones continuas. Si R no tiene una topologia se
le puede dar la topologia discreta, lo cual lo vuelve un anillo topoldgico. De
esta manera podremos darle una topologia a R[[z]]. Para esto basta identifi-
car este anillo con RN como conjuntos de la forma natural. Luego, se puede
dotar a RN con la topologfa producto, es decir, la convergencia viene dada
coordenada a coordenada. Dado que identificamos RN con R[[z]], podemos
dotar a este ultimo con la misma topologia. Notemos que la suma en R[[z]]
esta definida como la suma en R coeficiente a coeficiente, mientras que el
producto es, coeficiente a coeficiente, una suma finita de productos de R.
Esto implica que R[[z]] con la topologia producto es un anillo topoldgico,
Asi mismo, siendo un subconjunto de R[[z]], podremos dotar a J(R) con la
topologia de subespacio. Esto lo vuelve un grupo topolégico, pues la opera-
cién de composicién se determina por sumas y productos en R[[x]].

Por suerte para nosotros y como podria sugerir la notacién, no somos los
primeros interesados en objetos de este tipo. Si bien el estudio de grupos de
series de potencias se remonta a los trabajos de S. Bochner y W.T. Martin
en [2] y M. Goto en [3], es en el trabajo de S. A. Jennings en [4] en donde
por primera vez se define y demuestra que J(R) es un grupo topolégico bajo
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la composicién, pero no necesariamente con la misma topologia que hemos
definido nosotros. Notablemente, los primeros dos trabajos consideran se-
ries de potencias en varias variables sobre C y sobre un cuerpo arbitrario
respectivamente, mientras que Jennings considera series de potencias for-
males sobre un anillo conmutativo cualquiera en una sola variable. Esto le
permitié establecer varios resultados basicos, razon por la cual este tipo de
grupo suele ser llamado grupo de Jennings en la literatura. Uno de dichos
resultados es el siguiente

Proposition 1.1. El grupo [Jx(R), Jr(R)] esta contenido en Jor(R).

A finales de la década de los 80 y principios de la de los 90, los grupos
de Jennings recibieron gran atencion para los casos en que R es un cuerpo
finito (situacion en la que son llamados grupos de Nottingham) por su fuerte
relacion con la teoria de Galois y la teoria de pro p—grupos, como puede ser
evidenciado en [5], donde R. Camina demuestra que todo pro p—grupo con
base contable estd contenido en J(F),). En esta tesis nos concentraremos en
el caso de J(Z), que a diferencia de los grupos de Nottingham, no es local-
mente compacto, pues es topoldgicamente equivalente a ZN. Esto nos impide
usar resultados derivados de la medida de Haar, por lo que tendremos que
buscar un acercamiento alternativo para entender que ocurre en este grupo.
En el trabajo de I. K. Babenko y S. A. Bogatyy en [1], entre varios otros re-
sultados, los autores demuestran que la abelianizacion de J(Z) es isomorfa
a Z> @(Z/27)%. Concretamente, demostraron que la funcion

0:J(L) > ZSLSL/2LSL/2Z

ag(ag +1)

x+Zaixl'—> (ag,ag—a22,a4+a5+ 2

i>2

(méd 2), a7 + as(ag +1) (méd 2))

es un morfismo sobreyectivo cuyo nicleo es [J(Z), T (Z)].

Tomando inspiracion en este resultado, dedicaremos esta tesis a calcular
las abelianizaciones de los grupos Ji(Z), pues veremos que esto nos ofrecerd
nuevas intuiciones sobre el producto en estos grupos, cosa que es valiosa,
pues determinar la composicion de dos series de potencias formales como
una serie de potencias formal no es una tarea fdcil.

A diferencia del resultado de I.K. Babenko y S.A. Bogatyy, nosotros no dare-
mos un morfismo explicito, si no que calcularemos directamente las clases en
Hy(Jx(Z)). Para hacer esto posible usaremos algunas de las técnicas que los
autores mencionados usaron. Entre estas, la mds importante serd demostrar
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que dado k > 2, existe ¢, > k tal que T, (Z) C [Ti(Z), Ti(Z)). Esto nos da
una forma sencilla de verificar cudndo un elemento de Ji(Z) se encuentra
en el grupo derivado, y a través de esto determinar varias propiedades de las
clases en Hi(Jy(Z)). También nos permitird olvidar la topologia de Ji(Z),
lo que aliviard en gran medida los cdlculos que haremos.

Nuestro teorema principal es el siguiente:

Theorem 1.2. Sea k > 5.
Si k=3 (mbd 4), entonces

Hi(7(2)) = 2" P (z/22)+
Si k=2 (méd 4), entonces
H\(7(2)) = 2" P(z/22) "+
Sik=1 (méd 4), entonces
Hi(T:(2)) = 2F @ z/12 P)(2/22) 5

Si k=0 (méd 4), entonces

Hi(T:(2)) = 2F @ z/12 P(2/22)F

St bien el enunciado es para k > 5, de todas formas la gran mayoria de
los resultados serdn enunciados para k > 2, pues es solo al final y por
unos detalles técnicos que se impone esta restriccion. Los casos restantes
no pudieron ser abordados en esta tesis por restricciones temporales, pero
se espera que no presenten nuevas dificultades mds alld del tedio que sea
calcularlas directamente.



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Grupo de Jenninngs

Antes de dar nuevos resultados, nos familiarizaremos con el grupo de Jen-
nings.

No es precisamente sencillo determinar los coeficientes de f o g para todo
fyg € J(Z). Por suerte para nosotros, ezisten formulas que nos permiten
estimar los primeros coeficientes de fog y [f, 9]

Proposition 2.1. Sean f =+ 2™ + Qpysa™ S+ y g =+ Bra" +
Brrx™" + -+ elementos de J(Z). Sean t = min{s,r,n —1} y

_ (m+ 8)omysPn sit=s _ MOy Ppar Sit=r _ (’;)amﬁf sit=n—1
n 0 sit£s 2 0 sit£r P 0 sit#n—1
Se tiene que:

1) fog=f+g—z+mambpr™ "L+ (71 + 72 +g)a™ L 4 Ry,
donde Ry, € x™ " HZ[[z]].

2) Sim>nyr>s>n, entonces
(£, 9] = 2+ (m — n)apmBuz™ ™ + C(m,n)am a2 4 ...
Donde C(m,n) = (") — (m —n)(m+n—1).
Demostracion.

1) Ver la proposicién 2.3 de [1].

13
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2) Vemos que

2
e [fgl—z=(fog—gof)o(gof) ! =(m—n)amBea™ " + Cap B2z 20 4 ...

fog—gof =(m—n)amBua™ + <m> B, 220D

Por otro lado, tenemos que

[f,9)0(go f) =go f+(m—n)ambu(go )™ '+ Camp(go f)+--
=g+ f —z + nBpama™ !
+ (M = n)m B (@ + Bpx" 4 - )T 4 Ca 8,2 (x4 -+ ) 4 -+
=g+ f—x+((n+ (m—n)ayy,)B,)zm !
+ ((m+n—1)(m —n) + C)ay, 8, 2am 2= ...

Dado que [f,g]ogo f = fog, podemos igualar coeficiente a coeficiente
para ver que

(?) =C+(m-n)(m+n—1),

de donde se obtiene que C' depende solo de m y n, y que es igual a
(3) — (m—=n)(m+n-1).

O]

En algunas ocasiones simplificaremos aun mds la formula para fog y
escribiremos

foeg=f+g9g—2+R

con R € z™ = 17[[x]].
Cabe mencionar que el [—esimo coeficiente de Ry, es un polinomio de va-
rias variables evaluado en {«; i;ln y {B: i;;

Un concepto que mos ayudard a evidenciar varias situaciones y cumplird
un rol similar al del grado en los polinomios es el siguiente:
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Definition 2.2. Sea f =2+, oz’ € J(Z)\ {z}. Llamaremos nivel de
fa
nul(f) := min{i > 2|a; # 0}.

Para la identidad se define nvl(z) = oco.
Dicho en palabras, el nivel de un elemento de J(Z) seréd la potencia con
coeficiente no nulo mas pequena.

Gracias a la proposicién 2.1 podemos deducir lo siguiente

Corollary 2.3. Sean f,g € J(Z). Se cumple que:

a) nvl(f og) = min{nvl(f),nvl(g)}.
b) nul(f~ 1) =nol(f) y f~' =2z — f+ R, con R € 2> N-17[[z]].

¢) nul(fY) = nol(f) y f* = 1f — (1 — Da + Ry, con Ry € x*"N=17[[z]]
para todo 1 € 2.

d) nol([f,g)) > nol(f) +nvl(g) - 1.

Demostracion. Sean f,g € J(Z). Si g = x, entonces a) y d) se cumplen
trivialmente. Si f = x, entonces todas las propiedades se cumplen trivial-
mente. Asumiremos que f # x # g. Sean m = nvl(f) y n = nvl(g). Por
definicién tenemos que

f=z+4+ apz™+ Z a;xt,

i>m-+1

g=a+ " + Z Bix’

izn+1
y am # 0 # Bp.

a) Sabemos que
fog=f+g—z+R

donde R € x™ " 1Z[[z]], es decir R =37, ., %' Reemplazando
podemos reescribir:

fog=a+ama™+ 8"+ > aw+ > fat+ Yy

i>m-4+1 izn+1 izm+n—1
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Siendo m y n mayores que 1, tenemos que m +n — 1 > min{m,n}.
Asi, es claro que nvl(fog) > min{m,n}, donde la desigualdad estricta
se obtiene si y solo sim =ny ., = —0p.

b) Sabemos que =foftlyfoft=f+f'—2+R dondeREc
2™+l =1711z]]. Reemplazando vemos que
r=z+f+f'+R,

de donde es claro que

Siendo nvl(f~1) > 2, tenemos que m + nvl(f~!) — 1 > m. De esta
manera vemos que nvl(f~!) = m.

¢) Basta hacer induccién sobre [. El caso base es trivial. Para el paso
inductivo, basta notar que

i = flof = fl4f—a+R =1f—(I-1)z+f—2+R+R = (I+1) f—lz+Ry41,

donde Ryy1 := R+ R;. Asi, para todo [ € Z™" tendremos que para todo
1 > m existen y; € Z tales que

! =2+ lapa™ + Z izt
i>m—+1
de donde es claro que nvl(f') = m para todo I € Z+.
d) Sabemos que
(£ 9] =2+ (m = n)amBuz™ ™1+ Yy’
iZzm-+n

De donde es claro que si m # n, entonces nvl([f,g]) = m +n — 1,
mientras que si m = n, entonces nvl([f,g]) >m+n — 1.

O]
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FEsto nos permite reescribir

Tk(Z) = {f € T(Z)Invl(f) > k}.

En particular Jo(Z) = J(Z). Con esta notacion es facil demostrar lo si-
guiente:

Proposition 2.4. Sea k > 2. Entonces Jp(Z) < J(Z).

Demostracion. Sea k > 2 fijo. Primero, dado que oo > k, tendremos que x €
Jk(Z). Por otro lado, sean f, g € Jx(Z). Por definicién min{nvl(f),nvl(g)} >
k. Vemos que

nul(f o g™ 1) = min{nvl(f),nvl(g~ ')} = min{nvl(f),nvl(g)} > k.

Esto demuestra que Jx(Z) < J(Z).
Finalmente, sean f € J(Z)y g € Jx(Z). Notemos que fogo f~ = [f,g]og.
De esta manera, tenemos que

nvl(fogo f~1) =nvl([f,g] o g) = min{nvl([f,g]), nvl(g)}

Dado que nvl(f) > 1, vemos que nvl([f,g]) = nvl(f) + nvl(g) — 1 >
nvl(g). Es decir

min{nvl([f,g]), nvl(g)} = nvl(g) = k,

y por lo tanto nvl(fogo f~1) > k. Concluimos que fogo f~1 € Jx(7Z),
y asi mismo, que Jx(Z) < J(Z). O

De hecho podemos demostrar algo un poco mds fuerte
Corollary 2.5. Sea k > 2. Se cumple que |l > k si y solo si Ji(Z) < Tx(Z).

Demostracion. Sea k > 2 fijo. Vemos que si [ > k, entonces por definicién
JI(Z) C Ji(Z), por lo que J(Z) N Ti(Z) = Ji(Z). Mas aun, vemos que
Ji(Z) < J(Z) implica que

TUL) (\Te(Z) < Tn(Z) (T (),

'En la literatura los grupos J (R) se suelen indexar con k — 1, a diferencia de como lo
hemos hecho aqui. El motivo de no seguir la notacién usual es ligeramente méas profundo
que simple estética, como veremos a lo largo de la tesis. De todas formas, la matematica
subyacente a todo esto no cambia, pues bastara hacer los traslados correspondientes si se
desease adecuar a la indexacién usual.
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y siendo Jx(Z) N J(Z) = Jk(Z), tendremos que J;(Z) < Ji(Z).
Por otro lado, vemos que fJ(Z)f~' C J(Z) para todo f € J(Z), ast que
en particular f7,(Z)f~ C Ji(Z) para todo f € Jix(Z). Con esto concluimos
que Ji(Z) < Ji(Z).
Por ultimo, si J;(Z) < Jx(Z), entonces en particular J;(Z) C Ji(Z). Por
definicién z + z! € J)(Z), asi que en particular z + 2! € Ji(Z). Es decir
1> k. O

Sean k > 2 y 1 > k, escribiremos JL(Z) para referirnos a Jx(Z)|Ti(Z).

Ver a J(Z) como grupo topoldgico puede ser dificil. Por suerte para
nosotros, los subgrupos Ji(Z) nos permitirdn ignorar en gran medida esta
topologia. Primero, vemos que cumplen una propiedad topoldgica bastante
interesante.

Proposition 2.6. Sea k > 2. El subgrupo Ji(Z) es abierto y cerrado en
J(Z).

Demostracion. Fijaremos k > 2. Recordemos que la topologia de Z[[x]] es
la que se obtiene al identificarlo con ZN por medio de la funcién

@ : Zx]] = ZN
Y’ = (@ic)iez

=0
Bajo esta identificacién, tendremos que
O(T(Z)) = {(z;) € ZN|zy = 0,20 = 1,2, = 0si 3 < i < k — 1}.
Por otro lado, consideremos la proyeccién
pe—1 : ZN — 7!
(i)iez+ — (T1, .0, Tp—1)-

Sabemos que es continua por definicién de ZVN. De esta manera, siendo Z+~!
discreto, tenemos que {(0,1,0...,0)} es abierto y cerrado. Por lo tanto

(pr—1)"1((0,1,0,...,0)) = {(z;) € ZN|zy = 0,29 = 1,2, = 051 3 < i < k—1}

es abierto y cerrado en ZY. Esto implica que J(Z) es abierto y cerrado en
Z[[z]].

Finalmente, dado que Jx(Z) N J(Z) = Ji(Z), tendremos que esto implica
que Ji(Z) es abierto y cerrado en J(Z). O
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Esto tiene dos consecuencias importantes, que serdn las que permitirdn
las simplificaciones mencionadas. La primera requiere definir un poco de
notacion.

e Para todo n > 2 se define el elemento f, :=x + 2" en J(Z).

o Sea S un subconjunto de un espacio topologico. Escribiremos S para
denotar a su clausura.

e Sea S un subconjunto de un grupo. Escribiremos (S) para denotar al
subgrupo generado por S.

Esto nos permite describir los subgrupos Ji(Z) de una manera mucho
mds comoda.

Corollary 2.7. Ji(Z) = (fnln = k)

Demostracion. Por un lado, es claro que f,, € Ji(Z) para todo n > k. Esto
implica que

(faln = k) C Ti(Z).
Dado que Jx(Z) es cerrado, esto implica que

{fuln = k) C Ti(Z).

Por otro lado, sea g € Jk(Z), con g = x + ), a;z'. Definimos la
siguiente sucesion

gi = (fr)™* para i < k
9i = gi—10 (fi)™77=1i parai >k
donde 7, ; es el [—esimo coeficiente de g;. Vemos que lim g, = g. Esto implica

que g € (fnln = k). Por lo tanto Jx(Z) C (fnln = k). Concluimos que se
verifica la igualdad. O

La sequnda consecuencia es aun mdas directa
Corollary 2.8. Sean k,l € Z*. Sil >k > 2, entonces JL(Z) es discreto.

Demostracion. Dado que J;(Z) es abierto en J(Z), tendremos que J;(Z) =
Ji(Z) N Jk(Z) es abierto en Ji(Z). Esto es equivalente a que Jl(Z) sea
discreto. O
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Por esta razon trabajaremos con j,i(Z) stempre que podamos. Caracte-
rizar los elementos de este cociente es relativamente natural como veremos
en sequida.

Proposition 2.9. Sean k,l € Z* tales que | > k > 2 yp : Jp(Z) —
JHZ) la proyeccion candnica. Sean f,g € Ji(Z), con f = x + D ik ;!
Yyg=x+ Bixt. Entonces p(f) = p(g) si y solo si a; = B; para todo
ied{k,...,l—1}.

Demostracion. Por un lado, si p(f) = p(g), entonces existe h € J;(Z) tal
que

donde R € xFt=1Z][[z]]. Esto implica que f —g = h —x + R € 2'Z][z]],
de donde es claro que «o; = B; para todo i € {k,...,l — 1}.

Por otro lado, asumiremos que «; = f; para todo i € {k,...,l — 1}. De-
mostraremos que f~'og € J(Z). Sabemos que el i—esimo coeficiente de
f~! esta determinado por los coeficientes {a; };:k De esta manera, tendre-
mos que los coeficientes de f~! y g~! son iguales hasta el (I — 1)—esimo
coeficiente. Asi podremos escribir f~! = g~ + R, donde R € z'Z[[z]]. Eva-

luando tendremos que

flog=(g'+R)og=(g"0g)+(Rog)=x+ (Rog) € J(Z).
0

Corollary 2.10. Sean k,l € Z tales quel >k >2 yp: Tp(Z) = JHZ) la
proyeccion candnica. Sean f,g € Ji(Z). Entonces p(f) = p(g) si y solo si f
y g son equivalentes en Z[[z]]/z'Z][z]].

Esto nos permite denotar la clase de f = x + > -, izt en j,i(Z) como
f+0@h) 6 x+ Zf:_kl a;z’ 4+ O(2!), segin sea conveniente, y calcular la
clase de f o g por medio de las operaciones de Z[[x]]/2'Z][z]].

Con esto ya tenemos un entendimiento de nuestros grupos Ji(7Z), que si
bien es un tanto rudimentario, es un punto de partida que nos permitird
ahondar mds respecto a la estructura de sus correspondientes abelianizacio-
nes.
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2.2 Lo que necesitaremos

En esta seccion presentaremos un resultado que, si bien su demostracion
puede ser descrita como tediosa, cumplird un rol central a lo largo de esta
tesis.

La idea es la siguiente: Inspirados en el trabajo de I. K. Babenko y S. A.
Bogatyy en [1], dado k > 2, buscaremos cotas ¢ > k tales que J.(Z) C
(TK(Z), Tk(Z))].

Recordemos que J.(Z) = (fi|ll > ¢). Ast, para un ¢ > k dado, nuestro objeti-
vo se traduce a demostrar que f; € [Tx(Z), Tix(Z)] para todo | > c. Verificar
esto no es fdcil, por lo que modificaremos ligeramente lo que queremos de-
mostrar.

Proposition 2.11. Sea k > 2. Si ¢ > k, entonces se cumple que f; €
[(Tx(Z), Ti(Z)] para todo | > ¢ siy solo si para todo | = ¢, existe un elemento
de la forma x + 2! 4+ - en [Ti(Z), Te(Z)].

Demostracion. Notemos que f; es en particular un elemento de la forma
x+ 2l + .. Luego, si fi € [T(Z), Tx(Z)] para todo | > ¢, entonces en
particular para todo [ > ¢, existe un elemento de la forma x + 2! + --- en
[Tk (Z), Ti(Z)].

Por otro lado, asumiremos que para todo [ > ¢, existe un elemento de la
forma x4 x! + - -+ en [Ji(Z), Jp(Z)]. Llamaremos g; al elemento de la forma
r+at+--- en [Ji(Z), Tx(Z)]. Sean > ¢, demostraremos que f,, es un limite
de productos de los elementos g;. Definimos la siguiente sucesion:

b — gi sit<n

v h;_10 (gi)ifyiflvi sit>n
donde v;; es el [—esimo coeficiente de h;. Es claro que limh; = f,. Esto
implica que f,, € [Jk(Z), Tx(Z)] para todo n > c. O

Lo anterior podria parecer un cambio meramente sintdctico, pero ve-
remos que podemos encontrar elementos que cumplan esta propiedad en

(Tk(Z), Ti(Z)].

Recordemos que, si f = & + ama™ + Qmysx™ TS+ y g = x + Bua™ +
Brirx™" + -+ son elementos de J(Z) tales que m > n yr > s = n,
entonces
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[f? g] =T+ (m - n)amﬂnmernil + C’(m, n)amﬂ%xnﬂﬂ(nil) + e
Esto nos da inmediatamente la siguiente informacion:
Proposition 2.12. Sea k > 2.

a) Para todo | > k existe un elemento de la forma = + 224 en

(Tk(Z), Tk(Z)].

b) Sean |l > k, e € {0,1} y a € Z tal que o = € (m6d 2). Si existe un
elemento de la forma x + ax®*t + - en [Ti(Z), Tk(Z)], entonces
existe un elemento de la forma x + ex®* + ... en [J.(Z), Ti(Z)).

Demostracion.

a) Basta notar que

fanfl=a+a® +CU+ 1,023 ..
es un elemento de la forma z + 22\ + - - .

b) Por hipétesis tenemos que existe n € Z tal que a = € + 2n. Ademas,
vemos que

[fiyo, fil = o + 2721 4 C(l+ 2,0 4.

De esta manera, tenemos que

(ZE +Oé$2l+1 4. ) o [fl—i—?;fl]in =+ erlJrl 4.
Siendo [Jx(Z), Ji(Z)] un grupo, esto implica lo deseado.
O

De la proposicién anterior podemos notar que los elementos [fi+1, fi] ¥

[f1+2, fi] jugardn un rol importante dentro de esta tesis, pues nos dardn una
forma sencilla de reducir elementos mddulo conmutadores. Ademds, esto
indica que si ¢ = k es tal que J.(Z) C [Tx(Z), Ti(Z)], entonces ¢ > 2k.
Es asi como, dado k > 2, nuestro problema se reduce a determinar cudndo
se cumple para | > k que existe un producto de conmutadores de la forma
4+ oz 4 ... cona =1 (méd 2). En lo que sigue de esta seccion nos
dedicaremos a fabricar dichos elementos con el siguiente resultado:
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Proposition 2.13. Sea k > 2. Sean m,n € ZT tales que m —2 > n y
n > k. Entonces existe un elemento de la forma z + C(m,n)z™ (=1 ...

en [Jk(Z), Tk(Z)].
Demostracion. Vemos que
[fma fn] =+ (m - n)mer”’l + C(m’ n)xm+2(n*1) 4o

Sim+4n—1=0 (mdéd 2), entonces existe el siguiente elemento de [J;(Z), Ji(Z)]:

[Foenmr g, Frninea] "7 = 2 4 (=(m = n))a™ 7! 4 a2 BT 4

Si asumimos que 32t2=L — 1 <'m + 2(n — 1), entonces

Im+3n—3<2m+4n—2
Sm—1<n
=>m-1<m-—2
1> 2
que es claramente una contradiccion. De esta manera tenemos que 3%"_1 —
1>m+2n — 2, y por tanto

s Fal © [fmtn=a yp, Finaa |77 = @ 4 O(m, )2 2070 -

Por otro lado, si m +n —1 = 1 (méd 2), entonces existe el siguiente
elemento de [Jx(Z), Jx(Z)]:

m—n

[fm+§‘2+27 f’”+g—2]7 7 =z+(—(m—n))z™ 143

m+n—2
133 2

Si asumimos que 37t1=2 < m + 2(n — 1), entonces
Im+3n—6<2m+4n—4
Sm—2<n
>m-—-2<m-—2

que es claramente una contradiccion. De esta manera tenemos que 3%"_2 >
m+2(n — 1), y por tanto

[frms ful © [fmtn=z o, fuin2] 77" = @+ C(m,n)2™ 07 ..




CAPITULO 2. PRELIMINARES 24

Sea {(m,n) := m+ 2(n —1). Dado | > 2k impar, gracias al resultado
anterior podremos intentar responder la pregunta de si existe un elemento de
la forma z+2'+--- en [Te(Z), Ti(Z)] buscando un par de enteros positivos
(m,n) tal que {(m,n) =1y C(m,n) =1 (mbd 2). Es por esta misma razon
que estudiaremos la paridad de C(m,n).

Recordando que C(m,n) = ('}) + (m — n)(m + n — 1) podemos notar es
que C(m,n) = () (méd 2). De donde bastard estudiar la paridad de este
stmbolo binomial. Lo que sigue no es particularmente dificil ni extenso.

Proposition 2.14. Sea m > 2. Se tiene que (y) =1 (méd 2) si y solo si
m=2 (méd 4) d m =3 (mdd 4).

Demostracion. Por definicién se tiene que

<";L> =1 (méd 2)

—1
m<";>51 (méd 2)
—1
©3lesz(m2):1—|—21

e eZ - mm—1)=2+4l
em(m—1)=2 (mdéd 4).

Ahora, evaluando en la udltima igualdad tenemos que las unicas clases que
la cumplen son la del 2 médulo 4 y la del 3 médulo 4. Obtenemos que
m(m—1) =2 (mdd 4) siy solo sim =2 (méd 4) 6 m =3 (méd 4), lo cual
completa la cadena de equivalencias que deseabamos. O

Corollary 2.15. Sean m,n € Z™ tales que m > n. Se tiene que C(m,n) = 1
(méd 2) si y solo sim =2 (méd 4) 6 m =3 (méd 4).

De todo esto, la parte que mds consecuencias tiene es que la paridad de
C(m,n) dependa de la clase mddulo 4 de m.

,n) = m (méd 2). Es asi que nos concentraremos en los
= 1 (méd 2). Gracias a la proposicidn anterior sabemos
que si m = 1 (méd 2), entonces se cumple que C(m,n) = 1 (méd 2) si y
solo si m = 3 (mdd 4). De esta manera, dado | > k impar, para fabricar
un elemento de la forma x + x' 4 --- bastard encontrar un par de enteros
positivos (m,n) tal que | = £(m,n),m >n+2,n >k ym =3 (méd 4).

Notemos que £(m
casos en que m
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En garantizar que se cumplan la primera y ultima condicion es donde habrd
mas sutilezas.

Para aliviar los enunciados les pondremos nombre a los pares de enteros que
verifiquen algunas de estas hipotesis:

Definition 2.16. Diremos que (m,n) € Z2 es titilsim >n+2ym=1
(méd 2).

Definition 2.17. Dado k > 2. Diremos que (m,n) € Z? es k—1itil si es titil
yn =k

Hacemos una distincién entre ambos pues, nuevamente, aliviard los enun-
ciados.

Observacién 2.18. Sean m,n € Z*, con m > 2. Notemos que {(m —2,n+
1) = £(m,n), y que

Clm—2,n+1) = (m2_2> y <“2”‘> = C(m,n) (méd 2).

De esta manera tenemos que si (m,n) es 4til, entonces C(m — 2,n+ 1) #
C(m,n) (méd 2).

Es asi que, dado k > 2, si para un Il > k impar garantizamos que existe un
par k—util (m,n) tal que l = £(m,n) y (m—2,n+1) es k—1til, entonces ga-
rantizamos que existe un elemento de la forma x+a'+--- en [Tu(Z), Tu(Z)].
E's por esto que nos preocuparemos de escribir impares en términos de pares
utiles.

Proposition 2.19. Para todo entero impar | existe un par 4til (m,n) tal
que I = l(m,n).
En particular, se tiene que:

e S5il=0 (mdd 3
(méd 4) yl=1+¢

~—

yl=1 (méd 4), entonces existe n € Z tal que n = 2
n+5,n).

—~

e Sil=0 (méd 3
(méd 4) yl=1¢

~—

yl =3 (méd 4), entonces existe n € Z tal que n =3
n+8,n).

—~

e Sil =1 (méd 3), entonces existe n € Z tal que n = 1 (méd 2) y
l=4¢(n+6,n).
e Sil =2 (mdd 3), entonces existe n € Z tal que n = 0 (mdd 2) y

2
l=4(n+T7,n).
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Demostracion. Tal como sugiere el enunciado, separaremos en los distintos
casos modulo 3.
e Sil=0 (méd 3) y I =1 (méd 4), entonces por el Teorema Chino de
los Restos tenemos que [ =9 (mdéd 12). Es decir, existe s € Z tal que
Il =125+ 9. De esta manera, si consideramos n = 4s + 2, entonces
ln+5n)=3n+3=12s+9=1.
Claramente n =2 (méd 4) y (n+ 5,n) es un par util.

e Sil=0 (méd 3) y I =3 (mdd 4), entonces por el Teorema Chino de
los Restos tenemos que [ = 3 (méd 12). Es decir, existe s € Z tal que
[ = 125+ 3. De esta manera, si consideramos n = 4(s— 1)+ 3, entonces

ln+8n)=3n+6=12s+3=1.
Claramente n = 3 (mdéd 4) y (n+ 8,n) es un par util.
e Sil =1 (mbd 3), entonces existe s € Z tal que | = 3s + 1. Vemos
que | = 1 (méd 2) implica que s = 0 (mdd 2). De esta manera, si
consideramos n = s — 1, entonces

ln+6,n)=n+6+2n—1)=3n+3+1=3n+1)+1=1L

Claramente n =1 (mdéd 2) y (n+ 6,n) es un par util.

e Sil = 2 (méd 3), entonces existe s € Z tal que | = 3s + 2. Vemos
que | = 1 (méd 2) implica que s = 1 (mdd 2). De esta manera, si
consideramos n = s — 1, entonces

n+7n)=n+742n—-1)=3n+3+2=3n+1)+1=1.

Claramente n =0 (méd 2) y (n+ 7,n) es un par util.

Ya estamos en posicion de dar una primera cota:
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Corollary 2.20. Sea k > 2. Para todo imparl > 3k+5 existe un par k—util
(m,n) tal que I =£€(m,n) y C(m,n) =1 (mdd 2).

Demostracion. Separamos por casos.

e Sil=0 (méd 3) yl =1 (mdd 4), entonces existe n € Z tal que n = 2
(méd 4) y I = 4(n + 5,n). Comenzamos observando que

ln+5,n)=23k+5
o 3(n+1)23k+5

)

2

=n =k.

De esta manera concluimos que (n + 5,n) es k—til.
Siendo n + 5 =3 (mdd 4), tendremos que C(n + 5,n) es impar.

e Sil=0 (méd 3) y I =3 (mdbd 4), entonces existe n € Z tal que n = 3
(méd 4) y I = £(n + 8,n). Comenzamos observando que

1 23k+5
& ln+8,n)=3k+5
< 3n+623k+5
1
2k — -
" 3
Dado que n € Z, tenemos que la tltima desigualdad implica que n > k.
De esta manera concluimos que (n + 8,n) es k—itil.
Siendo n + 8 = 3 (mdd 4), tendremos que C(n + 8,n) es impar.

e Sil =1 (mdd 3), entonces existe n € 7Z tal que n = 1 (mdd 2) y
[ ={(n+6,n). Vemos que
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[ 23k+5
< ln+6,n) 23k +5
&3(n+1)+123k+5

1
sSn 2k + =
n +3

=n =k.

Concluimos que tanto (n + 6,n) como (n + 4,n + 1) son k—utiles.
Ademas, o C'(n+ 6,n) es impar, o C(n+4,n+ 1) es impar.

2 (mdd 3), entonces existe n € Z tal que n = 0 (mdd 2) y
[l =/¢(n+7,n). Vemos que

[ 23k+5

S ln+7n)23k+5

<3(n+1)+223k+5
s n k.

Concluimos que tanto (n + 7,n) como (n + 5,n + 1) son k—itiles.
Ademas, o C'(n+ 7,n) es impar, o C(n +5,n+ 1) es impar.

O]

De esta manera tenemos que, dado k > 2, para todo | > 3k + 5 impar
existe un elemento de la forma x+a'+--- en [Ti(Z), Te(Z)]. Y dado que para
I > 2k par ya existe un elemento de dicha forma en [Ji(Z), Tx(Z)], podemos
concluir que Jsk15(Z) C [Ti(Z), Tx(Z)]. Esta cota no es solo mejorable, si
no que puede ser mejorada usando el mismo método. Veremos en sequida
que esta mejora solo depende de la clase de k mddulo 4.

Definimos el siguiente numero:

3k+1 sik=1 (méd 2)
k=4 3k+2 sik=2 (mdd 4)
3k+4 sik=0 (mdd4)

Notemos que ¢, =0 (méd 2) para todo k > 2. Este es un hecho del cual
haremos uso a menudo.
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Lemma 2.21. Sea k > 2. Se cumple que J., (Z) C [Ti(Z), T (Z)]

Demostracion. Fijaremos k > 2. Ya sabemos que Jak15(Z) C [Tk (Z), Ti(Z)).
Demostraremos que para todo [ € {cg,...,3k + 4}, existen elementos de la
forma z + 2! + -+ en [Ti(Z), Tx(Z)]. Como sugiere la definicién de cg, tra-
taremos esto por casos.

e Si k£ = 3 (méd 4), entonces hay que demostrar que para todo [ €
{3k+1,3k+2,3k+3,3k+4} existe un elemento de la forma z 42! +- - -
en [Jx(Z), Tk (Z)).

Notemos que 3k + 1 y 3k + 3 son pares. Siendo ambos mayores que
2k, sabemos que existen elementos de la forma z + 231 + ... y o +
a3 4 en [Ty (Z), Ti(2))-

Por otro lado, vemos que 3k+2 = £(k+4,k) y 3k+4 = L(k+4,k+2).
Siendo tanto (k + 4, k) como (k + 4,k + 2) pares k—itiles, y

Clk+4,k)=1=C(k+4,k+2) (méd 2)

pues k +4 = 3 (méd 4), concluimos que existen los elementos de la
forma oz + 2342 4 ... y x4 23 L en [T(Z), Ti(Z)).

e Si k = 2 (méd 4), entonces hay que demostrar que para todo [ €
{3k 42,3k + 3,3k + 4} existe un elemento de la forma x + 2! +--- en
Tk(Z), T(Z)].

Notemos que 3k + 2 y 3k + 4 son pares. Siendo ambos mayores que
2k, sabemos que existen elementos de la forma z + 232 + ... y o +
e 4 en [Ty (Z), Tk(Z)-

Por otro lado, vemos que 3k +3 = ¢(k+ 5, k). Siendo (k+ 5, k) un par
k—util y

Ck+5,k)=1 (mdd 2)

pues k+5 =3 (méd 4), concluimos que existe un elemento de la forma
x4+ 2?3 e [Ti(Z), Ti(Z)].

e Si £ = 1 (méd 4), entonces hay que demostrar que para todo [ €
{3k+1,3k+2,3k+3,3k-+4} existe un elemento de la forma z 42! +- - -
en [Th(Z), Ty (Z)).

Notemos que 3k + 1 y 3k + 3 son pares. Siendo ambos mayores que 2k,
sabemos que existen elementos de la forma z+ 231 4. y x4 235+3 4.



CAPITULO 2. PRELIMINARES 30

en [Jk(Z), Ti(Z)).
Notemos que 3k + 4 = ¢(k + 6, k). Siendo (k + 6,k) un par k—itil y

Clk+6,k)=1 (méd 2)

pues k46 = 3 (méd 4), concluimos que existe un elemento de la forma
z+ 2 o en [TW(Z), Ti(Z)).
Por ltimo, vemos que

[frass fi] = @ + 32242 4 C(k + 3, k)2 .

[foa2, frorr] =z + 222 4 Ok + 2, k)23F 1 ..

De esta manera podemos obtener

(o2, frsr]* o[ fras, f] 7 = 2+ (BC(k+2,k)+C(k+3, k) 4. .

Dado que 3C'(k+2,k)+C(k+3,k) =1 (mdd 2), concluimos que existe
un elemento de la forma z 4+ 23+ 4+ ... en [T4(Z), J(Z)].

e Si k =0 (méd 4), entonces basta demostrar que existe un elemento
de la forma x + 2?74 4 ... en [Jk(Z), Tx(Z)].
Notemos que 3k +4 es par. Ademaés 3k +4 es mayor que 2k, por lo que
podemos concluir que existe un elemento de la forma x + 234 4 ...

en [Jx(Z), Tk(Z)]-
O

Con las herramientas a mano, la cota ci es la mejor que podemos ob-
tener para demostrar que un grupo Ji(Z) este contenido en [Ji(Z), Ti(Z)].
Sorprendentemente veremos al final de esta tesis que es efectivamente la
mejor, en el sentido de que Jo,—1(Z) € (Ti(Z), Ti(Z))].

Este lema tiene dos consecuencias de las que mos aprovecharemos fuerte-
mente. La primera serd usar el siguiente teorema:

Theorem 2.22 (Teorema del Factor). Sea ¢ : G — H un morfismo de
grupos y N < G tal que N C ker(p). Entonces existe un unico morfismo
@ :G/N — H tal que ¢ = pop. Esto es equivalente a decir que el siguiente
diagrama conmuta:
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G ‘ )
\ /
G/N
Observacion 2.23. Si consideramos k > 2 y w : Jp(Z) — H1(Jk(Z)) como
la proyeccion canonica, tendremos que el siguiente diagrama conmuta:

Ik(Z) s Hy(T(Z))
T (Z)

Dicho de una manera mds informal: las imdgenes de m pueden ser calcu-
ladas a través de @. Esto es de mucha ayuda pues como sabemos J.*(Z)
es discreto, por lo que podremos trabajar solo con su estructura de grupo y
olvidar en gran medida que se trata de un grupo topoldgico.

La sequnda consecuencia importante es que, si bien es claro que J, (Z) #
[(Tx(Z), Ti(Z)], este lema nos de un excelente criterio para verificar cuando
se tiene que un elemento de Ji(Z) se encuentra en [Jx(Z), Jx(Z)]. Combina-
do con la observacion anterior, tendremos una buena herramienta para de-
terminar cuando dos elementos pertenecen a la misma clase en Hy(Ji(Z)).

H




Capitulo 3

Resultados principales

Como ya se menciono en la introduccion, el teorema principal de este tra-
bajo es el siguiente:

Teorema 1.2 Sea k > 5.
Si k=3 (méd 4), entonces

Hi(7(2)) = 2" P (z/22)"+
Si k=2 (méd 4), entonces
H\(T(Z)) = ZF @(Z/m%
Sik=1 (méd 4), entonces
Hi(J1(2)) = 2" P z/12 P (2/22)F

Si k=0 (méd 4), entonces

Hi(T7:(2)) = 2 P 2/42. P (2/22)

Reiteramos que si bien el enunciado es para k 2= 5, fijaremos de todas for-
mas k > 2, pues es solo al final por unos detalles técnicos que se impone
esta restriccion, y varios de los resultados que demostraremos sequirdn sien-
do wvdlidos en dicho contexto y podran ser usados para lidiar con los casos
restantes. También fijaremos 7 : Jp(Z) — H1(Jk(Z)) como la proyeccion
canonica. Haremos la demostracion por medio de una serie de resultados
intermedios.

32
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3.1 Identificacion de la torsion

Como sugiere el enunciado de nuestro teorema principal, la parte mds dificil
proviene de la torsion. Es por esto que primero nos tomaremos el tiem-
po de verla desde una perspectiva mds comoda. A decir, demostraremos lo
siquiente:

Proposition 3.1. La torsién de Hi(Jx(Z)) es w(Jox(Z)).

Llamaremos T(H1(Jx(Z))) a la torsion de Hy(Jk(Z)). Para demostrar la
proposicion anterior, demostraremos que T(H1(Jx(Z))) estd contenido en
m(Jok(Z)) y viceversa.

Gracias al hecho de que [Jix(Z), Ti(Z)] C Jox(Z), verificar la primera con-

tencion es bastante sencillo.
Proposition 3.2. La torsion de Hy(Ji(Z)) esta contenida en w(Jox(Z)).

Demostracion. Sea f € T(H,(Jx(Z))). Siendo 7 sobreyectiva, sabemos que
existe f € Ju(Z) tal que =(f) = f.
Por definicién, se tiene que existe n € Z* tal que f* = 0. Siendo [Tx(Z), Ji(Z)] =
ker(m), esto es equivalente a decir que f" € [Jx(Z), Jx(Z)].
Dado que [Jx(Z), Tx(Z)] C T2k (Z), esto implica que nvl(f™) > 2k. Gracias
al Corolario 2.3 tenemos que nvl(f) = nvl(f™).
De esta manera, vemos que nvl(f) > 2k. Es decir f € Jor(Z).
Por lo tanto 7(f) € m(Jaxk(Z)). Concluimos que 7(Jox(Z)) 2 T(H1(Tk(Z))).
O

Demostrar la contencion de n(Jor(Z)) en T(H1 (T (Z))) serd mds dificil.
Para esto, demostraremos 7(Jor(Z)) esta generado por elementos de orden
finito.

Recordemos que f; = x + ' € J(Z) para todo i > 2 y Jor(Z) = (fili > 2k).
Observacion 3.3. En virtud de la Observacion 2.23, tenemos que

m(J2k(2)) = 7 (T (Z)).

Como sabemos

Tof(Z) = (fi + O(x*) |2k < i < ¢ — 1),

por lo que



CAPITULO 3. RESULTADOS PRINCIPALES 34

R(TGHD)) = (R + O@™))|2k < i < e — 1),

FEs decir
m(Jok(Z)) = (w(fi)[2k < i < e — 1).

Tenemos los generadores, ahora queremos demostrar que son de orden fi-
nito. Para esto, demostraremos un pequeno lema técnico para acortar las
siguientes demostraciones.

Lemma 3.4. Sil > 2k + 1, entonces w(f;)? = m(x + 221).
Demostracion. Sabemos que

fit=z+22'+R,
donde R € 2%~17Z[[z]]. Vemos que
20—1>202k+1)—1=4dk + 1.
Si k > 4, entonces 4k + 1 > 3k + 4 > c¢;. Mientras que, si k € {2,3},

entonces se puede verificar directamente que 4k + 1 > c.

De esta manera, vemos que

(fi + O(z*))? = & + 22! + O(x%).
Esto implica que
7(fi+ O(a*))* = 7z + 22" + O(a™)),
Y dada la observacién 2.23, esto es equivalente a

7(f)? = mw(x + 22).
O

Introduciremos un poco mdas de notacion: En un grupo G, denotaremos
por |g| al orden de un elemento g € G. Nuestro objetivo es demostrar que
|7 (f1)| < oo para todo 1 > 2k.

Recordemos también que, para m > n, se tiene
[fma fn] —r+ (m _ n)mernfl + C(m’n)merQ(nfl) 4.

donde C(m,n) = (") — (m —n)(m+n —1).
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Proposition 3.5. Sil >k + 2, entonces w(fy) =0 y |7(fo11)] < 2.

Demostracion. Recordemos que para todo [ > k se tiene que

funfl=z+2? +CU+1,0)23 .

De esta manera tenemos que fo o [fir1, fi] ' € T (Z) si y solo si
3l—1 > ¢. Vemos que | > k+ 2 implica 3l — 1 > 3k + 5. Siendo 3k +5 > ¢y,
esto implica que 7(fy) = 0.

Por otro lado, vemos que para todo [ > k se tiene que

(x + 222 ) o [fii0, il € Tai(2).

Dado que | > k + 2, tenemos que 3] > ¢, por lo que (z + 22%+1) o
[fir2, il ! € To (Z). De esta manera

’/T(f21+1)2 = 7T([E + 2$l) =0.
Concluimos que |7(fo+1)] < 2. O

Esto no solo nos ayuda a determinar el orden de la gran mayoria de los
generadores y reducir la cantidad de estos, si no que también nos esta indi-
cado parte de la estructura de w(Jor(Z)). Esto serd crucial para la siguiente
seccion. De momento podemos decir lo siguiente:

Corollary 3.6. Se cumple que

m(J2k(Z)) = {7 (for), 7(for1), T (forr2), T (fort3) FO{m (frirn) k42 < i < 5

Notemos que

{(m(for), 7(forsn)s 7(Forr2)s 7(forra)} U {m(fairn) [k +2 < i < % — 1}
={m(for), 7(for+2)} U{m(foir1) |k < i < F — 1}

Hacemos esto pues podemos quitar dos generadores mds.

Proposition 3.7. El subgrupo w(Jax(Z)) esta generado por {m(fai+1)|k <
i< % -1}
S 2

1),
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Demostracion. Consideremos

frot, fo] = x4+ 2 + Ck+ 1, k)2 ..

Vemos que foro[fr+1, fk] € Tsk—1(Z). Esto implica que m(far) € (m(fsp—1),- .., 7(fe,—1))-
Siendo k > 2, tendremos que 3k — 1 > 2k + 1. De esta manera, m(for) €

(m(for+1), - m(fep—1)), y por tanto

{r(for)s m(forr2) T (fair1) [k < i < F—1}) = {m(forto) PH{m(fir1) [k < i < F—1}).

Andlogamente, basta notar que

[frtos for1]l =2+ 222 + Ck+ 2,k + D)a® 2 4 ...

y que k > 2 implica 3k + 2 > 2k + 3 para repetir el argumento anterior. [J

Ahora, para terminar nuestra demostracion, solo falta probar que tanto
7(fok+1) como w(farrs) tienen orden finito. Como veremos enseguida, las
demostraciones siguen el mismo ritmo que han llevado hasta ahora, pero
serd conveniente separar respecto a las posibles clases mddulo 4 de k. Lo
haremos de esta manera pues nos ahorrard unas cuantas sutilezas y los
siguientes resultados volverdn a ser ttiles en la siguiente seccion.

Proposition 3.8. Si k # 0 (méd 4), entonces |7 (for13)| < 2.
Demostracion. Notemos que

[fes fri1) = @ + 22213 4 Ok + 3,k + 1) 4 ...

Por otro lado, vemos que

(x4 22%3) o [frrs, fer1] ' € Tanss(Z).

Dado que k # 0 (méd 4), sabemos que 3k + 3 > ¢;. Esto implica que
Tsk+3(Z) C T, (Z). Por lo tanto

(z +22%3) o [ fri3, frr1] ™' € To(Z).

Concluimos que 7(fory3)? = m(z + 22%%+3) = 0, por lo que |7(fory3)| <
2. O

Proposition 3.9. Si k=0 (méd 4), entonces |w(fox+3)| divide a 4.
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Demostracion. Recordemos que

[frtss fer1] = @+ 22°F3 4 O(k + 3,k + 1) ...

Vemos que

(x + 20%%3) o [ frps, fer1] " € Tansa(Z).

Dado que k = 0 (mdd 4), sabemos que 7(Jsx4+3(Z)) = (7(f3r+3)). De
esta manera, vemos que

T(forrs)? = m(x + 2273) € (n(fanys))-

Es decir, existe o € Z tal que

T(forts)® = 7(fans3)®-

Siendo 3k 4 3 > 2k + 4, tenemos que

T(forrs)' = m(fare3)’> = 0.

Concluimos que |7(for+3)| divide a 4. O

Como ya mencionamos, el siguiente caso presentard algunas sutilezas.
Estas no son particularmente dificiles, pero nos obligardn a tratar un par de
casos aparte.

Proposition 3.10. Si k # 3 (méd 4), entonces |7 (fops1)| divide a 4.

Demostracion. Recordemos que

(o2, ful = @ + 222 + C(k + 2, k)a®F + -

Vemos que

(@ + 20 o [fria, fil 7' € Tai(2).

Esto implica que 7(for11)? = 7(z + 202+ € (w(fax), .- -, T(fer—1))- Bs
decir para todo i € {3k,...,c — 1} existe o € {0, 1} tal que

cp—1

w(farp1)? = [ =(r)™.

i=3k
En este punto hay que separar por casos, estos seran el caso de kK = 0
(méd 4) o k = 1 (mé6d 4) y el caso de k = 2 (méd 2). Partiremos por el
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primer caso:
Dado que k=0 (méd 4) o k =1 (méd 4), tenemos que k > 4, esto implica
que 3k > 2k + 4. Siendo H;(Jk(Z)) abeliano vemos que

cp—1 2 cp—1
m(fori1)" = <H W(fi)ai> = [[ (s> =o.

i=3k i=3k
Concluimos que en este caso |7(for+1)| divide a 4.

Para el caso de k = 2 (mdd 4), vemos que 3k = 0 (mdd 2). Esto impli-
ca que

<7T(f3k)7 s 77T(fck_1)> = <7T(f3k+1)7 cee 77T(fck_1)>

Dado que k£ > 2 implica que 3k+1 > 2k+ 3, podemos usar un argumento
andlogo al caso anterior para concluir que |7(for41)| divide a 4.
L]

Proposition 3.11. Si k=3 (mdd 4), entonces |w(fop+1)| < 2.

Demostracion. Recordemos que en este caso ¢y, =3k +1y C(k+2,k) =0
(mdéd 2). Tenemos que

[frao, fr] = x4 222 L Ok + 2, k)23 + -

Ademads, tenemos que

k—1

[fb+2,fyf7_1]:x+2:c3k+ax332 +
2 2

De esta manera, consideremos

C(k+2,k)
=g

9= [fk+2,fk]_10[f%+2,f%] =z — 207 4255 4

Notemos que g € [Jx(Z), Ti(Z)].
Por otro lado, vemos que

(fors1)? = 2 + 222" 4 Ropy,

donde Ry, € z***+1Z[[x]]. Es claro que 4k+1 > 3k+1. De esta manera,
tenemos que

fQOg:x+2:U3k+~--.
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Esto implica que 7(fory1)? = 7(f3r)2.
Como ya sabemos, para este caso se cumple que |7(f2;41)] < 2 para todo
i € {k+1,% —1}. Siendo k£ = 3 (mdd 4), tendremos que k > 3, por lo que
3k > 2k +3. De estas dos tltimas observaciones concluimos que m( f3;)? = 0,
y por tanto que 7(for11)? = 0. Es decir |7(for1)] < 2. d

Finalmente podemos demostrar lo siguiente:
Proposition 3.12. La torsion de Hi(Jx(Z)) contiene a w(Jor(Z)).

Demostracion. Vemos que w(Jax(Z)) esta finitamente generado por elemen-
tos de orden finito. Siendo H1(Jx(Z)) un grupo abeliano, esto implica que to-
do elemento de 7( 7ok (Z)) tiene orden finito, de donde se tiene que m(Jox(Z)) C
T(Hy(Tk(Z)))- O

Con esto podemos concluir que se cumple la Proposicion 3.1.

3.2 Calculo de la torsion

Dado los resultados de la seccion anterior, nos referiremos a T'(H1(Jx(Z)))
y m(Jok(Z)) de manera intercambiable.

Ya sabemos que w(Jor(Z)) es un grupo abeliano finito y tenemos un conjunto
generador de este. Lo que no sabemos es si dentro de este conjunto genera-
dor hay relaciones. Esto es un problema pues queremos determinar a este
subgrupo como una suma directa de grupos ciclicos, y a priori podria hasta
ser el grupo trivial. Veremos que este no es el caso, y que el conjunto de
generadores estd bastante cerca de darnos las respuestas que buscamos. Pero
para llegar a dicho punto, tendremos que calcular conmutadores de forma
explicita. Al principio de esta tesis esto podia sonar imposible, pero gracias
al lema 2.21, y en particular al diagrama de la observacion 2.23:

Tk(Z) . Hy(Jk(Z))

Ji*(2)

podremos contentarnos con intentar calcular conmutadores en J.*(Z).
Para calcular dichos elementos tendremos que calcular el producto e inver-
so. El primero resulta ser razonablemente sencillo, pero el sequndo presenta
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ciertas dificultades que podemos ahorrarnos gracias al trabajo hecho en la
seccion anterior.

Previo a este punto se ha hecho alusion a que, dado un elemento de la forma
x+ Zfi;,i a;z' +O(z%*), para calcular su clase en Hy(Jy(Z)) podemos olvi-
darnos de los coeficientes que corresponden a una potencia par de x y tomar
la clase mddulo 2 de los coeficientes que corresponden a potencias impares
de x. Si bien esto puede parecer algo muy informal, puede ser formalizado
tomando un cociente de J*(Z). Mds ain, podremos factorizar T por es-
te cociente. Esto es significativo pues calcular conmutadores en tal cociente
serd mucho mas cémodo que hacerlo en J,.*(Z). Con el propdsito de tomar
este atajo, definiremos el siguiente niumero:

2k +1 sik=3 (mdbd4)
dp, =< 2k+2 sik=2 (méd4) 6k=1 (méd 4)
2k +4 sik=0 (mdéd 4)

Notemos que si k Z 1 (méd 4), entonces dy, = ¢ — k. Podriamos definirlo
de esa forma, pero es mejor escribirlo de forma explicita para lo que sigue.
Definimos el siguiente subconjunto:

cp—1
Hy=qz+ Y ' +0@%) € )| =0 (méd 2),Vi € (2Z+ 1) N Zzq,

i=d),

Naturalmente, demostraremos que este es un subgrupo normal de jkc’“ Y
su cociente es donde podremos hacernos la vida mds sencilla.

Proposition 3.13. Hy, < J*(Z).

Demostracién. Sean f,§ € Hy.
Por definicién, sabemos que f = x + Zci;kl azt + O(x*) y g = = +

(2

Zc’“fl Bixt 4+ O(x°), con o = 0 = B; para todo i impar.

i=d),

Sean f,g € Ji(Z) tales que f + O(z%) = f y g+ O(x*) = §. Vemos que

feg=f+g+R,
donde R € %% ~1Z[[x]]. Notemos que dj, > 2k + 1. Esto implica que

U —1>202k+1)—1 =4k +1> ;.

De esta manera, tenemos que



CAPITULO 3. RESULTADOS PRINCIPALES 41

cp—1

fog=a+ (oi+pB)a’+0(x%).

1=2k

Donde es claro que fo g € Hy. Concluimos que HyH) C Hy,.

Para verificar la clausura bajo inverso basta recordar que tomar inverso
en Ji(Z) preserva niveles, tomar el producto antes descrito y notar que si
a; + B; = 0, entonces en particular oy; = 5; (méd 2).

La contencién de la identidad es trivial. ]

Proposition 3.14. H; < J.*(Z).

Demostracién. Sean f € T*(Z) y g € Hi. Sean f,g € Ji(Z) tales que
[+ O0(x%)=fyg+O(z%) = g. Vemos que

fogoft=[fglog

Por definicién tenemos que nvl(g) > di. Ademads, sabemos que

nol((f,g]) > mol(f) +nolg) — 1.
Por un lado, si nvl(f) > k+ 1 o nvl(g) > di + 1, entonces

nol([f,9]) 2 k + dip = ¢
.9

Es decir, tendremos que [f, j] = 2+ O(z). De esta manera fogo f~1 =
g € Hg.
Si k=1 (mdd 4), entonces podemos aplicar el argumento anterior.
Por otro lado, si &k # 1 (méd 4),nvl(f) = k y nvl(g) = di, tenemos que
[f,9] = 2+ (k — dy)z% 1 + O(z°*). De donde es claro que

fogoft=(z+(k—d)a* 1+ 0x%))og=g— (dp —k)z*"1 +O(z%).

Vemos que di — k = ¢ — 2k, por lo que di, — k = ¢ (méd 2). De esta
manera, si ¢g — 1 =1 (mdd 2), entonces dp — k = 0 (mdd 2). Esto implica
que j?ogoj?*1 € Hy.

Concluimos que fHjf~' C Hy. Dada la arbitrariedad de f € T (Z),
concluimos que Hj es normal. ]

Definiremos I'y, :== J.*(Z)/Hy. Este es el grupo en donde podremos cal-
cular con tranquilidad los cocientes como veremos en sequida.
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Proposition 3.15. Hy C ker(7).

Demostracion. Notemos que

Hyi = ({fi+O(x%)|dr <i < cxp—2, e par}U{(fi+O(1:C’“))2|dk < i< cx—1, eiimpar}).

Mas atin, vemos que

{fi + O(&™)|dr <i<cp—2, eipar}
={fi + O(z)|dr, <i<2k+2, eipar}U{fo +O0x*)k+2<i< %1}
y

¢, — 1, e i impar}
2k +3, e i impar} U {(fair1 + O(2))’|k +2 <i < § — 1}

{(fi + O(a™))?|dy. < i
<1

={(fi + O(z*))?|dy

Dado que 7 o p = 7, tendremos que 7(f;) = 7(fi + O(z°)) para todo
1 > k. Por la proposicién 3.5, esto implica que

{foi + O(z™) |k +2 < i < % — 1} C ker(7).

<
<

{(foip1 +O@@))?[k +2 <i < % — 1} C ker(7).

Con esto, bastard demostrar que 7(f; + O(z%*)) = 0 para todo i €
{dy,...,2k + 2} tal que i es par y 7(f; + O(z))> = 0 para todo i €
{dk,...,2k + 3} tal que i es impar. Para hacer esto habré que considerar la
clase de k moédulo 4.

e Si k=3 (mdd 4), entonces d, = 2k + 1 y ya sabemos que

7(fort1 + O(x*))? = 0 = 7(foprs + O(z*))?,

por lo que bastard demostrar que 7( fog12) = 0. Para esto consideremos

[fero, fosr] = 2+ 2?2+ C(k+ 2,k + )23 4 ..

Vemos que fops2 © [fry2, frr1] "t € Tak4s(Z) C Ty (Z). Esto implica
que

T(fort2 + O(x*)) = 7(for42) = 0.
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e Si k=2 (mdd 2), entonces d = 2k + 2 y ya sabemos que 7(for+3 +
O(z°))? = 0. La demostracién de que 7(fors2) = 0 es andloga a la
anterior.

e Si k=1 (méd 4), entonces dp = 2k + 2. Ya sabemos que 7(forrs +
O(z°))? = 0. Por otro lado, podemos aplicar el mismo argumento del
caso de k =3 (méd 4) para demostrar que 7( forr2) = 0.

e Sik=0 (méd 4), entonces d = 2k +4 y no hay nada que demostrar.

Dado que sus generadores estan en ker(7), concluimos que Hy C ker(7).
O

Ahora basta aplicar el teorema del factor para ver que existe un Unico
morfismo p : Uy — H1(Jx(Z)) tal que el siguiente diagrama conmuta:

T (2) s H(J(Z))
~
'y

Mas ain, podemos juntar este diagrama con el de la observacion 2.23, para
obtener el siguiente diagrama conmutativo:

Ik(Z) . Hy(Jx(Z))
I,

Esto, al 1gual que en secciones anteriores, nos permitird calcular las cla-
ses en Hi(Jx(Z)) por medio de las imdgenes de p. La ventaja que obtenemos
en esta ocasion es que podremos describir de manera explicita al nicleo de p.

De ahora en adelante tendremos que fijar k > 5. La razon de esto es
que, por obstrucciones técnicas no podemos dar una formula general para el
producto en J,."(Z) para k € {2,3,4,5}. Dicha descripcion general, junto
con una descripcion general del producto, inverso, y cierta version del con-
mutador en I'y, se encuentran desarrolladas al final del apéndice, pues su
demostracion involucra cdlculos y verificaciones que, a pesar de ser simples,
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son engorrosos y no ofrecen mayores intuiciones sobre ninguno de los gru-
pos que nos interesan, al menos ninguna mds de la que la misma formula
que se obtiene al final puede otorgar. El siguiente resultado es una descrip-
cion del conmutador en I'y por medio de las descripciones generales que se
encuentran en el apéndice.

Proposition 3.16. Sean f,g € Ty, con f =p'(z + Zfi;l a;zt + O(z%)) y
g =1+ % B’ +0(x%)).

e Si k=3 (méd 4), entonces
(£, 9) = D' (a+ (k11 Br—k B 1) 7"+ (11 Br— kB2 )2+ O (27F1)).

e Sik=2 (méd 4), entonces

[f, 9] = D' (z + (ars1 Bk — arBrr1) 2 + 2(ak2Brk — g Bryo)z® !

+ (aps1 B — arBre1) 21 + O(23F2)).

e Sik=1 (médd 4), entonces

(£, 9] = P (z + (ars1Bk — arBrr1)2® + 2(aps2Br — i frio)r* !

+(3(ak 430k — e Br+3) + (kr2B8k+1 — Qky1Bk+2))T

(2B — aBrta)z™ + O(x*F 1)),

2k+2

e Si k=0 (méd 4), entonces

[f, 9] = /(2 + (api1Br — arBri1)a® + 2(ak+2By — g Brr2)

+(3(ar 138k — arPrr3) + (ri2Ber1 — arr1PBri2))w
+(4(akr+aBr — arBrra) + 2(k+30k+1 — kr1Br+3))T

Hor3Br — Brason) T 4 (rgsBrrt — Brasarr)z™ P 4+ 0@ ).

2k+2

2k+3

Esta nueva formula nos permite calcular el subgrupo derivado de I'y:
Corollary 3.17. Sea k > 5.
a) Si k=3 (méd 4), entonces [Ty, Tx] = (' (x + 22* + 3% + O(23:+1))).
b) Si k=2 (méd 4), entonces

[Fk;Fk] _ <p/($+$2k +$3k_1 +O(:U3k+2)),p/(x+2x2k+l +O<l’3k+2))>



CAPITULO 3. RESULTADOS PRINCIPALES 45

c) Sik=1 (mbd 4), entonces
[T, Th] = (p' (& + 2% + O(=*1)), p' (@ + 2%+ + 2% + O(a+1))).

d) Si k=0 (mbd 4), entonces

[T, Tx] =@ (@ + 22% + O (23, p/ (2 + 222 1 O(23F+1)),
p,($ —|—3§‘2k+2 + O(l‘3k+4)),pl(x +$3k+1 + O(x3k+4)),
p/(x + 4x2k+3 + O($3k+4)),p/(x + 2x2k+3 + x3k+3 + O(x3k+4))>

Demostracion.

a) Vemos que

P (fes1+ 0@ ), (fi+ O )] = pf (2 +2™ + 2% + 02 H)).

De esta manera, (p/(z + 2%¢ + 2% + O(z%+1)) C [y, T]. Por otro
lado, retomando la notacién del corolario anterior, tenemos que

[f,9] = 1 (@ + 22 + 2% 4 O3 1))~ DewBirr o

Es decir [f, g] € (p(z+2%¢ 4+ 23F + O(23%+1)) para todo f, g € T'y. Esto
implica que [Ty, T'x] estd contenido en (p/(x 4+ x2% + 3% + O(23++1)),
y por tanto, que son iguales.

b) Vemos que
[P (fenr+O@" )0 (fut O 2))] = p'(z+a +27 71 +0(7F2))
y
[P (Frz + O™ )0/ (fi + O@™2)) = /(2 + 22271 + O(2F2)).

De esta manera, (p'(z+22F+23%+0(23+2), p/ (z+222K 140 (23F+2))) C
[k, I'x]. Por otro lado, retomando la notacién del corolario anterior,
tenemos que

[f, 9] =p' (@ + 2% + 2% 4 O(a%+2)) (T okPrrrteriabi
op/(x + op2ktl O(x3k+2))(*1)akﬁk+2+ak+2ﬁk
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Es decir, [f, g] € (p'(z+22k +23F +O(23+2), p (2 + 222K 1+ O (23++2)))
para todo f,g € I'p. Esto implica que

[T, Tk] € (2 + 2% + 2% + O(2*F2), P/ (z + 221 4 O(2¥+2)))

Concluimos la igualdad.

c) Basta notar que

[P (fr1 +O@™ 1), 9/ (fi + O™ 1) = p'(w + 2% + O(a™+1))
Yy
[P (Frr2t O H), p (fit O™ )] = pf (w4222 4%+ 02 H1)),

Desde este punto se sigue de manera andloga a los casos anteriores.

d) Basta notar que

V(i + 0@, 0/ (i + O )] = pl(a + 2% + 0(a®+),

[0 (frao + O3 ), o/ (fr + O@3F )] = p/ (x4 2221 + O(23FY)),

[P (frv2 + O™, 1 (i + 0@ )] = (@ + 2”42+ O(2*+)),

P (fegs + O@™ ),/ (fr + O )] 0 [0 (frga + O@™ ), 0/ (frg1 + O 1)) 7
:p'(x+x3k+4 —|—O(.7}3k+4)),

[P (frra + O, (i + 0@ )] = pf (w + 427542 4 O(a*F+))
y

W (fers O ), 0 (fion O )] = (a4 2225 42953 4 O (9441,

Desde este punto se sigue de manera andloga a los casos anteriores.
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O]

Con esto finalmente podemos determinar las relaciones de los generado-
res de m(Jor(Z)).

Proposition 3.18. Sea k > 5.

a) Si k=3 (méd 4), entonces, para i € {k,..., Lgl} se tiene que

"(faist) € <{7r(fzj+1)};k“‘}; \ {w<f2i+1>}> |

b) Si k=2 (méd 4), entonces |7(fop1)| = 2 y para i € {k,...,3E} se
tiene que

r(fais1) ¢ <{w<f2j+1>}}; \ {w<f21+1>}> |

c) Sik=1 (méd 4), entonces 7(for1)? = m(fsx) yparai € {k, ..., 3’“2—_3}
se tiene que

oy <{w<f2j+1>}fif \ {W(f2¢+1)}> |

d) Sik =0 (mdd 4), entonces 7(fors3)? = 7(far3), [T(fors1)] = 2, 7(faps1) =
0 y para i € {k,,Lf} se tiene que

r(foisn) ¢ <{w<f2j+1>}ff{ \ {w<f2i+1>}> |

Demostracion. Recordemos que, para f € Ji(Z), se tiene que w(f) = po

P'(f + O(z™)).

a) Seaie€{k,..., ?”2;1} Por definicién tenemos que

() € ()5 \ ()}

si y solo si existe para todo j € {k,..., &2_1} \ {7} existe ¢; € {0,1}
tal que
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m(fir) = ] wfgr)?=a|a+ Y g2t

k<]<3k;1 kgjg?)k;l

J# J#

Esta igualdad se cumple si y solo si existe g € [I'g, I'x] tal que

P(foiss +OE* g =p o+ Y 2P 4 0@
k<< 3L

J#

Por el corolario anterior tenemos que existe a € Z tal que g = p'(z +
22 4 238 4 O(2%F11))?, es decir, g = p/(x + ax? + ax3* + O(23F+1)).
De esta manera, la ultima igualdad se cumple si y solo si existe o € Z
tal que

P (e+oa® 22 oz o2 )) = p' | o + Z ezt 4 O3+
k<<t
J#i
Dado que las preimagenes en jkc *(Z) de estos elementos solo pueden
diferir desde el (2k + 1)—ésimo coeficiente, tenemos que la igualdad

anterior se cumple si y solo si existe h = Z?i% 11 Gt tal que I =1
(méd 2) implica que ;=0 (méd 2) y

x—l—aﬂs2k+x2i+l+Ozx3k—|—h—i—0(x3k+1) = x4 Z ij2j+1+0($3k+l).
k<< 3t

J#

Esto ocurre si y solo si &« = 0, de donde

42 4 b4 0@ =2 + Z a2t 4 O3 ).

k<j<

J#i
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Vemos que el (2i + 1)—ésimo coeficiente del lado izquierdo de la igual-
dad es impar. Por otro lado el (2i + 1)—ésimo coeficiente del lado
derecho es nulo, por lo que es par. Esto es una contradiccién.

b) Notemos que 7( fop11)? = m(x+222+1) = pop/ (24222 +0(23++2)) =
0. El resto de la demostracién es analoga al caso anterior.

¢) Notemos que

T(forr1)? = 7wz +22%1) = pop/(x + 2024 + O ).

Por otro lado, vemos que
P (@222 1L O (23 1)) = o (a2 +O (a3 1))p (z+-202H+ L 1238 1O (250+1)).
De esta manera
7(far1)® = pop/ (a+22°" 140 ) = pop! (1+2*" +O(2* ) = 7(far).-
El resto de la demostracion es analoga a los casos anteriores.
d) Notemos que
m(far1) = pop/(x + 2+ O(=*?)) = 0.
El resto de la demostracién es andloga a los casos anteriores.
O

Notar que este wltimo resultado implica en particular que, salvo los ele-
mentos explicitamente mencionados, ninguno estd en la clase de 0.

Finalmente podemos calcular la torsion de Hi(Jk(Z)). Con todos los
resultados desarrollados, esto se vuelve una serie de observaciones.

Theorem 3.19. Sea k > 5.
a) Sik=3 (méd 4), entonces T(H1(J(Z))) = (Z/22)"% .
b) Sik =2 (méd 4), entonces T(Hy(Jk(2))) = (Z/2Z)" 5.
¢) Sik=1 (méd 4), entonces T(Hy(Jk(2))) = Z/AZ@(Z/22) 7.

d) Sik=0 (méd 4), entonces T(H(Ty(Z))) = Z/AZ@)(Z,/27)"F".
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Demostracion. Recordemos que T(H1(Jk(Z))) = 7(J2k(Z)).

a) Sabemos que 7(J2x(Z)) = (m(fais1)|k < i < 3E71). Definimos

wi : (ag,. .. a%|ai2, [ai, a;]) = 7(Jox(Z))

a; W(f2(i+k71)+1)-

Por el corolario anterior sabemos que |7(f2;4+1)] = 2 para todo ¢ €
{k,..., 31}y dado que (Jok(Z)) es abeliano, tenemos que la asig-
nacién estd bien definida y es un morfismo. Este morfismo es claramen-
te sobreyectivo. Por otro lado, si g € ker(w) es distinto de la identidad,

tendremos que para todo i € {1,..., %} existe ¢; € {0, 1} tal que
251
2
g=1]a
i=1

y existe j € {1,... %} tal que €; = 1. Esto implica que

0:77(f2j+1) H 7T(f2j+1)€i~

Esto es una contradiccién con el corolario anterior. Concluimos que
ker(w) = 0, y por lo tanto que

m(J2k(Z)) = (a1, - ..a%\ai{ laz, a;]) = (Z/QZ)%_

Sabemos que 7(J2k(Z)) = (7(fai+1)|k < i < 2E). Definimos

wy : (a1 — a%laﬂ [ai, a;]) = 7(Tak(Z))

ai = T(foith—1)+1)-

El resto de la demostracién es andloga al caso anterior.
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¢) Sabemos que 7(Jo(Z)) = (m(fais1)|k < i < 2EF3). Definimos

wk ¢ (byay,... ,a%]b‘l,ai?, [a;, aj], [b, a;]) — 7(Jak(Z))
b m(fort1)
ai = T(fogirr)+1)-
El resto de la demostracién es andloga al caso anterior.

d) Sabemos que 7(Jok(Z)) = (7(faiy1)|k < i < Lf) Definimos

Jok(Z))

for+1)
for+3)
fo(ivky+1) para i > 2.

wi : (bya,..., a%]b‘l,aﬂ lai, aj], [b, a;]) — m

al—m
b—m

~ ~ —~

a; — T

El resto de la demostracién es andloga al caso anterior.

3.3 Libertad

Solo nos queda calcular la parte libre de Hi(Jk(Z)). Por suerte, esto no re-
quiere de un estudio tan extenso de la estructura de Hy(Jx(Z)) como fue el
caso de la torsion, si no de solo un par de observaciones y definir correcta-
mente un morfismo. Mds aun, podemos volver a fijar k > 2, pues no habrd
ninguna restriccion técnica para esto.

Sabemos que [Tk (Z), Tp(Z)] C Jor(Z). Por el teorema del factor, esto
implica que el siguiente diagrama es conmutativo:

Tk(Z) ! T (z)
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El morfismo ¢ es sobreyectivo pues p lo es, y claramente su micleo es
m(Jok(Z)). También sabemos que w(Jor(Z)) = T(H1(Z)). Ast, por el pri-
mer teorema de isomorfia se tiene que

H1(J4(2))/T(H1(T1(2)) = TEH(Z).

Es decir, la parte libre H(Jk(Z)) es isomorfa a dicho cociente, por lo
que bastard identificarlo con algun grupo conocido para terminar. Como ya
mencionamos antes, esto es suficientemente sencillo.

Proposition 3.20. El cociente Jk%(Z) es isomorfo a ZF.

Demostracion. Construiremos un isomorfismo entre ambos grupos.
Sean f,g € j,?k(Z), con [ = x + Z?ﬁ;l ozt + O(:c%_l) yg=ux+
Z?i;l Bix' + O(z%). Gracias a la primera formula de 2.1 vemos que

2k—2

fog=ux+ Z (o + Bi)a’ + (aap—1 + Baw—1 + kofr) 2™ 1 + O(2).
i=k

Esto describe el producto en J2*(Z).

Por otro lado, definimos 1 : J2*(Z) — Z¥"1 @ Z como

2k—1
¥ <5'3 + ) cir’ + O(ﬂf%)) = ()52 @ (koy? — 2agp1).
i=k

Vemos que es un morfismo de grupos pues en las primeras coordenadas
es solo la proyeccion, mientras que en la ultima se tiene

k(o + Br)? — 2(agk—1 + Bak—1 + kagBi) = kay® — 2aor—1 + kB> — 2Bak—1.

Notemos que ¥(x + Z?i;l a;z') = 0 siy solo si agr_1 = %a,f yo; =0

paratodoi € {k,...,2k—2}. La segunda condicién implica que, en particular
ar = 0, asi que, si se cumplen ambas condiciones, entonces asg_1 = 0. Es
decir, estas dos condiciones implican que a;; = 0 paratodoi € {k,...,2k—1}.
De esta manera se tiene que ker(y) = {x + O(2?¥)}.

Sea = (n1,...,n) € ZF. Vemos que ny = kn,> — . Mds aun, existen
n € Zy e € {0,—1} tales que n = 2n + €. De esta manera tendremos
= (n1,...ng_1,ka? —2n) + (0,...,0, —¢). Esto implica que
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Z* [p(TH(T) = Z/2L.
Es decir ¢(J2(Z)) es de fndice finito en Z*, por lo que son isomorfos.

Concluimos que J2*(Z) = (T (7)) = Z*. O

Cabe mencionar que el morfismo

T+ Z ;x> kak2 — 20951
=k

es conocido como Resady,. Mds sobre este morfismo puede ser encontrado en
el trabajo de H. Eynard-Bontemps y A. Navas en [6].

Finalmente, solo basta juntar esta proposicion con el teorema 3.19 para de-
mostrar el teorema 1.2.



Capitulo 4

Apéndice

4.1 Operaciones de series formales

Se dard la demostracion de dos resultados importantes para establecer el
grupo de Jennings.

Proposition 4.1. La operacion

o: zR[[z]] x xR][[z]] = xR[[z]]

(E ',y 51'96) =Y o [ > B
1>1 1>1 i>1 7=1

estd bien definida.

Demostracion. Sean f,g € xR[[x]]. Basta hacer el cémputo directo:

54
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fog=ag+) aig

i>2
—a1g+ Y i) Bjal)’

2 j>1
=a1g + Z ai(frz + Z Bjal)!

i>2 =2

!

_alg+2alz<) ﬂlx ZIBJ@«J

i>2 j=2

=19 + Zai (Brz)’ + Z (;) (Brz)'™ Zﬁﬂx]
=1

i>2 §>2

—0419+Zaz B1) Z Z+Zaz Z() 513U Zﬁgl‘]

i>2 =2 = j=2

Notemos que a1y ;59 ai(B1)"z" son elementos de zR|[[z]]. Por otro lado,
reordenando obtendremos que para todo i > 3 existe un polinomio ¢; €
R[x1,. .., 293-1)] tal que

i l
Zai Z <> 511' (Zﬁzl’]> :Zgbi(al,...,ai,l,ﬁl,...,ﬁi,l)xi

i>2 =1 i>2 i>3

de donde tenemos que f o g se expresa como la suma de tres elementos de
xR][[z]], por lo que fog € xR[[z]]. O

Corollary 4.2. Sean f,g € zR|[[z]], con f =}, axt yg= D st Bixt. Si
v; es el i—ésimo coeficiente de f o g. Entonces

a1 sii=1
i = ‘ 2% + Baay s11 =2
a;(B1)" + Biar + @i, - i1, B, ..., Bic1) sii >3

Proposition 4.3. Sea f € zR[[z]], con f = Y-, a;a’. Entonces existe
g € R|[x]] tal que fog=x=go f siy solo si a1 € R*.
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Demostracion. Por un lado, si existe g = Zi>1 Biz’ tal que fog = x, enton-
ces por el corolario anterior tenemos que a1 31 = 1. Esto implica que a7 € R*.

Por otro lado, si a; € R*, entonces podemos definir
ot sii=1
Bi = —az ()3 sii=2
— (1) Mai(ar) ™" + dilan, ... i1, Bry ., Bic1)) sii =3

y considerar g := )., fiz’. Una evaluacion directa verifica que fog =

r=gof.
O

—_~

Proposition 4.4. J(R)<J(R) y J(R)/J(R) = R*.

Demostracion. Consideremos

—_——

p:J(R) = R"
Z Clil‘i =
i1
Vemos que esta funcién estd bien definida y es un morfismo de grupos.
Més atn, notemos que ker(y) = J(R), por lo que este es un subgrupo
normal de J(R). Finalmente, es claro que ¢ es sobreyectiva, asi que por el

primer teorema de isomorfia concluimos que J(R)/J(R) = R*. O

4.2 Grupos con topologia

Los objetos centrales de esta tesis son grupos topoldgicos, por lo que es sen-
sato dar las definiciones y resultados correspondientes para discutir y desa-
rrollar el estudio de estos.

Definition 4.5. Un grupo topolégico G es un conjunto con estructuras de
grupo y espacio topoldgico tales que las funciones

m:GxG—=G inv:G— G

(f,9)—~ fog g g !

son continuas.
Todo grupo que no sea declarado como grupo topoldgico sera asumido
como grupo topolégico discreto.
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Observacioén 4.6. Sean G un grupo topolégico y g € G. Las funciones

Ly:G—G Ry:G—G Ky:G—G

T — gT T — g xn—>gxg*1

son. homeomorfismos.

Siendo nuestro objetivo abelianizar grupos topoldgicos, tendremos que de-
finir en que consiste cocientar en este contexto.

Proposition 4.7. Sea G un grupo topolégico y N I G. El grupo G/N con
la topologia cociente que induce la proyeccion candnica es un grupo topoldgi-
co.

Intentar abelianizar solo cocientando por el subgrupo ([g,hl|g,h € G) puede
traernos problemas a la hora de intentar replicar las propiedades que deberia
cumplir. Es por esto que se define lo siguiente:

Definition 4.8. Sea G un grupo topoldgico. Definimos [G, G| como la clau-
sura de ([g, h][g, h € G).

A priori no tenemos ninguin derecho a cocientar por este subconjunto, pues
ni siquiera es claro que es un subgrupo de G. Aclararemos la situacién en-
seguida.

Proposition 4.9. Sea G un grupo topologico. Si H < G, entonces H < G.

Demostracion. Primero, por definicién tenemos la contencion eq € H C H.
Por otro lado, por definicidon tenemos la cadena de contenciones

H'Hc HCH.

Esto implica que H~1H C H C H. Notemos que

HTH=mH "xH) 2mH I xH) =mH ' xH)=H'H.

2

Finalmente, vemos que inv® = idqg, por lo que inv es un homeomorfismo.

Esto implica que H-1 = " Concluimos que

H 'HCH'HCH.

Y por lo tanto H < G. O
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Proposition 4.10. Sea G un grupo topoldgico. Si N < G, entonces N < G.
Demostracion. Notemos que para todo g € G se tiene que

K,:G—G
h s ghg™!

es continua. Por definicién K,(N) C N para todo g € G. Asf que gNg~! =

K4(N) C K4(N) C N para todo g € G. Es decir N < G. O
Con esto ya es claro que [G,G] < G.

Observacion 4.11. Sea G un grupo topoldgico. El grupo H1(G) := G/[G, G]
es abeliano.

Finalmente, daremos un criterio para determinar cuando un grupo cocien-
te es discreto, pues trabajar con grupos discretos nos ayudard a simplificar
buena parte de nuestro trabajo.

Proposition 4.12. Sea G un grupo topoldgico y N < G. Entonces son
equivalentes:

a) G/N es discreto.
b) {eq/n} es abierto en G/N.
c) N es abierto en G.

Demostracion. Demostraremos que a) implica b), que b) implica a) y que b)
es equivalente a c).

Primero, si G/N es discreto, entonces {x} es abierto para todo z € G/N,
por lo que, en particular {eg/n} es abierto.

Sea g € G/N, notemos que {g} = Ly({eg/n})- Siendo L, un homeomorfis-
mo, si {eg/y} es abierto, entonces {g} es abierto. Siendo g € G//N arbitra-
rio, concluimos que si {eq/n} es abierto, entonces {g} es abierto para todo
g € G/N, es decir, G/N es discreto.

Sea A C G, vemos que

P~ (p(A)) = AN = | La(N).
acA

En particular
p({ean}) =p ' (p(N)) = N,
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pues N = egN. Ademas, por definicién sabemos que U C G/N es abierto
si y solo si p~!(U) es abierto en G. De esta manera tendremos que N =
p~'({eg/n}) es abierto si y solo si {eq/n} es abierto en G/N. O

4.3 El producto en un cociente

En esta seccion se da una descripcion del producto en el grupo J:*(Z), para
k =5, junto con una descripcion del producto, inverso y conmutador en I'y.
Dichas descripciones se encuentra al final de la seccion.

Sean f,9 € JH(Z), con | =x+ 37 cia’ +0(a%) y g = o+ 355" fia' +
O(z). Como sabemos fog = x+> %1 Bt + 35 ai(x#—Z;’;;l Bix?) +
O(xk). Para poder escribir f o g de una manera ordenada, utilizaremos el
teorema multinomial. Para enunciarlo comodamente tendremos que dar las

siguientes definiciones.

Definition 4.13. Sea v € (Z>o)™. Seai € {1,...,m}. Escribiremos v; para
referirnos a la 1—ésima coordenada de wv.

Definition 4.14. Sea v € (Z3()™. Definimos |v| := >"1", v;.

Definition 4.15. Sea n € Z>q. Sea v € (Z>0)™ tal que |v| = n. Se define el

numero
(n) n!
- ni .
v [T v!

Theorem 4.16 (Teorema Multinomial.). Sea R un anillo conmutativo con
unidad. Sean m,n € Z>o y {oi}"; C R. Entonces

m n n m
o | = ()"
<; > ve(%))m </U> E
|v|=n
Para adaptarlo a una versién mas adecuada para nuestro caso, notemos
que un elemento de J:*(Z) tiene ¢ — k + 1 sumandos. Denotaremos my, =
cx — k + 1. Fijaremos w® € (Zs)™ como (w*); = 1y (w*); = k + (i — 2)
para i € {2,...,mg}. Sean v,w € (Zxp)™, definimos v - w = Y ;" v;w;.
Dado que las operaciones para calcular el producto de Ji(Z)/Je, (Z) son las
de Z[[z]]/x*Z[[x]], tendremos que si en el producto de los sumandos aparece
una potencia de x mayor que c. entonces ese termino desaparece. Con esto
en mente definimos S, 1. := {v € (Zs0)™*|v - w* < ¢ y |v| = n}. Podemos
reescribir f o g de la siguiente manera:
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Corollary 4.17. Sean f,g9 € Ji(Z)/ T (Z), con f = x + kaklaz
O(z%*) yg=x+ Zfﬁ;l it + O(z*). Entonces

cp—1 cp—1 cp—1
fog=x+ Zﬂzw + Z oy Z < ) (H Z)’Ui—k+2> Lo + O(z™).

’UESl k i=k

Analizaremos el conjunto Sy paral > k, pues su comportamiento nos indi-
cara que monomios pueden aparecer en los coeficientes del producto f o g.

Demostracion. Tenemos que
crp—1 cp—1 cp—1

fog=z+ Zﬁixi—i— Zai T+ Zﬁjﬂcj + O(x).
i=k i=k j=k

Por el teorema multinomial sabemos que, dado [ > k, se tiene

l

cp—1 cp—1
SO RN BEDI CRR
i=k -

U€(|Z(|)>)mk j:k‘
v|=l
l Ck—l Ck—l
= < ) H (/Bj)Uj—IH—QxUI H (:L»j)vj—lH-Q
’UE(Z()> ML v ]Zk' ]Zk
|v|=l
I cp—1 my .
= 3 () T [Tty
vE(Zox )™k j=k =2
[v]|=l
l Ck—l mi X
= ¥ (y) Mo et
UG(Zo2)mk ji=k =2
[v]|=l
I cp—1 mg X
s (e i
vE(Zox )™k i=k =2
|v|=
I cp—1 mg
— Z ( ) Vj—k+2 Hl.(wk iU
v
=1
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N % M (o N % b
= Z <v> H (5j)vjfk+2[[‘2i:1(w )ivi Z <v> H (Bj)Vi—h+2g Y

vE(Zox )™k j=k v€(Zo3)
lv|=l lv|=l

Si v € (Z=p)™ es tal que |v| =1y v-wF > ¢, entonces

A= ‘
<v) H (B;)P-*+22""Y =0 (mbd z).

J=k

De esta manera, si v € (Z=o)™* es tal que |[v| =1y

cp—1
<l> [T B)rs2a 0 (méd a).

j=k

Entonces v - w* < ¢;. Es decir, v € Sy k- Concluimos que

DT (gymsogito — S~ (D) T gy es gt
> (,) T > () e

’UE(Z}O ]:k vESl,k J:k
|v]=l

O]

Lemma 4.18. Seank > 2yl > k. Siv € Sy, entonces #{i € {2, ..., my}|v; #
0} <2.

Demostracion. Sea v € Sy . Asumiremos que existen iy, 2,43 € {2,...,my}
tales que v;,,v;,,v;; son no nulas. Sin perdida de generalidad asumiremos
que i1 < i9 < t3. Si alguna de estas coordenadas es mayor o igual a 2,
entonces

v-wh vy (k+ (17 — 2)) + viy (k4 (g — 2)) 4 viy (k + (i3 — 2))
21)“]{7—1-1),‘2(]{34- 1) +Ui3(k+2)
>2% 4+ k+1+k+2=4k+3
>k

lo que contradice que v € S; . Concluimos que v;; = v;, = v;, = 1.
Si asumimos que existe i4 € {2,...,mg}\ {1, 12,43} tal que v;, # 0, entonces
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por la contradiccién anterior tenemos que v;, = 1. Sin perdida de generalidad
podemos asumir que i3 < i4. Vemos que

v-wh 2111'1(]6—1—(1'1—2))—|—U1'2(k'—|—(iQ—2))+U1'3(k'-|—(’L'3—2))+Ui4(k+(’i4—2))
=k+ (1 —2)+k+ (2 —2)+k+ (i3 —2) +k+ (is — 2)
>k+k+1+k+2+k+3
=4k +6

=>cp.

Esto es una contradiccién. Concluimos que {i € {2,...,myg}lv; # 0} =
{i1, 42,43}
Vemos que |v| = [ implica que v; = [ —3, con lo que finalmente tenemos que
v-wF =vy oy (k+ iy — 2) 4+ vy (k4 iz — 2) + v (k + i3 — 2)
=l—-3+k+i1—24+k+io—2+k+1i3—2
>k—3+k+k+1+k+2=4Fk
>Ck.

Esto es una contradiccién. Finalmente, concluimos que #{i € {2,..., my}|v; #
0} <2. O

Nos concentraremos en el caso de k > 5, pues como veremos nos permi-
tird dar una descripcion general de Sy .

Lemma 4.19. Sean k> 5,1 >k yv € Sy .
a) Si{ie{2,....,my}vi # 0} = {i1,i2}, entonces v;, =1 = v;,.
b) Si{ie{2,...,mp}v; # 0} ={i}, entonces v; < 2.
Demostracion.

a) Sin perdida de generalidad asumiremos que i; < 3. Asumiremos que
v, = 2. 51 v, =2, entonces v1 =1 —2—wv;, ¥

v-wh =vy 4 vy, (k+ (i1 — 2)) + i, (k + (ia — 2))
=l —2—v;, + v, (k+ (i1 —2)) + 2(k + (i2 — 2))
=l—24uv,(k+ (i1 —2)—1)+2(k+ (i2 — 2))
>k —242(k—-1)+2(k+1)
=5k — 2

=Ck-
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Esto es una contradiccion. De esta manera v;, =1y vy =1—1—v;,.
Esto implica que

v - wk =" —i—vil(k‘ + (il — 2)) —i—UiQ(k‘ + (ig — 2))

=l—1—v; +v,(k+ (i1 —2)) + k+ (i2 — 2)
=l — 1+ (k+ (i1 —2) = 1)+ k+ (i2 — 2)
>k—1+42k—-1)+k+1

=4k — 2

=>cp.

Esto es una contradiccién. Concluimos que v;; = 1. Si asumimos que
v, = 2 llegaremos a una contradiccién de manera andloga. Concluimos
que v;; =1 =wv;,.

b) Asumiremos que v; > 4. Tenemos que
k
v-w® >4k > ¢

Esto es una contradicciéon. Concluimos que v; < 3.
Ahora asumiremos que v; = 3. Vemos que |v| = [ implica v; = [ — 3.
Tenemos que

vew” =v; vk + (i —2))
=l-3+3(k+(1—-2))

>k — 3+ 3k
=4k — 3
=Ck.-

Esto es una contradiccién. Concluimos que v; < 2.

Observacién 4.20. Sea [ > k. Siv € Sy, entonces v1 # 0.
Definition 4.21. Sea [ > k. Sea v € Sj ;.. Diremos que v es de:
e Tipo A si tiene dos coordenadas no nulas y v; =1 — 1.

e Tipo B si tiene dos coordenadas no nulas y vi =1 — 2.

e Tipo C si tiene tres coordenadas no nulas, en cuyo caso vy =1 — 2.
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De esta manera, podemos describir S como la unién de {({,0,...,0)} y
los vectores de tipos A, B y C en este mismo. Esto nos permite determinar
los monomios que aparecerdn en f o g.

Lemma 4.22. Sean f,g € Jp(Z2)/Te,,(Z), con f = J:—i-zlci;l izt + O(x)
yg= a:+Zfi;1 '+ O(z%). Sean k > 5,1 > k yv € Si . Tendremos que:

a) Siv es detipo A, donde i >k es tal que v;_jyo = 1, entonces
I cp—1 S vwk I—1+i
al IT Byt | o = iz
e=k
yv-wh > 2k — 1.
b) Siwv es de tipo B, donde i > k es tal que v;_p1o = 2, entonces

cp—1
;) (H mww) oot (sl
=k

e
yv-wk23k—2.

c) Siv es de tipo C, donde j > i >k son tales que v;_p12 =1 = vj_jy2,

entonces
I cp—1 . o
; Ve—k+2 vw”® -1 ey 1—2+i+j
87/ <U> (elzlk (6 ) > x ( )alﬁ /le'

yv-wh >3k —1.

d) Siv=(,0,...,0), entonces

cp—1
ay (i) ( H (5e)ve"“+2> 2" = .
e=k

a) Notemos que v es de la forma (I —1,0...,0,1,0...,0). Esto implica

que
AN I _
v) (I —=1)0---1-..00

Demostracion.
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cp—1
[T B+ = 5.
e=k

k

Maiés aun, tenemos que v - w® = [ — 1 4+ 4, con lo que se obtiene la

igualdad. Ademads, vemos que

l-1+i2k—-1+i>2k—-14+k=2k—-1.

b) Notemos que v es de la forma (I —2,0...,0,2,0...,0). Esto implica

que
AN l! (1
(u> (I =2)0!---2000 <2>
y
cp—1
IT ey =2
e=k

M4s atin, tenemos que v - w¥ = [ — 2 4 2i, con lo que se obtiene la
igualdad. Ademads, vemos que

1 —24+22k—-24202>2k—-2+2k=3k—2.

¢) Notemos que v es de la forma (I—2,0...,0,1,0...,0,1,0,...,0). Esto
implica que

l !
<v> (=20 1on o

Ck—l

T (Be)v==t+2 = Big;.

e=k

Més atin, tenemos que v - w* =1 — 2+ i + j, con lo que se obtiene la
igualdad. Siendo j > i > k, tenemos que j > k + 1. Vemos que

l=2+i+j2k-2+i+j2k—2+k+k+1=3k—1

l I
:—:1
<v> 1010l 0!

d) Tenemos que
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cp—1

H (Be)eth—2 = 1.
e=k

k

Maés ain, vemos que v - w” = [, con lo que se obtiene la igualdad.

Con esto ya podemos dar una descripcion mds ordenada de f o g.

Theorem 4.23. Sean f,g9 € Ji(Z)/Te, (Z), con f = Ji—i-z?i;l ;x40 (%)

(2

yg=mx+ Zfi;l it + O(z*). Sea v, el I—esimo coeficiente de f o g.
o Sik <1< 2k—2, entonces vy = oy + 5.
o 512k —1<1<3k—3, entonces vy = oy + 1 + Zé;iﬂ 106 B1—it1-
o Y3k—2 = Qg2 + Bak—a + iy iaiBan_1—i+(5) aw B2

o ko1 = k1B 1+, iaiﬁSk—i+(k—51)ak+16k2+k(1€—1)ak5k5k+l-

2k+1 k k + 2
Y3k =3k + B3k + Z 10 B3k1—i + <2> apBiiy + < 9 )ak+25k2
i—k

+ k(k — 1)ouBrBrr2 + (B + 1)kagi1 B Bit1-

e Sik=0 (méd 2), entonces

2h+2
. k+1 k+3
Yok t1 =0k 1+ Bakr1+ Y icifBskia i + ( 5 )ak+1(/8k+1>2 + ( 5
i=k
+ > Il - DaBiB;.
kglzi,jgck

1<J
I—2+i4j5=3k+1

e Si k=0 (méd 4), entonces

2
) 435

2k+3 L k+2
Yakt2 =Qskya + Bakra + D i0iBakia i+ <2> ak(Brr2)? + ( )ak+2(ﬁk+1)2

. 2
i=k

k+4
+ ( 5 )Oék+4ﬁk2 + Yol - DaBib;.
k‘ﬁl,}i,j{ck

1<)
l—24i4+75=3k+2
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2h+4
. E+1 k+3
Va3 =03kys + Bakis + D i0iBakia i + ( 2 >ak+1(/8k+2>2 + <

i=k
k45 5
+( ) >ak+sﬁk ) W=Dl
k<li,j<cp
i<j
1—2+i+5=3k+3

Demostracion. Por el corolario 4.17, sabemos que

cp—1 cp—1 mg
fog=z+ ) B+ o >, <f}> <H(Bk+(i—2))vi) 27" 4 O(a").
ik =k

’UESl’k =2

Fijaremos [ > k e identificaremos los vectores v € S; , con k <@ < ¢y,
tales que v - w* = [.
Sil < 2k — 2, entonces por el lema anterior sabemos que no existen vectores
de tipo A,B o C tales que v - w* = [. Esto nos deja solo con vectores de la
forma (7,0,...,0). Es claro que el inico vector v con dicha forma tal que
v-wF =1es (1,0...,0). De esta manera, los tinicos sumandos de f o g que
son divisibles por z! como factor y no por 2!t son oyz! y f;z!. Basta facto-
rizar estos sumandos por z! para obtener el coeficiente 7;, y por lo anterior,
tendremos la igualdad deseada.

Si 2k —1 < I < 3k — 3, entonces por el lema anterior sabemos que no
existen vectores de tipo B o C tales que v - w® = I. Esto nos deja solo con
vectores de la forma (4,0,...,0) y de tipo A. Es claro que el tnico vector
v de la forma (4,0,...,0) tal que v-w® =l es (,0...,0). Asi mismo, sea
v € 5; 1, un vector de tipo A tal que v-w* =1. Sea j > k tal que Vj_p42 = L.
Tendremos que [ =i — 1 + 7, lo que implica que j =1 — i+ 1. Por el lema
anterior tendremos que

. cp—1

i wk

i <v> <H (5e)ve_'“+2> 2 =il
e=k

De esta manera, y manteniendo la notacién anterior, tendremos que

j=1l—i4+1y k < jimplican que el méximo valor de i es [ — k + 1.

De esta manera, los tinicos sumandos de f o g que son divisibles por z! pero

no por '+ son ayat, Gt y Zi;’,ﬁ“ ta;B1—;+1. Nuevamente, basta factorizar

2

) r3(Bry1)?
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por 2! dichos sumandos para obtener ~;.

Para determinar los coeficientes restantes, contaremos los posibles vecto-
res de tipos B para £k = 0 (mdd 4), pues en cualquier otro caso solo seran
un subconjunto de estos.

e Siv € Sy, entonces

ve{(k—-220,...,0),(k—20,2,0,...,0),(k—20020,...,0)}

e Siv € Sk, entonces
ve{(k-1,2,0,...,0),(k—1,0,20,...,0),(k —1,0,0,2,0,...,0)}.

e Siv € Skyay, entonces v € {(k,2,0,...,0),(k,0,2,0,...,0)}.

e Siv € Skysk, entonces v € {(k+1,2,0,...,0),(k+1,0,2,0,...,0)}.

® Siv € Skiak, entonces v = (k +2,2,0,...,0).
e Siv € Skysk, entonces v = (k+2,2,0,...,0).

Gracias al lema anterior, los correspondientes monomios son
k 5 [k k k+1 _
(2) ak6k2x3k 27 <2> ak(ﬁk+1)2$3k, <2> ak(ﬂk+2)2$3k+2a < ) >ak+1ﬁk2$3k 1

k+1 k—+1 k+2
< 9 >ak+1(5k+1)2$3k+1, < 9 >ak+1(5k+2)2$3k+3, < 9 >ak+25k2$3k

k+2 k+3 k+3 .
( 5 )ak+2(5k+1)2$3k+2a ( 9 )Oék+3(5k)2903k+1, ( 5 )ak+3(ﬁk+1>2x3k+3

k+4 k+5
( , >ak+4ﬁk2$3k+27 ( , >ak+5ﬁk2$3k+3-

Bastara agrupar los que se puedan factorizar por la misma potencia de z.
Finalmente, si v € S;, es de tipo C, con j > ¢ > k tales que v;_j42 =1 =
Vj_k+2, entonces v - wkF =1—2+4i+ 4, con lo que bastard igualar v - w* al
indice deseado para obtener los términos restantes. Para los casos de k # 0
(mdd 4) basta con borrar los coeficientes correspondientes. Los restantes
no dependen de los que borramos, asi que el calculo es el mismo para los
sobrevivientes. O

Corollary 4.24. Sean f,g € T'y, con f = p'(z + Zfi;l izt + O(x%)) y
g=7p(x+ Zfi;l it + O(z%)). Sea vy, el l—esimo coeficiente de f o g.
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o Sik<I<2k—2, entonces vy = ag + ;.
o 512k —1<1<dp—1, entonces v; = a; + B + Zﬁ;ﬁ“ 106 B1—it1-

o Sidy <1< 3k—3, entonces

= { o+ B+ Zi;ﬁ“ i;B—iy1 (méd 2) |, sil=1 (méd 2)

0 , sil=0 (méd 2)
e Sik=0 (méd 2), entonces y3x—o = 0.
Si k=1 (méd 2), entonces
2%—1 i
Vsh—2 = Q2 + Ba—z + Y i0iBap—1-i + <2> opBr  (méd 2).
i=k

e Si k=0 (méd 2), entonces

2%k
. E+1 ,
V3k-1 = Q3k—1 + B3p—1 + E 0 B3k + ( 5 >04k+1ﬂk (méd 2).
i—k

Si k=1 (méd 2), entonces y3p—1 = 0.

e Sik=0 (méd 2), entonces y3 = 0.
Si k=1 (méd 2), entonces

2%+1 & bt o
Y3k = aspt+Bart Z 10 B3k 41—t <2)ak5k+1+< ) >04k+25k (mdd 2).
=k

e Si k=0 (méd 2), entonces

2k+2 k41 k +3
Vaha1 = Ogpr1+Bshi1t Y iaiﬁ3k+2—i+< 5 )ak+15k+1+( 5 )Oék+35k (méd 2).
ik

e Si k=0 (modd 4), entonces Y312 =0, y

2k+4

V3kt3 = Okt3 + Bakrs + Y i0iBakiai + akrsfpp1 (mod 2).
ik
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Con esto podremos dar una formula para el inverso en I'y, y a través de
ambas formulas podremos dar una para el conmutador.

Corollary 4.25. Sea f € Ty, con f=p'(z+ Zfi;l a;z' + O(x°)). Sea B
el l—esimo coeficiente de f~1.

o Sik <1< 2k—2, entonces B} = —qy.
e 512k —1<I1<d;—1, entonces 5 = —ay + Zi;i"‘l 1G4 1.

o Sidy —1<1<3k— 3, entonces

g = + Zé;ﬁ“ iog_iy1 (méd 2) | sil=1 (mdd 2)
- 0 , sil=0 (méd?2)

e Si k=0 (méd 2), entonces B3r_2 = 0.
Si k=1 (méd 2), entonces

2k—1

. k ,
B3k—2 = agr—2 + Z Lo 03k—1—; + o + <2> aj  (méd 2).
i=k

e Si k=0 (mdd 2), entonces

2k

Bsk—1 = igho1 + Y icviogpi + <

i=k

E+1

5 )ak+1ak (méd 2).

Si k=1 (méd 2), entonces Bap—1 = 0.

e Si k=0 (méd 2), entonces B3 = 0.
Si k=1 (méd 2), entonces

Al k k+2
B3k = azt Z 10G O3 41—+ 20+ <2> akak+1+< 5 >O<k+20ék: (méd 2).
i—k

e Si k=0 (méd 2), entonces

s k+1 k+3
B3k+1 = Q311+ Z iaia3k+2i+(k+1)ak+1+< 9 )Ckk+1+< 9 >ak+3ak (méd 2).
i=k
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e Si k=0 (méd 4), entonces Y312 =0, y

2k+4

B3k+3 = Q343 + Z i0a3gyq—;  (mod 2).
i—k

Demostracién. Sabemos que fo f~! = z. Por el corolario anterior tendremos
que:

e Sik <1< 2k—2,entonces 0 = oy + f;, de donde §; = —ay.

e Si2k—1< 1l <dp—1, entonces 0 = oy + 5, + Eﬁ;ﬁ“ 104 B1—ia1-
Vemos que [ < 3k — 3 implica que [ — i+ 1 < 2k — 2 para todo

i €{k,...,l —k+1}. De esta manera, tenemos que
I—k+1 I—k+1
Z 0 f—ip1 = Z i (—u—it1),
i=k i=k
_ I—k+1 .
de donde ;= —ay + > . ioioy_iya.

e Sidi—1<1[<3k—3, entonces de manera analoga al punto anterior
tenemos que

g =4 + Zé;i“ ia;op_jv1 (méd 2) ,sil=1 (mdd 2)
- 0 ,sil=0 (méd 2)
e Si k=0 (mdd 2), entonces fB3p_o = 0 por hipétesis.
Si k=1 (méd 2), entonces
2k—1 i
0=azp_2+ B3kt2 + Z i B3p—1-i + <2>Oék5k (méd 2).
i=k

Vemos que > 777 ! ic;B3k_1-; = Z?i;il 10 B3k —1—i + kagBox—1. Note-
mos que 3k —1—14 < 2k —2, paratodoi € {k+1,...,2k—1}. De esta
manera tenemos que Z?ﬁ;}rl 104 830—1—; = — Z?ﬁ;}rl taosg—1—i. Por
otro lado, tenemos que

kagPor—1 = kag(—agg—1 + ]COékZ) = —kapagr_1 + ki204k3.

De esta manera, tenemos que
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2k—1 2k—1 2k—1

Z 10y B3—1—; = Z toask_1—it+kagaog_1+kag = Z iqjagg—1—i+kar (méd 2).
i=k i=k+1 i=k

Finalmente, recordando que 8, = —ay, concluimos que

2%—1
. k ,
B3k—2 = Qzp—2 + Z ioog—1—; + koy + <2> o (méd 2).
i—k

e Si k=0 (mdd 2), entonces

%
. k+1 ,
0= asg—1+ Bar—1+ E i Pak—i + ( 5 )Oékﬂﬁk (méd 2).
i—k

Vemos que Yo%, iciBsk—i = Yoot pio i0iB3e—i + (k + 1)agi1Bop—1 +
kayPar. Notemos que 3k — i < 2k — 2 para todo ¢ € {k +2,...,2k}.
De esta manera tenemos que Z?ﬁkﬁ 10 B3p—; = — Z?imz 10GO3)—; .
Por otro lado, vemos que k =0 (méd 2) implica que

kagfor =0 = kagag,  (méd 2).

Ademas, sabemos que Bop_1 = —aop_1 + ka,f. Tenemos que
2k 2k 2k
Ziaiﬁ%—z‘ = Z i —ithagoaog+(k+1) o 1op—1 = Ziaia?)k—i (méd 2)
i=k i=k+2 i=k
Finalmente, recordando que 8, = —ay, concluimos que

2k

. k+1 .
B3k—1 = Qgr—1 + Zﬁaiasmi + < 5 >Oék+104k (méd 2).
i=k

Si k=1 (mdd 2), entonces f3;_1 = 0 por hipdtesis.
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e Si

k=0 (méd 2), entonces S, = 0 por hipdtesis.
Sik=1

(mdéd 2), entonces

gy k k42
0= asetBart Y i0ifBser1—it <2> Oékﬁk+1+< )ak+25k (méd 2).

, 2
i=k
Vemos que
2k+1 2k-+1
> iciBskpi-i = Y icifBaki1—it(k+2)anp2Bon-1+(k+1)an 1 Ban ko Bak -
i—k i=h+3

Notemos que 3k+1—i < 2k —2 paratodoi € {k+3,...,2k+1}. De
2k+1 - _ 2k+1 .
esta manera tenemos que » ;77 210 B3k 11— = — ity 5 10403811

Por otro lado, vemos que £k =1 (méd 2) implica que
(k4 Dags1826 =0 = (k+ 1)agriagr,  (méd 2).
Ademads, tenemos que Pop_1 = —Qop_1 + kozk2 y

Bokt1 = —aak1 + kagagia + (k+ Dy + (k + 2)agaauy.

Tenemos que

2k+1 2k+1
Z 10 B3k 1—i = Z ioiagpr1-i + (k + 2)agio(Qop—1 + k)
i=k i=k+3
+ (k + 1)ak+1a2k + kakagkﬂ (méd 2)
2k+1
= Z iaspr1—i + (K + 2)kagoar  (méd 2)
i=k
Finalmente, recordando que Sy = —ay y Brr1 = —Qgr1, concluimos
que

2%+1 k k42
B3k = aspt+ Z 10 O3k +1—i T 20+ <2> akak+1+< 9 >04k+204k (méd 2).
i=k
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e Si k=0 (méd 2), entonces

2h+2
. E+1 k+3 .
0= agpp1+Bsrr1+ Y | i0iBspyo—it ( )Oék+15k+1+ ( )ak+3/8k: (méd 2).

; 2 2
i=k
Vemos que
2h+2 2h+2
> iciBskra—i = Y icifsryai+ (k+3)ak 3B
i=k i=h+4

+ (k + 2)ag 2Bk + (K + 1)agr182k41 + kawBaga.

Notemos que 3k +2 —i < 2k —2 para todo i € {k+4,...,2k+2}. De

esta manera tenemos que EZZEZFL 10 B3kro—; = — Z?Efﬁ 103k 12— -

Por otro lado, vemos que k =0 (méd 2) implica que

(k4 2)agi202k =0 = (k + 2)agioagr  (méd 2)

kagfokro =0 = kagaggre  (méd 2).
Ademads, tenemos que fBop_1 = —aop_1 + ka,f y
ng_H = —9k+1 + kaka;H_Q + (k‘ + 1)0%3_1 + (/{t + 2)ak+2ak.

Tenemos que

2k+2 2k+2

Z 10 B3pr2—i = Z i0iasgyo—i + (b + 3)agyzoop—1 + (k + 2)agpo00p

i—k i—kt4
+ (k4 Daggr (aogr + (k + Dayly) + kagaogs  (méd 2)
2%+2

= Z iaasgro—; + (K + 1agrr  (méd 2).
i=k

Finalmente, recordando que Sy = —ag y Br+1 = —Qg+1, concluimos
que
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2k+2

. k+1 k+3 ,

B3k+1 = Qzpy1t+ Z laia3k+2—z‘+ak+1+( 5 )Oék+1+( 5 )ak+3ak (méd 2).
i—k

e Si k=0 (mbd 4), entonces P32 = 0 por hipétesis. Por otro lado

2k+4
0= asers + Bskas + O 10ifskrai + OpysBer1  (méd 2).
i=k
Vemos que
2k+4 2k+4
D iciBskiai = Y iciBakra—i+ (k+5)akysBar—1 + (k + 4k raBo
ik i=k+6

+(k 4 3)ary3Borr1 + (K + 2)arr2Bokq2 + (b + 1)oni1Bory3 + kowBokta
Notemos que 3k +4 —i < 2k —2 para todo i € {k+6,...,2k+4}. De

esta manera tenemos que Z?Eﬁ@' 10 B3k ra—i = — Z?iﬁ_ﬁ TGOSk 4
Por otro lado, vemos que £ =0 (méd 2) implica que

(k+4)agrabor =0 = (k+ 4)agrqaor,  (méd 2),

(k + 2)ak+2,82k+2 =0= (k + 2)ak+2a2k+2 (m(’)d 2)

Yy
kapBortsa =0 = kagaogrs (mdd 2)
Ademads, tenemos que fBop_1 = —aop_1 + ka,f,
ﬁgk_H = —9k+1 + kakak+2 + (k‘ + 1)0413,’_1 + (k‘ + 2)ak+2ak,
Yy

Bokts = —aopsatharagiat(b+1) g1 +(k+2)ad o+ (k+3)agssapi1+(k+4) s
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Tenemos que

2k+4 2k+4
Z 10 B3kta—i = Z i;spra—i + (K + 5)agkyrsaop—1 + (K + 4)agqaok
i=k i=k+6

+ (k4 3)arys(azeir + (k+ DayZy) + (k + 2)agg200r 12
+ (k + 1)04k+1a2k+3 + ko oiog14 (méd 2)
2k+4
= Z ioioskra—; + (K +3)(k + Dagysarsr  (méd 2)
i=k

Finalmente, recordando que ;11 = —ag11, concluimos que
2k+4
B3k+3 = Q343 + § iazgs—;  (M6d 2).
i=k

O

Corollary 4.26. Sean f,g € Ty, con f = p'(z + Z?i;l a;zt + O(z%*)) y

7

g=p(z+ Zfﬁ;l it + O(z%)). Sea &; el I—esimo coeficiente de [f, g].
o Sik<I<2k—1, entonces §; = 0.
o 52k <1 <d—1, entonces

I—k+1

5l = Z (21 -1 - l)aiﬁl_i_,_l.

i=k

Si d, <1< 3k —3, entonces §; =0 (méd 2).

e Sik=0 (méd 2), entonces d3x_o = 0.
Si k=1 (méd 2), entonces d3_2 =0 (mdd 2).

e Si k=0 (méd 2), entonces

k41 ,
Oak—1 = ( 5 )(Oékﬂﬁk + Bryr10)  (méd 2).

Si k=1 (méd 2), entonces d3—1 = 0.
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0 (méd 2), entonces d3;, = 0.
1 (méd 2), entonces
k+2

k
gk, = < (g Brt1 +5k04k+1)+( 5

)(ak+25k+ﬁk+2ak) (méd 2).
e Si k=0 (méd 2), entonces

k+3 ,
03ky1 = ( 5 )(Oék+3ﬁk + Brysay) (méd 2).

e Si k=0 (méd 4), entonces d3+o = 0.
e Sik=0 (médd 4), entonces
03k43 = k138,41 + Brrsars1  (méd 2).

Demostracién. Notemos que [f,g] = (f o g) o (go f)~!. Podemos utilizar
los tltimos dos corolarios para calcular (g o f)~!. Estos célculos, al igual
que el computo de (fog)o(go f)~!, son andlogos a los de la demostracién
anterior. O
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