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LA CONJETURA 2-DIMENSIONAL DE LAZER Y MCKENNA
CON NO-LINEALIDAD EXPONENCIAL

En este trabajo de memoria de titulo se presenta un estudio sobre la veracidad de la conjetura de Lazer y McKenna
para un problema tipo Ambrosetti y Prodi

Au+g(u) = s¢1 + h(z) enQ, (0.0.1)
u—>0 en 09,

donde Q es un dominio en R? de frontera suave, ¢; es una primera funcién propia positiva del operador Laplaciano
bajo condiciones de borde Dirichlet homogéneas, s es un pardmetro real que tiende a infinito, h(z) es una funcién
suave y g(t) = e' corresponde a una no-linealidad critica en dimensién dos en el sentido de la aparicién de limites
singulares, como muestra la literatura existente de principios de los afnos ‘90.

Mis precisamente, la conjetura de Lazer y McKenna (1981) predice la existencia de un niimero no acotado de soluciones
para (0.0.1) a medida que s crece a infinito. Sorprendentemente, no se produjeron avances generales en la verificacién
de tal conjetura —salvo el caso radial y el unidimensional- hasta los dos tltimos anos, con la identificacién del caso
N-dimensional y subcritico de (0.0.1) como un problema de limites singulares, hecha por Dancer y Yan (2005).

Este estudio tiene como objetivo demostrar la veracidad de la conjetura antes expuesta para el Problema (0.0.1).
Para ello, se probard —para s suficientemente grande— la existencia de una familia de soluciones indexadas por cada
natural, que presentardan concentracién multiple en ciertos puntos de §2 caracterizados por ser mdximos —posiblemente
degenerados— de la funcién ¢;. Este resultado estd en concordancia con los trabajos recientes de Dancer y Yan
(2005, 2006), Li, Yan y Yang (2006) y Yan y Wei (preprint), que verifican la conjetura en el caso de mayores dimensiones
y no-linealidades subcriticas o criticas.

Para obtener tal resultado, se ha procedido siguiendo un esquema de reduccién finito-dimensional de Liapunov-Schmidt
en el espiritu del trabajo de Floer y Weinstein (‘86). Este consiste, grosso modo, en buscar una solucién de la forma
U + 1, donde U es una funcién escogida adecuadamente, de modo que se tenga la concentracién anunciada, y donde 1
es un término de correccién, que se espera tienda a cero en algin sentido cuando s tiende a infinito. El marco analitico
funcional que se plantea es el mismo introducido por del Pino, Kowalzyck y Musso (‘05) en su estudio del problema de
Liouville, pero siguiendo una variante realizada por Wei, Ye y Zhou (‘06), quienes analizan el problema de Liouville
anisotrépico.

El primer paso consiste en la eleccién de una buena aproximacién inicial U, de modo que el error obtenido sea pequerio.
A diferencia del trabajo de del Pino, Kowalzyck y Musso, se utiliza un espacio de configuracién compatible con la
existencia de concentracién multiple. Después de esto se reescribe el problema obteniendo una ecuacién no-lineal para
1. Para estudiar esta ecuacién, el trabajo se divide principalmente en tres partes; primero se realiza un completo
analisis a un problema lineal asociado, en donde se encuentran resultados de existencia, unicidad y cotas sobre dicha
solucién. Este problema es en si complicado de abordar debido a la fuerte interaccién entre las componentes de la
aproximacién U, y merece un anélisis més detallado. En segundo lugar, se analiza un problema no-lineal auxiliar, via
un esquema de punto fijo, en donde nuevamente probamos existencia y que efectivamente la funcién solucién resulta
converger a cero cuando s tiende a infinito. Ademads entregamos las condiciones necesarias de regularidad de la solucién
para reducir el problema de existencia de soluciones del problema no-lineal original a un sistema finito-dimensional.
Finalmente, se demuestra que dicho sistema finito-dimensional efectivamente admite al menos una solucién, obteniendo
por lo tanto, una solucién para (0.0.1) con el comportamiento asintético esperado.

Finalmente, se formulan algunas interrogantes respecto a posibles mejoras en el resultado obtenido. En particular,
la obtencién de resultados para el caso dos dimensional similares a los obtenidos por Li, Yan y Yang, y por Yan y
Wei, mencionados anteriormente. También se conjeturan ciertos resultados de concentracién miiltiple que se podrian
obtener para el problema critico de Brezis-Nirenberg anisotrépico y un problema de curvatura escalar prescrita.
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Capitulo 1

Introduccién: La conjetura de Lazer y
McKenna

Esta introduccién tiene como objetivo explicitar el problema principal que motivé este trabajo
de memoria, asi como el contexto histérico en el que se enmarca y los resultados previamente obte-
nidos. A primer orden estaremos investigando un problema especifico de Ecuaciones en Derivadas
Parciales, topico inmensamente amplio en conceptos, resultados y por supuesto en notaciones. Es
por ello que intentaremos explicitar —en la medida de lo posible- cada uno de los conceptos no tri-
viales involucrados a través de estas hojas. Sin embargo, supondremos al lector familiarizado con los
conceptos més basicos de Célculo Multivariado, ya sea derivacion e integracion sobre subconjuntos
adecuados en RV.

1.1. Primeros elementos del problema

Consideremos Q C R? un dominio suave y acotado. Por dominio suave entendemos un subconjunto
abierto y conezo de frontera de clase C™. ! A través de este trabajo de memoria trabajaremos con
el problema eliptico de valores de frontera sobre (2

{Au+e“=s¢1+h($) en €, (1.1.1)

=0 en 0f),

donde

|

Au

[V

2
N
g=1 71

'El concepto de regularidad del dominio es complicado de expresar en pocas palabras, para una explicacién detallada
ver Apéndice C del libro de Evans [E00].

D
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Capitulo 1: Introduccién: La conjetura de Lazer y McKenna

corresponde al Laplaciano de la funcién -razonablemente suave— u, h es una funcién dada pertene-
ciente a una clase a precisar de funciones, s es un pardmetro positivo y grande, y ¢; es una primera
funcién propia suave? y positiva® del problema bajo condiciones de Dirichlet homogéneo

—Ap=Ap enfl,
=0 en 052,

Denotemos sus autovalores? como
0<)\1</\2S)\3S-'-

La frase trabajaremos es bastante ambigua y debemos precisarla. Sin embargo, el simple enunciado
anterior motiva recordar primero las siguientes definiciones.

Definicién 1. Sea a € [0,1]. Una funcién f : Q@ € R? — R se dice Holder continua de pardmetro
a sies continua en ) y la siguiente semi-norma

L i) - S
o = i;es |z — yl|*

es finita. Denotaremos como C%*(QQ) el espacio de Banach de las funciones Holder continuas en Q
equipado con la norma estandar

I fllo.a = I flloo + [flo,a-

Asimismo, para k > 1 entero podemos definir el espacio Ck(Q) como el de las funciones de
clase C*(Q) cuyas derivadas parciales %u cumplen [0Pulon < 400 para cualquier multi-indice

B=(B1,B2) €N? con |B| =P+ P2 = k. °

En este trabajo escogeremos h € C%%(). A modo de ejemplo de por qué motivo escogemos este
espacio de funciones, recordemos que A : C?%(Q) — C%%(Q) es un isomorfismo bajo condiciones
de borde Dirichlet. Esto permitird trabajar con el inverso de h para los célculos que vienen.

Antes de introducir formalmente el problema que estudiaremos, expliquemos de manera breve el
contexto matemaético e histérico que llevé a la formulacion de la conjetura de Lazer y McKenna.

En todo lo que resta de la memoria, una funcién suave correspondera a una funcién de clase C*.

*Notar que ¢; es realmente un s.e.v. de dimensién 1 y que no cambia de signo en . Esto nos da un grado de
libertad para escoger ¢; que usaremos méas adelante.

“El hecho que A; sea estrictamente positivo serd de vital importancia.

®Precisemos: Si 8 € N?,
6'”'14(21,2:2)

0% u(z1,22) =
g A



Capitulo 1: Introduccion: La conjetura de Lazer y McKenna

1.2. Contexto Histoérico: El problema de Ambrosetti y Prodi

Los primeros trazos del origen de la conjetura de Lazer y McKenna® provienen del problema de
Ambrosetti-Prodi, esto es, la ecuacion de tipo funcional

Au+g(u) = f(z) enQ,
{u =0 en 0f), (-21)

donde Q C R¥ es acotado y suave, f € C%%(f), y los limites

lfmg—(t2<ys lim g_(_t)_

14

t——00 t—+oo ¢

se asumen finitos. El problema (1.1.1) corresponde precisamente a un problema del tipo Ambrosetti-
Prodi, pero en el cual v =0 y u = +o00.

En 1973, Ambrosetti y Prodi [AP73] asumieron
O<v< A < p < Ao

y adicionalmente que g” > 0,7 para mostrar la existencia de una wvariedad M de clase C! de
codimensién 1 la cual separa C%?(£2) en dos regiones abiertas y disjuntas,

CO’Q(Q) =0OgUMUO,,

tal que el Problema (1.2.1) no posee solucién para f € Op, exactamente dos soluciones si f € Oa, y
exactamente una solucién si f € M.2

En 1975, Berger y Podolak [BPo75] obtuvieron una representacién més explicita para el resultado
en [AP73] al descomponer

f=so+h [ nei=o,
Q
y probando que para cada h? existe un ntimero real a(h) tal que el problema

{Au +9(u) =sp1+h enQ, (1.2.2)

u=0 en 052,

®Una descripcién detallada de los primeros resultados aqui mencionados puede ser encontrada en el Capitulo 3 del
apunte de Louis Nirenberg, [Ni00].

"Esto es, g estrictamente convexa.
SReafirmamos nuevamente que el carcter del resultado de Ambrosetti y Prodi fue esencialmente funcional.

9Notar que el pardmetro s queda bien definido y cumple
fn f¢1
= =
Jo 41
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no tiene solucién si s < a(h) y tiene exactamente dos soluciones si s > a(h). Escrito de esta
manera, y dejando a s como un pardametro y a h fijo, es como comunmente se referencia el problema

de Ambrosetti-Prodi.

La hipétesis de convexidad en el resultado de multiplicidad para s grande y positivo fue relaja-
da posteriormente en [AH79, D78, KW75]. En [LM81], Lazer y McKenna obtuvieron una tercera
solucién para (1.2.2) bajo la hipétesis adicional

U</\1</\2<u<)\3,

mientras que una cuarta solucién bajo esta hipétesis fue encontrada por Hofer [H82] y por Solimini
(S83].

1.3. La conjetura en si

Precisamente en [LM81] Lazer y McKenna conjeturaron ademés que el nimero de soluciones de
(1.2.2) para un valor grande s > 0 crece a medida que el intervalo (v, 1) contiene mds y mds valores
propios. En particular, si

V<A <p=+o00 (1.3.1)
y g no crece “demasiado répido” en infinito, entonces para todo k& > 1 existe un nimero s tal
que si s > sg, entonces el Problema (1.2.2) deberia tener al menos k soluciones. Esta afirmacion es
precisamente conocida como la conjetura de Lazer y McKenna.

Sorprendentemente, ' Dancer [D89] demostré que esta conjetura es falsa en el caso lineal asintético
con v y p finitos, exhibiendo un ejemplo en N > 2 en el cual el intervalo (v, ;) contiene un gran
nimero de valores propios pero no mds que cuatro soluciones para s grande existen. La conjetura
para los casos p finito e infinito es cierta tanto en el caso uno-dimensional como en el radial, bajo
varias situaciones, ver por ejemplo [CK89, HLM85, LM83, PMM92, RS86]. Ver también [BMP03,
D84, DY99, S85] para otros resultados en el caso de ecuaciones en derivadas parciales.

. Cudn répido deberia ser “no demasiado réapido” en el crecimiento de g bajo la situacién (1.3.1)7?
Los autores de la conjetura tenian probablemente en mente un crecimiento del término no-lineal
g(s) no mas alld del critico para la inyeccién de Sobolev, esto es,

2
9(s)| S ClsP, con p< 3 para N 23 (132)
o bien gracias a la inyeccién de Moser-Trudinger
lg(s)| < Cesz, para N = 2. (1.9:3)

Estas restricciones fueron en efecto ocupada en [CK89] para el caso radial. Sin embargo, y sorpren-
dentemente, no se produjeron grandes avances en busca de respuesta a la conjetura en dimensiones

"%Pues en la mayoria de los casos estudiados la conjetura es cierta.
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mayores y dominios arbitrarios hasta los ultimos anos. La principal razén —desde nuestro punto de
vista— pudo haber sido el tardio descubrimiento de un fenémeno de concentracién singular para el
Problema (1.1.1). Los descubridores de este fenémeno fueron E. Dancer y S. Yan.

Seamos més especificos. Recientemente Dancer y Yan [DY05, DY06] probaron que la conjetura de
Lazer-McKenna es verdadera si N > 3 y
N N+2
=A+t, 1<% A< A,

9(t) T g 1
construyendo y describiendo el comportamiento asintético de las soluciones encontradas cuando
s — +00. En este caso v = A y p = +o00. Esto también fue probado en el caso critico para la
inyecciéon de Sobolev p = N—*’—% si, ademds, 0 < A y N > 7, por Li, Yan y Yang en [LYY106].
Precisamente esta es la variante de mayores dimensiones de nuestro problema!l.

1.4. Descripciéon de los resultados principales

El Problema (1.1.1) es también un ejemplo de un problema de Ambrosetti-Prodi que envuelve
criticalidad, pero en R?. Mientras, estrictamente hablando, la no-linealidad permanece por debajo
del limite de compacidad dado por la inyeccién de Moser-Trudinger (1.3.3), para la cual e*" es critico,
ecuaciones en dos dimensiones con la no-linealidad e“ exhiben un fendmeno de concentracion en
peaks, similar a aquel encontrado en el exponente critico de (1.3.2) pero en dimensiones mayores.
Esto ha sido sujeto de amplio tratamiento en la literatura, en lo que respecta a la construccién y
clasificacion de familias no acotadas de soluciones para este tipo de no-linealidades exponenciales.

El principal resultado de este trabajo es una respuesta positiva a la conjetura de Lazer-
McKenna para el Problema (1.1.1). Esto es, dada cualquier m > 1, existen al menos m soluciones
de (1.1.1) para s > 0 suficientemente grande. Mds aiin, estas soluciones pueden ser descritas de
manera explicita: ellas presentan concentracién multiple alrededor de los puntos de valor méximo
de ¢;. Escrito a modo de teorema:

Teorema 1.1. [PM06] Dado cualquier entero m > 1 y cualquier s real suficientemente grande,
existe una solucion ug del Problema (1.1.1) tal que

lim e = 8Tm,
8—+400 0

Mads precisamente, dado cualquier subconjunto A de 2 para el cual

sup ¢; < sup ¢
OA A

"1 Recientemente, Li, Yan y Yang probaron que la conjetura también era cierta mostrando concentracién de solu-
ciones con peaks cercanos al borde, ver [LYY206].
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y una sucesion s — +00, eriste una subsucesion y m puntos & € A con

#1(&i) = sup ¢y
A

tales que cuando s — +o00

m
e — 81 25& .
=1

En particular, a modo de ejemplo, observemos que asociado a cualquier punto aislado de méximo
local & de ¢, tendremos el fenémeno de miiltiples peaks en torno a este punto, es decir e —

871’771(560 .

Como una simple lectura de este resultado, tenemos el siguiente

Corolario 1.2. La conjetura de Lazer-McKenna para el Problema (1.1.1) es verdadera, es decir, a
medida que s — +00, el nimero de soluciones us de (1.1.1) es no acotado.

1.5. Aparicion de limites singulares

El problema (1.5.2) es en realidad un problema de limites singulares. La construccién realizada da
informacién mucho més especifica y certera del perfil asintético de las soluciones. En particular
tendremos la aparicién de fenémenos de concentracién singular 2, como lo mostraré la expansién
de la solucién

Uy = —f;m —p+ Y Glz,&) +o(1)

=1
donde 0(1) — 0 cuando s — +oo de manera uniforme sobre subconjuntos compactos de € \

{&,...,6n}, ydonde p = (=A)"'hen H}(Q), 13 y G(z,€) denota la funcién de Green del problema
de Laplace

{_AIG(:L',E) = 8md¢(z), z €9, (1.5.1)

G(z,€) = 0, z € 09,

En orden a reescribir el problema de una manera mds familiar, reemplacemos u en la ecuacién (1.1.1)
por u — /\%¢1 — p, el pardmetro s por A\;s y definamos k(z) = e~ ”. Entonces (1.1.1) es equivalente
al siguiente problema singular cuando s — +o0

A —8¢1 U —
{ u+ k(z)e *®e* =0 en (), (1.5.2)

u=0 en 052,

12 Esto es, soluciones cuya no-linealidad converge en el sentido de las medidas a combinaciones de deltas de Dirac,

ver enunciado del Teorema 1.1
3En realidad, p € C**(Q), pues h € C**(Q) y 2 es un dominio suave.
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por lo que uno esperaria que las soluciones ug de (1.5.2) tengan el perfil

k
ug(z) ~ Z m;G(&;, ),

j=1

con m; > 1, y donde los &;’s son puntos de maximo de ¢;. Sin embargo, este fenémeno de con-
centracion multiple estd en fuerte contraposicién al ligeramente distinto y ampliamente estudiado
problema

(1.5.3)

Au+ e%k(z)e* =0 en Q,
5=10 en 052,

con k € C%(2), infq k > 0 y € — 0, donde concentracién de soluciones con

/ e2k(z)e" = O(1)
Q

estd forzado a ser simple, es decir con todos los m;’s iguales a uno, como sigue de los resultados
en [BM91, LS94, MWO01, NS90]. Concentracién de familias de soluciones en este problema han sido
construidas en [BPa98, CL03, PKMO05, EGP05]. Por ejemplo, en [PKMO05] se encontré la presencia
de soluciones con un numero arbitrario de puntos de concentracién siempre que ) sea no simple-
mente conezo, ver también [EMPO06] para un fenémeno similar para exponentes grandes en una
no-linealidad del tipo potencia. Concentraciéon multiple fue construida recientemente en [WYZ06],
para el problema anisotrépico

div (a(z)Vu) + 2k(z)e* =0 en £,
=1} en OS2,

alrededor de cualquier mdximo aislado del (uniformemente positivo) coeficiente a. La moraleja detras
de nuestro resultado es que la concentracién miiltiple en el caso isotrépico' puede ser gatillada por
el hecho que el coeficiente frente a e* no converge a cero uniformemente sobre Q. En otras palabras,
la miiltiple concentracién “quiere tomar lugar” donde el coeficiente precisamente se anule mas rapido
en s'5. A modo de ejemplo, en nuestro resultado,

e—301(z) _, 0 sf z €, cuando § — +o0.
1 sizeodfl,

Esto debiese estar de alguna medida conectado con el fenémeno asociado a (1.5.3) pero donde k()
se reemplaza por |z|%k(z), peso que resulta de ecuaciones tipo Liouville con fuentes singulares.!®
Avances importantes han sido obtenidos en materia de entender soluciones con peaks, ver por
ejemplo [T05] y las referencias contenidas alli.

"“Es decir, cuando a(z) = 1 y recuperamos el Laplaciano.
A primer orden, la no-homogeneidad induce concentracién miiltiple, ver por ejemplo [KW00].
16Esto es, puntos del dominio £ donde la no-linealidad se anula.
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El resto de este trabajo estara dedicado a la demostracién de Teorema 1.1. Realmente, daremos una
version més precisa de este resultado en términos del Problema (1.5.2) en el Teorema 5.1 desarrollado

el el Capitulo 5.

Como ya hemos mencionado, no es nuestra intencién expresar los resultados obtenidos de la manera
mas general. Por ejemplo la eleccién de ¢; como la funcién positiva en el lado derecho de (1.1.1)
es hecha sélo por razones histéricas pero es ciertamente no esencial. Podriamos en principio reem-
plazarla por ejemplo por cualquier funcién positiva ¢, donde ahora la concentracién tomard lugar
alrededor de méximos locales de la funcién (—A)~'¢ en Hj(Q).

Por otro lado notemos que un resultado similar al Teorema 1.1 es también vélido para el problema

Au+ Au+e* = s¢; + h(z) en Q,
=10 en 0f),

siempre que A < A;. En este caso, ¥ = A y p = +00. La razén bésica de la veracidad de este
resultado descansa en que A + A satisface el Principio del Mdrimo. La funcién de Green deberia ser
consistentemente reemplazada por la asociada a este ltimo operador, esto es, para y € €2,

AG’/\($7 y) 1 AG,\(.’L‘, y) = 5(‘7" & y)a z en ),
Gi(z,y) =0 x en Of).

1.6. EIl método de reduccion variacional de Liapunov-Schmidt

Una herramienta primordial en la resolucién del Problema (1.5.2) serd el llamado método de reduc-
cién variacional de Liapunov-Schmidt. Una exposicién detallada de este procedimiento puede ser
encontrada en [Ni00].

A primer orden, el método es una aplicacién avanzada del Teorema de la Funcién Implicita.
Para ser mds precisos, escribamos uno de sus enunciados cldsicos.

Teorema 1.3. [Ni00] Consideremos X,Y, Z espacios de Banach y f = f(z,y) un funcional de clase
C?, p > 1, definido en una vecindad del (0,0) en X x Y y con valores en Z tal que

1. f(0,0)=0,
2. Imf:(0,0) =24,y
3. ker fz(0,0) = X, tiene un subespacio complementario cerrado X, en X; esto es, X es una
suma directa X = X1 & Xo.
Entonces para cada zy € X1 con ||z1]] < d ey €Y con |ly|| < r con §,r > 0 suficientemente

pequenios, eziste una iunica solucion zo = u(z1,y) de clase CP de

f(z1 +ulzy,y),y) =0,
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con u(0,0) = 0.
Ahora bien, apliquemos este resultado para deducir el método de reduccién variacional de Liapunov-
Schmidt.

Sean ahora X, A,Y espacios de Banach!” y f = f(z,)) un funcional de clase C?, con p > 1, desde
una vecindad de (0,0) en X x A en Y y con f(0,0) = 0. Nuestro objetivo sera estudiar el conjunto

de soluciones cerca del (0,0) de
f(z:A)=0. (1.6.1)

Para ello, vamos a asumir que f;(0,0) es Fredholm, esto es

1. ker f;(0,0) es finito dimensional, y
2. Im f,(0,0) es cerrado en Y y tiene codimensién finita.

Entonces si el espacio de parametros A es finito dimensional el estudio local de las soluciones de
(1.6.1) se reduce a estudiar un nimero finito de ecuaciones para un numero finito de incdginitas.

En efecto, podemos descomponer ¥ = Y; @ Y5 como una suma directa con dimYs < 400, y sea
Q@ el operador de proyeccién sobre Y; asociado. Asimismo, también podemos descomponer X =
X1 @ X5 como una suma directa. Aplicando @ e (I — @) a la ecuacién (1.6.1), tenemos que (1.6.1)
es equivalente a las ecuaciones

Qflz Al =0, (I—Q)f(z,A) =0. (1.6.2)
Aplicando el Teorema 1.3 a la funcién g : X3 x (X; x A) — Y] definida por
9(z2,71,A) = Qf (21 + 72, A),
se tiene que existe una unica solucién z3 = u(z, A) en la cercania de (z;,A) = (0,0) de
g(u(z1,A), z1,A) = 0.
Luego, z1 4+ u(z1, A) es una solucidén de (1.6.1) si y sélo si
(I -Q)f(zy +u(z1,A),A) =0,

el cual es un conjunto finito de ecuaciones —(I — Q) es de rango finito pues es la proyeccién sobre
Y5 con un nimero finito de incéginitas.

Uno de los ejemplos més notables sobre el uso del método de Liapunov-Schmidt estéd en el paper de
Floer y Weinstein [FW86], basado a su vez en ciertos trabajos de bisqueda de instantones'® para
ecuaciones del tipo Yang-Mills. Presentamos un resumen de la demostracién de tal trabajo como un

17Pensaremos a A como un espacio de pardmetros.
8Es decir, soluciones concentradas en un corto perfodo de tiempo.
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Ejemplo 1. [FW86] Consideremos la ecuacién unidimensional no-lineal de Schrédinger en R x {t >
0}

. h2 3

ihy = "%"pzz + V(z)y — 97, (1.6.3)

donde V = V(z) es un potencial que posee a xp = 0 como minimo local no degenerado,'® i = v/—1,
m corresponde a la masa del objeto en estudio y h la constante de Plank, que asumimos pequena.
Buscaremos soluciones de (1.6.3) del tipo onda viajera,?® esto es
Bt
¥(@,t) = u(@)exp (~ =),

y donde u es a valores reales. En términos de u, y después de reescalar variables, debemos resolver
la siguiente ecuacién para y € R

5" () — Val)u(y) +w() =0, (164

con Vi(y) = V(hy)—V(0)=Ay A = E-V(0) y z = hy. Aqui y en lo que sigue siempre supondremos
V5 estd acotada inferiormente por una constante positiva independiente del punto z € R.

De aqui en adelante el procedimiento es estdndar. En efecto,

1. Se define el operador —para h > 0 pequeiio- Sy, : H?(R) — L?(R) por
Splu] = %u” — Vau + 43, (1.6.5)
y el operador limite?* Sy : H*(R) — L%(R) por
Solu] = —;-u” + du + . (1.6.6)

Nuestro problema a resolver es precisamente
Splu] = 0. (1.6.7)

Facilmente se ve que para cualquier & > 0 el operador Sy es Frechet-diferenciable con derivada
1 F
Sylu)(v) = Ev” — Vhv + 3u’v.

2. El problema no-lineal de segundo orden Sp[u] = 0 posee exactamente dos familias 1-paramétricas
de soluciones las cuales decaen exponencialmente cuando |y| — +o0o. Més precisamente,

«

ug 5(y) = = v WG uy 5(y) = —uo,5(y), (1.6.8)

9Esto es, V"/(0) # 0.
2OEn inglés standing waves.
“INotar que Vi converge uniformemente a —A sobre compactos.

10
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para a = (=2\)!/2 y 8 € R corresponden a tales familias.

Mads aun, el operador Sy posee la propiedad fundamental de ser no degenerado, es decir, su
operador linealizado en up = ugp

1

v € H*(R) — Sh[ug)(v) = -2-v” + v + 3udv (1.6.9)

posee como kernel solamente al generado por la funcién uy. Esta solucién representa la inva-
rianza de la solucién de Sp[u] = 0 ante traslaciones.??

3. Busquemos un ansatz?® para la solucién de (1.6.7) para h pequeno. Formalmente éste de-
beria ser similar a la solucién de Sy salvo traslaciones, de donde definimos nuestra primera
aproximacion como la familia uni-paramétrica

Uzn(y) = Uo( = %), (1.6.10)

por lo que u = U,  + ¢, 1 es solucién de (1.6.7) si y sélo si
0 = Sa[Us,h + ¥2,8] = SK[Uzp] + SklUz sl (¥2,8) + Nz stz 1),

donde N, n[¢] = 3U, sb* + 3. Esta tltima ecuacién para el término corrector v, 5 se puede
escribir como la siguiente ecuacién no-lineal

S;’L[Ul,ft]("/}z,h) = —Sﬁ[Uz,h] o Nz,h["/}z‘h]- (1.6.11)

Al término Sy[U. 4] se le denomina cominmente el error de la aprozimacion, y se referencia
con la letra R. De esté ultima ecuacién se deduce que para encontrar una solucién de (1.6.7)
por medio de un teorema tipo punto fijo debemos invertir el operador lineal Sy[U. 4], sin
embargo, este 1iltimo no es invertible pues es similar al operador S}, que tiene kernel no nulo.
Sin embargo, bajo razonables condiciones de ortogonalidad, este operador si serd invertible.

4. Es fdcil notar que K 5 = ker S4[U, »] estd generado por U, ;. Luego, vamos a buscar solucio-
nes de (1.6.11) en un razonable subespacio ortogonal a K, j donde las soluciones estén bien

definidas. Definamos
M, = K N H*(R),

donde K ;‘:,.1 es el subespacio ortogonal a K, 5 en L?(R). Denotemos ademés por Tri:h : L*(R) —
K ;':,.l la proyeccién ortogonal de L?(R) tal que para todo v € L?(R)

Aﬂih(w U,,=0, paratodoz€R,h>0.

Finalmente, definimos L, : M,  — Kth por

L. w(v) = 73 pSlUz ] (%)

*2Generalmente ecuaciones tipo Schrédinger poseen sélo invarianza traslacional, al contrario de nuestro problema,
que posee ademds una invarianza ante cierto tipo de dilataciones.
20 adivinanza, comienzo, del aleméan.

11
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Con estos datos, se prueba que existen nimeros reales positivos v, a1, iy tales que si |z| < oy,
0<h<hyyy € M,y , entonces

1¥ll2 < YN Lzn(®)]l L2, (1.6.12)

es decir, un resultado de inversién para el operador linealizado Sy [U. 5] en un razonable espacio
ortogonal.

5. Nuestro propésito ahora es encontrar —para cada z y h suficientemente pequenos— un elemento

Y. n € M, tal que
Tr:v,l:ﬁsh[Uz.h -+ wz,h] =0, (1.6.13)

esto es, Sp[Us p + ¥:,n) € K, 5. Como K, es unidimensional, estaremos implicando que v, p
resuelve la siguiente ecuacién diferencial

ShlUzn + ¥z.8] = c2pU g (1.6.14)

para alguna constante c, p € R. Pero resolver (1.6.13) equivale a encontrar ) = ¢, € M p

tal que?*
Ve = Faltpan] = L3 mEnSalU- ) + mEnNenlanl }, (1.6.15)

es decir, un problema de punto fijo. Se puede probar que F.j es una contraccién en un
razonable subconjunto acotado de M, p.

6. Finalmente, debemos resolver la reduccién variacional, esto es
T2, WSh[Uzn + ¥2,5) = 0. (1.6.16)

Gracias a (1.6.14), esto equivale al simple problema unidimensional de encontrar z pequeno
tal que para todo i > 0 suficientemente pequeno

cap = 0. (1.6.17)

Notemos que
Cz,h/IR U;?h = /ﬂlSh[Uz'h aF If)z,ﬁ]U;’ﬁ, (1.6.18)

asi como / U ‘.',2,-1 = C > 0 independiente de z, i. Luego, debemos estudiar los ceros de la fun-
R
cién 1
vp(2) = E/RSh[Uz,h-i- Vo h)U 1
Para ello, se puede probar que para 1 < v < 2 y h suficientemente pequeno

A un(h”) = —2 Juoll2: V" (0)z + o(1),

uniformemente para z € [—Kj, Ko, K fijo. Luego, como 0 es punto critico de V no degene-
rado, tenemos V”(0) # 0 y por ende la funcién que a z le asocia i~"vy(h”2) es una funcién

#4Recordemos que L. 5 es invertible sobre M; n, para z, h pequefios.

12
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continua que cambia de signo en los extremos del intervalo [—Kj, K] para todo h suficiente-
mente pequeno. Gracias al Teorema del Valor Intermedio y a la aproximacién anterior, tenemos
que

existe Z pequeno tal que ¢z = 0,

que era lo deseado.

7. Resumiendo, hemos encontrado ¢ = ¥z 5, € M3 j tal que Sz x[Uz n+ 1z 5] = 0 para h pequeno.
Mais atin, se puede probar que esta solucién decae exponencialmente como ug.

Otra aplicacién notable del método de Liapunov-Schmidt puede ser encontrada en [KW00]. En este
trabajo, los autores prueban que cerca de cualquier punto zyp de méaximo local de la funcién V y
cualquier constante entera K > 1 existe una solucién positiva de (1.6.4) con K peaks concentrandose

en torno a xg.

1.7. Procedimiento a seguir

En este trabajo, sin embargo, usaremos una versién ligeramente distinta al método usual desa-
rrollado por los primeros trabajos que usan el método de Liapunov-Schmidt. El motivo de estas
modificaciones obedece a que este tltimo procedimiento debe ser adaptado a cada tipo diferente
de problema. En este sentido, el trabajar en un subconjunto de R? proporcionara —Capitulo 2- la
ventaja de estimaciones uniformes de nuestros resultados, no necesariamente ciertas en dimensio-
nes mayores. Sin embargo, el cardcter altamente singular del operador lineal jugard en contra
nuestra en el Capitulo 3.

En el siguiente capitulo buscaremos una aproximacién o ansatz razonable para la solucién de (1.5.2),
consistente en una familia de funciones dependiente de tres pardmetros tomados de un subconjunto
adecuado de R x Q2. El conjunto de pardmetros que tomaremos revelara la interaccién no despre-
ciable entre los peaks de las soluciones. Mediremos —por medio de normas adaptadas- el tamano
del error en nuestra aproximacién en un dominio expandido, usado esencialmente para facilitar
las estimaciones. En el transcurso de este cdlculo fijaremos el valor de un conjunto de pardmetros
para hacer nuestro error infimo.

Posteriormente, en el Capitulo 3 trabajaremos con un problema linealizado asociado a nuestro
problema. Para ello encontraremos primero el kernel de este operador lineal y plantearemos el
problema de inversién en el subespacio ortogonal a este kernel. Sin embargo, tendremos que levantar
—a posteriori— ciertas condiciones de ortogonalidad para poder resolver la reduccién variacional. La
inversién de este operador —casi singular— tomara gran parte de este capitulo.

Ya resuelto el problema lineal, el proceso no-lineal es muy similar al expuesto en el ejemplo de Floer
y Weinstein. En el Capitulo 4 probaremos un teorema tipo punto fijo para luego hacer la reduccién
variacional. El problema finito dimensional equivalente serd la optimizacién de una funcién de

13
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la energia de nuestro problema. Para poder resolver este problema, calcularemos una estimacién
asintética de la energia que tendrd carédcter de poseer un maximo local. La demostracién de la
existencia de este maximo —y por ende las soluciones a nuestro problema- ser4 resuelta en el Capitulo

5.

14



Capitulo 2

Preeliminares y Nociones basicas

2.1. Ansatz para una solucién del Problema (1.5.2)

En lo subsiguiente de este trabajo fijaremos un conjunto A como en el enunciado del Teorema 1.1,
esto es, un subconjunto abierto de €2 tal que

sup ¢ < sup ¢y.
dA A

Por simplicidad notacional’ asumiremos que

méx ¢;(z) = 1.
€A

Queremos ahora construir una aproximacién U razonable de una solucién de (1.5.2) la cual tendra
como parametros —a ser ajustados— los puntos & donde los peaks tomaran lugar. Como veremos

después, un conjunto conveniente para seleccionar el punto £ = (§1,...,&n) €s
- I : 1
O, ={echm:1-0(&) < 7 Vi=1om y minles — 612 5}, 210)

donde el nimero 3 > 1 serd especificado después. Luego, fijemos & € O;.

Observacién 2.1. A diferencia de [PKM05], donde la distancia entre los puntos &; en los cuales la
concentracion tomaba forma era uniformemente lejana, en este trabajo asumiremos que los puntos &;
pueden estar acercdndose a tasa sP, lo que en el andlisis posterior conllevard a nuevas dificultades
y por ende el uso de un nuevo método para atacar un problema lineal vital para la resolucion del
Problema (1.5.2), el cual es una variante del recientemente introducido en [WYZ06).

'Recordar que ¢; posee un grado de libertad de dilatacién constante.

15



Capitulo 2: Preeliminares y Nociones bdsicas

Para nimeros p1; > 0, j = 1,...,m, a ser escogidos mds adelante, definamos

() = Upa(a) = log e AT 1 () —IoB K, (2.1.2)
(1305 + |z = &%)

tal que u; resuelve

Au+ k(fj)éjz-e" =0 en R?, / k(fj)5?e“ = B (2:1:3)
R2
donde, como estamos tratando de aproximar una solucién de (1.5.2), naturalmente escogeremos

d; = 6j(s) = exp{ = %¢1(£j)}- (2.1.4)

Observacion 2.2. Es interesante hacer notar que todas las soluciones del problema

Au+e*=0, en R?

/ e* < 400,
R2

son radiales en torno a un punto de R? y tienen la forma

82

(U2 + |z — zo|2)?’

log

para cualquier p > 0 y g € R%. Ver [CL91] para la demostracién. Esta familia de funciones es
precisamente la base para escoger nuestra primera aprozimacion de la solucion a (1.5.2).

Como u; es no nula en la frontera de (2, adicionaremos una correccién arménica a ella para que la
condicién de borde sea satisfecha. Sea H;(z) la funcién arménica® solucién de

AHJ‘ =1) en Q,
H; = —u; en OS).

Definimos nuestra primera aproximacién U(€) como

U@)=> Uj;, Uji=u;+Hj. (2.1.5)
j=1

A saber, nuestro ansatz U posee como pardmetros libres el conjunto de puntos £ € Oy y de para-

metros positivos pj, j = 1,...,m. Por otra parte, U; es llamada la proyeccién de u; sobre H(} (92),

pues cumple

AU; = Au; en (),
U]’ =0 en Of).

2Recordemos que u :  — R es armdnica si es suave y Au = 0 en €.
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Como precisaremos después, u; + H; ~ G(z,&;) donde G(z,£) es la funcién de Green definida en
(1.5.1). Consideraremos tambien a H(z,£), su parte regular, es decir la solucién —suave- de

—A;H(z,6) =0 T €,
. (2.1.6)
H(m,y)zF(z—y)=—4logW, z € 09,

tal que
G(:II, y) oY H((L‘, y) = F("E e y)'

A modo de recuerdo, para y € 952 tenemos que
lm H(z,y) = —co.

Sin embargo, si y € Q es fijo, entonces x — H(z,y) es suave en €2 y la funcién z — H(z, z) es suave
en subconjuntos compactos de 2. Este hecho serd de vital importancia durante todo el andlisis a

posteriori.

Si u; es una buena aproximacién de la solucién de (1.5.2) cerca de §;, también lo serd U, esto es
U=uj+ {HJ-+ZUk},
k#j

siempre que el resto entre paréntesis sea nulo a orden principal cerca de §;. Esto puede ser logrado
con la eleccién precisa de los pardmetros pux:

log 847 = log k(&;) + H(&;,&;) + ) G(&ir &))- (2.1.7)
i]

Notemos que dado § € O, tal eleccién de los y; es siempre posible. Més atin, como § € Os,

1
ol s Ol para todo k =1,...,m. (2.1.8)

y alguna constante C' > 0 independiente del punto £ € Oy escogido.

Como veremos al final de este capitulo — Lema 2.6 — la principal ventaja de escoger el valor de los
pardmetros s; en funcién de los puntos £ serd la disminucién del tamano del error cometido por

nuestra aproximacién U.

2.2. Estimaciones y forma asintética del ansatz

El préximo paso a seguir es estimar la forma del ansatz U sobre 2 a medida que el parametro s
crece. Como primer paso, el siguiente lema nos muestra la forma de U; en §2.

17
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Lema 2.3. Asumamos £ € Oy. Entonces se tiene
Hj(z) = H(z,&;) — log 83 + log k(§;) + O(1363), (2.2.1)

uniformemente en €, y
uj(z) = log 82 — log k(§;) — T(z — &) + O(u3s*°63), (2.2.2)
uniformemente en la region exterior |z — &;| 2 %5, tal que sobre esta region,
Uj(z) = G(x,&) + O(u3s53). (2.2.3)

Observacién 2.4. Precisamente como resultado de este Lema se tiene la similitud del ansatz U

con la funcion de Green del dominio Q centrada en los puntos &, j = 1,...,m. La aparicién de
esta tltima funcidn es un primer paso para intuir la aparicion de limites singulares en la solucion

del Problema (1.5.2).

Demostracién. Probemos (2.2.1). Definamos z(z) = Hj(z) + log 811]2 —log k(¢;) — H(z,&;). Como 2
es armoénica tenemos que

an
= mix |-u; +log 8u? — log k(&;) — T(- — &)

mix 2| = mix]e]
Q

1
(35 + 10— &)

= —lo
zné%g log |z — &;]4 -

s ( 252),

uniformemente en ), cuando s — oo. La expansién (2.2.2) se obtiene directamente de la definicién

de u; y p4, con célculos similares a los anteriores. )

2.3. El tamano del error cometido

Como habiamos anunciado anteriormente, el préximo paso serd estimar qué tan correctamente
nuestra solucién U resuelve la ecuacién (1.5.2). Sin embargo, para ello necesitaremos cambiarnos de

coordenadas y definir un concepto apropiado de norma, para facilitar cdlculos.

Primeramente escribamos el pardmetro de expansion del dominio §2, esto es,
Eedima et L0t v £ =dE (2.3.1)
Un hecho fundamental es el siguiente: u resuelve (1.5.2) si y sélo si

v(y) = u(dy) -

18
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satisface

{Av +q(y,s)e’ =0, en £, (23.2)

’U(y) — _231 Yy € aQs»

donde
a(y,s) = k(6y) exp { = s(¢n(0y) — 1 }.

Precisamente, este serd el problema real que trabajaremos.

Observacién 2.5. A primer orden se puede notar que fijado yo € Qs con ¢1(yo) = 1, el resto del
conjunto Q, se aprozima a medida que s — +oo al espacio completo R?; esto es,

Qs —vo / R? cuando s— +oo.

Por otro lado la condicién de borde de (2.3.2) diverge a —oo mientras que en una vecindad fija de

Y
; o) Ri e (Ot =

por lo que formalmente podemos decir que nuestro problema limite serd

(2.3.3)

Av+0(1)e’ =0, enR?
v(y) \ —o0, |y| = +oo,

que corrobora la eleccion de nuestra aprorimacion uj como solucion de (2.1.3).

Definamos V(y) = U(dy) — 2s, con U nuestra solucién aproximada de (2.1.5). Queremos estimar el
tamarfio del error en la aproximacién

R= AV +q(y,s)eV, (2.3.4)

esto es, el valor de la ecuacion (2.3.2) en la aprozimacion V que consideramos. Como veremos, sera
conveniente hacer esto en términos de la siguiente norma L con un peso adecuado:

i o 2] gl=!
lvlls = :;;?“; SRR +46 ] v(y)l (2.3.5)
donde G
v = 180" = pjexp {5(1 = ¢1(€j))}~ (2.3.6)

Una observacién importante en el anélisis posterior son las siguientes estimaciones
1
ol <7 < Cs?PeVe/? 07 < Cs?Pe 04 (2.3.7)

que nos permiten tener una idea del tamarno de las constantes ;. Grosso modo, y; crece a lo més
de manera exponencial, pero a una tasa menor que el pardmetro de expansién del dominio, 6 1.

En lo subsiguiente, C' denotard una constante genérica independiente de s 6 £ € Os.
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Lema 2.6. El error R en (2.5.4) satisface
IRl < Cs*#*te®/* cuando s— oo.
Demostracion. Asumamos primero que estamos en la vecindad de un punto &, precisando, en la
regién |y — &| < 3 31 5» para algin indice k fijo. Tenemos entonces que
2y —obi(E) ) = _ N 8
AVly) = 0> Rale s e it “J; (Z+ v - )2

87:3 2 48252
= = + 0] ) 6
(2 + ly — &J2)? J; (hjs

Estimemos ahora g(y, s)e¥ (y). Por (2.2.1) y la definicién de los /L}s,

Hy(z) = H(&,&) — log8uf + logk(&;) + O(uid}) + Ol — &)
= =Y G(&,&) +O(uidR) + O(ly — &l),
J#k
y si j # k, por (2.2.3)
Uj(z) = w;(x) + Hj(z) = G(&, &) + Oy — &) + O(;5757)-
Luego, ;
Hi(z) + ) Uj(z) = ) _ O(u3s*87) + O(8ly — &l)- (2.3.8)
i#k j
Por lo tanto,
a(w,5)e" P = qy,5)6" exp {uk(6y) + Hi(0y) + 3 Us(6w) }
i#k
8u3q(y, s) 22652 ay
1 O( 8%) + O(dly — &)
(7Z+|y—€§cl°’)2k(£k){ +Z et o }
8'72 /
(7% + Iy = gz {1+ 06y - i)
Podemos concluir entonces que en esta regién

ooy — &
IR(y)| < Oyt 2k 4+ 3™ 0(u25°5%62).

Il

1
Veamos cémo se comporta R en la regién exterior de €. En efecto, si |y — f;' 2 2505 Para todo j,
usando (2.2.1), (2.2.2) y (2.2.3) obtenemos

AV = Zo sY6%6%)
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Capitulo 2: Preeliminares y Nociones basicas

¥ :
m
q(y, s)ev(y) ( exp{ ZF z — &) }) O(s4m(m—1)ﬁ54)_
=1
De aqui,
=Y 0(s¥s%3)
J
para algtina constante K > 0 tal que finalmente

IRl = 3~ O(s%)
k

y por la estimacién (2.3.7) la demostracién se concluye. 20 D L i}

Observacién 2.7. La eleccion de la norma-* en (2.3.5) no fue casualidad. Precisamente la escogi-
mos en base al tamano del error R tal que ésta decreciese a orden exponencial en s. Como veremos
mas adelante, el tamarno de esta norma nos dira que la aprorimacion U es excelente cerca de los
puntos &, j=1,...,m

En el analisis subsiguiente nos quedaremos en la variable ezpandida y € ), tanto asi que buscaremos
soluciones del problema (2.3.2) de la forma v = V41, donde % representara un término de correccién
de menor orden que V. En términos de 9, el Problema (2.3.2) se lee ahora como

L)=AyY+Wy=—[R+N(¥)] enf (23.9)
Y=0 sobre 0f), o5
dondeindexN
N(@W) =Wl —1-9], W =q(y,s)e", (2.3.10)
y R como fue definido precisamente en (2.3.4).
Notemos que
/ 1
=& — &l < == a3
Z e ,y w) 5(1+0(sdly ~ &) para ly — &| < 55, (23.11)

de donde
IW|l. < C.

Por otro lado, de la definicién de N y usando el Teorema del Valor Medio, podemos concluir que
para 0]} — 0 :
IN@)ls < CIIW I ]1%]15

todo lo cual puede ser escrito de la siguiente forma
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Capitulo 2: Preeliminares y Nociones bdsicas

Lema 2.8. Paray € Qs y £ € O5, W(y) = O(é? ZT:I 6_?6“1'(5”)), y por ende ||W|. = O(1).
Asimismo, ||[N(9)|l« < Cl|¥||% para ||¥]|e suficientemente pequena.

Dejaremos por un momento al lado las estimaciones de los términos N, W y R para luego retomarlas
en el Capitulo 3 de esta memoria. Por el momento, nuestro objetivo serd estudiar de manera precisa
una adaptacion lineal del Problema (2.3.9), en el espiritu de la Alternativa de Fredholm, para luego
resolver el Problema no-lineal (2.3.9) por medio del Teorema de Punto Fijo de Banach y el método
de Liapunov-Schmidt (Capitulo 4).
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Capitulo 3

Una teoria lineal intermedia

3.1. Definiciéon de un Problema Linealizado

En esta seccién desarrollaremos una breve teoria para el operador lineal £ definido en (2.3.9) bajo
condiciones razonables de ortogonalidad a introducir més adelante. A manera de recuerdo,

L(y) = Ay + W(y)y, (3.1.1)

donde W (y) fue introducido en (2.3.10). La complicacién aqui es formular correctamente el problema
a resolver en el cual interviene el operador £. Una forma de intuir el buen problema proviene de ver
a qué se parece el operador L. Gracias al Lema 2.6, este operador formalmente es similar a

m

Lo(¥) = Ay + (82 8% ), (3.1.2)

i=1

el cual es esencialmente una superposicién de operadores lineales los cuales, después de traslaciones
y dilataciones, se aproximan cuando s — oo al operador sobre todo R?

s 8
L.(y)=A0y+ (T‘—*'Wd)’ (3.1.3)

es decir, la ecuacion
Av+e¢e' =0, enR?
linealizada en torno a la solucién radial v(y) = log (mz—';v. De aqui se puede notar que un ingrediente

primordial para desarrollar una teorfa de resolucién satisfactoria! para el operador L es la no-
degenerancia? de la solucién v de £,(¢) = 0 salvo las invarianzas naturales de esta tltima ecuacién

'Es decir, existencia y unicidad.
20 unicidad.
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bajo traslaciones y dilataciones. En efecto, si definimos

e
Zo(z) = PSS (3.1.4)
4z; ;
Z;‘(Z) = -1—-'+—|1z—|2', ’l=1,2, (315)

entonces las tinicas soluciones acotadas de £,(¢)) = 0 en R? son combinaciones lineales de Z;,
i =0,1,2; ver [BPa98] para una demostracién.

Observacién 3.1. Otra observacién importante a notar con respecto a la ecuacion Av+e’ =0 en
R? es la siguiente. Sabemos que

8
Wake e

es una solucion radial de esta iltima ecuacion. Entonces vy, Yy vy,, las derivadas parciales de v, son
respectivamente soluciones de la ecuacién linealizada £,(y)) =0 en R%. Pero

vy (y) =-2Z;(y), =12

esto es, los elementos acotados del ker L, asociados a traslaciones.

Pregunta para el lector. ;Cdmo obtenemos entonces Zy, el elemento del ker L, asociado a dila-
taciones?

Tomaremos los elementos necesarios para construir un conjunto razonable de funciones ortogonales

a la “solucién” del problema lineal. Definamos, parai=0,1,2y j=1,...,m,
1 — g
Zt(y)E_Zz (y EJ)) 1=0,1,2.
Yj 94

Adicionalmente, consideremos Ry una constante grande pero fija y x una funcién de corte radial y
suave con x = 1 en B(0,Rp) y x =0 en B(0, Ry + 1)°. Sea

W0h
xj(y)=x(—%), j=1,...,m.
i

3.2. Existencia y Unicidad para un Problema Lineal

Ya tenemos todos los ingredientes para plantear el Problema Lineal asociado al Problema (2.3.9).
Dado h € L*(f),), consideremos el problema de encontrar una funcién 1 en un espacio razonable®

*Por regularidad eliptica, esta funcién seré en efecto suave en Q,. Ver [GT01].
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tal que para ciertos escalares c;; se cumpla la ecuacién

.

o B )
L(Y)=h+ chinjZij) en g,
i=1 j=1
Y ¢v=0 endQ,,

/ xj(¥)Zijv =0, paratodoi=1,2, j=1,...,m.

\ Qs

(3.2.1)

Para este problema probaremos a través de este capitulo la siguiente

Proposicién 3.2. Ezisten constantes positivas so > 0 y C > 0 tales que para cualquier h € L>=(§);)
y cualquier £ € Oy, existe una tunica solucion ¢ = T'(h) al problema (3.2.1) para todo s > sy, la
cual define un operador lineal de h. Ademds, tenemos la estimacion

IT(R)lloo < C s || (3.2.2)

Observacién 3.3. Ndtese del Problema (3.2.1) que estdn sélo presentes las condiciones de orto-
gonalidad debidas a traslaciones, esto es, ortogonalidad con respecto a los elementos Zij, i = 1,2.
Sin embargo, !'los Zy; también son elementos del kernel del operador linealizado £L! * Las razones

de esta eleccion se pueden ver en la Observacion 3.8 y en el Lema 4.2. Este novedoso elemento
funcional fue introducido en [PKMO05].

La demostracién de la Proposicién 3.2 estd dividida en una serie de lemas que desarrollaremos en
subsecciones que detallamos a continuacién.

1. Principio de Maximo. Probaremos aqui que el operador L satisface el Principio del Maximo
lejos de los puntos &, j = 1,...,m.

2. Estimaciones interiores versus estimaciones exteriores. En esta subseccion trataremos
de estimar la solucién s de (3.2.1) cerca de los puntos &; por el valor de 1) lejos de los puntos
§; y el lado derecho h.

3. Cotas a priori para un problema lineal sobreestimado. Aunque natural debido a que
el kernel del operador lineal

4. Cotas a priori para un problema lineal. A diferencia de la parte anterior, aqui levantamos
la condicién de ortogonalidad correspondiente a las dilataciones —que a posteriori revelard ser
superflua— para probar una estimacién para la solucién de un problema lineal.

5. Demostraciéon de la cota a priori (3.2.2). En el espiritu de Fredholm y usando el resultado
de la parte anterior, podemos estimar la cota a priori (3.2.2).

6. Existencia y Unicidad. Precisamente gracias a la estimacién anterior y a los Teoremas de
Riesz y de la Alternativa de Fredholm podemos demostrar la parte de existencia y unicidad
de la Proposicion 3.2.

*Deberian estar presentes de acuerdo a las exigencias del método de Liapunov-Schmidt.
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Capitulo 3: Una teoria lineal intermedia

3.2.1. Principio del Maximo

En esta subseccién probaremos el siguiente

Lema 3.4. El operador L satisface el principio del mdzimo en Qp = S\ UjL, B( .;,R’Yj), para R
grande pero independiente de s. Esto es, si L(1) <0 en Qr y ¥ > 0 en 0Qg, entonces 1 > 0 en
Qr.

Demostracion. Notemos que para s suficientemente grande, v; < 61, para todo j. Esto asegura
que Qg estd bien definido. Ahora, es suficiente encontrar una funcién suave f = f(y) tal que f > 0
en Qry L(f) <0en Qg

Para este propdsito, usaremos el siguiente Lema, cuya demostracién estd contenida en [WYZ06],
pero cuya demostracién incluiremos por completitud:

Lema 3.5. Eristen constantes Ry > 0, C > 0 tales que para cualquier s > 0 suficientemente grande,
eziste f : Qgp, — [1,00) suave y positiva verificando

Z = E’I"
en Qr,, y 1 < f < C uniformemente en Qp, .

Demostracion. Consideremos R;, s suficientemente grandes y definamos

( fO( y Z glla»

con fop la solucién de —Afp=1en , fo =2en OQ y a € (0,1). Es claro, gracias al Principio del
Méximo, que fo > 2 en 2, por lo que si R; es grande e y € Qp,

b= f<C

Por otro lado,
iy { E:w ewﬂ} {Wh E:w ew}

1 " g
De aqui, si 4 R1 < |y — & < ofef Pare algiin k € {1,...,m} y usando la expansién de W explici-
tada en (2.3.11),

02’)’0 072 m '79
c < -y . T o(8t
(f)(y) ly i E;cla+2 ('Yf 4 |y ki 6“2)2 ]zzzl |y o ;'Ia ( )
2o 2
Yy C; 2
< —6%- +0(5
- PR |y—qv (69
T 2 Yk
< P4+ —E <-4+
= 4ly — &, |,,+2 = &3
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Capitulo 3: Una teorfa lineal intermedia

si Ry es suficientemente grande.

1
Por otro lado, si |y — &| = 3557 Para todo k,

L(f)(y) < -6

De aqui, f(y) cumple las propiedades requeridas. ]

Gracias a esta funcién se tiene que £ satisface el Principio del Maximo en Q0 g, R grande. |

3.2.2. Estimaciones interiores versus estimaciones exteriores

Para comenzar consideremos la siguiente norma interior:

¥l = sup |y
Qg

donde entendemos que QG = Q\Qg = UTle(fg-, R~;). Nuestro objetivo ahora es poder estimar el
tamano de la norma exterior ||¢||c = supq,, [¢| en términos de la norma-* de h, para ¢ = ¥ (h)
solucién del problema

(3.2.3)

LWY)=h, en
=0, end,.

Lema 3.6. Eziste una constante C = C(R,m) > 0 tal que si 1 resuelve (3.2.3) con h € L=(Qs),
y s es suficientemente grande, entonces

[¥llo < C{lllli + [IR]l4}- (3.2.4)

Demostracion. Estableceremos esta cota con ayuda de los Lemas 3.4 y 3.5. Sea f la funcién definida
en el iltimo resultado. Consideremos

¥ = (I[glli + [IA]l.) .

Afirmamos que ¥ > |¢| en 9Qr si R es suficientemente grande. En efecto, si y € 99, por la
positividad de f, tenemos que

~

P(y) = 0= [y(y)|.
Por otro lado, si |y — .| = Ry para algin k=1,...,m,

P(y) = 19lif 2 19l > W), for ly— &l = Ry, k=1,...,m.
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Finalmente, usando que |h(y)| < ( + 62) ||h||«, tenemos para y € Qg,

%
Z 2 (1 Ry g

LW < (Wl + ML) < Il D e + 8}
= I

- "‘”{Z(v,ﬂy g )
< 1)l < -1

siempre que R sea suficientemente grande. En particular, tenemos £(¢) < —L(Y) y L) < L),
en Qp. Luego, por el Principio del Maximo del Lema 3.4 tenemos |¢(y)| < 9¥(y), para y € Qr. De
esto obtenemos

]l < 1$llo < C{lIlli + lIll. }

como era deseado. (8]

3.2.3. Cotas a priori para un Problema sobreestimado

El préximo paso consiste en obtener estimaciones a priori para el problema
Lip)=h, enfl,
Y=0, endQ,, (3.2.5)
/ XjZij¥ =0, paratodoi=0,1,2, j=1,...,m
Q

s

el cual envuelve las condiciones de ortogonalidad correspondientes a dilataciones en adicién a las ya
usadas en (3.2.1), esto es estamos pidiendo adicionalmente que la solucién v satisfaga

/ XjZoj¥ =0, paratodo j=1,...,m
Qy

Como consecuencia de esta restriccién adicional, tenemos directamente la siguiente estimacion.

Lema 3.7. Sea ¢ una solucion del Problema (3.2.5) con € € O,. Entonces eziste una constante
C > 0 tal que
1¥llee < C|lR]|4 (3.2.6)

para todo s > 0 suficientemente grande.
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Demostracion. Probaremos este resultado via un argumento de contradiccién. Si el resultado fuese
falso, deberia existir una sucesién s, — oo, puntos £" € Os,, funciones h, con ||hn]l« — 0y
soluciones asociadas v, con ||¢n|lec = 1 tales que

L(Yn) = hn, en Qs,»

vn =0, €n aﬂsny (327)
/ XjZij¥n =0, para todoi=0,1,2, j=1,...,m.

n

En virtud del Lema 3.6 y que ||¢s||cc = 1 tenemos

lm inf||Ynll; = o > 0. (3.2.8)
n—oo

Sea Pn(2) = ¥n((£j)" + 7} 2), donde el indice j = j(n) lo escogemos tal que SUPp(eim, Ry;) [¥n| 2 @,

y que podemos asumir el mismo para todo n. Notemos que zﬁn satisface
A + (V)W n = (77)2hn, en Qn =177 (D~ (§)") .

Estimaciones elipticas nos permiten asumir que 1, converge uniformemente sobre subconjuntos
compactos de R? a una solucién acotada y no-nula 9 de

8

WA

Gracias al resultado de [BPa98], esto implica que ¢ es una combinacién lineal de las funciones
2

Zi.i = 0,12, es decir, w = Zaka. Pero las condiciones de ortogonalidad sobre 1/;,1 pasan al
k—1
limite gracias a que ||¢,]|cc < 1. El Teorema de Convergencia Dominada implica

0=/ XjZij¥n = /XZi'J)n'f‘o(l)
Qs R2

n

2
= Zak/ xZiZk +0(1), i=0,1,2,
ko W

donde o(1) — 0 cuando n — oo. Pero / xZiZx =0 parai #ke / )(Zi2 > 0. Luego aj = 0 para
o R2 R2
todo k = 0,1,2 y de aqui ¥ = 0, una contradiccién con (3.2.8). [ |

Observacién 3.8. El lector podria pensar que la invertibilidad del operador lineal esta comple-
tamente resuelta pues —valga la redundancia— hemos invertido en el espacio ortogonal al kernel
aprozimado del operador lineal L. Lamentablemente la respuesta es negativa pues como lo revelard
el Lema 4.2 del Capitulo 4, el haber hecho la eleccién de los p; elimina el grado de libertad da-
do por dilataciones® que sequiria presente si no hubiésemos fijado con anticipacion sus valores. A

®Esto es, la ortogonalidad con respecto a los elementos Zo;, j = 1,...,m.
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grosso modo, la invertibilidad seria directa de verificar, sin embargo, nuestra aprozimacion también
dependeria de las constantes ji;, lo que causaria problemas, por ejemplo, al estimar la energia de la
solucién en el Lema 4.3. Un ejemplo de este fendmeno puede encontrarse en [PFMO03].

3.2.4. Cotas a priori para un problema lineal

Es hora de tratar el Problema (3.2.5) levantando las condiciones de ortogonalidad
/{; ij()j’(/)=0, 9. = 1oy cas oy

esto es, el Problema

L(Y)=h, enQ,,
Y =0, en s, (3.2.9)
/ XjZijy =0, paratodoi=1,2, j=1,...,m.

Qs

Para esto tenemos la siguiente estimacién a priori para la solucién de este problema.
Lema 3.9. Sea ¢ la solucion de (3.2.9) con & € Os. Entonces existe C > 0 tal que

[¥llc < Csllhlls (3.2.10)

para todo s suficientemente grande.

Demostracién. La demostracién de este resultado es larga y engorrosa, por lo que la dividiremos en
partes. La idea primordial es usar el resultado anterior, esto es, el Lema 3.7.

Primera Parte. Sea R > Ry + 1 un nimero real fijo y grande. El primer objetivo es construir una
perturbacién a soporte compacto de las funciones Zy; que represente la ortogonalidad levantada.
Més especificamente, consideremos primero la funcién

Zoy = Zy(w) = -+ 00,G0w. ). (3:2.11)
donde 1
agj = L 0 T (3.2.12)
De la estimacién (2.1.8) tenemos que existen constantes Cj, Cy positivas tales que
Ch|log 65| < log(dv; R) < Callog 65|
y que
Zoj(y) = O (%g%)l) : (3.2.13)
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mj "12j

. ' \ - § > wif
f Ry (RE1)y i 3 lv =&l

Figura 3.1: Decaimiento radial de las funciones 7y, y 72;.

Figura 3.2: La posible interseccién entre los soportes de las funciones 115, 71k ¥ 725, M2k para k # j.

Tomemos ahora funciones de corte radiales y suaves 7; y 72 con las siguientes propiedades:

0<m <1 m=1lenB(O,R), m=0en B(O,R+1) y
0<m <1, m=1lenB(0,1), m2=0en B(0,3)"

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que B(0, %) C Q, o si no reducimos el radio 45 a uno
suficientemente pequeno. Coloquemos

ly — &

2

mi(y) =m (

La figura 3.2.4 muestra el decaimiento de estas funciones en §2,. Mds atn, los correspondientes so-
portes de estas funciones podrian intersectarse debido a que los puntos f; podrian estar acercandose,
como lo muestra la figura 3.2.4. Definamos finalmente la funcién test

) =) (3.2.14)

Zoj = m;Zoj + (1 — m;)m2j Zo;.

Esta funcién se asemeja a Zy; a distancia menor que R+; del punto 5;, mientras que a orden §!
decae a orden 7;° ! veces la funcién de Green centrada en &}, gracias a la cota (3.2.13).
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Sea 1 una solucién del problema (3.2.9). Modificaremos 1 para que las condiciones extras de orto-
gonalidad con respecto a las funciones Zy; sean satisfechas. Sea

d) Y+ Zd ZO] + ZZ el]X] ij> (3.2.15)
=1 7=1
con d; y €5, 1 =1,2; j = 1,...,m constantes a ser determinadas.

Ajustemos pues U para satisfacer la condicién de ortogonalidad
/ xjZij =0, paratodoi=0,1,2;j=1,...,m, (3.2.16)
Qs

esto es
m ) 25
/Q XjZoﬂ/J-*'de/ X;jZoj Zok + ZZ / XjZojxkZi =0, j=1,...,m
ms k=.l' s - =1 k=1 Qs
de/(; XjZijZOk+ZZelk/ XjZijxkZu =0, i=12 j=1,...,m.
k=1 s

Observacién 3.10. La eleccién (3.2.15) incluyendo ademds una combinacion lineal de las funciones
Zi; es, a diferencia de [PKMO05], estrictamente necesaria, al menos en nuestro razonamiento. Esto
se debe que la condicion

(3.2.17)

/ XjZijZOk—__O’i=1327j=1a"'sma

no se cumple necesariamente pues supp X;mk # O para j # k debido a que los puntos & y &, pueden
estar acercandose. La pregunta obvia es si tales constantes d;, e;j efectivamente estan bien definidas.
Esto lo probaremos mds adelante.

Luego, de (3.2.15)
L(Y)=h+ Zd .L(Zoj) + ZZe,J (x;Zi;) (3.2.18)
i=1 j=1

Si (3.2.16) se cumple, el Lema previo nos permite concluir que

I¥leo < C{ IRl + Zld £ (Zoj)ll. + ZZIeulnﬁ (s Zig)le}. (3.2.19)

i=1 j=1
Por 1iltimo, la estimacién (3.2.10) es una consecuencia directa de las dos afirmaciones siguientes:
Afirmacién 3.11. Las constantes dj y €ij estdn bien definidas y

Clogs

C
L(x:iZii)l« £ —, L(Z —_—
1202l < =0 @l < 8,

i=12 j=1...,m (3.2.20)
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Afirmaciéon 3.12. Se tienen las siguientes estimaciones

Idjl < C'yjllog (5]| ”h”,, |e,-j| o C’)’j lOgS ”h.“,.,, 1= 1,2; ] = 1, « sy M. (3.2.21)

Asumiendo la validez de estas estimaciones, usando el hecho que

= C C
1 Zojllec < — ¥ que [Ix;Zijllo < —,
i Vi

y la definicién (3.2.15) obtenemos que

Wllee < 1Pl + Zld 1 Zojlloo + ZZICUIIIXJZUIIOO

=1 j=1
< c{lnl. +Zld el + 32 Sl Zij)ll} +
1-—1] 1
+CZ|log6 |||« +CZZlogs Al

i=1 j=1

IA

Cs Ilhlln

que es precisamente (3.2.10), como desedbamos.

Segunda Parte. Probemos la Afirmacién 3.11. Primero partamos encontrando d; y e;; de manera
més especifica. De la Definicién (3.2.15), las condiciones de ortogonalidad (3.2.17) y el hecho que
supp xj Xk = 0 if j # k, podemos escribir

m

Z dy. / X Zij Zok

k= Qs v i
& = v A= L2 5=1 . (3.2.22)
[

Notar que / Z,JxJ = ¢ > 0, para todo i, 7, e
s

P *rjlogS) :
o =0l 2= l.
/n,"’ JE <7zllog<51| i#

ylog s
eiil <C d; 3.2.23
gl < €2 Il g S

Necesitamos demostrar que los d;’s estdn bien definidos. En efecto, multiplicando la Definicién (3.2.15)
por ZokXk, integrando y usando la condicién de ortogonalidad (3.2.16) para i = 0, obtenemos

m
Z d; A XkZokZoj = —L Xkdauys Yk = 1, ...5m. (3.2.24)
j=1 s s

Luego, usando (3.2.22)
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Capitulo 3: Una teoria lineal intermedia

Pero / XkZOkZOk = / Xngk = C, para todo k, e
Q Qs

2 Yk log s
XkZokZoj = O (—-—-—>,
/Q, : villog &1
si k # j. Luego, si definimos

My; =/Q Xk ZokZoj, ¥ fr = —/Q Xk ZokV,

el sistema (3.2.24) puede ser escrito como
m
kajdj——'fh k=1,...,m.
j=1

Pero la matriz con coeficientes ~v;mp; v, ! es diagonal dominante,® pues

. {0(1>, Bie =7
ViMeiVe — ] : :
O(neksy), sik#i,

luego invertible, y por ende la matriz de coeficientes my; es también invertible. Por lo tanto los d;’s
estan bien definidos.

Probemos ahora las desigualdades (3.2.20). Notemos que en la regién |y — &i| < (R + 1)v;,

L(xjZij) = xiL(Zij)+ DxiZij +2Vx;-VZ;

séj'y"-’ ")’-_1
= 0 J + 0 J
((7?+Iy—£§-lz)2> ((7,2-+|y—5§|2)1/2

1
+0 ;
((7}- Fly- e;|2)3/2>

y luego [|L(x;Zij)|l« = O(’yj‘l). Probemos ahora la segunda desigualdad en (3.2.20). En efecto,

L(Zo;) = Amj(Zoj — Zoj) + 2Vmi; - V(Zoj — Zoj) + 2V - V Zo; + AmajZoj +

+ mi{L(Zo;) — L(Z05)} + m2; L(Z0;),

Lamentablemente, estimar de manera global el tamano de estos elementos no es simple. Por ello,
vamos a considerar las cuatro regiones siguientes

h'= {Iy—{}l <R}, M={yR< ly — &l < 7vi(R+ 1)},

1 1 1
o= {ren<-gl<ghoym={s<w-gisx}.
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Capitulo 3: Una teoria lineal intermedia

1

\hj 7]2]

1 ! + ' S5l I.
& 0, Buo, @rlmn s o lv =&l

Figura 3.3: Las regiones §2; parai=1,...,4.

Estas regiones pueden ser distinguidas en la figura 3.2.4.

Primeramente, notemos que (2.3.9) y (3.1.3) implican

L(Zo;) — L& L(Zo)) =0 ot 3.2.25)
m;i{ L(Zoj) — L(Zoj)} + n2; L(Z0oj) = T+ Ty - EPP (3.2

para todo y € 7 U 5. De aqui, podemos escribir una primera estimacién E(Zoj) a través de Q7

I 562
9 ((71+Iy—6;|2)3 2) : b e
- A ~ 52
L(Zo;) = ¢ Am;(Zoj — Zoj) +2Vm; - V(2oj — Zoj) + O ((‘Yj +|;_A’€;‘2)3 2) » Y E Sy, (3.2.26)
L(Zo;), en (3,
[ 2V; - V Zoj + Anzj Zoj + i L(Zoj), en Qy,

Nuestra idea ahora es estimar los restantes términos de esta tltima relacién. Por ejemplo, en 2,

5 1
ZOj s ZOj - 7 = anG((sy,Xj) = =00y {410g | fll S5 0(67])} (3.2.27)
J
De aqui concluimos que
lZOj s ZOjl =) ————:'l—'—— 4 IV(Z()J = Zoj)l =) 2—1— y (3228)
7;|log 6, 75 log 4|
y luego
> 1
e oY PR (3.2.29)
’ 7; llog 6
sobre )5.
Por (7;) denotamos a la matriz diagonal m x m de coeficientes no nulos v;, j = 1,...,m.

"Notar que V5, Ani; = 0 sobre 1, Q3 y Q4, mientras que Vr2;, An,; = 0 sobre 21, Q2 y Q3.
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£ 1 . )
En Q4, gracias a (3.2.13), |Zyi| = O| ——— |, |[VZpi| = O ———

E(Zoj) = AZoj+WZOj
=0 4 i :
((v, Hly—£ I2)2> y ; <7;|10g5 | (v + 1y - £kl2)2)

Finalmente, consideremos y € {23. Tenemos

L(Zoj) = L(Zo))

- & Zoy + Wila Gl 6 &
(Z+ly— &P [ g
= A+ As.

Para estimar estos dos términos, necesitamos separar {23 en varias subregiones. Sean

1
= {(R+D) <l g < 7352

1 .
QBk“{yEQI}lIy £k|_2866},k¢]’

1

5740
(F + lv - &P

Del Lema 2.6, A; = O ( 3/2> en 35,y A1 = O(sK626]2-'yj_1) en Q3.

Si Yy E Qg‘]’,

2
;@05

ds = O — logv;R + log|y — €| + 8|y — €

0 1 1
llog 8,1 (+2 + Iy — €172 )

y Ay = O(s%4%67), para algiin K grande. Finalmente obtenemos que para todo y € 23,; U Qs

I£(Zo;)| = O ( : 1 ) . (3.2.30)

llog 65| (v7 + ly — &;2)3/2
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Capitulo 3: Una teoria lineal intermedia

En Q3, k # j, podemos escribir

L:(Z.oj) = AZoj-i-WZoj

- ] Zoj + W2
B GE T
0 G(5y, &)
= OsK6-53+O< T ’J)
(800 + O\ G2+ T = &P vy flog ]

s ( Vic log s >
(v# + ly = &I*)? villog 5] )’
y luego, combinando (3.2.25)-(3.2.30) y la estimacién previa, podemos escribir nuevamente (3.2.26)

0(367_])7 en Ql’

1
7;llog 9, LHO

log s
O(zmoean): on s,

1
wllogdyl) o0 fla.

1£(Zoj) |l = (3.2.31)

De aqui,

~ log s )
L(Zoj)||ls =0 ——— ).
£z = 0 ( %

Tercera Parte. Por tiltimo, probemos la Afirmacién 3.12. Testeando la ecuacién (3.2.18) con Z()j
y usando las relaciones (3.2.19), (3.2.20), obtenemos

de/ L(Zok)Zo; = —/Q hZOj_/Q II.JE(ZOJ')*-ZZQ;C/Q Xk ZikL(Zoj)
M s s s

h - L(Zo;) ||+
< M otz + O30S e LEER
J I=1 k=1 Yk
1 m
< Ol {5 +1EEI | + € S lallE ol IE o). +
k=1
2 m
Zze |||£ ZO])”*
=1 k:
donde hemos usado que
i
<0 ara tod
/Q, (72 + ly — & 2)*2 e il
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Pero la estimacién (3.2.23) y la Afirmacién 3.11 permiten concluir que

| [ £z zu| <l 1o Foadinlle s g il [ oz (3232
Q, Vi =1 vivkllog 4jlllog ok - £ Q,
Sélo necesitamos estimar los términos E(Zoj)Zok, para todo k. Para ello tenemos la siguiente
Qs
Afirmacién 3.13. Si R es suficientemente grande,
/ ClEs it il (3.2.33)
0j)%0j = ; 2
Q. e lee 0

donde E es una constante positiva independiente de s y R. Ademds, si k # j

/ L2 o o( log' 5 ) (3.2.34)
& PV ¥j vk |log &;||log &y | / o

Asumiendo por el momento la validez de esta afirmacién, y reemplazando (3.2.33) y (3.2.34) en
(3.2.32), obtenemos

|di| log? s

o iy 3.2.35
Y |log | ( )

d' m

41 < Cpogsyinl. + ¢y

Vi k=1
esto es

|d,| O [d|
L < Cllog &;]||hll. +o(1) Y | =E
% 1 ; o

y luego, gracias a un argumento de dlgebra lineal
|dj| < Cjllog &5]]|Rl|.
Finalmente, usando la estimacién (3.2.23), concluimos que
leij| < Cry;log s||hl|.

y la Afirmacién 3.12 se tiene.

Probemos la Afirmacién 3.13. Intentemos con el primer término (3.2.33). Para ello podemos des-
componer la integral en las mismas regiones anteriores

/ L(Zoj)Z0; = O(sé;) +/ L(Zoj) Zo; +/ L(Zoj)20i + | L(Z0j)20;
Q, 2 Q3 Q4
= O(S(Sj)+12+13+14.
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Primero estimemos I3. De (3.2.30),
Iy = / L(Zo7) Zo;
Q3

= / - ﬁ(ZOj)ZOj+Z/ L(Zoj) Zo;
Q3_J‘U93 k#] 93'k

1 log? s
= ‘ol ol SRt
(va-llogéjl) (vfllogéjl"’>

1

Ahora tratemos con I. De las estimaciones sobre §4, |I4] = O s | RS
V; |log 4;

). Por otro lado,

. 5 3 sé
L= /92 {Anu(Zoj = Zoj) +2Vm; - V(Zo; - ZOj)} coy ke ('ijz) :

Luego, integrando por partes el primer término en la igualdad anterior encontramos que
I = /Q Vm; - V(Zoj — Zo;) Zo; —/Q IVnul*(Zoj — Zoj)? +
2 2

T 3 VT’U : VZoj(Zoj — Zoj) =ty /Q {nljc(ZOj) =h (1 = nlj)c(ZOj)}
2 2

= Da+DLp+Iac+ Ing.

Usando (3.2.27) y (3.2.13), obtenemos que® |V20[| = O( ) en oy,

R37]2

R 1
-0l -1 5 o0f |
W (7,2llogéjlz) ¥ (R%?Ilogéjl)

)
ol Ll cae
<R37f |log &, )

Ahora, como Zo; = Zo, (1 +0 (ﬁ%%[))v concluimos que

: /RH '()(1"’2)( (1))d
e rmalr)l ——3 1 (1 +o(l))dr
Mgl Jn T \T+72

FE
R e L
7]2|1085j|( (1)

IZ,a

donde E es una constante positiva independiente de s y R. Por lo tanto, para R fijo pero grande y

s pequeno, obtenemos (3.2.33). El segundo resultado puede obtenerse usando similares argumentos.
[ |

Ahora podemos tratar con el problema original (3.2.1).

®Es un célculo simple pero tedioso.
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3.2.5. Demostracién de la cota a priori (3.2.2)

Estableceremos primero la validez de la estimacién a priori (3.2.2) para soluciones ¥ € L*®(Q) del
problema (3.2.1), con h € L®(2). Gracias al Lema (3.9)

2 ' m
¥loo < Cs{lRlle + 3~ Y leisllixs Zisll }, (3.2.36)

i=1 j=1

pero
Ix; Zijll« < Cj,

de aqui, es suficiente estimar las constantes c;j. Con este fin, multipliquemos la primera ecuacién
en (3.2.1) por Zjjnzj, con ng; la funcién de corte introducida en (3.2.14), e integremos por partes.
Encontramos que

2 m
/Q ¢£(Zijnzj)=/ﬂ hZij772j+ZZCkl/

125 Zij X1 2kl (3.2.37)
k=1 =1 Qs

Es facil ver que / hme; Zi; = O(v; 1||]l+). Por otro lado tenemos que
Qs

L(m2jZi;) = AngjZij + 2V - VZij+ n2;L(Z;;)
8')'J2
(73 + |y — &?)2

= 0(8) + {W } m;Zij = 0(6%) + B;.

Para estimar Bj;, necesitamos dividir el soporte de 72; en varias regiones. Si j es fijo, coloquemos

i 1
= O i B el

pa.l'a. CuaIQUieI' k ey 1, “ e ,’”l, y

S(S’)’j
(2 + ly— 272

sPo2
B;j=0 ( 5 )
4 (V2 + ly - €.]2)2

En , usando el Lema 2.6, B; = O ( ) En Ok, k #

Finalmente, en 22, Bj = O(s¥ §24%), para alguna constante K > 0 grande. Luego,

< Cs8|[y oo

‘/ YL(n2; Zij)
Q,
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Ahora,
/Q M2jX;jZijZri = Coix

ysi j # 1, y s es suficientemente grande,
/Q mixiZij Zr = O(ys”9).

Usando las estimaciones anteriores en (3.2.37), obtenemos

2
C
les] < Cs6llWllo + =l1hlle +C 33 Jerabns’s (3.2.38)
J k=1 I#j

y luego
8 C
|cij| < Cs”6||¥lc + ?Ilhll..
j

Colocando esta estimacién en (3.2.36), concluimos la validez de (3.2.10).

3.2.6. Existencia y Unicidad

Probemos la afirmacién de existencia de soluciones de (3.2.9). Esta afirmacién es estdndar pero la
incluiremos por completitud. Ver [PKMO05]. Para este propésito consideremos el espacio de Banach

H={¢€H&(Qs) / xjZijP =0, paratodoiz1,2;j=1,...,m},

s

equipado con el producto interno usual de L?():

(¥, 0) =/Q Vi - V.

El Problema (3.2.9) expresada en su forma débil es equivalente a encontrar una funcién ¢ € H, tal
que

(¥, ) = / {h— W4}y, paratodop € H.
Qs

Con la ayuda del Teorema de Representacion de Riesz, esta ecuacién puede ser reescrita en H en la
forma operacional ¥ = K(—W1)) + K(h), donde K es un operador compacto en H. La alternativa
de Fredholm garantiza la existencia y unicidad de las soluciones para este problema para cualquier
h siempre que la ecuacién homogénea 1) = K(—W71)) tenga sélo la solucién trivial en H. Esta iltima
ecuacién es equivalente a (3.2.9) con h = 0. Luego, la existencia de una tinica solucién sigue de la
estimacion a priori (3.2.10). Esto concluye finalmente la demostracién. O
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Capitulo 3: Una teoria lineal intermedia

Observaciéon 3.14. El operador T recientemente definido es en realidad diferenciable con respecto
a las variables &'. En efecto, cdlculos similares a los ya hechos en [PKMO05] conllevan a la estimacion

|10e T (h)]loo < Cs*||h|l«, paratodol=1,2; k=1,...,m. (3.2.39)

Un elemento importante en estos cdlculos proviene del hecho que % < C, uniformemente en s.
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Capitulo 4

La reduccidon variacional de
Liapunov-Schmidt

4.1. Un problema no-lineal intermedio

En orden a resolver el Problema (2.3.9) consideremos primero el siguiente problema no-lineal muy
similar a (2.3.9), salvo por el término lineal formado por los c;;. Grosso modo, este problema co-
rresponde a la proyeccién del Problema (2.3.9) sobre el subespacio vectorial ortogonal al conjunto
{Z;;},i=1,2; j =1,...,m.! En efecto, tomemos el problema
i 2 m
L(Y)=—-[R+N@)] + Z ZcinjZija en (1,

i=1 j=1

/ XJ‘Z,‘J‘I/)=0, paratodoi =12 7=1." "=m,
\ Qs

Para este problema, y usando el Teorema de Punto Fijo de Banach, probaremos la siguiente

Proposicion 4.1. Sea £ € O;. Entonces, existen so > 0 y C > 0 tales que para todo s > sg el

problema no-lineal (4.1.1) tiene una tnica solucion ¢ € C(2s) que satisface

i < Go™ e/, (4.1.2)
Mds aiin, si consideramos la funcion

¢ € 0, — ¢ € C(Q),
la derivada Dgv) existe y define una funcion continua en £'. Ademds tenemos la siguiente cota

IDglls < C 528422/, (4.1.3)

'Ver por ejemplo las ecuaciones 1.6.13 y 1.6.14.
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Demostracion. En términos del operador lineal 7' definido en la Proposicién 3.2, el Problema (4.1.1)
se escribe como el problema de punto fijo siguiente

Y = B(y) = -T(N(¥) + R).
Precisemos 14s hipétesis del Teorema de Punto Fijo de Banach. Para ello, consideremos la regién
K = {9 € (@) |l I¥llo < s**e~*/1}.

De la Proposicién 3.2,
1B¥)lloo < Cs {IN@)l« + [IRIl+},

mientras que el Lema 2.6 nos da la cota
IR|ls < Ca™tle*/A,

También, del Lema 2.8
IN@)|ls < IWlI¥lIZ < ClivllZ.
De aqui, si ¢ € K, [|B(¥)|loc < Cs29+2¢=5/4, De la misma forma obtenemos

1N (1) — N(#a)lls < C méxl|¥illoolln = Y2lleo,
para cualquier ¥, %2 € K. Luego concluimos
IB(&1) = B(2)lloo < Cs [IN(%1) = N(2)lle < Cs*+2e™*/4||yp1 — ¢p|co-
De aqui sigue que para todo s suficientemente grande B es contractante en K, y luego existe un

tinico punto fijo de B en esta regién. La demostracién de (4.1.3) es similar a la que esta incluida en
[PKMO05] y la omitiremos. a

4.2. Reduccién Variacional: El método de Liapunov-Schmidt

Ya hemos resuelto el problema no-lineal (4.1.1). En orden de encontrar una solucién del problema
original (2.3.9) necesitamos encontrar un punto £ en O, tal que

cij = cij(€') =0, para todo i, 7, (4.2.1)

donde ¢;;(£") son las constantes en (4.1.1). El Problema (4.2.1) es —notablemente- de indice va-
riacional: corresponde a encontrar puntos criticos de una funcién de &'. Para ser més especificos,
consideremos primero el funcional de energfa asociado con (1.5.2), esto es,

Jolul = —;—/Q|Vu|2 —/Qk(z)e_s"’"e", (4.2.2)

44



Capitulo 4: La reduccién variacional de Liapunov-Schmidt

y definamos el funcional que a £ € O, le asocia

Fs(€) = J5[U(E) + v¢] (4.2.3)

donde U(€) es nuestra solucién aproximada de (2.1.5) y ¢ = ¥(%,3), = € Q, con ¢ = 9 la tinica
solucién del problema (4.1.1) dada por la Proposicién 4.1. De aqui obtenemos que puntos criticos
de F; corresponden a soluciones de (4.2.1) para s grande. En efecto,

Lema4.2. F; : Oy — R es de clase C'. Mds atin, para todo s suficientemente grande, si D¢ F(€) = 0
entonces £ satisface (4.2.1).

Demostracién. Definamos para v € H'(Q)

w——/Nwﬁ /qmwa

Claramente este funcional es diferenciable por lo que F; lo serd siempre que la funcién
£ €0y U(€) + ¢

lo sea; esto es precisamente cierto por la cota (4.1.3).

Diferenciemos pues la funcién F, con respecto a £. Como J5[U(€) + ¥¢] = L[V (€') + ¥¢/], podemos
derivar directamente bajo el sigo integral, tal que

O Fa(§) = 0 DLV +9] (3<1)1V+3(e;),¢)

= IZZ/ CijXj % tJ a(ﬁk)tv_*_a(f')lw)

=] j=1

De los resultados de la seccién anterior, esta expresién es continua como funcién de &', y por ende
de los £. Asumamos pues que D¢F,(£) = 0. Entonces

ZZ/ cixsZis (B V +0gy¥) =0, parak=1,% I=1,..,m.

i=1 j=1
Como [|Dgllee < C 5*+2e~%/4, tenemos que

e,y V + 9y, ¥ = Zii + o(1),

donde o(1) es uniformemente pequeno cuando s — +o00. De aqui, tenemos el siguiente sistema lineal
de ecuaciones para los c;;

2 m
ZZcij/ijZij(Zkz+o(l))=O, parak=12 I=1,...,m.

Este sistema es diagonal dominante, luego ¢;; = 0 para todo 7, j. Esto concluye la demostracién. B
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4.3. La forma asintética del funcional de energia

4.3.1. La energia de la solucién aproximada

Consideremos el funcional de energia (4.2.2). Nuestro siguiente objetivo serd dar una estimacion
asintética de J[U], donde U(£) es la aproximacién de (2.1.5). La eleccién de los pardmetros j;

como en (2.1.7) y célculos contenidos esencialmente en [PKMO05] muestran que la siguiente expansién
es cierta

Lema 4.3. Con la eleccion de los p;’s dada por (2.1.7),

J[U) =167 Y loglé; — &| + 875 > 41 (£;) + O(1), (4.3.1)

i#] i=1

donde O(1) es uniforme para £ € O cuando s — +oo.

Demostracién. Primero estimaremos la parte cuadrética de la energia evaluada en la aproximacién

U, esto es
1 2 1l .
5 [IVUP=3{3 [vu;i+ > [ vu;-vui},
25k i#]
donde la ultima suma se realiza sobre todos los indices 7, j = 1,...,m con i # j.

Escojamos j fijo. Primero notemos que AU; = Au;+AH; = —612.3“1‘ y que U; = 0 sobre 9€2. Luego,

1 g
§L|VU]I =§5j/neu1Uj.

1 12 Uj

De aqui, colocando y = (51‘)—1(-’5 -&),y Qi =(%)"1Q- §;) tenemos que

512 AeujUj

Asimismo,

8 8
/Q_ 1+ yP)? { log 1+ 92 + H(&; + 6jy,€5) — 21og 8 + 28(251(51)} +0(67)

= 8{H(,6) ~ 2088 +26:6)} [ 7 v o)

= 8m{H(&;,&5) — 2log8u3 + 2s41(€;)} +0(1),
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y gracias a (2.2.1), (2.2.2) y (2.2.3), obtenemos
8
2 uj . = (& S Hi S g
"J/ne’U /n,- Ty L + 6w) + Hig +0)

/Q ?W{( (& + 83y) — log 812 + (&5, &) + (Hi(&; + 659) — Hi(&)}

il

+/ ——(1+| |2) {( 1(5_7 H(EJ,£;)+10g8[.Ll)+G&J)&‘l)}

s e & — &|*
= 8nG(&,&;) +8mlog 02 + |&i — £[2)2 +0(1)
= 87!’G(€;',§j) + O(l)

Evaluemos ahora el tltimo término en J,[U]. Se tiene

m
/e—s¢1eU=Z/ e—s¢1eU+O(s4Bm62)’

donde A4; = B(Ej, -ﬁ;) Ahora, de igual manera que en el Lema 2.6

/ el — / e™*% exp {u; + Hj + ) (G(, &) + O(s*67))}
Aj A

j k]

842
& e 591(z) g31(£;) J 14 0(|z - &;
/Aj TR gt Olle - &)

i /R ; m—z—lz—)i(l + O(s6;]y])) + o(1)
= 87+ o(1).

Finalmente, usando la eleccién de los ;1; hecha en (2.1.7), obtenemos

LUl = l/lVUP—/e_sd"eU

4er {HE &) + 29; G(&i,&5) — 21og 8123 +2561(&5) } + O(1)
i#j

AP, (€) + 87s Z $1(&5) + O(1),

j=1

uniformemente para £ € O, si s — +00. Esto completa la demostracién de (4.3.1). [

4.3.2. Forma Asintética de la Energia

Las cotas para la solucién )¢ del Problema (4.1.1) en la Proposicién 4.1 y una expansién de Taylor
de F, en el dominio expandido €24 similar al hecho en [PKMO05] no arroja la siguiente cercania de
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¥, con la funcién Js[U].
Lema 4.4. Para puntos £ € Oy tenemos la siguiente expansion

Fs(§) = Js[U(E)] + 05(), (4.3.2)

donde |0,| = O(sXe~%/?), para una constante fija K > 0, de manera uniforme en s.
Demostracién. Notemos que I [V] = J5[U] e L[V + y¢] = Js[U + ] = F5(€).2 Luego,

8,(€) = L[V + v¢/] — L[V).

Tomando en cuenta que DI [V + ¢](¢)) = 0, donde 1 = v¢/, una expansién integral de Taylor nos
arroja

0s(€)

1
/0 DALV +¥(¢)@)(1 — t) dt

1
= / ( / {N@)¥ + Ry + W (1 - e¥)y?) dy) (1—tydt
0 Q,
Pero
IN@)lleo < Cll¥ll, /Q RY <|Rli¥lloc v |¥lloo < Cs¥PHle e/t
de donde para alguna constante K > 0 fija,
16,(6)] < Ca™e*/2,

que era lo deseado. [ |

*Recordemos que V (y) = U(dy) — 2s.
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Capitulo 5

La veracidad de la conjetura

5.1. Un enunciado mas preciso

Estamos ad-portas de poder demostrar el resultado principal de este trabajo. Para ello, recurriremos
a los Lemas anteriormente demostrados. Sin embargo, primero estableceremos un resultado més
detallado para el Teorema 1.1. Para ello, consideremos el conjunto

S={zelA|¢(z)=1}. (5.1.1)

El resultado del Teorema 1.1 es una consecuencia directa del resultado siguiente, més preciso.

Teorema 5.1. Dado cualquier entero m existe so > 0 suficientemente grande tal que el Problema
(1.5.2) tiene una solucién uy positiva en ) de la forma

us(z) = U(E°) + s, (5.1.2)
la cual posee exactamente m puntos de mdzimo local £3,...,&) € A, satisfaciendo cuando s — oo
(i) dist(€5,8) — 0 y | — &5 > rkrry i i # 4
(ii) uV-)sIloo — 0.

Observacién 5.2. Esta construccion realmente arroja que 1 — ¢1(€5) < s~2. Luego si S estd
constituido sélo por un punto de mdzimo T no-degenerado! obtendremos que

|62 — 7| < Cs™1. (5.1.3)

!Esto es, la matriz Hessiana de ¢ en el punto critico Z es invertible.
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Esta es precisamente una cota superior para las distancias de los puntos de mdzimo €] de la solucién
us, y se basa en que la matriz Hessiana de us es definida negativa. Luego, para s grande,

1(&)) = 1+ D?*¢1(2)[z — &1 + o(|z — £]17) < 1 - alz — & + o(|z - £17),
para una constante pequena y fija a > 0. De aqud,
2 -&P < ca?

de donde obtenemos (5.1.3).

5.2. La demostracion del Teorema 5.1

Demostracién. De acuerdo al Lema 4.2, U(&°) + 1[)53 es una solucién del problema (1.5.2) si £ € Oy
es un punto critico del funcional F; definido en (4.2.3). Notemos que en particular

el — 0

como conclusién de la cota (4.1.2). Esto prueba (ii). Luego es suficiente establecer que F; alcanza
su valor méximo en el interior de O, para todo s suficientemente grande. Para esto probaremos que

un F.lE) < .mup J(E). (5.2.1)
£€00, £€0,

Primera Parte. Primero obtengamos una cota inferior para supgco, Fs(§). Fijemos un punto
z € S y definamos
3 e
5 SRS
=T+ ﬁij
donde £ = (él,...,ém) es un poligono m-regular en R2. Claramente £° € O, pues ¢1(£§?) e
0(s!). Luego

sup Fs(§) = JS(U(EO)) + 08(50)
£€0,

i#]
> 87rm{ —(m—1)logs + s} + O(1)

= 8n{ > 2logle? - €01+ 41(€D)} +0(1)
j=1

Esué) Fs(§) = 8mms — 8mrm(m — 1) log s + O(1). (5.2.2)
€0,
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Segunda Parte. Establezcamos una cota superior para F,(€) si £ € 00,. Aqui hay solamente dos
posibilidades: o bien (1) existen indices ig, jo, i0 # Jo tales que |, — &jo| = s~

8. 0 bien (2) existe g
tal que 1 - 61 (&) = 75 > 0.

Para el primer caso, tenemos la siguiente cota superior

Fo(€) < 8n{—2Blogs+s) (&)} +0(1)

g=l

< 8mm{s-— %ﬂlog s} +0(1)

Para el segundo caso, 1 — ¢,(&5)) < 5 \/_ Luego

Fo(€) < SW{O(logs) i s(l - 2—\7_- + (m - 1))}

< ) + O(log s) .

1
231/2

A esta altura haremos la eleccion f > m? + m en la definicién de O. La relacién (5.2.1) sigue
inmediatamente combinando las estimaciones (5.2.2), (5.2.3), (5.2.3) y tomando s suficientemente
grande. Esto concluye la demostracion. ]
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Conclusiones, problemas abiertos

6.1. Conclusiones

A través del desarrollo de este trabajo de memoria hemos podido apreciar de manera concluyente
que el Problema (1.1.1) es también un ejemplo de un problema de Ambrosetti-Prodi que envuelve
criticalidad en dimensién dos. La razén queda expresada en la apariciéon de limites singulares, pues
si u es solucién de (1.1.1) entonces u — ,\’;lqsl — p satisface

Au + k(z) exp{ - ,\%cbl}e“ =0 enfl
u=20 en BQ,

donde p = (~A)~'h en H}(Q) y k(z) = e ”. Esta corresponde precisamente a una ecuacién tipo
Liouville pero con un coeficiente isotrépico de convergencia no uniforme, pero aun asi presenta
concentracion singular multiple cuando el pardmetro s tiende a infinito. Esto debiese estar de alguna
medida conectado con el fenémeno asociado a (1.5.3) pero donde k(z) se reemplaza por |z|*k(z),
peso que resulta de ecuaciones tipo Liouville con fuentes singulares. Avances importantes han sido

obtenidos en materia de entender soluciones con peaks, ver por ejemplo [T05] y las referencias
contenidas alli.

Pero principalmente, hemos podido dar una respuesta positiva a la conjetura de Lazer-
McKenna para el Problema (1.1.1). Esto es, dada cualquier m > 1, existen al menos m soluciones
de (1.1.1) para s > 0 suficientemente grande. Mds aiin, estas soluciones pueden ser descritas de
manera explicita: ellas presentan concentracién mailtiple alrededor de los puntos de valor méximo
de ¢;. En particular, asociado a cualquier punto aislado de méximo local &y de ¢;, tendremos el
fendmeno de miiltiples peaks en torno a este punto, es decir e"s — 8mmdg, . En este sentido, hemos
podido dar una respuesta completa del problema en términos de concentracién interior en peaks.

Por otro lado, notemos que el anélisis realizado es casi completamente anélogo a lo realizado en
[PKMO5]. Si bien es cierto, ambos problemas son de naturaleza totalmente distinta, en el fondo,
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estos dos problemas comparten caracteristicas de similitud notables. Como se ve a lo largo de este
trabajo, las ideas usadas son las mismas, sin embargo hay pequenas diferencias, que se producen por
tratarse de un problema de concentracién miltiple, pero que son estandares, ver [KWO00], [WYZ06].
Por ejemplo, las demostraciones se dificultan, especialmente la inversién del operador linealizado,
debido a la fuerte interaccién entre las componentes del ansatz U que se encuentran razonablemente
cercanas. Mds aun, nuestros calculos son absolutamente novedosos con respecto a los hechos para
demostrar la conjetura de Lazer-McKenna en més dimensiones. En cierta forma, la dimension dos
permite dar més regularidad a las soluciones y por lo tanto permite estimarlas de manera més

precisa, como se puede apreciar en nuestra eleccién de las normas involucradas en el problema
lineal.

La moraleja detrds de nuestro resultado es que la concentracién miiltiple en el caso isotrépico puede
ser gatillada por el hecho que el coeficiente frente a e* no converge a cero uniformemente sobre Q.

En otras palabras, la miltiple concentracién “quiere tomar lugar” donde el coeficiente precisamente
se anule més répido en s. A modo de ejemplo, en nuestro resultado,

cuando s — +o0,

e_s¢1(1) v 0 six € Q,
1 sz e o,

y converge més rapidamente en los puntos de méximo de ¢;, donde precisamente se produce la
concentracion.

6.2. Ultimas consideraciones, problemas abiertos

A través de estas lineas pretendemos bosquejar la gama de observaciones y problemas abiertos que
quedaron después de probar nuestros resultados.

Para partir, y como ya habiamos mencionado anteriormente, la eleccién de ¢; como la funcién
positiva en el lado derecho de (1.1.1) es hecha s6lo por razones histéricas pero es ciertamente no
esencial. Podriamos en principio reemplazarla por ejemplo por cualquier funcién positiva ¢, donde
ahora la concentracién tomar4 lugar alrededor de méximos locales de la funcién (—A)~'¢ en H}(9).

Notemos también que un resultado similar al Teorema 1.1 es también vélido para el problema

Au+ du+e" = s¢; +h(z) en(, (6.2.1)
g—0 en 0f,

siempre que A < A;. En este caso, v = A y p = +o00. La razén bésica de la veracidad de este

resultado descansa en que A + X satisface el Principio del Mdzimo. La funcién de Green deberia ser
consistentemente reemplazada por la asociada a este 1ltimo operador, esto es, para y € ,

AG,\(:E, y) 15 A(;'X(:L"y) = 5(1: T y), z en (1,
Ga(z,y) =0 z en 0.
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Sin embargo, este procedimiento no es cierto en el caso A > Ay, por la posible bifurcacién en A = ;.
Esta es una de las razones por las que quisiésemos formular los siguientes problemas abiertos.

L.

Otras soluciones que verifican la conjetura de Lazer-McKenna. En efecto, la resolu-
cién de (6.2.1) en el caso dos dimensional y no-linealidades subcritica y critica, para A > Ay,
estd aiin abierta. El caso de dimensién N > 3 fue resuelto por Dancer y Yan en [DYO05].

Por otro lado, Li, Yan y Yang [LYY206] mostraron la existencia de soluciones para (1.1.1)

concentrandose cerca del borde de ). El caso dos dimensional de este resultado —ya sea critico
o subcritico- no ha sido resuelto atn.

Concentracién miiltiple en el problema de Brezis-Nirenberg anisotrépico. La técnica
desarrollada durante este trabajo posee en el fondo una columna vertebral propia de los

problemas de concentracién multiple. En este sentido, para © € RN, N > 4, nos gustaria
resolver el problema

V - (a(z)Vu) + Aa(z)u + a(z)u? =0, en (,
u>0, enf}

(6.2.2)
v=0 en o,

donde a(z) > ap > 0 es una funcién positiva Q, p = %J_'—% y A € R es un pardmetro pequerio.

Més especificamente, nos gustaria encontrar soluciones con peaks que se concentren en torno

a puntos de maximo o minimo de la funcién a(z) cuando A — 0, ya sea positivo o negativo.

El problema aqui es encontrar una buena aproximacién de la solucién de (6.2.2). Mds atn,

se puede ver que la dimensién del dominio jugard un rol importante en la regularidad de

las soluciones y las aproximaciones, de donde las aproximaciones tipo [PKMO05] no tendran
sentido.
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