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Resumen

La fusién de materiales, es decir, el paso de un sélido cristalino a un estado liquido es un
proceso que aun se encuentra en estudio tanto desde punto tedrico como experimental. No
existe ain una teoria fundamental que permita predecir, a partir de sus componentes cual es
la temperatura de fusién de un sélido. Sin embargo, pareciera que un ingrediente fundamental
de dicha teoria seria el proceso de difusién de los atomos en el sistema cuando se inicia la

fusion, considerando los defectos de la red, como dislocaciones y vacancias.

En esta tesis se estudian los efectos de las vacancias y vibraciones atémicas en la fusion
de un sélido, y como la temperatura de fusién y la temperatura de sobrecalentamiento se
ven influidas por estas. Este estudio se desarrolla modelando los atomos como caminantes
aleatorios en una red periédica y comparando nuestros resultados con los obtenidos con las

técnicas de dindmica molecular.

Otro aspecto estudiado es como se produce el colapso de la estructura cristalina del sélido
y pasa a la fase liquida, este proceso se representa mediante un modelo probabilistico en donde
a medida que aumenta la temperatura de fusion, aumenta la difusién atémica y eso significa
un dano para el cristal. Es esta acumulacién continua de dano la que llegada a un punto

umbral desencadena el colapso del sélido.



Todo debe ser hecho tan simple como sea posible, pero no mas simple.

Albert Einstein (1879-1955).
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Fusion y colapso de un sélido

Para describir la naturaleza desde el marco de la fisica es fundamental saber elegir simpli-
ficaciones sabias. Este problema se extiende desde materiales sin friccion y colisiones perfec-
tamente elasticas, hasta la teoria de perturbaciones y pozos cuadrados infinitos en mecanica
cuantica. Los computadores, pudiendo realizar enormes cantidades de calculos en un tiempo
relativamente corto, presentan un nuevo enfoque para los problemas que no son exactamente
solubles. En lugar de utilizar “maquinaria matematica pesada” para resolver el problema
formulado, a menudo se puede utilizar técnicas computacionales para crear una evolucion
discretizada en el tiempo del sistema. En teoria, este tipo de modelos puede contener toda

la informacién necesaria para describir completamente el sistema.

La mayoria de los procesos que se perciben en nuestra vida cotidiana se originan en
las interacciones, transiciones y propiedades de enormes conjuntos de atomos y moléculas.
Muchos de estos sistemas se consideran solubles de manera aproximada mediante el uso de la
termodinamica, pero se pierde informacion importante dado que se observa el sistema desde
el punto de vista macroscopico. Si se esta interesado en propiedades como las transiciones
de fase o en el estudio de la evolucién temporal del sistema en su transito al equilibrio, a
menudo se debe recurrir a método numéricos. Por ésta razén, la simulacién computacional

es de gran utlidad en diversas areas de la ciencia, desde la neurociencia, medicina, biologia,



quimica e ingenierfa [6, 7, 8].

Entre los procesos termodinamicos que se observan en la vida diaria, la fusiéon de los
solidos es uno de los mas comunes. Aunque se han realizado numerosos estudios sobre este
fenémeno, aun existen aspectos que no se comprenden en su totalidad. Si se analiza desde el
punto de vista termodindamico, el punto de fusion se encuentra determinado por la igualdad
de la energia libre de Gibbs para las fases solida y liquida [9]. Sin embargo, desde el punto
de vista macroscopico cuando se alcanza una determinada temperatura caracteristica, un
cristal ideal se vuelve inestable, experimentando una serie de procesos que dan origen a una
transicion de fase solida a la fase liquida. Este proceso es conocido como fusiéon homogénea,
y permite al cristal calentarse por sobre su temperatura de fusién 7,,,. A medida que aumen-
tamos la energia del cristal, se alcanza una temperatura 711 s llamada temperatura o limite
de sobrecalentamiento, tal que la estructura sélida no puede existir a una temperatura su-
perior a esta sin transformarse espontdneamente en liquido. En este estado, conocido como
sélido sobrecalentado, los atomos en el cristal pueden ocupar temporalmente sitios intersti-
ciales, creando vacancias [10] y permitiendo que los atomos vecinos difundan ocupando los
sitios vacantes [11, 12]. Como hemos dicho, més alla de Ty, el sélido ya no se encuentra en
el estado metaestable sino que alcanza un estado inestable que puede denominarse “sélido

sobrecalentado critico”.

Sobre la temperatura T7¢ el solido pierde su estructura cristalina pasando a un estado
liquido, desordenado. Este proceso homogéneo y rapido es el que llamamos un colapso del es-
tado cristalino. Como se mostrara en esta tesis el colapso se origina en términos microscopicos

a partir de la acumulaciéon de dano en la forma de vacancias y vibraciones.

Desde el punto de vista tedrico una herramienta til para estudiar la fusién de un sélido
es la simulacién computacional, en particular la dindmica molecular. Por ejemplo trabajan-
do en el ensamble microcanénico (esto es, con NV E, donde N corresponde al nimero de
particulas, V' volumen y F energia interna constante) se puede utilizar el llamado método Z
para determinar tanto 7, como Tyg. En efecto, corriendo distintas simulaciones a diferentes
energias, se puede llegar a una cierta energia E;g en la cual el sistema todavia se encuen-
tra en fase solida, y que al aumentar esa energia mas alla de ese punto, el sélido se funde

espontaneamente. Aunque atn falta una explicacion termodinamica de este método, se han



realizado estudios de la aplicacion del método Z a volumen fijo obteniendo una curva isocori-
ca en funcion de la presion P y temperatura T', donde el punto de inflexién corresponde a la
temperatura mas alta alcanzada T g, y la temperatura mas baja 7},, tal que el descenso de
esta temperatura se debe al calor latente del sistema. Una vez alcanzado la temperatura T g

el sistema colapsa pasando a una fase liquida.

El objetivo de esta tesis es estudiar cémo las temperaturas T v T, se ven influidas por
la presencia de vacancias y vibraciones atémicas a medida que aumenta la temperatura en
un solido. Para ello utilizaremos técnicas de caminatas aleatorias ordenadas tridimensionales

explicando de esa forma resultados de la literatura obtenidos mediante la dinamica molecular.

Luego de eso, proponemos un modelo probabilistico de como y cuando se produce el
colapso del sélido. Para ello consideramos que a medida que aumenta la temperatura se va
acumulando “dano” (expresado en vacancias, vibraciones, difusiones, etc), lo cual finalmente

produce un colapso de su estructura cristalina pasando de la fase sélida a la fase liquida.

1.2. Hipodtesis de trabajo

Existe abundante literatura que afirma que a nivel microscopico el aumento de tempera-
turas en un solido provoca que los a&tomos comiencen a vibrar con mayor amplitud alrededor
de sus posiciones de equilibrio [13, 14]. Esto crea vacancias y espacios instersticiales entre los
atomos, lo que les permite desplazarse y difundirse a través del material. Llegada a cierta

temperatura esto es tan intenso que se produce la fusiéon del sélido.

Lo anterior estéd estudiado en detalle en la referencia [2] y de alli es que tomamos nuestra

primera hipdtesis de trabajo:

Cuando se alcanza Ty, la concentracion de defectos térmicos y la recurrencia de
movimientos consecutivos de los dtomos se vuelven lo suficientemente altas como
para que el sistema cruce un umbral de percolacion dindmica. Esto significa que
los atomos pueden ahora alejarse de sus posiciones iniciales y recorrer grandes

distancias a través de todo el sistema, lo que marca un cambio en el régimen de



difusion, en ese momento el solido colapsa y pasa al estado liquido.

Con el fin de estudiar el desplazamiento de los atomos utilizaremos el método analitico de
curvas de movilidad que nos permite determinar si un grupo de atomos permanece en su sitio

inicial o si se ha desplazado més alla de sus primeros vecinos.

En esta tesis mediante un modelo tedrico y numérico de caminatas aleatorias probaremos
esta hipdtesis y mas todavia cuantificaremos el porcentaje de vacancias que adquiere el solido

y el grado de vibracién de los dtomos cuando el material pasa de sélido a liquido.

La segunda hipotesis de trabajo es que:

A medida que aumenta la temperatura, vacancias, vibraciones y la difusion de
atomos juega el papel de un dano para la estructura cristalina ideal, y es la acu-

mulacion de este dano lo que causa el colapso de la estructura.

En efecto, las vacancias, vibraciones y difusién interactiian de manera compleja y producen
una acumulaciéon gradual de dano X en el sistema que cuando alcanza un umbral X* desen-
cadena el colpaso de este. Este lo mostramos mediante un modelo de caminata aleatoria con

pasos distribuidos exponencialmente.

1.3. Estructura de la tesis

Luego de este capitulo introductorio, en el Cap. 2 explicamos el proceso de fusién en
un sistema sélido mediante la revision de la literatura de los procesos térmicos, mecanicos y
quimicos, considerando ademas un sistema con vacancias y vibraciones. También presentamos
los estudios del proceso de fusién mediante dinamica molecular y el movimiento de los atomos
mediante curvas de movilidad. En el Cap. 3 presentamos el formalismo de caminatas aleatorias
con el fin de repasar los aspectos fundamentales de la teoria atingente y fijar la notacion. En los
capitulos 4, 5 y 6 se presentan los resultados obtenidos en esta tesis. En el Cap. 4 describimos
el modelo de caminatas aleatorias para diferentes redes. En el Cap. 5 desarrollamos mediante

el modelo de caminatas aleatorias para entender la fusion de un sélido y cudl es la influencia



que tienen las vacancias y vibraciones atomicas en este fenémeno. En el Cap. 6 presentamos
un modelo general de caminatas aleatorias para el colapso de un sistema que aplicamos para
el caso de un material cuando pasa de un estado sélido al estado liquido. Finalmente, en el

Cap. 7 se presentan las conclusiones y sugerencias del trabajo futuro.



Capitulo 2

Fusion de solidos

Durante anos se han realizado diversos estudios para lograr determinar tedricamente
cuales deben ser las condiciones necesarias para que se presente el proceso de fusiéon de un
sélido o cuédndo un liquido se congelara [15, 16]. Al alcanzar el punto de fusién, se produce una
inestabilidad de la fase sélida, que puede deberse a diversas razones, entre ellos la inestablidad
de un sodlido puede producirse mediante la formacion de vacancias o por la aparicién de

dislocaciones [17].

El proceso de fusién corresponde a una transicion de primer orden, donde las cantidades
termodindmicas, como la energia interna, son discontinuas a lo largo de la curva de fusién. Si
realizamos el estudio a partir de la curva de isoterma, isécora o isébara, la transicién de fusion
se caracteriza por dos discontinuidades, las cuales corresponden a la fase sélida sobrecalentada
y la fase liquida. Las discontinuidades representan el inicio y el final del fenémeno de fusion,
y la teorfa de la fusién describe la comparacién entre la energia libre de Gibbs G(P,T') entre
las fase sélida G4(P,T) y liquida G;(P,T) como funciones de la presién P y la temperatura

T. La curva de fusion en el plano P — T esta determinado por las condiciones
Gs(P,T) = Gy(P,T), P, =P, T,=1, (2.1)

donde P;, Ty, Ps y P, corresponden a la presién y temperatura en el estado sélido (s) y liquido

(D).



Las condiciones que corresponden al equilibrio quimico, al equilibrio mecénico y al equi-
librio térmico son necesarias para que coexistan las fases sélidas y liquida en el punto de
fusion T,,. De este modo, el enfoque fundamental para determinar el punto de fusion es el
calculo de la energia libre de las dos fases coexistentes. Sin embargo, un aspecto importante
se refiere a que la termodinamica no describe la cinética del proceso de fusion, relacionada

con los tiempos involucrados en el proceso de fusion.

Este problema motivé que durante las tltimas tres décadas se realizaran estudios respecto
al desarrollo de ecuaciones tedricas o empiricas que puedan describir las relaciones entre la
presion, volumen y temperatura en el proceso de fusion. Una de ellas es la ecuacion de Simon
que relaciona las variables de presion y temperatura. La dependencia de la presion de la
temperatura de fusion es pequena para pequenos cambios de presién porque el cambio de vo-
lumen durante el proceso de fusién es bastante pequeno. Sin embargo, a presiones muy altas,
generalmente se observan temperaturas de fusién moés altas, ya que el liquido generalmente
ocupa un volumen mayor que el sélido, lo que hace que la fusion sea termodindmicamente

desfavorable a presion elevada [18].

Algunos estudios sobre el proceso de fusiéon se basan en tratar el fenémeno como un
proceso homogéneo que involucra una inestabilidad en la red, o que involucre algin tipo
de inestabilidad mecénica debido a la formacién espontédnea de defectos en la red [19]. Al
introducir un criterio de fusién estrechamente relacionado con la escala caracteristica de los
sistemas microscépicos, Ross [20] pudo explicar ciertas relaciones empiricas observadas en el
proceso de fusion. La teorfa moderna de la fusién debe su origen a los trabajos de Fixman [21],
que es un caso limite de anarmonicidad [22] en sélidos, y a una teorfa perturbativa de la
fusion del argén de Longuet-Higgins y Widom [23]. Por otro lado, una posible teoria valida
corresponderia a la definicién propuesta por Brillouin [24], el cual explica que este proceso
se debe estudiar desde la estabilidad de una red, utilizando la aproximacién de Debye para
determinar las frecuencias del cristal, sin embargo, este método no produce una descripcion
completa, ya que no solo se ignoran las ondas cortas, sino porque no considera la cantidades

observables como es el caso de la interaccién de las fuerzas interatémicas.

Es interesante senalar que desde el punto de vista microscopico, el proceso de fusién puede

explicarse en términos de la formacién y movimiento de defectos en la red, especificamente



vacancias, asi como las vibraciones de los atomos. Es importante destacar varios puntos
importantes: si se estudia un sélido en condiciones ideales, los dtomos vibran alrededor de
sus posiciones de equilibrio en la red, sin embargo, conforme aumenta la temperatura, la
amplitud de las vibraciones también incrementa. A medida que la temperatura se acerca a la
temperatura T,,, las vibraciones de los &tomos permiten que puedan tomar nuevas posiciones

en la red.

Al estudiar la dindamica que comprende el proceso de fusion de los sélidos, no es posible
determinar exactamente como los dtomos se mueven en una red para pasar de una fase
ordenada a una fase desordenada. Estas fases pueden depender de variables microscopicas
de la estructura, tales como imperfecciones de la red, conductividad térmica, viscosidad, que

varian de un material a otro.

Dado que los atomos estan restringidos a ocupar ciertos sitios de la red, el estado de
energia mas bajo corresponderd solo a sitios vecinos mas cercanos. Entre dos datomos cua-
lesquiera existe una energia de interaccion, y toda descripcion termoestadistica, por ejemplo
en términos de la funcién particion depende solo de esta energia, por lo tanto, de la mis-
ma manera todas las temperaturas de transicion y propiedades de fusion dependen de este
factor. El valor de la energia resulta significativo, ya que corresponde a la energia de la red
que no afecta las propiedades termodinamicas del sistema a volumen constante. También es
importante considerar las energias de interaccién entre atomos respecto a sus posiciones de
equilibrio debido a los desplazamientos intersticiales. Solo los valores de energia cercanos al
valor de equilibrio tienen importancia hasta que el sistema alcanza el punto de fusion, estos
valores de energia se determinan mediante la temperatura de Debye, cuya temperatura es
caracteristica para una red a un volumen dado. El ejemplo mas conocido para estudiar el
proceso de fusién es el criterio de Lindemann en fase sélida, que establece que la relacién

entre el desplazamiento cuadratico medio y el movimiento entre vecinos més cercanos [25].

2.1. Proceso de fusién con vacancias y vibraciones

Actualmente, existen pocos enfoques que logren describir la teoria de la fusién de sélidos

en presencia de vacancias y vibraciones. La fusién de un sélido implica la transiciéon a un



estado liquido, donde la estructura ordenadas de los atomos se desordena. Las vacancias,
que son defectos en la red cristalina, juegan un rol importante en este proceso. La presencia
de las vacancias puede facilitar la movilidad atémica, lo que a su vez puede influir en la
temperatura a la que ocurre la fusion. La teorfa de KTHNY (Kosterlitz-Thouless-Halperin-
Nelson-Young) [26, 27, 28| estudia la fusién de sélidos en dos dimensiones, describiendo
cémo se producen transiciones de fase continuas entre estados cristalinos y hexaticos, lo que
significa que corresponde a un estado intermedio en la transicién de fases de los cristales
liquidos. Esta teoria sugiere que la periodicidad no es un criterio suficiente para definir un
solido, dado que existen solidos amorfos. KTHNY predice dos transiciones de fase: una de
un estado critalino a un estado hexético y la otra de un estado hexatico a un estado liquido.
Estas transiciones son continuas y no involucran el calor latente, lo que implica que la energia
de interaccién entre particulas tiene un rol en la determinacién de estas fases estudiandolos

desde la naturaleza del sistema.

Por otro lado, el criterio de Lindemann [29], establece que un sélido se funde cuando la
amplitud de vibracién de los dtomos supera una fraccién especifica (aproximadamente 1/4)
de la distancia entre dtomos vecinos. Este criterio relaciona la temperatura de fusién con la
amplitud de las vibraciones atémicas, sugieriendo que a medida que la temperatura aumenta,

las vibraciones atomicas se vuelven mas significativas.

Para realizar este estudio se inicia a partir del postulado de Boltzmann, el cual obtienen
las expresiones del niimero de microestados del sistema W y la entropia configuracional S

para un sélido con vacancias [15], dados por

N + ny,)!
W= % (2.2)
S—kylnW (2.3)

donde N corresponde al niimero total de atomos que componen la red, n, es el nimero de
vacancias, y kg es la constante de Boltzmann. Vemos que la entropia depende del niimero de

vacancias y no de la energia del sistema. La ec. 2.3 se puede reescribir de la siguiente forma



utilizando la aproximacion de Stirling

N N,
S = k’B (—Nlnm - Nv In m) 5 (24)

y si se considera una fraccién de vacancias x, = N, /(N + N,), la ec. 2.4 se reescribe como la

entropia en funcién de una fracciéon de vacancias

T

—vlnmv> , (2.5)

11—z,

S = —]i]BN <ln(1 — l’v) +

y la contribucién para la energia libre de Gibbs para el nimero de vacancias n, esta dada
por

G =gn, + kgNT <ln (1—=z,)+ % lnxv> , (2.6)

donde g es la energia necesaria para producir una vacancia. Las vacancias se consideran como
defectos puntuales descorrelacionados y no interactuantes. Si se asume que el equilibrio es

cuando

oG
o =0 (2.7)

entonces la solucién de la fraccion de vacancias estara dado por,
x, = exp (—g/kgT) . (2.8)

Esta es una relacion de Arrhenius, donde T' corresponde a la temperatura. La solucion de la
ec. 2.8 se cumple para un valor bajo de vacancias, cuando la interacciéon entre vacancias se
puede despreciar. Al mismo tiempo, esta condicién no se cumple para aquellas configuraciones
en que las vacancias interactudn entre si. Como se sabe, la interaccién entre atomos reduce
la energia total del sistema y por lo tanto afecta la ecuacion expresada por el nimero de

vacancias dando como resultado una posible apariciéon de configuraciones de largo alcance.

Por otro lado, las vibraciones de los cristales desempenan un papel importante en el pro-
ceso de fusion. A medida que aumenta la temperatura de un sélido, las amplitudes vibratorias
aumentan presentando dos efectos relacionados: la concentracion de vacancias aumenta y los
atomos se posicionan en sitios mas alejados a sus vecinos. Si el &tomo se encuentra préximo

a una vacancias, la movilidad aumenta, y en consecuencia los atomos difunden con mayor
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facilidad en el cristal.

En el punto de fusién, las vibraciones podrian llegar a tener una amplitud lo suficiente-
mente grande como para romper el orden de largo alcance del sélido y el sistema se vuelve
liquido. Por tanto, es interesante estimar las amplitudes vibracionales en el punto de fusion.
Para ello se estudia la teoria de vibracién armonica aunque exista un efecto anarmoénico

apreciable en el punto de fusién.

Lindemann postulé que la fusion se produce cuando las amplitudes de las vibraciones
térmicas son lo suficientemente grandes como para que los atomos adyacentes ocupen par-
cialmente el mismo sitios. Gilvarry [30] reformulé el criterio de Lindemann en términos de
la amplitud cuadratica media de las vibraciones térmicas, y que la fusién ocurre cuando la
amplitud de la vibracién cuadrética media excede un valor umbral, que generalmente se toma

como una fraccion, 1 del espacio interatémico a en cristales, dada por

V{(u?) =mna, (2.9)

donde 7 se conoce como el parametro fenomenolégico de Lindemann. Inicialmente Lindemann
supone el valor de n es constante para todos los sélidos. El valor de n no es fijo y puede tomar
valores en el rango de 0.05 a 0.2 [31]. Ha habido estudios de intentos de cuantificar este valor

critico utilizando modelos tedricos o fenomenoldgicos aplicados a datos experimentales.

Gupta y Sharma demostraron que la amplitud cuadratica media en el punto de fusion
es alrededor del 10 % de la distancia interatémica, pero los valores del coeficiente de Linde-
mann varian en un factor de tres para diferentes elementos [32], incluso para elementos del
la misma estructura cristalina. Se han observado correlaciones entre diversas propiedades de
los materiales en estado sdlido, su temperatura de fusion, temperatura de Debye y nimeros
de masa atémica [33]. En general, el criterio de fusién de Lindemann proporciona una forma
eficaz de estimar rapidamente las temperaturas de fusion de sélidos monoatémicos con una
precisién aproximada del 20 %. El principal inconveniente es que es simple y s6lo considera
la fase solida. Varios autores abordaron esta probleméatica mediante enfoques termodinami-
cos [34, 35, 36, 37], pero las predicciones atin no son precisas, lo que sugiere que es necesario

desarrollar modelos que integren tanto las interacciones en la fase sélida como las transicio-
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nes a la fase liquida, por lo que necesario abordar el problema desde la tedria de la fusion.
Para esto se estudié un sistema a altas temperaturas, donde los efectos cudnticos pueden
despreciarse y el desplazamiento cuadratico medio esta dado por

9n>T

() Am2 Mk pt?, (2.10)

donde h es la constante de Planck, 1" la temperatura, M la masa del atomo, kg la constante de
Boltzmann y 0p la temperatura de Debye. La ec. 2.10 muestra que la amplitud de vibracién
promedio de los atomos en el cristal aumentaria linealmente con la temperatura. Sin embargo,
esto no puede aumentar indefinidamente, y el criterio de Lindemann ofrece el limite superior
en el punto de fusién, cuando la raiz cuadrada de la amplitud de vibracion cuadrada promedio
excede una cierta valor de la distancia interatomica, como indica en la ec. 2.9. Si se aplica
la ec. 2.9 en ec. 2.10 en el punto de fusién, entonces la relacion general que describe la

temperatura de fusion es:
A An?a’kp
Ty = ———5—07 2.11
T 9NgR2 P (211)
donde se expresa la masa del 4tomo M en términos del niimero de masa atémica A (M =

A/Ny4), y Ny corresponde al nimero de Avogadro.

Vemos que la ec. 2.11 describe la temperatura de fusién de un cristal monoatémico, con
dependencia del cuadrado de la temperatura de Debye 6%, y el cuadrado de la amplitud de
vibracién promedio (u?) = n?a®. La relacién de la ec. 2.11 se puede utilizar para estimar
el punto de fusién de sélidos, sin embargo, el principal problema esta relacionado en que el
valor del coeficiente de Lindemann 7 no esta especificado, y que esta descripcién ignora la

formacién de defectos en el cristal mucho antes de alcanzar la amplitud de vibracién (u?).

2.2. Estudio de la fusion solidos mediante Dinamica

Molecular

La simulacion computacional es una técnica muy 1util para el estudio de la fisica del estado

sélido, en particular, los métodos de dindmica molecular (DM) y Monte Carlo (MC) han sido
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ampliamente utiizados durante las tltimas décadas. La DM es un método que permite simular
un material a partir del potencial interatémico entre sus atomos y la resoluciéon numérica de
las ecuaciones dinamicas que lo describe. En el caso de la dindmica molecular clasica estas

son las ecuaciones de Newton (ver més detalle en Anexo A).

Para simular mediante DM la fusién de un sélido, un ensemble especialmente ttil es el
microcanénico (esto es, simulaciones realizadas a energia, nimero de particulas y volumen
constante). En particular, la observacién del fenémeno de sobrecalentamiento resulta ser

mucho mas clara en simulaciones microcandnicas, y la estimacion de Tpg y 7T;, mediante el

llamado método Z [10, 38, 39].

2.2.1. Meétodo Z

A continuacion explicaremos el método Z a partir de simulaciones de DM que hemos reali-
zado. Los célculos de DM se realizaron utilizando en el paquete de simulacién LPMD [40]. El
conjunto utilizado fue NV E, con nimero de particulas N, volumen V' y energia E constante

que se fija durante la simulacion.

Las ecuaciones de movimiento de Newton se calcularon utilizando el algoritmo de inte-
gracién Velocity Verlet con un paso de tiempo de 0.1 fs. Este enfoque permite una simulacién
precisa del comportamiento dindmico del sistema. Para las interacciones, se empled el po-
tencial Sutton-Chen, con un radio de corte de 7 A, lo que asegura que solo se consideren las

interacciones significativas entre particulas.

Es importante destacar que este método 7Z depende exclusivamente del estado sélido.
Inicialmente, el sistema se encuentra en estado solido, con volumen que permanece constante
a lo largo de la curva isocédrica. Esta curva que describe el comportamiento del sistema a

energia constante, se compone de tres ramas distintas, como se muestra en la figura 2.1.

La primera rama de la curva es cristalina, que a su vez consta de dos partes: una sélida
y otra que representa un estado sélido sobrecalentado, el cual se encuentra por encima del
punto de fusién. A continuacion, se presenta una rama intermedia con pendiente negativa,

que representa la transicion del estado cristalino al estado liquido. Finalmente, la tltima y
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tercera rama de la curva se encuentra en estado liquido.

Al comienzo de la simulacién, la asignaciéon de la energia a los &tomos en un sistema sélido
en el conjunto NV F inicia la fusién si la temperatura es ligeramente superior a su limite de
sobrecalentamiento (T7s), sin ningin cambio en el proceso dindmico. Observamos aqui que
antes de llegar a Ty g, la estructura permanece sélida porque el sistema de interaccién de los
atomos se esta equilibrando cuando la energia cinética inicial es baja. Esta energia comienza
a aumentar con 7', y el sistema entra en estado solido sobrecalentado a lo largo de la curva
de fusion. Con estas diferentes temperaturas, obtenemos una linea recta hasta el punto Tpg

en la rama sdélida.

Debido que se trabaja con un sistema NV E, cada punto determinado por la energia E y
temperatura 71" de la curva isocérica forman una “Z”, cuyos puntos de inflexién se encuentran
determinados por dos valores principales, T s el cual corresponde a la temperatura mas alta
alcanzada, y T, a la temperatura mas baja alcanzada una vez que se ha producido el proceso
de fusion, como se muestra en la figura 2.1. En este método las simulaciones de DM de interés
seran aquellas temperaturas mayores a Tg, ya que sobre ese limite de temperatura ocurren

procesos de fusién espontaneos.

Temperature

Energy

Figura 2.1: Representacion esquematica de las lineas isocéricas en el método Z [1].

La figura 2.1 muestra la representacién esquematica del método Z de la temperatura en
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funcién de la energia donde se obtiene las temperaturas de fusion 7, y de sobrecalentamiento

Trs.

Como ejemplo de una representacion de la figura 2.1, realizamos simulaciones de DM en
un cristal BCC con 250 atomos de Fe como muestra en la figura 2.2. Esta simulacion es
realizada a una alta densidad y una constante de red 2.4 A, utilizando el potencial Sutton-
Chen (SC) [41], con pardmetros € = 0.0173 eV, n = 8.137, m = 4.788, a = 3.4714, ¢ = 24.939
y radio de corte ey = 7.0 A [42] implementando la teorfa detallada en el Anexo A. Realizamos
40 simulaciones con tiempos de simulacién de 200 ps cada una, donde cada simulaciéon fue

realizada utilizando el paquete de dindmica molecular LPMD [40].

Figura 2.2: Representacion de la estructura BCC ideal para 250 atomos de Fe.

En la figura 2.3 observamos la curva isocérica que se obtuvo de las 40 simulaciones con
tiempos de simulaciéon de 200 ps y llamaremos kpTj a la energia inicial Fy suministrada
al sistema correspondiente a la configuracién inicial del cristal. Cada punto de la curva
corresponden a las temperaturas instantaneas T alcanzadas en la simulacién a partir de una
temperatura inicial Ty configurada al inicio del programa, donde la temperatura de equilibrio
se alcanza cerca de Ty/2 por el teorema de equiparticién. La secuencia de estos resultados

nos permitié construir la curva Z.

Como se muestra en la figura 2.3, la curva presenta una forma de Z, donde se reporta como
resultado una temperatura de fusién 7T, = 7392 K y una temperatura de sobrecalentamiento

Trs = 9003 K . Estos resultados ademads logran establecer presion de sobrecalentamiento de
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Figura 2.3: Curva isocérica a partir de 24 simulaciones para una red BCC con 250 atomos

de Fe. La simulacién de DM se realizé con diferentes temperaturas iniciales de rango Ty =
8000 hasta 23000 K.

aproximadamente 338 GPa, el cual se denominé por Pg alcanzada justamente a la tempe-
ratura Trg. Estos valores de temperatura y presién se obtuvieron al primer paso de tiempo
con velocidades iniciales, cuando estas velocidades eran muy altas esto ocasionaba que el
solido presentara un cambio de fase al estado liquido rapidamente. Observamos el proceso
de fusiéon cuando ocurre una discontinuidad en la presion y en consecuencia existe una caida
de la temperatura debido al calor latente, esto nos permite ver que existen dos ramas que
correponden a la fase sélida y liquida de la curva isocérica que se encuentran por debajo y

encima del valor de la presion 340 GPa aproximadamente.

2.2.2. Temperatura instantanea

Una representacion del comportamiento de la temperatura instantanea se obtiene a partir
de realizar tres simulaciones DM, obteniendo muestras que presentan procesos de fusiéon en

tiempos que van desde 14 hasta los 100 ps, tal como se aprecia en la figura 2.4. Aqui solo
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Figura 2.4: Temperatura instantdnea en funcién del tiempo obtenida a partir de tres simula-
ciones a diferentes temperaturas T'. El proceso de fusion se presenta en los tiempos 100, 50

y 14 (ps).
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consideramos simulaciones de DM con un tiempo de duracién menor o iguales a 200 ps, debido
que se esta buscando casos que presenten un evento de fusién durante la simulacion, y el
observar tiempos mas largos de simulacion no entregaria informacién adicional. La figura 2.4
resulta consistente al momento de verificar la evolucién de la temperatura instantanea en
funcion del tiempo, donde el estado inicial del sistema se escogié como la estructura cristalina
ideal del hierro. Debido a que la configuracién inicial corresponde al minimo potencial, la
energia cinética debe corresponder al maximo en ese punto. A medida que el sistema comienza
a evolucionar, los atomos se desplazan fuera de la condicion inicial estable. Para temperaturas
cercanas a ' = 7647 K, los atomos comienzan a vibrar con mayor amplitud y velocidad hasta
que el cristal se funde, este efecto implica el aumento de defectos y, como resultado existe un
mayor efecto cooperativo entre los atomos. Para temperaturas sobre T}, la energia cinética
aumenta, de forma que los dtomos comienzan a moverse rapidamente, siendo mas probable
que adquieran la energia necesaria para vencer las fuerzas interdtomicas que las mantienen
unidas, cambiando su configuracién [39, 43]. Al observar la figura 2.4 es posible notar que
dependiendo de la temperatura inicial, esta temperatura indica una discontinuidad, es decir,
existe un proceso espontaneo gatillado por alguna propiedad del sistema. Cualquiera que sea
la causa de este proceso, deber tener relacion con el origen de la transicion de fase del solido

al liquido.

2.2.3. Funcion de distribucion radial

Para describir la estructura de cada fase, a partir de los resultados obtenidos anteriormen-
te, se calculd la funcion de distribucién radial para un sistema de particulas que interactuan
mediante un potencial de SC. Para estas simulaciones de DM, se utilizaron valores de tem-

peraturas entre 6117 a 7788 K utilizando el paquete LPMD, ejecutandose 10 simulaciones.

A partir de la ec. A.7, la funcién g(r) de cualquier sistema uniforme tiende a 1 para un
r suficientemente grande, sin embargo cuando r es comparable con el alcance del potencial
depende de la forma de éste. La figura 2.5 corresponde a un sistema uniforme de atomos
en estado sélido sobrecalentado (color negro), la curva de color azul, representa el mismo
sistema en estado liquido. La funcién g(r) es estrictamente cero para distancias menores que

el diametro de la esfera asociada a cada particula, debido que el potencial de interaccion
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Figura 2.5: Funcién de distribucién radial. Curva en fase sobrecalentado a 6117 K (color
negro), y liquido a 7788 K (color azul).

tiende a infinito en ese rango, de tal modo que dos esferas no pueden acercar sus centros

cuando r < 2 A, lo que indica que existe un volumen excluido alrededor de cada particula.

Como podemos ver en la figura 2.6, para el sélido sobrecalentado (color negro), las posi-
ciones de los atomos corresponden a los sitios de una estructura BCC, pero con una amplitud
de vibracién significativa. El nimero de atomos de la primera capa de coordinacion es apro-
ximadamente el mismo en el sélido y en el liquido, pero las dos estructuras, tal como se
aprecia en la figura 2.5, se tornan diferentes posterior a la primera capa de coordinacién. A
primera vista, la figura 2.6 indica la existencia de correlacién de pares hasta r = 5 A en la
fase liquida, ademés también es posible notar que en la fase liquida la funcién de distribucion
radial se reduce para grandes distancias y la funcién se acerca a la unidad, el cual indicaria
que existe la misma probabilidad de encontrar una particula en cualquier sitio, en cambio en

la fase sélida se mantiene aproximadamente periddica incluso para grandes distancias.

Notemos que la difusion del cristal se inicia cerca de la temperatura 7T,,, y es de esperar
que cuando se supera la temperatura 7}, la difusién se vuelve significativa, atn asi, cuando el

sistema permanece en estado sélido, los atomos ocupan sus posiciones inciales, si analizamos la
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Figura 2.6: Funcion de distribucién radial comparativo. Curva en fase sélido sobrecalentado
critico a 7941 y K (color rojo).

figura 2.5 vemos que el caso del sélido sobrecalentado muestra que existe un grupo de atomos
que en diferentes momentos de tiempo ocupan posiciones instersticiales que son representados
por los minimos de la curva, y que en promedio, todavia sistema permanece sélido, esto se
debe a que los atomos pasan la mayor parte del tiempo confinados en su celda unitaria y
viajan pequenas distancias a una celda unitaria vecina. Si bien, es importante en el estudio
del proceso de fusién, la funcién de distribucion radial no nos entrega la informacion suficiente
para determinar cuan desordenada se encuentra la estructura. Una suposicién es que todos
los atomos se hayan alejado lo suficiente de sus posiciones inciales y, sin embargo, toda la
estructura aun podria representar un sélido. Al intentar estudiar los mecanismos de fusion
en términos del camino recorrido de los atomos a través de la red es importante conocer la

posicion inicial del atomo o si la estructura presenta algin defecto.

A partir de lo mencionado anteriormente, y segin los resultados obtenidos en las figu-
ras 2.5 y 2.6, es posible confirmar que entre las temperaturas de equilibrio 7' = 6117 K y
T = 77838 K, existe una transicién de fase sélido-liquido a una temperatura critica T, = (7680

+ 773) K, indicando que dicha temperatura se sitia entre la temperatura mayor del sélido
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sobrecalentado y la temperatura menor en liquido, pero bajo la temperatura T g.

Por lo tanto, las simulaciones de DM nos entrega la informacién sobre las propiedades
dindmicas del sistema, sin embargo, cuando queremos estudiar como es el movimiento de un
grupo de atomos la técnica de DM resulta limitada, por esta razén estudiaremos un nuevo
método analitico denominado Curvas de movilidad atémica que nos permita comprender de

mejor manera el proceso de difusion de los dtomos.

2.3. Curvas de movilidad atomica

El principal mecanismo que impulsa la difusién de los atomos es la aparicién de vacancias
térmicas en la red. Estos sitios vacantes aparecen y desaparecen constantemente debido a la
deformacién térmica de la red. En cualquier cristal a una temperatura suficientemente alta,
los atomos difunden saltando a sitios intersticiales. Dado suficiente tiempo de observacion,
al menos un grupo de atomos habran realizado un recorrido aleatorio en los sitios de la red

cristalina, e incluso podrian llegar a viajar a través de todo el cristal.

Para comprender el movimiento de los atomos en el sistema, es fundamental conside-
rar métodos analiticos que nos permitan evaluar sus propiedades dinamicas. El analisis del
desplazamiento cuadratico medio nos permite obtener las propiedades de difusion del siste-
ma, sin embargo, este enfoque no proporciona detalles sobre la difusividad de los atomos

individuales.

Para ello, se define una distribucién del probabilidad de los desplazamientos J(r, 7), como
un nimero de atomos que recorren una distancia r y r + Ar en un intervalo de tiempo 7.
El desplazamiento cuadratico medio se puede obtener como valor esperado de 72 bajo la

distribucién de probabilidad J

(r?) = /Ooo V27 (r, 7 dr | (2.12)

y considerando un intervalo de observacion fijo 7 para el movimiento de los &tomos, podemos

clasificar aproximadamente la poblacién fraccionaria de dtomos en tres tipos: Jy, J1 y J;,
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tales que

J0+J1+JT:1 5 (213)

estas componentes fraccionarias o componentes de movilidad se obtienen a partir de J(r, T)

integrando sobre r,

= r (2.14)

=l

=

! r (2.16)

=

/O " I, 7) d
Ji(r) = /p,, J(r.7) dr (2.15)
/p OO J(r.7) d

donde p, corresponde a la distancia minima entre a&tomos debido a la repulsién, p; corresponde
a valores lo suficientemente mayores a pg, de forma que incluya toda la capa del primer vecino,
y N es el numero total de particulas. Para un sélido ideal sin defectos, el inico desplazamiento
de los atomos se debe a vibraciones térmicas alrededor de sus posiciones de equilibrio. En este
caso, Jo(7) = 1. Si consideramos defectos térmicos, dependiendo del tiempo de observacion
7 , algunos dtomos se moveran al sitio vecino vacante mas cercano, o incluso se moveran mas
lejos mediante una serie de movimientos consecutivos. Estos atomos difusivos contribuiran
a Ji(1) y J.(7) donde Jy(7) comienza a disminuir, el cual corresponde a la fraccién de
atomos no difusos. Al aumentar el intervalo de observaciéon 7 conduce a una disminucion de
la poblacién de dtomos no difusivos Jy(7), junto con un aumento, también de la poblacién
de dtomos difusos de largo alcance J,.. Sin embargo, la poblacién de atomos J;(7) que se
encuentran a una distancia del vecino méas cercano de sus posiciones de equilibrio, alcanza
un valor maximo J.(7) y luego disminuye. Esto marca dos regimenes, uno en el que los
atomos se mueven principalmente siguiendo caminos cerrados, regresando rapidamente a sus
posiciones iniciales (estados de caminata aleatoria recurrentes), y otro en el que los dtomos
se alejan siguiendo caminos abiertos, y eventualmente recorren grandes distancias a través
de todo el sistema si el intervalo de observacion es lo suficientemente grande. Con el tiempo,
la concentracién de defectos térmicos y la recurrencia de movimientos consecutivos seran lo
suficientemente altas como para que el sistema cruce un umbral de percolacién dinamica 7,

superando la poblacién J,.(7).

Un ejemplo concreto de las curvas de movilidad es el que resulta del analisis de simulacion
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de DM para de Fe descrito anteriormente. Para una temperatura inicial de T = 9003 K, el
cual entrega la temperatura instantanea del limite de sobrecalentamiento 77g, los resultados
para las componentes de movilidad nos muestran que para Jo(7) y J,.(7) después de un tiempo
de 85 ps, nos indicaria que un grupo de atomos se mantienen en su posicién de equilibrio o
realizan movimientos solo a sitios intersticiales, esto es cuando Jy(85) = J,.(85) = 0.283, sin
embargo, para el caso Ji(7) obtenemos un valor méximo de 0.4 cuando 7 = 85 ps, a simple
vista y sin comparar estos resultados con el método Z, podriamos suponer que el sistema solo
se encuentra en la fase sobrecalentada a una temperatura inferior de 9003 K, sin embargo
los datos obtenidos nos muestran lo contrario. Una posible respuesta segin lo que muestra
la figura 2.7 es que se ha sobreestimado la temperatura 775, y por lo tanto, para obtener un
mejor resultado de las curvas de movilidad es que se requiere mayores tiempos de simulacion.

Después que se produce el primer movimiento, los atomos difunden de forma similar a un

1.0 1
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Componentes de movilidad
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Figura 2.7: Curva de movilidad para una red BCC con 250 atomos de Fe con 7" = 9003 K.

movimiento de caminatas aleatorias. La relacion entre este tipo de difusién con el limite
de sobrecalentamiento depende de la evolucién temporal de Jo(7), Ji(7) v J.(7). Mediante
varias simulaciones de DM con temperaturas crecientes, cerca de T7,¢ se observa que las curvas
siempre parecieran cruzarse, mientras que para valores de temperatura 7' que se encuentra

por encima o por debajo de Ty g existe una separacion entre las diferentes escalas de tiempo 7
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de difusién, y que debe existir un valor critico J.(7) que esta directamente relacionado con la
distribucién de caminos aleatorios cerrados, los que pareciera sugerir que el cristal comienza

a perder su estructura justo antes de la fusién.

Siguiendo el estudio propuesto por Davis et al. [2], para comprender la relacién entre el
movimiento de los dtomos y la temperatura Trg, se calcula la evoluciéon temporal de las curvas
de movilidad Jo(7), J1(7) ¥ J.(7) mediante simulaciones de DM a temperaturas elevadas,
cercanas a Tpg. Las componentes de movilidad que muestra la figura 2.8, observamos que
segiin la caida de la temperatura instantanea el proceso de fusién se desencadena cuando
existe un cruce entre las curvas Jo(7) y J1 (7). Esto es valido para cada instante de observacién

7 lo suficientemente grande como para ver las contribuciones de J; (7). De las simulaciones de

8000 F

2 7500

7000

TT T T T Tl

| | ! | t wa—_

0 L I T T + T T I t i
5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000 45000
time (steps)

Figura 2.8: Grafico superior: temperatura instantanea en funcién del tiempo durante el pro-
ceso de fusién. Gréfico inferior: componentes de movilidad en funcién del tiempo [2].

DM observamos que las curvas de movilidad siempre parecen cruzarse en el mismo intervalo de
tiempo, mientras que para temperaturas mayores o menores a 17 g existe una clara separacion
entre los diferentes tiempos de difusién, como muestra la figura 2.9, vemos que el cruce de

las curvas se produce cuando Jo(7) = Ji(7) = J.(7) = 1/3 cuando T' = Ts.
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Figura 2.9: Componentes de movilidad a partir de simulaciones de DM con diferentes tem-
peraturas. (a) Con T' < Tpg, (b) Con T'=Tyg, (¢) Con T > Tpg [2].
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Capitulo 3

Caminatas aleatorias

Como mencionamos, el proceso de fusién se produce cuando los dtomos comienzan a
moverse de manera aleatoria a sitios vecinos. En esta tesis empleamos un modelo de caminatas
aleatorias para estudiar a fondo el proceso de fusién. Asi, en este capitulo haremos un repaso
del formalismo de caminatas aleatorias y fijaremos la notacion. Por completitud describiremos
el formalismo tradicional matematico para redes uni y bidimensionales. Sin embargo, seran los
resultados de la seccion 3.3 que utilizaremos en esta tesis. Para todos los efectos el movimiento
de una particula, objeto o caminante representan el movimiento de los atomos en una red,
que mediante un analisis estadistico hace posible determinar las probabilidades de retorno al

origen.

3.1. Caminata aleatoria unidimensional

Una caminata aleatoria en una dimension es un modelo matematico que describe el mo-
vimiento de una particula, objeto o caminante que se desplaza de manera aleatoria a lo largo
de una linea recta. En este tipo de caminata, el caminante se mueve en pasos discretos, ya

sea hacia la derecha o hacia la izquierda con probabilidad p 6 1 — p, respectivamente.

Para comprender esta definicion, es conveniente definir variables aleatorias X,, con n = 0,

1, 2,..,. Cuando n = 0 es la posicién donde actualmente se encuentra el caminante de modo
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que el movimiento inicia cuando se salta a n = 1 con probabilidad p, o puede pasar a la
posicion n = —1 con probabilidad ¢, donde p + ¢ = 1 y asi sucesivamente, como muestra la
figura 3.1, de modo que cada posicion ocupada estard representada por un ntmero entero.
Si queremos determinar la posicion final del caminante después de n pasos se puede calcular

como la suma de los pasos individuales [44]

X, = (AX)o+ (AX) + (AX)s + ... (3.1)

Si el caminante puede realizar solo dos movimientos posibles, podemos escribir la distancia

recorrida d hacia la izquierda y hacia la derecha en funcién del nimero de pasos

d; = =(n + x) movimiento a la derecha (3.2)

N =D =

dy = —(n — x) movimiento a la izquierda (3.3)

donde se definen dos nuevas variables d; y ds en funcién de una trayectoria o desplazamiento
total x y un ntmero de pasos n. La probabilidad del caminante se representa como una
secuencia de movimientos independientes, y en consecuencia se puede presentar como el pro-
ducto de estas probabilidades p? ¢?. Ademés, existe un nimero distinguible de realizaciones

de un numero de pasos a la izquierda y a la derecha dado por,

n! n!

dl' dg' - d1' (Tl—dl)'

(3.4)

Este analisis nos permite determinar la ubicacién del caminante después de n pasos. Dado
n ensayos de Bernoulli, donde recordemos que un que proceso de Bernoulli es utilizado para
describir una secuencia de experimentos aleatorios independientes con probabilidad de éxito
p y probabilidad de fracaso ¢ = 1 — p dado un ntimero fijo de experimentos, en este caso n,

tenemos que
n!

P(X, =x|n) = Mpdl(

I p)d2 ’ (35)
conocida como distribucién Binomial [45, 46]. Sabiendo esta distribucién, se puede calcular

n+x

los momentos de z para un tiempo fijo a partir del nimero de pasos hacia la derecha d; = "%,
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Figura 3.1: Representaciéon de una caminata aleatoria en una red unidimensional con sitios
separados una distancia fija Ax = 1. El caminante se mueve hacia la derecha con probabilidad

p y hacia la izquierda con probabilidad ¢ =1 — p.

se puede reescribir,

n!

mpd(l —p)" = <Z)pd(1 i

Para calcular los momentos, es necesario espandir el término binomial,

P(X, =zln) =

pz+(1=p)" = i (Z) 2p?(1 —p)?

d=0

vemos que,

=1
d=1

“ n!
B — 1 — p)™
Zd!(n_d)! [pz + (1 —p)]
d=0
El primer momento se calcula mediante la expectaciéon de d,
n n n

d) = d P(X, =zn) = d 24?1 — ”_d]
=32 a POt =el) = 3 | ()40 -

n

= Zd% > (Z) Zpt(1—p)"t = Zd%[pz + (1 =p)]"=np

d=0
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y de igual manera calculamos el segundo momento,
(d?) = np +n(n—1)p*. (3.11)
Y la varianza estd dada por o2,

0* = ((d - (d))*) = (&) — (d)* = np(1 — p) (3.12)

por lo tanto, la posicién del caminante después de n pasos en funcion del primer momento
(d),
(r) =2(d) —n =nlp— (1 -p)] (3.13)

y el segundo momento,
(x?) = 4{d®) — 4{d)n + n* = 40* + (z)? , (3.14)
donde la varianza con respecto al desplazamiento x estara dado por

02 =40 = dnp(1 —p) . (3.15)

Si el caminante tiene igual probabilidad de desplazamiento, donde p = (1 —p) = %, entonces

se obtiene el primer momento nulo para z y el segundo momento dado por n.

Si se conoce la distribucion de probabilidad P(X,, = x|n), entonces es posible calcular los
momentos de esa distribucién para cualquier tiempo fijo a partir del nimero de pasos a la

derecha d; = %(n + ) y reescribir la ec. 3.5,

P, = al) = () (3.16)

donde también es posible demotrar que a partir del calculo de los momentos de la ec. 3.16
obtenemos el coeficiente de difusién D para un intervalo At, de la siguiente forma. Si consi-

deramos un desplazamiento variable donde x = xrAx en un intervalo de tiempo t = nAt, la
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ec. 3.15 se reescribe como,

A 2
o2 = dp(1 — p)nAt( Axt) — 2Dt (3.17)

donde D = 2p(1 — p) (AAJ;)Q corresponde al coeficiente de difusion.

Si consideramos el caso donde np — oo para tiempos largos y asumiendo que n > 1 se
puede recurrir a la aproximacién de Stirling para aproximar factoriales de la ec. 3.16. Para

valores grandes de n, la posicion del caminante después de n pasos estara dada por,

r=(x)+dr=nlp—(1—p)|+dx (3.18)
tal que,
n+x ox r—n ox
5 np + 5 , 5 -5 (3.19)

utlizando las relaciones de la ec. 3.19 [47],
1 1 1
In P(X,, = z|n) = (n—I— 5) Inn — §ln27r - (np+ ‘;556) Innp (1 + 5_‘7:)

1—dx ox ox
—(n(l—p)+ 5 )ln<1—%)+(np+7)lnp

2np
- (n(l )+t _25“7) In <1 - 2%) (3.20)
por propiedad de logaritmo,
In(l1+z)=4r— %:ﬂ + O(z?) (3.21)

la ec. 3.20 se reduce a,

]ﬂ(;x — 1(5_90)2 . (3.22)

2 2
o 2 oz

1
In P(X, = z|n) = —3 In (2mnp(l —p)) +
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Si np — o0,

P(X, = z/n) = \/;Texp (—(gii ) , (3.23)

que es una distribucién Gaussiana. Si estudiamos en el limite continuo donde,

(Am)?

m=xzAm , t =nAt , D=2p(1—p) At

, (m) =nlp—(1-p)] =t (3.24)

obtenemos,

2
P(zAm|nAt) = 502
UI

exp (—%%) (3.25)

y la probabilidad de que el caminante esté en la posicion m a un tiempo t cuando Am — 0

y At — 0 obtenemos la densidad de probabilidad de encontrar el caminante en un intervalo

exp (-0 (3.26)

(m,m + dm),

P(zAm|NAt) =

1
VAar Dt 4Dt

conv = (2p—1)52.

3.2. Caminata aleatoria bidimensional

Una caminata aleatoria bidimensional es un modelo matemético que describe el movimien-
to de una particula, objeto o caminante que realiza pasos aleatorios en un plano cartesiano.
En cada paso, el caminante se mueve una unidad en una direccién aleatoria, ya sea hacia
arriba, abajo, izquierda o derecha, con igual probabilidad, esto quiere decir que cada movi-
miento tiene una probabilidad de 1/4 [44, 46]. La direccién de cada paso es independiente de
los pasos anteriores, lo que significa que el caminante tiene la misma probabilidad de moverse
en cualquier direccién en cada paso y se representa de la siguiente manera, donde Xg e Yj
representan las posiciones iniciales del caminante, y X,, e Y,, corresponden a las variables a

aleatorias donde n = 0, 1, 2,...

Si queremos determinar la posicién final del caminante después de n pasos se puede
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calcular como la suma de los pasos individuales

X =(AX)o+ (AX); + (AX )y + ... (3.27)
Y, = (AY)o + (AY); + (AY)o + ... (3.28)

donde la distribuciéon binomial en funcién de n pasos hacia la derecha se obtiene,

Figura 3.2: Representacion de los posibles movimientos en una red cuadrada donde cada paso
tiene igual longitud.

n

P(X,=uzY,=y|n) = Z

nd

ngli(na+y)s (n— 282 — % — )1l (n — 28a — L4 g1

Vemos que la ec. 3.29 depende de miltiples variables, el cual nos muestra que la distribucion
comienza a depender de variables independientes ng4, por lo que esta expresién nos indica
que debemos proponer un nuevo modelo mas apropiado para abordar el caso de caminatas

aleatorias.

3.3. Caminata aleatoria en redes periddicas

Los valores de las probabilidad de retorno al origen del caminante, nos ayudaria a com-
prender si un grupo de atomos se encuentra a distancia de primeros vecinos. Esto nos per-

mitiria estudiar si el sistema se encuentra en la fase solida o liquida. La probabilidad de
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retorno al origen del caminante es un indicador crucial en el anélisis de caminatas aleatorias
en redes, ya que refleja la probabilidad de que un caminante regrese al punto de partida
después de n pasos. Aqui estudiaremos un modelo que generaliza las caminatas aleatorias en
redes, el cual mediante funciones generadoras y factores de estructura nos permita calcular

las probabilidades de retorno al origen del caminante después de n pasos en redes ideales.

Para estudiar la dindmica de los dtomos en una red periédica necesitamos saber P(r =
r,|I) que corresponde a la probabilidad de que el dtomo esté en la posiciéon r después de
n pasos, para esto establecemos un punto de partida ry en la red. Desde este punto rg, el

caminante se mueve n pasos, tal como muesta la figura 3.3

| o'y
r,

e
-

Figura 3.3: Representacién de una red periddica con secuencia de caminos aleatorios después
de n pasos.

rn=ro+ Y (Ar);, (3.30)
j=1

donde (A7) es el vector desplazamineto entre dos vértices contiguos de lared, y 7 es un vértice
genérico. Segun Hughes [48], la probabilidad P(r = r,|I) para una red de d dimensiones de

encontrar al caminante después de n pasos esta dado por

1

P(r, =r|I) = W

/Bdk: N (k) exp (—ik - (r — 7)) | (3.31)

donde B corresponde a la primera zona de Brillouin de la red reciproca, y A\(k) corresponde
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al factor de estructura de la red [49],

m

Ak) =) P(Ar = Rj|I)exp(ik - R;) (3.32)

j=1

donde R; corresponde a los vectores de los primeros vecinos. Esta funcién de la ec. 3.32
resume la de topologia de la red y las probabilidades de salto P(Ar|I), donde representa la
probabilidad de un valor conocido Ar (vectores de los primros vecinos) bajo el estado de
conocimiento o informacién I, el cual indica cudn admisible es el valor de Ar respecto a lo
conocido, tipo de red, vecinos, etc. Con el fin de resolver la integral 3.31, podemos definir
una funcién generadora f(r, ), donde representa una manera conveniente de manipular un
conjunto de valores de una secuencia y permite, entre otros usos transformar relaciones de

recurrencia en ecuaciones diferenciales. Asi definiremos f(r,¢),

fr,§)=> P(r, =rI)&" (3.33)

Utilizando la forma integral de la ecuacion 3.31, tenemos que

1 . S "
179 = g [ exp (k- (r = 7)) S (RIS (3.39)

n=0

y es posible ver que el término Y (A(k)E)™ tiene la estructura de una serie geométrica,

= a
"= ; <1 3.35
;ar - ; r (3.35)

Por lo tanto, aplicando relacion de la ec. 3.35 en ec. 3.34 se obtiene la probabilidad de

encontrar al caminante en la posicion r después de n saltos,

1

. 1
flr & = @) /Bdk exp (—ik - (r — 1))

1-&A(k)

(3.36)

Para determinar la probabilidad de retorno al origen cuando r = ry después de n pasos, se

debe calcular la funcién generadora dada por

1 dk
0.8 = o5 | T (3.37)
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y expandiendo en serie de Taylor la ec. 3.37, sus coeficientes que acompanan a & nos permiten
determinar las probabilidades del caminante cuando retorna al origen. La probabilidad de
retorno al origen en la caminata aleatoria describe el movimiento de los atomos que relaciona
la cinética de fusién del sélido. Cuanto mayor sea la probabilidad de que un atomo regrese a su
posicion original, mas lento serd el proceso de fusion, ya que los atomos tendran mas dificultad
para difundir y alejarse de sus posiciones iniciales. Por el contrario, cuando la probabilidad
de retorno al origen es muy pequena, significa que los atomos tienen una mayor movilidad
y pueden “perderse”facilmente en la red. Esto podria indicar que existe una acumulacion
de defectos como vacancias y un aumento en las vibraciones atémicas, lo cual debilita la

estructura del sélido y facilita el proceso de fusion.
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Capitulo 4

Modelo de caminata aleatoria para la

fusion de un solido

En este capitulo presentamos los resultados del modelo de caminatas aleatorias que he-
mos desarrollamos con la finalidad de demostrar la influencia que tienen las vacancias y las
vibraciones atomicas en el proceso de fusion. Presentamos primero el modelo de caminatas
aleatorias para un sélido ideal tanto para el caso de 1, 2 y 3 dimensiones. Luego desarrollamos

un modelo de caminatas aleatorias en un sélido con vacancias y vibraciones.

4.1. Modelo de caminata aleatoria para redes periodi-

cas

Con el fin de analizar el movimiento aleatorio en redes, en esta seccién presentamos los
resultados obtendidos mediante la aplicacién del formalismo de caminatas aleatorias en redes
periddicas sin vacancias para analizar el movimiento de un caminante en diferentes redes
unidimensionales, bidimensionales y tridimensionales. Estudiar este formalismo nos ayudara
a comprender el proceso de fusion de los sdlidos, en términos de la teoria de caminatas
aleatorias que describe el movimiento de un atomo en una red como una sucesién de pasos

aleatorios, el cual nos permite calcular la probabilidad de que un atomo se mueva en una
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direccion determinada.

4.1.1. Red unidimensional

En una red unidimensional, la probabilidad de que el d&tomo se mueva a primeros vecinos
una cantidad R, hacia la izquierda R, y R; hacia la derecha es la misma como muestra en

el figura 4.1, por lo tanto se puede definir el factor de estructura de la siguiente manera,

A(k) =3 p;exp (ik - R)) (4.1)

i=1

donde p corresponde a la probabilidad de salto.

Figura 4.1: Representaciéon de una caminata aleatoria en una red unidimensional con sitios
separados una distancia fija R.
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Obtenemos el siguiente factor de estructura,

k)= ij exp (ik - R;)

=1

= pyexp (iky) + paexp (—iky)
1 . )

= é[exp (ik1) + exp (—iky)]

A(kq1) = cos(kq) (4.2)

por lo tanto, la funciéon generadora de retorno al origen después de n pasos,

1 dk,
= 4.
10.6) = o | i (4.3)
cond =1y B = [—m, 7|. Se puede ver que la integral de la ec. 4.3 tiene la siguiente estructura,
T x 1
= 4.4
/_,Ta—bcos(x) a2 — b2 (4:4)

en este caso a = 1, b = £. Resolvemos la integral de la ec. 4.4, se obtiene finalmente,

1

f(0,8) = A=y (4.5)

Expandiendo en serie de Taylor la ec. 4.5
0.0 =3 00 e gy g0 (46)

n=0 )
tendremos que
F(0.6) = £(0.6) + F0.60)(€ — &) + 0 e g 4 T8 (e gy
1 3

=1+ 552 + 554 . (4.7)

Relacionando el resultado obtenido con la funcién generadora,

ZP = r|)e" (4.8)
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obtenemos las probabilidades de retorno al origen al paso n = 0,2, 4,

P(ro=0|I)=1, P(r,=0[I)=1/2, P(ry=0|I)=3/8. (4.9)

4.1.2. Red bidimensional

En una red unidimensional cuadrada, la probabilidad de que el &tomo se mueva a primeros
vecinos una cantidad R: hacia la izquierda con Ry, derecha R,, arriba R;, abajo R3 es la
misma, como muestra la figura 4.2, por lo tanto se puede definir el factor de estructura de la
siguiente manera,

4
AMk) = pjexp(ik - R;) (4.10)
j=1

donde p corresponde a la probabilidad de salto.

Ry

R4 Rz

Figura 4.2: Representacion de una caminata aleatoria en una red bidimensional con sitios
separados una distancia fija R.
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Obtenemos el siguiente factor de estructura,

A(k) = pjexp (ik - R))

=1
A(k1, ko) = p1exp (iky) + paexp (iks) + psexp (—iky) + psexp (—iks)

— i[exp (@kl) + exp (—ikl) + exp (lk2) + exp (_ik2)]

= %[cos(kl) + cos ks)] (4.11)

por lo tanto, se obtiene la funcién generadora de retorno al origen después de n pasos,

1o ey ks 2,
10:8) = Gz /_W T ¢ (Sleos(ky) +cosky)]) 7 &) (4.12)

donde K (£?) corresponde a la integral eliptica de primera especie. Expandiendo en serie de

Taylor la ec. 4.12 y relacionado el resultado con la funcién generadora, se obtiene finalmente,
Lo 94 6
[0, =148+ = +0(). (4.13)
4 64
Las probabilidades de retorno al origen son
P(ro=0|I)=1, P(ro=0|I)=1/4, P(ry=0|I)=9/64. (4.14)

Notemos que en ambos casos la probabilidad es cero para volver al origen en un nimero
impar de pasos. De igual manera es posible calcular la probabilidad de retorno al origen

para una red triangular y hexagonal con sus respectivos factores de estructuras Ay (k1, k2) y

)\hex(kh k2) .

Red triangular

Para determinar las probabilidades de retorno al origen del caminante, la red triangular
tiene dos posibles caminos, como muestra la figura 4.3, donde tenemos el siguiente factor de

estructura,
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Figura 4.3: Representacién de dos posibles caminatas aleatorias en una red bidimensional
para una red triangular cuando el caminante regresa al origen, en este caso al punto A.

1
Atrg (K1, ko) = g[cos (k1) + cos (ko) + cos (k1 + k2)] , (4.15)
y la funcién generadora de retorno al origen,

1 ™ dk‘ldk’Q
10.9= 55 | e T T s T T )

(4.16)

Expandiendo en serie de Taylor la ec. 4.16 y relacionando el resultado con la funcién genera-

dora, se obtiene finalmente,
0. =14 18+ 68+ 264 O(e) (417)
’ 4 36 216 ' '
Las probabilidades de retorno al origen son
P(ro=0/I)=1, P(ro=0|I)=1/4, P(rs=0[|I)=2/36, P(ry=0[I)=3/216 (4.18)

Vemos que aqui si existen caminos que regresan al origen en un nimero impar de pasos.
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Red hexagonal

Para determinar las probabilidades de retorno al origen del caminante, la red hexagonal

tiene dos posibles caminos, como muestra la figura 4.3, donde tenemos el siguiente factor de

4.5

» C
3.5 B D
3.0

25 A E
20 G ,/ -

1.5

1.0

0.5

0.0

Figura 4.4: Representacion de dos posibles caminatas aleatorias en una red bidimensional
para una red hexagonal cuando el caminante regresa al origen, en este casi al punto A.

estructura,

Ao (s ) = %[1 + dcos? (kr) + 4 cos (ks) cos (k)] (4.19)

y la funcién generadora de retorno al origen,

1 T dkdks
10.6) = (27)2 /,T 1— & (314 4cos? (k1) + 4 cos (ko) cos (ks)]) - (4.20)

Expandiendo en serie de Taylor la ec. 4.20 y relacionado el resultado obtenido con la funcién

generadora, obtenemos finalmente,
Lo 54 6
F0,6) =1+ 26 + 2 + 0(£7) - (4.21)

Las probabilidades de retorno al origen son

P(ro=0[I)=1, P(ro=0|I)=1/3, P(r,=0|I)=5/27 (4.22)
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Los resultados obtenidos para las redes en 1D que corresponde a una cadena y 2D corres-
pondiente para las redes cuadrada, triangular y hexagonal nos muestran las probabilidades
de retorno al origen. Para la red en 1D y que corresponde a la red més simple en términos de
vecinos, vemos que el caminante al paso 0, con 7y se obtiene un valor de probabilidad igual a
1, lo que significa que el caminante no realiza ningtin movimiento respecto a su sitio inicial,
para r; no tenemos una valor, ya que el caminante solo realiza un movimiento, que en este
caso corresponderia un movimiento hacia la izquierda o hacia la derecha permaneciendo en
ese sitio obteniendo un valor de probabilidad de retorno cercano a 0. Sin embargo cuando
T2, el caminante tiene solo opciones de movimiento, hacia la izquierda o hacia la derecha,
independiente de cual camino haya escogido, el caminante realiza un segundo movimiento lo
que le permite regresar al punto de origen. Por otro lado, cuando el caminante realiza cuatro
movimientos, con r4 tenemos una probabilidad de retorno de 3/8 = 0.375, este resultado
nos muestra que el caminante solo puede retornar al origen cuando realice dos movimientos

consecutivos.

Vemos que para las redes cuadrada y hexagonal ambos tienen niimeros de vecinos pares, y
por lo tanto, tenemos probabilidades de retorno para los pasos ry y 4. Para la red cuadrada
no tenemos una probabilidad de retorno al paso 1, y al igual que en caso anterior el caminante
no realiza ningiin movimiento, al segundo paso con ry tenemos que el caminante debe escoger
entre sus cuatro primeros vecinos, donde obtenemos un valor de probabilidad de retorno solo
si el caminante regresa por el mismo camino inicial, al cuarto paso con r; vemos que el
caminante puede retornar al origen bajo dos posibles caminos, el primero es que realice
un recorrido pasando por todos los primeros vecinos en cada movimiento describiendo una
trayectoria cuadrada el cual el punto final correspondera al sitio inicial del recorrido, la
segunda opcion es que el caminante realice dos movimientos consecuentivos de manera lineal
y retorne al origen por el mismo camino ya realizado, vemos que no existen probabilidades
de retorno para movimientos impares dado que no existe trayectoria posible que permita

retornar al caminante después de tres pasos, por ejemplo.

Para el caso de la red hexagonal, notemos que podemos construir esta red a partir de
6 triangulos equilateros, pero si es asi no tendria sentido analizar una red hexagonal, sin

embargo nos interesa estudiar cémo cambia la eleccién del caminante donde los posibles
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caminos estan determinados por cada vértice y no los caminos transversales que unen estos
vértices. Vemos que el caminante al segundo paso con 75 tiene que escoger entre sus primeros
seis vecinos, solo puede retornar si el caminante escoge solo un vecino y regresa por el mismo
camino realizado, al cuarto paso con ry vemos que el caminante retorna al origen solo si
realiza dos movimientos consecutivos por medio de la misma red y retorne al origen por el
mismo camino ya realizado, al igual que para una red cuadrada, no obtenemos probabilidades

para nimero de pasos impares.

A diferencia de las redes anteriores, tenemos la red triangular donde podemos ver que
el caminante retorna al origen al segundo paso con 7, tal cual como se cumple en las redes
anteriores estudiadas, y dada la geometria de la red, vemos que también existe una proba-
bilidad de retorno al origen al tercer paso con r3 donde el caminante tiene que realizar una
trayectoria en forma triangular siguiendo cada vértice de la red que se encuentre més cercana
al punto de origen, al cuarto paso con r, vemos que el caminante retorna al origen realizando
dos trayectorias consecutivas y retornando al origen por el mismo camino ya realizado, a
diferencia de las otras redes, la red triangular permite una mayor cantidad de movimientos

los cuales conducen a una menor distancia respecto al punto de origen.

El analisis anterior nos indica que es posible describir trayectorias y las probabilidades
de retorno de un caminante a partir de diferentes redes bidimensionales, de igual manera es
posible calcular la probabilidad de retorno al origen para una red ctbica simple SC y una red
cibica centrada en el cuerpo BCC con sus respectivos factores de estructura Asc(ky, ko, k3)

y Apoc(k1, k2, k3), donde al final de los resultados analiticos realizamos un andlisis.

4.1.3. Red tridimensional

En una red tridimensional cibica, también conocido como red cibica simple (SC), la
probabilidad de que el &tomo se mueva a primeros vecinos una cantidad R: hacia la izquierda
con R, , derecha Ry, arriba Ry, abajo Ry es la misma, por lo tanto se puede definir el factor

de estructura de la siguiente manera,

AMk) = pjexp(ik - R;) (4.23)

j=1
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donde p corresponde a la probabilidad de salto. Obtenemos el siguiente factor de estructura,

A(k) = pjexp (ik - R))

j=1

A(k1, ko, k3) = p1exp (iky) + po exp (ik2) + p3 exp (iks) + pyexp (—ik;)
+ ps exp (—iks) + pe exp (—iks)
= %[exp (1k1) + exp (—iky) + exp (ik2) + exp (—ika) + exp (iks)
+ exp (—iks)]

= %[cos(kl) + cos (kq) + cos (k3)] , (4.24)

por lo tanto, se obtiene la funcién generadora de retorno al origen después de n pasos,

1 T dkydkodks
10.6) = (27)3 /7T 1 — & ($[cos(kr) + cos (ko) + cos (k3)]) (4.25)

Expandiendo en serie de Taylor la ec. 4.25 y relacionado el resultado obtenido con la funcién

generadora, obtenemos finalmente,
Lo, 54 6
F0,€) =1+ 28+ €1+ 0(€). (4.2
Las probabilidades de retorno al origen son

P(ro=0[I) =1, P(ry=0[I)=1/6, P(r,=0|I)=>5/27 (4.27)

Red ciibica centrada en el cuerpo BCC

A partir de la definicon del factor de estructura de la ec. 3.32, obtenemos el factor de

estructura para una red BCC

Apcc(k, k2, k3) = cos (k1) cos (ka) cos (k3) , (4.28)
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y la funcién generadora de retorno al origen,

f(0,¢6) =

1 /7r dkydkodks (4.29)

(2m)2 J_. 1 — & (cos (ky) cos (ko) cos (k3))

Si expandimos en serie de Taylor la ec. 4.29 y relacionamos su resultado con la funcién
generadora,

1 5
f(0,6) =1+ 552 + ﬁg‘* + O(£°%) . (4.30)

Las probabilidades de retorno al origen son

P(ro=0|I)=1, P(ry=0|I)=1/8, P(r,=0[I)=27/512 (4.31)

Los resultados obtenidos para las redes SC y BCC nos muestran las probabilidades de re-
torno al origen. Para la red SC vemos que el caminante al paso 7 se obtiene una probabilidad
con valor igual a 1, lo que significa que el caminante no realiza ningin movimiento respecto a
su posicion de equilibrio, y por lo tanto, en el primer intento de movimiento permanece en su
sitio, para r; no tenemos un valor, ya que, el caminante solo se situaria en la posicién final al
realizar el primer movimiento y correspondera a su posicién final, lo que le impide retornar al
origen. En consecuencia, el valor de la probabilidad se aproxima a 0, sin embargo, cuando 75
indica que el caminante escoge cualquiera de sus primeros seis vecinos para realizar el cambio
de sitio. Esto ocurre cuando se producen solo dos movimientos consecutivos en la red, y en
este resultado se cumple siempre que el primer movimiento sea al primer vecino, y el segundo
movimiento sea para regresar al sitio de inicio. Por otro lado, cuando el caminante realiza
cuatro movimientos con 74 tenemos una probabilidad de retorno 5/27 ~ 0.185, este resulta
significaria que una vez realizado dos movimientos existe nuevamente una nueva probabili-
dad de que el caminante retorne por el mismo camino ya realizado, pero si esto no ocurre
tendriamos el caso en que el caminante lo logra retornar al origen. Para la red BCC vemos
que el caminante al paso ry no realiza ningtin movimiento respecto a su sitio de equilibrio,
obteniendo una probabilidad 1, al igual que para una red SC, para r; tampoco tenemos un
valor, ya que el caminante se situaria solo en la posiciéon del primer movimiento sin poder
retornar al origen, y por lo tanto su valor se aproxima a 0. Por otro lado, cuando el caminante

realiza cuatro movimientos con 74 tenemos una probabilidad de retorno de 27/512 ~ 0.052,
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lo que significa que una vez que el caminante retorna al origen después de dos movimientos

pero regresando por mismo camino recorrido inicialmente.

En ambas redes vemos que existe un valor de probabilidad de retorno al origen cuando
el nimero de pasos o movimientos es par, pero entre mayor cantidad de movimientos realice
el caminante, menor serd el valor de probabilidad de retorno, esto valor de medicién lo
determinamos para ordenes superiores a seis, la probabilidad de retorno es cercana a 0, y
por lo tanto, el caminante se pierde en la red, lo que nos indicaria que el sistema comienza
a presentar un desorden en su estructura. También, otro factor que determinaria una baja
probabilidad de retorno depende de la complejidad de la estructura, esto quiere decir que
entre mas primeros vecinos tenga que escoger el caminante existe una baja probabilidad de
retorno, debido a que por cada movimiento que se realice debe escoger nuevamente a cual sitio
realizara el siguiente movimiento, donde se puede acercar al origen o simplemente alejarse
del origen. Estos resultados nos entregaria el comportamiento de los atomos para diferentes
redes y cémo el movimiento a sitios mas lejanos que los primeros vecinos nos permitiria
determinar la fase en la que se encontraria el sélido. Sin embargo, estos resultados no nos
entregan el comportamiento de movilidad del caminante si existiera sitios desocupados, por

lo tanto, requerimos utililizar técnicas de simulaciéon numérica.

En el siguiente capitulo estudiaremos el movimiento de los atomos para una red BCC

usando el concepto de curvas de movilidad para caminatas aleatorias.
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Capitulo 5

Modelo de caminata aleatoria y curvas

de movilidad atéomica

En este capitulo, estudiaremos el movimiento de los atomos en una red BCC utilizando el
concepto de curvas de movilidad para caminatas aleatorias a través de simulaciones de MC.
Comenzaremos presentando los resultados para un sistema ideal y posteriormente un sistema

donde se agrega una fraccion de vacancias y vibraciones.

Al incorporar vacancias en una estructura BCC, éstas actiian como defectos puntuales que
alteran la energia libre del sistema. Debido a la mayor entropia asociada con la presencia de
estas vacancias la energia libre del solido disminuye, lo que se traduce en una disminucién de
la temperatura de fusiéon. Ademads, las vacancias facilitan la difusién de los atomos a través
de la red cristalina, permitiendo una reorganizacién mas rapida de los atomos durante el
proceso de fusion. Esto se debe a que las vacantes proporcionan sitios vacios adyacentes a los
atomos, lo que reduce la energia de activacién necesaria para que los atomos se muevan de

un sitio a otro.

El estudio fue realizado a través de simulacién de MC [50] que permite evaluar la fase
entre los estados de la red. Esta dindamica fue generada en funcién de la evolucién de la
estructura de la red, se generd curvas de movilidad para las componentes Jo(7), J1(7), J1(7),
los cuales permiten estudiar los cambios de estado de la red hasta alcanzar el cambio de fase.

Se estudio inicialmente dos estructuras diferentes, una red BCC ideal, y otra red BCC con

48



(a) Red BCC sin vacancias compuesto por 250 dto- (b) Red BCC compuesto por 250 &tomos, se ha in-
mos. corporado 9 % de vacancias y vibraciones en un rango
de 0.0y 0.4 A.

una fraccién de vacancias con 9, 5y 3% del total de los dtomos.

5.1. Calculo de las curvas de movilidad

Para motivar el origen de las curvas de movilidad, extenderemos la teoria descrita de

caminatas aleatorias descrita en la seccion 3.3 a partir de la funciéon generadora de la ec. 3.33,
fr.§) =Y P(r,=r|I)¢"
n=0

y la probabilidad de encontrar el atomo en la posicién r después de n pasos, dada por la

ec. 3.31,

P, = 7|T) = (2710(1 /B dk (k) exp (—ik - (r — 7)) .

Vamos a suponer siguiendo la referencia [2] que los saltos de cada evento siguen una distri-
bucion de Poisson en el tiempo, con el nimero promedio de saltos en un intervalo de tiempo

7, se obtiene una nueva funcién generadora para caminatas aleatorias en tiempo continuo [2]
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para una red ideal,

G(r,7) :ZP n =) ﬁexp( B) (5.1)
_ &I (=8) exp (—ik -7
= {2y /Bdk: p(—ik -+ BA(k)) (5.2)

donde A(k) corresponde al factor de estructura de la red, y § = P*7/7* corresponde al
promedio de saltos en un intervalo de tiempo 7. Las curvas de movilidad estaran dadas

por [2],

Jo(T) = G(0,7) (5.3)
Ji(1) = Z G(R;,7) (5.4)

Jo (1) =1—=Jo(1) — Ji(7) , (5.5)

donde n* corresponde al niimero de coordinacion de la red, y R; corresponde a los vectores de
los primeros vecinos, en este caso para una red BCC. La curva Jy(7) representa la probabilidad
de encontrar un dtomo en su posicién inicial despties de un tiempo 7, J;(7) probabilidad de
encontrar un atomo en uno de sus vecinos, y J,(7) probabilidad de encontrar el &tomo més

lejos que su primer vecino.

Es interesante senalar que se puede calcular de manera exacta la ec. 5.2, sin embargo
para el caso de 3D obtendremos estas curvas de movilidad donde implementamos el método
de MC para caminata aleatoria en redes, como fue validado en la referencia [2]. En lo que
sigue de las tesis hemos empleado el método de MC para caminatas aleatorias en redes [50]
para establecer la nueva estructura de la red una vez aplicado el movimiento de los dtomos

y mediante el paquete de simulacion LPMD determinamos las curvas de movilidad.

5.1.1. Resultados

El célculo de las curvas de movilidad para una red BCC ideal se muestra en la figura 5.1.

En este caso la simulacién de MC para caminatas aleatorias se ha hecho de manera estandar,
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es decir, un atomo se puede mover a cualquier sitio vecino con igual probabilidad. Vemos que
existen dos tiempos caracteristicos, 75 y 71 para las curvas Jo(75) v Ji(77), los cuales nos
indican que existe una regién donde es mas probable que inicie el proceso de fusion y cuanto
tiempo le toma al sistema para que los d&tomos comiencen a tomar nuevas posiciones. Aqui
se observa que Jo(77) < Jo(70) v Ji(75) < Ji(71), los dtomos se mantienen en sus posiciones
inciales cuando el tiempo de simulacién es inferior a 13, representado por 7;. A medida que
transcurre la simulacion, los &tomos comienzan a emigrar a sitios intersticiales hasta alcanzar
un tiempo de simulacién de 25, representado por 7;. Por lo tanto, podemos ver que existe
una region entre los tiempos de simulacién 75 y 71, el cual los atomos comienzan a realizar
movimientos, donde un grupo pueden situarse de manera permante en sitios intersticiales o

de manera tempral, de modo que los atomos retornan a sus sitios iniciales.

Una vez que el tiempo de simulacién es superior a 71, los dtomos difunden en la red
ubicdndose en sitios superiores a primeros vecinos, obteniendo una baja probabilidad de

retorno al origen, representado por la curva J.(7), donde 7 > 1.

1.0 1
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Figura 5.1: Curva de movilidad para una red BCC ideal.
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5.2. Curvas de movilidad para una fraccion de vacan-

cias

Si se incorpora una fraccién de vacancias en el tratamiento tedrico mencionado en la

seccién 5.1, para esto tenemos que definir un nuevo factor de estructura,

A(k) = exp (ik - R)F(f,n")ps = F(f,n")Ak) (5.6)
i
donde F'(f,n*) es la probabilidad de tener una vacancia en un sitio vecino, y f = exp (—F,/kgT)
corresponde a la fraccién de vacancias con FE, energia necesaria para moverse a un sitio con
vacancia. Asumiendo que los saltos siguen una distribucién de Poisson en el tiempo, la nueva
funcion generadora a partir de la ec. 5.2 esta dada por,

_ exp(=f)

Gir.r) = 22 ] /Bdk: exp (—k - 7 + F(f,n")BA(K)) - (5.7)

En el caso de la simulacion de MC de caminatas aleatorias en la red BCC con vacancias, ésta
se ha tratado como una red en el que el atomo puede saltar solo a aquellos sitios donde existen
vacancias. Es decir, si la red contiene 1000 sitios y tiene un 10 % de vacancias, entonces tendra
900 sitios ocupados y solo 100 sitios disponibles adonde puede moverse el dtomo. Estos sitios

vacantes han sido distribuidos aleatoriamente.
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5.3. Curva de movilidad a partir de simulacién MC pa-

ra un sistema con vacancias y vibraciones

Junto a la incorporacion de vacancias también se ha agregado el efecto de las vibraciones

de los atomos. Esto se simula del siguiente modo:

1. En cada iteracion de la simulaciéon, se selecciona de manera aleatoria un atomo de la

red para intentar realizar un movimiento.

*—O
o
o—O
o—@

(a) Representacién de una red compuesta
por atomos y vacancias, donde los circu-
los de color sélido representan los dtomos y
los circulos vacios indican las vacancias. El
numero 1 corresponde al atomo seleccionado
al azar para la primera iteracion.

™
L

0O
[
L

(b) Representacién de una red compuesta
por atomos y vacancias, donde los circu-
los de color sélido representan los dtomos y
los circulos vacios indican las vacancias. El
namero 2 corresponde al &tomo seleccionado
al azar para la primera iteracion.

2. Se verifica si el atomo seleccionado tiene vacancias en sus sitios vecinos. Esta evaluaciéon

se realiza considerando los vecinos inmediatos del atomo en la red.

O
®
P—@
@

(c) Sitios no permitidos para el movimiento
del dtomo 1 representados por una X.

™
Ry

(d) Sitios no permitidos para el movimiento
del atomo 2 representados por una X.

A
L
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3. Si el atomo tiene al menos una vacancia en un sitio vecino, el dtomo intercambia su
posicion con la vacancia. Este movimiento se acepta y se actualiza la configuracion de
la red. Si no hay vacancias disponibles, el atomo pierde su turno y se mantiene en su

posicion actual.

0— O &
'
o—@ & o

(e) El dtomo 1 solo tiene un sitio permitido (f) Actualizacién de la configuracién de la
para realizar el movimiento (derecha). red.

oo @
[
\.J
00
[
\.J

(g) El dtomo 2 no tiene sitios permitidos pa- (h) Se mantiene la configuracién inicial.
ra realizar el movimiento.

4. Una vez obtenida la nueva configuraciéon se calcula el rango de vibracién del atomo.
Donde el rango puede ser menor o igual a 0.4 respecto a su distancia atomica, el atomo
se desplaza a su nuevo sitio creando una vacancia. Este movimiento se acepta y se

actualiza la configuracion de la red.
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(i) El circulo con linea punteada representa (j) Actualizacién de la configuracién de la
a la posicién del atomo 1 cuando presenta red.
una vibracién de 0.4.

5. Este proceso se repite para un niimero determinado de iteraciones o hasta que se alcance

un criterio de convergencia prededeterminado.

5.3.1. Resultados

En las figuras 5.2 y 5.3 se observa las curvas de movilidad para una red BCC con 3% y
5% de vacancias. Cuando la amplitud de las vibraciones alcanza el umbral critico, en este
caso 0.4, los atomos adyacentes comienzan a ocupar parcialmente el sitio del dtomo vecino
representado mediante la curva J;(7), el sélido se encuentra atn en la fase sobrecalentada,
ya que los atomos estan en un estado de menor energia térmica. Se puede observar que existe

dos intervalos de tiempos caracteristicos denominados 7y y 71, v que se definen por

Jo(m0) = J;(70) (5.8)
Jo(m1) = Ji(m1) (5.9)

La curva Jy(7) se mantiene en el tiempo cuando 70 = 86 y 71 = 50, lo que indica que no
existe gran movimiento de los atomos desde su posicién original. A medida que aumenta el
porcentaje de vacancias, mas rapido ocurrira el proceso de fusion, lo que reduce la energia

necesaria para que los atomos alcancen la amplitud critica.

En la figura 5.4 se muestra las curvas de movilidad para un sistema BCC con 9% de
vacancias y se incorporé vibraciones que van desde 0.0 - 0.4. Se observa que los atomos

presentan un comportamiento difusivo, donde existe un punto de intersecciéon con un valor
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Figura 5.2: Curva de movilidad para una red BCC con 3 % de vacancias y vibraciones de 0
- 0.4.

Jo(t) = Ji(r) = J.(1) = 1/3, el cual indicaria que la red se encuentra en un estado de
temperatura limite a la que se encuentra el sélido. A medida que aumenta el tiempo, existe
un grupo de atomos que no presentan movimientos Jo(7) donde se puede observar que decae
asintéticamente, provocando una menor difusiéon de los &tomos. Por otro lado, los d&tomos que
se encuentran cercanos a sus primeros vecinos J;(7) respecto a sus posiciones de equilibrio
alcanzan un valor maximo denominado J.(7), donde en su curva creciente los dtomos regresan
al origen o posicion inicial, y en su seccidén decreciente, los atomos se alejan de sus primeros
vecinos provocando que estos se “pierdan” en la red. Si los atomos oscilan con una vibracion
suficientemente grande, mayor a 0.4, més rapido es el cambio de estado, y por lo tanto, los

atomos difunden en la red impidiendo el retorno al origen.

El niimero de sitios visitados depende directamente de la vibracion de los atomos. Si esta
vibracion es mayor a 0.4 y la fraccién de vacancias es mayor al 9% del total de los dtomos
de la red, facilitan el movimiento de los atomos, estos difunden rapidamente en el cristal lo

que podria producir un proceso de difusién anémala.

Establecimos una relaciéon en virtud de los resultados obtenidos para un rango de vacancias
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Figura 5.3: Curva de movilidad para una red BCC con 5 % de vacancias y vibraciones de 0
- 0.4.

y el tiempo en que alcanza la méaxima amplitud de desplazamiento a primeros vecinos dado
por la curva J; (7). En la figura 5.5 vemos como el porcentaje de vacancias afecta en el tiempo
necesario para qalcanzar la maxima amplitud de desplazamientos a primeros vecinos. Este
fenémeno se describe a través de la relacién y = ax®, donde y representa el tiempo de fusién
fusién del cristal, x el porcentaje de vacancias, a es una constante, y b es el exponente que

determina la rapidez de fusién respecto al porcentaje de vacancias.

Se observa que a medida que aumenta el nimero de vacancias de un cristal el proceso de
fusién ocurre en menor tiempo, el sistema con un 5 % de vacancias, el sistema es metaestable,
por lo tanto el sélido no presenta un proceso de fusion instantanea, en este caso el sélido podria
encontrarse en la fase sobrecalentada, sin embargo entre 6-8 % de vacancias, el sistema puede
existir en una de las dos fases: sobrecalentado critico o liquido. En el caso de la fase liquida, la
cual es estable, el sistema presenta un aumento de entropia de sus dtomos y es de esperar que
la interaccion de las energias potenciales se encuentren correlacionadas a grandes distancias,

el cual es representado por la curva J,.(7).
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Figura 5.4: Curva de movilidad para una red BCC con 9 % de vacancias y vibraciones de 0
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Figura 5.5: Relacién entre porcentaje de vacancias y maximo alcanzado para la curva J;(7)
siguen una ley de potencias y = ax® (linea roja).
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Capitulo 6

Colapso de un sélido por acumulacién

de dano

En el capitulo anterior se desarrollé un modelo donde se explica que el paso del estado
solido al estado liquido se produce por el aumento de una fraccion de vacancias y vibraciones
del sistema. Estos factores interactiian de manera compleja y determinan el momento en que
se produce el colapso del sistema. Estos antecedentes parecen indicar que existe una cantidad
que es acumulativa en el tiempo y que bajo ciertas condiciones esta cantidad debe alcanzar

un umbral hasta que se produce el colapso de la red.

Cuando ocurre el proceso de fusion se pierde el orden atémico, el sistema se torna desor-
denado y el s6lido pasa al estado liquido. Asi, la fusién de sélidos se puede entender como un
fenémeno de colapso, donde existe una acumulacion progresiva de una cierta magnitud, en
este caso un nimero de defectos, hasta que se alcanza un valor critico que provoca el cambio
de estado o el colapso del sistema. El punto de fusiéon y el umbral de colapso serian, en este

sentido, conceptos analogos que marcan el momento en que se produce la transicién.

En este capitulo estudiaremos un modelo general para el colapso de un sistema cuando
existe una acumulacién gradual de dano en un sistema, esta cantidad la denominaremos
X y que alcanza un umbral X*, donde esta variable es una representacién del limite de

acumulacion de la cantidad X hasta que se desencadena el colapso del sistema.
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El movimiento de un caminante lo podemos representar mediante un proceso de Bernoulli
donde p corresponde a los éxitos de movimiento, si se considera en el limite p — 0y At — 0
manteniendo la relacién At/p finita, este proceso se transforma en un proceso de Poisson,
recordemos que un proceso de Poisson es un proceso donde ocurren eventos aleatorios inde-
pendientes en un intervalo de tiempo, estos tiempos se distribuyen de manera exponencial,

y el tiempo entre dos eventos consecutivos es una variable aleatoria exponencial.

El que el tiempo transcurrido AT entre intentos exitosos se distribuye exponencialmente,
1 AT
P(AT|p, At) = — exp (——> , (6.1)
T T

donde el tiempo caracteristico esté definido por 7 = At/p, y después de la acumulacién de n

eventos, el tiempo total transcurrido y la cantidad total de X estara dado por,

n

T, =) (AT),, (6.2)

=1

X, = Zn:(AX)i , (6.3)

este proceso corresponde a una caminata aleatoria en tiempo continuo [49]. De la ec. 6.1 y la
ec. 6.2, la cantidad para T}, corresponde a la suma de n variables exponenciales obteniendo una
distribuccion Gamma, el cual describe el comportamiento de variables aleatorias continuas
y positivas con asimetria hacia la derecha, y que consta de dos parametros: de forma y de

escala. En este caso el parametro de forma corresponde a k = n,

P(T, = ty|7) = &P Sﬁéﬁtﬁ_ . (6.4)

En este punto, la distribucion para tiempos de espera se puede escribir de la siguiente forma,
P(t,|I,7) ZP c=nl|l) - P(T, = t,|1) (6.5)

donde n. se define por el nimero de eventos criticos hasta alcanzar el umbral X*. El objetivo
es determinar la distribucién P(t,|I, T) para n. eventos criticos, el cual estd determinado por

la acumulacién gradual de la cantidad X, que este caso corresponde al dano acumulado del
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sistema.

6.1. Caminata aleatoria con pasos distribuidos cons-

tantes

El movimiento aleatorio de un caminante se puede representar mediante una cantidad
X que aumeta en incrementos de AX para tiempos distribuidos exponencialmente, como
muestra la figura 6.1. Esta cantidad AX podria representar el niimero de vacancias térmicas
creadas, y su valor cambia de manera aleatoria a medida que los 4&tomos se mueven de manera
erratica debido a la interacciones con otros atomos en la red. Aunque el movimiento del &tomo
es impredecible, la evolucién de la cantidad AX a lo largo del tiempo T sigue una distribucion

estadistica definida, lo que permite describir su comportamiento. Si se define que después de

12 4

10 4

T

Figura 6.1: Representacién del proceso estadistico que conduce al colapso del sistema para el

caso en que el incremento AX es una constante positiva. La linea de puntos corresponde al
valor del umbral X* [3].

cada intervalo de tiempo AT la cantidad AX incrementa a un unico valor posible,

P(AX =¢|I) = §(AX —€) (6.6)
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y por lo tanto, la posicién del atomo despiies de n pasos sera,

X, =) (AX); =) AX =nAX (6.7)
i=0 i=0
donde la suma de n incrementos sucesivos de X, esta claramente dada por una distribucion
delta de Dirac,

P(X, = X|AX) =§(X —nAX) (6.8)

El objetivo es determinar una distribucién P(t,|n., 7) para los tiempos de espera hasta el
colapso del sistema. Para esto, se hace uso del teorema de Bayes [51, 52] en funcién del
nimero de eventos criticos n. que corresponde a la cantidad de pasos necesarios hasta el

colapso,
P(n.|I) x P(C|ne, I)

P(nC,I) = P

(6.9)

donde C corresponde a la proposiciéon (r,, < 1) A (r,, > 1), y r,, es la distancia critica en

funcién de la posicién después de n pasos. Definiendo 7, = X,,/X*, tenemos

P(r, = 7| X", AX) = / dX P(X, = X|AX)8(r — 1) =6 <r - ”}A(X) . (6.10)
0
Ahora, escribiendo la expresién para P(C|n., I),
AX
P(C|n., I) = /d’r dAX P(r,—1 =7r| X", AX)P(AX|])O(1 —r)© ([’r + > } -1
(6.11)
donde se puede ver que,

P(r,_, =7/ X", AX)=9¢ <r —(n—1) [é{iﬂ) , (6.12)

dado que n admite solo un valor para que ocurra el evento, se puede establecer la siguiente

condicion,
AR L S| (6.13)
AX " SAx T '

y por lo tanto, la ec. 6.11 se reduce a P(C|n.,I) = d(n,n.) donde n, = ceil(X*/AX). Por

teorema de Bayes, es posible ver que escogiendo un prior P(n.|I) = py, la distribucién para
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los eventos criticos se expresa finalmente por,

P(n. = n|X*,AX) =4 (n ceil <§X)) . (6.14)

Para obtener la distribucién de los tiempos de espera hasta que colapsa el sistema, segtin

exp (—ty, /7)™t
P(ty|I,7) P(n.=nl|I) T, =ty . 6.15
| Z - P(T, = tulr) = T e (6.15)
conocida como distribucién de Erlang que describe los tiempos de espera hasta que colapse
el sistema cuando ocurren incrementos constantes. En la siguiente seccion presentamos el
analisis para una distribucion de tiempos para una cantidad X cuando incrementa de manera

exponencial.

6.2. Caminata aleatoria con pasos distribuidos expo-

nencialmente

El movimiento aleatorio de una cantidad, se puede representar mediante una variable
aleatoria continua AX que sigue una distribucién exponencial como muestra la figura 6.2. En

este caso, consideramos una cantidad AX como una variable distribuida exponencialmente,
P(AX|N) = dexp (—AAX) (6.16)

el cual se justifica a partir del conocimiento del incremento de (X) y del principio de méxima
entropia [53]. Considerando ahora que las variables T;, y X,, son sumas de variables expo-
nenciales, los cuales se obtiene una distribucién Gamma con parametro de forma k = n, se

obtiene entonces,

A" exp (—AX,) X!

P(X,=X|\)= 6.17
(X0 = X[\ o (6.17)
De la ec. 6.17 se puede ver r, = X,,/X* que también tiene una distribucién Gamma,
_ n—1
Plry = rla) = SRLZra)r (6.18)

L(n)a—
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12 4

10 4

T

Figura 6.2: Representaciéon del proceso estadistico que conduce al colapso del sistema para el
caso en el que X se acumula en cada paso At mediante incrementos aleatorios AX distribuidos
exponencialmente. La linea de puntos corresponde al valor del umbral X* [3].

donde @ = AX™ corresponde al limite del colapso. Haciendo uso nuevamente el teorema de

Bayes dada por la ec. 6.9 para determinar la distribucién P(C|n., I), tenemos

P(Clne, T) = /dr AAX,P((r 1 = 1) Arn|a)O(1 — 1)O(r — 1)

L exp (—ra)r™ 2 /°°
= dr dAX, Nexp (—AAX,
/0 L(n—1Da™ Jx.q_n ( )
exp (—a)am !
= 6.19
() (6.19)

Ahora, asumiendo que P(n.|I) = py y usando la aproximacién propuesta en la ec. 6.14, se

obtiene finalmente,

exp (—a)a™ ™!

P(n. =nla) = ()

(6.20)

y la constante de normalizacién P(C|I) estd dada directamente por,

n—1

P(C|I) = Z %
k=1

Zl % —1 (6.21)

k=
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La ec. 6.20 corresponde a una distribucién de Poisson para la media de la variable n. — 1,
por lo tanto,

(Neyo = a+ 1 (6.22)

y estableciendo una relacion entre el umbral X* y la cantidad de pasos AX, se obtiene la

media para la distribucién de los eventos criticos,

+1, (6.23)

donde n. = ceil(X*/AX), se puede escribir la distibucién para los tiempos de espera hasta

que colapse un sistema dada por la ec. 6.5,
P(ty,|I,7) ZP e =n|I) - P(T, = ty|7) .

Reemplazando la ec. 6.20 y P(T,, = t,,|T), tenemos

P(tyla, ) = Z_; exp (F—((z))oz" exp (1:(1;;3/7—?%
B eXp(—aT— = (2 %> (6.24)

donde I corresponde a la funcién de Bessel modificada de orden cero de primer tipo. Este
modelo es un caso particular de una distribucién general reportada originalmente por Laha,
en contextos distintos a los tiempos de espera. Para determinar las variables o y 7 de la

ec. 6.24, se aplica la definicién de funcién de maxima verosimilitud para una muestra de n

()] ) e

[.f]av = %qu E: [t]av = %Ztl (626)

observaciones independientes tq, ta, ..., t,,

- t
T) = ZlnP(zﬁw = tila,7) =n (—a— - —In7+
i=1

donde el promedio para cualquier funcion se define por,
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Figura 6.3: Distribucién de tiempos de espera normalizados ¢,,/7 de ec. 6.24 para diferentes
valores del parametro a.

La media de la distribucion esta dada por,
(tw)ar =T(a+1) (6.27)

y su varianza sera

(0tw)ar = ) — 72 (a+1)? = 72(1 + 20) (6.28)

De la figura 6.3 se observa que « asume el rol de pardametro de forma, mientras que 7 es
claramente un pardmetro de escala. La distribucién obtenida en la figura 6.4 es similar a la
observada en estudios previos de tiempos de espera en el régimen sobrecalentado, reportados
por Davis, Loyola y Peralta [4], como se muestra en la figura 6.5. Es importante senialar que,
en el limite a — 0 en la ec. 6.20 se reduce a,

lim P(n.|a) = (n., 1) (6.29)

a—0

por lo tanto, si se aplicara este criterio, en ese caso la distribucién de los tiempos seria

simplemente una distribucién exponencial. Esto es claramente esperado, ya que si @« — 0
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—— k=1.733,6=11.780
—— Solucion analitica
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Figura 6.4: Histograma de tiempos de espera obtenidos por muestreo numérico directo, junto
con el modelo analitico de la ec. 6.24 para a = 2.4, 7 = 6 (linea negra) y un modelo de
distribucién gamma (linea roja).

corresponde al cruce inmediato del umbral en el primer intento, eso nos indicaria que el
sistema colapsa despues de haber trancurrido un intervalo de tiempo pequeno. Si se analiza
desde el punto de vista de un sistema cristalino, cuando o — 0 implica que el sistema presenta
un porcentaje de vacancias superior a 9 %. Este alto nivel de vacancias sugiere que existe una
considerable cantidad de sitios vacios en la estructura, lo que puede afectar significamente
sus propiedades mecanicas y térmicas, el sistema se fundiria durante los primeros tiempos
de simulacién, lo que no nos permitiria estudiar una fase sobrecalentada, ya que suministrar
grandes temperaturas los &tomos comienzan a vibrar producto de la activacién térmica, esto
produce que se muevan a sitios mas alejados de sus primeros vecinos desencadenando el

cambio de fase a liquido, lo que finalmente lo denominamos como el colapso del sistema.

Como se menciond anteriormente, podria existir vibraciones con un valor mayor a 0.4, lo
que indica un aumento en la vibracion térmica de los dtomos. Bajo estas condiciones, el siste-
ma se funde de manera espontanea. Esto significa que, al alcanzar un cierto umbral critico en
términos de vacancias y vibraciones, el sistema no requiere un aporte externo de energia para

iniciar el proceso de fusion, se produce de manera natural debido a las condiciones internas
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Figura 6.5: Comparacién de modelos exponencial, gamma y log-normal para tiempos de
espera a T' = 6715 K. Se reporta el Criterio de Informacién Bayesiana (BIC) [4].

del sistema. Por lo tanto, el parametro a puede contener toda la informacién necesaria para

caracterizar el estado del sistema.
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Capitulo 7

Conclusiones y trabajo futuro

En este trabajo empleamos el formalismo de caminatas aleatorias en diferentes redes
periddicas para entender el proceso de fusion de un sélido. Nos interesé estudiar cémo a
medida que aumenta la temperatura, aumenta las vibraciones atémicas, los &tomos comienzan
a difundir saltando de un sitio a otro, llegando a un momento en que la muestra adquiera
tal grado de desorden que se produce un colapso de estructura, pasando del estado sélido al

estado liquido.

Para estudiar este proceso, asociamos el movimiento de los 4&tomos en una situacién con
un caminante aleatorio en una red periddica. Es asi que comenzamos estudiando el caso de
una red unidmensional donde el caminante tiene una probabilidad 0 de retorno al al origen
al primer paso, sin embargo, puede regresar al punto de origen al segundo paso. Para el paso
4, la probabilidad de retorno es de 3/8, lo que indica que el caminante tiene que realizar dos

movimientos en la misma direccién para regresar.

En el caso de 2 dimensiones la dindmica es mas compleja. En la red cuadrada y hexagonal,
existe una probabilidad de retorno en pasos pares. En la red cuadrada, el caminante al paso
2, puede regresar solo si escoge el mismo camino inicial entre sus cuatro primeros vecinos.
Para el paso 4, existen dos trayectorias posibles: una que recorra todos los primeros vecinos o
que realice dos movimientos consecutivos. Por otro lado, vimos que no presentan retorno en
pasos impares, ya que no existen trayectorias que permitan regresar al origen después de tres

pasos. En contraste, la red triangular permite el retorno al origen en el tercer paso, ademas
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del segundo, gracias a su geometria que facilita trayectorias mas eficientes. En el paso 4, el
caminante puede regresar al origen siguiendo dos trayectorias consecutivas. La estructura de

la red influye significamente en la dindmica del caminante y sus probabilidaddes de retorno.

En 3 dimensiones nos concentramos para el caso de una red cibica simple (SC) y la red
ctibica centrada en el cuerpo (BCC). En la red SC, al paso 1 se obtiene una probabilidad 0,
ya que el caminante solo se sitia en la posicién final después de realizado el primer movi-
miento. Al paso 2, el caminante puede escoger entre sus primeros seis vecinos y, si realiza dos
movimientos consecutivos, puede regresar al origen. Al paso 4, obtuvimos una probabilidad
de retorno de 5/27, lo que indica que después de dos movimientos existe una probabilidad de
retorno, aunque esta probabilidad disminuye si no se sigue el mismo camino. En ambas redes,
SC y BCC, la probabilidad de retorno es mayor en pasos pares, pero disminuye a medida que
realizan mas movimientos. Para ordenes superiores a seis, la probabilidad se aproxima a 0,
sugiriendo que el caminante se dispersa en la red. La complejidad de la red también influye
en la probabilidad de retorno. A mayor nimero de vecinos, menor es la probabilidad, ya que

cada movimiento implica una nueva eleccién de direccion.

El punto central de esta tesis fue el estudio del movimiento de los atomos mas alla de
sus primeros y segundo vecinos, con el fin de relacionarlo con resultados previos obtenidos
con DM. Para ello abordamos el problema tanto tedrica como numéricamente, en particular
realizamos simulaciones de MC para una red BCC con diferentes fracciones de vacancias (3 %,
5% y 9%). Analizamos las curvas de movilidad Jo(7), J1(7) v J,(7), donde encontramos una
relacion entre el porcentaje de vacancias y las vibraciones atomicas. Identificamos que existe
un factor comin Jo(r) = Ji(7) = J.(7) = 1/3, que indica un estado caracteristico de la
temperatura en el solido. A medida que avanza el tiempo, un grupo de atomos presenta un
decrecimiento asintético en Jy(7), lo que reduce su difusién, mientras que los dtomos cercanos
a sus primeros vecinos alcanzan un valor maximo antes de alejarse de su posiciéon inicial. Si
las vibraciones superan el 0.4, los atomos difunden rapidamente dificultando su retorno al
origen. Ademds, observamos que al aumentar la fraccién de vacancias, los atoms se alejan de

su posicion de equilibrio aumentando la entropia en el sistema.

Identificamos dos tiempos caracteristicos 75 y 71" donde se evidencié que los movimientos

hacia sitios intersticiales se vuelven més probables. Esto sugiere que el sistema requiere menos
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de 25 unidades de tiempo para iniciar la difusién, y después de 75 unidades, los atomos

difunden facilmente reduciendo la probabilidad de retorno al origen.

Mediante el estudio estadistico de caminatas aleatorias en redes periédicas determinamos
una correlacién del movimiento a primeros vecinos, retorno al origen y movimientos superior
a segundos vecinos; posteriormente comparamos los resultados, los cuales entregan informa-
cién que corresponderia a la temperatura de Tpg, lo que significaria que para valores de
probabilidades bajas el sistema se encontraria en la fase solida sobrecalentada, pero cuando
se obtiene la relacién J(7) = 1/3 nos indicarfa que el sistema ha alcanzado la temperatura
T s. Este valor encontrado representa la temperatura a la cual la estructura continia siendo
un sélido cuando existe una acumulacion gradual de dano, una vez que este dano supera el

9% de vacancias, el sistema colapsa y se desencadena el proceso de fusién.

Un segundo problema estudiado fue la dindmica del colapso. Debido que determinamos
que existe un numero critico de vacancias y vibraciones, esto sugiere que realmente el proceso
de fusién se produce debido a una acumulacion gradual de dano en el sistema. De esta forma,
también propusimos un modelo estadistico para el tiempo de espera hasta el colapso de un
sistema. Consideramos dos casos posibles, que representarian el movimiento de los dtomos:
cuando el incremento de una cantidad de vacancias representado por AX es una constante
positiva, en cuyo caso la distribucion del tiempo de espera sigue una distribucién de Erlang,
y el segundo caso cuando esta cantidad AX es una variable aleatoria que se distribuye
exponencialmente y que cambia en cada paso de tiempo At, obteniendo una distribucién para
los tiempos de espera en términos de la funcion de Bessel modificada. Debido a que 7 es un
pardmetro de escala porque (t,,) = 7(a+1), la distribucién de probabilidad de t,, normalizada
no depende del parametro de forma «, y por lo tanto, puede describir el comportamiento
general para un « fijo. Se tiene que para diferentes valores de «, el comportamiento de
la distribucion de la ec. 6.24, para valores pequenos de « la distribucién es estrecha, como
muestra la figura 6.3, el cual se asemeja a una distribucién exponencial, y el tiempo de espera
antes de que ocurra el colapso es pequeno, cercano a cero. El nimero de pasos para cruzar el
umbral disminuye en 7" como se observa en la figura 6.2. Cuando o aumenta, la distribucion
se asemeja a una distribucién gaussiana, y el tiempo de espera para que se produzca el colapso

es mayor, por lo que se requiere un mayor numero de pasos en T para alcanzar el umbral,

71



lo que significa que cuando la cantidad AX < X*, es decir, el valor de a > 1, la cantidad
X se acumula lo suficiente después de que ocurren n eventos durante un tiempo 7T hasta
que ocurre el colapso. Sin embargo, cuando AX =~ X*, se obtiene que a = 1, el nimero de
eventos que ocurren es menor, y por lo tanto el tiempo de espera para cruzar el umbral X*

disminuye.

Como trabajo futuro proponemos continuar estudiando las caminatas aleatorias en tiempo
continuo donde ahora supondremos que el caminante realiza saltos en tiempos variables y
como el dano afectaria en el sistema, el cual se pueda representar mediante una distribucion

de tiempos de espera.
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Apéndice A

Dinamica molecular clasica

A.1. Dinamica molecular

La dindmica molecular (DM) corresponde a un tipo de simulacién computacional atémica
que permite analizar el comportamiento o evolucién de de un sistema a través del tiempo.
Operacionalmente, es un método para generar las trayectorias de un sistema compuesto de N
paticulas por medio de la integraciéon numérica a las ecuaciones de movimiento de Newton,
donde se especifican los potenciales de interaccién interatémico con condiciones iniciales y
de frontera adecuados. Usualmente DM se compone de dos etapas: una fase de equilibrio y
una fase de produccion. El objetivo de la fase de equilibio es llevar al sistema a un estado
de equilibrio a partir de la configuracion incial. Durante esta fase se debe monitorear varios
parametros como la energia potencial, temperatura y densidad hasta que alcance la estabi-
lizacion. Para lograr un equilibrio éptimo, en ocasiones se aplican restricciones al sistema,

permitiendo su adaptacion a las condiciones deseadas.

Una vez alcanzado el correcto equilibrio comienza la fase de produccion del sistema ob-
teniendo una trayectoria que sigue en el espacio de fase, y en general cuanto mayor sea el
tiempo de simulacion los resultados seran mas precisos. El método de DM corresponde a
un método de modelado y simulaciéon a nivel atémico cuando las particulas corresponden a

los atomos que constituyen un material o sistema de estudio. Este método permite la evolu-
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cién del sistema desde un estado inicial conocido arbitrario r(ty) al tiempo ¢y a un volumen
constante V. La energia I del sistema es constante si se considera un sistema de particulas

aislado. Esto corresponde a un ensemble microcanénico (NVE).

Para esta evaluacién requerimos conocer cémo es la interaccién de cada particula con las
particulas vecinas. Si se considera un sistema con N particulas con energia y volumen fijo, el
estado total del sistema se encuentra determinado por 3NN coordenadas R = r{, 7, ...,TN, ¥

3N momento P = pq, ps, ..., PN, cuya energia estd dada por el Hamiltoniano

H(R,P) = K(P) + ®(R) , (A.1)

donde K(P) =37 ;:i corresponde a la energia cinética, y ®(R) a la energia potencial del
sistema completo para las particulas con masa m;. En ausencia de perturbaciones externas
la energia total del sistema se conserva H(R, P) = E, lo cual permite determinar promedios
en el ensemble microcandnico. A partir de ec. A.1, se obtienen las trayectorias de cada
particula para un sistema aislado, los cuales son determinados mediante diferentes algoritmos

de integracion. En este caso utilizamos el algortimo de Velocity Verlet que se describe en la

siguiente seccion.

A.2. Algoritmo Velocity Verlet

Para resolver las ecuaciones de Newton hay varios algoritmos a disposicién. Aqui usa-
remos el algoritmo de Velocity Verlet que es un método de integracion numeérica utilizado
en DM para calcular las posiciones, velocidades y aceleraciones de particulas en un sistema.
Este algoritmo se basa en actualizar las posiciones y velocidades de las particulas de manera
iterativa. Inicialmente, se calcula la velocidad a la mitad del paso de tiempo, luego se actua-
lizan las posiciones utilizando esta velocidad y se recalculan las fuerzas que actian sobre el
sistema. Posteriormente, se obtienen las aceleraciones a partir de las fuerzas y se actualiza la
velocidad para completar un paso de tiempo. Este algoritmo garantiza la conservacion de la

energia total del sistema.

Para implementar el algoritmo de Velocity Verlet se describe de la siguiente manera:
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1. Se calcula la posicién en el siguiente paso:
ri(t + At) = r; + v;(t + At/2) At. (A.2)

2. Se calcula la acelaracion en el siguiente paso de tiempo a(t + At) utilizando las fuerzas

actuantes sobre el sistema en el paso de tiempo ¢ + At.

3. Se calcula la velocidad en el siguiente paso de tiempo:

Fi(t + At)
_|_—

At. (A.3)
A diferencia del algoritmo de Verlet clasico, el algoritmo de Velocity Verlet incluye un término
adicional para el calculo de la velocidad que involucra la aceleracion en el siguiente paso de
tiempo. Esto permite obtener las velocidades de manera precisa sin tener que almacenar la

aceleracién del paso anterior.

La principal ventaja del algoritmo de Velocity Verlet es su simplicidad de implementacion
y su precision, ya que el error es de orden 2 del paso de tiempo utilizado. Ademas, al no
requerir el calculo de la aceleracién en el paso anterior, es computacionalmente mas eficiente

que otros métodos numeéricos.

A.3. Potencial Sutton-Chen (SC)
Finnis y Sinclair [54], postulan potenciales interatémicos de la forma
1
ij )

donde el primer término representa el potencial asociado a la repulsién atomica, y el segundo
término representa la energia de enlace. El potencial FS de la ec. A.4 incorpora conceptos de
cohesion metdlica para obtener los valores de formacion de vacancias y energia de cohesién,
reproduce de manera precisa los parametros de red, modulos de compresibilidad y energia

de superficie. Sin embargo, el potencial de F'S pareciera no entregar un resultado fisico para
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propiedades que involucran separaciones interatomicas pequenas, y dado que los electrones
no se incluyen explicitamente, es necesario redefinir la densidad local del sistema p;, el cual
corresponde a la densidad local de los atomos. El potencial de SC [41] es un potencial semi-
empirico que ha probado ser apropiado para modelar atomo metéalicos, este potencial entrega

una densidad la densidad local més acertada al sistema de estudio dada por,

S0

Si cada atomo ¢ tiene la posicién r; y el atomo j tiene la posicién 75, entonces el potencial
asociado sera,
1 a
(I)SC:&T E - E — | —C\/Pil , (A6>
— | 2 = \1i;
( i#£]
donde r;; = |r;—r;|. Los parametros asociados para la interaccién Fe-Fe corresponden a c tiene
valores positivos y es adimensional, £ corresponde al parametro de energia, a corresponde al
parametro de red, m y n son valores enteros y positivos, dependen de la forma de la estructura

cristalina.

A.4. Propiedades estructurales y dinamicas

Las simulaciones de DM realizadas en este estudio nos entregan los estados microscopicos
del sistema, permitiendo entre otras cosas, el calculo de la funciéon de distribucién radial
g(r). El significado fisico de la funcién de distribucién radial corresponde a la probabilidad
de encontrar una particula en el elemento de volumen dr a una distancia r de una particula
fija en el origen y describe la organizacién espacial de los atomos en torno a un atomo central,
desempenando un rol importante en la identificacion de la estructura del sistema como se

muestra en la figura A.2.

Por lo tanto, es posible interpretar esta funcion de distribucion radial como la funcién de
distribucién de un cuerpo vista desde una particula que se encuentra fija en el origen, dada

por
n(r) V

g(r) = 12 Ar N (A7)
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Figura A.1: Representaciéon grafica de la funcién de distribucion radial. Figura tomada de
referencia [5].

donde n(r) es el nimero de atomo es un cascarén esférico entre 4+ Ar, N es el nimero total
de atomos en el sistema y V es el volumen total.

=& HCP Fe
&= FCC Fe
G—o BCC Fe

g(r)

r(d)

Figura A.2: Ejemplo de funcién de distribucién radial para diferentes fases cristalinas del
hierro a alta presiéon

(aproximadamente 300 GPa) y altas temperaturas (mas de 6000 K).
Figura tomada de referencia [5].
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