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RESUMEN

Los plasmas con particulas de polvo han sido objeto de una gran cantidad de
investigaciones debido a su relevancia y utilidad a la hora de modelar diferentes sis-
temas tanto en escenarios tedricos como experimentales. La presencia de particulas
de polvo cargadas puede alterar las propiedades conocidas de un plasma e introducir
nuevos fenémenos tanto en el régimen lineal como en el no lineal, lo que los hace muy
interesantes de entender. En esta tesis abordamos este tipo de plasma en el contexto
astrofisico, donde se espera que sean relevantes los efectos no lineales, las grandes
velocidades y un campo magnético de fondo. Estudiamos los efectos no lineales en
la propagacion de perturbaciones en un plasma de iones y electrones con particulas
de polvo, considerando efectos completamente relativistas en las velocidades iniciales
de las especies. Utilizamos un modelo de multiples fluidos para las particulas, a par-
tir del cual se puede derivar una ecuacién de KdV para estos plasmas. En general,
podemos encontrar soluciones numeéricas para la ecuacion KdV, es decir, soluciones
de tipo soliton. Encontramos que estos solitones estan asociados a una velocidad de
fase y dependen del valor de los pardametros del sistema, como la densidad de carga
del polvo, las velocidades de las especies, el angulo de propagacion de las perturba-
ciones y la intensidad del campo magnético. Con esto, se pueden encontrar solitones
compresivos y/o rarefactivos. También mostramos que los efectos relativistas en los
iones son mas relevantes que en los electrones. Por otro lado, obtenemos que la in-
tensidad del campo magnético puede disminuir fuertemente el ancho del soliton y
que los efectos relativistas pueden hacer lo mismo tanto con la amplitud como con el
ancho del soliton. Estas caracteristicas también pueden aumentar o disminuir, todo
dependiendo del resto de parametros del sistema, como la densidad de carga de polvo

y el angulo de propagacion de la perturbacién.



ABSTRACT

Dusty plasmas have been the subject of a large amount of research due to their
relevance to model different systems in both theoretical and experimental scenarios.
The presence of charged dust particles may alter the known properties of a plasma
and introduce new phenomena in both the linear and nonlinear regimes, which makes
them very interesting to understand. In this thesis we address this type of plasma in
the astrophysical context, where nonlinear effects, large velocities and a background
magnetic field are expected to be relevant. We study nonlinear effects in propagation
of perturbations in a dusty electron-ion plasma, considering fully relativistic strea-
ming velocities. A multi fluid model is considered for the particles, from which a
KdV equation can be derived for both non magnetized and magnetized relativistic
dusty plasmas. In general, we are able to find numerical solutions for the KdV equa-
tion, namely soliton type solutions. We find that these solitons are associated to a
wave mode and depend on the value of the system parameters, such as dust charge
density, species velocities, the perturbation propagation angle and the magnetic field
strength. With this, compressive and/or rarefactive solitons can be found and we also
show that relativistic effects for ions are much more relevant than for electrons. We
found that the magnetic field strength can strongly decrease the soliton width and
that relativistic effects can do the same with both the soliton amplitude and width.
Those characteristics can also increase or decrease, all depending on the rest of the
system parameters, such as dust charge density and the perturbation propagation

angle.



Capitulo 1

Introduccion

El plasma es un estado de la materia que se encuentra presente en la naturaleza
y conforma gran parte del universo. Se estima que el 99 % de la materia visible se
encuentra en estado de plasma, lo que hace relevante su entendimiento en un am-
plio rango de contextos y aplicaciones. Los plasmas presentan una gran variedad
de fenémenos que se caracterizan por ser colectivos y mediados por fuerzas electro-
magnéticas de largo alcance, haciendo interesante su estudio desde escalas subatomi-
cas hasta los vastos ambientes astrofisicos. En 1928, Langmuir acuné el concepto
de plasma [1] y desde ese entonces, la investigacién de las propiedades fisicas de
este estado de la materia ha permitido comprender procesos complejos que se han
observado desde la antigiiedad, manteniendo el interés por un drea que aun posee
bastantes misterios para la fisica, sea tedrica o experimental, incluyendo las posibles
aplicaciones tecnolégicas que se pueden desarrollar en un futuro cercano.

El estudio de la fisica de plasmas naturales no se reduce a los que se encuentran
en nuestro planeta, como en la iondsfera o magnetosfera terrestre, sino que se puede
extender a la fisica espacial, estudiando otras magnetdsferas de planetas [2, 3], la
helidsfera [4,5], el viento solar [6-8], cometas [9-11] y los anillos de Saturno [12]. En el

contexto de la astrofisica se puede estudiar el plasma presente en los discos de acrecion



[13, 14], nicleos activos de galaxias [15, 16], pulsares [17], plasmas de electrones y
positrones [18,19], y en modelos del universo primitivo [20]. También existen plasmas
en ambientes controlados, como los que se producen en un laboratorio, en donde se
pueden investigar los plasmas de fusién, diagnéstico y confinamiento [21-23], en la
fabricacién de dispositivos semiconductores y dispositivos tipo pinch [24-26], por
solo nombrar algunos ejemplos.

Un plasma se entiende como un gas neutral a nivel macroscopico, que contiene
distintos tipos de particulas cargadas y neutras que interactian entre si, y que pre-
sentan fenémenos colectivos. Los plasmas son particularmente complejos de analizar
debido a que la densidad de las particulas cargadas que los componen se encuentra
en un rango intermedio. En fluidos como el agua, que poseen una alta densidad de
moléculas, no es necesario considerar la identidad de particulas individuales y sélo el
movimiento de elementos de fluido. Por otro lado, en dispositivos de baja densidad
como en un sincrotrén de gradiente alternado, el comportamiento promedio es menos
importante que el de una particula, haciendo relevante las trayectorias individuales.
Los plasmas se comportan muchas veces como un fluido, y muchas otras veces como
un conjunto de particulas individuales en donde la distribucién de velocidades de
cada especie es lo relevante, lo que hace que las ecuaciones de fluidos o la teoria
cinética acopladas a las ecuaciones de Maxwell, respectivamente, sean las adecuadas
para estudiar la dindmica de estos sistemas dependiendo de su comportamiento [27].

Muchas de estas poblaciones de particulas tienen distinta carga, masa, tempe-
ratura y densidad, lo que provoca la distincién de diversas escalas temporales y
espaciales, dando origen a diferentes dindmicas [28-30]; es en este contexto que se
hace relevante el tipo de particulas que componen un plasma. Las propiedades fisicas

del plasma cambiaran si, por ejemplo, las masas de las particulas que lo componen



son iguales o distintas. También se podran observar, dependiendo de la temperatura
o del movimiento de las particulas, efectos relativistas en la dinamica de estos sis-
temas, como por ejemplo en los plasmas producidos por un laser ultra intenso, en

reconexién magnética en plasmas de pares y la vencindad de agujeros negros [31-33].

1.1. Plasmas relativistas

Como se ha mencionado anteriormente, se puede tratar un plasma como fluido
ideal, compuesto de tantos fluidos independientes como especies existan en el plasma,
moviéndose debido a un campo electromagnético. Las ecuaciones que describen a un

plasma como fluido [27] son la ecuacién de continuidad

(3nj

y la ecuacién de movimiento
0 > g (= Ui = 1 =
~ 40 -V]g=2|E+2xB)| = Vp; 1.2
<375+UJ >U] m; ( T ) myn; (12)

donde ¥; en la velocidad, ¢; la carga, p; la presién y n; la densidad de nimero de
cada fluido (j representa la especie). Estos fluidos estdn acoplados a través de las

ecuaciones de Maxwell

con E y B los campos eléctrico y magnético, respectivamente, J la corriente total y

p la densidad de carga total.



Cuando la velocidad de las especies que componen el plasma no es es despreciable
en comparacién con la velocidad de la luz, es necesario considerar los efectos rela-
tivistas que puedan estar afectando al sistema. Estas velocidades pueden ser muy
grandes debido al impulso que le da el campo electromagnético a las particulas, o
bien, debido a la temperatura, que puede ser lo suficientemente alta como para que
la energia interna del fluido sea comparable a la energia en reposo, haciendo que la
velocidad térmica sea relativista. En ambos casos es necesario modificar las ecuacio-
nes de continuidad y movimiento que describen el plasma, de tal manera que se dé
cuenta de los efectos relativistas en el sistema. Esta discusion se realiza en detalle en
el libro Fluid Mechanics de Landau y Lifschitz [34], en donde se muestran explici-
tamente los cdlculos que se llevan a cabo para modificar las ecuaciones (1.1) y (1.2)
de manera que puedan describir adecuadamente un plasma como un fluido relati-
vista. Para esto, se establece la forma de la cuadrivelocidad u*, de la corriente J*,
del cuadripotencial A" y del tensor electromagnético F*”. También, se determina la
forma del tensor de energia y momento 7" para un fluido en movimiento en funciéon
de la entalpia y la presiéon, ambas medidas en el sistema de referencia en el cual el
elemento de fluido se encuentra en reposo. Con estas definiciones y las ecuaciones de
Maxwell, se puede trabajar algebraicamente de tal manera de obtener las ecuaciones

de continuidad y movimiento modificadas, que se pueden escribir como

19) - .
B (vjnj) + V- (njv;7;) =0, (1.3)
0 L = B q; - 17] - 1 -
Y 3 Fy=2 (F1 2« B~ . 1.4
(575 + U V) (7]1)]) m; ( + - X ) p——y Vp; , (1.4)

donde se introduce el factor de Lorentz ;. Hay que notar que este factor de Lorentz
aparece acompanando a la densidad n;, debido a que esa cantidad se mide en el

sistema comévil con el elemento de fluido. Esto quiere decir que en el laboratorio, la



densidad de niimero para las particulas se escribe como nyp = yn.

Es relevante considerar el régimen completamente relativista en un plasma, ya que
nuevos efectos pueden aparecer cuando la velocidad de las especies es arbitrariamente
grande. Por ejemplo, las velocidades relativistas pueden aumentar la transparencia
del plasma para las ondas electromagnéticas, e introducir cortes en la rama de Alfvén
en plasmas de electrones y positrones, de modo que estas ondas sélo se pueden
propagar para ntiimeros de onda finitos [35]. Esto trae consecuencias en los fendmenos
no lineales y la existencia de solitones asociados a esos modos de propagacién [36,37].
En los trabajos mencionados, sin embargo, no se considera la posible presencia de

particulas de polvo, cuya relevancia discutimos en la préxima seccion.

1.2. Plasmas con particulas de polvo

Un dusty plasma o plasma con particulas de polvo se define como un plasma
usual de iones y electrones que ademas posee un componente adicional cargado, con
tamanos que son del orden de los micrones. Este componente extra aumenta consi-
derablemente la complejidad del sistema, razén por la cual los plasmas polvorientos
también se conocen como plasmas complejos. Los granos de polvo son masivos en
comparacion con cualquier otra especie que pueda estar presente en estos plasmas
y pueden ser de materiales conductores, silicato o de particulas de hielo. Para ser
mas precisos, cuando se tienen particulas de polvo cargadas que participan en los
procesos colectivos del plasma, se tiene el caso en que r4 < d, < Ap, donde 74 es el
radio del grano de polvo, d, es la distancia promedio entre granos y A\p es la longitud
de Debye. Esto es lo que se considera como un plasma con particulas de polvo y no
simplemente un plasma con granos aislados, que seria el caso en donde se cumple

ra < Ap < dg [38,39].



Los plasmas con particulas de polvo han sido el objeto de investigaciones por
varias décadas debido a su relevancia en los plasmas de laboratorio, espaciales y
astrofisicos. Observaciones directas hechas por la sonda Ulysses, a principios de los
anos noventa, confirmaron la existencia de granos interestelares en el Sistema Solar,
como por ejemplo en la vecindad de la Luna [40], cometas [41-43], planetas [44-47]
y en el medio interplanetario [48]. Ulysses entregd informacién acerca de la masa
y la velocidad de estos granos, ademas de detectar un flujo tiempo dependiente de
ellos cerca del Sol [49,50], interactuando con el plasma en el ambiente la mayor parte
del tiempo. Ademds, varios trabajos se han dedicado a discutir la relevancia de la
presencia de particulas de polvo en la dinamica de objetos y eventos astrofisicos
[51-54].

En otro contexto, las particulas de polvo también son relevantes en el estudio de
los plasmas de fusion, ya que se ha detectado su presencia en esos sistemas y esto ha
aumentado el interés en entender cémo el polvo interactia con el plasma [55]. Los
granos pueden impactar negativamente el desempeno de un dispositivo tokamalk,
aunque también existen trabajos en donde se investiga su posible impacto positivo
[55,56]. También pueden ser relevantes en el entendimiento de otros experimentos en
plasmas magnetizados con particulas de polvo y confinamiento [57,58], de tal manera
de entenderlos bajo condiciones controladas.

Bajo ciertas condiciones de acoplamiento entre las particulas de polvo, un plasma
polvoriento puede presentarse en fases definidas, como gas, liquido, e incluso en fase
cristalina [59]. Cuando las interacciones de Coulomb entre las particulas son bajas, el
plasma con polvo puede permanecer en fase gaseosa y los granos estaran débilmente
acoplados. Por otro lado, los granos de polvo pueden llegar a adquirir una carga

muy grande debido al flujo de las particulas cargadas que componen el plasma. Esto
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tiene una directa consecuencia en el aumento de la interacciéon de Coulomb entre
particulas de polvo vecinas, haciendo que supere la energia térmica del sistema. Esto
se conoce como un plasma con particulas de polvo altamente acoplado [60,61], estado
favorable para la formacion de estructuras espacialmente ordenadas tipo liquido o
cristal de Coulomb, que también pueden llegar a soportar la propagacion de ondas
lineales y no lineales [58,62]. En este régimen del plasma, las herramientas utilizadas
para estudiar la estadistica del estado liquido y la fisica de materia condensada se
vuelven indispensables, desde las técnicas analiticas hasta las numéricas, como por
ejemplo, las simulaciones de dindmica molecular [63,64].

La presencia de particulas de polvo cargadas no solo modifica las ondas de baja
frecuencia existentes, sino que también introduce nuevos tipos de ondas estrictamente
relacionadas con la presencia del polvo, que pueden llegar a dominar la forma en que
se propagan las ondas en un plasma. Algunos ejemplos de estos modos modificados
son electromagnéticos, como las ondas circularmente polarizadas, magnetosonicas,
de Alfvén y whistler [65,66]. Otros modos son acusticos, en donde la presencia del
polvo permitie describir un nuevo tipo de onda sonora llamada dust-acoustic wave
u onda acustica para los granos de polvo. Esta onda es producida por un balance
entre la presion y la inercia del plasma, que ha sido estudiada ampliamente en am-
bientes espaciales y experimentales [67-70]. El estudio de la mayor parte de estas
ondas asociadas a la presencia de las particulas de polvo, se ha llevado a cabo sin
considerar la influencia que tiene el campo magnético de fondo en las interacciones
del plasma con el polvo, ni cémo afecta dicho campo en la dindmica de los granos
cargados. El acoplamiento entre el plasma, el polvo y el campo magnético podria ser
util para entender los ambientes astrofisicos [71], ya que las tres componentes son

ubicuas en el universo. Por nombrar algunos ejemplos, se han podido estudiar mo-
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delos cinéticos de plasmas polvorientos magnetizados [72], teoria de conos de Mach
con campo magnético [73] y condiciones para poder tener un plasma completamente
magnetizado en el laboratorio [74-76].

Al hablar de plasmas de modo general, las ecuaciones que rigen el comportamiento
de estos sistemas son altamente no lineales, mostrando una de las consecuencias mas
notorias de la interacciéon de las particulas con el campo electromagnético, ya sea
desde el punto de vista del plasma como un fluido o como particulas. Lo anterior
hace necesario estudiar estos sistemas en el régimen no lineal, con el fin de tener una

descripcion mas adecuada de los fendmenos que pueden presentarse en un plasma.

1.3. Solitones

Cuando la amplitud de las ondas que se propagan en un plasma es muy grande,
puede que el medio ya no produzca una respuesta lineal para las perturbaciones,
haciendo que el principio de superposicién no sea vélido. Esto obliga a extender el
analisis de un plasma a la teoria no lineal para poder hacer una descripcion mas
adecuada de estos sistemas [77]. En el caso para la propagacién de ondas, aparecen
diversos fenémenos en el medio, como inestabilidades no lineales [78,79], decaimien-
tos no lineales [80, 81], turbulencia [82,83], ondas de choque [84-86] y estructuras
localizadas como solitones [87,88], perturbaciones de amplitud finita y localizada,
estables, vy que han atraido la atencién durante los tltimos anos debido a sus carac-
teristicas mixtas de onda y particula.

Los solitones son versatiles, y han podido ser observados en distintos sistemas
de la naturaleza, como por ejemplo en la éptica [89,90], en fluidos [91], polimeros
conductores [92], gravitacion [93], e incluso en la biologia [94], por nombrar algunos

ejemplos. En estos casos en donde el régimen no lineal es el dominante, una onda de
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gran amplitud puede cambiar las propiedades del medio en el que ella misma se pro-
paga. Si la no linealidad se desarrolla en una escala temporal grande comparada con
la de la propagacién de la onda, entonces las propiedades de difusién y de localizacion
en el sistema pueden lograr un balance, generando solitones. Como consecuencia de
este balance, los solitones son estructuras muy robustas, ya que no cambian su forma
en el tiempo, incluso luego de interactuar con otros solitones [95]. Estas estructuras
localizadas se pueden estudiar de forma analitica por medio de varios modelos ma-
tematicos, como por ejemplo la ecuacién de Korteweg-de Vries (KdV), la ecuacién no
lineal de Schréodinger (NLS), pseudo-potenciales como el de Sagdeev y la ecuacién de
sine-Gordon, técnicas que en el contexto de la fisica de plasmas han sido ampliamen-
te usadas para analizar este tipo fenémenos no lineales [96-99]. Cada una de estas
ecuaciones genera soluciones soliténicas con diferentes propiedades y de distinta na-
turaleza. En el caso de los solitones tipo KdV, la amplitud y el ancho dependen de
la velocidad del solitén, no son topoldgicos y pueden existir en sistemas débilmente
no lineales y débilmente dispersivos [100], como el que se propone a estudiar en esta
tesis.

Dentro de esta area de investigacion, varios trabajos se han dedicado a estudiar
la formacién y evolucién de solitones en plasmas con particulas de polvo [101,102],
incluyendo enfoques experimentales [103, 104] y analiticos en distintos regimenes,
como bajo la presencia de un campo magnético de fondo [105], distribuciones ge-
neralizadas de particulas [106,107] o en presencia de particulas de polvo cargadas
positiva o negativamente [108,109]. Si la velocidad de las particulas es muy grande,
los efectos relativistas pueden modificar las propiedades de los solitones, en donde se
ha estudiado la relevancia de dichos efectos [110,111], incluyendo efectos no lineales

para estudiar la existencia y propagacion de solitones. Sin embargo, estos trabajos
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no consideran particulas de polvo como una especie del plasma. Incorporando granos
de polvo, se han estudiado plasmas espaciales como un sistema no lineal, pero no
relativistas [105,112-115]. Kalita y Choudhury estudian la existencia y propiedades
de solitones en un plasma débilmente relativista con particulas de polvo y no mag-
netizado [116], en donde se muestra que estas estructuras pueden ser compresivas o
rarefactivas dependiendo de la velocidad de las especies.

Dada la discusion presentada hasta este punto, es interesante considerar exten-
siones de trabajos previos para estudiar la existencia y propiedades de solitones
tipo KdV en un plasma donde se consideren particulas de polvo y efectos comple-
tamente relativistas en la velocidad de las especies. Esto debido a la relevancia de
estos plasmas en varios sistemas, en especial en ambientes astrofisicos, donde se es-
peran condiciones extremas. Por ejemplo, el colapso de una estrella o la explosion
de una supernova pueden elevar las velocidades de las particulas a rangos relativis-
tas, en donde el plasma es inyectado al medio interestelar que posee particulas de
polvo [117-119]. También, en el entorno de un disco de acrecién, cerca de un agu-
jero negro [120-124], se pueden crear poblaciones de particulas que se mueven con
velocidades relativistas [125].

De esta manera, en este trabajo proponemos el estudio de solitones en el régimen
completamente relativista para las velocidades, usando las ecuaciones de fluido para
un plasma con particulas de polvo, de donde se espera derivar una ecuacién de KdV
para perturbaciones débilmente no lineales y dispersivas. En el Capitulo 2 se plantea
el modelo general con el que se trabajard, incluyendo su normalizacién para facilitar
la exploracién del espacio de parametros de este plasma. FEn el Capitulo 3 se perturba
de manera no lineal este modelo, sin considerar campo magnético, encontrando que

los solitones KdV son posibles de acuerdo a las condiciones estudiadas en el Capitulo
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4. Posterior a este analisis, se incluye un campo magnético de fondo en el Capitu-
lo 5, donde se vuelven a perturbar no linealmente las ecuaciones del modelo para
obtener una ecuaciéon de KdV. En el Capitulo 6 se analiza bajo qué condiciones se
pueden producir solitones de acuerdo a los parametros asociados al campo magnético
de fondo, que son los que producen el cambio con respecto a lo visto anteriormen-
te. Finalmente, en el Capitulo 7 se resumen los principales resultados obtenidos y
se elaboran conclusiones de este trabajo, mencionando posibles proyecciones de lo

presentado.



Capitulo 2

Ecuaciones que describen un
plasma relativista con particulas
de polvo

En la Seccién 1.1 de la Introduccion, se describieron brevemente las ecuaciones
de fluido para un plasma relativista, en donde cada especie presente en el sistema
se describe como un fluido, acoplados por medio de las ecuaciones de Maxwell. Un
plasma polvoriento puede estar compuesto de iones, electrones y particulas de polvo,
que pueden agregarse al sistema considerandolas como otra especie de iones, pero
muy masiva en comparacion con la primera. Incluyendo esta tercera especie, en
este capitulo se estudia cémo afecta su presencia en la ecuacién de continuidad, de
movimiento y la ley de Gauss de las ecuaciones de Maxwell de un fluido relativista.
En la Seccién 2.1 se aborda en detalle esta modificacién a las ecuaciones (1.3) y
(1.4) presentadas en el Capitulo 1, agregando particulas de polvo como tercer fluido.
También se explica en detalle la normalizacién de estas ecuaciones, que permite

trabajar con ellas de manera més conveniente.

15
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2.1. Ecuaciones de un plasma relativista con particu-
las de polvo

De lo revisado en la Secciéon 1.1 de la Introduccién, considerando la parte es-
pacial de las ecuaciones covariantes para un plasma relativista, es posible describir
la dinamica de un sistema con dichas caracteristicas. Por lo tanto, para un plasma

polvoriento y relativista, se utiliza la ecuacién de continuidad

15) - S
5 (nj75) + V- (njv;7;) =0, (2.1)

y la ecuacién de movimiento

o L = . q; 5 U 5
(a-{-Uj'V) ('ijj):#(E%—?]xB) —

J

M 7s ’

donde ¥}, v;, q;, p; y n; corresponden a la velocidad, el factor de Lorentz, la carga,
la presién y densidad de nimero en el sistema de referencia en reposo de cada fluido,
respectivamente. La masa de la especie j es m; y ¢ la velocidad de la luz. En este caso,
se estudia un plasma de tres especies: iones (j = i), electrones (j = e) y particulas
de polvo (j = d). Estas especies se relacionan entre si a través de la ley de Gauss de

las ecuaciones de Maxwell
V- E = 4re (nivi — neYe — ZanaYa) (2.3)

donde se tiene e como la magnitud de la carga del electron. Desde este punto en
adelante se considerard que las particulas de polvo no son relativistas, es decir, v4 = 1,
ya que en primera instancia estos granos no se moverian con velocidades relativistas
debido a su masa. De todas maneras, el caso mdas general es el presentado en (2.3).

Para cerrar el sistema de ecuaciones (2.1), (2.2) y (2.3), se considera este plasma
como un gas ideal, por lo que se utiliza la ecuacién de estado p; = n;kgT}, con un

campo magnético de fondo B = By:.
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2.1.1. Normalizacion

Se define ¢; = —njey a; =T;/T,,donde n, = —Z; = -1, n.=Z. =1, n4=Zy y

ag = 0, lo que permite escribir las ecuaciones de las tres especies de una sola forma,

haciendo la distincion solo con el indice j. De esto se desprende que ¢; = e, g. = —¢
Y qa = —Zqe, por lo tanto, se reescriben las ecuaciones (2.2) y (2.3)
0 - —ne (= Ui = 1 =
~ 13-V 7)) — J E+r 2 xB)— Vp;: , 2.4
(3?5 + Uj ) (0395) m; ( + p ) p——y D (2.4)
V. E = —4re Z NiN;7Yj - (2.5)

J
Considerando que p; = n;kgT}, E = —ﬁgb y que v; X B = —0z B0y + vy Bo &, es
posible reescribir (2.4) y (2.5) como

—

o . - viyBo . vizBo .
mjnjvj <a + Uj . V) (’7jUj> = — njfyjnje( — V¢ + ch OI S - Oy) (26)
- kBTjﬁnj ,

V3¢ = 4re Z nin;Y; - (2.7)

J

Todas las densidades son normalizadas por la densidad de nimero de los iones en el
equilibrio n;o y el potencial por ¢, = kgT./e. Asi, considerando que n; = n;/n; y

J
¢ = ¢/p., se tiene para (2.1)

1[0 - .
ol v (njv;) + V- (nj7;75) | =0,
0 / = /=
g (njvj) +V. (njvjvj) =0. (2.8)

De igual manera, si se divide (2.6) por n;¢. y considerando que a; = T;/T,, se

obtiene

miny; (0 | = - Vi n757%5¢ Bo 7 0
ko, (E +7; - V) (05) = mimi Ve = == i = i)

- ajﬁn;- : (2.9)



18

Andlogamente, se divide el laplaciano de ¢, (2.7), por n¢. . Asi,

- Amn;pe?
V2 = k;B]O“ Zrbn i (2.10)

Notamos que el factor 4mwe?ny/kpT, de la expresiéon (2.10) tiene dimensiones del
inverso de la distancia al cuadrado y, por tanto, se puede utilizar para normalizar las
distancias en el sistema de ecuaciones. De esta manera, se define una cantidad que
puede entenderse de forma similar a lo que es la longitud de Debye, pero para este

sistema en particular. Entonces,

kT 1/2
A= (2 .
47Tnl'0€2
/

Asi, utilizamos A para redefinir las distancias como 7' = 7/\ y tener asi la

derivada con respecto a 7 como

%) )
o~ \or

Expresando las relaciones (2.8), (2.9) y (2.10) en funcién a la longitud A, obtenemos

8 _
82& (nf;) + V- (nf;7;) =0, (2.11)
mjn;"w A 9 — ﬁ/ N / 6/ / 15 3716 BO/\ A N
T, \Car U (7575) = nn; 1 V'e — keT. ¢ (Vjye = Vo)
—a; V', (2.12)
V2 = i (2.13)
J

Como las particulas de polvo son mas masivas que las otras especies, puede que
esta diferencia de masa afecte la propagacion de las ondas del plasma, aportando
inercia al sistema. Para ver la incidencia de esto en las ecuaciones, se puede incluir

un parametro en (2.12) asociado a una razén de masas de las especies con respecto
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a la masa de las particulas de polvo. Para esto, se multiplica (2.12) por mg/mg, de

manera que se define el parametro @); = m;/mqy. Por lo tanto

nl'lijj 0 L= . - njn//yj €B0 . A
wr (Aogp 8 V') (58 = mnip V' = T = (v = )
mq my
— o, V') . (2.14)

De (2.14) se define

1/2
vp = (kBTe) : (2.15)

mq

por lo que se normalizan las velocidades como @; = ¥;/vp. Al hacer esto, se puede

definir una frecuencia

A, a2\ 1/2
wp = ( Mioe ) , (2.16)
mq

de tal manera que vp = Awp, obteniendo asi una normalizacién para el tiempo de la

forma t' = wpt. Luego, de (2.11) y (2.14)

a —
0 - - eBy 1 A ~
7, Q; (% + 7 - V') (%) = nny; V'e' — an;%m_dcg (Vjy® — Vj29)
— V', . (2.18)

Finalmente, notamos de (2.18) que Q. = eBy/mgyc se puede entender como la
frecuencia ciclotronica de las particulas de polvo cuando Z; = 1. El caso Z; = 1 se
trata de una condicién particular en este plasma, ya que la expresion general para la
girofrecuencia del polvo estd dada por Qp = ZzeBy/mgc [126]. De esta manera, se

define ' = Q./wp, que es una cantidad adimensional. Asi, de (2.13), (2.17) y (2.18)
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se obtiene un conjunto de ecuaciones adimensional para este plasma:

0 o
57 (n;ﬁj) +V'- (n;%ﬁ;) =0, (2.19)
0 > - . .
n}ijj (% + 17; vV (%’77;) - njn;'Vjv/gzﬁ/ _ T}j";‘%ﬂ/ (Vjy& — vz 7)
— V', (2.20)
V24 = ann;%- . (2.21)
J

Como consideraciones finales se puede decir que la parte espacial de las ecuacio-
nes covariantes de un plasma relativista también pueden ser usadas para describir
un plasma con polvo, compuesto por iones, electrones y particulas de polvo. Dichas
particulas se describen como otra especie de iones, pero mas masiva que la primera.
Teniendo esto en cuenta, la estructura de las ecuaciones que describen un plasma pol-
voriento relativista como fluido, no es distinta a las de cualquier otro sistema similar.
La diferencia se presenta en la normalizacion de dichas expresiones, ya que evidencia
la presencia de otras cantidades caracteristicas, como una longitud similar a la de
Debye, la velocidad térmica de los electrones y la frecuencia de plasma de las particu-
las de polvo, lo que permite obtener un conjunto de expresiones adimensionales que

describir este plasma.



Capitulo 3

Plasma relativista y no
magnetizado con particulas de
polvo

En el Capitulo 2 se presentaron las ecuaciones de fluido de un plasma relativista
con particulas de polvo de manera general. Esta forma de las expresiones incluye la
presencia de un campo magnético de fondo, de tal manera que las particulas que
componen el plasma pueden moverse por el espacio, alterando sus trayectorias en
comparacion a cuando el sistema no esta magnetizado. El campo magnético presente
hace que el estudio de la dinamica a través del algebra sea bastante méas complejo,
por lo que en primera instacia estudiamos este plasma cuando el campo magnético
de fondo es nulo. De esta manera, las ecuaciones presentadas en el capitulo anterior
se modifican, haciendo mas sencillo su desarrollo y anélisis.

En este capitulo, en la Seccién 3.1, se revisa la forma de las ecuaciones de un
plasma polvoriento no magnetizado y, en la Seccién 3.2, cémo se escriben sus res-
pectivas perturbaciones no lineales. Esto con el fin de estudiar si la existencia y
propagacién de solitones en este tipo de plasmas es posible, a través de una ecuacion

de Korteweg-de Vries (KdV) y de su solucién.

21
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3.1. Ecuaciones

Para estudiar la dindmica de un plasma con particulas de polvo no magnetizado,
homogéneo, compuesto de electrones, iones y particulas de polvo, se utilizan las
ecuaciones (2.19), (2.20) y (2.21) en una dimensién. Esto, debido a que €' = 0 en
(2.20), haciendo que haya sélo una direccién de propagacion para las ondas. Teniendo
esto en cuenta, se considera la coordenada z’ como la direccién de movimiento de
dichas ondas de plasma. Gracias a esto, las ecuaciones que describen el sistema se

simplifican como sigue:

0 0
55 () + 57 (nj73v) =0, (3.1)
/ 0 / 0 / / a(b/ on;
;i Qj (@ + Uj%) (v05) = inYig — %a—zf ; (3.2)
¢’ /
9.2 = Z%’”ﬂj . (3-3)
J

El factor relativista de Lorentz, v;, se define de la siguiente forma

av'? A av2\ V2
_ J _ j
A —(1‘?> ’

donde la variable a representa la presencia de efectos relativistas en la expresion.

Para a = 0 se tiene el caso no relativista y para a = 1, el caso relativista. Esto
nos sera util en la Seccion 3.2 al realizar perturbaciones, de manera que podremos
identificar facilmente los términos que aparecen exclusivamente debido a los efectos

relativistas.

3.2. Perturbaciones no lineales

El sistema de ecuaciones (3.1)—(3.3) depende de cantidades asociadas a las es-
pecies que componen este plasma, acopladas a través del potencial eléctrico ¢'. En-

tonces, es posible desacoplar este sistema para ¢’ si se introducen perturbaciones en
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las expresiones. Asi, se realizan perturbaciones no lineales pequenas y finitas, donde
se da cuenta de las ondas viajeras introduciendo un nuevo sistema de coordenadas
que es solidario con la propagacién dichas ondas. Este cambio de coordenadas es
¢ = eY2 (2 — Mt') para la parte espacial y 7 = £32t' para la parte temporal [39)],
donde M es la velocidad de fase de la onda que se propaga y € < 1 es un parametro
que cuantifica la no linealidad del sistema.

De acuerdo a esto, se expande el sistema con respecto al parametro no lineal,
e, para ver como afecta en la propagacion de la onda en sus cantidades a primer y
segundo orden. Para esto, se escribe en funcién de ¢ el potencial eléctrico, y para

cada especie, la densidad de nimero y la velocidad como sigue:
/ / 2 4/
¢ =gy te gyt
/A | / 2,1
r_ / 2,/
V; = Vo + €V + €TV +

Realizando el cambio de coordenadas descrito anteriormente en (3.1), (3.2) y

(3.3), se tiene

a a / 8 / /
(65 - Ma—é) (nﬂj) - o¢ (”ﬂj“a’) =0, (35)
/ 0 / 0 / / 8¢/ Onj
njvaj |:5§ + (Uj — M) 8_§:| (’Yjvj) = njnj’}/ja_g - O‘/ja_g ’ (36)
82 / ,
2 85(2 = ;- (3.7)
J

El cambio de coordenadas en el sistema de ecuaciones, en conjunto con (3.4), permite
agrupar en (3.5), (3.6) y (3.7), las expresiones proporcionales a °, € y €2, lo que es
util para saber los efectos de la perturbacién a primer y segundo orden de la densidad
de ntimero y la velocidad de cada especie. Para esto, se expande el factor de Lorentz

~y; hasta segundo orden de la siguente manera:
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~ Jo 1
i 72 2\ 3/2 2 Ut
1 Yo av’y,
- 1— J2
C/
;2 ;7 2 /
22 a " 3avy, 1 vl Vo

c? av)y? 20 %
i

vl 2
'YJOPJOUJQ-l-CW]o ( Gjo — )] ; (3.8)

TN 32
(1)

= Yjo + £vj0pjov + €2

. ~1/2
donde se definié B0 = vjy/c’, vjo = (1- aﬁj’.OQ) , pjo = aligr/d Yy Go = 1+

2
5§0 7]20
La expansion para el factor de Lorentz, mostrada en (3.8), se utiliza para desarro-
llar expresiones mas complejas, como n’y;, v;v; y njy;v;. Por lo tanto, considerando

la expansién de 7;, y lo escrito en (3.4), se calcula

’ 2
U
’YJOPJO’UJZ—FGPY]O /2 < C]O >]}

= n}o%‘o +e (’onn}l + n}wjopjov;l) +e° {’onn}z + Vjo/);o (n}w}l) +

v’ 2
]0 [’Y]OpJOUJQ + a/YJO ,2 < CJO ) ] } 5 (39)

;) 2
V)
’Y]OPJOUJQ + a’on ,2 ( Gjo — )] } ( Vjo —i—av + g2 1) )

iy = (njo + ey +eny) {’on + evjopjov + €

R {’on + €’onpjov}1 + &2

3 2
~ 50 Bjo + evj0Ciovis + 275050 (1)3-2 + 5%0”}1 > ; (3.10)
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y por ultimo

3 2
nfyvl = (nfy 4 enlyy + €2n;2) [’)/jOC,B;‘O + 7500V + e*vi0¢j0 <v§-2 + 5,0]'01)91 > ]

o al Y-/ N S 20 s a1
= cnjoBiovi0 + 750 (c jOnj1+njOCJOUj1)+5 v0B50m52 + MjoYj0Gi0v52 +

3 2
YjoGjo (n1v)) + 5”}0%0@'00]'0031 ] - (3.11)

3.2.1. Cuasineutralidad del plasma

Utilizando la expresién para n’7y; dada en (3.9) y la expansién de la ecuacién de
Poisson, relacién (3.7), se obtiene una expresion que da cuenta de la cuasineutralidad

del plasma y que es independiente del parametro ¢,

Z nioYjom; =0,
J

n/eo%o — Yio + Zdn;o =0,

de donde se tiene,

o0 — Zan!
ny = W . (3.12)

3.2.2. Expresiones proporcionales a ¢

Al reemplazar las expansiones de los factores n’y;, ;05 y ny;v}, dadas por (3.9)-
(3.11), en las ecuaciones que describen el sistema (3.5), (3.6) y (3.7), y luego de
reordenar los términos proporcionales a ¢, se tienen tres ecuaciones que dan cuenta

de las perturbaciones a primer orden en la ecuacion de continuidad, de movimiento
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y de Poisson, que respectivamente son

, on’, v}y
(Vg — M) ag + o [1+ (Vg — M) pjo] =% o =0, (3.13)
on’yy oy, O,
Qj—(— ¢ + npoJ ( )7]0(]0 § 507505 & o€ =0, (3'14>
nyjonj njl + njopjovjl) =0. (3.15)

J
Considerando (3.13)—(3.15), es posible resolver este sistema de ecuaciones para las

derivadas de las perturbaciones a primer orden de n;, y v}, asf como también para

Jb

sus respectivas cantidades sin derivar. De esta manera, de (3.13) y (3.14) se despeja

onjy Wiovs0ms [1+ (Vo — M) pjo] o} (3.16)
¢ Qi3 (v — M) Gjo — 0 [1+ (vl — M) pjo] 6
O _ s (1o = M) 00, (3.17)
06 Q2 (vjg — M)” Gio — ay [1+ () — M) pjo] %
"o 1 M) o
oo LG M
Q750 (Vio = M)~ Go — oy [1 4 (Vg — M) pjo]
o (o — M
- 0 (Vo = M) & (3.19)

Ujr = 3
Q%50 (Ué'o — M) Go—a; [1+ (U}o — M) pjo]
Es necesario recordar que ¢/ es una cantidad que depende de la variable espacial y

de la variable temporal, por lo que también se puede obtener la derivada temporal

de (3.18) y (3.19):

ony ooy [1+ (Vo — M) pjo 0%} (3.20)
or Qi (U§'0 - M)2 o — oy [1+ (”90 — M) pjo] or
o’y Yion; (V0 — M) 0% (3.21)

pu— 2 .
O Qv (vjo — M) Gjo — oy [L+ (V) — M) pjo] 07
Finalmente, al reemplazar (3.18) y (3.19) en la ecuacién de Poisson (3.15), se

obtiene una expresién para la velocidad de fase M,

n/ 2 .2
0=%" 07507 . (3.22)
Qi (Vg — M) Co — o [1+ (vl — M) pjo]
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3.2.3. Expresiones proporcionales a &2

Posterior a encontrar expresiones para las cantidades perturbadas a primer orden
en funcién de ¢/, es necesario hacer lo mismo para las cantidades perturbadas a
segundo orden, ya que se busca resolver el sistema de ecuaciones (3.13)—(3.15). Para
esto, se reemplazan las expansiones de ~;, v;v} y n7y; en el sistema de ecuaciones, se
reordenan las expresiones y se agrupan los términos proporcionales a 2, con el mismo
procedimiento de la Seccién 3.2.2. De esta manera, se obtienen tres ecuaciones que
dan cuenta de las perturbaciones a segundo orden del sistema. Asi, para la ecuacién

de continuidad se tiene

! 8n/ a / ! 8 ! /
(vjo — M) 8g jo [1+ (vjo = M) pjo] — 85 2+ [1+ (v — M) pjo] € (j1v5)
a (% on' o'’
+ njo [2pj0 + CTQV]?O (Vo — M) (3¢jo — 2) | vy —2 85 ]1 + njopjo aﬂ =0, (3.23)
para la ecuacion de movimiento
on’y o’y
Q= 8§ 2 +n oQﬂgo ( ) CJO 45 2 + Qﬂgo ( ) Cjonz‘laig
’ 2 / / 6”91 ¢/
+ n50Qiv50G0 |1+ 4 (Vo — M) pjo Uit g~ 60" (01 + nlopjovy) o o (3.24)

! /

ov
2 1 2
+ n}oQﬂjonOT; - n;'07j077j78§ =0,

y para la ecuacion de Poisson

82¢/
78521 = vjonmls + ovionipiovis + vioniejo (nfiv)
F

/3 2}3'12
— angoYiom; (2 — 3¢50) 202 (3.25)
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Considerando lo obtenido en las expresiones a orden ¢, se puede resolver el sistema
de ecuaciones presentado en (3.23)—(3.25) para 9¢n’j, y para Ogvj, en funcién de ¢;.
Asi, reemplazando de (3.16) a (3.21) en la ecuacién de continuidad de segundo orden
mostrada en (3.23), se obtiene

/ /
+ o [1+ (vfo = M) pjo e T

(971;-2
03

a /
{1 + (Vjo — M) [Pjo + (Vjo — M) L‘;ﬁo (1 - 2’@) + p?oH } & 5@ (3.26)

nloYi0M; ¢y

(vjo — M)

— =0
T; or ’
y en la ecuacién de movimiento (3.24)
an/' 81}’» a¢/ nl. n2ﬂ)/2
j2 2 Jj2 2 j0'/3 150
% ge T n50Q; (Vjo — M) 080 5 o700 T

{Qj (’U;O — M)Z’YJZOC]'O |:1 +3 (U}O — M) pj0:| — |:(1 + (U;'O — M) ij] } / 0 1 (327)

no@s (Vo = M) ¥4miio g,
+ —0,
Tjo or

donde se define

A partir de (3.26), (3.27) y (3.28), se despejan expresiones para Jgn'y y O¢ Uj,, en

funcién de la perturbacién del potencial ¢} como sigue:
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8n/‘2 n"o’)’zonz‘ ? 2
ag = _ JT'J?) L < {1 + (1)3-0 — M) Pj0:| - Qj’Y]zo (U;‘O - M) Gjo
J

8 /
[3 6 (oo — M) pjo — g (vho = M)* (3 - 2<jo>] } & ;i} (3.29)

0k () e (- )
T; 2 or
g 1 (o ] g
T, 5

Ojy ol (”3’0 - M )
o€ Tio®

aj [1 + (Vo — M) pjo — C%Vazo (vjo — M)2 Gjo

2 a 2
= Qi (oo = M) Go |3+ S5 (vho — M)* (260~ 9

/ , Oy 190 (”90 _ M) Oy
46 (v — M) p; + 3.30
(o = M) ]O] } T T; 0¢ (3:0)

2
Y5075 [Qﬂ?o (U}o - M) Go + aj] o¢!
B 1
T; 2 or

3.3. Ecuacion de Korteweg-de Vries

Si se analizan con mayor profundidad las ecuaciones de segundo orden en &,
podemos notar que (3.25) depende de cantidades que fueron encontradas en funcién
de ¢}, es decir, se conoce la forma explicita que poseen. Esto es ttil a la hora de
manipular algebraicamente dicha expresién de Poisson, ya que por la forma que tiene,

es candidata ser una ecuacién de Korteweg-de Vries. Entonces, si se deriva (3.25) con
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respecto a &, se tiene

83q§’ 3n’-2 81)/.2 a
5531 - 2]: Yj0Mj —ag + n;-0'7j077jpj0_aé. + VoM 5 (nfy05,)
vy OVl
— anojon; (2 = 3Go) 82 : (3.31)

Luego, reemplazando (3.17), (3.18), (3.19), (3.29) y (3.30) en (3.31) y reordenando

la ecuacién resultante, se obtiene

53515,1 ”9075’077? a o
g T Z T Y 1+ (vjo — M) pjo + 270650
J

(v50 - M)Z] = 3Qi7j0Gi (vjo — M)’ [1 + (o - )Pgo] } o) a{;z (3.32)

o V5015 [O‘J’PJO —2Q;75 (”3‘0 )] 8¢>’ LoV 6¢2
D) - P o
j Jo Tjo

La ecuacién (3.32) no es exactamente una ecuacién de KdV, ya que posee un término
extra, proporcional a O ¢4, lo cual no es propio de este tipo de ecuacién no lineal.
Por lo tanto, es conveniente encontrar una forma en que dicho término asociado a
O¢ ¢% sea nulo, o bien, una manera de escribirlo en funcién de ¢]. Esto es posible
considerando la expresién para la velocidad de fase M, relacién (3.22), en donde
se puede ver que es igual al término presente en (3.32). De dicha forma, se puede
argumentar que la expresion proporcional a Ot ¢, en (3.32) es nula y, por tanto, se
tiene lo necesario para que (3.32) sea una ecuacién de KdV de la forma

a¢/ a¢/ 83¢/
B PG e

=0, (3.33)

donde p = A/B es el coeficiente no lineal, ¢ = 1/B el coeficiente de dispersién,

A=3%,a;y B=73,b;, conlos términos a; y b; de la forma
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I A3 003
1507505 a 9 2 2
j = JTi;g] o [1 + (vjo — M) pjo+ ?Vjocjﬂ (o = M)™| = 3Q7joGs0
J
2
(= 30)* [1+ (o= M) (3.3
I A2 02
by = jTjngj [@jpjo = 2Qj7j0 (Vo — M)] - (3.35)

La ecuacién (3.33) tiene solucién conocida y se trata de un solitén, cuya forma es

&, = o sech? (%) , (3.36)

conn=&—-Vr, ¢g =3V/py A = +/4q/V, donde n corresponde a la coordenada
solidaria con la propagacion del solitéon que se mueve con una rapidez V', ¢y su
amplitud y A su ancho. Dada la forma de (3.36) y en particular de A, se tendrad que

esta solucién solo existe si ¢ > 0.

3.4. Discusion y resumen

En este capitulo se obtienen de manera tedrica solitones que provienen de una
ecuacion de Korteweg-de Vries en un plasma con velocidades completamente relati-
vistas, particulas de polvo y no magnetizado, mostrando que a través de una técnica
perturbativa, también es posible estudiar estas estructuras localizadas para un plas-
ma con las caracteristicas presentadas. Esto representa un complemento a trabajos
similares, en donde se ha demostrado la existencia de estas estructuras localizadas
por medio de pseudo potenciales, la ecuaciones de KdV modificada, en plasmas ultra
relativistas o en casos débilmente relativistas [116,127-129]. Al introducir pertur-

baciones débilmente no lineales y dispersivas al modelo propuesto en la Seccion 3.1
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y expandir las ecuaciones que describen la dindmica del plasma en funcién de un
parametro que indica qué tan no lineal es el sistema, se encuentra una ecuacién de
Korteweg-de Vries para el potencial eléctrico de un plasma con granos de polvo, cuya
solucion es conocida y tiene la forma de un soliton.

Este solitén posee una amplitud y un ancho bien definidos y, ambas caracteristicas
dependen de cantidades asociadas a las especies que componen este plasma, como la
masa, la carga o la densidad de nimero, pero principalmente, la velocidad de fase
M y las velocidades v}, de cada especie. La existencia del solitén esta condicionada
al valor del coeficiente de dispersion ¢, que debe ser positivo para que esta solucién
sea posible. Esto debido a que el ancho de esta solucién no puede ser una cantidad
compleja, que es lo ques sucede si g es negativo. De esta manera, se puede concluir
que es necesario estudiar bajo qué condiciones es positivo el pardmetro de dispersion
y dénde posee soluciones reales la velocidad de fase M, que proviene de la ecuaciéon

de Poisson (3.22).



Capitulo 4

Solitones en un plasma relativista
y no magnetizado con particulas
de polvo

En el Capitulo 3 se mostré que al perturbar no linealmente las ecuaciones que
describen la dindmica de un plasma relativista y no magnetizado con particulas de
polvo, es posible encontrar una ecuacion KdV. Esta ecuacién permite afirmar la
existencia de solitones cuando el coeficiente de dispersion ¢ es positivo, estructura
localizada que es estudiada en este capitulo. En la Seccion 4.1 se analizan las solu-
ciones de la ecuacién de Poisson perturbada (3.22), para determinar cudles permiten
que ¢ > 0 sea positivo y, por lo tanto, ver en la Seccion 4.2 como se comporta el
ancho A del solitén. Teniendo esto en mente, se revisa el coeficiente no lineal p y la
amplitud del solitén en la Seccién 4.3. Finalmente, se caracteriza la forma del solitén
y la relevancia de los efectos relativistas en la Seccién 4.4.

Para obtener soluciones numéricas del solitén visto en la ecuacién (3.36), se fijan
valores para los parametros libres de este plasma asociados a las especies que lo

componen. Esto para las cantidades normalizadas, como lo son la velocidad v, la

!/

velocidad del solitén V', la densidad de nimero nj, la masa ); y la temperatura ;.

33
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Todas estas variables componen el coeficiente no lineal p, presente en la amplitud
¢o v el coeficiente de dispersion ¢, que caracteriza el ancho A del solitéon. Con esto,
se puede resolver numéricamente la ecuacion de Poisson (3.22) para la velocidad de
fase M, ya que para poder evaluar p y ¢ es necesario encontrar dicha velocidad, que
permite que ¢ sea positivo y asi, que (3.36) exista. De acuerdo a esto, los valores de
p posibles estan acoplados a M y q. Luego, se puede caracterizar el soliton con su

amplitud, ancho y forma.

4.1. Velocidad de fase M

En general, la ecuacién (3.22) tiene cuatro soluciones para la velocidad de fase
M. Dependiendo de los valores que pueda tener la densidad n, la carga Z; y las
velocidades U}o de cada especie, estas cuatro soluciones de M pueden ser reales,
complejas, o dos reales y dos complejas. Esto se puede observar dada la forma que
posee la ecuacién de Poisson (3.22) al expandir la suma sobre las especies del plasma,
en donde como es la solucién dependerd del signo que posea cada término. Este
cambio de signo se debe al impacto que puede tener el balance entre velocidad y
la densidad de carga de las especies dada la cuasi-neutralidad (3.12), por lo que es
necesario estudiar para qué parametros las soluciones son reales, que son las que
tienen sentido fisico. En el apéndice A se desarrolla esta discusién con mayor detalle.

Para estudiar los parametros que permiten soluciones fisicas, destacamos que para
todos los graficos que se presentan en este y los préximos capitulos, se han fijado los
siguientes valores: nj, = 1, oy = 0.1, a, = 1, ¢ = 150, v}, = 0, e = —1.6022 C ,
me = 9.11 x 1073 kg y mq = 1.67 x 1072 kg [39,130,131]. El resto de las variables
dependen de cantidades asociadas a las particulas de polvo, como la densidad de

nimero n/, y el nimero de carga Z; y, de las velocidades de las especies, que se
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escriben en términos de la velocidad de la luz ¢’. Esto quiere decir que vg-o se escribe
en funcién de la variable (;o; asf, U;‘o = (/o para la especie j.

Teniendo en cuenta lo mencionado hasta este punto, para particulas de polvo ini-
cialmente quietas, identificamos cuatro casos para las velocidades de las otras especies
de este plasma que se pueden estudiar: iones y electrones débilmente relativistas, io-
nes y electrones relativistas, iones débilmente relativistas con electrones relativistas,
iones relativistas con electrones débilmente relativistas. Todos estos casos pueden
recopilarse en dos tipos de gréaficos: uno en donde se mantenga la velocidad de los
electrones fija y varie la velocidad de los iones, y el caso opuesto, en donde la ve-
locidad de los iones se mantiene fija y se varia la de los electrones. Diremos que la
especie que mantiene su velocidad fija es la especie de fondo. Por lo tanto, se tiene el
caso de electrones con velocidades débilmente relativistas o relativistas en el fondo,
mientras la velocidad de los iones va aumentando y, otro con el caso opuesto, de
tal manera de poder estudiar la relevancia de los efectos débilmente relativistas y
relativistas en las especies. Asi, se puede tener una idea de los casos posibles para
las velocidades. Debemos notar, en todo caso, que el estudio sistematico de todas las
velocidades posibles lo realizamos mas bien por completitud y consistencia. En efec-
to, si hay diferencias muy grandes entre las velocidades de los electrones y los iones,
es posible tener inestabilidades en este plasma, lo que puede impedir la existencia de
los solitones que se quieren estudiar.

Para representar especies débilmente relativistas y relativistas de fondo en las
figuras que siguen, se usan las lineas discontinuas cortas y largas, respectivamente.
El cambio en el color de la linea representa un aumento en la velocidad de la es-
pecie que no estd de fondo, es decir, un aumento del pardmetro 3y para la especie

correspondiente. Esto se puede observar en la Figura 1, en donde se muestran las
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Figura 1: Cuatro modos de la velocidad de fase versus Z; cuando n, =
0.055 (columna I), versus n), cuando Z; = 10 (columna II) y versus
Zgnly, (columna III). Las lineas discontinuas cortas (largas) corresponden
a B = 0.1 (Beo = 0.75), que representan electrones débilmente relati-
vistas (reltivistas) de fondo. Los colores corresponden a diferentes veloci-
dades de los iones: o = 0.1 (negro), Bjo = 0.2 (rojo), By = 0.3 (café),
Bio = 0.4 (naranjo), B;p = 0.5 (amarillo), £,y = 0.6 (verde), f;o = 0.7
(azul), Bo = 0.8 (violeta) y o = 0.9 (rosado).
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cuatro soluciones que se obtienen de la ecuacién (3.22) para la velocidad de fase
M en funcién de la carga del polvo Z; (columna I), en funcién de la densidad de
nimero de las particulas de polvo n, (columna II) y en funcién de la densidad de
carga del polvo Zynl, (columna III). En las tres columnas se puede observar que
para todos estos casos, se obtienen cuatro soluciones para M, de las cuales dos se
identifican como modos lentos, M; y M,, y dos como modos rapidos, Mz y M. En
todos los modos, la linea discontinua corta define a los electrones como la especie
de fondo con velocidad débilmente relativista, 5.9 = 0.1, mientras que el cambio de
color del mismo tipo de linea representa el cambio en velocidad de los iones, donde
Bio = 0.1,...,0.9. Cuando el valor £,y de fondo aumenta a S,y = 0.75, se representa
por la linea discontinua larga.

Se puede observar que para el modo mas lento (M;), en la Figura 1(a), (b) y
(c), se tienen valores negativos para la velocidad de fase. También, los valores de
M, son reales para un rango finito y definido de Z;, n), y, por lo tanto, de Zn),,
respectivamente. En los tres casos, tanto para electrones débilmente relativistas como
relativistas, aumenta el rango en donde hay una solucién real para M; a medida que
crece [3;p, mientras que cuando los electrones cambian su velocidad de (., = 0.1 a
Beo = 0.75, disminuye este rango de existencia. Este efecto no es exagerado, pero se
puede apreciar en las figuras, haciendo que las lineas se separen por color a medida
que cambian las velocidades. Para el modo lento M, se puede apreciar el mismo
efecto que para M, con la diferencia de que los valores de M, son todos positivos.

Los modos répidos M3 y M,, Figura 1(g)—(1), se comportan de manera similar
entre si. Ambos poseen dos zonas en donde los valores de M son reales y positivos,
cuya separacién consiste en soluciones complejas y va aumentando a medida que

crece f;0. Para los modos rapidos, esta zona de separacion intermedia define rangos
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de densidad de carga baja y alta para el polvo, como se puede observar en la columna
I1I de la Figura 1 y es mas notoria cuando .9 = 0.1. Las lineas también se agrupan
por tipo y se separan por color para los dos modos rapidos, lo que quiere decir que
el impacto de aumentar la velocidad de los electrones de S0 = 0.1 a 8,9 = 0.75 no es
muy notorio dado un valor fijo de f3;9, pero si es detectable al aumentar Sy, al igual
como sucede en los modos lentos.

En la Figura 2 se tiene lo mismo que en la Figura 1, pero en el caso de las
velocidades de fondo opuestas. Esto quiere decir que la especie de fondo son los iones
en lugar de los electrones. En la Figura 2, las velocidades de los iones de fondo estan
dadas por 5 = 0.1 para el caso débilmente relativista (linea discontinua corta)
y Bio = 0.75 para el caso relativista (linea discontinua larga). Al mismo tiempo,
se varia la velocidad de los electrones entre B, = 0.1,...,0.9, lo cual sigue siendo
representado por el cambio de color en las lineas.

Para hacer el caso de la Figura 2 comparable al de la Figura 1, se grafican las
misma tres columnas: la velocidad de fase M versus la carga del polvo Z; (columna
I), versus la densidad de nimero del polvo n, (columna II) y versus la densidad
de carga Zyn!,, (columna III); cada columna con sus respectivas soluciones, que en
este caso siguen siendo cuatro. La diferencia mas notoria que se logra observar, es el
hecho de que ahora las lineas se separan por tipo de linea y no por color como en el
caso anterior. Esto es consistente con lo mostrado en la Figura 1, ya que implicaria
que el aumento en la velocidad de los iones es lo que trae mayores cambios en la
solucién de la ecuacién 3.22. Por otro lado, al comparar los modos lentos My y My
en (a)—(f) de las Figuras 1 y 2, se observa que el valor de Zy, n)y y Zyny, para los
cuales M es real, disminuye para ambos valores de ;9. También los valores de M; y

M, se hacen méas pequenos a medida que [.9 aumenta, para ambos casos de ;9.
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Figura 2: Cuatro modos de la velocidad de fase versus Z; cuando n, =
0.055 (columna I), versus n), cuando Z; = 10 (columna II) y versus
Zgnly, (columna III). Las lineas discontinuas cortas (largas) corresponden
a Bip = 0.1 (Bip = 0.75), que representan electrones débilmente relativistas
(reltivistas) de fondo. Los colores corresponden a diferentes velocidades
de los iones: B = 0.1 (negro), Beo = 0.2 (rojo), feo = 0.3 (café), fo =

0.4 (naranjo), Beo = 0.5 (amarillo), .o = 0.6 (verde), S = 0.7 (azul),
Beo = 0.8 (violeta) y S = 0.9 (rosado).
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Para los modos réapidos M3 y My en (g)—(1) de la Figura 2, no se distingue mucha
diferencia entre las lineas de colores, es decir, no se observa un impacto considerable
al variar la velocidad fB.o, pero si al aumentar (;y, lo cual es consistente con lo
presentado en la Figura 1. La zona de separacién entre densidad de carga baja y
alta sigue estando presente, mostrando las soluciones complejas para este caso y que
también se hace mds grande para S = 0.75.

Las Figuras 1 y 2 son consistentes entre si y se puede decir que se observan los
mismos fenémenos en ellas, donde el aumento de la velocidad de los iones es lo que

hace que los cambios sean notorios.

4.2. Coeficiente de dispersion

Una vez que la velocidad de fase M ha sido caracterizada en funciéon de parame-
tros asociados a las particulas de polvo, y las velocidades de los iones y electrones,
estudiamos la existencia de los solitones dentro de este mismo espacio de parame-
tros. Para esto, usamos los modos lentos y rapidos obtenidos en la Seccién 4.1 para
estudiar, numéricamente, cuales de estos valores de M hacen que el coeficiente de
dispersion ¢ sea positivo. Asi, reemplazando los valores obtenidos para M en (3.35),
calculamos ¢, obteniendo lo que se muestra en las Figuras 3 y 4.

Lo primero que hay que notar de dichas figuras es que sélo dos de los valores de M,
obtenidos en la seccién anterior, producen valores reales y positivos del coeficiente
de dispersion . Estos valores corresponden a uno de los modos lentos y uno de
los modos répidos de (3.22), en particular My y My, los cuales producen valores
numéricos para qs y qq, respectivamente. También hay que destacar que las Figuras
3 y 4 estan hechas en escala semi logaritmica, para que se pueda apreciar bien

donde ¢ es positivo. En ambas graficos se observa que siguen la misma tendencia
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Figura 3: Coeficiente de dispersién ¢ versus Z, cuando n/, = 0.055 (co-
lumna I), versus nj, cuando Z; = 10 (columna II) y versus Zynl, (colum-
na III). Las lineas discontinuas cortas (largas) corresponden a [0 = 0.1
(Beo = 0.75), que representan electrones débilmente relativistas (relativis-
tas) en el fondo. Los colores corresponden a diferentes velocidades de los
iones: B0 = 0.1 (negro), Bio = 0.2 (rojo), Bip = 0.3 (café), Bip = 0.4 (na-
ranjo), fio = 0.5 (amarillo), B, = 0.6 (verde), B;o = 0.7 (azul), B = 0.8
(violeta) y Bio = 0.9 (rosado).

de las Figuras 1 y 2. El coeficiente de dispersion asociado al modo lento posee una
rama, en donde los limites de existencia para Zg, n), y Zgn,, son similares a los de
la velocidad de fase M asociada. Ademds, la separacion entre los tipos de linea y
los colores que se pueden observar en las Figuras 1 y 3, y en las Figuras 2 y 4, son
similares a los observados para M, tanto para iones, como electrones de fondo, lo que
sigue mostrando que los efectos relativistas en los electrones no serian tan relevantes.
Esto puede indicar que el coeficiente de dispersion esta determinado por la velocidad
de fase para el modo lento.

Para el coeficiente de dispersion asociado al modo rapido, con ambas especies de
fondo, sigue existiendo una zona intermedia en donde ¢ no es positivo, por lo que

no puede haber soluciones solitonicas en esa regiéon del espacio de parametros. Para
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Figura 4: Coeficiente de dispersién ¢ versus Z; cuando n), = 0.055 (co-
lumna I), versus n/,, cuando Z; = 10 (columna II) y versus Z,n, (colum-
na III). Las lineas discontinuas cortas (largas) corresponden a f;p = 0.1
(Bio = 0.75), que representan iones débilmente relativistas (relativistas)
de fondo. Los colores corresponden a diferentes velocidades de los electro-
nes: B0 = 0.1 (negro), B0 = 0.2 (rojo), Beo = 0.3 (café), Beo = 0.4 (na-
ranjo), B0 = 0.5 (amarillo), B, = 0.6 (verde), B0 = 0.7 (azul), S = 0.8
(violeta) y feo = 0.9 (rosado).

cargas, densidades y densidades de carga bajas, en las Figuras 3 y 4, se observa un
comportamiento similar al visto en el modo lento, en donde el impacto de los efectos
relativistas en los iones es observable en la separacion por tipo de linea o por color de
linea en cada figura, respectivamente. Para ambas especies de fondo, se tienen valores
determinados de Zy, nl, v Zynl, para los cuales existe una solucién tipo solitén, y
los valores para los cuales esto ocurre, son similares a los expuestos en las Figuras
1 y 2. Para las densidades de carga més altas, en el caso de la Figura 3, se observa
que la separacién entre tipo de linea y color es mas difusa de lo que se ha visto
anteriormente, lo que se repite en las columnas I, IT y III. Esto muestra que existe
un impacto debido a los efectos relativistas en los iones, pero no es tan claro como

en los casos anteriores. En cambio en la Figuras 4(d), se logra diferenciar el tipo de
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linea, pero no para el caso de las columnas II y III, en donde sigue siendo difuso.
Para todo lo mostrado en las Figuras 3 y 4, se puede identificar claramente en qué
region del espacio de parametros asociados a las particulas de polvo existen solitones.
Teniendo esto en mente, identificamos dos puntos, uno en la zona de baja densidad
de carga (Zynl, = 0.55) y otro den la zona de alta densidad de carga (Zyn/, = 45).

Caracterizamos los solitones correspondientes a dichos valores.

4.2.1. Plasma de electrones y positrones con particulas de
polvo

Uno de los parametros que podemos explorar mas a fondo es la razén de masas
entre los iones y las particulas de polvo. Esto debido a que, hasta ahora, ); es un
parametro que se ha mantenido fijo en el estudio de la velocidad de fase y existencia
de solitones, pero que puede tener un valor diferente sin ningin problema. A lo
largo esta tesis siempre se ha hablado de iones o protones, pero otra particula que
también puede estar presente en un plasma polvoriento es el positron. Este es el caso
de los plasmas de pares con polvo, ya sean espaciales, astrofisicos o experimentales,
en donde las tres especies siguen participando del comportamiendo colectivo del
plasma [132-136]. Al haber positrones en vez de iones en el plasma polvoriendo, el
valor de (); cambia inevitablemente, siendo mucho més pequeno que el valor utilizado
hasta ahora, que es ); = 0.1. Un positron tiene la misma masa que un electrén, pero
con carga opuesta, por lo que en este caso, ); = (.. Luego, en las Figuras 5y 6
revisamos como cambian los rangos de existencia de solitones para los parametros
asociados al polvo, como la carga, la densidad de niimero y la densidad de carga, en
comparacion a cuando @); = 0.1.

Lo primero que se puede observar en las Figuras 5 y 6, es que para @); = .,
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Figura 5: Coeficiente de dispersién ¢ versus Z; cuando n/, = 0.055 (co-
lumna I), versus n, cuando Z; = 10 (columna II) y versus Zyn), (co-
lumna IIT) para @; = Q.. Las lineas discontinuas cortas (largas) corres-
ponden a B = 0.1 (B0 = 0.75), que representan electrones débilmente
relativistas (reltivistas) en el fondo. Los colores corresponden a diferen-
tes velocidades para los positrones: 8, = 0.1 (negro), B0 = 0.3 (café) y

Bpo = 0.7 (azul).

las cuatro soluciones de la ecuacién (3.22) producen un coeficiente de dispersién ¢
positivo para algin rango definido de Zg, ngo y Zanly, a diferencia del caso anterior,

en donde sélo My y My producen coeficientes de dispersion positivos. También se
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puede notar que no se ve una diferencia evidente entre tipo linea y color, como si
lo es en las Figuras 3 y 4. En la Figura 5, los paneles (a)—(c) y (g)—(i) no existen
en el caso con (); = 0.1. Para el coeficiente de dispersion ¢;, si los electrones de
fondo son débilmente relativistas (linea discontinua corta), existen soluciones tipo
solitén para valores cercanos a Z; ~ 35, n), ~ 0.2y Z,nl, ~ 2, a medida que
la velocidad de los positrones se va haciendo cada vez més relativista (cambio de
color en la linea discontinua corta). En el caso contrario, cuando los electrones en
el fondo son relativistas (linea discontinua larga), el rango anterior en donde hay
solitones aumenta a Z; ~ 80, n, ~ 0.45 y Zynl, ~ 4, a medida que los positrones
adquieren velocidades relativistas (cambio de color en la linea discontinua larga). Hay
que notar que este aumento en el rango se produce de manera mas evidente para
velocidades débilmente relativistas de positrones (linea discontinua larga de color
negro), ya que en las tres columnas de la Figura 5 es la curva que llega mas lejos,
no asi para velocidades mas grandes (linea discontinua larga de color azul). Para
los paneles (g)—(i), que también corresponden a un modo que antes no existia, se
tiene una situacién similar a la descrita para (a)—(c). Cuando los electrones de fondo
son débilmente relativistas (linea discontinua corta) existe solucién para la ecuacién
(3.22) hasta Z; ~ 38, n), ~ 0.2 'y Zgnl, ~ 2, que se mantiene mas o menos igual a
medida que los positrones alcanzan velocidades méas grandes (cambio de color en la
linea discontinua). Cuando los electrones de fondo son relativistas (linea discontinua
larga), los rangos de existencia cambian a Z; ~ 82, nl, ~ 0.25 y Zyn/, ~ 4 para
velocidades relativistas en los positrones (cambio de color en la linea discontinua
larga).

En el caso del coeficiente de dispersion gq, al comparar las Figuras 3(a)—(c) y 5(d)—

(f), se observa que para electrones no relativistas de fondo, el rango de existencia
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Figura 6: Coeficiente de dispersién ¢ versus Z, cuando n/,, = 0.055 (co-
lumna I), versus n, cuando Z; = 10 (columna II) y versus Zyn, (colum-
na III) para @Q; = Q.. Las lineas discontinuas cortas (largas) corresponden
a Bio = 0.1 (Bip = 0.75) de fondo, que representan electrones débilmente
relativistas (reltivistas). Los colores corresponden a diferentes velocidades
de los positrones: B9 = 0.1 (negro), Beo = 0.3 (café) y o = 0.7 (azul).

cambia de Z; ~ 40 nljy ~ 0.25 'y Zynly ~ 2 a Zy ~ 200 nlyy ~ 1.1y Zgnl, ~ 10, esto
debido al cambio de iones por positrones y la presencia de velocidades relativistas de
estos ultimos. Cuando los electrones de fondo son relativistas, el aumento del rango

de existencia es mas grande que el mencionado anteriormente, ya que en este caso
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Zg ~ 280, nlyy ~ 1.6 y Zgnl,, ~ 16. El coeficiente de dispersién del modo rapido gy,
también muestra cambios notorios, pero mas bien en la forma de las curvas que en los
rangos de existencia de solitones dados por Zy, nl, y Zanl,. Se siguen manteniendo
estas zonas de densidad de carga baja y alta, pero esta vez, la separacién es mas
pequena que para el caso con ; = 0.1.

La Figura 6 es similar a la Figura 5, pero esta vez, son los positrones la especie
de fondo. La forma de las curvas y los rangos de existencia son muy parecidos al del
caso anterior, donde sigue habiendo solitones para las cuatro soluciones de (3.22). A
grandes rasgos, no sucede nada mas de lo que ya se ha descrito.

Las Figuras 5 y 6 muestran que la masa de las especies si es relevante a la hora de
estudiar la existencia de solitones con el modelo que se ha presentado en el Capitulo 3,
por lo que representa un punto interesante en el cual podriamos continuar el estudio
de la existencia y caracterizacién de solitones en un plasma polvoriento y relativista.
Por ahora, se seguira el analisis considerando iones y no positrones, pero es relevante
tener conciencia de lo que sucede cuando dos de las especies no son tan masivas en

comparacion al polvo.

4.3. Ancho y amplitud del solitén

Una vez que se encuentran los posibles valores de ¢ para un set de parametros
en especifico, se pueden utilizar esos mismos valores para calcular el ancho A y la
amplitud ¢, de los solitones encontrados para este plasma.

La Figura 7, en los paneles (a)—(c), se muestra el ancho de un solitén para el
modo lento de la velocidad de fase, es decir, esta asociado al coeficiente de dispersion
g2 mostrado den la Figura 3. Se puede observar que, dependiendo de la velocidad

de los iones y de Z; y nly, el solitén tiene un ancho definido y creciente. Cuando la
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Figura 7: Ancho A del solitén (3.36) versus Z; cuando n, = 0.055 (co-
lumna I), versus n/,, cuando Z; = 10 (columna II) y versus Zn, (colum-
na III). Los paneles (a)—(c) muestran el ancho asociado al modo lento,
mientras que los paneles (d)—(i) representan el modo rapido. Las lineas
discontinuas cortas (largas) corresponden a B9 = 0.1 (5o = 0.75), que re-
presentan electrones débilmente relativistas (reltivistas) en el fondo. Los
colores corresponden a diferentes velocidades de los iones: ;0 = 0.1 (ne-
gro), Bio = 0.2 (rojo), Bip = 0.3 (café), Bix = 0.4 (naranjo), B;p = 0.5
(amarillo), B = 0.6 (verde), B0 = 0.7 (azul), Bip = 0.8 (violeta) y
Bio = 0.9 (rosado).

velocidad de los iones aumenta, y los electrones de fondo son débilmente relativistas,
el rango para Z; y n, en el cual se sostienen los solitones crece también. Esto ocurre
de igual manera al introducir efectos relativistas en los electrones de fondo, pero estos

rangos para Z; y ny, disminuyen sutilmente, mientras el solitén se hace levemente

més ancho. En los paneles (d)—(f) correspondientes al ancho del solitén para el modo
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rapido de propagacién y densidad de carga Zgn/,, baja, se observan efectos similares
a los del modo lento, con la diferencia de que los solitones son mas anchos cuando
los electrones de fondo son relativistas y los iones tienen velocidad de hasta S,y = 0.4
(color naranjo). Para f;p = 0.5 (color amarillo), el ancho se mantiene mas o menos
igual, independiente de los efectos relativistas en los electrones. Cuando los electrones
de fondo son débilmente relativistas, los solitones son mas anchos para velocidades
desde f3;0 = 0.6 hasta 3,0 = 0.9.

En los paneles (g)—(i), se tiene el ancho del soliton para densidades de carga
Zgn, altas, en donde lo que sucede con el ancho es un poco mas difuso. En este
caso, los solitones empiezan a existir para densidades de carga mas grandes cuando
los electrones de fondo son débilmente relativistas mientras la velocidad de los iones
crece. Con estas condiciones, el soliton es mas ancho en comparacién a cuando los
electrones de fondo se mueven con velocidades relativistas.

El caso de velocidades contrarias esta presente en la Figura 8, en donde la especie
de fondo son los iones. En esta figura es mas clara la diferencia entre iones débilmente
relativistas (linea discontinua corta) e iones relativistas (linea discontinua larga) de
fondo, en comparacion con la anterior. Para el modo lento, se tiene el ancho del
solitén en los paneles (a)—(c). Se observa un comportamiento similar al mostrado en
la Figura 7, en donde los iones relativistas producen solitones mas anchos, con la
excepcion del caso en que [, = 0.4, en donde el solitéon es mas ancho para iones de
fondo débilmente relativistas.

Para el modo rapido y densidades de carga Zn/,, bajas y altas, ocurre lo opuesto,
como se muestra en los paneles (d)—(i). Para estos parametros, los iones débilmente
relativistas son los que producen solitones mas anchos.

Otra caracteristica relevante de los solitones es su amplitud, que se analiza en
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Figura 8: Ancho A del solitén (3.36) versus Z; cuando nl, = 0.055 (co-
lumna I), versus n/,, cuando Z; = 10 (columna II) y versus Z,n, (colum-
na III). Los paneles (a)—(c) muestran el ancho asociado al modo lento,
mientras que los paneles (d)—(i) representan el modo rapido. Las lineas
discontinuas cortas (largas) corresponden a ;0 = 0.1 (8o = 0.75), que
representan iones débilmente relativistas (reltivistas) en el fondo. Los co-
lores corresponden a diferentes velocidades de los electrones: B, = 0.1
(negro), Beo = 0.2 (rojo), Beo = 0.3 (café), B = 0.4 (naranjo), Beo = 0.5
(amarillo), Beo = 0.6 (verde), So = 0.7 (azul), fo = 0.8 (violeta) y
Beo = 0.9 (rosado).

las Figuras 9 y 10 con respecto a Zg, nly y Zanl,. En este caso los solitones son de
potencial electrostatico, cuya amplitud puede ser positiva o negativa. Esto da origen
a solitones compresivos y rarefactivos, respectivamente.

Para el modo lento, se puede ver en los paneles (a)—(c) de la Figura 9, que para

todos los valores posibles de densidad de carga Z;n/y, los solitones que se producen
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son rarefactivos. Dentro de esto mismo, son los electrones débilmente relativistas los
que producen mayores hendiduras de potencial a medida que crece la velocidad de
los iones, es decir, se hacen cada vez mas negativos.

Por otro lado, para el modo rapido y baja densidad de carga Z;n/y, se tienen los
paneles (d)—(f) de la Figura 9. Bajo estas condiciones se manifiesta que los valores
que pueda tomar la amplitud son muy sensibles a los cambios en la velocidad de los
iones y los electrones. Se pueden observar discontinuidades que hacen que el soliton
pase de ser compresivo a rarefactivo en diferentes puntos de la densidad de carga
del polvo, y cada discontinuidad es distinta, dependiendo del valor de la velocidad
de las especies. Este comportamiento es igual para los paneles (g)—(i), en donde la
densidad de carga Z;n/,, es mucho mas alta.

Si se analiza la forma que tienen las expresiones que describen la amplitud y el
ancho del solitén (3.36), se tiene que ¢ = 3V/py A = \/W , Tespectivamente.
Las discontinuidades presentes en las Figuras 9 y 10 se deben a que para alguna
combinacion de los pardmetros estudiados, el coeficiente no lineal es p = 0. Este
coeficiente se compone de expresiones que acompanan a la parte no lineal de la
ecuacién (3.33), A, y a expresiones que acompanan a la parte temporal B, de la
misma ecuacién. Con esto se tiene que ¢g = 3V B/A, por lo que en los puntos de
discontinuidad de la amplitud, la parte no lineal de (3.33) es A = 0. Por otro lado,
la amplitud del solitén no posee ninguna discontinuidad, ya que A = /4/V B,y
para este espacio de parametros, los términos temporales de la eq. (3.33), en ningtin
momento son nulos. Esto quiere decir que la amplitud del soliton crece infinitamente
mientras el ancho se mantiene finito.

En la Figura 10 se muestra lo mismo que en la Figura 9, pero esta vez la especie de

fondo son los iones. El comportamiento es muy similar al descrito en la figura anterior,
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Figura 9: Igual que en la Fig. 7, pero para la amplitud del solitén (3.36).

en donde para el modo lento se tienen solitones rarefactivos, mientras que para el

modo rapido pueden ser compresivos o rarefactivos dependiendo de la velocidad de las

especies y del valor de la densidad de carga Z;n/;,,. En este caso se siguen presentando

discontinuidades producidas por las mismas razones que lo visto en la Figura 9, y se

sigue observando que la amplitud es sensible al cambio de velocidad de los iones y

los electrones, por lo que se revisara con mayor detalle en las siguientes figuras.

Para estudiar como impacta el cambio de velocidades en la amplitud, se realizan

dos tipos de graficos: uno de la amplitud ¢, versus [,y y otro versus S;. El primer

caso se tiene en la Figura 11, en donde se fija el valor de la densidad de carga y se

grafica la amplitud mientras varfa la velocidad de los electrones. En el panel (a) se

tiene la amplitud para el modo lento y densidad de carga baja, en donde se tiene que
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Figura 10: Igual que en la Fig. 8, pero para la amplitud del solitén (3.36).

los solitones son rarefactivos, independiente del valor de (3., para cierto valor de (3.
Para velocidades débilmente relativistas de los electrones, se tiene que la amplitud
del solitén se hace mas negativa para iones débilmente relativistas (hasta ;0 = 0.2),
para luego aumentar su amplitud, haciéndose menos negativa. Esta tendencia se
mantiene para valores mas grandes de [, hasta que para valores mas cercanos a
Peo ~ 1.0 se invierte. En el panel (b) se muestra la amplitud ¢ del solitén para el
modo rapido y densidad de carga Z;n, baja. Para distintos valores de (3, se ven
discontinuidades en la amplitud a medida que va creciendo Bo. Estos solitones parten
siendo compresivos y disminuyendo su amplitud, para luego de la discontinuidad,
pasar a ser rarefactivos. Para este 1ltimo caso, mientras mas crece la velocidad de

los electrones y de los iones, la amplitud se va més répido a cero. En el panel (c) se
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tiene la amplitud del solitén para el modo rapido, pero densidad de carga Zn, alta.
En este caso, el soliton es mayormente rarefactivo, salvo para (;p = 0.9, en donde la
amplitud del soliton es positiva desde [ ~ 0.2 hasta [, ~ 0.75, para luego tener
amplitud negativa. Las discontinuidades que se muestran en los paneles (b) y (c) son
consistentes con lo que se observa en las Figuras 9 y 10, ya que estas discontinuidades

ocurren por las mismas razones anteriores, es decir, para A = 0.
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Figura 11: (a) Amplitud ¢ del solitén versus (.o para el modo lento y
densidad de carga Zynl, baja. (b) Amplitud ¢y del solitén versus S
para el modo rapido y densidad de carga Z;n/,, baja. (¢) Amplitud ¢q del
solitén versus [ para el modo réapido y densidad de carga Z;n), alta.
Los colores corresponden a diferentes velocidades de los iones: 3;p = 0.1
(negro), Bio = 0.2 (rojo), B = 0.3 (café), Bp = 0.4 (naranjo), B = 0.5
(amarillo), By = 0.6 (verde), By = 0.7 (azul), Bjp = 0.8 (violeta) y
Bio = 0.9 (rosado).

En la Figura 12 se tiene el caso contrario a el ya descrito, en donde la amplitud
depende de la velocidad de los iones f3;y, para distintos valores de 3. El panel (a) es

similar al de la Figura 11, en donde se muestra la amplitud del solitén para el modo
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lento y densidad de carga baja. La amplitud sigue siendo negativa, haciendo que los
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Figura 12: (a) Amplitud ¢q del solitén versus f;y para el modo lento y
densidad de carga Zgn/, baja. (b) Amplitud ¢, del solitén versus Sy
para el modo rapido y densidad de carga Z;n/, baja. (¢) Amplitud ¢y del
solitén versus [y para el modo rdapido y densidad de carga Z;n/,, alta. Los
colores corresponden a diferentes velocidades de los electrones: S, = 0.1
(negro), Beo = 0.2 (rojo), Beo = 0.3 (café), Beo = 0.4 (naranjo), S = 0.5
(amarillo), B = 0.6 (verde), B = 0.7 (azul), feo = 0.8 (violeta) y
Beo = 0.9 (rosado).

solitones sean rarefactivos. La amplitud es cada vez menos negativa para valores mas
grandes de [0, al mismo tiempo que va aumentando (.q, hecho que se invierte para
valores mas grandes de ;5. Para valores inferiores a ;0 ~ 0.1, se observa una zona
en donde la amplitud toma valores complejos, y que es real muy cerca de cero.

En el panel (b) se presenta la amplitud para el modo rapido, pero densidad de
carga baja. Al igual que en la Figura 11, los solitones pueden ser compresivos o
rarefactivos dependiendo del valor de las velocidades del las especies. Para todos los

valores revisados de (.o, la amplitud parte siendo negativa, decrece infinitamente,
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y luego se vuelve positiva a medida que crece ;9. Luego de ;9 ~ 0.8, la amplitud
del solitén es més grande para velocidades pequenas de los electrones. El panel (c)
muestra la amplitud para el modo rapido y densidad de carga Zyn/,, que al igual
que en el panel (b), los solitones comienzan siendo compresivos. Esto es cierto hasta
valores cercanos a f3;p ~ 0.8, en donde luego de decrecer infinitamente, la amplitud
se invierte. Los solitones tienen una amplitud méas negativa para valores relativistas
de la velocidad de los electrones, cosa que también se invierte pasado (5;0 ~ 0.6, en
donde son las velocidades mas pequenas las que producen solitones mas negativos.
Estas discontinuidades, al igual que las estudiadas en las Figuras 9-12, se deben a
que en esos puntos las expresiones que acompanan al término no lineal de la ecuacién

(3.33) son nulas, es decir, A = 0.

4.4. Perfil del soliton y relevancia de los efectos
relativistas

En esta seccién se muestra la forma explicita que poseen los solitones que han
sido encontrados bajo todas las condiciones de existencia que se han estudiado en
este capitulo, ademds de revisar el impacto de los efectos relativistas en los iones y
electrones en la forma de de estas estructuras localizadas.

En las siguientes figuras se definen como especies no relativistas a aquellas que
las describen las ecuaciones de continuidad (3.1), movimiento (3.2) y de Poisson
(3.3), cuando el pardmetro a es nulo y cuando ;o = 1. También se considera una
densidad de carga baja cuando Z; = 10 y nl, = 0.055, y una alta cuando Z; = 300
y nyy = 0.15.

Con esto en mente, realizamos la Figura 13, en donde se tiene el perfil del solitén

que existe para el modo lento y densidad de carga baja. En el panel (a) se grafica
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Figura 13: Perfil del solitén ¢/ para el modo lento y densidad de carga baja
Zan!yy, = 0.55. El tipo de linea representa (a) especies sin efectos relativis-
tas (linea continua), (b) efectos débilmente relativistas en los electrones
de fondo con S = 0.1 (linea discontinua corta) y (c) efectos relativistas
en los electrones de fondo con B = 0.75 (linea discontinua larga). Los
colores representan distintos valores para la velocidad de los iones, al igual

que en las otras figuras.

este perfil cuando los electrones y los iones son no relativistas. Salvo para velocidades
muy pequenas de iones y electrones (linea negra), la amplitud y el ancho del solitén
es la misma, independiente del valor que tenga la velocidad de cualquiera de las
especies. Se puede notar que esto cambia al incluir efectos relativistas en las especies,
como se puede ver en los paneles (b) y (c¢). En el primer caso, se tienen electrones
débilmente relativistas de fondo, en donde se ve que mientras aumenta la velocidad
de los iones, la amplitud y ancho del solitén disminuyen, salvo para f;p = 0.1 (linea
discontinua corta negra), que comienza siendo menos negativo y més ancho que el
solitén de la velocidad que sigue (color rojo). En el panel (c) se ve el perfil del solitén

para electrones de fondo relativistas, en donde se puede ver que la amplitud de los
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solitones se hace menos negativa hasta ;0 = 0.6 (color verde), para luego hacerse mas
negativa que en el caso del panel (b). Cuando los electrones de fondo son relativistas,
los solitones son siempre mas anchos en comparacion al caso débilmente relativista,
pero en ambos casos, son mas angostos que cuando no hay ningin efecto relativista
presente en las ecuaciones.

Posteriormente, se tienen los solitones para el modo réapido en la Figura 14. En
los paneles (a)—(c) la densidad de carga es baja Zyn), = 0.55, y en los paneles (d)—(f)
la densidad de carga es alta Zgn!,, = 45. En el caso no relativista, a diferencia del
modo lento, los solitones son positivos sin importar el valor que puedan tener las
velocidades de las especies. Para valores de (3, méas pequenos, se obtienen solitones
de mayor ancho y amplitud, caracteristicas que van disminuyendo a medida que
crece (i, para luego mantenerse sin cambios. Al introducir efectos relativistas en las
ecuaciones, para electrones débilmente relativistas en el fondo, se aprecian cambios
notorios en el ancho y la amplitud de los solitones del panel (b) en comparacién a los
del panel (a). En primer lugar, dependiendo del valor de la velocidad de los iones,
se tienen solitones compresivos con mayor amplitud y mas angostos. Para g,y = 0.1
(negro) y Bio = 0.2 (rojo), el solitén decrece su amplitud y su ancho, para luego crecer
y enangostarse. Al aumentar la velocidad de los electrones a rangos relativistas, se
ve que dependiendo del valor de la velocidad de los iones, se presentan solitones
compresivos y rarefactivos, como se muestra en el panel (c). A diferencia del panel
(b), las velocidades de iones mas pequenas producen solitones con amplitud negativa
y mas anchos (negro, rojo y café). Las velocidades de iones mas grandes producen
solitones compresivos de variadas amplitudes y anchos, que pueden crecer, igualar
0 ser mas pequenos mientras [;y sigue aumentando, lo cual es consistente con lo

observado en las Figuras 7-12. Cuando la densidad de carga es alta, se ve en los
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Figura 14: (a)—(c) Perfil del solitén ¢} para el modo rapido y densidad de
carga baja Zynl, = 0.55. (d)—(f) Perfil del solitén ¢} para el modo rapido
y densidad de carga alta Zgn/,, = 45. El tipo de linea representa especies
sin efectos relativistas (linea continua), efectos débilmente relativistas es
los electrones de fondo con S,y = 0.1 (linea discontinua corta) y efectos
relativistas en los electrones de fondo con S, = 0.75 (linea discontinua
larga). Los colores representan distintos valores para la velocidad de los
iones, al igual que en las otras figuras.
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Figura 15: Igual que para la Figura 13, pero con los iones como especie
de fondo.

paneles (d)—(f) que estas estructuras localizadas son notoriamente més angostas que
lo que se ha revisado hasta ahora. También son rarefactivas y su amplitud es cada
vez mas negativa a medida que aumenta la velocidad de los iones y los electrones.

Se pueden realizar figuras similares para el caso en que los iones son la especie de
fondo, en donde se muestran los solitones para el modo lento en la Figura 15 y para
el modo rapido en la Figura 16. En ambas situaciones, el comportamiento general
de la forma que poseen los solitones es el mismo que el presentado en las Figuras
13 y 14, en donde para el modo lento los solitones son rarefactivos y para el modo
rapido dependen de manera sensible de la velocidad que poseen las especies, siendo
consistente con lo estudiado en las Figuras 7-12.

Como los iones son una especie mas masiva que los electrones, se observa en ambos
modos que es menos notoria la diferencia entre perfiles al aumentar la velocidad

de los electrones que de los iones. Esto mismo hace que no se detecten diferencias
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exageradas en la forma del solitén en los paneles (a) y (d) de las Figuras 15 y 16, en

donde el modelo no posee efectos relativistas.

4.5. Discusién y resumen

Es este capitulo se estudia la existencia y forma de solitones en un plasma polvo-
riento y completamente relativista en la velocidad de las especies que lo componen.
Para determinar la existencia de estas estructuras localizadas, es necesario que el
coeficiente de dispersién ¢, de la ecuacién KdV (3.33) sea positivo, ya que de esta
manera el solitén (3.36) corresponde a una solucién de dicha ecuacion. El coeficiente
de dispersion depende explicitamente de la velocidad de fase M de este plasma, por
lo que en la Seccién 4.1, se revisan las cuatro soluciones de la ecuacion de Poisson
(3.22), que proporcionan los modos de propagacién que pueden hacer que ¢ sea po-
sitivo. Estas cuatro soluciones existen para dos casos: uno en donde los electrones
mantienen dos velocidades fijas, una con un valor débilmente relativista (8. = 0.1)
y otra con un valor relativista (5.0 = 0.75), mientras aumenta de manera discreta la
velocidad de los iones desde 3;p = 0.1 hasta 3, = 0.9; el otro caso es completamente
opuesto, en donde son los iones los que se mantienen con velocidades fijas de fondo
(Bio = 0.1y Bio = 0.75), y que los electrones aumentan discretamente su velocidad
desde (.o = 0.1 hasta B, = 0.9. Cuando los electrones estan de fondo, se presenta
la Figura 1, con las cuatro soluciones para la velocidad de fase M. Dos de ellas son
llamadas los modos lentos, M; y M, y las otras dos los modos rapidos, M3 y Mj.
El modo més lento M; posee valores negativos para Zg, nl, v Zanl, en donde M;
es real, que dependeran de las velocidades de los electrones y los iones, ya que para
cada tipo de linea y color, se tiene un nimero distinto de la densidad de carga. Estos

valores son cercanos a Z; ~ 40, nl, ~ 0.24 y Zyn),, ~ 2.3 para las velocidades mas
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grandes. De igual manera sucede para Ms, en donde esta vez, este modo lento son
positivos. También posee los mismos valores para Zg, nyy y Zan'y,, dependiendo de la
velocidad de las especies para los cuales M es real. Para los modos lentos, se puede
observar una leve diferencia en el valor de M que depende de si los electrones de
fondo son débilmente relativistas (linea discontinua corta) o relativistas (linea dis-
continua larga), para distintas velocidades de los iones (cambio de color en la linea).
El caso de los modos rapidos es similar, con la diferencia de que existe una zona in-
termedia en donde M no es real, lo que separa las soluciones en dos rangos: densidad
de carga baja y alta, con los valores de Z; y n/;, que le correspondan. Para la rama
con los valores bajos, M3 es decreciente y M, creciente, ademads de tener los mismos
limites que se mostraron en el modo lento para la densidad y nimero de carga. Para
la rama con los valores altos y velocidad pequena de los iones (color negro), el modo
empieza a existir a partir de Z; ~ 180, nly ~ 1y Zynl, ~ 10. Mientras crece la
velocidad de los iones (cambio de color), los rangos en donde empieza a existir la
solucion para M tambien crecen, en particular cuando los electrones de fondo son
débilmente relativistas.

Cuando la especie de fondo se invierte, se tiene la Figura 2, en donde el com-
portamiento general para la velocidad de fase es muy parecido al ya descrito para la
Figura 1. Se pueden apreciar dos diferencias de manera inmediata: la primera es que
los rangos en que la velocidad de fase es real son notoriamente distintos para cuando
los iones de fondo son débilmente relativistas y cuando son relativistas (cambio en
el tipo de linea), y la otra es que las soluciones se agrupan por tipo de linea y no por
color, como en el caso anterior. Esto indica que se puede apreciar un mayor impacto
en la velocidad de fase cuando es la especia masiva la que cambia su velocidad desde

rangos débilmente relativistas a relativistas, aunque ambos casos son consistentes
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entre si y muestran los mismos efectos de modo general.

Una vez que se tienen estas cuatro soluciones para la velocidad de fase, con ellas se
estudia cudl de estos modos puede originar estructuras localizadas segun la ecuacion
de KdV (3.33). Para que esto pase, el coeficiente de dispersion ¢ debe ser positivo,
lo que se muestra en las Figuras 3 y 4. El modo lento M; y el modo rapido My,
son las soluciones que producen ¢ > 0, en donde se tiene en escala logaritmica, un
comportamiento muy similar al de las Figuras 1 y 2. Esta escala es 1til para poder
identificar las zonas donde el coeficiente de dispersién es positivo, sin entorpecer la
figura con escalas muy grandes. Los valores de existencia para Zg, nl, y Zgn., son
los mismos que ya se han reportado.

Como se observa una clara diferencia en los efectos que tiene que los electrones o
los iones sean la especie de fondo, se hace el analisis con positrones en la Subseccion
4.2.1. Los positrones, al tener la misma masa que los electrones, quitan la asimetria
que traen las masas distintas, como se observa en las Figuras 5 y 6. Estas figuras
siguen presentando algunas diferencias con respecto al caso con iones en lugar de
positrones, y entre si, pero se puede quitar la variable masa como una de las causales.
La existencia de los solitones se da para las cuatro velocidades de fase y no para dos
como en el caso anterior, lo que permite ver que el caso con positrones es mas
profundo que lo que se estudia en este capitulo, dejando la posibilidad de continuar
por este camino en un futuro.

Con respecto a los solitones en si, se caracterizan en las figuras siguientes, en
donde se estudia detalladamente su ancho y su amplitud segtin la informacion obte-
nida hasta ese punto, como cudles velocidades de fase producen solitones, para qué
valores de la densidad de carga Z;n!,, v para qué velocidades de iones y electrones.

El aumento en la densidad de carga de las particulas de polvo tiende a ensanchar
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los solitones producidos del modo lento, al introducir especies relativistas al plasma,
caracteristica que se invierte para el modo rapido. Cuando la densidad de carga sigue
aumentando en el modo rapido, los solitones vuelven a ser mas anchos, como se apre-
cia en las Figuras 7 y 8. En cuanto a la amplitud de los solitones, es dificil generalizar
su comportamiento ya que, como se ha visto detalladamente en las Figuras 9-12, su
variacion es altamente sensible al cambio en la velocidad de las especies cuando se
introducen efectos relativistas. En las Figuras 13-16, se muestra que el modo rapido
es mas sensible a los cambios de velocidad que el modo lento.

Hay que notar que en este capitulo se explora de la manera mas general posible
los parametros libres que posee este modelo de plasma polvoriento. Por esta razén
hay que tener en mente que tal vez algunas combinaciones de pardametros no tienen
mucho sentido fisico, aunque las ecuaciones permitan que sea posible. Un ejemplo
es la gran diferencia que existe entre las velocidades de los iones y los electrones
en algunos casos, que puede llevar a inestabilidades en el plasma. Todo esto con el
fin de ser rigurosos y por completitud. Por lo tanto, estos casos con menos sentido
fisico podrian ser discriminados en un futuro, al estudiar este plasma por medio de

simulaciones numéricas.



Capitulo 5

Plasma relativista y magnetizado
con particulas de polvo

En el Capitulo 3 se estudié la forma de las ecuaciones para un plasma con particu-
las de polvo, homogéneo, relativista y no magnetizado. Dichas expresiones fueron
perturbadas no linealmente, y luego de trabajo algebraico, se encuentra una ecua-
cién de KdV. Esto implica que, dependiendo de los valores de los parametros del
sistema, existen solitones capaces de sostenerse en el plasma. El analisis de los co-
eficientes que permiten lo anterior, se realiz6 de manera numérica y grafica en el
Capitulo 4, donde se puede observar que dada una velocidad de fase determinada,
el coeficiente de dispersion ¢ es positivo, produciendo solitones. En conjunto a esto,
se estudié que dicho soliton posee un ancho y una amplitud definidos, los cuales son
sensibles a los efectos relativistas en los electrones y los iones.

El objetivo de este capitulo es mostrar y analizar los cambios que los resultados
anteriores puedan presentar debido a la presencia de un campo magnético externo
y homogéneo en este sistema, que debido a esto, es anisotrépico. Esto implica que
las particulas se comportan de manera distinta si se mueven en direccién paralela al
campo magnético o perpendicular. En la Seccion 5.1 se hace una revisién de la nueva

forma para las ecuaciones de continuidad, movimiento y de Poisson para este plasma
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magnetizado y con particulas de polvo, que luego es perturbado no linealmente en la
Seccién 5.2, para posteriormente determinar la existencia de solitones en este sistema,

en la Seccién 5.3.

5.1. Ecuaciones

A diferencia de las ecuaciones presentadas en el Capitulo 3, para hacer el analisis
en presencia un campo magnético, es necesario volver a la forma vectorial de las
mismas. El campo magnético supone una ruptura en la simetria espacial del plasma,
y por lo tanto, de sus ecuaciones y los posibles solitones que se puedan propagar.

Volviendo al Capitulo 2, revisamos la forma que tienen las ecuaciones adimensio-
nales que describen la dinamica de un plasma relativista y magnetizado con particulas
de polvo en (2.19), (2.20) y (2.21). Si se supone un campo magnético de fondo en la
direccién 2/, B = By 2" v que las perturbaciones pueden propagarse en el espacio de
tres dimensiones, entonces el andlisis que hay que desarrollar puede depender de un
angulo de propagacion con respecto al campo magnético, debido a que no es igual
la propagacion perpendicular a la paralela al campo magnético. Este angulo puede
definirse en el plano (', ') o (v/, 2'), ya que ambas alternativas son andlogas. En esta
ocasioén se elige el plano (z/,2'), lo que permite utilizar 9, = 0, para la simplicidad
de los célculos.

Utilizando lo descrito anteriormente, escribimos la ecuacién de continuidad, de

movimiento y de Poisson como sigue:
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O ) + o (W) + 2 (mlsvl) =0 5.1

;7@ <88t, + v}y% + U}zfaaz,> (V3vjar) = M g(b: €Y Uy — Oéjaxé , (5.2)
12105 (g + i + e ) Qi) = i (5.3
;7 Q; <88t/ + 88/ + v 88 ) (vvjr) = nmiys gf Q; (ZZ% , (5.4)
a%, 62¢/ Zn]n i (5.5)

En este caso, como el problema es en el espacio tridimensional, el factor relativista

—1/2 _
Y e
,7‘7 - C/Q - 02 )

,+v

de Lorentz queda

2
. De igual manera que en el caso no magne-

considerando que v'; = v’ x/ + 0
tizado, la variable a representa los efectos relativistas en la expresion, lo que facilita
poder identificar los términos que provienen de dichos efectos. Para a = 0 se tiene el

caso no relatvista y para a = 1, el caso relativista.

5.2. Perturbaciones no lineales

De manera analoga a la metodologia presentada en el Capitulo 3, resolvemos este
sistema de ecuaciones para el potencial electrostatico ¢’, ya que es esta magnitud
fisica la que acopla las cantidades caracteristicas de este plasma polvoriento. En-
tonces, se comienza el estudio de este sistema magnetizado, definiendo un angulo 6
que permite analizar la propagaciéon de las ondas con respecto al campo magnético

en el plano. Esto se traduce en la direccion de propagacién k' = sinfz’ + cosf 2/,
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donde si # = 0, se recupera el caso no magnetizado. Por lo tanto, se realizan per-
turbaciones no lineales finitas y pequenas, en donde se introduce un sistema de
coordenadas que es solidario con la propagacion de las ondas en el plasma. Este
nuevo sistema de coordenadas es similar al del caso no magnetizado, pero con la
diferencia de que evidencia la proyecciéon en el espacio debido a la presencia del
campo magnético. Esto, a través de la direccion de propagaciéon k' de la forma
£ = gl/? (E’ o — Mt') = Y2 (2'sinf 4 2/ cos@ — Mt') para la coordenada espa-
cial y 7 = €32t para la coordenada temporal. De igual manera que en el Capitulo
3, € < 1 es un parametro pequeno que representa la no linealidad del sistema y M
la velocidad de fase de la onda que se propaga.

A partir de lo anterior, se reescriben las ecuaciones de continuidad (5.1), de
movimiento en el espacio (5.2), (5.3) y (5.4), y de Poisson (5.5), en funcién de estas

nuevas coordenadas como sigue:

d d .0 0
(667 - M(‘?{) (nfyj) + sin 08—5(71;7]-11;1,) + cos Ha—f (ng«ij}ﬂ) =0, (5.6)
0 d
5y Qj [ 3/28 +e'2 (v}, — M) 85} (Vi) = (5.7)
.09 o
61/277jn;-*yj smeaé 7; ]%Q/ ’ 1/2aj Smeaig :
d 0
7 Q; [ 3/28 +e'/2 (v, — M) 65} () = N Qv (5.8)
3} o' on’;

9 @
n;’Yij [65?7' + (v;-p — M) 85} (*y] JZ) = njn;fyj cos — o€ — ovj cos 0 —= 8§ (5.9)
82 /
8852) =Y iy, (5.10)
J

r_ . /
en donde se define vj, = v}, sinf + vy, cos 6.

El sistema de ecuaciones (5.6)—(5.10) puede ser desacoplado para ¢'. Para esto, se
perturba dicho sistema de ecuaciones con respecto al parametro no lineal €, de igual

manera que se hizo en el Capitulo 3. Asi, se expande el potencial eléctrico ¢, y para
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cada especie, la densidad de nimero y la velocidad con respecto a :

O =epr+edh+-ee

A / 2/

P 3/2.1 2,/

/ij/ = UjiB/O + 19 ijll + ) /ij/Q + ety (511)
ro_ 3/2,/ 2,/

’ij/ = ijlo + g ijll + g ij/2 + ety
o / 2,/

sz/ — szlo + g,UjZ/l _|_ 5 UjZ’Q + .

Las ecuaciones de movimiento en el plano (z/,y), (5.7) y (5.8), respectivamente,
poseen una dependencia explicita de la variable no lineal £ a una potencia no entera.
Debido a esto, es util que en las expansiones para las velocidades U;'m’ y v;y, en el
plano, mostradas en (5.11), el primer término proporcional a ¢ de la expansién sea
£3/2. De esta manera se balancean los exponentes de las potencias de € y se evita
que haya términos proporcionales a potencias negativas de la variable no lineal en
las ecuaciones perturbadas. Con esto, se reemplaza (5.11) en (5.6)—(5.10), para luego
reagrupar las expresiones proporcionales a potencias de ¢, hasta el orden 5/2.

Para escribir y desarrollar las expansiones de manera mas sencilla analiticamente,
primero se desarrolla el factor de Lorentz 7, para el plasma magnetizado. Luego,

. 2 2 ;2 ;2 . .
definiendo vj" = v%,0" + vj,0" + Vi, se obtiene:

av’. , v,
jz'0 j2"1 3/2 / / / /
s 1 + d + =% a YjaoYizn | Viyoliy't
iR = N 3/2 TN 3/2 72 72
1 a’U]-O 1 avjo 1 a’UjO
- o2 - o2 - o2
2 ’ / ’ 12 12
+ g a U]I/O ’ n Jy'0 ' n 20 ,U/‘ n U]Z’l 1 " 3a'UjZ/O
, 2\ 3/2 2 ga’2 2 VY2 12 V522 2012 12 o0 2
L o c avj,
2
2,/ ;2\ —5/2 / /
452 307V (1 950 ROV A
/2 2 o2 Il o2 Iyl R
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. l 3/2 / !
Vi = Yj0 t EVj0Pj2/0Vj1 +E 50 (Pjar0Viarn + ,ij/()vjy’l)

2
vl
) 2
+ €290 | Piat0Vra + Py 0¥yr2 + Piz0Viarn + aTjo 9% /2 (3¢20 —2) (5:12)
+ £%/2 3vj0pj210 (Pjac’O’U;‘m’l + pjy/Ov;y’l) U}Z’l )
2
considerando 3,/ = v]n,o/c V0 = (1 — cw /c’ ) ; pjn/() = aﬁjn/o%zo/c’ Y Ginro =

1+ aﬁjznlofyjzoﬂ donde n’ = SL’/, y/7 2.

Utilizando la expansién de 7; (5.12), se expanden los términos para n’y;,

3/2

I oo (1] / 2,/ ) 005 ! i j ) j ,
iy =~ (o + enfy +e*nfy) { vjo + €vj0p5200521 + €72 Yj0 (PjaroViarn + Pjyoviyn)

2

) , , / jZ 1
+e29j0 | PjaroViarn + Pjy oty + Pjsovan + avio S g 902 (3Gi20—2)

5/2 ' ! ;
+ &5/ 37j0P52'0 (pjx’Ovjx’l + ,ij’O'ij’l) Vj=1

~ ! I 32p8 ~io (pimot, /0]
~ oo + o (W1 + Mjopszovian) + €7 njovjo (Paotien + Piyotyn)

2 / ’ / / ! ! ! ]
+ 20 [”jz = joPja0Ujars M50y 0y M0Pi 00 + pio (M1052n)
2
/
+ an;o= 5

2
2 2% (3¢j20 — 2) V) } + €50 [”31 +3”90p12’0”92’1} [p oy (5:13)

/
+ Pjy’()vjy’l}

!/
para v;vj,/,

I . 00 32 i ! j4/0V]
VjVjar = § V40 + EYj0P;j2'0V;51 te / 750 (prlovjwll T p]y’Oij/l)

2

) , , / jZ 1
+ 2950 | Pjar0Vara + Piy0yra + Pi0VGan + avio g 902 (3Gi20 —2)

3/2,, /

5/2 ! ! ! ;
+e / 3’7j0ﬂjz’0 (pjx’Oij’l + pjy’Oij’l) szll ('ij/o +e /1 +e U]:E'Q)
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R ) 'n. o / 3/2 o . /
»yjfij, ~ C 7]0/8]1’0 + ec ﬂjzlo’yjopjzlo'l)jzll + £ / |:’y]0?)j$/1 + Y50 (Cjzlo — 1) ’ij/l

/ / 2 / / /
+c Bjx’07j0pjy’ovjy/1} + &% 4 Yj0Cjar0Vjzra + VjoLjar0 | € BiyoViye

;2 r
V. 2
+ ¢ BV + (3¢0 — 2) 7”2 + &2 350p520 | (3¢jur0 — 2) vign  (5.14)

/ / /
+ 36]’3;/06 ,ij/gvjy/l:| szll 5
/
para v;vj,.,

I . . / 3/2,,. ) / ) /
VjVjy R V50 + EVj0Pj20V) 1 F € 0 (Pia0Vjart + PiyoViyn)

/ 2

2 ! / / 2 “j2'1
1 €750 | Pjz'0Vjgra T Pjy'0Vjya + Pjz10Vj0r0 + Wjo 52 (3¢j20—2)

5/2 o ) ! ) / / / 3/2,/ 2,/
+ e 3vj0pj20 (Pjer0Vjart + Piy0Vjyn) Vian (ijfo + 0 +e ij'Q)

~ B 3. o / 3/2,,. . /. / . /
~C ’YJO/Bjy’O +ec 5]y’07]0pjz’01}jz’1 +e / 730 (ﬁ]yloc Pjx'0Vjz1 + ijlovjy'l)

/ 2
2 / / / jz'1
+e /BJy’O'YjOC pj:l?’()vja;’2 + ijOij’Ovjy’Q + Y50P5y'0 (3<jz’0 — 2) 72 (515)
/ / 5/2 /
+ Biy0750C P20V ¢ € / Y50P;2'0 [(3@‘3/0 - 2) Yjy'1
/ / /
+ 3By0C Pja 0Vt | Vi ¢ s
/
y para 7y;v;..,
I ) o / 3/2,,. / !
Vi 2§ V0 + €000 + €7 0 (Pjaroten + Piyoyn)
v 2
2 . 1 ! / 2 Yjz'l
T €770 | Pjz'0Vjzr2 Tt Piy'0Vjyr2 + Pj2/0V)2r0 + CW]'OF (3¢j20 —2)

5/2 ! ! ! ! ! 2,1
+ € / 3")/]'0ij/0 (pjm/Ovja:’l -+ pjylovjyll) szll (’szlo + Evjzll + € 'szl2)
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/

ViV = d Bizovjo + €7j0Ciz00 1 + €2 j0p50¢ (BjaoVern + Biyoviyn)
3 2
+ &2 {ﬁjz/o%’od (Pjar0Viara + PiyaViya) + YjoCjzr0 (Uéz/z + §pjz’0U;‘Z/1 > } (5.16)
+ /2550 (361210 = 2) (iwroVans + Piyotfyn ) Vi
Considerando los desarrollos para v/, vV}, v ;v mostrados en (5.14),

(5.15) y (5.16), se puede multiplicar cada expresién por n; De esta manera se calcula

/ /
nj’ijjx/,

/ / ~ / !/ 2./ / / /
Wy & (N + enfyy +e°nly) < djoBieo + e Biaovjopizovin

+&3/2 [U_;xll + (Garo = 1) Vi + Clﬁjx/ﬂpjy’ovgy'l]

/ 2
Vi1
2

2 / / / / !
+ &% S vjonjaro | ¢ BiyoViye + ¢ Bz + (30 — 2) + Yj0Cja/0Vj0r2

5/2 / ! / /
+& Y0Pz 0V} 21 [(3Cjz/0 — 2) V1 + 3Bjan0c Pjy’Oijfl]
A / / ’ ’ 3/2. 1 /
~ d'nlyvj0Bjar0 + €€ Bjarovio (N + nippszovion) + € / 750750 [Cj»’c’ovjx’l

/ / 2 / / / /
+c Bjx/opjy’ovjy/l} + €7v50C ﬁjx’OnJQ + ﬁjx’opjzfo (njlvjz/l)

!/
v,
/ z’'2 /
+ n50Cia0——— + n50Pja/0

J
c 2c

;o2

U , /1
/Bjy'OU;yQ + BJZ’OU;‘z’Q + (3Cj2’0 - 2) 5 ]
+ 85/2’on {ngl (ij/ovémq + C/Bjx’opjy’(]v;‘yfl) (5.17)
+ NP0V 01 [(3@-90/0 —2) Vi + 35jz/00,,0jy'0179y'1] } :

: !/ /
Luego, se tiene njv;v5,,



74

Fyird o (o] ’ 2,1 oA vy U,
Ny, /2 (Mo +enfy +e°nly) S <yjoBiyo + e¢ Biyoviopzov.n

3/2 / / ! 2 / / /
+ 750 (ij'ovqu + Bjyroc ij’ovjm) +e™50 4 Biyoc (PiaroViurs + pjz0Vjaro)

/ 2
V. /1
+ otz + iy (320 — 2) 5 b+ 0000 [(3@'1/0 = 2) dyn

/ /
+ 3,8jy/()c ij’OUja:’l:|

3/2.1 . ) /
50750 [ijlovjy’l

— A / ] / / /
~ dnjevi0Biy0 + €C Biyovjo (njl + njOpjz’Osz’l) te
/ / 2 / / ! /
+c ,Bjy’Opjm’Ovj;c’l} + %7501 ¢ Bjyonia + 150Gy,
/ ! / / / ! /
+ 0By (Pj:v’Oij/2 +c ij'Ovjz’Q) + Bjyopiz1o (nﬂ’vqu) (5.18)

’ 2
/U< !

Jjz'l 5/2 / / /
— >+ / Y509 751 [C 5jy’0ij'Oij/1

+ 1Py (320 — 2)

/ / / / / /
+ ij’Oij’l} + njopjzlovjz/l |: (Sij/Q — 2) ij/l + 3c IBjyloijClovjx/1:|
Por tltimo, para n/y;v}.,,
/ ro (] / 2/ ’ /
s e (nfy +enfy +e°nly) § ¢ Biovo + €700
3/2 / / / 2 / !
+ 2 y50p5.0¢ (BjaroVian + Biy Vi) + €% Biz07j0¢ PjatoVar
TR PR S
+ Bj20750C Pjy'0Vjyro + 750G;52/0 Vi t 2sz’Osz/1

%2550 (3¢j20 — 2) (ij’0”§x’1 - Pjy’O”Q’y’l) Vjan
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/ AR N E- 3 /q. ) 1o /
MYV = C njO'Y]OB]z/O +e (C Bgz/owonﬂ + njo’YJOCJZ’Osz'l)
3/2 1.1 / / 2 / !
+ 2 dnlgvjopjzo (BiaoVien + Biyotiy) + e ’Vjo{c Bjzr0mjo
! / / / / ! / !
—+ Cjz’O (njl'l)jzzl) + njOCjZ/OUjZ/Q +c njoﬁjz’() (ij’(]ng;'Q + pjylovjy’Q)

/ 2
v /1
+ 3nj0Gj2005210 ]22 } + 7350 {ngovgz’l (3¢z0 = 2) [pjarovjon (5.19)

/ / / / /
+ Pjy’()”jyfl] +Cpjzonjy (IBjﬂf'Ovj:r:’l + 5jy’0vjy'1)} .

Considerando las cantidades (5.13)—(5.19), se hace mas sencilla y manejable alge-
braicamente la expansién con respecto a € de la ecuacién de continuidad (5.6), las de
movimiento en el espacio (5.7)—(5.9) y de Poisson (5.10), de este plasma polvoriento
magnetizado. Por lo tanto, se reemplaza y se reagrupa en factores de € y sus poten-
cias, obteniendo expresiones tutiles para poder desacoplar el sistema de ecuaciones

(5.6)—(5.10) para ¢}, tal como se hizo en el Capitulo 3. Esto, se revisa a continuacién.

5.2.1. Expresiones independientes de ¢ y cuasineutralidad
del plasma

Luego de reordenar y reagrupar términos de las ecuaciones de movimiento en la

coordenada ' (5.7) y en la coordenada y' (5.8), se obtienen dos expresiones inde-

pendientes de ¢ dadas por

0= C,ngoﬁjy’ovjonjﬁl s (520)
0= —C/ng-oﬁjmlo’}/joanl . (521)

Las expresiones (5.20) y (5.21) muestran restricciones para los valores de canti-
dades iniciales de este plasma, como lo son la densidad de nimero por especie n’,

las velocidades en el plano vé-x,o y v}y,o y, por lo tanto, el factor de Lorentz 7,o. Am-

bas expresiones son iguales, sin contar la velocidad inicial involucrada, y en ambos
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casos, ninguna cantidad puede ser nula, salvo por esas mismas velocidades iniciales.
Entonces, las ecuaciones (5.20) y (5.21) nos indican que v}, y v}, pueden ser cero
para este plasma. Estas condiciones se consideran como triviales, ya que si se per-
mite que las velocidades iniciales en el plano 2’-y' sean nulas, se recupera el caso de
las ecuaciones no magnetizadas, revisadas en el Capitulo 3. Por esta razon, desde
este punto en adelante, se considera que v;x,o y /U;'y’O son cantidades no nulas, para
asi poder estudiar este plasma en donde se puedan apreciar los efectos del campo
magnético en las perturbaciones.

Por otro lado, al perturbar la ecuacién de Poisson (5.10), se encuentra una ex-

presién independiente de €, dada por

0= Zn;o%'o??j
J

/ I
= NegYe0 — 7i0 + Zdnd() )

que se reescribe como

0 — Zan!
ny = W . (5.22)

En esta expresién se puede notar que la ecuacién (5.22) es igual a (3.12), que da
cuenta de la cuasineutralidad del plasma y que no se ve alterada dada la presencia

del campo magnético.

5.2.2. Expresiones proporcionales a ¢

Para mantener mas ordenadas las expansiones de las ecuaciones de este plasma

con granos de polvo, se define

/
(Y

o . /
ip0 = Ujgro SINO + v, cos 6
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como la velocidad inicial proyectada en el plano x’-z’ para cada especie j. Teniendo
esto en cuenta, se perturban las ecuaciones (5.6)—(5.10) con respecto a g, se reordenan
y reagrupan los términos correspondientes, para obtener las expresiones proporcio-

nales a . Asi, se tiene para la ecuacién de continuidad (5.6)

on', o',
(V0 — M) =2 + 1y | cos O+ pjag (Vi — M) | =25 =0, (5.23)
¢ 3
para la ecuacién de movimiento en 2z’ (5.7)
0="¢BiyoronQ (ny + nopjzovinn) (5.24)
para la ecuacién de movimiento en y' (5.8)
0= —C,ﬁjxlo’}/joﬁjgl (77/;1 + n;opjz/(ﬂ);zll) s (525)
para la ecuacién de movimiento en 2’ (5.9)
ony 0%y 04,
aj cos 0 ag + n;‘o’YJ%QjCjzfo (U;‘po — M) 8j§ — ngofyjonj cos 851 =0, (5.26)
y para la ecuacién de Poisson (5.10)
Z Y07 <n;1 + n;opjz/0U;Z/1> =0. (527)
J

Las expresiones (5.23)—(5.27) dependen de n’y, v, y ¢}, de donde, en primera
instancia, es 1til despejar n}; vy ?J;-Z/l en funcién de ¢ para desacoplar el sistema
de ecuaciones para el potencial eléctrico. Se puede notar de las ecuaciones (5.24) y
(5.25) que, como B0, B0 y 2 10 son cero, entonces ambas expresiones son iguales.

De cualquiera de las dos se puede deducir una relacion entre ”;'1 y v, pEro sera

72’1
independiente de ¢ y de variables que indican presencia de un campo magnético
de fondo. También se puede usar (5.24) o (5.25) en conjunto con (5.26) para poder

encontrar n}l y U;Z,l en funcién de ¢/, pero al desacoplar dicho sistema de ecuaciones,
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resulta que n}; = 0y v}, = 0, lo cual no serfa un caso interesante a estudiar. En

cambio las ecuaciones (5.23 5.26), permiten relacionar n’;, y v’_,, en funcién de
) 71 32’1

| v 0, sin los problemas descritos anteriormente. Ademés, provienen de las mismas

ecuaciones que en el caso no magnetizado, siendo un buen punto de partida. Por lo

tanto, se resuelve ese sistema de ecuaciones, obteniendo

on'; n’.y7v0m; cos , 0!
agl — _JOJR—] [COSG —|— pjzlo (Uij — M)] a_fl 5 (528)
j
o' om;cosl 0
ajgl — joéj (v — M) agl . (5.29)

Al igual que en el caso no magnetizado, ¢} es una cantidad que depende de la
variable asociada al espacio y al tiempo, & y 7, respectivamente. Ademas, todas las
cantidades en (5.28) y (5.29) son constantes, por lo tanto, se pueden integrar con

respecto a &, de donde se obtiene

!/
_ Tjgj0]; COS 0

n;1 = R— [COS& + )20 (U;'p() - M)] ¢,1 ) (530)
J
Yjom; cos 6
thon = (o — M) 31
J

De la misma manera, se puede derivar (5.30) y (5.31) con respecto a 7 como sigue:

on', n’ov0m; cos 0 o¢
g1 o075 1
or = —T [COSQ + Pjz'0 (U;po — M)} or s (532)
o', jon; cos 0 0!
jz'1 707 Cosv. -, 1
= =M , 5.33
or R; (UJO ) or (5:33)
en donde se define R;y para todas estas expresiones como
Rjo = Q7020 (Vo — M)2 — ajcos O [cos O + pjarg (Vo — M)] (5.34)

Por ultimo, se obtiene una expresién para la velocidad de fase M, reemplazando

(5.30) y (5.31) en (5.27). Asi,

nyy3n> cos? 0
0= 5075005 7P T 5.35
2" R o
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Para recuperar el caso no magnetizado del Capitulo 3, basta considerar 6 =0 y
las velocidades iniciales en 2’ e ¥’ como nulas en las ecuaciones (5.28)—(5.35). De esta

manera se reobtienen (3.16)—(3.22).

5.2.3. Expresiones proporcionales a ¢%/?

Hasta ahora se han podido desacoplar expresiones para las perturbaciones a pri-
v sz / :
mer orden de n%, vi, y M, en funcién de ¢). Para determinar por completo las
perturbaciones a primer orden en funcién de ¢/, es necesario encontrar expresiones
, , - : ., . .
para vj,. y v;,. Para esto se utiliza la misma perturbacion descrita en la seccion
5.2, en donde se expanden las ecuaciones (5.6)—(5.10) con respecto a &, pero esta vez
se reagrupan y reordenan para obtener las cantidades proporcionales a /2. Asi, se

tiene para la ecuacién de continuidad (5.6)

o', o',
Sin0 + pjaro (Vi — M) | 225 + piyo (Vo — M) =222 =0, (5.36)
73 23
para la ecuacién de movimiento en z’ (5.7),
8sz’1 /o0 / /
c njOQ]’yjoﬁjx’Op]z’O ( Vipo — M) ¢ +c njoﬁjy’O’YjOan Pjz'0Vjzr1 (5-37)
on’yy oloA
+ Q; ) ]0")/]077]Q CJy’OUgy/l 307]077] sin ¢ 85 =0 >
para la ecuacién de movimiento en y' (5.8)
11 2 / aU]Z’l /0 / /
noQ;Biy0vj0Pi=0 (Vipo — M) oe ¢ 1505210750758 Py 0Vjyn (5.38)
07j0n;$Y CGarojay = 0,
para la ecuacién de movimiento en 2’ (5.9)
o', o',
Cl”;ij'ngopjz’o (U}po - M) Bjaro Jg + Bjyo Jg =0, (5.39)
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y, por ultimo, para la ecuacién de poisson (5.10)
Z i0Y50m5 (Piar0Vien + Piyoiy) =0 (5.40)
J
Notamos que las ecuaciones (5.36) y (5.39) dependen de las derivadas de v/, y
U;-y,l, pero de nada maés que no sea constante. Por lo que si se utilizan estas expresiones
para desacoplar el sistema en funcién de ¢7, se llega a que 9 v}, =0y 9 vj,,; = 0.
Esto no es ideal, ya que no entrega informacion al respecto de estas perturbaciones
a primer orden, que es lo que se busca.

Por otro lado, las ecuaciones (5.37) y (5.38) dependen de nfy, v%,, y ¢}, por lo

- : , , . . .
que son utiles para despejar v}, y v}, en funcion del potencial eléctrico. De esta

manera,
,U/ . Qjﬁjy/ﬂlyjoclpjz’o (v;po - M) 8@;211 Clﬁjxlopjylo Slne 8¢1
= _
e ns 73 [Ciar0Ciyro — €% BiaoBiyopjzopiyo) € 06
cajBjzopjyosin on’yy
5oV 0M; [Ciar0Ciyr0 — 2 BiaroBiyopizopiyo] ¥ 9&
U’ B Qjﬂjx/OijOC/pjz’O (M - v;p0> 8’032’1 ij’O sin 0 8@5/1
=
Y n; Y o8 [Ciar0Ciro — 2 BiwoBiyopizopiyo) ¥ 0§
a;jCjgrosin 3n}1
_/.A.[. 0 — B0 Biyopiaopiyo] O O
n307]077j ij’OC]y’O CDjx'0P5y 0Pjx'0Pjy’0
) ~1/2 ) )
Considerando que v;0 = [1—a( 200+ By + ]szoﬂ / , se reescribe lo anterior
como:
. Q;By07j0¢ pizro (Vipo — M) Oy /ctjBjaro sin Opjy0 0Ny
e un 73 nioyjon; RizefY 08
_ Bjwopjyosind 0¢)

; 5.41
Rj329/ 65 ( )
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o= Q;Biw0750¢ Pizno (Ué'po — M) 81}32,1 B ;o0 SN 0 an;l
v ;&Y 96 mjyyon; Rzl 0€
ijlo Sin 49 % (5 42>
Ri3xY  0¢ :

2
en donde se define Rj32 = ij’Oij’O - Bjxlgﬁjylopjxlopjylo =1+a (6?110 + /B?ylo) ’}/]20.
Reemplazando 0 n, y O¢ v, dadas por (5.28) y (5.29), se tienen expresiones para

Vi ¥ Vg, en funcién de ¢) a partir de (5.41) y (5.42), respectivamente. De esta

manera se observa,

2
Qi (Vo = M) piyo B
Vi = RooRym0Y Bjz0Rj32 cos 0 — Bjpr0(;z0sin 0 651 ;

2
2
o Qi (vh0 = M)
i RjoRjza8Y

. /
{ij/onzfo sin@ — ¢ Bjz0R;32p;5210 COS 9}

y sus derivadas asociadas

2
v} Qi <”" o~ M ) Pjy'0 924
jx’'l J Jp . ¢1
35 - RjoRjggQ/ sz’OijiQ cosf — ﬁjx’OCjz’O sin 6 862 s (543)
2
o' " Qj’Y]z() (U;-po — M) ' 82¢’1
55 T RpRm® Gar0Gjzo sin 8 — ¢ Bjaro Rjszpjzro cos f ae2 - (5.44)

5.2.4. Expresiones proporcionales a &

En las Subsecciones 5.2.2 y 5.2.3 se encontraron expresiones para las perturba-

: : : L p p /
ciones en primer orden de la velocidad en todas las direcciones, v}y, V5,1 ¥ V),

y de la densidad de nimero ngl, para todas las especies y en funciéon de ¢}. Las
perturbaciones para estas cantidades van hasta el orden 2, por lo que es necesario

seguir buscando una manera de obtener expresiones para dichas cantidades, que atin
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se desconocen y asi, desacoplar el sistema de ecuaciones en funcién de ¢]. Esto, con
el objetivo de encontrar una ecuacién de KdV para dicho potencial. Por lo tanto,
volviendo a la expansion realizada en la seccion 5.2, en donde se perturbaron las ecua-
ciones (5.6)—(5.10) con respecto a €, esta vez se reagrupa y reordena con respecto a

2. Asi, para la ecuacién de continuidad (5.6) se tiene

/
8v]x,2 ijy,Q

(Vjpo — M) —2= 85 24 %o [sm@ + pjzro (Vipo — M) } € +njopsyo (Vipo — M) ¢

Iv; j 2! 0
+nly [cos& + pjzro (Vo — M) } 6j§ 2 4 [0059 + pjzr0 (Vo — M) ] % (n510}.1) (5.45)
2 o',

750 1
2p]2/0 COSG + aCTJ2 (’U;-po — M) (?)C]z/o - 2) ] 'U‘;'zll a‘]g —

/
mn. ov'. ’
71 / ) 72’1 /

Para la ecuacién de movimiento en la direccién z’ (5.7)

/ /
n}ij’Y]zo (Vjpo — M) {ij'o 01)8j§,1 + ¢ Biwopjyo 81;;;/1] + ¢ Bjyovjon ¥ njy
+ o By 07joni Y PiaroViere + MjoYi0mi Gy 0 Vs + 1o Biy0v0mi R pjzoVin  (5.46)
/ 2
+ ¢ Biyoioni € pjizro (W1v5.n) + njovi0m 2 piyo (3¢z0 — 2) U]ZTI =0,
para la ecuacién de movimiento en 3’ (5.8)

o', ol
n;-ij’Y]Zo (Vjpo — M) C/ﬁjy’Opjx’Oajig + Cjy0 a]é/ —  Bjarovj0m ¥ njy

/ !/ /! !/ /! /!
1507j0M5Cja0SY Vsra — €150 B5y07i0Mj P08 Vo — € 150B12070Mj Pjar0S¥ Vg (5.47)
2

v "1
+ ngvi0m5P5a00 (2 — 3Cj20) ]; — ¢ Biwovjonipizof (njyv),,) =0,

para la ecuacién de movimiento en 2’ (5.9)

an,.2 o', o',
2 2 2
aj cos Ga—g + ng‘ij’on (v;-po — M) [c’ﬁjzlopjz/oajg + c’ﬁjzfopjyfo 8J§

a'l)/ , , 8'1)]2/1
+ ng 0~ 85 :| + RJOQJ’YJOCJZ’O [COSG + 4pjz’0 ( Ujpo — M)} Uizl ™ qp 85 (5'48)

a¢/ 2 jz'1
— 7j0mj cos 6 [%1 + n;opjz’OU/z’l} 371 + Qivj0Cjzr0 (Vipo — M) iy —2=
o',

3
8¢ jz'1
Y507 o j0Qij0Gz0—5— =0,
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y por ultimo, la ecuacién de Poisson (5.10)

62¢/
8521 = Z%oﬁjn;a + Yj0M5 P20 (%‘1”9%1) + ng'o%'o??j ijfovg-x/z + Pjy/OU;yfz
J
v, 2
™
+ pjzlov;Z/Q + a’yjzo (3Cjz’0 — 2) ;Z’Z (5.49)

De esta ultima expansion de la ecuacion de Poisson, se puede notar que por la forma
que tiene dicha expresién, es una posible candidata a ser una ecuacion de KdV. Si

se deriva (5.49) con respecto a &, se tiene

93¢, nly o', oV’ g
853 Z '7]077] 85 + Vjonjpjz 005 ( jlvjzll) + ngO’YjOﬁJ [pja: 0 ajg + pjy 0 5;
g Yo 0
+ p]Z’O a]é_ +a ] (3C]Z n — ) ‘;‘211 ajé_ . (550)

Se observa que (5.50) depende de las derivadas de perturbaciones de primer y segundo
orden de la velocidad y la densidad de ntmero, de las cuales ya se ha encontrado
niyy v’y en funcién de ¢}. Por lo tanto, para poder tener una ecuacién de KdV

Ul

en (5.50) para el potencial eléctrico ¢}, se busca una manera de obtener v’ 2

ja'2
Y V., en funcién de d¢ ¢y y Or ¢, a partir del sistema de ecuaciones que describe
(5.45)—(5.48). De esta manera, de las ecuaciénes (5.46) y (5.47), se puede despejar

Vlgrg ¥ Vg, cOmo muestra (5.51) y (5.52), respectivamente

o ' Q;Bjz0vjopyo (1 + Rjz2) , i Qivio [
o = . — M R; o — 1
Vjar2 = UJR;329 (UJPO ) o€ + anj32Q, 732 (Qy 0 )
o', (2_34.,0)10,/01)/‘/2 & Bigiopis
- Lo— M Jy'l Iz w0 gl ZEGw0rgE0, 5.51
+ gjy 0} (U]po ) 85 Rj32 9 Rj32 vjz 2 ( )

/ /
c' Bz o ' Bizopjzo (y0l)
/ i2 / i1%72'1) >
njORjgz J njORng It
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v ¢ Q]ﬁjx’O'YjOpjy/O( + Rj32) (M o 0) aU]yll B Qj7j0 [R . (C . 1)
! — x/
Cav2 = 1Rz W9E MR TN
o', (2—3<'/0)p'/0’0/‘ /12 & Biyopis
-/ LM Jz'l Jz Gy'0 Zjz'1 _ CP5y'0Ps0 1
+ iz 0} (UJPO ) o€ Ris 5 Rz Vjzro

(5.52)

/ /
¢ Biyo o ¢ Bjyopjzo (')
— = N2~ — 7 5 (1Y
njoR]32 njOR_]SQ

Estas ecuaciones dependen de cantidades que ya fueron desacopladas y, por esta
razon, se conoce su forma en funcién de ¢}. Por lo tanto, se reemplaza n;; dado por

(5.30), v’ de (5.31), O¢ v/

jx’l

de (5.44) en (5.51) para v

Jjx'2

visto en (5.43) y O¢ v/

Vjan Jy'l

/ : : / / /
y en (5.52) para V%9, Obteniendo ecuaciones para vj,., y v},5 que dependen de n’s,
Vi ¥ ¢y Asi, volviendo al sistema de ecuaciones (5.45)—(5.48), y considerando estas

nuevas expresiones para 'UM,2 y ij,Q, se puede encontrar d¢ 'y y O¢ 1, desacoplando

jz'2

(5.45) y (5.48). Para esto, primero se deriva (5.51) y (5.52) con respecto a . Asi,

para U]M se tiene
8U]x/2 - Clﬁj;v’o an;g - Clﬁjx’opjz’o 81}}20 ijgﬂ]zpjx/o cos? 0 {26/,6‘ 10 cos 0
23 i Ris2 O Rjso 23 Rj02R3'32 "
agf)' QJ ob 0 :
= (Vo — M) CJ'Z/O] (Vo — M) &1 35 njRjoR; ;2Q/2 CiyoGjzrosing  (5.53)
1150405
3 %)
— & Bjuopjsrocosb | (] Yjpo — M) 31 ’
73
y para v]y,Q se tiene
81}]?/2 _ C/ﬁjylo 8”;2 . C/Bjy/opjz’o 8”,;2/2 4 ,y.]zon.?pjy/o COS2 9 |:2(3/6' 0 COSG
193 nioRjsa O¢ Rjso o€ Rjo’Rj3» "

(%l QY Piy0
(v — M » ’ J
(UJPO )CJ 0] (U]PO )¢1 (95 m ]0R332Q’2
3 03¢}
o3 7’

[szxo cos 6 (5.54)

+IBJIEIOC]Z/O SlH0:| ( ]pO M)
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Una vez que se tienen estas derivadas, se utiliza n}; (5.30) y v}, (5.31), en conjunto

con (5.53) y (5.54) en las ecuaciones de continuidad y de movimiento en 2/, (5.45) y

(5.48), respectivamente. Esto, con el objetivo de poder desacoplar O nj2 y O¢ v]z,2 en
funcién de ¢). Luego,
on’. a ¢/ a ¢/ f 63 ¢/ b ¢/
]2 3 1 2
‘9“ : 5¢’ 3¢ > I
jz'2 oP1 | 93 1 2
en donde se define f, y go, con £ =1, ..., 4, como las cantidades que acompanan a las

derivadas de cada expresion en (5.55) y (5.56). Esto, debido a que estas expresiones,
al ser mas grandes y contener mas términos, son cada vez mas intrincadas y complejas
de escribir y simplificar. La forma de estas cantidades puede verse con mayor detalle
en el Apéndice B de la seccion de apéndices de esta tesis.

Suponiendo esta forma compacta de (5.55) y (5.56), se utilizan en (5.53) y (5.54).

De esta manera se tienen expresiones que dependen de ¢} y ¢, como sigue:

2,2 .2
OV | jorlj cos™O ( Vipo — M ) pja’o
5]?; N Rjo*R;s: [QC/BJ'Z’O cos 0 — (vj,0 — M) Cjz’@]
jO 1Y)

c,ﬂjm’ﬂ , 8(;5/ C ﬁjxlo (f2 + n;oggpjzlo> a¢11
o J1+ 1509105200 ol 7

njo k32 ¢ 1o Rz or

J 7]0 U]pO . ,
* 0 RioR 500> {ij’OCjz’O sin 6 — ¢ Bjg10pj210 COS 9} (5.57)
04
Clﬂjx/o 83¢/1 C/,Bjac’o (f4 + n;0g4pjz/0> ad)lg

T PR L |
n}oRj32Q'2 [fz 10930570 5e3 oo R o
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oy [ c00 (v~ 1) o
(9]§ - T [20’,8jzfo cos§ — (V0 — M) Cjz’O}
§0~4vj
c/,Bjy’O [fl - o /0} d)/ a¢’1 B c’,Bjy’O <f2 + n_/jOQQsz’O) 8¢’1
n;ORjgg 70 J% ! 8§ n;ORjgg or
3
C/sz'ygso (”gpo - M) Pjy'0 .
P RoRm [szxo €08 8 + Bjz0Cj2r0 sin 9} (5.58)
jLvj0 L
+ _@Biyo [f?) + 10930, ,0} ¢ ¢Bivo <f4 * nSOgMjZ@) O¢%
TLS-ORj32Q'2 70 jz 853 n;()Rj?Q 35 ’

Se puede notar que en las expresiones para J¢ 1y, O U}, O V), ¥ O ), dadas
por (5.55), (5.57), (5.58) y (5.56) respectivamente, existe una dependencia explicita
de Ot ¢4. Esto no es lo ideal, ya que al usar estas cantidades en la derivada de la
ecuacién de Poisson (5.50), que es candidata a ser una ecuacién de KdV, ya no
tendria la forma buscada para ¢] producto de esta dependencia. Por esta razén,

se hace necesario seguir explorando las expansiones de las ecuaciones del plasma

(5.6)-(5.9) a ordenes superiores para poder desacoplar O¢ ¢, de ellas.

5.2.5. Expresiones proporcionales a ¢°/?

Luego de expandir y revisar las ecuaciones (5.6)—(5.9) de la misma forma en
que se hizo en las Secciones 5.2.2-5.2.4, pero reuniendo y reordenando términos
proporcionales a /2, se observa que la tnica ecuacién que depende de O¢ ¢h, es la

ecuacién de movimiento en z’ (5.7),
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3n’
&%} sin 6 ——~ ag "‘ c /Bjy’O’VJOn]p]x’O ( ;’1 + 3”;‘0sz’01};2/1) Q,v;a:’l + vj0m; [ij’Ong'l
87}]@"2

23

+ 1l (3¢50 = 2) Pyt | 20 +n50Q37 0G0 (tn — M)
6U]z’2

9¢

L m0Qiv { (860 = 2) (v — M) pjar

v’y
55

8¢/ Ol ) avgz,l
+ ”;'opjzfovg'zq} D€ n0Yj0; 8in 0 ——= B¢ + 1o Q;Bjar0VjoPi=10 5 = 0

o, g
+ Cln;'()Qj/Bjy’O’szopjw’O (U;‘po - M) 8J§ + C/n;OQjIBjZIOfYJZOPjZZ‘IO (”U}po - M)

+ C'Qjﬂjx'o’bzo (U;'po - M) ij’Onjl 6§

+ ¢ Bjwopjzo |:COS€ + pjzo (U}po — M)] } vgzll — ~vjon; sin [nh (5.59)

Todas las variables que componen (5.59) ya son cantidades conocidas en funcién de
|, por lo que se reemplaza (5.28)—(5.33) y (5.55)—(5.58) en (5.59). Luego de esto, se
despeja Ot ¢, como sigue

00y, 00 ha 0% 06

— — — hs—, 5.60
¢ Mg e Q% oaes Cor (5.60)
en donde nuevamente se definieron cantidades para hacer més sencilla la exposicién
de estos resultados. En este caso se trata de h,,, con m = 1,2,3, cuyo detalle se

puede revisar en el Apéndice B.

5.3. Ecuacion de K4dV

Considerando (5.60), se tienen expresiones para todas la perturbaciones a segundo
orden de este plasma. De esta manera, se usa (5.30), (5.31), (5.55)—(5.58) y (5.60) en
la derivada de la ecuacién de Poisson (5.50), para determinar si corresponde a una

ecuacion de KdV. Luego
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1 3

{1 + Z 7}% ~0R43QQ/2 |:TL;'0Q]‘2’)/;-10 (Ué-po — M) [pjzlo (Rjgg — 1) cosf
J 7

P

—Pja'0Gjz/0 8IN 9] + vjon; Rjo {hz (fa + nlogapjzro) — f5 — n;-ogspjszH } FEl

n’yy3am3 cos? 6 < M)
70 150715 Yjp0 a 2 /
+ 2p;r0c080 — —750Ciz0 (Vipg — M } 5.61
; Rj02Rj32 |: J C/2 7057 ( 700 ) ( )
Ris joPjz'0 \galtl — g1 11 Jalu 1 85
a /
E 10t |:h3 (f4 + n](]g4pjz’0) f2 j092p]2/0i| aqf_ =0.

]32
La ecuacién (5.61) muestra que, luego de reordenar los términos que provienen de
las perturbaciones a todos los 6rdenes mostrados en este capitulo, efectivamente se

tiene una ecuacion de KdV, de la forma

0 0
(1—1—2 ) 853 Z a; @, (Zl b 89251—0’

con
1 3
4 R R {”SijQ%A"o (Vo — M) [sz’o (Rj32 — 1) cos
_ Pja:’OCjZ’O sin 0} + vjoniRjo |:h2 (f4 + ngog4pj2/0) — f3— n;'093pjz’0:| } ) (562)
n’yy3om3 cos 0( M)
13075075 Yjpo ) /
4= R;jo’Rjs2 [2pjz,0 cost - ?’ongjz’() (Vo = M)]
V0n; [ b h 5.63
+ Rom njoPjz0 (9ah1 — g1) — fi + faha| (5.63)
j
Y5075
bj = }%73; [h?) (fa +njogapjzro) — f2 — ”3092012’0} : (5.64)
j

De manera més estandar, (5.61) se escribe como

3¢' 5¢' 33¢’1 _
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donde se definen los coeficiente p y ¢, que al igual que en el Capitulo 3, corresponden
a el coeficiente no lineal y el de dispersiéon, respectivamente. En este caso, p =
dai/ >0y g = (1 +; Cj) />_;bj, que a diferencia del caso no magnetizado,
q tiene los términos 1 + 3, ¢; en el numerador.

La solucién de la ecuacién (5.65) es conocida y es de la forma

¢, = ¢ sech® (%) : (5.66)

Aqui, ¢} tiene la forma de un solitén, donde n =& — V7, ¢ =3V/py A = \/W
De igual manera que en el Capitulo 3, n corresponde a la coordenada solidaria con el
movimiento del solitén cuya rapidez es V', ¢ es su amplitud y A su ancho. La forma
de esta solucién soliténica (5.66), permite que este fendmeno no lineal solo exista si

q > 0.

5.4. Discusion y resumen

En este capitulo se logra mostrar de manera tedrica que, aunque el plasma re-
lativista con particulas de polvo esté magnetizado, de todas maneras, es capaz de
sostener la propagaciéon de solitones bajo ciertas condiciones. Estos solitones tienen
la misma naturaleza que los encontrados en el Capitulo 3, y algebraicamente se en-
cuentran de la misma manera, por lo que la diferencia entre este plasma relativista
no magnetizado con particulas de polvo y el mismo magnetizado, no se observa de
manera inmediata a través de la metodologia para encontrar una ecuacién de KdV.
Estas soluciones del tipo soliton poseen una forma especifica, con una amplitud y
un ancho bien definidos, que siguen dependendiendo de la densidad de nimero n%, y
velocidades iniciales en el plano de cada especie v}, v}, ¥ V.1, Pero ademds, del

campo magnético 2’ y del angulo # de propagacion con respecto al mismo.
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Al incluir campo magnético, aumenta el niimero de ecuaciones y de variables a
perturbar no linealmente, por lo que es aqui donde se logran apreciar las principales
diferencias con el caso mas sencillo expuesto en el Capitulo 3. El impacto del campo
magnético se aprecia principalmente en el coeficiente de dispersién ¢, y de esta ma-
nera en el ancho del solitéon A, ya que son los tinicos parametros que depende de
explicitamente. Por otro lado, el coeficiente no lineal p depende del angulo 6, que no
existiria no de haber un campo magnético de fondo. Ambos coeficientes poseen una
forma mucho mas compleja que la exhibida en la Seccién 3.3, por lo que es necesario
realizar un estudio en la regién de parametros de este plasma, para ver bajo qué
condiciones esta solucion soliténica es posible, es decir, cuando ¢ > 0.

Dentro de la literatura existente, se tiene el trabajo de R. Malik y H. K. Malik
[105], en donde se muestra una investigacién tedrica de solitones compresivos en
un plasma de electrones, positrones y polvo, con campo magnético de fondo. En
este trabajo, se realiza un procedimiento similar al mostrado en este capitulo, por
lo que es 1til a la hora de comparar los resultados obtenidos. Encontramos que el
campo magnético es capaz de modificar las propiedades del pardametro de dispersién
del plasma, por lo que sélo afecta al ancho del soliton. Como se ha mencionado
anteriormente, esta caracteristica también puede ser observada en nuestros célculos,

en particular, en la ecuacién (5.62).



Capitulo 6

Solitones en un plasma relativista
y magnetizado con particulas de
polvo

A lo largo de este trabajo se ha desarrollado una descripcién tedrica para la
dindmica relacionada a un plasma relativista con particulas de polvo, en su régimen
no lineal. En los Capitulos 3 y 4 se encuentra una ecuacion de KdV para las per-
turbaciones no lineales de este sistema y en qué condiciones es capaz de sostener
solitones. Se estudia en detalle como afectan a la existencia y forma de los solitones
encontrados, los cambios de velocidad en las especies del plasma y de la densidad de
carga de las particulas de polvo.

Al llevar este plasma polvoriento a un entorno en donde hay un campo magnético
de fondo, se observa que la forma de describir este sistema, a través de las ecuacio-
nes de continuidad y movimiento, cambia en comparacién con lo presentado en el
Capitulo 3. Como se rompe la simetria espacial, se necesita de mas ecuaciones pa-
ra poder representar este plasma, permitiendo que las perturbaciones no lineales se
propaguen en mas de una direccion, pero que de todas maneras se pueden describir

a través de una ecuacion de KdV. Esto indica que para un plasma magnetizado o
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no, es posible encontrar solitones en él de todas maneras, aunque esto no indica que
sea bajo las mismas condiciones.

En este capitulo se estudia y analiza, numéricamente, la existencia y caracteristi-
cas de las soluciones soliténicas encontradas tedricamente en el capitulo anterior.
Esto, con el objetivo de determinar el impacto y ver los cambios a los resultados ya
logrados debido a la presencia de un campo magnético de fondo.

Para obtener soluciones numéricas de este nuevo solitén, dado por la ecuacién
(5.66), se fijan valores para las cantidades normalizadas libres, de la misma forma en
que se hizo en el Capitulo 4. Como ya se pudo mostrar un conjunto de parametros en
donde existen estas estructuras localizadas sin campo magnético, se proponen dichos
parametros como punto de partida para el estudio de los resultados encontrados en
el Capitulo 5. De esta manera, se pueden explorar las caracteristicas de estos nuevos
solitones en regiones en donde ya se pudo determinar que existen y poseen ciertas
caracteristicas, aislando el estudio de las cantidades asociadas al campo magnético,
como el angulo de propagacién 6 y la intensidad del campo magnético By. Teniendo
esto en cuenta, se resuelve numéricamente la ecuacién de Poisson (5.35) para la
velocidad de fase M, que de la misma manera que en el caso no magnetizado, define
qué valores del coeficiente de dispersion ¢ son positivos, permitiendo que existan

solitones en este caso.

6.1. Velocidad de fase M

La ecuacién (5.35) posee la misma dependencia que (3.22) con respecto a la ve-
locidad de fase M, por lo que en general, tiene cuatro soluciones también. Dichas
soluciones pueden ser reales, imaginarias o dos reales y dos imaginarias, de las cuales

se buscan las que tengan un sentido fisico, que dependeran explicitamente del valor
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del angulo de propagacion 6. Al igual que en el Capitulo 4, se han fijado los valores:
ny=1 a0 =01 a =1, =150, v} =0, e = —1.6022 C , m, = 9.11 x 1073! kg
y mg = 1.67 x 10727 x 10° kg. Para las cantidades asociadas a las particulas de
polvo, se considera la densidad de carga Z,n), en dos rangos: densidad de carga baja
Zgnlyy = 0.55 y densidad de carga alta Zgn),, = 45. Por tltimo, se definen las velo-
cidades iniciales de las especies en las tres direcciones de propagacion, normalizadas

/ o / 0 / _
a0 T Cﬁjm'm Viyo = Cﬁjyfo Y Vi = Cﬁjz’o'

a la velocidad de la luz ¢, es decir, v
Hay que destacar que las particulas de polvo se encuentran en reposo inicialmente,
donde Byro = Bayo = Baro = 0. También, se definen valores de 3 pequenos para
iones y electrones en el plano, es decir, Biz0 = Bexro = 0.12 y Biyo = Beyro = 0.11,
de tal manera de no explorar zonas muy alejadas de las estudiadas en el caso no
magnetizado.

Con esto en mente, se tienen las Figuras 17-20, en donde se grafican las soluciones
de la ecuacién (5.35), en funcién del dngulo 0, para ver cémo afecta la orientacién
de la propagacion. Estas soluciones se clasifican en dos: los modos lentos, M; y M,
(Figuras 17 y 19), y los modos répidos M3y M, (Figuras 18 y 20).

La Figura 17 muestra la forma que poseen los dos modos lentos para densidades de
carga baja en los paneles (a) y (¢), y para densidades de carga alta en los paneles (b) y
(d), cuando los electrones son la especie de fondo. Esto quiere decir que los electrones
se mueven con [, = 0.1 cuando son débilmente relativistas (linea discontinua corta)
y con S0 = 0.75, cuando son relativistas (linea discontinua larga).

De manera general se observa que cambiar el dngulo en la ecuacién (5.35), hace
que se curve la linea que representa la solucion para M, en comparacion con lo
estudiado en el Capitulo 4. Cuando la densidad de carga es baja, M; y M, existen

para el rango completo del angulo estudiado, es decir, para 6 entre —7w y w. El
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Figura 17: Modo lento M; y M, de la velocidad de fase versus 6 para

densidad de carga baja en (a) y (c¢), y para densidad de carga alta en

(b) y (d). La linea discontinua corta (larga) corresponde a f..o = 0.1

(Bezro = 0.75), que representan electrones débilmente relativistas (rela-

tivistas) de fondo. Los colores corresponden a diferentes velocidades de

los iones: B0 = 0.2 (rojo), Bio = 0.4 (naranjo), B0 = 0.6 (verde) y

Bizo = 0.9 (rosado).
comportamiento de ambas soluciones es similar para angulos entre § ~ —7m y 6 ~
—7m/2,y 0 ~7/2y 6~ 7, en donde M; y My posee valores grandes en comparacién
a la zona de dngulos intermedios y mds pequenos. Entre § ~ —7/2y 6 ~ /2, la
velocidad de fase M; es negativa en la Figura 17(a) y My es positiva en la Figura
17(b). Para densidad de carga alta, M existe s6lo para dngulos mas grandes, como se

observa en las Figuras 17(b) y (d). En ambos casos de la densidad, se ve que aumentar

la velocidad de los iones (cambio de color en las lineas), produce un crecimiento
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Figura 18: Modo rapido M5 y M, de la velocidad de fase versus # para
densidad de carga baja en (a) y (c), y para densidad de carga alta en
(b) y (d). La linea discontinua corta (larga) corresponde a .o = 0.1
(Bezro = 0.75), que representa electrones débilmente relativistas (relati-
vistas) de fondo. Los colores corresponden a diferentes velocidades de
los iones: B0 = 0.2 (rojo), Bi0 = 0.4 (naranjo), Bi0 = 0.6 (verde) y
Bizo = 0.9 (rosado).
en el valor de las soluciones, tanto para electrones débilmente relativistas, como
relativistas.

El mismo anélisis se puede realizar para las soluciones mas grandes de la ecuaciéon
de Poisson (5.35). Estas soluciones corresponden a los modos més répidos, Mz y My,
mostrados en la Figura 18, en los cuales se observa un comportamiento similar al
descrito para los modos lentos vistos en la Figura 17. En este sentido, las soluciones

también se curvan a medida que cambia el dngulo, independiente de si la densidad

de carga es baja o alta.
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Por otro lado, se observa en la Figura 18 que el hecho de tener electrones débil-
mente relativistas (linea discontinua corta) o electrones relativistas (linea discontinua
larga), no implica un mayor impacto en la solucién, ya que una curva se encuentra
casi por encima de la otra. No asi el cambio de velocidades en los iones, que se re-
presenta con el cambio de color de las curvas, que se separan a medida que aumenta
el valor de 8., efecto que es independiente del valor de Zyn),,. En particular, en los
paneles (b) y (d) de la Figura 18, la solucién existe solo para electrones relativistas
cuando los iones son relativistas, con S, = 0.9. Esto se manifiesta a través de la
ausencia de una curva discontinua corta y rosada en la figura.

La diferencia mas grande que se puede observar en este caso es que, para los
angulos més grandes, la solucién es pequena, y para los angulos intermedios y mas
pequenos, la solucién es muy grande en comparacion con los extremos. Cuando la
densidad de carga es baja, el modo M3 es negativo entre § ~ —mw y 0 ~ —7w /2,y
0 ~ /2y 0~ m. Estos limites se van modificando a medida que disminuye el valor
de fB;.0. Para los angulos intermedios, la solucién es positiva y de gran amplitud,
descripciones que se pueden observar en Figura 18(a). Para el modo més rapido
My, se tiene un comportamiento contrario al de M; para los angulos mas grandes,
en donde la solucion ahora es positiva. Para los angulos intermedios, sigue siendo
muy grande y positiva como se observa en Figura 18(c). Cuando la densidad de
carga es alta, la solucién deja de ser real para los valores mas grandes de los angulos
estudiados en M3 y My. Sélo permanece la solucién para los angulos intermedios, en
donde sigue siendo positiva y su amplitud aumenta debido al crecimiento en Zgn,.

Por otro lado, se tienen los cuatro modos de propagacion de este plasma cuando
son los iones la especie de fondo (Figuras 19 y 20). A diferencia de cuando los

electrones estan en el fondo, en este caso las curvas se separan por tipo de linea en
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Figura 19: Modo lento M; y M; de la velocidad de fase versus 6 para
densidad de carga baja en (a) y (c), y para densidad alta en (b) y (d).
La linea discontinua corta (larga) corresponde a ;10 = 0.1 (S0 = 0.75),
que representa iones débilmente relativistas (relativistas) de fondo. Los
colores corresponden a diferentes velocidades de los electrones: f,...q = 0.2
(r0jo), Bexo = 0.4 (naranjo), Be.0 = 0.6 (verde) y fe.ro = 0.9 (rosado).
vez de hacerlo por color, como se ha visto anteriormente. Esto muestra que, para
los modos lentos y rapidos, se tiene un mayor impacto en la solucién al modificar el
valor de f3;,9 de débilmente relativista (linea discontinua corta) a relativista (linea
discontinua larga), que al modificar el valor de (..o (cambio de color en la linea),
mostrando nuevamente que los efectos relativistas son mas relevantes en los iones

que en los electrones.

La Figura 19 muestra los modos lentos M; y M, provenientes de la ecuacion (5.35)
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para las condiciones de velocidades descritas. Cuando la densidad de carga es baja,
se puede observar para el modo M; que la solucion es negativa para todos los angulos
entre —7 y . Esta solucion es més negativa para los dngulos grandes en comparacion
con los angulos mas pequenos. Al tratarse de iones débilmente relativistas, linea
discontinua corta en la Figura 19(a), esta solucién es negativa y se acerca a a cero en
0 ~ 7/2. Luego decrece nuevamente hasta § ~ —57/6, para posteriormente crecer
levemente hasta 6 ~ —7. Para iones relativistas de fondo, linea discontinua larga en
la misma figura, se observa el mismo comportamiento general, con la diferencia de
que la solucién se acerca notoriamente a cero en § ~ —m /2y 6 ~ 7/2. Luego de esos
angulos, la soluciéon es mucho mas grande que en el centro. El modo M, también
se presenta como el modo M;, pero es positivo para los dngulos positivos pequenos
e intermedios. La solucién existe y es negativa hasta § ~ —7/3, en donde deja de
ser real mientras se acerca a # ~ 0, dependiendo del valor de .. para iones de
fondo débilmente relativistas. Esta solucién no se pierde cuando ;..o = 0.75, como
se puede ver en la Figura 19(c).

Cuando la densidad de carga Zn),, es alta, los modos M; y M, son muy similares.
En ambos casos la solucién deja de existir para angulos entre § ~ —7/6 y 6 ~ 57/6
si los iones de fondo son débilmente relativistas, y entre § ~ —7/2 y 6 ~ 7/2 si los
iones son relativistas, como se tiene en la Figura 19(b) y (d).

En la Figura 20 se observan los modos rapidos M3 y M4 de este plasma para
densidad de carga baja y alta. Al igual que en la Figura 18, cuando la densidad
de carga es baja, el modo M3 es negativo para un rango de angulos negativos y
positivo para otros, mientras que el modo M, es siempre positivo. Para angulos
entre § ~ —m /3y 6 ~ —m /18, el valor de M3 deja de ser real, para luego reaparecer

con valores positivos hasta 6 ~ 27/3, en donde vuelve a ser imaginario cuando los
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Figura 20: Modo rapido M3 y M, de la velocidad de fase versus 6 para

densidad de carga baja en (a) y (c), y para densidad alta en (b) y (d).

La linea discontinua corta (larga) corresponde a ;10 = 0.1 (S0 = 0.75),

que representa iones débilmente relativistas (relativistas) de fondo. Los

colores corresponden a diferentes velocidades de los electrones: ... = 0.2

(r0jo), Bexo = 0.4 (naranjo), Be.o = 0.6 (verde) y fe.ro = 0.9 (rosado).
iones de fondo son débilmente relativistas. Esto no ocurre para valores grandes de
Biz0, en donde la solucién es negativa entre 0 ~ —ry 0 ~ —7w/2, y 0 ~ /2y 0 ~ 7.
Para todos los valores de 6 intermedios, M es positivo y de gran amplitud, segin la
Figura 20(a).

La solucion M, es positiva para todos los valores del &ngulo entre —7 y . Cuando

los iones de fondo son débilmente relativistas, la solucién se acerca a cero para

0 ~ —m/2, y alcanza su méaximo entre 7/6 y /3. My se acerca a cero cuando

0 ~ —7m/2y 6 ~ 7/2, y el mdximo lo alcanza en 6§ ~ 7/18 para iones de fondo
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relativistas, visto en la Figura 20(c).

Al aumentar la densidad de carga, M3 y M4 son muy similares, en donde ocurre
lo opuesto a lo visto en la Figura 18. Si los iones de fondo son débilmente relativistas,
la solucién deja de existir para angulos mas negativos que 6 ~ —m/4 y més grandes
0 ~ 5m/6. Si los iones de fondo son relativistas, estos limites se trasladan hacia la

izquierda en el gréfico, lo que se puede apreciar en las Figuras 20(c) y (d).

6.2. Coeficiente de dispersion y ancho del soliton

Una vez que se conoce para qué dangulos la ecuacion (5.35) posee soluciones reales,
se pueden utilizar esos mismos rangos para estudiar la existencia de solitones en
este plasma magnetizado con particulas de polvo. Usando las soluciones lentas y
rapidas estudiadas en las Figuras 17-20, para densidades de carga Zn), baja y alta,
buscamos establecer los valores de M que permiten que el coeficiente de dispersion
q sea positivo para este plasma en el espacio de parametros propuesto.

En el Capitulo 5, se encuentra una expresién para el coeficiente de dispersion g,
en donde se establece que depende explicitamente de 6 y de By, a través de € en el
coeficiente ¢;, como muestra (5.62). El coeficiente ¢; es la tnica cantidad que depende
explicitamente de €', ya que el coeficiente no lineal p sélo depende del angulo, como
se observa en (5.63) y (5.64).

De esta manera, primero se fija el 4ngulo 6 en un valor pequeno, § = 7/60, para
estudiar los efectos de su existencia cerca de las condiciones establecidas en el caso
no magnetizado del Capitulo 4, y poder evaluar el impacto de By en ¢, recordando
que Q' = By (1/ 47mi0md62)1/ ?_En funcién de esto, se tiene ¢ en las Figuras 21-23.
En cada una de estas figuras, se revisan dos casos: cuando los iones son la especie

de fondo y cuando los electrones son la especie de fondo. En el primer caso, cuando
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los iones son la especie de fondo, se grafican los puntos con los colores morado
(iones débilmente relativistas) y amarillo (iones relativistas). De igual manera en el
segundo caso, pero con los colores rojo (electrones débilmente relativistas) y celeste
(electrones relativistas). Asi, se analiza ¢ en funcién de 5, y Pe.0 para distintos
valores del campo magnético: By = 0.0001T, Bys = 0.001T, Byz = 0.01T, By, =
0.1T, Bys = 1T, cuando € = 7/60 es un valor fijo y pequeno. Estos valores de la
intensidad del campo magnético son elegidos para poder mostrar en qué rangos se
observa algtiin impacto debido a By, por la forma que posee la expresién (5.62) y por
los posibles contextos astrofisicos en que se pueda estudiar y aplicar el anélisis de este
plasma, como muestra Malik y Malik en [105], Jafari en [137], y O’Sullivan y Gabuzda

en [138], por mencionar algunos ejemplos. Teniendo todo esto en consideracién, para
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Figura 21: Coeficiente de dispersion go versus (a) B0 y (b) Bizo, para
0 = m/60 y Zsnl, = 0.55. El tipo de punto representa un valor para el
campo magnético de fondo: By = 0.0001 T, Bgs = 0.001 T, Bys = 0.01
T, Boy = 0.1 T, Bys =1 T. En (a), los puntos morados (amarillos), repre-
sentan iones de fondo débilmente relativistas (relativistas), con ;.o = 0.1
(Bizo = 0.75). En (b), los puntos rojos (celestes), representan electrones de
fondo débilmente relativistas (relativistas), con Se,0 = 0.1 (Be,0 = 0.75).

= /60, las velocidades de fase que producen solitones son My, M3 y M, como se
observa en las Figuras 21-23.
En el caso del modo lento M,, se tiene go en la Figura 21. Independiente de

si los electrones o los iones son la especie de fondo, el comportamiento general del
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coeficiente de dispersion es disminuir a medida que el campo magnético By crece, lo
que implica que el ancho del solitén también decrece segun (5.66). Cuando los iones
son la especie de fondo, ¢, aumenta a mientras que crece f.,/o, pero disminuye cuando
los iones cambian su velocidad de (5,9 = 0.1 (puntos morados) a ;..o = 0.75 (puntos
amarillos), aunque este cambio no es muy exagerado, como se ve en la Figura 21(a).
El caso contrario se tiene en la Figura 21(b), en donde son los electrones la especie
de fondo. En esta oportunidad, el coeficiente de dispersion disminuye mientras que
Bizo crece, pero aumenta cuando el valor de fB..o = 0.1 pasa a (.., = 0.75. Esto
se ve reflejado en el cambio de color de los puntos, cuando van del rojo (electrones
débilmente relativistas) al celeste (electrones relativistas).

Se tiene una situacién similar para los coeficientes q3 y q4, que provienen de las
velocidades M3 y My, respectivamente. En las Figuras 22 y 23, también se tiene que
q disminuye a cuando aumenta el campo magnético. Esto, nuevamente se traduce
en que el ancho del soliton disminuye para campos magnéticos més intensos, para
densidades de carga Zyn), baja y alta.

Para el coeficiente ¢3, cuando los iones en el fondo son débilmente relativistas
(puntos morados) y la densidad de carga es baja, g tiende a disminuir cuando S
crece hasta (..o ~ 0.85. Para valores mayores de (.., g3 deja de ser positivo, por
lo que ya no existen solitones. Para iones de fondo relativistas (puntos amarillos),
q3 existe desde (..o ~ 0.75, en donde decrece su valor hasta llegar a S, ~ 0.99,
como se puede apreciar en la Figura 22(a). También, el valor de g3 es mas grande
en comparacion a cuando los iones son débilmente relativistas. Para densidades de
carga mas altas, ocurre lo contrario: g3 crece. Para iones débilmente relativistas en el
fondo, el crecimiento es sutil y existe para todos los valores de f..q. Cuando los iones

de fondo son relativistas, g3 es mas grande en comparacién a cuando los iones poseen
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Figura 22: Coeficiente de dispersién g3 versus [..o en (a) y (b), y versus
Bizo en (c) y (d), para @ = 7/60. En (a) y (c), Zany, = 0.55. En (b) y (d),
Zgnly, = 45. El tipo de punto representa un valor para el campo magnético
de fondo: By = 0.0001 T, By = 0.001 T, Bys = 0.01 T, Bys = 0.1 T,
Bps = 1 T. En (a), los puntos morados (amarillos), representan iones
de fondo débilmente relativistas (relativistas), con B9 = 0.1 (Bio =

0.75). En (b), los puntos rojos (celestes), representan electrones de fondo
débilmente relativistas (relativistas), con Se,ig = 0.1 (Berr0 = 0.75).

velocidades mas bajas, y crece mientras (.., aumenta. El coeficiente de dispersion
existe hasta ... ~ 0.75 cuando ;..o = 0.75.

En las Figuras 22(c) y (d), se tiene el caso en que los electrones son la especie
de fondo para densidades de carga baja y alta, respectivamente. En (c) se observa
que, cuando los electrones de fondo son débilmente relativistas (puntos rojos), los
solitones existen en un rango muy acotado de valores de f3;.,9, mientras que para
electrones de fondo relativistas (puntos celestes) existen para un rango méas amplio,
llegando hasta ;..o ~ 0.75. Cuando aumenta la densidad de carga, para electrones

débilmente relativistas (puntos rojos), los solitones existen para casi todos los valores
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de Bi.0. Al aumentar la velocidad de los electrones (puntos celestes), se aprecia en
(d) que los solitones existen hasta ;..o ~ 0.35, luego g3 deja de ser positivo, para

reaparecer entre ;.0 ~ 0.75 y B0 ~ 0.95. El coeficiente de dispersién g4, que
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Figura 23: Coeficiente de dispersién g4 versus S...o en (a) y (b), y versus
Bizo en (¢) y (d), para § = 7/60. En (a) y (c), Zgnl, = 0.55. En (b) y (d),
Zgnl, = 45. El tipo de punto representa un valor para el campo magnético
de fondo: BOl = (0.0001 T, BOQ = 0.001 T, B(]g = 0.01 T, B()4 = 0.1 ’1_‘7
Bos = 1 T. En (a), los puntos morados (amarillos), representan iones
de fondo débilmente relativistas (relativistas), con B0 = 0.1 (B0 =
0.75). En (b), los puntos rojos (celestes), representan electrones de fondo
débilmente relativistas (relativistas), con Be.g = 0.1 (Bero = 0.75).

proviene de la velocidad My, muestra un comportamiento similar al descrito para gs.
Esto se ve explicitamente en la Figura 23, cuando los iones son la especie de fondo
en (a) y (b) y cuando los electrones son la especie de fondo en (c) y (d).

Ya habiendo establecido que al aumentar la intensidad del campo magnético
By disminuye el ancho del solitéon que existe segin los parametros estudiados, es

necesario revisar como afectan distintos valores para el angulo de propagacion en la
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existencia y el ancho de estas estructuras. Fijando el valor de la intensidad del campo
magnético en By = 0.1 T, en las Figuras 24-26, se ve como afectan distintos valores
de 0 en la existencia y el ancho. El cambio en los dngulos es pequeno: ¢; = 7/60
(3°), 0 = w/36 (5°) y 03 = 7/18 (10°). Esto con el objetivo de no desviar mucho
el espacio de parametros con respecto a lo estudiado en el Capitulo 4, como se ha
mencionado anteriormente.

Lo primero que se logra observar cambiando los angulos es que aparece una
solucién en la ecuacién (5.35), menor que M, que produce valores positivos del
coeficiente de dispersién. Esta solucion es el modo més lento M, que para 63 = 7/18,
produce valores positivos de ¢, entre [, ~ 0.35 v Bi.g ~ 0.7 para electrones
en el fondo. Esto se aprecia en la Figura 24(a), en donde los electrones de fondo
relativistas (puntos celestes), produceen solitones mas anchos que los electrones de
fondo débilmente relativistas (puntos rojos). En los paneles (b) y (¢) de la misma
figura, se tiene el coeficiente de dispersién ¢, cuando los iones estan en el fondo
y cuando los electrones estan en el fondo, respectivamente. A diferencia de lo que
se observa al cambiar los valores de By para un angulo fijo, cambiar el valor de
0 para B, fijo tiene un efecto mas pronunciado. En el caso de los iones como la
especie de fondo, cuando son débilmente relativistas (color morado), 6; (circulos)
y 0 (cuadrados), producen ¢ muy similares que tienden a crecer con fe,q. Esto
implica que el ancho del soliton crece con ¢o hasta S...o ~ 0.9. Esto también ocurre
para 03 (diamantes), con la diferencia de que presenta una discontinuidad cerca de
Bezo ~ 0.7. Cuando los iones de fondo son relativistas (color amarillo), ¢o existe
para todo el rango de f.. estudiado, pero para valores mas pequenos, lo que se
traduce en solitones mas angostos para ¢, y 6. Para 03 ocurre lo contrario: ¢y crece,

produciendo solitones mas anchos, manteniendo la discontinuidad en f,./q, como se
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Figura 24: (a) Coeficiente de dispersién ¢; versus f;.0, (b) g2 versus [,
y (¢) g2 versus [0, para By = 0.1 T y Zynl,, = 0.55. El tipo de pun-
to representa un valor para 6. En (a) y (c), los puntos rojos (celestes),
representan electrones de fondo débilmente relativistas (relativistas), con
Bezo = 0.1 (Beo = 0.75). En (b), los puntos morados (amarillos), repre-
sentan iones de fondo débilmente relativistas (relativistas), con ;.o = 0.1

(Bizro = 0.75).
puede observar en la Figura 24(b).

De igual manera, en la Figura 24(c) para electrones de fondo, la solucién existe
para la mayoria de los valores de [3;,o en 61 y 0. Cuando el angulo es 03, ¢o existe
hasta ;.9 ~ 0.4 y luego desde S;..o ~ 0.7, de manera independiente al valor de (..
de fondo. En este caso, el ancho del solitéon disminuye cuando 6 crece, y cuando los
electrones de fondo pasan a ser relativistas (cambio del rojo al celeste), el valor de
q2 crece, aumentando el ancho del solitén.

De manera general, en las Figuras 25 y 26, se muestra el coeficiente de dispersién
q3 v q4 en funcion de Be.q v Bi.0, para 01, 65 y 03, cuando By = 0.1T. El com-

portamiento general de este modo es bastante similar al que se ha descrito para los
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Figura 25: (a) Coeficiente de dispersion gz versus fe.o cuando Zgn/, =
0.55 y (b) cuando Zyn), = 45. (c) Coeficiente de dispersion ¢z versus S,
cuando Zgnl, = 0.55 y (d) cuando Zyn, = 45. En esta figura, By = 0.1
T y el tipo de punto representa un valor para 6. En (a) y (b), los puntos
morados (amarillos), representan iones de fondo débilmente relativistas
(relativistas), con B0 = 0.1 (B9 = 0.75). En (c) y (d), los puntos
rojos (celestes), representan electrones de fondo débilmente relativistas
(relativistas), con fe0 = 0.1 (Beso = 0.75).

otros coeficientes de dispersion. El valor de ¢3 y ¢4 es positivo dependiendo de si
los electrones o los iones son la especie de fondo, de si son débilmente relativistas o
relativistas y de si la densidad de carga Zyn!, es baja o alta.

Cuando los iones son la especie de fondo, el valor de g3 y g4 crece levemente al
aumentar el angulo de #; a #. Cuando el angulo aumenta de 05 a 63, g3 crece hasta
Bezro ~ 0.4, en donde deja de existir para valores mas grandes de (.o, reapareciendo
cerca de fe.0 ~ 0.7 como se muestra en la Figura 25(a). Para g4 sucede lo mismo,
con la diferencia de que los valores de f...o para los cuales existen solitones se tras-

ladan, como se observa en la Figura 26(a). En ambos casos, el comportamiento del
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coeficiente de dispersén cambia cuando los iones de fondo son relativistas, ya que
q3 Y Q4+ ya no son positivos entre B.,g ~ 0y Be,g ~ 0.75 para 61 y 0,. Para 603 si
lo son, y el rango de .. en que existen solitones crece en comparacion a cuando
los iones de fondo son débilmente relativistas. Los coeficientes de dispersion q3 v gy
vuelven a ser positivos luego de ..o ~ 0.75, en donde hace que disminuya el ancho
del solitén hasta Be..o ~ 0.99, siendo mas ancho para 5. Al aumentar la densidad
de carga Zyn/y, los valores de g5 y g4 se hacen mas pequefios. Para iones de fondo
débilmente relativistas, g3 y g4 se mantienen a lo largo de S..q en 01 y 65, mientras
que en 63 tiende a disminuir. Cuando los iones de fondo son relativistas, ocurre lo
opuesto: existen solitones para 6; y #,, cuyo ancho aumenta con el angulo, mientras
que para 65 disminuye, como se aprecia en la Figuras 25(b) y 26(b).

En el caso en que son los electrones la especie de fondo y Zynl,, es bajo, cuando
son débilmente relativistas, g3 es positivo para valores pequenos de f3;.,¢. Esto ocurre
cuando el dngulo de propagacion es 6; o 6y, mientras que para 3 existen solitones
para todo valor de 5;,,9 mayor a ;.9 ~ 0.05. Al aumentar la densidad de carga, las
condiciones de la existencia se invierten: para estos parametros existen solitones en
0, y 65 en la mayor parte del rango de (;.9 y hasta ;.. ~ 0.3 para #5. Por otro
lado, los electrones de fondo al ser relativistas, revierten la situacién para densidades
de carga bajas. Esto quiere decir que para 6, y 65, crece el rango de velocidades en
donde existen solitones, mientras que para #3, decrece. Cuando la densidad de carga
Zgnl, es alta, existe una zona entre ;9 ~ 0.3 y Bio ~ 0.75 en donde no existen
solitones para 6y y 0o, pero si para 63, como es posible observar en los paneles (c) y
(d) de la Figura 25.

El comportamiento de ¢, es muy similar al ya descrito para gs cuando los elec-

trones son la especie de fondo, como muestran la Figuras 26(c) y (d).
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Figura 26: (a) Coeficiente de dispersion g4 versus [, cuando Zgn!, =
0.55 y (b) cuando Zyn), = 45. (c) Coeficiente de dispersion gz versus S;.o
cuando Zyn/, = 0.55 y (d) cuando Zgn), = 45. En esta figura, By = 0.1
T y el tipo de punto representa un valor para 6. En (a) y (b), los puntos
morados (amarillos), representan iones de fondo débilmente relativistas
(relativistas), con Bi0 = 0.1 (B0 = 0.75). En (¢) y (d), los puntos
rojos (celestes), representan electrones de fondo débilmente relativistas
(relativistas), con fe.0 = 0.1 (Berro = 0.75).

Todos los casos presentados hasta ahora describen en detalle las condiciones en
que se da la existencia de solitones, a través del parametro ¢, y en qué regién del
espacio de parametros ocurre. Esta existencia también describe lo que ocurre con el
ancho del soliton, que a través del coeficiente de dispersion ¢, lo impacta directa-
mente. Recordando que el ancho A de la estructura localizada depende de ¢ de la
forma A = \/W , se pueden tomar tres valores de S;./q v Be.0, de tal manera de
ejemplificar las situaciones descritas hasta ahora para el ancho, segin la existencia,
en funcion de By y € y de manera més general.

En la Figura 27 se observa el ancho del solitén A, que proviene de ¢y en funcion
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Figura 27: Ancho del solitén versus Q'? para ¢o y Zgnly, = 0.55. El color
rojo representa especies débilmente relativistas, b;..0 = Beso = 0.2, el
color verde representa ;.0 = 0.3 y SBe.0 = 0.4, y el color celeste especies
relativistas S0 = Bero = 0.75. El tipo de linea indica el angulo de
propagacion.
de Q2. El rango de 2 estudiado es consistente con los valores de By revisados en las
Figuras 21-26, segin ' = By (1 /47rniomd02)1/ ?. Se puede apreciar claramente que,
independiente del angulo y del valor de B;..0 ¥ Be.r0, €l ancho del solitén disminuye
cuando Q% crece, lo que se traduce en un aumento de By. Este efecto es bastante
exagerado para valores mas pequetios de 2, convergiendo rdpidamente a un valor
fijo de Ay para valores de 2 més grandes. El impacto en el cambio del dngulo es tal
como se mostré en las figuras anteriores. No tiene un comportamiento bien definido,
ya que puede aumentar o disminuir el ancho, y este efecto no depende necesariamente
del valor de f3;,:0 y/0 [e.r0, como se puede observar en el cambio del tipo de linea. El
efecto més notorio se tiene en 63, f;.0 = 0.3 y B0 = 0.4 (linea verde), en donde el
ancho aumenta para luego converger a un valor fijo. En el resto de los casos sucede
al revés: el ancho disminuye para converger a un valor fijo.
Lo mismo ocurre para el ancho de los solitones que provienen de los coeficientes

de dispersion de velocidades de fase mas grandes, como es el caso de ¢q3 v q4. En

ambas situaciones, el ancho A3 y A4 disminuye notoria y rapidamente para valores
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Figura 28: Ancho del solitén versus Q/? para (a) g3 y Zanly = 0.55, para

(b) a3y Zangy = 45, para (¢) g1y Zangy = 0.55, y para (d) g1 y Zangy = 45.

El color rojo representa especies débilmente relativistas, 5.0 = Beso =

0.2, el color verde representa ;.0 = 0.3 y Besrig = 0.4, v el color celeste

especies relativistas (.0 = Be.ro0 = 0.75. El tipo de linea indica el angulo

de propagacion.
més grandes de Q% y, por lo tanto, de By, sin importar si la densidad de carga es baja
o alta, como se tiene en la Figura 28. Dependiendo del valor del angulo 6, pueden
existir o no soluciones para ciertos valores de [, ¥ Be.r0, 0 dependiendo del valor
de la densidad de carga. Este tltimo caso, se observa comparando los paneles (a) y

(b) de Ag, y los paneles (¢) y (d) de A4 de la Figura 28, en donde el ancho diminuye

considerablemente al aumentar el valor de Zn/,.
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6.3. Amplitud del solitén

Otra caracteristica importante de los solitones que también puede ser estudiada
es la amplitud ¢g. En la Seccién 6.2 se establece en detalle la region de parametros
en donde existen solitones para este plasma relativista, magnetizado y con particulas
de polvo, y a partir de ella, como se comporta el ancho de la estructura. Por lo tanto,
se puede utilizar el mismo conjunto de parametros para determinar si los solitones
existentes son compresivos (¢g > 0) o rarefactivos (¢o < 0).

La expresion algebraica derivada en la Seccién 5.3 para la amplitud, depende del
coeficiente no lineal p de la forma ¢y = 3V/p. A su vez, este coeficiente no depende
explicitamente de %, pero si de #, como muestran las ecuaciones (5.63) y (5.64). Por
lo tanto, no importa el valor que se fije para €’ 2 0 By, este no afecta a la amplitud,
por lo que se puede estudiar el impacto de 6 de manera independiente.

Segun lo mostrado en la Figura 24, para By = 0.1T fijo y 03 = 7/18, se tiene que
existen solitones para el modo mas lento M; en un rango definido de valores de f;.q.
En la Figura 29(a) se puede apreciar la amplitud de dicho caso. Los solitones son
compresivos, donde ¢y, es mayor cuando los electrones en el fondo son débimente
relativistas (diamantes rojos) que cuando son relativistas (diamantes celestes). En el
primer caso, la amplitud disminuye cuando f3;.,o aumenta, mientras que en el segundo
caso la amplitud crece con [;.q.

En los paneles (b) y (c) de la Figura 29 se tiene la amplitud de los solitones que
provienen del modo lento M, para densidad de carga baja cuando los iones son la
especie de fondo y cuando los electrones son la especie de fondo, respectivamente.
En el primer caso, se tiene que ¢y posee valores mayormente negativos, salvo una

region entre fe.g ~ 0.4y Be.o ~ 0.65 para 03 (diamantes morados y amarillos). Para
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Figura 29: (a) Amplitud ¢g; versus f;., (b) amplitud ¢ge versus Se..
y (c¢) amplitud ¢gy versus Bi.o. En esta figura, By = 0.1T, Zyn), =
0.55 y el tipo de punto representa un valor distinto de 6. En (a) y (c),
los puntos rojos (celestes), representan electrones de fondo débilmente
relativistas (relativistas), con fe.9 = 0.1 (Bero = 0.75). En (b) los puntos
morados (amarillos), representan iones de fondo débilmente relativistas

(relativistas), con B0 = 0.1 (B0 = 0.75).
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iones de fondo débilmente relativistas (color morado), #; produce solitones menos

negativos que 0, y #3. Al mismo tiempo, 6, produce solitones menos negativos que

03, los cuales poseen amplitud finita hasta (..o ~ 0.2. Cuando los iones de fondo

son relativistas (color amarillo), este comportamiento se repite, pero la diferencia en

®o2 generada por 61 y 05, es muy pequena. El angulo 63 diverge cerca de (,.q ~ 0.4,

valor que es mas grande que el descrito para iones de fondo débilmente relativistas.

El segundo caso se tiene para electrones de fondo débilmente relativistas (color

rojo) y relativistas (color celeste), donde los solitones son completamente rarefactivos,

es decir, ¢g2 < 0. El angulo 6 hace que la amplitud se haga més negativa para f...
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pequenos, mientras que para (..o grandes esto se revierte. El angulo 63 produce
solitones con menor amplitud.

Los solitones que provienen de g3 son negativos para valores muy pequenos de
Bexo y desde Beyo ~ 0.35 en adelante, para los tres valores de 6 estudiados y Zyn/,, =
0.55. Entre Be.ig ~ 0.05 y B9 ~ 0.35, el solitéon es compresivo. Esta descripcion
corresponde a los solitones que existen cuando los iones son la especie de fondo
(color morado) en la Figura 30(a). Cuando estos iones de fondo son relativistas
(color amarillo), el solitén es negativo para todos los valores de [,/ estudiados. El
impacto del angulo se aprecia en el aumento o disminucién de la amplitud, segin
la Figura 30(a). Al aumentar la densidad de carga Z;n/,, este comportamiento se
invierte de manera general. Cuando los iones de fondo son débilmente relativistas,
el solitén posee amplitud negativa y cuando los iones de fondo son relativistas, la
amplitud es positiva. Esto con la excepcién de algunos valores de f../¢, dependiendo
del valor de 6, como se puede apreciar en el panel (b) de la Figura 30.

En las Figuras 30(c) y (d), se muestra la amplitud ¢g3 cuando los electrones son
la especie de fondo, para densidad de carga baja y alta, respectivamente. En el panel
(c) se ve que los solitones son rarefactivos para los tres angulos estudiados en g3 y que
la amplitud se hace mas negativa para angulos mas grandes cuando los electrones
de fondo son relativistas (color celeste). En el panel (d) el valor de Zyn), es mas
grande que en (c), y de inmediato se observa que hay algunos solitones con amplitud
positiva, dependiendo del valor de (;./g, Be.0 ¥ 0.

La Figura 31 presenta la amplitud para los solitones que provienen de ¢q4. En los
paneles (a) y (b), los iones son la especie de fondo para densidad de carga baja y
alta, respectivamente. El comportamiento general de la amplitud ¢g4 es muy similar

al descrito en la Figura 30 para ¢g3. Los solitones son compresivos o rarefactivos,
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Figura 30: Amplitud ¢g3 versus f.. para (a) Zgn,, = 0.55y (b) Zyn!, =

45. Amplitud ¢g3 versus ;.o para (c¢) Zgnl, = 0.55y (d) Zgnl, = 45. El

resto de los parametros se fijan de la misma manera que en la Figura 29.
dependiendo de algunos valores de ), como por ejemplo 63 en el panel (b). El cambio

mas notorio es que aumentan las zonas de ... 0 B0 en que el solitén mantiene el

signo de su amplitud, en comparacion a lo mostrado para ¢gs3.

6.4. Perfil del solitén y relevancia de los efectos
relativistas

En esta seccion se recopila toda la informacién obtenida de lo estudiado anterior-
mente para el ancho y la amplitud de los solitones existentes, y se grafica su perfil
de manera explicita.

Aligual que en la Seccion 4.4, en las siguientes figuras se definen especies no relati-
vistas como aquellas que las describen las ecuaciones de continuidad (5.1), movimien-

to (5.2)—(5.4) y de Poisson (5.5), cuando a = 0 y ;0 = 1. Luego, se grafica el perfil
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Figura 31: Amplitud ¢o4 versus f..o para (a) Zgn,, = 0.55y (b) Zyn!, =
45. Amplitud ¢4 versus B, para (¢) Zgnl, = 0.55y (d) Zsnl, = 45. El
resto de los pardmetros se fijan de la misma manera que en la Figura 29.
del soliton para dos valores de la intensidad del campo magnético, By = 0.0001T y
By = 0.1T, cuando el angulo se fija en 3. La eleccién de By y 6 se realiza de tal
manera que se puedan observar solitones segin lo visto en las Secciones 6.2 y 6.3.
De modo general se grafica un solitén no relativista (¢ = 0) con una linea continua y
uno que considera efectos relativistas (¢ = 1) con una linea discontinua con puntos.
Los colores de dichos perfiles representan lo mismo que en las secciones anteriores.
Rojo para electrones de fondo débilmente relativistas, celeste para electrones de fon-
do relativistas, morado para iones de fondo débilmente relativistas y amarillo para
los mismos, pero relativistas.
A partir de esto y segin lo visto en la Figura 24(a), se tiene el perfil del solitén
para el modo M; en la Figura 32. Se observa que cuando a = 0, los solitones son

positivos, mas anchos y con mayor amplitud para velocidades bajas. Cuando las
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Figura 32: Perfil del solitén ¢} para el modo M; y densidad de carga

baja Zgn!, = 0.55, cuando (a) By = 0.0001T y (b) By = 0.17T. La linea

continua (discontinua con puntos) representa especies sin (con) efectos

relativistas. El color rojo muestra electrones de fondo con ..o = 0.1 y el

celeste con f3...9 = 0.75. El valor de la velocidad de los iones es ;.. = 0.4

y esta fijo.
velocidades son més grandes, el solitén disminuye su amplitud y disminuye su ancho.
Al permitir efectos relativistas en el modelo, para electrones de fondo débilmente
relativistas, el solitén es mas pequeno y menos ancho. Cuando los electrones de
fondo son relativistas, la amplitud disminuye considerablemente y el ancho también,
pero aumenta en comparacién a cuando no hay efectos relativistas en el modelo. La
diferencia entre el panel (a) y (b) es el valor de By de cada perfil, en donde se aprecia
coOmo disminuye notablemente el ancho entre un caso y otro.

En la Figura 33 se muestra el perfil de los solitones que provienen del modo M.
Estos solitones son rarefactivos, independiente de si hay efectos relativistas en el
modelo o no. Para By = 0.0001T en el panel (a), cuando a = 0 en el modelo (linea
continua), estas estructuras localizadas poseen mayor amplitud y ancho que cuando
a = 1, salvo cuando los iones de fondo poseen velocidades relativistas (color amarillo),

en donde el solitén es mas angosto. En el panel (b), cuando By = 0.1T, se aprecia

cémo disminuye notoriamente el ancho de estas estructuras a modo general, mientras
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Figura 33: Perfil del solitén ¢| para el modo M, y densidad de carga

baja Zgn', = 0.55, cuando (a) By = 0.0001T y (b) By = 0.17T. La linea

continua (discontinua con puntos) representa especies sin (con) efectos

relativistas. El color rojo (morado) muestra electrones (iones) de fondo

con fBeg = 0.1 (Bizg = 0.1) y el celeste (amarillo) con fe.o = 0.75

(Bizro = 0.75) El valor de la velocidad de los iones (electrones) es S0 =

0.2 (Bexo = 0.2) y esta fijo.
se mantiene la amplitud para todas las velocidades estudiadas. El tnico solitén que
posee un comportamiento diferente es el que existe cuando los iones relativistas son
la especie de fondo, el cual se ve con color amarillo para ambos tipos de linea. En
este caso, cuando a = 0, el solitén es mas ancho y tiene una mayor amplitud que
cuando a = 1.

El solitén que proviene de Mj; para densidades de carga baja, se grafica en la
Figura 34. Lo primero que notamos es la gran diferencia en la amplitud de las es-
tructuras cuando los iones son la especie de fondo (morado y amarillo) en los paneles
(a) y (c) en comparacion a los paneles (b) y (d), donde los electrones son la especie
de fondo. Entre (a) y (c¢) disminuye el valor de By, que se ve reflejado en la gran
diferencia de ancho entre un par de solitones y el otro. También se destaca que sélo
se tienen solitones para iones de fondo con velocidades bajas cuando a = 0 y cuando

a =1 en el modelo. En el primer caso, el solitéon con linea continua es muy pequeno

en comparaciéon con el solitén del segundo caso, con linea discontinua y puntos, ten-



(c)

~

¢ (b)
2.5
15
0.5
~400000 0 400000
¢ (d)
2.50
0/5 %
. . - XY . . 77
~400 —-200 200 400

119

—-400000 0

400000

Figura 34: Perfil del solitén ¢} para el modo Mj y densidad de carga baja
Zanlyy = 0.55. En (a) y (c), los iones son la especie de fondo y en (b) y
(d) los electrones. El valor de By en (a) y (c¢) es By = 0.0001T, y en (b)

y (d) es By = 0.1T. El tipo de linea y los colores de ellas representan lo
mismo descrito en la Figura 33

diendo ambos a un ancho similar. Cuando los electrones son la especie de fondo, se

tienen los perfiles en los paneles (b) y (d), cuya diferencia es el valor de By que, al

igual que en casos anteriores, para valores mas pequenos de By el ancho es mucho

mas grande. En ambos paneles los solitones poseen amplitud negativa, siendo mas

grande para valores de [3;,,o pequenos cuando no se consideran efectos relativistas en

el modelo. Al permitir que estos efectos estén presentes por medio de a = 1, para

Biz0 pequeno la amplitud disminuye considerablemente, como se aprecia en la linea

discontinua con puntos. Si aumenta el valor de ;.9 a rangos relativistas, la amplitud
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aumenta para a = 1, mientras que para a = 0 deja de existir esta estructura.

—-0.15¢

Figura 35: Perfil del solitén ¢} para el modo M3 y densidad de carga alta
Zgnlyy = 45. En (a) By = 0.0001T y en (b) By = 0.1T. El tipo de linea y
los colores de ellas representan lo mismo descrito en la Figura 33, al igual
que los valores de B...o v Bizo-

Cuando aumenta la densidad de carga Zyn!, y no hay efectos relativistas en el
modelo, sélo existen solitones para electrones de fondo (color rojo y celeste) e iones de
fondo, pero sélo para valores de ;.. bajos (color morado). Para estas condiciones,
los solitones son rarefactivos en los paneles (a) y (b) de la Figura 35. Al existir
efectos relativistas en el modelo, los solitones aumentan su amplitud. En el caso
de electrones relativistas en el fondo (color celeste), el solitén invierte su amplitud,
pasando de rarefactivo para a = 0 a compresivo para a = 1. Esto se observa en el
panel (a) y (b), en donde cambia el valor de By también.

Por tltimo, los perfiles de los solitones que provienen de M, se grafican en las
Figuras 36 y 37, para Zynl, = 0.55 y Zyn),, = 45, respectivamente. En la Figura
36 se observa que los solitones son rarefactivos y de menor amplitud, salvo para
valores pequenos de [3;.,9 cuando los iones son la especie de fondo, independiente de
si hay efectos relativistas en el modelo o no (ambas lineas moradas). En este caso,
la estructura es compresiva y la amplitud del perfil aumenta cuando a = 1. Este

efecto se mantiene cuando aumenta el valor de By, mientras disminuye el ancho de
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Figura 36: Perfil del solitén ¢} para el modo M, y densidad de carga baja
Zan!yy = 0.55. En (a) By = 0.0001T y en (b) By = 0.1T. El tipo de linea y

los colores de ellas representan lo mismo descrito en la Figura 33, al igual
que los valores de B...0 v Bizo.
los solitones, como se ve comparando los paneles (a) y (b) de la Figura 36.
En la Figura 37, cuando aumenta la densidad de carga, la amplitud de los solitones
disminuye para los que son compresivos y aumenta para los que son rarefactivos con

respecto a lo visto en la Figura 36. En este caso, cuando a = 0, los solitones rojos

Figura 37: Perfil del solitén ¢} para el modo M, y densidad de carga alta

Zanlyy = 45. En (a) By = 0.0001T y en (b) By = 0.1T. El tipo de linea y

los colores de ellas representan lo mismo descrito en la Figura 33, al igual
que los valores de B...q v Bizo-

y morados invierten su amplitud y aparece uno para valores mas grandes de ../

(color celeste). Al permitir a = 1, la amplitud de los solitones que existen cuando

la densidad de carga es baja también se invierte, mientras que otros aparecen. El
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ancho de estos fendmenos no lineales disminuye cuando aumenta By, como se ve
comparando los paneles (a) y (b).

Finalmente, notamos que para todos estos solitones, la amplitud de cada uno se
mantiene constante entre un panel y otro, ya que el cambio de By no tiene ningtin

impacto en la amplitud, como se menciona en la Seccién 6.3.

6.5. Discusion y resumen

Es este capitulo se estudia y analiza cémo afecta la presencia de un campo
magnético externo en la existencia y forma de solitones en un plasma con velocidades
completamente relativista y con particulas de polvo. Para realizar este analisis, se
obtuveron soluciones numeéricas para este plasma a partir de la ecuacién (5.66), re-
sultado algebraico que se logra al incluir un campo magnético externo en el modelo
dado por (5.2)-(5.4). Estas soluciones numéricas se tienen al fijar un conjunto de
valores para las cantidades normalizadas libres de acuerdo con lo que se muestra en
el Capitulo 4, ya que para esos parametros se muestra que existen solitones en el
caso no magnetizado, siendo un punto de partida en la exploracién de la existencia
para los resultados encontrados en el Capitulo 5. El objetivo de esto fue explorar
las caracteristicas de los solitones que aparecen cuando hay campo magnético, de
tal manera de identificar los nuevos efectos que surgen debido a la presencia de un
angulo de propagacién 6 y la intensidad del campo magnético B.

La existencia de estos solitones se estudia explorando la velocidad de fase del
plasma en funcién del angulo de propagacion de las perturbaciones, que se obtiene
al resolver la ecuacion (5.35), como se indica en la Seccién 6.1. Esta ecuacién posee
cuatro soluciones que van cambiando con el dngulo de propagacién entre 6 = —mw y

0 = m. Dependiendo del valor del angulo y de la densidad de carga, M puede ser



123

positivo o negativo, de pequena o gran amplitud, y real o complejo. En las Figuras
17-20 se muestra en detalle como se comporta M, lo que entrega una idea de qué
valores de 6 permiten que exista un solitén. Como se utiliza de punto de partida
el espacio de parametros que sugiere el caso no magnetizado, se eligen tres angulos
pequenos para estudiar el coeficiente de dispersion y la existencia de estos fenémenos
no lineales, de tal manera de no desviarse mucho de ese caso conocido.

Una vez que se determina para qué angulos pequenos M es real, se utiliza ¢, =
/60, 0 = w/36 y 6; = 7/18 para ver dénde es positivo el coeficiente de dispersién
q. Este coeficiente indica la existencia de solitones en este plasma cuando es positivo,
y también afecta directamente en el ancho del solitéon, por lo que se busca esta
condicién en funcion del valor de la intensidad del campo magnético By y el dangulo
0, como se hace en detalle en la Seccion 6.2. Para los parametros en que ¢ es positivo,
incluyendo las soluciones encontradas y estudiadas de la ecuacién de Poisson (5.35),
se observa que de manera general, la intensidad del campo magnético By disminuye
el ancho de los solitones que existen. El ancho de la estructura disminuye progresiva
y rapidamente mientras aumenta la intensidad del campo magnético hasta converger
a un valor fijo. Luego de eso, By puede seguir creciendo, pero no tendra ningin
impacto sobre el ancho del soliton, independiente del valor de S para ambas especies,
de la densidad de carga y del dangulo de propagacién. Estableciendo esto, para un
valor fijo de By se estudia como impacta 6 en la existencia y el ancho del soliton,
observando que el efecto no es tan definido como lo es el cambio de Bj. Dependiendo
de 6 pueden aparecer valores positivos de ¢ que provienen de modos que antes no
generaban solitones, como es el caso de M; en la Figura 24. También, el angulo
puede cambiar el rango de valores de [ para cualquier especie de fondo en donde ¢

es positivo, y por lo tanto, donde existen solitones.
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En cuanto a la amplitud de los solitones que existen bajo todas las condiciones
mencionadas hasta ahora, a diferencia del ancho, a la amplitud sélo le afecta direc-
tamente el angulo de propagacién y no la intensidad del campo magnético, debido a
la forma que posee su expresion algebraica derivada en la Seccién 5.3. Esta expresion
se escribe en funcion del coeficiente no lineal p, que solo depende explicitamente de
y no de By. Teniendo esto presente, en la Seccién 6.3 se grafica el impacto de 6 en la
amplitud de los solitones existentes, en donde se puede concluir que su rol principal
es el de aumentar o disminuir la amplitud. Dependiendo del angulo de propagacion,
los solitones pueden ser compresivos o rarefactivos, como se muestra en las Figuras
29-31.

Finalmente, al recopilar toda la informacién obtenida de la existencia, el ancho
y la amplitud de los solitones de este plasma magnetizado, se grafica el perfil de
algunos de los casos en donde se obtienen solitones, como se muestra en la Seccién
6.4. Se puede apreciar como cambia el ancho del solitén con la disminucién de By,
y céomo para un valor de # fijo, el solitén es compresivo o rarefactivo. A la vez, se
destaca el impacto de los efectos relativistas en el modelo de este plasma, graficando
los solitones que se obtienen cuando estos efectos no estan presentes y comparando lo
que sucede cuando si estan presentes. En las Figuras 3237, se muestra que para algtin
conjunto de parametros, los efectos relativistas disminuyen el ancho y la amplitud de
los solitones que existen, mientras que para otros, estas dos caracteristicas aumentan.

Al igual que en el caso no magnetizado, el estudio y anélisis realizado en este
capitulo se realiza de manera extensa y detallada, con el fin de revisar todos los
casos que sean posibles segtin el modelo algebraico derivado en el Capitulo 5, de la
manera mas completa y rigurosa posible. Esto abre la posibilidad de que existan

combinaciones de casos y de parametros que no sean posibles, debido a procesos



125

tales como inestabilidades. En trabajo futuro, estos casos podrian ser discriminados a
través de simulaciones numéricas, de la misma manera que se mencioné en el Capitulo
4. También se puede estudiar este sistema y el mismo conjunto de parametros cuando
el plasma es de pares, ya que este caso se dejo fuera en este capitulo para poder

identificar con mayor detalle los efectos de By y € en los solitones.



Capitulo 7

Conclusiones

En este trabajo se han estudiado solitones en un plasma relativista con particulas
de polvo, considerando efectos completamente relativistas en las velocidades de iones
y electrones, con particulas de polvo no relativistas, al igual que la temperatura de
las tres especies que componen este sistema.

Este estudio se realizé para el caso en que no hay un campo magético de fondo y
el caso en que si lo hay, considerando efectos relativistas en las especies de manera
consistente en las ecuaciones que describen este plasma en ambas ocasiones. Esto
se muestra en el Capitulo 2, donde se proponen las ecuaciones de continuidad, de
movimiento y la ley de Gauss de las ecuaciones de Maxwell para estudiar este sistema
como un fluido relativista. Teniendo esto en cuenta, se determina que las ecuaciones
que describen un plasma relativista con particulas de polvo como un fluido, son
generales mientras se considere el polvo como una especie de iones adicional y muy
masiva. La normalizaciéon de estas ecuaciones cambia dependiendo de las especies
que componen cada sistema, dando cuenta de las cantidades caracteristicas de cada
uno. En este caso se tiene una longitud similar a la de Debye, la velocidad térmica
de los electrones y la frecuencia de plasma de las particulas de polvo.

El caso sin campo magnético se estudié en el Capitulo 3, en donde se tomaron
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los resultados del Capitulo 2, adaptandolos a un plasma sin campo magnético de
fondo. Esto con la finalidad de explorar a fondo un caso mas sencillo primero y po-
der generar intuicién de lo que ocurre en el sistema. Se logra mostrar de manera
tedrica que la existencia de solitones tipo KdV es posible para un plasma relativista,
no magnetizado y con particulas de polvo. Este resultado se obtuvo perturbando no
linealmente las ecuaciones que describen este plasma (3.1)—(3.3), en donde luego de
un extenso trabajo algebraico descrito en detalle en la Seccién 3.2 del mismo capitu-
lo, se encuentra una ecuacén de KdV para el potencial eléctrico de este sistema. Esta
ecuacion posee una solucion conocida, la cual corresponde a un solitén, estructura
localizada buscada a lo largo de esta tesis. Esta solucion posee un ancho y una am-
plitud bien definidos, que se describren de manera tedrica a partir los coeficientes de
dispersién y no lineal, respectivamente. Es el coeficiente de dispersion el que entrega
la informacion de la existencia de estas soluciones, que depende de los parametros
libres del plasma y de la velocidad de fase del mismo.

Una vez que se establece la capacidad de este plasma para sostener este tipo de
estructuras no lineales, se obtienen resultados numéricos con respecto a la existencia
y las caracteristicas de estos solitones, como se mostré en el Capitulo 4. De manera
general, se encontrd que el coeficiente de dispersion depende de la velocidad de fase
del plasma, cuyas soluciones también fueron estudiadas. Estos resultados se obtienen
al resolver la ecuacién de Poisson (3.22), en donde se encontré que posee cuatro
soluciones que pueden ser reales o complejas, dependiendo de los parametros del
plasma. Se concluyé que las soluciones reales son las que aportan sentido fisico al
sistema, por lo que se utilizaron esos resultados para explorar la existencia del soliton
en funcion de la densidad de carga de las particulas de polvo y de la velocidad inicial

de los electrones y los iones. De estas cuatro velocidades de fase, se encontré que dos
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de ellas, un modo lento y un modo rapido, permiten que el coeficiente de dispersion
sea positivo, produciendo solitones. El coeficiente de dispersién que proviene del
modo lento es positivo para densidades de carga bajas de las particulas de polvo,
mientras que el coeficiente de dispersién que proviene del modo rapido es positivo
en dos zonas: una de densidades de carga bajas y otra de densidades de carga altas,
como se mostrd en las Figuras 3 y 4. La diferencia entre estas dos figuras recae en
la especie que se encuentra con velocidad fija en el fondo, donde se logra apreciar
y concluir que los efectos relativistas en los iones son mas relevantes que en los
electrones.

Algo importante que hay que notar es que la masa de los iones en comparacién
con la de las particulas de polvo tiene un impacto que también puede ser estudiado
en la existencia de los solitones, como se hizo en la Subseccion 4.2.1, en donde se
considerd un plasma de electrones, positrones y polvo. Aqui se demostro que la razén
de masas obtenida de la normalizacién de las ecuaciones, afecta en las velocidades
de fase que producen coeficientes de dispersion positivos. En el caso del plasma de
pares con particulas de polvo, todas las soluciones de la ecuacién de Poisson (3.22)
producen solitones, dependiendo de si la densidad de carga es baja o alta, para los
dos modos de propagacién lentos y los dos rapidos. En este caso, es dificil determinar
si los efectos relativistas son mas relevantes para positrones que para electrones, ya
que no existe una diferencia de masas que permita identificar una especie de otra,
solo la carga, como se vio al comparar las Figuras 5-6.

Una vez que se establecio para qué parametros del plasma existen solitones cuan-
do las especies son electrones, iones y particulas de polvo, se estudié en detalle el
comportamiento del ancho y la amplitud de dichas estructuras en la Seccion 4.3.

Se logra concluir que el aumento en la densidad de carga de las particulas de polvo
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hace que crezca el ancho de los solitones que provienen del modo lento al aumentar
la velocidad de las especies, caracteristica que se invierte en el modo rdapido. Para
densidades de carga aun méas grandes, los solitones del modo rapido vuelven a ser
mas anchos, como se estudié en las Figuras 7 y 8. Con respecto a la amplitud de los
solitones, se concluye que es dificil generalizar su comportamiento, ya que su varia-
cion es altamente sensible al cambio en la velocidad de las especies, que puede ser
muy pequena o tener valores relativistas, como se estudié en detalle en las Figuras
9-12. En la Seccién 4.4 se graficaron los perfiles de estos solitones, con el fin de ob-
servar todos estos efectos de manera explicita. También se exploré el impacto de los
efectos relativistas en el modelo propuesto a través del factor a, y se compard qué
sucede cuando es nulo y cuando no. Cuando es nulo, no hay efectos relativistas en el
modelo, es decir, en las ecuaciones propuestas en el Capitulo 2, situacién en la cual
también se pueden encontrar solitones. Estas estructuras poseen una forma definida,
y su ancho y amplitud dependen, principalmente, del modo de propagacién del cual
provienen y de si la densidad de carga es baja o alta, pero no son altamente sensibles
al cambio en la velocidad inicial de las especies. En el modo lento de propagacion y
densidades bajas, estos solitones son rarefactivos y todos poseen amplitud y ancho
muy similares, independiente del valor de la velocidad que puedan tener las especies.
Esta situacion es similar en el modo rapido y densidades bajas, con la diferencia que
en este caso los solitones con compresivos. Al aumentar la densidad de carga en el
modo rapido, estas estructuras son rarefactivas y se vuelven mas sensibles al cambio
en el ancho y la amplitud para velocidades mas grandes de las especies. Cuando se
admiten efectos relativistas en el modelo, la mayor parte de los solitones modifica
su ancho y su amplitud, incluso cambiando de compresivo a rarefactivo, lo que nos

permite concluir que son los efectos relativistas lo que producen este cambio en los
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solitones, como se mostré en las Figuras 13-16, en donde de todas maneras se observa
que el efecto es mas relevante sobre los iones.

En el contexto de los plasmas astrofisicos, la presencia de un campo magnético
de fondo hace relevante el estudio de nuestro modelo bajo esas condiciones. Por esta
razén, se retomo la discusion del modelo que incluye un campo magnético de fondo
en el Capitulo 5, una vez que se ha ganado intuiciéon de lo que sucede en este plasma
polvoriento no magnetizado. De esta manera, se utiliza lo aprendido en el Capitulo
3 como punto de partida para el estudio incluyendo un campo magnético de fondo,
lo que implica volver al modelo propuesto en el Capitulo 2. De este estudio analitico
se logré concluir que el método de reduccién perturbativa utilizado en el modelo
sin campo magnético, es lo suficientemente robusto como para ser 1util cuando las
ecuaciones que describen el plasma son vectoriales y mas complejas. Esto permite
obtener una ecuacion de KdV para el plasma, aun cuando es magnetizado, de donde
se encontraron otros coeficientes de dispersion y no lineal capaces de describir la
existencia, el ancho y la amplitud del solitén en funcién de la intensidad del campo
magnético y del angulo de propagacion de las perturbaciones. Estas dos variables im-
pactan directamente a las caracteristicas del soliton, siendo vistas en las expresiones
que describen el ancho y la amplitud.

En particular, la intensidad del campo magnético afecta sélo al ancho, mientras
que el angulo de propagacion impacta al ancho y la amplitud. Como los resultados
algebraicos son distintos a los ya tratados en el caso no magnetizado, fue necesario
volver a explorar el espacio de parametros, pero tomando lo aprendido en el caso
no magnetizado como base y de esta manera no alejarnos mucho del caso conocido.
Asi, en el Capitulo 6 se explora numéricamente el impacto del campo magnético

en estos solitones, fijando velocidades pequenas en el plano perpendicular y usando
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las mismas velocidades del caso anterior como las velocidades paralelas al campo
magnético. También se usaron los mismos valores de la densidad de carga, de tal
manera de lograr aislar de alguna forma los efectos nuevos. En primer lugar, al
igual que en el caso no magnetizado, es necesario identificar la velocidad de fase del
plasma en este nuevo contexto, como se muestra en la Seccién 6.1. La ecuacion de
Poisson (5.35) posee la misma forma del caso anterior, por lo que también posee
cuatro velocidades de fase como soluciéon, que dependen explicitamente del angulo
de propagacién de las perturbaciones. En general, el angulo de propagacién curva las
soluciones de la ecuacién de Poisson (5.35) para distintas velocidades, que pueden
ser reales o complejas dependiendo de la densidad de carga. A diferencia del caso
no magnetizado, tres de las cuatro velocidades de fase permiten que el coeficiente
de dispersion sea positivo. Dependiendo del valor del dangulo y de las velocidades
paralelas al campo magético, las cuatro velocidades de fase pueden producir solitones,
por lo que se puede decir que el angulo de propagaciéon ayuda a que existan soluciones
solitonicas donde antes no las habfa.

Por otro lado, se puede concluir de modo general que el impacto de un campo
magnético de fondo es disminuir el ancho del solitén. Esto se estudié en detalle
en las Figuras 21-23, en donde se observa que aumentar la intensidad del campo
magnético, disminuye rapidamente la amplitud del solitén, convergiendo a un valor
fijo que depende de los otros parametros del plasma. Como el angulo de propagacion
afecta en la existencia, también lo hace en el ancho del solitén, pero su impacto
es menos claro en comparacion con el de la intensidad del campo magnético. En el
caso de la amplitud, el angulo de propagacién se encarga de que crezca o disminuya,
mientras que la velocidad de las especies hace que los solitones sean compresivos o

rarefactivos.
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En la Seccién 6.4 se vieron estos efectos explicitamente al graficar el perfil de
los solitones encontrados en este plasma relativista, magnetizado y con particulas
de polvo. También se analizé el impacto de los efectos relativistas en el modelo con
campo magnético, en donde se puede concluir que, dependiendo de la velocidad de
las especies y de la densidad de carga, los efectos relativistas disminuyen el ancho y
la amplitud del soliton para los modos de propagacién mas lentos. Para los modos
de propagacion mas rapidos, esto sucederia de manera contraria, como se estudié en
detalle en las Figuras 32-37. En comparacién con el caso no magnetizado, los efectos
relativistas, la intensidad del campo magnético de fondo y el angulo de propagacion,
aportan mayor variedad de casos en que pueden existir y estudiar solitones. El im-
pacto de estos parametros es mas notorio, pero no pareciera seguir un patron, salvo
en el caso de la intensidad del campo magnético.

Finalmente, hay que considarar que los plasmas pueden sufrir el efecto de mu-
chas inestabilidades de distintas naturalezas, las cuales pueden afectar la verdadera
existencia de solitones en este sistema, ya sea magnetizado o no. Considerar esta
situacion requiere de un estudio y andlisis distinto del espacio de parametros, como
por ejemplo, por medio de simulaciones numéricas. Esto debido a que, a lo largo
de esta tesis, puede que se hayan considerado casos y combinaciones de parametros
posibles dentro del modelo, pero que no serian relevantes en situaciones fisicas con-
cretas debido al predominio de otros efectos. Un ejemplo de esto puede ser la gran
diferencia que existe entre las velocidades de los iones y los electrones en algunos
casos que puede llevar a inestabilidades en el plasma. Por lo tanto, estas situacio-
nes con menos sentido fisico podrian ser discriminadas en un futuro al estudiar este
plasma por medio de simulaciones numéricas.

Por otro lado, en esta tesis se han considerado efectos relativistas en las velocida-
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des iniciales de las especies, pero las velocidades térmicas también pueden alcanzar
velocidades cercanas a la de la luz para grandes temperaturas. Esto seria relevante
considerarlo en trabajos futuros, en donde seria necesario incluir los efectos de tem-
peraturas relativistas, lo cual modificaria el modelo al tener que incluir la entalpia
para reemplazar la masa como es sugerido por Asenjo, Munioz y Valdivia en [35].
Todas estas consideraciones permiten entender este trabajo como un punto de
partida para retomar la discusién de los plasmas con particulas de polvo, aplicados a
un contexto astrofisico, ampliando el estudio en esta area a analisis méas complejos y
desde distintos puntos de vista, ya sea en la fisica de plasmas o los sistemas dindmicos

y no lineales.
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Apéndice A

Ecuacion de Poisson

En el Capitulo 3, se presentan las ecuaciones para un plasma no magnetizado,
relativista y con particulas de polvo, en donde se introduce un nuevo sistema de
coordenadas que incluyen el impacto de efectos no lineales en el plasma. Estas nuevas
ecuaciones son perturbadas en funcién del parametro no lineal €, para poder ver si
es posible obtener una ecuaciéon de KdV para ¢). Esto se puede realizar luego de un
extenso trabajo algebraico, en donde también se logra encontrar una expresion para
la ecuacién de Poisson perturbada (3.22), que es 1til para encontrar la velocidad
de fase M. Es necesario conocer esta velocidad para poder analizar la existencia de
solitones dado el coeficiente de dispersién ¢, el cual nos permite determinar bajo qué
condiciones pueden existir solitones del tipo KdV (3.33).

En este apéndice, nos concentramos en estudiar graficamente la forma que posee
la ecuacién de Poisson (3.22), para poder observar las zonas en donde se tienen
soluciones reales para M. Para esto, definimos la funcién f(M), a partir de (3.22)

como sigue:

oy =% iy A
i Qj%zo (Ué‘o - M)2 Gjo — oy [1 + (U;'O - M) Pjo}
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La ecuacién (A.1) se puede escribir expandiendo la suma por especie, para poder
apreciar el impacto de cada término. Considerando la cuasi-neutralidad (3.12) y las
definiciones del Capitulo 4, se tiene

f(M) — n;lOZc% ’72‘20
M2 Qi (Vg — M)? Gio — o [1 + (vjg — M) pio
(Yio — Zanyg) Yeo
QevZo (Vg — M)2 Ceo — e [1+ (g — M) peo]
Para el caso en que n/y, = 0.055, Z; = 10, Q; = 0.1, Q. = 5.45 x 1071 o, = 0.1,

_l_

(A.2)

a. =1, ¢ =150 y los electrones o los iones estén en el fondo, (A.2) se puede graficar
como muestran la Figuras 38 — 41. En estas figuras se grafica la funcién (A.2) (linea
azul), en conjunto a la contribucién de las particulas de polvo (linea amarilla), de los
iones (linea verde) y de los electrones (linea roja). De esta manera se puede apreciar

como afecta en la funcién f(M) (linea azul) los términos de cada especie. Este efecto
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Figura 38: f(M) para electrones en el fondo cuando (a) B = 0.1 y
Bio = 0.4 y cuando (b) S = 0.75y Bip = 0.4.

puede apreciarse al comparar los paneles (a) y (b) de las Figuras 38 y 39. En general se
logra observar que los términos de las particulas de polvo (linea amarilla), de los iones
(linea verde) y de los electrones (inea roja), son los encargados de que se generen
discontinuidades en la funcién cerca de donde cada uno de los denominadores en

(A.2) en se anula. Para el polvo se tiene una discontinuidad cerca de M = 0, para los
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iones otra para M > 0, cuyo valor dependera del ancho que tenga la zona intermedia
de la funcién y, para los electrones para M > 0 mas grande que el de los iones. El
término de los electrones, al tener su discontinuidad en valores de M mayores, hace
que la funcién completa genere valores mas grandes o méas pequenos de f(M), lo
que se traduce en que la funcién sube o baja en el eje vertical, generando soluciones
complejas o reales.

En ambas figuras se tienen cuatro soluciones reales para M, ya que el término
asociado a los electrones es negativo (linea roja). En la Figura 38, los electrones estan
en el fondo y, al aumentar el valor de B, = 0.1 a B, = 0.75, la zona intermedia se
mantiene del mismo ancho. Esto mismo se aprecia en la Figura 39, donde los iones
estdn en el fondo. Cuando se tiene que B;p = 0.1 aumenta a 3y = 0.75, la zona
intermedia crece. Un par de estas soluciones posee valores pequenos, mientras que el
otro par posee valores mas grandes que en el caso mostrado en la Figura 38, debido

al aumento de la zona intermedia que se produce al crecer [;.

(a) £ (b) )
4E 4y
3 || 3|
2 || ol
1 |
1 1
Hv)\ M ‘ “ ‘ ‘ ‘ M
50 Jl 50— 100150 ~50 50 10 150
Y —2

Figura 39: f(M) para iones en el fondo cuando (a) ;o = 0.1y Beo = 0.4
y cuando (b) Bio = 0.75 y B = 0.4.

Cuando el valor de la carga de las particulas de polvo aumenta de Z; = 10 a
Zq = 30, podemos ver qué ocurre con f(M) en las Figuras 40 y 41. En este caso se

puede ver que las soluciones para M son todas complejas, ya que al aumentar el valor
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de Z4, se tiene que el término asociado a los electrones es positivo. Esto hace que la
funcién no logre pasar por el eje M y, por lo tanto, no tener soluciones reales. En la
Figura 40, donde los electrones estan en el fondo, se observa que el aumento en [
tiene un impacto poco notorio en el ancho de la zona intermedia, pero en conjunto

con el aumento de Zy, se producen soluciones complejas. En la Figura 41, los iones
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Figura 40: f(M) para electrones en el fondo con Z; = 30, cuando (a)
ﬁeO =0.1 y ﬁiO =04 y cuando (b) 660 =0.75 y ﬂio =04

estan en el fondo y, al igual que en la Figura 39, el aumento de (;p hace que crezca
el ancho de la zona intermedia. En esta figura también se observa que el aumento
de Z, produce soluciones complejas, ya que el término asociado a los electrones es
positivo.

Luego de analizar estas figuras, podemos decir que se pueden tener valores reales
para la velocidad de fase M, mientras el término asociado a los electrones sea negativo
en la ecuacién (3.22). Esto ocurre dado el balance entre B,y y Zanl, producto de la
cuasi-neutralidad en el plasma. También podemos decir que los valores de M seran
grandes si la velocidad de los iones es grande. En este punto, podemos decir que el
impacto en el cambio de la velocidad de los iones es mas relevante que el cambio de
la velocidad de los electrones.

Las caracteristicas descritas hasta aqui son heredadas por el coeficiente de dis-
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Figura 41: f(M) para iones en el fondo con Z; = 30, cuando (a) ;o = 0.1
Y Beo = 0.4 y cuando (b) Bip = 0.75 y S = 0.4

persién ¢, que se calcula a partir de (3.35). Esto quiere decir que si M es complejo,
q también lo sera. Si M es real, se debe determinar bajo qué condiciones esas solu-
ciones generan ¢ > 0 para afirmar la existencia de solitones del tipo KdV, tal como

se hizo en la Seccion 4.2 del Capitulo 4.



Apéndice B

Ecuacion de KdV en un plasma
relativista y magnetizado con
particulas de polvo

En el Capitulo 5 se presenta un plasma relativista con particulas de polvo y mag-
netizado, en donde se estudia y analiza cémo cambian las ecuaciones que describen
dicho plasma bajo la influencia de un campo magnético de fondo, a diferencia de lo
que se muestra en el Capitulo 3.

El campo magnético complejiza la forma de las ecuaciones de continuidad, mo-
vimiento y de Poisson de este plasma, como se puede ver en las Secciones 5.1, 5.2 y
5.3, lo que hace necesario poder compactar su escritura, para no perder de vista en
el algebra el objetivo de lo que se quiere mostrar y estudiar. Por esta razon, desde la
Subseccion 5.2.4 en adelante se utilizan definiciones de cantidades que son descritas

a continuacion.

B.1. Expresiones proporcionales a &2

En la ecuacion (5.55) para 9 n’j, se define
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+ ijy]zo (v;po — M) Gjz'0 [ac”yjzo (v;po — M) (3ﬁjx/0 sin @ + 33,/ cos

— 280100 5100) + axfy (V0 — M)* (2620 — 3) — ¢ Bjuro sin (26) pjg
+ * cos O R ;32 [cos 0+ pjzo (U}po - M)H } ’

n.aQiv3n; cos (v’- — M)
7077 150" 7p0
f2= RjoRjo { [¢/Bjzro cos O + (¢ Bjzrg cos 0 — M) Gjaro] pjzro
j04T5

— Rjzacos0 [ Bjz0pjzro — 2(j20] } ;

/ 3.5 / _
m0Q5 75 (Vo

4
oo M) _ Cjz,OZ sin? @ + (jrosind [(1 — Rj32)sinf
niRjoRj2
+ (¢ Bjzocosf + M) sz/O] —cos (1 — Rj32) (¢ Bjurosind — M) pjz,o} ’
n%Yj07;j cos 0 /
fa= " Riny Rjsycos0 + (' Bjzocos@ — M) g o
J

donde se usa Rjp como

R]'Q = Qj7]20 (v;po — M) [Clﬁjzlo cos (Rng - 1) + (C,sz/o cosf — M) Cjz’O}

— ajcosf [Rjgg cos b + (¢ Bjzocosf — M) pjzfo} :

También, para J¢ v}, en la ecuacién (5.56), se define

. yjz-onjz cos? @
1 C,QR]'OZR]'Q
2 .
-3 (v;po — M) Cjz'0 (a'yjzo (v;'p() — M) - Pjz'0Sin 0)}

—aj (V] M) cosf [26/2Rj32 cos? 0 + a’y?o (¢ Bjrocos — M) (2 B cos b

2
{C’Q]ﬂjzfo’yjzo (Ug'po - M) [20’2 cos? 0 (Rjzz — 1)

Jjp0

~ (o= M) )] |
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~v;0n; cos 6
g2~ B {2 () [t (R~

- (C,/sz’o cos ) — M) Cjz'o] — OéjRng cos® 9} ,

3
Qj?'Y?o (U_;p() - M)
g3 = — nRoRs {C/Qﬂ]zo (V5o — M) [Clﬂjy’OQCjz’O sin? 0

+ (U}p() - M) Pjz'0 [szlo cos (1 - Rng) + Bja:’OCjz’O sin 0]}
+ Q; cos 0 [sin@ [C/szlo cosf — (U;po — M) Cjz/O] Pjz’'0 — ij/OCjzlo Sin2 0
+ cos 6 (Rjgg — 1) (U;‘p() — M) ij/0:| } s

~ yjon; cos O (¢ Bz cos§ — M)
ga = R,

B.2. Expresiones proporcionales a ¢°/?

Por otro lado, en la ecuacién (5.60) para O¢ ¢%, se usa

”;‘0’7?0771'233’2 (Ué‘po - M)
Rjo’Rj32

Qi (”Q‘po - M )

h
1 R

{c/ﬂjx’ofleQ + |:Rj32 cos® 6 [Sin 0

+ ¢ pjzo [Bjzro8in 0 — 38010 o8 0 — 2B;400pj210 (Vpo — M)H -

I a2 2 20 qj
' ngvion;° Rz cos® 0 sin 0
- (ij/o - 1) Cjz/0Pjz'0 (“9730 N M) S (29)} } S RjoRj3 ’




4
/ 3.5 /
hy = A2 (g — M ~Z,'9[’. 1-R;
2 anjORjZS QJV]O (U]pO ) C] 0 SIn v]p()( ]32)

+ M (ijlo — 1) + Clﬁjx’Opjz’OCjz’O (U;'pO — M) COS 9:| - sz/02 (U;po - M) sin 6
+ ¢ Bjwopjzocos 0 (Rjza — 1) (v}po — M)} + o [CjZ/OQ sin® 0 + Rj3o [Cjz/o sin 6
— (c’ﬂjx/g — M sin 9) ;=10 COS 0] + pjzro cos 0 [(C’Bjm/o sinf — M) sin 6

— C/Bjxlopjzlo cos 0 (C//szlo cosf — M)] — (jzrosinf [sin2 0+ Mpjuosind
+ pjz0 €08 0 [2¢ Bjprosin @ — (v, — M)] H ,

ng‘ij’Y?on cos f (U9p0 — M)

ha =
3 RjoR;3

2C/Qjﬁjx’0720Cjz’O (U/‘ 0 — M) Rjgg cosf
J Jp!

+ pjz0 (c’ﬁjzzo cos 0 — M)} —a; |Rj3acosd [sinG (1 + Cjz'o) + c'ﬁjzzopjwlo cos (9]

+ pjzo [Cjz’o sin 6 (c’ﬁjzxo cosf — M) +c cosf [ﬁjzlo sin 0

—+ 5j:c’0pjz’0 (C/,szlo cosf — M)]:| )
donde se define por simplicidad

Rjz = n;0Q;v3on; (Vipo — M) |:(C//8jz’0 cos @ — M) (¢jzro8in 60 — ¢ Bjaropjaro cos 0)

— C//szlo cosfsinf — ¢ Rjsz cos (/szlo cos 0 — B, sin 0)
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