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Resumen

En el modelo Prophet Secretary Matching con agentes, consideramos un hiper-grafo G =
(V, E), donde las hiper-aristas son de orden a lo més k, con k un entero positivo. Un conjunto
finito de agentes se presentan uno a uno en orden uniformemente aleatorio y un algoritmo
asigna, ya sea una Uunica arista de F, o bien, ninguna arista, a cada agente, en el momento
en que este se presenta. El conjunto de aristas asignadas a agentes debe formar un matching
en GG. Al momento de presentarse, cada agente revela para cada arista de E un valor(real
positivo) asociado a esta, provenientes de una distribucién de probabilidad sobre todas las
valuaciones posibles de aristas. Con esto, el algoritmo busca hacer asignaciones tal que la suma
de valores que cada agente da a la arista que le fue asignada sea lo méas grande posible. Una de
las dificultades del problema recae en el hecho de que, al inicio del proceso, el algoritmo solo
conoce la distribucién de probabilidad de cada agente,y su valuacién efectiva de las aristas
solo es revelada en el momento en que este se presenta.

En esta memoria nos enfocamos en estudiar cotas superiores sobre la competitividad maxima
que puede tener cualquier algoritmo bajo distintas condiciones sobre GG. El primer caso que
estudiamos es para GG general y mostramos una cota superior O(%) para todo algoritmo.
El segundo es cuando G posee un solo elemento. En este caso presentamos un nuevo método
para calcular cotas superiores, que llamamos “método continuo”, y lo utilizamos para obtener
2 cotas superiores ya conocidas.

Por ultimo presentamos un nuevo modelo que llamamos “modelo no-show” en el que cada
agente tiene una probabilidad de no presentarse nunca al proceso, y establecemos cotas

superiores en este modelo para k =1y k = 2.
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Capitulo 1

Introduccion

En esta memoria estudiamos algunos problemas de seleccion en linea en los que se estudia
la relacion entre un algoritmo que debe tomar decisiones en tiempo real con informacion
incompleta y la soluciéon 6ptima “offline” con informacién completa.

En los modelos Prophet y Prophet Secretary ' se nos entrega una familia (D;);epm),
dénde cada D; es una distribucion de probabilidad sobre R, . A partir de estas se genera una
secuencia (X;);ejm) de realizaciones ocultas, es decir, valores reales déonde X; ~ D; para todo
i € [m]. Por tltimo, se genera una permutacién II : [m] — [m], que representa el orden en
que se revelaran los valores. Seleccionamos un tinico valor de manera “online”, esto es, en la
etapa k se nos revela el par (X, ,m;) y debemos decidir entre seleccionar ese valor y obtener
ganancia X, , o pasar a la etapa k+1. El proceso termina una vez seleccionado un valor o bien
una vez terminadas las m etapas. Nuestro objetivo es disenar un mecanismo de seleccion, que
llamaremos algoritmo, que reciba una instancia de distribuciones (D;); y maximice nuestra
ganancia esperada. Dado un algoritmo, llamaremos ALG a su ganancia esperada, cuando no
haya ambigiiedad respecto a qué algoritmo nos estamos refiriendo. Llamaremos OPT' a la
ganancia esperada por un “profeta” que posee informacién completa desde un comienzo y
que por lo tanto siempre selecciona el valor maximo. Luego,

OPT = E(max X;).

Podemos asociar el proceso anterior con la metéfora de un vendedor que desea vender un
unico objeto. Existen m agentes interesados en el objeto y se presentan uno a uno con una
oferta por el objeto (el agente i ofrece X;), frente a lo cudl el vendedor elige entre vender el
objeto a ese agente o pasar al siguiente agente. Las distribuciones (D;);cjm) representan cierto
conocimiento previo que tiene el vendedor respecto al interés de cada agente por el objeto.

En el modelo Prophet el orden de llegada de los agentes es seleccionado de forma ad-
versarial, es decir, la permutacién II es definida al comienzo por un “adversario” que busca
minimizar la ganancia esperada de todo algoritmo. Este orden se establece a priori para to-
dos los algoritmos, es decir, el adversario no sabe de antemano qué algoritmo especifico sera
utilizado.

Durante la memoria utilizaremos palabras en negrita cudndo estas sean definiciones o modelos.



Por otro lado, en el modelo Prophet Secretary el orden de llegada de los agentes es
seleccionado de forma uniformemente aleatoria, es decir, se escoge una permutacién II equi-
probablemente entre el conjunto de permutaciones posibles {II | IT : [m] — [m] }.

Dada una instancia, decimos que la razén de competitividad (o razén) de un algoritmo

en esa instancia es 22¢ (1 en el caso degenerado cuéndo OPT = 0).

Dado « € [0, 1], decimos que un algoritmo es a-competitivo si para toda instancia tiene
una razon mayor o igual a a.

Dado g € [0, 1], decimos que un modelo es §-dificil, si mostramos que todo algoritmo en
ese modelo es a lo mas f-competitivo. Una forma de mostrar que un modelo es S-dificil
(y serd el método que utilizaremos a lo largo de este informe) es presentar una instancia en
la cual todo algoritmo éptimo tiene razén .

Si en un modelo M1 existe un algoritmo a-competitivo y un modelo M2 es S-dificil
con B < «, decimos que M1 y M2 estan separados.

Se conocen en el modelo Prophet algoritmos i-competitivos [7] y se sabe que el modelo
es %—dificil, por lo tanto los mejores algoritmos conocidos son 6ptimos.

Por otra parte, en el modelo Prophet-Secretary el mejor algoritmo conocido hasta el
momento es 0,669-competitivo [2]|, mientras que se ha logrado probar que es 0,7235-dificil
[5] con lo que:

0,669 < Mejor competitividad posible para Prophet Secretary < 0,7235.

Por lo tanto, determinar el algoritmo con mejor competitividad para Prophet-Secretary
es un problema abierto.

En Prophet y Prophet Secretary el objetivo es seleccionar solo 1 objeto (o valor)
de una lista. En esta memoria estudiaremos estos problemas, pero también versiones mas
generales, dénde el objetivo consiste en elegir iterativamente un matching, en un grafo o
hipergrafo, seleccionando aristas cuyos pesos se revelan en linea.

1.1. Resumen de lo presentado

En estd memoria estudiamos algoritmos y ejemplos en los modelos Prophet-Secretary
y modelos relacionados.

En la seccion 2 nos enfocamos en el modelo Prophet Secretary. Comenzamos presen-
tando algunos resultados clasicos para luego presentar una nueva cota superior que muestra
que para el caso k general (con k representando el tamano méximo de la aristas de un hiper

grafo) el modelo es O(log(k)/k)-dificil.

Luego nos enfocamos en el caso con 1 objeto e introducimos un nuevo método para
calcular cotas ya conocidas, que llamaremos método continuo. Usando este, obtenemos las



cotas superiores ya conocidas v/3 — 1, debida a Correa, Saona y Ziliotto [2], y la cota 0,7235,
debida a Giambartolomei, Mallmann-Trenn y Saona [5], que se tienen para el problema.

Por tltimo, en la secciéon 3 presentamos un nuevo modelo que llamaremos No-Show, casi
idéntico al modelo Prophet secretary, pero con la diferencia de que en este los agentes
pueden decidir no presentarse al proceso con cierta probabilidad. Vemos que este modelo
es mas dificil que Prophet Secretary y presentamos cotas superiores que superan las que
se tienen en este ultimo. En particular mostramos que para 1 objeto ambos modelos estan
separados.



Capitulo 2

Prophet Secretary Matching con
agentes

2.1. Descripcién del problema

Consideremos la siguiente situacion:

Sean m, n y k enteros positivos no nulos y tal que k£ < n. Un vendedor posee un conjunto
[n] de objetos que desea vender en subconjuntos para obtener la maxima ganancia posible.
Durante el dia recibird uno a uno un conjunto [m| de clientes que le presentaran ofertas
por distintas combinaciones de objetos, por ejemplo, un cliente podria presentarle una oferta
por los subconjuntos {1,2,3} y {2,5,6}, pero no estar interesado en llevarse ninguno de sus
elementos por si solos. Ningin cliente estara interesado en una combinacién de objetos de
tamano mayor a k. El vendedor conoce la valoracion de cada cliente solo en el momento en que
este se presenta, previo a ello solo tiene una “estimacion” probabilistica de como valora cada
cliente cada combinacion. Cada vez que un cliente se presente el vendedor debe venderle
una tdnica combinacién de objetos (pudiendo esta ser vacia, es decir, no venderle nada) y
obtendra como ganancia la oferta que le habia hecho el cliente por esa combinacién. Una vez
hecha la asignacion, el cliente no regresara y la asignacion no podra deshacerse. El vendedor
no le da valor a conservar ninguno de sus objetos y busca maximizar su ganancia total
esperada después de haber hecho asignaciones a los [m] clientes. Formalmente, modelamos
este problema de la siguiente forma.

Consideremos un Hiper-Grafo G = (V, E) con |V| = n, y aristas de tamano a lo més k.
Permitimos aristas paralelas, es decir, aristas diferentes que contienen los mismos vértices.
Sea A = [m] un conjunto de agentes. Cada agente ¢ € [m] tiene asociada una funcién de
valuacion f; : E — R, de las aristas de GG, proveniente de una distribucion de probabilidad
D; sobre todas las funciones de valuacién posibles, es decir, sobre el conjunto { f|f : £ — R, }.
Las distribuciones son independientes entre si. Por iltimo, sea m(A) una permutacién de A
seleccionada ya sea de forma adversarial (para el problema prophet) o de forma aleatoria
(para el problema prophet secretary). En el problema prophet matching con agentes,
(respectivamente prophet secretary matching con agentes), los agentes se presentan



a un algoritmo en el orden m descrito anteriormente. El algoritmo debe asignar de manera
online aristas del grafo a los agentes de modo que siempre las aristas asignadas sean un
matching M. Mas precisamente, el algoritmo comienza con un matching M vacio. En el paso
k se presenta el agente 7, y le revela su funcién de valuacion fr,, ante lo cual el algoritmo
puede saltarse el agente (no asignarle ninguna arista), o bien asignarle una arista e que no
haya sido asignada antes y tal que M U e es un matching. La arista e se agrega entonces al
matching M de aristas asignadas y el algoritmo recibe una ganancia igual a fr, (e), que es el
valor que el agente 7 le asigna a la arista e. El proceso termina luego de que se presenten
todos los agentes.

Un caso particular de los problemas prophet y prophet secretary con agentes, es
cuando los agentes son single-minded, es decir, donde cada agente ¢ es “dueno” de una
arista e; en E de manera preestablecida, y las tinicas funciones de valuacién que pueden ser
presentada por el agente i (i.e. el soporte de D;) son funciones que le asignan peso no negativo
a e; vy peso 0 a cualquier arista diferente de e;.

En esta memoria nos restringimos a hipergrafos k-uniformes, es decir, donde cada arista
consiste de exactamente k vértices.

El caso clésico del problema prophet (respectivamente prophet secretary) corresponde
entonces al caso single-minded, donde ademas el hipergrafo tiene 1 solo vértice v y es 1-
uniforme (es decir, hay m “aristas paralelas” cada una de ellas conteniendo al inico objeto

v).

Otro caso particular es cuando las distribuciones (D;);cf, de todos los agentes son idénti-
cas. A este modelo lo llamaremos IID. Es claro que este modelo es “méas facil” para el
algoritmo que el modelo prophet secretary (es decir se puede obtener igual o mejor com-
petitividad), pues es un caso particular de este. Para el caso IID con un objeto se conoce
un algoritmo 0,7451-competitivo y se sabe que esta es la mejor competitividad que puede
lograrse. [3]

2.2. Survey de resultados relacionados

2.2.1. Algoritmos
Problema del Profeta clasico

Se conoce desde 1977 por Krengel, Sucheston y Garling [6], quienes plantearon original-
mente el problema, un algoritmo %-competitivo para el problema clasico del profeta y se
sabe que esta es la mejor competitividad que puede conseguirse. En el problema clasico del
profeta tenemos un sélo objeto y el orden de llegada de los agentes es adversarial.

La competitividad % se consigue estableciendo al inicio del proceso el umbral de aceptacion
V> = % - OPT [7]. Esto quiere decir que rechazaremos a cualquier agente que muestre un
valor menor a V' y aceptaremos al primer agente en mostrar un valor mayor a V*. Recordar



que OPT = E(méax; X;) dénde X; es el valor del agente 7.

Para ver que el problema es %—difl’cil, consideremos la instancia con 2 agentes, en que,

el primero en llegar es determinista y muestra valor 1 y el segundo en llegar es de tipo
“longshot”, esto es, muestra valor n con probabilidad % y 0 en otro caso. Luego OPT = 2— %
y ALG = maz(1,n-+) =1, con lo que ALG/OPT converge a 3 cudndo n tiende a infinito.

Prophet Secretary

A diferencia del problema Prophet cléasico, el problema Prophet Secretary ain no
estd cerrado. Esto es, aun no coinciden la cota inferior y superior que se tienen para su
competitividad. El mejor algoritmo conocido hasta el momento es 0,669-competitivo
[2] y la mejor cota superior conocida muestra que es 0,7235-dificil [5]. En la seccién 2.4
veremos en detalle esta tultima cota, mientras que en esta seccion veremos un algoritmo
1— %-competitivo de Esfandiari, Hajiaghayi, Liaghat y Monemizadeh [4] que al igual que
el ejemplo anterior esta basado en umbrales de aceptacion. En este, muestran que utilizando
un unico umbral la mejor competitividad que se puede lograr es % En cambio ellos proponen
un algoritmo que utilice n umbrales, uno para cada paso. Asi, el algoritmo comenzara con
un umbral alto que ira reduciendo levemente en cada caso. Podemos interpretarlo como que
cuando aun nos quedan muchos agentes por ver somos mas exigentes para aceptar a uno
de ellos y vamos siendo menos exigentes a medida que los agentes restantes son menos.
Estos umbrales se establecen al inicio del proceso y no dependen de los agentes que vayamos
observando. A esto se le llama un algoritmo Non-Adaptive, pues no toma en cuenta la
informacion que va recibiendo a mediados del proceso, en decir, llegado el k-ésimo agente su
decision sobre aceptarlo o no, no depende de los £ — 1 agentes observados anteriormente.

Dada una secuencia (71, ...,7,) de umbrales, un algoritmo utilizara esa secuencia de la
siguiente forma: En cada paso k € [n], nuestro algoritmo acepta el valor X, ssi X, < 7.
Asi, podemos pensar el algoritmo del problema del Profeta clasico como uno que utiliza el
mismo umbral en todos sus pasos, es decir, utiliza la secuencia (7x)ren con 7, = % -OPT
para todo k € [n].

Teorema 2.1 (Esfandiari, Hajiaghayi, Liaghat y Monemizadeh [4]) Sea (7i,...,7,) una
secuencia no creciente de umbrales tales que:

(i) T« = ag - OPT para todo k € [n].
(i) o = 77

(i11) oy, = mfl;ﬁlﬂ para todo k € [n — 1].

Entonces un algoritmo que utilice esta secuencia de umbrales tendrd competitividad mayor
o igual a oy y ademas oy tiende a 1 — % ~ 0,63 cudndo n tiende a infinito.



2.3. Nuestra cota superior para k grande

Consideremos el Hiper-Grafo G = (V, E') descrito a continuacién.
Vértices

Sea m un entero positivo distinto de cero. Sea 1" el “triangulo inferior” de una matriz de
tamano m x m. Es decir, T' corresponde al conjunto de coordenadas (i, j) tales que i > j. La
condicion ¢ > j permite identificar las coordenadas de 1" con 2 ntimeros naturales distintos,
sin necesitar especificar un orden entre ellos, por lo que nos referiremos a las coordenadas de
T como conjuntos. De esta forma, para i # j, las notaciones {i, j} y {J, ¢} son intercambiables
y corresponden a la misma coordenada de T'.

Consideraremos que existen 4 vértices en cada coordenada de 7', 2 de color Rojo y 2 de
color Azul. Asi, definimos los vértices de la coordenada {i,j} como el conjunto

Vi :={R};,, R}, By;, B;}.

'L]’ z]? z]?
Diremos que los vértices de la forma Rj; y B, son rojos y azules respectivamente. Por
nuestra discusion anterior Rj; y R7; corresponden al mismo vértice. Andlogamente para los
vértices azules.

Con esto, nuestro conjunto de vértices serd

V:U‘/;]

i>j
Aristas

Fijando ¢ € [m], construimos una arista de E seleccionando exactamente 1 vértice rojo y
1 vértice azul de Vj;, para cada j € [m] \ {i} . Llamemos E; al conjunto de todas las aristas
que es posible construir de esta forma. Las selecciones de vértices rojos y azules en cada
coordenada las podemos codificar por secuencias r € {0,1}™ y b € {0, 1}™ respectivamente.
Por ejemplo, r € {0}™ representa que hemos seleccionado el primer vértice rojo R?j en cada
coordenada {i, j}. Con esto podemos representar los conjuntos F; como

E.={ |J {R7.BI}re{0,1}™be{0,1}"}.

jelm]\{4}
Finalmente definimos
E = U E; .
1€[m]

como nuestro conjunto de aristas. Para referirnos a una arista en particular de E, usaremos
el triplete (i,7,b), con i € [m] y r,b € {0,1}™. Con esto indicamos a cuél conjunto E;
pertenece y qué seleccion r, b le corresponde, es decir:



e(i,r,b) U {RZ,BM}
Jelm\{i}

Funcién de valuacion

Tenemos m agentes, cada uno identificado por un indice i € [m]. Cada agente i valia en
1 a cada arista de un subconjunto A; de E; y en 0 a toda arista en E \ A;. A; se construye
aleatoriamente de la siguiente forma:

1. Nuestro agente fijard m — 1 vértices, uno en cada coordenada {i,j}, j € [m]\ {i}, vy
A; correspondera al conjunto de aristas en E; que contengan todos los vértices que han
sido fijados.

2. En cada coordenada {i,j} tal que j < i, se fijard uniformemente al azar uno de los 2
vértices rojos.

3. En cada coordenada {i,j} tal que j > i, se fijard al uniformemente al azar uno de los
2 vértices azules.

Este proceso podemos representarlo de la siguiente forma. Para cada i € [m] construimos
uniformemente al azar una secuencia s(i) € {0,1}™. Con esto

Ais(@) =1 |J AR BIHr € {0,13™ b e {0, 13", r; = s(i); sij<i, by =s(i); sij>i
Jelm]\{d}

y la funcién de valuacién f; : E — {0, 1} para cada agente ¢ € [m] sera

fl(e) =

1 siee A;(s(i)).
0 sino.
Con esto, cada agente i € [m] en cada casilla V;; fija al azar un nodo de un color y
puede elegir uno de los nodos del otro color. Estara interesado solo en aquellas aristas que
contengan todos los nodos que ha fijado.

OPT vs ALG

En el analisis que sigue suponemos que ningin agente elige llevarse una arista que valtua
en 0.

Observacién: Cada arista e(i,r,b) solo posee nodos de la fila o columna i. Por lo tanto
cada nodo de V;; solo puede pertenecer a aristas de la forma e(i,7,0) o e(j,7,b), o sea, solo
pueden pertenecer a aristas en F; U E;. Luego, como cada agente 4 solo valia aristas en el
conjunto A; C E;, sélo los agentes i y j estaran interesados en los nodos de la casilla {i, j}.



Recordar que cada arista contiene exactamente 1 nodo azul y 1 nodo rojo de cada casilla que
le corresponde. Por nuestra construcciéon de A; y A;, s.p.g. © < j, de llevarse una arista, en
la casilla {7, j} el agente i estard obligado a llevarse siempre el mismo vértice azul (fijado al
azar al principio) y podra elegir llevarse cualquiera de los 2 vértices rojos. Por su parte, el
agente 7, tendra fijo uno de los 2 vértices rojos y podra llevarse cualquiera de los 2 vértices
azules.

Podemos resumir la observacion anterior en el siguiente lema:

Lema 2.2 Para todo i,j € [m], con i # j, decimos que los nodos R}j Y R?j son comple-
mentarios. Andlogamente B}j Y ij son complementarios. En la construccion anterior
tenemos que:

(1) Los agentesi y j estdn interesados en llevarse nodos de V;; y son los unicos agentes en
estarlo. Cada uno, de llevarse una arista, se llevard exactamente un objeto azul y un
objeto rojo de cada casilla que le corresponde.

(i) En cada casilla Vi;, de los agentes i y j, uno de ellos fijard uno de los objetos azules
(es decir, no estard interesado en el otro objeto azul) y le serd indiferente llevarse
cualquiera de los dos rojos y el otro fijard uno de los objetos rojos y le serd indiferente
llevarse cualquiera de los dos azules. Con ello, una condicion necesaria para que ambos
se lleven una arista que valoran, es que ambos elijan llevarse el objeto (azul o rojo)
complementario al que el otro agente ha fijado.

(iii) Durante el proceso, sea (ai,...,ax) la lista de agentes que se han llevado una arista.
Una condicion suficiente y necesaria para que el proximo agente i en presentarse pueda
llevarse una arista, es que para todo j € [k] el nodo que a; ha elegido llevarse en Vi,
sea complementario al nodo que v ha fijado.

DEMOSTRACION. Ver Observacidén anterior. O]

Teorema 2.3 En la construccion descrita para el hipergrafo G, en el modelo Prophet Se-
cretary Matching con agentes, ningun algoritmo obtiene una ganancia esperada mayor
alogy(m—+1) y OPT = m. Por lo tanto es un modelo O(%)-difz’cil donde k es el tamano
mdximo de las hiper aristas.

DEMOSTRACION. Veremos primero la ganancia del 6ptimo, luego la de un algoritmo cualquiera.
OPT

Consideremos la familia de secuencias (s(7)); € [m]. Estas codifican los nodos fijados por
cada agente 1. Puesto que el 6ptimo conoce estas secuencias desde un principio, en cada
casilla V;; les entregara a los agentes 7 y j el objeto complementario al que cada uno de
ellos haya fijado. Es decir:

Sii< j:



e [l agente 7 tomara de la casilla Vj; los nodos ij(i)j (pues es el nodo que ha fijado al

1—s(j)q

azar) y R;; (pues es el nodo complementario al que ha fijado j).

o El agente j tomara de la casilla Vj; los nodos Rf;j i (pues es el nodo que ha fijado al

azar) y Bilj_s(i)j (pues es el nodo complementario al que ha fijado 7).

Si ¢ > 7 tenemos una situacién simétrica.

Luego por (7i) del Lema anterior el éptimo podra asignarle una arista a todos los agentes
y obtendra ganancia m.

ALG

Supongamos que durante el proceso un algoritmo ha asociado aristas a la lista (aq, . .., ax)
de agentes. Al observar a un proximo agente i este le revelara los nodos que ha fijado en cada
una de las casillas Vj,, para cada j € [k]. Por (i) del lema anterior, para poder asignarle
una arista a ¢ el algoritmo tiene que haber elegido en cada casilla Vj,., j € [k], un nodo
complementario al que ¢ ha fijado. Puesto que todo algoritmo tuvo que elegir estos nodos
antes de conocer los nodos fijados por i este tendrd una probabilidad 27 de haber elegido
nodos complementarios en todas las casillas correspondientes. Todo algoritmo tendra que
esperar por lo tanto al menos en esperanza 2* pasos para poder asignarle una arista a un
nuevo agente. Con ello para obtener ganancia s, todo algoritmo debe esperar al menos en
esperanza 1 +2+4+...+25"1 = 25 —1 pasos, con lo que para m pasos todo algoritmo obtiene
en esperanza a lo mds ganancia loga(m + 1). O

Correa, Cristi, Fielbaum, Pollner y Weinberg muestran en [1], utilizando un algoritmo de
pricing, que el modelo Prophet con k general! es O(1/k)-competitivo. Luego, dicha cota
inferior también aplica a Prophet Secretary. Con esto, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.4

O(1/k) < Competitividad para Prophet Secretary con k general < O(log(k)/k).

2.4. Cotas superiores basadas en método continuo

En esta seccion introducimos un método para calcular cotas superiores en Prophet Se-
cretary que llamamos método continuo. La idea principal es que, en vez de considerar
una permutacion generada al azar en el orden de los agentes, pensamos que cada agente
selecciona uniformemente al azar un tiempo de llegada en el intervalo [0,1]. Asi, el vendedor
recorre el intervalo y “se encuentra” con cada agente en orden segin el tiempo que cada uno
haya elegido. Con esto, observamos que en el limite, ciertas familias de m agentes i.i.d. tienen
un comportamiento “continuo” para el vendedor al hacer tender m a infinito.

1k es el tamafio maximo de las hiperaristas.
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En los 2 préoximos ejemplos nuestros agentes seran binarios, esto es, mostraran un peso
determinista con cierta probabilidad o mostraran peso 0 en otro caso. Decimos que un agente
estd activo cuando muestra un peso positivo, y decimos que esta inactivo cuando muestra
peso 0. Por simplicidad solo indicaremos la probabilidad de cada agente de estar activo.

Las cotas que veremos a continuacién son ya conocidas, la cota v/3 — 1 descubierta por en
2019 por Correa, Saona y Ziliotto [2] y la cota 0,7235 en 2023 por Giambartolomei, Mallmann-
Trenn y Saona [5]. Sin embargo lo novedoso es el método continuo que utilizamos para
obtenerlas.

2.4.1. Cota superior de v/3 — 1 para Prophet Secretary clésico
Agentes

e m agentes “improbables” de peso m con probabilidad #

e 1 agente determinista de peso a con probabilidad 1.

Llamaremos A a nuestro agente determinista. Observemos que todo algoritmo puede
observar a lo mas peso m, por lo tanto un agente “improbable” activo siempre es aceptado.
Luego la tnica decisién que toma un algoritmo es, al recibir A (y ain tener posibilidad
de aceptarlo), si aceptarlo o rechazarlo. Para determinar el orden de los agentes utilizamos
el siguiente método: a cada agente k le es asignado un tiempo t; uniformemente aleatorio
en el intervalo [0, 1]. Luego, el orden en que los agentes se presentan serd la permutacién
(1), m(2)...,7(m + 1) tal que tr1) < tr) < ... <tr(ms1)-

Llamemos ¢(r) al valor esperado que puede ganar un algoritmo que observa r - m agentes
improbables y ningtin agente determinista. Es decir,

g(r) = m - P[Existe un agente “improbable” activo]
=m - (1 — P[Todos los agentes “improbables” estan inactivos])

= (1= (1= =)™

=7r+ O(i)

m

Notemos ademés que a medida que m tiende a infinito, en todo intervalo de tiempo
[a,b] € [0,1] observamos una cantidad concentrada en (b — a) - m agentes “improbables”.
Por lo tanto, en el limite, los agentes “improbables” se comportan entregando ganancia al
vendedor segin la distancia que este recorre dentro de [0, 1] (siempre y cuédndo este no haya
asignado aun su objeto a ningin agente). Asi, por recorrer una distancia A < 1 con su objeto
disponible, el vendedor obtiene en esperanza una ganancia A.

Con ello, en el limite, cuando un algoritmo éptimo observe al agente A en tiempo 4,
ganara a por aceptarlo y 1 — t4 en esperanza por rechazarlo. Luego

Algoritmo 6ptimo acepta A < a>1—1t, .
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Con esto, calculamos la ganancia esperada de un algoritmo 6ptimo condicionando sobre los
posibles tiempos £ 4:

1
E[ALG] = / E[ALG|ty = x] dz
0

l1—a 1
:/ 1d:B+/ (x + a)dx
0 1-a

CL2

=1+ —.
T3

Por otra parte

OPT = m - (1 —P[Todos los agentes improbables estan inactivos])

+ a - P[Todos los agentes improbables estéan inactivos|
1

= (L= (1= =) e (1= )™,

lo que converge a 1 + a cudando m tiende a infinito.

Con ello,
ALG 1+ %
OPT  1+a
cuyo minimo se alcanza para a = v/3 — 1, con lo que % =31

Con ello tenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.5 El modelo Prophet Secretary es /3 — 1-dificil.

2.4.2. Cota superior de 0.7235 para Prophet Secretary clasico

Mejoramos la cota v/3 — 1 agregando una nueva familia de agentes i.i.d.

Teorema 2.6 El modelo Prophet Secretary es 0,7235-dificil.

Agentes

e m agentes “improbables” de peso m con probabilidad 1/m?.

e m agentes “frecuentes” de peso b con probabilidad p/m.

e 1 agente A determinista de peso a con probabilidad 1.

Doénde a, b y p son parametros a optimizar. Notemos que tenemos los mismos agentes
que en la cota v/3 — 1 pero hemos agregado ademés m agentes frecuentes. Notar ademés que,
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si se espera mejorar la cota con esta inclusion, la condicién b > a es necesaria, pues de no
ser asi OPT nunca tomarfa un valor b (pues siempre podria tomar a en su lugar) y con ello
OPT no tendria ningin beneficio con la inclusion de agentes frecuentes y esta solo podria
beneficiar a ALG.

Nuevamente determinamos el orden de los agentes de la siguiente forma: a cada agente
k le es asignado un tiempo ¢, uniformemente aleatorio en el intervalo [0, 1]. Luego, el orden
en que los agentes se presentan serd la permutacion 7(1),7(2)...,m(2m + 1) tal que trq) <
tre) < ... <lr@mt1)-

Se puede mostrar que cuando m tiende a infinito este problema es equivalente al siguiente
problema continuo.

Los agentes “improbables” tendran el mismo comportamiento que en el ejemplo anterior,
es decir, le daran ganancia al vendedor igual a su distancia recorrida con el objeto atn
disponible.

Por otra parte, los agentes “frecuentes” activos se comportan como un proceso de Poisson
de pardmetro p en el intervalo [0,1].

OPT

El 6ptimo tomara un agente improbable si existe alguno activo, si no, tomara un agente
frecuente de existir uno activo y en ultima instancia tomara al agente de peso A. Como en el
ejemplo anterior los agentes improbables le dan al 6ptimo en esperanza ganancia 1. El que un
agente frecuente este activo equivale a que una variable exponencial de parametro p ocurra
en el intervalo [0,1] (Recordar que los agentes frecuentes se comportan como un proceso de
Poisson de pardmetro p en el intervalo [0,1].

Con ello,

1 1
OPTzl—i—b-(/p-e_tp)dt—i-a-(l—(/p-e_tp)dt)
0 0

=14b-(1—€eP)4a-e”.

ALG

Sea g(z) : [0,1] — R, lo ganado en esperanza por un algoritmo 6ptimo en un intervalo de
tiempo de largo x, bajo la condicién de que el agente A no esté en ese intervalo, suponiendo
que el proceso termina tras recorrer ese intervalo, es decir, lo ganado en esperanza en el
intervalo [1 — z, 1] dado que ya hemos rechazado A y atin no hemos aceptado ningiin agente.

Es claro que g(0) = 0. Ademads si llamamos h(x) a lo ganado en esperanza por OPT bajo
las mismas condiciones tenemos que

9(x) < h(z)
:$+b-(/ p-e ) dt
=x+0b-(1—eP).
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Esta ultima expresion es continua y h(0) = 0, luego existe z* suficientemente pequeno tal
que g(z*) < b. Cuando el algoritmo éptimo encuentre un valor b en tiempo t, =t + (1 —x) €
[1—x,1], este lo aceptard si y solo si b > g(1—t), es decir, comparara el valor b a lo ganado en
esperanza por rechazarlo. Luego, para todo z < x*, el algoritmo 6ptimo aceptard el primer
valor b en observar. Con ello, para todo z < z*, podemos imaginar que lanzamos una variable
exponencial X de parametro py, si X =t < z, quiere decir que nuestro algoritmo observé un
valor b en tiempo t y obtiene ganancia total £+ b, por otro lado, si X =t > x, no observamos
ningtn valor b y obtenemos ganancia z. Con ello, para todo = < z*:

g(x):/ p-e‘pt-(t—i—b)dt—i—x-/ p-e P dt
0 T

(I —e")-(1+ bp).

1
p

Observamos que g es continua y estrictamente creciente para x < z*, luego existe D tal
que g(D) = b. D corresponde a la distancia maxima desde la que empezamos a aceptar b.

g(D)=b
:)%-(I—B_Dp)-(l—kbp):b
_ In(1 4 bp)
-=F

Para © > D, nuestro algoritmo rechazara todo valor b observado en [1 — z,1 — D] y
aceptard el primer valor b observado en [1 — D, 1]. Con ello, para todo z > D,

g(x):(l—D)—(l—:L‘)—l—g(D):x—i—b—D:vab—M.

Luego, tenemos que

(x) {%<1—ew><1+bp> r < )
g(x) =

p
r4+b— In(I;-bp) > ln(lz—)&-bp)‘

Nuestro algoritmo siempre aceptarda a un agente improbable, por lo tanto un algoritmo
optimo se debe enfrentar a 3 tipos de decision:

e Ver un valor b ya habiendo rechazado al agente A.
e Ver un valor b, sin haber visto ain al agente A.

e Ver al agente A (que siempre muestra valor a).

Si un algoritmo 6ptimo escoge aceptar un valor en un tiempo ¢ en una de estas 3 situaciones
es claro que también lo hard en todos los tiempos s, con s > t (siempre y cuando se este
enfrentando a la misma situacién). Esto es, puesto que ha determinado que lo ganado en
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esperanza en el intervalo [t, 1] que le queda por recorrer, es menor que el valor que le estan
ofreciendo en ese momento y lo ganado en esperanza en el intervalo [s, 1] serd menor que
lo ganado en [t, 1] porque es un intervalo més corto. Con esto, definimos un algoritmo que
utiliza los siguientes tiempos para tomar sus decisiones. Sean T', T y 15 tales que:

Algoritmo acepta valor b en tiempo t, ya habiendo visto al agente A <— T < t.
Algoritmo acepta valor b en tiempo ¢, no habiendo visto atin al agente A <— T} < t.

Algoritmo acepta valor a en tiempo t <= Ty < t.

Tenemos que

In(1 + bp)
) .
T1 Serda optimizado por el algoritmo seguin el valor de los parametros a, b y p.

1+bp
L In <1+bp—ap>

p

T=1-—g'(b)=1-

Th=1-g 'a) =

Calculamos la ganancia esperada del algoritmo condicionando sobre la posicion del valor
a. Supongamos que 15 < Tj. En este caso:

E(ALG) =E(ALG|ta € [0,T]) - P(t4 € [0,T])
+E(ALGJts € [T, T3)) - P(ta € [T, T3))
+E(ALG|ts € [Ty, Th]) - P(ta € [T, T1])
+E(ALG|ts € [T1,1]) - P(ta € [T1,1])

=(T+g9(1-T))-T

T>
+/ ya+g(1_ya) dya
T

T
+/ Yo + a dy,

T

1-T1 Ya
+(1-T) Ty + / [/ pe P(b+ 1) dt + e P (y, + a)] dy,.
0 0

Con esto,

1
2p?

— 9Ty — p(Th — 2)(2b + T1)> —2(p— 1) In(1 + bp) + In(1 + bp)?

E(ALG) =

—2 4 P TD(2 — 2ap 1 2p) —|—p<2 b+ p+2a(2+p(Ty — 1))

1+bp

)]

15



Por otro lado si suponemos 77 < T, tenemos que:

E(ALG) =E(ALG|t, € [0,T]) - P(t4 € [0,T))
+E(ALGta € [T,Th]) - P(ta € [T, T1])
+E(ALG|ts € [Th,Ts]) - P(ta € [T1,T3))
+E(ALGts € [T3,1]) - P(ta € [T, 1])

=(T+g(1-T))-T

T
+/ ya+g(1_ya) dya
T

+(Ta = Th) - (Ty + 9(1 = T7))

1-Ty Ya
+(1-Ty) Ty + / [/ pe P(b+1t) dt + e P (y, + a)] dy,.
0

To—T

Y con ello
1 1 T2 (p—1)In(1+bp) In(1+bp)?
E(ALG) = - S S
(ALG) 5 +b+ 2 + 1 5 2 + 2
LT p(ltat b bp) p(1 - bp)Ty (D) In(=22)
P? p? ‘

Giambartolomei, Mallmann-Trenn y Saona [5] encontraron los pardmetros a, by p que

minimizan %, siendo estos a = 0,789, b =1,24 y p = 0,421

Dados estos, graficamos la ganancia del algoritmo segtin el tiempo 7T'1 que este seleccione:

La ganancia 6ptima se obtiene para T1 ~ 0,211 en cuyo caso ALG =~ 1,40643. Por su
parte, para estos parametros, OPT = 1,94397 y tenemos que

ALG _ 1,40643
OPT ~ 1,94397

= (,72348.
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Capitulo 3

Modelo No-Show

3.1. Definiciéon del problema

En el modelo No-Show cada agente a, ademas de su distribucién D,, tiene una pro-
babilidad s, € [0,1] de presentarse en el experimento. El vendedor no sabe qué agentes se
presentaran, pero si conoce los valores s, y las distribuciones D,. Al igual que en el modelo
Prophet Secretary los agentes que deciden presentarse lo hacen en orden uniformemente
aleatorio y el proceso termina cuando todos los objetos han sido asignados, o cuando todos
los agentes se han presentado. Ademas, en los ejemplos que siguen veremos ejemplos en el
caso single-minded, es decir, cada agente se identifica con una arista o vértice (podemos
ver a los vértices como aristas de tamano 1) y valda en 0 al resto de aristas y vértices.

El caso particular en que s, = 1 para todo agente a, es precisamente el modelo Prophet
Secretary, por lo tanto, el modelo No-Show es més dificil que Prophet Secretary.

3.2. Cotas superiores

Veamos un par de ejemplos en el modelo No-Show que mejoran las mejores cotas supe-
riores conocidas para Prophet-Secretary. Utilizamos la variable k£ para indicar el tamano
maximo de las aristas. En todos ellos la probabilidad de un agente a activarse serd siempre 1
(es decir, serdan agentes deterministas) y por lo tanto omitiremos mencionarla y en cambio lo
relevante sera su probabilidad de s, de presentarse. Podemos pensar que cada uno de estos
ejemplos tiene una version equivalente en el modelo Prophet Secretary en la que cada
agente a tiene probabilidad 1 — s, de mostrar peso 0. (Es decir, en vez de no presentarse, se
presenta y asigna peso 0 a todas las aristas).

3.2.1. Instancia para k =1

Consideremos el caso con k = 1, es decir, el vendedor posee un solo objeto, con 2 agentes:
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e Agente A de pesolyconsy=1.

e Agente B de peso 2n 'y con sp = +.

La idea serd hacer tender n a infinito. Decimos que los agentes como B, que muestran un
peso que tiende a infinito con una probabilidad que tiende a 0 son agentes “longshot”.

Calculamos la ganancia del 6ptimo y del algoritmo

OPT

Condicionando sobre si el agente “longshot” se presenta o no, es facil ver que
opr=L oy "5 L

n n n

que converge a 3 cuando n tiende a infinito.
ALG

Es claro que si el primer valor que observa un algoritmo éptimo es 2n, este lo acepta. Si
en cambio observa primero el valor 1, debe elegir el maximo entre 1 y lo ganado en esperanza
por rechazarlo. Llamemos “F'1” al evento de que nuestra primera observacion sea 1y “A2”
el que el agente “longshot” se haya presentado. Luego,

P(A2) = .
P(F1) = B(A2) - +(1 - P(42) =1 .

Con ello,

ALG = (1 — P(F1)) - 2n + P(F1) - max(1, P(A2|F1) - 2n)
1
=

P(A2) - 2n + P(F1) - méx(1, P(A2| F1) - 2n).

Observando que,

P(F1]|A2) -P(A2) 1.1 1 1
(421F1) P(F1) 1—5 20 4n?
tenemos que,
ALG =14 (1 — ) - max(1,1 — —)
B on’ A 2n’

Que converge a 2 cuando n tiende a infinito.

Por lo tanto todo algoritmo tiene competitividad a lo més % en este modelo cuando con-
sideramos un tnico objeto. Notar que esto separa los modelos No Show y Prophet Secretary
para un objeto pues en este ultimo existe un algoritmo con competitividad 0.669 (Ver [2]).
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Teorema 3.1 El modelo No Show con k = 1 posee una instancia %-difz’cil, lo que lo
separa del modelo Prophet Secretary.

3.2.2. Instancia para k =2

Consideremos el grafo G = ({a, b}, ab), es decir, una tnica arista. Identificamos un agente
con cada vértice y un agente con la arista ab. !

e Agente a de peso 1 y con s, = 1.
e Agente b de peso 1 y con s, = 1.

e Agente ab de peso Ln y con sy, = %

Con L > 2 una constante por determinar. La arista ab corresponde a un agente de tipo
“longshot” y los 2 vértices son agentes deterministas.

Es claro que todo algoritmo 6ptimo siempre se llevara al agente ab si este se presenta. El
algoritmo 6ptimo debe por lo tanto decidir entre 3 estrategias posibles:

1. Tomar ambos vértices cuando estos se presentan.
2. Tomar solo el segundo vértice que se presente.

3. No tomar ninguno de los vértices que se presente.

En la primera estrategia, nuestro algoritmo tendra ganancia 2 excepto en el caso en que
ab se presente y ademas sea el primero en observarse. Con ello llamando E1 a la ganancia
esperada con la primera estrategia tenemos que:

1
Elzsab-g-Ln+(1—sab)-2
L 2

—Z49_%
3+ n’

que converge a 2 + % cuando n tiende a infinito.

El andlisis para las otras 2 estrategias es andlogo. Si las llamamos F2y E3 respectivamente
tenemos que cuando n tiende a infinito £2 =1+ % y E3 = L. Con ello

ALG = méx(E1, E2, E3).

y es facil ver que

1
OPT =2-(1—su)+Sap-Ln=2-(1—=)+1L
n

que converge a 2 + L cuando n tiende a infinito. Tomando L = 3 tenemos que ALG = E1 =
E2=FE3=3y OPT =5y por lo tanto el modelo No-Show para k = 2 es %-dificil.

1@ es en realidad un hiper grafo con aristas E = {a, b, ab} pero lo anotamos asi por simplicidad.
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Teorema 3.2 El modelo No Show con k = 2 posee una instancia %—difz’cz’l.

3.2.3. Instancias para k£ = 2 y n tendiendo a infinito

Una extension natural del ejemplo anterior es considerar K, en vez de K,. Analicemos
dicho caso. Sea G(V, E) = K, el clique de tamano n dénde n es fijo. Por agentes tenemos

e Por cada vértice v € V, agentes A, de peso % y con p,, =1.

. L _
e Por cada arista e € F, agentes A. de peso = y con s, = ¢,

con L una constante por determinar, m = (g) el nimero de aristas y £ una variable que
haremos tender a 0.

OPT

Para e suficientemente pequeno % > 1, por lo que si hay una arista activa el éptimo
siempre la toma y gana aproximadamente % (como ¢ tenderd a 0 lo ganado por todos los

vértices serd despreciable en comparacion).

Notar que podemos despreciar el caso en que existen 2 o mas aristas activas:

[Ganancia por llevarse 2 o mas aristas| - P(Existen 2 o mds aristas activas)

L
< me (1 — P(Ninguna arista activa) — P(Exactamente 1 arista activa))
me
L m m—1
= (1= =e)"—me-(1-¢)"7),

que converge a 0 cuando ¢ tiende a 0. Intuitivamente esto ocurre porque la ganancia por
mas de una arista crece linealmente mientras que la probabilidad de que esto ocurra decae
geométricamente.

Si no hay ninguna arista activa el éptimo se quedara con todos los vértices y su ganancia
serd 1.

Con esto
L
E(OPT) = P(Ningin A, activo) - 1 + P(Algin A, activo) - —
me
L

= (1= 14 (1= (1=9)™) .

lo que converge a 1 + L cuando ¢ tiende a 0.
Analizaremos ALG solo para el caso n — oo

Sea un algoritmo que siempre acepta una arista si estd activa. Respecto a los vértices
rechaza una primera porcién de ellos y acepta todos los que lleguen pasado cierto punto.
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Digamos que acepta la dltima « € [0, 1] porcién de vértices observados, es decir, acepta los
s

tltimos S vértices con 2 = a.
Al igual que para el éptimo basta con considerar solo los casos en que no hay ninguna

arista activa y el caso en que hay exactamente 1 activa. Con ello, cudndo n tiende a infinito
tenemos que E(ALG) es igual a

[Ganancia por vértices aceptados]
+ [De estar activa, recibimos arista en tiempo [0, 1 — «]] - P[Recibimos arista en tiempo [0,1 — /]

+ [De estar activa, recibimos arista en tiempo [1 — a, 1]] - P[Recibimos arista en tiempo [1 — a, 1]]

:a+(1—a)-L+L-/a(1—t)2dt

o

=+La— Lo® + L

El término L - foa(l —t)? dt se obtiene condicionando sobre el tiempo t, en que recibimos una
arista e activa (de existir esta) dado que la recibimos en t, = (t + 1 — «a) € [1 — «, 1]. Para
este t., habremos ya aceptado una porcién t de vértices y por lo tanto la probabilidad de
poder aceptar la arista correspondera a la probabilidad de que ambos vértices incidentes a
esta pertenezcan a la porcién (1 —t) de vértices atin libres, es decir, (1—1t)- (1 —#) = (1 —t)>.

El valor para a que maximiza esta expresién (y por lo tanto la ganancia del algoritmo)
es

L—+L*—1L
o0=—-".
L
.. . ., ALG ~ ALG ~
Luego minimizando la expresion 57+ sobre L obtenemos que para L ~ 1,13, 557% ~ 0,661.

Observamos por lo tanto que este caso no mejora la cota % obtenida anteriormente, sin
embargo tiene interés en cuanto puede ser més naturalmente extendido al caso Prophet
Secretary con k = 2. Como se describié anteriormente, remplazariamos las probabilidades
de no presentarse con el caso en que el agente se presenta y asigna peso 0 a todas las aristas.
Aun estd abierto hacer un analisis preciso de esto tltimo y determinar si la cota 0,661 podria
conservarse.
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Conclusion

En esta memoria mostramos que para k general el modelo Prophet Secretary Mat-
ching con agentes es O(%)-dificil. Introducimos un nuevo método que llamamos méto-
do continuo y lo utilizamos para volver a probar ciertas cotas en Prophet Secretary. Por
ultimo introducimos un nuevo modelo, que llamamos No Show y mostramos que en el caso

de 1 objeto este y Prophet secretary estan separados.

Como preguntas abiertas, seria muy interesante si las cotas para k general ,que son O( %)

. . [ k . % .
como cota inferior y O(&()) como cota superior, pueden cerrarse. Una observacion intere-

k
sante es que para la cota O(%), cada objeto es disputado por solo 2 agentes. Esto es
potencialmente una limitacién innecesaria, y quizas la cota puede mejorarse haciendo que la

disputa de objetos entre agentes forme una estructura mas compleja.

En el caso del modelo No Show seria interesante determinar si el modelo esta separado
de Prophet secretary para k general.

Por ultimo, para el problema Prophet secretary esta atin abierto si la cota 0,7235 puede
ser mejorada agregando una segunda familia de agentes i.i.d. de tipo “frecuente”.

Como trabajo futuro planteamos extender el ejemplo que lleva a la cota 0,7235 al caso
matching. Ademas comprobar si el ejemplo presentado en la seccion 3.2.2. del modelo No
Show puede funcionar también en el caso Prophet Secretary, potencialmente haciendo
ciertas modificaciones.
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